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PREFACE 

Mes Levons suvles equations integrates et integro-differentielles 
publiees en 1913 (1) etant epuisees, l'editeur m'a propose d'en 
faire une nouvelle edition. Mais leur reimpression, meme avec 
des adaptations, n'aurait pas fourni un ouvrage au courant des 
progres realises par l'Analyse moderne. Les travaux sur le 
sujet, publies pendant les vingt dernieres annees, ont ete trop 
nombreux pour qu ' i l ne devint pas necessaire de modifier 
substantiellement tout l'ouvrage. 

D'autre part le concept de traiter les equations integrates 
et integro-difterentielles comme des chapitres de la Theoriedes 
fonctionnelles etait deja amorce dans mes Lemons de 1913. Le 
developpement ulterieur de ces theories a revele des rapports 
toujours plus etroits entre leurs diverses branches, de sorle 
qu'un ouvrage consacre aux equations integrates et intcgro-
differentielles, qui aurait neglige ces rapports et abandonne le 
concept precedent, presenterait de profondes lacunes. II ne 
suivrait pas l'ordre naturel du sujet et il masquerait revolu­
tion historique de la theorie ( 2 ) , qui a amene aux mathodes 

(1) Lemons sur les equations integrates et les equations integro-
differentielles (Gauthier-Vil lars , editeur, Paris, 1913). 

(2) J'ai expose cette evolution historique dans la premiere de mes 
Legons sur les fonctions de lignes (Gaulhier-Vi l lars , editeur, Paris, 
1913). 
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employees aujourd'hui pour traiter les equations integrates 
dans toute leur generality. Ces methodes sonteneffetlesmemes 
que celles qui ont servi au passage des fonctions ordinaires aux 
fonctionnelles; il a suffi de les appliquer aux Equations alge-
briques, Dans l'un et l'autre cas on se base sur l'application 
systematique et uniforme du principe dit « principe de passage 
du discontinu au continu ». 

C'est ce procede que j ' a i introduit et developpe des mes 
premiers travaux sur les fonctionnelles et sur les Equations 
integrates. J'y ai insiste dans tous mes travaux suivants et il a 
ete employe par ceux qui se sont occupes plus tard des memes 
sujets. II etait done logique de penser a elargir le plan des 
Legons de 1913, en transformant l'ouvrage dans une exposition 
generate de la Theorie des fonctionnelles qui se rattacherait 
tres intimement a Tordre d'idees en question. 

Or un ouvrage ainsi congu existait deja, car, dans lesLegons 
tenues a Madrid en 1926, j 'avais expose diverses branches de 
la Theorie des fonctionnelles en donnant un developpement 
etendu k la partie consacree aux equations integrates et integro-
differentielles. Ce volume, publie d'abord en espagnol et, 
quelques annees apres, revise et traduit en anglais (1), offrait 
done ie plan d'apres lequel il fallait composer le nouveau 
traite. Mais il nten donnait que le canevas, parce que l'expose y 
etait l imite souvent aux resultats; les demonstrations et les 
developpements de calcul necessaires pour les obtenir etant la 
piupart du temps negliges. Plutot qu'un traite complet, il etait 
un apergu general des differentes theories, permettant de 

(1) Teoria de las funcionales y de las equaciones integrates e Inte­
gra-differentiates . (Madrid, 1937). Theory of junctionals and integral 
and integro-diffprential equations (London and Glasgow, Blackie and 
Son, editeurs, 1930). 
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s'orienter dans Pensemble des methodes et deg propositions 
fondamentales. Pour avoir un traite complet, il fallait y 
reprendre les divers details. 

C'est ce que justement M. Peres et moi-meme nous nous 
sommes propose de faire par le present ouvrage. Je suis sin-
cerement reconnaissant a M. Peres, qui connalt parfaitement 
toutes les branches de la theorie des equations integrates et de 
la theorie des fonctionnelles et qui a apporte a ces parties 
de l'Analyse d'importantes contributions originates, de s'etre 
associe a moi dans cette entreprise. 

L'ouvrage sera divise en trois volumes. Le premier comprend 
les generalites sur la theorie des fonctionnelles et sur les 
extensions les plus recentes, puis l'expose de la theorie des 
equations integrates, mis a jour etfaisant connaitrelesresultats 
modernes a cote des plus anciennes recherches. 

Le second volume debutera par la theorie de la composition, 
qui se rattache tresintimement kcelles des equations integrates. 
Nous avons deja public sur ce sujet un traite special (1) et 
nous insisterons surtout sur les resultats nouveaux. Les Cha-
pitres suivants seront consacres aux equations integro-differen-
tielles et aux derivees fonctionnelles qui constituent la suite 
naturelle des equations integrates. La derniere parliedu second 
volume sortira du cadre des theories precedentes : elle envisagera 
Papplication des fonctionnelles a l'extension de la theorie des 
fonctions analytiques. 

Le troisieme volume concernera les complements des theories 
dejk developpees et les applications; nous y exposerons en 
particulier les theories modernes du Calcul des variations, les 

(1) Legons sur la composition et les fonctions permutables (Gauthier-
Vi l la r s , editeur, Paris, 192/4). 
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fonctionnelles analytiques et les applications a la Mecanique, 
a la Physique mathematique, a la Biologie, a la Statistique et 
a l'Economie politique. 

La redaction du present volume a ete faite par M. Peres en 
se basant sur les deux ouvrages cites. 

La premiere partie (General i ty sur les fonctionnelles) se 
refere au Chapitre I de ma Theory of Junctionals, avec des 
extensions qui concernent particulierement les travaux de 
M. Frechet sur les ensembles abstraits et l'Analyse generale, 
ceux de M. P. Levy, dont les Lecons d'analyse fonctionnelle 
sont souvent citees, ceux enfin de M. F. Riesz, a qui l'on doit 
nombre de memoires fondamentaux. Bien des developpements 
appartiennent a M. Peres et je signale ici l'expose sur l 'inte-
grale de Lebesgue, suivant une methode dont le principe a ete 
donne par M. F. Riesz, divers points de la theorie des diffe-
rentieiles et, en particulier, la forme generate du principe 
d'inversion des differentiations fonctionnelles. 

J'ai l'agreable devoir de remercier ic i , en mon nom et de la 
part de M. Peres, M. L. Tonelli qui nous a accordeson precieux 
concours en redigeant la seconde partie du Chapitre II ou est 
exposee sa methode pour l'etude de l'extremum d'une integrate 
simple. 

Dans la seconde partie de l'ouvrage (Equations integrates), 
on a repris les questions traitees au Chapitre II de ma Theory 
of Junctionals et dans mes Lemons de 1913. II a ete term compte 
des principaux Memoires et exposes didactiques, tels que ceux 
deHilbert , E. Schmidt, Heywoodet Frechet, Lalesco, Goursat, 
Evans, Davis et beaucoup d'autres, que l'on trouvera cites dans 
la bibliographie du volume. Tout en reservant pour le second 
volume la theorie complete de la composition, on en a adopts 
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ic i les notations et Ton a fait usage de ses principes fondamen­
taux. 

L'étude du cas singulier de l'équation de Volterra de 
première espèce (zéro isolé de la diagonale du noyau) a été 
faite en reprenant la méthode de mon premier mémoire sur le 
sujet, avec un complément de M. Holmgren. M. Pérès y a 
ajouté une autre méthode qui lu i est propre et dont le dévelop­
pement est fort simple. Relativement aux équations dites 
intégro-fonctionnelles, M. Pérès a ajouté l'exposé de divers 
résultats obtenus par M. Popovici. La partie concernant les 
équations de Fredholm a été complétée tant en ce qui concerne 
la structure du noyau que pour l'étude des développements en 
séries de fonctions fondamentales et M. Pérès a donné une 
nouvelle façon d'introduire les fonctions fondamentales de 
Schmidt. Quelques pages ont été consacrées aux équations 
intégrales à valeurs principales, avec les recherches si 
importantes de M. G. Giraud. Enfin, en ce qui concerne les 
équations non linéaires, on a exposé les résultats de 
M. E. Schmidt et ceux, tout récents, de M. Leray. 

La théorie des équations intégrales se prolonge, dans l'Analyse 
générale de Fréchet et Moore, par l'étude des transformations 
générales dans les espaces abstraits et de leur inversion. Nous 
avons volontairement laissé de coté cette extension, qui sera 
plus à sa place dans le troisième volume de notre ouvrage. 

J'espère que les efforts accomplis par M. Pérès et par moi-
même pour la préparation de ce volume, serviront à donner un 
cadre, le plus possible complet, des théories rattachées aux 
équations intégrales et fourniront une préparation suffisante 
pour les théories qui seront développées dans les volumes sui­
vants. 

Les Auteurs tiennent à exprimer ici leur gratitude aux 
excellents éditeurs Gauthier-Yillars. Ils sont heureux d'adresser 
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leurs remerciements a M l l e Freda, qui , avec sa profonde con-
naissance du sujet, a bien voulu les aider dans la revision des 
epreuves. lis presentent enfin a M. Borel, qui a accueilli 
Touvrage dans son importante Collection de monographies sur 
la Thiorie des fonctions, leurs sentiments de profonde recon­
naissance. 

VlTO VOLTERRA. 
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CHAPITKE I. 
LA NOTION DE F O N C H O N N E . 

I .— E X E M P L E P R E L l M I N A I R E . 

1. Avant de definir les concepts dont nous nous proposons I'etude, 
nous examinerons un probleme tres simple de maxima et minima 
pour mont rc r comment on passe naturellemenl de la consideration 
desfoucfions dun nombre f i n i de variables a celle dequantites q u i 
dependent d'une infinite de variables, a savoir les valeurs, en 
nombre i n f i n i , assumees par uue fonction arbi t ra ire x(t) dans un 
intervalle ( a , b) de valours de t. 

2. Soil le produi t de deux nombres x, y donl la somme est cons­
t an t s II est connu que ce p r o d u i l est maximum quand les deux 
nombres sont egaux. In te rpni tan t geomdtriquement ce resultat, nous 
obtenons l'enonce suivant : de tous les rectangles qu i out un nieme 
pc'jrimetre, c 'est le carre q u i donne l 'aire max imum. 

VOLTERRA 

file:///vant


2 CHAPITRE I . 

Passons au probieme plus general do determiner le polygone plan 
de n cotes q u i , pour un p6rim6tre donne, renferme Paire max imum. 
II est facile de voi r que la solut ion est donnee par le polygone regu-
lier. Si nous notons les 2n coordonnees des sommets du polygone par 

Les expressions precedentes dependent, non plus d'un nombre 
f i n i de variables, mais des valeurs des coordonnees de tous les 
points, en nombre infini, de la courbe C. Au l i eu d 'un probieme de 
calcul diflferentiel ord ina i re , portant sur la determinat ion d 'un 
nombre fini dequantites inconnues, nous avons affaire a un probleme 
de calcul des variations, dans lequel l ' inconnue est une fonction (par 
ses valeurs en tous les points d 'un certain interval le) on une courbe 
(par les coordonnees de tous ses po in ts ) . 

4, Dans le cas du polygone a n sommets, nous avions a trouver 

3. Si nous considerons enfin le probleme de determiner, pa rmi 
toutes les courbes fermdes C de longueur donnee, celle q u i l imi t e 
Paire A maximum (cerc le) , la quant i ty A est donnee par 



Cos coordonnees dependent d'un parametre t qui varie de fagon con­
tinue dans un inlervalle (a , b). Ge parametre continu t prend la 
place de l'indice discontinu i et les soinmes qui figurent dans les for-
mules ( i ) et (I1) sont remplactas, dans (2) et (2 ' ) , par des integrates 
dans lesquelles le parametre t est variable d'integration. 

5. La marche suivie dans cot exemple particulier pour passer d'un 
probleme comportant un nombre fini d'iaconnues a un probleme 
dans lequel l'inconnuc est une fonction (probleme a une infinite 
d'inconnues) a le caractere d'un principe general, et dont la portee 
se precisera par la suite. Dans beaucoup do cas analogues, et pour 
passer de meme d'un probleme de l'analyse ordinaire a un probleme 
du calcul fonctionnel, ilsera on fait suffisant de remplacorun indice 
discontinu i par un indice continu (ou parametre) t et do remplacer 
les sommos par rapport a i par des integrales relatives a la variable 
d'integration t. 

Ce principe, que nous appollerons principe de passage du discon­
tinu nu continu, a ete donne par M. Volterra des ses premiers travaux 
sur les questions qui font l'objet du present Ouvrage. Il constitue une 
methode do decouverte qui s'est revelee extremement feconde. Son 
rdle a ete et reste fondamental dans les progres du Calcul fonc­
tionnel. 

I I . — LA NOTION DE FONCTIONNELLE. 

6. Cette notion fundamental apparait comine generalisant cello 
de fonction de plusieurs variables. 

Une fonction de n variables 

LA NOTION DE FONCTIONNELLE. 3 
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metres x1, X2, . . . , xn variables dans uncertain champ qui constitue 
le doinaine d'existence ou de definition de la fonction consideree. Du 
point de vue geometrique on pent faire correspondre a chaquo sys-
teme de valeurs x1, x2, .. ., xn un point de l'espace a n dimensions; 
le champ ou domaine d'existence de f aura une image geometrique 
dans cet espace et a lout point du domaine ainsi represente corres-
pondra une valeur de la fonction. 

Une autre representation geometrique est la suivante : soit dans le 



dont la valeur est determinee par celles de la fonction x(t) sup-
posee connue lorsque t varie entre a et b, cette fonction x(t) pou-
vant etre prise arbitrairement, sous des restrictions qui limitent 
le champ fonctionnel de definition ou d'existence de z. 

8. Le concept aiasi introduit contient naturellement. comme cas 
partieulier, celui de fonction de plusiours variables. C'est ainsi, par 
exemple, que si z depend seulement des valours x1, x2 prises par x(t) 
en deux points fixes t1 el t2 de l'intervalle, ce sera une fonction ordi-

C'esl, si l'on vent, une fonctionnelle de x(t), mais dont on pent 
dire quelle depend seulement de la valeur de ,x(t) au point t1 et an 
point infininient voisin. 

L'ctude de fonctionnelles telles que les pivcedentes (5 ) ou (6) ne 
fait pas sortir du domaine de l'analvse ordinaire. 

Le cas veritablement nouveau, etauque, nous nous attachons par la 
suite, est celui ou z depend effectivement de toutes les valeurs prises 



Dans ce cas, pour chaque systeme de valeurs de cos parametres, z est 

une fonctionnelle de x ( T ) , au sens precedent; elle est par contre une 

fonct ion ordinaire de . . . quand x(t) est fixe. Nous voyons done 

que dans ce cas l 'operateur fonctionnel F fait c o r r e s p o n d s a chaque 

fonct ion x(t), donnre dans un certain champ, une autre fonct ion 

Nous obtenons ainsi la notion de transformation fonctionnelle. 
Lorsqu'i l n'y aura pas d'ambiguite sur le rdle des variables t et α, 

6 CHAPITRE I. 

par x(t) dans l'intervalie (a, b); z est aiors une fonction d'une infi­
nite continue de variables. 

9. Precisons, avant d'aller plus loin, d'autres aspects du concept 
de fonctionnelle et fixons des notations. 

La fonction x(t) peut etre dite fonction-argument on simplement 
argument de la fonctionnelle F [ x ( t ) ] . 

II peut arriver que l'intervalle ( a , b), dans lequel on prend la 
fonction-argument pour en deduire la fonctionnelle, soit lui-meme 
variable. Pour un argument x(t) assigne dans un intervalle ( a 0 , b0) 
(auquel a et b res tent intgrieurs), la fonctionnelle sera aiors fonction 
ordinaire de a ou b. 

No tons dgalement le cas ou x(t) contient aussi d'autres variables a, 
(3, . . .; nous ecrirons aiors 
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10. La notion de fonctionnelle peut etre immediatement etendue 
aux quant i ty z qui dependent de toutesles valeurs de plusieurs fonc­
tions, par exemple de 

(1) Cf. C. FABRY, [23] et [24]. Les nombres entre crochets so rapportent a !a 
bibliographic donnee a la fin du Volume. 

(2) Cf V. VOLTERRA, [108] et [109]. 

La consideration de telles fonctionnelles peut avoir son interet, 
mais il convient de noter qu'elles se reduisent immediatement aux 
precedentes ou apparaissait seulement une fonction-argument. La 
donnee du couple x(t), y(u) revient en effet a la donnee d'une 
seule fouction definie par les valeurs de x et y dans un intervalle 
dont la longueur est la somme des longueurs de (a , b) et de (c, d). 

11 . On obtient par contre une veritable generalisation en conside-
rant une quantity z qui depend de toutes les valeurs prises par une 
ou plusieurs fonctions de plusieurs variables dans les champs res-
pectifs C1, C2, . . . (1) : 

z est done une fonctionnelle des n fonctions dependant de 
toutes leurs valours dans le champ C, a r dimensions, pour lequel 
f i les sont definies. Mais il faut remarquer que z n'est pas la fonc­
tionnelle generate des n fonctions Si les parametres tk sout r e m -
places par d'autres Uk au moyen de la transformation 
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avec le determinant fonctionnel 

est integrable dans l ' intervalle ( a , b). 

14. L'etude des champs fonctionnels, c'est-a-dire des ensembles 
dont les elements sont des fonetions, est evidemment d 'un interet 

est definie seulement pour les fonetions x(t) q u i ont des derivees 
jusqu'a I 'ordre n et pour lesquelles 

est definie settlement dans le champ des fonctions x qu i sont in te -
grabies dans Pintervalle ( a , b) (champ dependant d'ailleurs de la 
definit ion adoptee pour I ' integrale) . La fonctionnelle 

mais la quantity z, qu i depend uniquement de la forme de l 'hyper-
espace S, et non de son mode de representation parametrique, reste 
inchangee. 

z est done une fonctionnelle des jouissant de la propriety par t i -
culiere suivante : elle est invariante lorsque les sont remplaces par 
d'autres fonetions deduites des premieres par un changement 
des parametres. 

I I I . — CHAMPS FONCTIONNELS. 
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p r i m o r d i a l pour une comprehension exacte du concept do fonction-

nelle. 

Pour une fonctionnelle le champ fonctionnel le plus vaste 

est celui de toutes les fonctions possibles x(t) definies dans Finter-

valle ( a , b) : il constitue en somme un « espace » a une infinite aon 

denombrable de dimensions ( le nombre de ses dimensions a la puis­

sance du continu en ce que chaque element de eel ensemble est defini 

par un ensemble de valeurs de x correspondantes a toutes les valeurs 

de t entre a et b). 

Pen de fonctionnelles sunt definies dans la total i le de ce champ et 

les theories que nous developperons par la suite supposeront toujours 

un domaine de definit ion plus ou moins restreint. 

II somble d'ail leurs q u ' i l n 'y ait point la une insuffisance de nos 

moyeus d'analyse et que les restrictions dont il v ient d'etre question 

soient dans la nature des choses : les difficultes que presente deja la 

conception ar i thmetique du cont inu se retrouvent, a une puissance 

superieure, dans la conception du champ de toutes les fonctions pos­

sibles. II est done sans inconvenient, dans certains cas meme neces-

saire. de se l i m i t e r a des classes de fonctions telles que chacune soit 

caracterisee par une infinite denombrable de conditions ( 1 ) . La classe 

des fonctions interessantes et auxquelles on se bornern dependra du 

probleme envisage et aussi de nos moyens d'analyse. 

15. Sans pretendre en aucune facon a etre complel , citons ic i les 

champs fonctionnels les plus couramment utilises. 

Un champ assez restreint, mais d ' interet notable, est celui des fonc­

tions analytiques sur le segment (a, b). II a une infinite denombrable 

de dimensions en ce sens que ses elements α ( t ) sont determines par 

les valeurs de a et des derivees successives en un point fixe (coeffi­

cients d 'un developpement de T a y l o r ) . 

Un champ'plus vaste est celui des fonctions continues x(t). II a 

aussi une infinite denombrable de dimensions, puisqu'une fonction 

continue est determinee par ses valeurs aux points d'abscisses ra t ion-

(1) Pour toutes ces questions le Lecteur se reportera aux Ouvrages de M. Borel 

et, en particulier, aux Notes I I I , IV et VI de ses Lecons sur la theorie des fonc­

tions [ 9 | . 
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nelles ou parce qu'elle peut etre consideree comme limite de fonctions 
analytiques, ou meme de polynomes (Weierstrass [119]) . 

Plus etendu encore est le champ des fonctions limites de fonctions 
continues. En general nous pouvons adopter la classification bien 
connue de Baire [ 8 ] qui s'applique aux fonctions actuellement les 
plus interessantes pour Panalyse. 

D'autres champs interessants seront ceux des fonctions derivables 
jusqu'a un certain ordre, des fonctions a variation bornee, des fonc­
tions dont le carre est sommable, etc. 

16. Par la suite le champ auquel nous nous limiterons dependra, 
comme il vient d'etre dit , de la nature de la question traitee. Mais il 
nous arrivera de le restreindre encore pour la simplicity de l'exposi-
tion. II y a ninsi souvent gros avantage a se limiter a la consideration 
des fonctions geniralement continues (1) ou biengeneralement con­
tinues ainsi que quelques-unes de leurs derivces et, les resultats 
etant acquis, il est aise de passer, par des precedes de prolongement 
dont le lecteur aura assez d'exemples, auxcas plus generaux, 

I V . — FONCITONNELLES ET FONCTIONS DUNE INFINITE 
DENOMBRABLE DE VARIABLES. 

17. Les considerations precedentes appellent quelques remarques 
sur le rapport entre la theorie des fonctionnelles et celles des fonc­
tions d'une infinite denombrable de variables. 
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fieront avec des fonctions d'une infinite denombrable do variables et, 
du point de vue geometrique, elles pourront apparaitre comme fonc­
tions d'un point variable dans un espace a une infinite denombrable 
de dimensions : espace analytique, etudie tout d'abord par Pincherle 
et Bourlet (1) dans le premier cas, espace hilbertien dans le second cas. 

18. Si l'on se place au point de vue realisle qui est celui de 
M. Borel et de beaucoup de specialistes de theorie des ensembles, et 
si l'on admet avec eux que la notion de fonction la plus generale est 
en quelque sorte au dela des mathematiques, toute portion utilisable 
de l'espace fonctionnel general n'aura pas une puissance superieure 
a celle des ensembles precedents. Le calcui fonctionnel a-t-il done, 
autrement qu'en apparenee, une generalite superieure a celle des 
theories sur les fonctions d'une infinite denornbrable de variables, 
theorie de l'espace hilbertien par exemple? 

19. Pour repondre a cette question nous ferons d'abord remar-
quer que le calcui fonctionnel est capable de toute thtforie de ce 
genre, actuellement etablie ou a venir. De plus, et e'est la un point 
que l'ou apercevra clairement par la suite, le point de vue purement 
fonctionnel, qui est celui de M. Volterra, est necessaire pour mettre 
en evidence, de la facon la plus immediate, des concepts dont l'utilite 
ne pent etre mise en question. 

L 'un de ces concepts est celui de derivee fonctionnelle (cf. 
Chap. I V ) qui ne pourrait en aucune facon etre supplee par celui de 
derivee d'une fonction d'une infinite denombrable de variables : si 
par exemple, on envisage une fonctionnelle F comme fonction des 

(1) Cf. PINCHERLE, [84] ; BOURLET, [11] . 
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trie eartesienne par rapport a l'analyse vectorielle : la representation 
d'une fonctionnelle par une infinite denombrable de variables implique 
le choix d'un systeme de reference [qui sera par exemple defini par 
la suite orthogonale des ( t ) ] . 

20 . Historiquement le developpement de l'Analyse fonctionnelle a 
precede de bien des anndes celui des theories concernant l'espace 
hilbertien. Ces dernieres theories ont pris recemment un grand 
developpement par suite de leur application a la physique des quanta. 
Mais divers Memoires marquent un retour au point de vue initial. 
Nous citerons en particulier : une interessante etude de Heisenberg 
et Pauli sur la dynamique des quanta [ 6 3 ] ; les travaux de 
Conforto [ 1 2 ] q u i etend a l'analyse fonctionnelle les theories de Ricci 
et le paralieiisme de Levi-Civita; les resultats obtenus par Fantappie 
en ce qui concerne le calcul des matrices, resultats qui decoulent de 
sa theorie des fonctionnelles analytiques. 

Cette derniere theorie [ 2 7 ] , que nous aurons a exposer dans un 
autre volume du present Ouvrage, aboutit essentiellement a l'appli-
cation de la notion de derivee fonctionnelle dans une question ou, 
a priori, il pouvait paraitre difficile d'appliquer les methodes memes 
du calcul fonctionnel et ou pourtant elles se sont revelees tres 
fecondes. 

2 1 . Les remarques precedentes n'impliquent point, bien entendu, 
que l'on doive negliger les methodes bashes sur les fonctions a une 
infinite denombrable de variables : M M . Hilbert, Schmidt, Vita l i et 
d'autres auteurs en ont tire une ample moisson do beaux resullats. 
Nous aurons d'ailleurs a faire place a ces methodes dans le present 
Ouvrage. 

V. - ENSEMBLES ABSTRRAITS ET ANALYSE GENERALE. 

22. Notons pour terminer qu'une theorie generale qui englobenon 
seulement les champs fonctionnels, mais les ensembles abstraits dont 
les elements peuvent etre de nature quelconque et non specific, a 
ete developpee independamment par M. Frediet e t E . I I . Moore ( 1 ) , 

(1) E. H. MOOHE, [78] ; FRESHET, [35]. 
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dans une serie do memoires qui donnent les bases d'une nouvelle 
theorie appelee Analyse generate. 

Le point de depart de M. Frechet peul etre resume de la facon 
suivante : on ne peut l imiter a l'avance le champ dans lequel doit 
6tre choisie la variable d'une fonclionnelle; il faut done developper les 
demonstrations « sans faire entrer en ligne de comple la nature de la 
variable envisaged et en retenant les proprietes topologiques de 
l'espace, du champ de variation ». E. I I . Moore propose, de meme, 
d'extraire les notions plus abstraites communes a plusieurs theories 
et de les generaliser ainsi en abandonnant pour chacune les proprieties 
parliculieres qui dependent des elements concrets qu'elle concerne. 
C'est la marche qu'a toujours suivie la pensee mathematique et, pour 
ne citer qu'un exemple, des principes analogues sont a l'origine du 
developpement de la theorie des vecteurs. 

23. Bien que nous ne puissions, dans le present Ouvrage, roster 
an point de vue de l 'Analyse generate, nous pensons qu ' i l y a gros 
avantage a s'y placer au debut. Aussi envisagerons-nous le cas 
d'ensembles abstraits dans ce paragraphe et au debut du prochain 
Chapitre, en renvoyant le lecteur, pour plus de details, aux travaux 
des auteurs deja cites, ainsi qu'a ceux de Urysohn, Alexandrof, 
P. Levy et beaucoup d'autres. Nous signalerons tout particulierement 
le recent Traite de M. Frechet ( 1 ) . 

24. Le concept de fonctionnelle, ou d'operaleur fonctionuel, s'etend 
bien entendu sans difficulte a ces ensembles abstraits. Nous pourrons 
dire que U [ A ] est une fonctionnelle uniforme dans un ensemble 
abstrait E si a tout element A de E correspond un nombre bien 
determine U [ A ] . M. Frechet elend meme ce concept a des relations 
enlre deux elements de nature quelconque. 

LVtude des proprieties d'un tel concept ne peut-etre developpee 
qu'en choisissant quelques proprietes imposees aux cements de E. 
C'est ainsi que (Cf. le Chapitre suixant) pour etudier la continuity et 
developper ensuite un calcul infinitesimal des fonctionnelles gene-
rales, il faudra transporter le concept de distance au champ abstrait 
et preciser les proprieties infinitesimales des ensembles d'elements de 
ce champ. 

(1) [48] , ou l'on trouvcra une bibliographic tres complete. 
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25. Si, en particulier, etant donne un ensemble E, nous consi-
d6rons comme elements d'un nouvel ensemble les ensembles partiels 
E1, E 2 , . . . , E n , . . . qui peuvent etre extraits de E nous pourrons 
definir une fonction d'ensemble V [ E n ] et c'est la une generalisation 
du concept de fonction de ligne, puisqu'une ligne est un ensemble 
particulier extrait de l'espace dans lequel elle est placee. 

D'importance particuliere sont les fonctions additives d'ensemble 
qui jouissent de la propriety suivante : E1, et E2 etant deux ensembles 
sans elements communs et 
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par (7 ) devant etre remplie pour toute definition acceptable de la 
mesure. La mesure etant d'ailleurs ddfinie elementairement pour 
les figures simples (intervalle, rectangle, etc.), le probleme general 
de la mesure est un cas particulier du suivant : prolonger. pour 
d'autres ensembles, une fonction additive connue pour des domaines 
elementaires ( 1 ) . 

( l ) Le developpement de telles questions nous entralnerait en dehors de notre 
sujet; le leeteur pourra se reporter au livre de M. de La Valine Poussin [105]. 
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CONTINUITE DBS FONCTIONNELLES ET QUESTIONS CONNEXES. 

1. — L I M I T E ET DISTANCE DANS UN ESPACE ABSTRAIT . 
LA NOTION D'ENSEMRLE COMPACT. 

1. Espaces do Frechet. — Pour poursuivre l'etude desespaees 
abstruits il faut in t roduire quelques proprieties de leurs elements. 
Dans la plupart des questions il est necessaire, comme l ' indique 
E. H Moore, de postuler au moins l 'operation qu i fail passer d'un 
ensemble des elements considcires a I'enseinble derive. 

Suivant, dans ces questions, les idees de M. Frechet ( 1 ) , nous 
admettrons d'abord que l'on ait choisi , dans I'ensemble (ou espace) 
abstrait considere, q u i sera designc par , uno defini t ion de la con­
vergence d'une suite jouissant des proprietes suivantes : 

a. Si une suite A1 A 2 , . . . formee d'elements de converge 
vers B, toute suite qu i en est extraite converge aussi vers B; 

b. Une suite dont tous les termes sont identiques, A. A, . . ., con­
verge vers A. 

Un espace abstrait pour lequel on peut definir la convergence d'une 
suite d'elements en respectant ces deux proprietes est d i t , suivanl 
M. Frechet, espace .II convient de remarquer que, bien souvent, 

une definit ion de la convergence respeclant les conditions (a) et (b) 

est imposee par la nature des questions etudiees. 

2. Espace distanciable. — Uncas plus par t icul ier , mais fort i m p o r ­

tant, est celui d 'un espace pour lequel la not ion de convergence 

( l ) Pour tout re paragraphs, cf. FRICHET, [ 35 ]. 
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d'une suite peut etre relive a une definition de la distance de deux 
elements de l'ensernble. 

II est naturel d'imposer a une telle distance les conditions sui-
vantes : 

1° La distance de deux, elements quelconques A et B est un nombre 

( l ) En prenant, par exemple (A , B) = I, sauf si A et B sont identiques, et 
( A , A) = O. 

VOLTERRA 2 

pour la convergence d une suite de telles fonctions vers la tonction 
limite x(t) la definition usuelle (convergence en chaque point t con-
sidere individueliement). On verifie qu ' i l est impossible de relier cette 
notion de convergence a une distance possedant les proprieties pre-

Dans tout ensemble abstrait on peut definir une distance veri-
fiant les conditions (1), (2 ) , (3) (1), mais, s'il s'agit d'un espace 
on possede deja une definition de la convergence d'une suite et, pour 
presenter quelque uti l i ty, la distance doit verifier la quatrieme condi­
tion suivante : 

4° Pour que A soit la limite d'une suite A1, A2. . . . , An . . . , i l est 

nccessaire et suffisant que la distance ( A , An) tende vers zero avec  

Lorsqu'un espace est capable d'une definition de la distance 
satisfaisant anx conditions 1 a 4 nous dirons que c'est un espace 
on un espace distanciable. II faut envisager un espace distanciable 
pour generaliser, le plus completement, les propriety des ensembles 
de points et des functions de point. 
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cisees. M. FrcSchet, a q u i est du ce rdsultat ( 1 ) , indique aussi que 
e'est pour cela que, dans la theorie des fonclions, la convergence 
ordinai re est souvent peu maniable et que l ' on se trouve amene, dans 
bien des cas, a renforcer la convergence en inlroduisant par exemple 
une condi t ion de convergence uni forme. 

4. Espace complet. — Soit un espacc abstrait distanciabie. 
On pourra i t etre tente d'enoncer un critere de convergence analogue 
au critere classique de Cauchy : pour la convergence d'une suite 
d'eiements de A1 , A2 , . . . , An , . . . , i l est necessaire et suffisant 
que la distance de deux elements quelconques de la suite soit a rb i -
trairement petite quand leurs rangs sont assez eleves. 

Ce n'est pas toujours vra i : la condi t ion posee est bien necessaire, 
mais elle n'est pas toujours suffisante, comme on le voit immediate-
ment en envisageant l'ensemble des nombres rationnels, avec la defi­
n i t i o n habituelle de la distance. 

Lorsque le critere de Cauchy est applicable, l'espace sera d i t 
complet. Dans le cas contraire il peut arr iver que puisse etre 
rendu complet par un changement de la def ini t ion de la distance, ou 
encore par l 'adjonction d'elements nouveaux (elements impropres) : 
le lecteur le concevra sans peine d'apres l 'exemple des nombres 
rationnels. 

5. Les notions precedentes etant acquises, les principales proprietes 
des ensembles de points se generalisent sans peine. 

V o i c i un exemple : les elements l imites d 'un ensemble E extrai t de 
l'ensemble distanciabie sont ceux qu i peuvent etre obtenus 
comme l imi t e de suites infinies d'eiements distincts appartenant a E. 
I I forment un nouvel ensemble E ' ( p r e m i e r derive de E) . Un ensemble 
q u i contient son premier derive est dit ferme. On reconnait i m m e -
diatement que l 'ensemble E', derive de E, est ferme. 

( l ) FRFCHET, [35], La demonstration est assez simple pour pouvoir etre reproduite 
ici . Si l'espace considere etait distanciabie, tout ensemble derive d'un ensemble de 
ses Elements serait ferme (cf., infra, n°5) . Or il est facile de voir qu'il n'en est pas 
toujours ainsi. Prenons pour ensemble celui des fonctions continues; l'ensemble 
derive E' est forme par les fonctions de classes zero et i de Baire [8 ] et il y a des 
fonctions de classe 2, c'est-a-dire qui appartiennent a l'ensemble derive de E' sans 
faire partie de E'. 
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6. Ensemble compact. — Les ensembles born6s de points de 
I'espace ordinaire jouent un role important dans la theorie des fonc­
tions et ils interviennent par la propriete suivante : n'importe quel 
sous ensemble infini d'un ensemble borne admet au moins un 
element limite. 

M. Frechet a justement souligne l'interet de celte propriete dans le 
cas des ensembles abstraits. II nomme ensemble compact tout 
ensemble d'elements d'un espace (£) qui : ou bien ne contient qu'un 
nombre fini d'elements, ou bien, s'il en contient une infinite, est tel 
que tout sous-ensemble infini que l'on en extrait admette au moins 
un element limite. 

7. Nous verrons le concept d'ensemble compact interveuir, au 
paragraphe suivant, dans l'etude de la continuite des fonctionnelles 
et de leurs maximum et minimum. Le meme concept joue aussi un 
role essentiel dans d'autres questions : il faut rappeler au moins que 
Ton peut y relier la notion de famille normale de fonctions (une 
famille de fonctions est dite normale dans un domaine si, de toute 
suite infinie de fonctions de la famille, on peutextraire une suite par-
tielle convergeant uniforim'mient dans le domaine); on sait que. grace 
principalement aux travaux de M. P. Montel, la notion de famille 
normale a trouve d'importantes applications a la Theorie des fonctions 
analytiques. 

8. Exemples d'ensembles compacts. — Dans le cas d'un ensemble 
de points de l'espace ordinaire il y a identite entre les notions 
d'ensemble compact et d'ensemble borni. Dans le cas d'ensembles 
de fonctions et en general d'ensembles abstraits, il couvient d'avoir 
des criteres permettant d'affirmer que tel ensemble est ou non com­
pact. Nous envisagerons quelques exemples : 

a. Espace de fonctions holomorphes de Frechet. — II est cons-
titue par toutes les fonctions qui sont holomorphes a l'interieur d'une 
meme aire fixe A du plan complexe, en convenant de dire qu'une 
suite de telles fonctions fn(z) converge vers une limite f(z) quand 
fn(z) converge vers f(z) uniformement dans toute aire intcrieure 
a A. M. Frechet etablit [35] que l'espace ainsi defini est distan-
ciable et complet. II demontre de plus que : pour qu'un ensemble 
extrait de I soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de cet 
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ensemble soient egalement bornees (1) dans toute aire intdrieure a A. 
b. fonctions egalement continues (Ascoli et Arzela). — Les 

resultats de Ascoli, puis de Arzela (2) (lequel avait pour but l'dtude 
des maxima el des miuima d'une fonctionnelle) ont ete obtenus avant 
qu'ait ete introduite la notion d'ensemble compact. lls impliquent en 
particulier I'enonce suivant : 

(1) C'est-a-dire bornees dans leur ensemble. 
(2) Bibliographic [7], [ 1 ], [2]. II convient de noter que Ascoli n'avait pas l'idee 

de fonctionnelle et ne considere que des ensembles de lignes dont il etudie la 
limite. Arzela, dont les travaux sont notablement plus recents, applique au con-
traire le concept de fonctionnelle. Le but de ses travaux ctait la justification du 
principe de Dirichlet et it a precede Hilbert dans cette voie (cf. Chap. V, n° 4). 
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bornees]. Puis, on tirera de cette suite une autre suite qui converge 
aussi pour t = t2 et ainsi de suite. On parviendra enfin a une suite 

9. Extension du theoreme de Borel-Lebesgue. — On sait le role 
essenttel quo joue, en Theorie des functions, le theoreme de Borel-
Lebesgue, dont I'enonce est le suivant : 

Soil, sur un segment Jini, une infinite d'interva/les tels que 
tout point du segment soil inlerieur it fun au moins d'entre eux. 
On pent remplacer ces intervalles par quelques-uns d'entre eux, en 
nombre limite, jouissant de la meme propriety. 

M. Frechet a montre [44] qu'on peul generaliser ce theoreme ense 
placant dans un espace abstrait distanciable et en remplagant le 
segment par un ensemble E compact et ferme. L'enonce devient : 

S'il existe une famille F d'ensembles I, formes d'elements de 
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l'espace considered telle que tout element deE soit intirieur a l'un 
au moins des I, on peut extraire de une famille jouissant 
de la meme propriete et formie par des ensembles I en nombrefini. 

Justifions ce resultat, que nous aurons l'occasion d'utiliser. II faut 
d'abord preciser le sens du mot interieur : suivant M. Frechet, un 
element de E sera dit interieur a I s'il appartient a I et ne peut pas 
etre oblenu comme limite d'elements n'appartenant pas a I. 

La demonstration repose alors sur les deux lemmes suivants : 

a. Si un element A interieur a I est limite d'une suite A1,  
A 2 , . . , An . . . , les An sont intkrieurs a I a, partir d'un certain 
rang. 

( l ) Notons en passant le resultat suivant (Frechet) : dans un espace distanciable 
complet il est necessaire et suffisant, pour qu'un ensemble E soit compact, que, 
quel que soit w, tout ensemble Ew forme de points de E dont les distances mu-
tuelles sont superieures a w ne puisse contenir qu'un nombre fini de points. 
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1 1 . La notion de continuity uniforme s'etend de meme. Si la pre-
cedente ( 4 ) enlraine ( 3 ) quels que soient A et A' dans un certain 
champ, il y aura continuity uniforme dans ce champ. 

Settlement une fonctionnelle continue pour tout element d'un 
champ n'est pas forccment uniformement continue dans ce champ 
et c'est la une difference importante avec le cas des fonctions d'un 
nombre f ini de variables. Mais M. Frechet a montre qu'il y a bien 
continuity uniforme si le champ de definition de U [ A ] est un 
ensenible E compact et ferme : dans ce cas la continuity pour tout 
foment de E entraine la continuity uniforme dans E. 

12. Indiquons rapidement la demonstration, lout a fait analogue a 
celle que l'on donne pour les fonctions ordinaires. Si la fonelion-
nelle U [ A ] , continue en chaque element de son champ de defini­
tion E (qui est suppose compact et ferme) n'etait pas uniformement 
continue, il existerait un nombre positif a tel que. n etant arbitrai-
rement petit, on ait dans E des couples A ' A " dont la distance est 
moindre que n et qui donnent 

24 CHAPITRE II. 

soit entrainee par 

Prenons une infinite de valours de n tendant vers zero et, pour 
chacune, un couple d'elements A'A". Puisque E est compact et ferme, 
il existerait un element A0 qui soit un element limite de l'ensemble 
des A'A" ainsi choisis; mais l'inegalite ( 5 ) contredirait alors la conti­
nuity en A 0 , ce qui justifie l'enonce. 

13. Remarquons que la definition de la continuity d'une fond ion-
nelle depend de la definition de la limite d'une suite contenue dans 
l'ensemble E ou encore de la convention adoptee pour mesurer la dis­
tance ( A , B) de deux elements. Par un changement de cette conven­
tion une fonctionnelle peut done cesser d'etre continue, ou vice-versa. 
On en verra un exemple plus loin (§ I I I , n0 2 18-20) . 

14. Extremum d'une fonctionnelle. — Beaucoup de theoremes qui 
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valent pour les fonctions de variables reelles peuvent etre etendus a 
des fonctionnelles definies dans un espace abstrait. 

Soit, par exemple, le theoreme bien connu, du a Weierstrass, et 
qui peut s'enoncer ainsi : une fonction d'une variable, difinie pour 
un ensemble ferme et borne e de valeurs de cette variable et con­
tinue sur cette ensemble, jouit des proprietes suivantes : I° elle est 
bomie sur e; 2° elle prend au moins une fois sur e une valeur 
egale it sa limite superieure (max imum) et une valeur egale a sa 
limite inferieure cmin imum) . Ce theoreme se generalise immedia-
lemenl aux fonctions de plusieurs variables. 

Pour avoir le resultat analogue du calcul fonctionnel, il faut bien 
entendu utiliser encore la notion d'ensemble compact. M. Frechet a 
etabli le theoreme suivant 

Toute fonctionnelle U [ A ] uniforme et continue dans un 
ensemble fer me et compact E : I° est limitee sur E; 2° prend les 
valeurs de ses limites superieure et inferieure au moins une fois 
dans E(1). 

La demonstration caique exactement celle de Weierstrass. Si la 
fonctionnelle n'etait pas limitee il y aurait une suite d'elements de E 
pour lesquels U prendrail des valeurs croissantes a I ' infini. Cette 
suite aurait au moins un element limite A0 appartenant a E et pour 
lequel U ne saurait etre continue. Soit d'autre part M la limite supe­
rieure (ou inferieure) de la fonctionnelle. Si cette limite n'etait pas 
eftectivement atteinte en un element de E, on pourrait trouver une 
suite d'elements pour lesquels les valeurs de U tendent vers M : mais 
alors, d'apres la continuity, la valeur de U en un point limite de cette 
suite serait effectivement M. 

15. Nous avons deja fait allusion (page 2) au Calcul des varia­
tions et nous y reviendrons ulterieurement. Le Calcul des variations 
concerne l'extremum de fonctionnelles particulieres de sorte qu ' i l 
peut apparaitre comme un Chapitre particulier du Calcul fonctionnel 
ayant peut etre ses methodes propres, mais ou il y a aussi grand 
interet a utiliser les theories generales sur les fonctionnelles : dans 

(1) On trouvcra aussi un reciproque de ce theoreme dans le Memoire de 
M. Frechet, [ 35 ]. 

http://g6ri6rali.sc
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son beau Traite de Calcul des variations, M. Hadamard a justement 
insiste sur ce dernier point (1) qui a ete developpe par M. Tonell i . 

On pourrait done croire a premiere vue qu'un thioreme tel que 
celui que nous avons etabli au n° 14 doit dominer le calcul des varia­
tions. II n'en est pas tout a fait ainsi parce que la condition de con­
tinuity imposee a la fonctionnelle U [ A ] est trop restrictive : les 
fonctionnelles les plus importantes au point de vue du Calcul des 
variations ne sont pas continues, mais presentent seulement la semi-
continuity superieure ou inferieure. 

Cette notion de semi-continuity, introduite par Baire pour les 
fonctions ordinaires a ete etendue par M. Tonelli aux fonctionnelles (2). 
Elle joue nn role primordial. 

16. Semi-continuite. — Reprenons la fonctionnelle U [ A ] ; elle sera 
dite semi-continue inferieurement (superieurement) pour Vele-
ment A si, etant donnee une quantite arbitraire positive e, on 
peut lui associer a telle que l ' inegalite 

(1) Cf. HADAMARD, [61). 
(2) TONELLI, [99], [100]. 

II est clair qu'une fonctionnelle qui est semi-continue a la fois supe­
rieurement et inferieurement est continue au sens ordinaire [avec une 
definition donnee de la distance ( A , A ' ) ] . Ceci pose le theoreme du 
n° 14 s'etend aux fonctionnelles semi-continues et l'on a les rtisultats 
suivants, dont la demonstration est d'ailleurs tres simple : 

a. Si la fonctionnelle U [ A ] , definie dans un ensemble E de valours 
de A, y prend une valeur maximum (absolu) ou minimum (absolu), il 
y a semi-continuite superieure ou inferieure pour la valeur corres-
pondante de A. 

b. Si la fonctionnelle U [ A ] e s t semi-continue superieurement dans 
Pensemble E compact et ferme : I° elle est bornee superieurement 
dans E; 2° elle atteint son maximum en au moins un element de E. 

c. Enonce analogue a b pour la semi-continuite inferieure et le 
minimum de U [ A ] . 



(1) Dans plusieurs traites cette continuite est dite continuite liee au voisinage 
uniforme : le mot uniforme rappelle seulement qu'une suite des fonctions xn(t) ne 
doit etre conside'ree com me ayant une limtte x(t) que s'il y a convergence uniforme. 
Mais celte denomination peut entrainer confusion avec la continuite uniforme de 
la fonctionnelle. On pourrait employer la designation de continuite absolue qui 
ne presenterait pas le meme defaut. Comme pourtant il y a une notion, toute difle-
rente, d'absolue continuite (Cf. Chap. V, n°6), nous preferons la denomination du 
texte. 

II faut preciser distance ou continuity elementaire d'ordre zero, parce que, comme 
on le verra, on doit introduire les notions analogues pour un ordre entier quelconque. 
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I I I . — L E CAS D U CALCUL FONCTlONNEL; 
DISTANCES ET CONTINUITIES ELEMENTAIRES. 

La defini t ion precedente de la distance est la plus immediate el la 
plus commode lo r squ ' i l s'agit d 'etudier des fonctionnelles definies 
dans un ensemble1 de fonctions continues, ou meme seulement 
borates. C'est elle que M. Vol te r ra a utilisee des le debut de ses 
recherches. Nous dirons qu'elle donne la distance Elementaire 
(d'ordre zero) des deux fonctions considerees. II est ut i le d ' in t ro-
duire cette denomination parce que, comme nous le verrons, d'autres 
definitions de la distance fonctionnelle sonl possibles. 
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fonctionnelle q u i a un sens si les fonctions f et x soul continues par 
rapport aux variables q u i y figurent; elle a alors la cont inui ty e lemen-
taire d 'ordre zero. 

( 1 ) lim designant la plus granrie des limites. 
(2) HADAMARD, [61], p. 49. 

ce q u i raontre bien q u ' i l n 'y a pas continuite elementaire d 'ordre zero. 

19. AVEC la defini t ion precedente do la distance, deux fonctions.x1, ( t ) , 
x2(t) doivent etre considerees comme tres voisines si lour [difference 
resle en valeur absolue tres petite; quel que soit t. On peut definir le 
voisinage (elementaire) d'ordre zero, correspondant au nombre 
positif d'une fonction donnee x1(t) comme l'ensemble des fonc­
tions x(t) appartenant au champ fonctionnel considere telles que 
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la difference x(t) — x1 ( t ) , mais aussi les derivees successives de celte 
difference. 

20 . Bornons-nous a des fonclions je(t) definies, ainsi que leur 
derivee premiere, dans I ' inlerval le ( a , b). Nous pourrons convenir 
que deux fonclions de ce genre seront ties voisines lorsque seronl 
tres voisines, non seulement lours valeurs pour un meme t d'ailleurs 
quelconque, mats encore les valeurs correspondantes des derivees. 

Nous arrivons ainsi a la not ion de voisinage (elementaire) du 
premier ordre. defini par les inegalites 

(1) Gateau x, [ 57 ]. 

La cont inui te rorrospondanle sera dile cont inui te elementaire 
d 'ordre p. 

Les diverses ront inui tes tMemenlaires, d'ordres 0, 1, 2,.... p. sont 
evidemment de plus en plus restr i r t ivos. 

22 . L ' iu t roduc t ion de la continuite elementaire permet de pre-
ciser, comme In remarque Gateaux ( 1 ) , le passage signale an debut 
(Chap. 1, § 1) des fonctions de n variables a u \ fonetionnelles. 
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Soil en effet une fonctionnelle 

La convergence est unifonne dans tout ensemble compact de func­
tions continues. 

Done : les fonctionnelles ay ant la continuity Hementaire 
(Tordre zero s'expriment comme limites de fonctions continues 
de n variables lorsque le nombre de ces variables augmente inde-
finiment. 

IV . — L'ESPACE DES FONCTIONS MESURABLES. 
DIGRESSION SUR LINTEGRALE DE LEBESGUE. 

23. Nous aurons a etudier dans la suite un autre mode de conti­
nuity des fonctionnelles, egalement tres important : la continuity en 
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moyenne. Cette notion repose sur une definition de la distance 
distincte de celles du pa rag raphe III et qui ne prend toute sa valeur 
que par l'empioi de i'integrale de Lebesgue. L'integrale en question 
est d'ailleurs utile dans de nombreuses questions d'Analyse fonc­
tionnelle. Nous en reprendrons done ici la theorie en nous placant a 
un point de vue qui ne nous ecarte pas de l'objet du present ouvrage : 
l'etude des diverses definitions de l'integrale est retude des champs 
fonctionnels dans lesquels on peut definir la fonctionnelle 

En partant d'un champ fonctionnel tres simple, quelques proprietes 
immediates conduisent a un prolongement qui donne, tres nalurel-
lement. l'integrale de Lebesgue ( 1 ) . 

24. Soit l'intervalle ( a , b) diviso en un nonibre fini d'intervalles 
partiels, d'ailleurs quelconques et soil une fonction x(t) constitute 
dans chacun de ces intervalles; nous dirons que e'est une fonction 
simple. II n'y a aucune difficulte a definir. comme sonune de rec­
tangles, l'integrale 

La fonctionnelle I est done definie, de facon immediate, dans le 
champ des fonctions simples. 

Pour etendre sa definition il faut d'abord se rendre compte du 
mode de continuite de I dans le champ precedent. Or on voit de suite 
que deux integrates peuvent etre tres voisines sans que les fonctions 
correspondantes soient partout tres voisines : X1(t) et x2(t) etant 
deux fonctions simples, on a en effet 
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25. La convergence en mesure. — Rappeions ici qu'un 
ensemble E de points du segment (a , b) est dit avoir tine mesure 
inf&rieure a n si l'on peut enfermer ses points dans des intervalles en 
nombre l ini ou denombrable et dont la somme des longueurs est 
inferieure a n. L'ensemble E sera dit de mesure nullesi les intervalles 
precedents peuvent etre choisis de facon que la somme de leurs lon­
gueurs soit arbitrairement petite. 

Introduisons enfin la notion de convergence en mesure (1) : une 
suite de fonctions definies dans l'intervalle (a. b) 

(1) Cf. FRECHER, [47]. 
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infinite denombrable d'intervallesdont la somme des longueurs np est 
arbitrairement petite. Prenant la serie n1 + n2 + . . .+ np + , . . 
convergente et de somme arbitrairement petite, on voit que la meme 
p r o p r i a appartient a E. 

En resume la limite en mesure X ( t ) n'est definie qu'en faisant 
abstraction des valeurs sur un ensemble, d'ailleurs quelconque, 
de mesure nulle. Mais nous allons voir que l ' integrate corres-
pondante est bien definie. 

26. Integrate d'une fonction bornee. — Soit une suite de fonctions 
simples x1(t), x2(t), . . ., xn(t), .. . borates en module dans Ieur 
ensemble par un nombre H et qui converge en mesure vers X ( t ) . La 
fonction X ( t ) peut evidemment etre prise bornee en module par le 
nombre H. 

arbitrairement petite avec 1/N puisqu'il en est ainsi de et n. 

II est naturel, dans ces conditions, de poser par definition 

sous reserve de verifier que : 

a. Si X ( t ) est une fonction simple, la definition precedente n'est 
pas contradictoire: 

b. La limite au second membre ne depend pas de la suite xn(t) 
consid<ir6e, pourvu qu'elle converge en mesure vers la meme X ( t ) . 

VOLTERRA 

sauf sur un ensemble E' appartenant a rensemble Em+ En et dont la 
mesure est done inferieure a 2n. Mais, d'apres la nature simple 
de xn et xm, les points de E' forment un nombre fini d'intervalles 
dont la longueur sera moindre de 2n. 

Done 
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Or le premier point est 6vident en reprenant, pour xn et X, le rai-
sonnement qui vient d'etre fait pour xm et xn Pour etablir b on rai-
sonnera de meme sur xm et yn [yn(t) appartenant a la seconde suite 
qui converge en mesure vers X ( t ) ] . 

27. La fonctionnelle integrate definie est ainsi determine dans 
le champ (£) des fonctions borates qui peuvcnt etre obtenues comme 
limite en mesure de suite de fonctions simples. 

Le champ (£) est d'ailleurs clos en ce sens que l'operation qui 
consiste a prendre une limite en mesure ne fait pas sortir du champ. 
Verifions en efifet que : 

Etant donnee une suite X 1 ( t ) , X 2 ( t ) , ..., X n ( t ) , ... de fonctions 
quelconques du champ ( £) bornees en module par le nombre M et 
convergente en mesure vers une fonction X ( t ) : 
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ensemble E dont la mesure est inferieure a n sont telles que 

(1) Pour s'en rend re compte, on notera qu'en hornant de meme au nombre c une 
fonction x( t) , fonction simple d'approximation en mesure de X, [ X(t) — x(t) ] ne 
peut que diminuer. 

(2) cf. [68]. 
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On verifie de meme que : 
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s. Soit E' l'ensemble des points qui appartiennent a tous 
les E i ( i = 1,2, . . . ) . / / est mesurable, sa mesure etant au plus 
egalea la borne inferieure des mes. Ei*. Sa mesure est d'ailleurs 
egale it la borne inferieure en question si chaque E; contient tous 
ceux d'indices plus grands. 
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Designant par li la mesure de Ei, on verifie de suite que 

Nous retrouvons ainsi, pour les fonctions mesurables bornees. 
la definition meme de M. Lebesgue. 

31 . D'apres le n° 27, si une foncliou X ( t ) peut etre definie comme 
limite en ruesure d'une suite de fonctions X n ( t ) , bornees dans leur 
ensemble et mesurables, son integrate est la limite de l'intdgrale 
de Xn(t). 

Une question se pose naturellement ic i . Peut-on. dans l'enonce 
precedent, remplacer la limite en mesure par une limite prise au sens 
ordinaire? La reponse est affirmative, comme cela resulte immedia-
tement du lemme suivant : 

LEMME I . — Etant donnee la suite des fonctions mesurables, 
bornees ou non, X n ( t ) , suite convergente dans (a, b) vers X ( t ) , 
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e'est la une propriete tres importantc de l ' integrale do Lebesgue. 

32. Fonctions sommables. — II resle a ind iquer la def ini t ion donnee 
par M. Lebesgue pour l ' intcgrale des fonctions mosurabies non 
bornees. 

Soit X . ( t ) une telle fonct ion, bornons-la superieurement au nombre 
d et iufer ieurcment au nombre c, nous obtenons la fonction mesu-
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33. Pour la suite, il est utile de rappeler les proprieties suivantes : 

La somme de deux fonctions sommables est egalement 
sommable et les integrates s'ajoutent. 

Propriete analogue pour une combinaison lineaire de fonc­
tions sommables. 

n. Etant donnee une fonction sommable X ( t ) et la fonc-
tion X1 (t) egale a X ( t ) quand elle est positive, nulle quand X ( t ) 
est negative, X 1 ( t ) est sommable. 

Gela resulte de la consideration de l'integrale J(c, d) ou c est pris 
nul et ou d tend vers l ' infini . Par suite : 

Si X ( t ) est sommable il en est de meme de | X ( t ) |. 

La reciproque est d'ailleurs vraie, pourvu que l'on sache que X ( t ) 

34. Le resultat de la fin du n° 31 sur l'integraie d'une fonction 
definie comme limite d'une suite bornee de fonctions mesurables ne 
s'applique pas a la limite d'une suite de fonctions sommables. 

Pour etudier la question nous avons besoin de definir l'integrale 
d'une fonction X ( t ) sur un ensemble E mesurable et quelconque de 
points du segment a, b. Envisageons la fonction Y(t) egale a X ( t ) 
si t appartient a E, nulle si E appartient a l'ensemble complemen-
taire Ec.. Y ( t ) est evidemment mesurable et, en comparant les 
sommes cr de Lebesgue (fin du n° 30) relatives a X ( t ) et Y ( t ) , on 
reconnait que, si X ( t ) est sommable, il en est de meme de Y ( t ) . Par 
definition nous ecrirons 

c'est l ' integrale definie de la fonction sommable X ( t ) sur l'en­
semble E. 

Toujours par comparaison des sommes a et en admettant que E 
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ctepende d'un parametre e de telle facon que sa mesure tende 
vers b — a quand s tend vers zero, on a le 



V. - A U T R E D E F I N I T I O N DE LA DISTANCE DANS LE 
CHAMP FONCTIONNEL : DISTANCE EN MOYENNE. 
CONTINUITY EN MOYENNE. 

35. Si nous revenons au cas d'unespaee a n dimensions, la distance 
euclidienne de deux points (x1 , x2. . . ., xn) (Y1, Y2 yn) sera 
une grandeur d telle que 
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Un voisinage du point (x1, x2, . . ., xn) est alors obtenu en l imi-
tant d, mais on peut aussi le definir d'autres facons, pratiquemcnt 
dquivalentes. par example en limilant toutes les differences [ xi— yi ] : 
au point de vue geometrique cela revient a definir respectivement le 
voisinage par une hypersphere ou par un hyperparallelipipede de 
centre (x1 , x2, , . . , xn). La definition de la distance fonctionnelle 
donnee au n° 17 se rattache au second point de vue; elle est a certains 
egards la plus simple mais i leut ete egalementnaturel. partant d e ( 8 ) 
et appliquant le principe de passage du discontinu au continu, de 
definir la distance fonctionnelle de deux fonclions f(t) et g(t) par la 
racine carrde de l'integrale 

c'est la distance en moyenne que nous allons maintenant etudier. 

36. Dans l'espace a n dimension la distance de deux points [definie 
par ( 8 ) ou bien definie par le maximum des | xi,-—yi|] n'est nulleque 
si les deux points coincident. Les distances fonctionnellcs eichnen-
taires envisages au paragraphe 3 sont de meme nulles dans le seul 
cas ou les fonclions considerees sont identiques : elles verifient ainsi 
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la deuxieme des conditions posees au n° 2 pour toute distance dans un 
espace abstrait quelconque. La distance en moyenne ne verifie pas 
cette condition : elle sera nulie des que f(t) et g(t) ne different entre 
elles de zero qu'aux seuls points d'un ensemble de mesure nulle. 

C'est la un inconvenient auquei on pallie en faisant la convention 
suivante, q u i l convient d'accepter dans presque toutes les questions 
ou intervient la distance en moyenne : 

Deux fonctions f(t),g(t) ne seront pas considerees comme diffe-
rentes si f(t) — g(t) n'est different de zero qu'aux points d'un 
ensemble de mesure nulle. 

37. Pourl'integraIe definie qui figure dans (9) ilestnatureld'adopter 
la definition la plus large possible, c'est-a-dire celle de M. Lebesgue. 
Remarquons d'autre part que si une fonction est somniable il n'est 
pas force que son carre soit ogalement sommable. Par contre 
d'apres 0 el r du n° 33, si une fonction est rnesurable et de carre 
sommable, elle est elle-meme sommable ainsi que sa valeur absolue. 

Nous nous bornerons au champ des fonctions mesurables et de 
carre sommable; on va voir que dans ce champ i l n'y a pas de diffi-
cultes a prendre la distance en moyenne. 

Deux fonctions f(t) et g(t) appartenant au champ , on verifie 
sans peine que lour produit est sommable et que l'on a l'inegalite de 
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on dit alors qu ' i l y a convergence en moyenne vers f(t). 
II est clair alors que toutes les conditions poshes au n° 2 pour la 

distance abstraite seront satisfaites par la distance fonctionnelle en 
moyenne, Notons seulement que pour etablir rapidement l'inegalitd 
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Pour prouver qu'elle est de carre sommable on appliquera le theo-
reme du n° 34. L'inegalite (12) du n° 38 conduit a 



CHAPITRE I I I . 
FONCTIONNELLES LINEAIRES. AUTRES TYPES SIMPLES 

DE FONCTIONNELLES. 

I . — FONCTIONNELLES LINEAIRES. 

1. Apres ces considerations generales, nous allons examiner 
maintenant divers cas particuliers nolables et, d'abord, celui des fonc-
lionnelles diles lincaires ou du premier degre (homogene). Les plus 
simples d'entre elles sont deduites des formes lintfaires a n variables 
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sedent la continuity elementaire d'ordre zero. On petit d'ailleurs (1) 
leur attribuer la continuity en moyenne : les fonctions considerees 
ckant prises dans le champ des fonctions mesurables et de carre 
sommable on a, d'apres l'inegalite de Schwarz, 
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representor la partie reguliere d'une telle fonctionnelle; la sdrie en 
represente la partie exceptionnelle et nous dirons aussi que la 
fonctionnelle depend exceptionnellement de y(t) aux points excep-
tionnels T,; la contribution finie αi y(r,) apportee par chacun de ces 
points a la fonctionnelle est d'un ordre de grandeur plus eleve que 
la partie infinitesimale k(t)y(t) dt venant d'un autre point du 
segment (a, b). 

elementaire d'ordre un; sa partie exceptionnelle comporte des 
termes ou figure la derivee premiere de y calculee aux points excep-
tionnels 0;. II sera facile de definir de meme des fonctionnelles lincaires 
ayant une continuito elementaire d'ordre quelconque. 

3. Les types precedents de fonctionnelles lincaires sont assez 
generaux pour la piupartdes applications. IIs n'epuisentpourtant pas 
tous les cas possibles. 

Nous avons done a examiner ic i le probleme de la representation 
analytique de toutes les fonctionnelles lineaires. Ce probleme n'est 
bien pose et ne peut 6tre traite qu'en pr6cisant le champ fonctionnel 
de definition et le mode de continuity des fonctionnelles cherchees. 

4. Rappelons an prealable quelques proprictes simples des fonc­
tionnelles lineaires et continues ( 1 ) , en admettant, pour fixer les 
idees, qu ' i l s'agisse de la continuity elementaire d'ordre zero. 

Si une fonctionnelle lineaire est continue pour une valeur y1 (t) de 
la fonction-argument, e'est que 
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La condition ainsi obtenue no depend plus do la fonclion-argu-
mcnlyt(t) do sorte que : la continuite pour une valeur de l' argu­
ment entratne la continuity pour toute valeur de cut argument. 

Designons d'autre part comme domaine borne du champ fonc-
lionnel de definition do U la portion do ce champ characteristic par le 
fait quo 
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Il est done equivalent de dire que la fonctionnelle lineaire est 
continue ou de dire qu'elle est bornee pour tout domaine born£ 
du champ fonctionnel. 

Toutes ces propriete, etablies ic i pour la continuity d'ordre zero, 
s'etendent, mutatis mutandis, aux autres types de continuity. 

5. Revenons au probleme, pose dans ie n° 3, de la representation 
analytique des fonclionnelles linciaires. Une premiere solution fut 
donnee par M. Hadamard en 1903 ( 1 ) . Elle s'applique aux fonction-
nelles lineaires definies pour les fonctions continues et ayant la 
continuity elementaire d'ordre zero; elle s'appliquerait aussi au cas 
ou l'on admet seuiement la continuity elementaire d'un ordre p 
quelconque. 

La fonctionnelle cherchde etant lineaire, si 
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qui est independante del 'argumentvariabley( t ) . Mais il estclassique 
que Yµ(t) tend uniformement vers y(t) quand µ tend vers l'infini. 
Nous aurons done, a cause de la continuity postulce pour la fonc-

Telle est la formule generale de M. Hadaniard : mais il est clair 
que la representation ainsi obtenue n'est pas unique. Toute formule 
analogue a ( 8 ) et donnaut, sous forme d'integrale ou f igurey ( t ) , une 
fonction yµ(t) qui tend uniformement vers y(t) pour µ infini, 
donnera pour U [ y ] une expression analytique analogue a ( 9 ) avec 
une F convenablement choisie. 

6. Une autre expression des fonctionnelles lineaires a <He donnee par 
M. F. Riesz ( 1 ) . Elle suppose seulement la fonctionnelle lineaire 
definie pour les fonctions continues dans l' intervalle ( a , b) et pos-
sedant la continuity elementaire d'ordre zero, done bornee. Mais 
comme la demonstration utilisera des fonctions ayant des discon­
t i n u e s de premiere espece. il convient d'abord de prolonger a de 
telles fonctions la definition de la fonctionnelle. 

Cost ce qui est aise par les remarques suivantes : etant donnee une 
suite de fonctions continues, suite croissante, cest-a-dire telle que 



tendant vers u. On en deduit (12) et cette meme egalite permet 
d'affirmer que la definition de U [ u ] n'est pas entachee de contra­
diction dans le cas ou u(t) est elle-meme continue. 

born6e superieurement par un nombre C. Puisque la fonctionnelle U 
est bornee, les sommes partielles de (1 i)sont elies-mgmes borndies et 
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avec des signes convenablement choisis. Mais, d'apres les inega-
lites (10), les sommes partielles de la derntere s6rie sont en module 
inferieure a 
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Remarquons enfin que si u et v sont deux fonctions du type consi­
d e r (limites de suites croissantes do fonctions continues), u + v est 

qui se niduit u pour un choix convenable des si et or est bornee par 
M, module maximum de U lorsque la fonction-argument est bornee 
en module par l 'unite. 

Soit alors une fonction continue quelconque y ( t ) . nous la remplace-
rons par n(t) definie de la facon suivante : on divise (a, b) en n inter-
vallcs partiels et dans chacun d'eux (ti-1, ti) on prend n (t) egale a l'une 
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des valeurs y ( t i ) prise par y(t) dans l'intervalle en question. La fonc-
tionnelle etant lineaire, on a 

c'est une integrate de Stieltjes, et I'on a ainsi la representation de 
Riesz : Toute fonctionnelle lineaire ay ant la continuity elemen-
taire d'ordre zero, peut s'exprimer par une integrate de Stieltjes, 

l'argument y ( t ) etant suppose continu. 

8. L'integrale du second membre de (15) a d'ailleurs un sens, et 
definit par suite une fonctionnelle lincaire de y quelle que soit f(t) 
a variation barnee. Pour s'en rendre conipte il suffit de reprendre le 
raisonnement par lequel on etablit l'existence de la limite de (14) 
lorsque f(t) et y(t) sont donnees quelconques, la premiere a varia­
tion bornee. la seconde continue. 



en tout la somme (14) subit une variation moindre en valeur absolue 

que e V, on Y est la variation totale de f(t) pour l'intervalle ( a , b). 

Etantdonnce enfin une nouvelle subdivision de l'intervalle ( a , b) par 

des points les nouveaux intervalles etant assez petits 

pour que l'oscillation de y(t) dans chacun d'eux soit encore moindre 

que , la difference entre les deux sommes (14) correspondantes sera 

inferieure en module a 2 V, comme on le voit en envisageant la subdi­

vision que donne l'ensemble des points II en suitbien, comme 

il etaait annonce, que (14) tend vers une limite lorsque l'amplitude 

maxima des intervalles partiols tend vers zero. 

9. Si la fonction f(t) definie par (13) est continue et derivable 

dans l'intervalle ( a , b), la fonctionnelle se reduit au type 

l'integrale de Stieltjes etant remplacee par une integrale ordinaire. 

Si f(t) a des discontinuity, necessairement de premiere espece 

(puisqu'elle est a variation bornee) et en nombre fini ou denombrable. si 

nous designons par αi le saut de la fonction a l'un de ses points de dis­

continuity si enfin la fonction reste derivable aux autres points 

de (a , b), la fonctionnelle prendra la forme 

dependant exceptionnellement des valeurs de y aux points de discon­

tinuity de f(t). 

Dans le cas general, enfin, f(t) peut n'avoir pas de derivee sur un 

ensemble de points non denombrable, mais qui a necessairement une 

mesure nulle. La fonctionnelle se decompose alors en trois parties (1) 

( l ) Cette decomposition est due & M. FRECHET, [39]. 
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dont la difference avec le terme correspondant de (14) est evidemment 

moindre de 



58 CHAP1TRE I I I . 

on a 

car les deux autres tcrmes soni incompatibles avec la cont inu i ty on 

moyenne ( 1 ) . 

11 . Cas de la continuity elementaire d'ordre p. — Admet tons 
maintenant que la fonctionnelle U est definie dans le champ des fonc-
tions continues ainsi que leurs derivees jusqu'a l 'o rdre p et qu'el le a 
la cont inui te elementaire correspondante (d 'o rdre P ) ( 2 ) . 

La fonct ion argument y(t) peut alors etre mise sous la forme 

La premiere est une fonctionnelle reguliere, la seconde une partie 
exceptionnelle, la troisieme est un nouvol element, ou figure l ' integrale 
de Stieltjes de facon essentielle, cette integrate faisant in tervenir une 
fonction dont la derivee est nu l le , sauf sur un ensemble non 
de iombrab le de mesure nul le . 

10. Cas de la continuity en moyenne. — Nous noterons les s i m p l i ­
fications qu'apporte l 'hypothese que U possede la cont inu i ty en 
moyenne dans le champ ( H ) . U possede a fortiori la cont inui ty 
d 'ordre o dans le champ des fonctions continues de sorte que la for-
mule (16) s 'applique, mais elle est reduite au premier terme 

(H). 
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( l ) Cf. P. LEVY, [75], p. 60. 

ou l'integrale de Stieltjes pent, comme plus haut, M1 decomposer en 
trois parlies. 

La representation ainsi obtenue n'est pas unique puisque les coef­
ficients rti aussi bien que la fonction f dependent de r, qui peut etre 
pris arbitrairement dans l'intervalle ( a , b) ( 1 ) . 

I I . — FONCTlONNELLES DU SECOND DEGRE 
ET DU DEGRE SUPERIEUR. 

12. Fonctionnelles regulieres.— Au debut du Chapilre nous sommes 
passes de la consideration des formes lineaires a n variables a celle 
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des fonctionnelles regulieres. De facon analogue nouspouvons passer 
des fonctions homogenes du second degre a n variables 
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des formes de degre n pour le cas d'une infinite continue de variables. 

14. Nous appliquerons enfin le terme de fonctionnelle reguliere 
de degre n aux fonctionnelles telles que 
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(1) Cf. [119]. 
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16. Co theoreme generalise le theoreme de Weierstrass (1) sur les 
fonctions continues considerees comme l imites do polynomes. 

D'apres ce que l 'on a vu au Chapi tre II (n° 22) la convergence 
sera uni forme dans tout ensemble compact de fonctions continues. 
Cola correspond a la convergence uniforme, dans le cas du theoreme 
de Weierstrass, si les fonctions sont envisages dans des domaines 
finis . 

17. Generalisations du resultat de Riesz sur les fonctionnelles 
lineaires. — Nous avons vu precedemment q u ' i l y avait d'autres 
fonctionnelles lineaires que celles q u i sont regulieres et nous sommes 
arrives a la not ion de fonctionnelles lineaires generates en les carac-
ter isantpar des conditions ( a . b du n ° 2 ) que verif iaicnl en par l ieul ier 
les fonctionnelles regulieres : 

II est aise de developper des considerations analogues en partant 
des fonctionnelles regulieres hoinogenes d 'un degre quelconque. 
Pour abrdger, nous Iraiterons en detail le seul cas du second degre 
et nous donnerons seulement de rapides indications sur le cas general. 

18. Tou te fonctionnelle reguliere et homogene du second degre 

F[y(t)]verifie la cond i t ion suivante : 
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et Ton a enfin 

B est d'ailleurs une fonctionnelle bilineaire de y1 et de y2, ce qui 
veut dire qu'elle est Iineaire par rapport k ehacune d'elles quand 
Fautre est fix6e, Enfm B se reduit visiblement a F quand on prend 
Ies deux arguments dont elle depend egaux a y(t). 

Mais il existe d'autres fonctionnelles que les regulieres qui pen vent 
se deduire d'une fonctionnelle bilineaire en egalant les deux argu­
ments : ee seront, par definition, les fonctionnelles homogenes 
entieres (du second degre). Nous allons voir [ 42 ] qu'elles admettent 
une representation analytique tout a fait analogue a celle que Riesz a 
donnee pour les fonctionnelles lineaires mais ou intervient une inte­
grate multiple de Stieltjes (integrate double dans le cas du second 
degre). 

19. Soit done une fonctionnelle bilineaire dependant de deux 
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Intuitiveinent on peut dire que dH represente la vaieur de H 
pour une aire infinitesimale autour du point tt' du carre. On demontre 
que ( 2 5 ) a un sens si est continue et si la fonctionnelle H est 
a variation bornee ce qui veut dire que, pour toute decomposition 
du champ d'integration en domaines elementaires, la somme des 
valeurs correspondantes de H, chacune prise en vaieur absolue, reste 
bornee. 

2 1 . L'integrale double de Stieltjes qui figure dans la formule pre-
cedente ( 2 4 ) peut etre decomposee en termes de nature diverses, de 
mfime que, au n° 9, l'integrale simple de Stieltjes donnantl'expression 
d'une fonctionnelle lindaire. Seulement la decomposition est plus 
compliquee. 

Sans insistersur cette decomposition pour laquelle nous renvoyohs 
le lecteur au livre de M. P. Levy (1) nous indiquerons seulement la 
forme des termes les plus simples, qui s'expriment par des integrates 
ordinaires; ils seront du type 

(1) P. Levy, [75]. 

22. Des considerations analogues s'appliqueraient aux fonction-
nelles entieres homogenes d'un degre n quelconque. Conlentons-
nous d'indiquer que de telies fonctionnelles seront dites normales si 



ou les α1 , α2, . . ., αh sont dcs entiers quelconques dont la soinme est 

egale a n : ce sont les fonctionnelles rigulieres et les fonctionnelles 

normales q u i sont les plus importantes pour les applications. 

Dans ce q u i precede nous avons suivi la m a r c h e q u i nous conduisait 

le plus vi le aux developpements que nous avions en vue. Mais nous 

devons au moins signaler le point de vue fort interessant auquel s'est 

place M. Frechet pour definir les fonctionnelles de degre n ( 1 ) . 

Un polynome P ( x ) de degre n verifie identiqueinent la c o n d i t i o n 

(1) Cf. FRECHET, [37]. 
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I I I . - SERIES DE FONCTIONNELLES HOMOGENES. 

23. II n'y a pas de difficulte a i n t r o d u i r e des series dont les divers 

termes sont des fonctionnelles homogenes que l ' o u supposera etre 

regulieres ou encore normales. 
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(1) VOLTERRA, [108]; FRECHET, [37]. 

( 2 ) Cf. FANTAPPlE, [27]. 

et definira, pour ce champ de valeurs de y, une fonctionnelle continue 
d'ordre zero. Cette fonctionnelle n'est pas d'un degre fini. Elle peut 
etre consideree comme obtenue, par le passage du discontinu au 
continu, a partir d'une serie de puissances de plusieurs variables, 
c'est-a-dire a partir d'une fonction analytique de plusieurs variables. 

24. Les fonctionnelles donncies par la scirie (30), que l'on peut 
appeler serie fonctionnelle de puissances, avaient ete nominees, par 
divers auteurs, fonctionnelles analytiques. Nous preferons aban-
donner cette denomination pour dviter toute confusion avec les fonc­
tionnelles analytiques qu'a etudiees recemment M. Fantappte ( 2 ) . 

Si, dansle champ de convergence de la serie (3o), Fargument y ( t ) 
est fonction analytique d'un parametre a que nous ecrirons y(t, α), 
alors 
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etant la somme d'une serie uniformement convergente de fonctions 
analytiques de a est, elle-meme, analytique en oc. Des fonctionnelles 
telles que (3o) conservent done Vanalyticite par rapport a un 
parametre qui figure dans leur argument. C'est cetle propriete 
fondamentale, qui appartient non seulemenl aux fonctionnelles 
precedentes, mais aussi a d'autres types de fonctionnelles, que 
M. Fantappi6 a adoptee comme caractfrisant les fonctionnelles 
analytiques. 

On etudiera de fagon tout a fait analogue les series de fonction­
nelles normales. Nous aurons d'ailleurs l'occasion d'y revenir a 
propos des Equations integrates non linciaires (Chap. X I , § I I I ) . 



CHAPITRE IV. 
OPERATIONS SUR LES FONCTIONNELLES. 

I . — D E R I V E E E T DIFFERENTIELLE 
DUNE FONCTIONNELLE. 

1. Apres les definitions et les exemples precedents, la question se 
pose d'ckablir un calcul fonctionnel general, analogue au calcul con-
cernant les operations sur les fonctions ordinaires. Cela sera possible 
par Tintroduction d'operations convenables s'appliquant aux fonc-
tionnelles. 

Si nous reprenons une fonction de n variables f(y1,y2, . . . . yn), 
les deux notions fondamentales sont celles de devivee parlielle et 
celle de differentielle totale. Cette derniere pent etre definie, a 
partir des derivees partielles, par l'expression 



L'extension aux fonctionnelles de la notion de derivee partielle est 
non moins importante et a ete obtenue par M. Volterra des ses 
premiers travaux sur le sujet ( 2 ) . II montrait en meme temps com­
ment, pour une fonctionnelle ainsi derivable, on pouvait calculer 
effectivement, en generalisant la formule ( i ) , une differentielle jouis-
sant des proprieties qui viennent d'etre dites. Ce sont ces resultats 
que nous exposerons d'abord. 

2. Extension de la notion de derivee partielle : derivee fonction­
nelle. — La definition de la derivee partielle implique un accroisse-
ment donnd a une seule des variables yi. Pour passer au cas d'une 
derivee fonctionnelle il serait peu indique d'envisager un accroisse-
ment donne a y(t) en un seul point de l'intervalle (a , b) : ce serait 
sortir de propos delibere du champ simple et important des fonctions 

(1) M. Hadamard [60], puis M. Frechet ont insistc sur l'interet d'une definition 
directe de la differentielle. M. Frechet a fait sur rette question, tant en ce qui 
eoncerne les fonctions ordinaires que les fonctionnelles, des travaux tres impor-
tants : [38], [40]. Sa definition de la differentielle fait intervenir la distance de 
Tespace fonctionnel; elle est un peu plus restrictive que celle du texte. Nous la 
retrouverons ulterieurement : nous avons prefere garder au debut le point de vue 
qui a etc celui dc M. Volterra des ses premiers travaux ([108] et[109]). 

Au sujet des diverses definitions de la diflferentielle, cf. P. Levy, [75], p. 51. 
(2) [108], [1091. 
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continues; de plus ce serait inoperant pour les fonctionnelles, les 
plus usuelles, dont la valeur ne change pas quand on modifie l'argu-
ment aux points d'un ensemble de mesure nulle. II conviendra done 
de donner un accroissement a l'argument y ( t ) en tousles points d'un 
segment contenant un point de Tintervalle (a , b). En faisant tendre 
vers zero l'accroissement et le segment consider on obtient, et e'est 
Ia la generalisation cherchee de la der ive partielle, la notion de 

(1) II pourra arriver que l'on ait a remplacer, dans la definition de la derivee 
fonctionnelle, µ, maximum du module de w(t)? parune autre quantity dependant de 
la definition de la distance dans le champ des fonctions w(t ) . 

Admettons qu'il y ait une limite bien determinee et Jinie de  

lorsque fx [maximum de | w(t) |] et h [etendue du segment ( m , n)] 
tendent simultanement vers zero, le segment (m, n) contenant tou-
jours a son interieur* La limite en question sera, par definition, 
la dirwie fonctionnelle de F par rapport a Vargument y(t) au 
point  

D'apres sa definition cette derivee ne depend pas de w ( t ) , mais 
on doit preciser dans chaque cas quel est le champ des func­
tions w(t) ( 1 ) . La derivee depend du parametre qui joue le r6le de 
paramdtre de derivation : e'est une fonction ordinaire de £. Enfin 
notons qu'elle sera aussi line fonctionnelle de y(t) definie dans un 
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certain champ (a preciser lui aussi) : nous la noterons done 

3* Passage de la derivee fonctionnelle a la differentielle. — La 
formule precedente (I) condui t a rechercher si la diflerentielle oF ne 
s'exprime pas, a par t i r de la derivee fonctionnelle F ' , dont on suppo-
sera l'existence, par la formule 

Nous allons envisager d 'abord le cas on le champ des arguments y ( t ) 
(done aussi celui de leurs variations) est l 'ensemble des fonctions 
bornees et continues ( 1 ) . Suivant toujours l'analyse de M. Vol t e r ra , 
nous etablirons ( 3 ) sous les conditions suivantes, qu i ne sunt evi -
demment pas les plus larges possibles : 

Dans le champ fonctionnel considers : 
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en introduisant un terme correctif tres petit avec £. Notons enfin 
que, pour un choix convenable des on aura, d'apres le theoreme 
de la movenne 
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5. Cas oft la variation de l'argument change de signe. — Suppo-
sons, ce qui ne restreint pas la g6n6ralit6, que soit constam-
ment inferieur a l'unite. On posera 
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6. Formes plus generales de la differentielle. — Dans le cas d'une 
fonctionnelle lineaire la differentielle coincide avec la fonctionnelle 
elle-meme de sorte q u ' i l est bien clair que les fonctionnelles prece-
dentes, pour lesquelles la diflterentielle a la forme ( 3 ) 

F eomprend dans re cas une partie reguliere analogue an second 
membre de ( 3 ) , msiis elle depend aussi de aux points excep-
tionnels On en trouvera do nombreux exeinples dans la suite. 

Lorsque est du type (()) les conditions precedentes I , I I ne soul 
plus verifiers au voisinage d 'un point exceptionnel . II est aise de 
voir comment on pent les modifier. 

Observons d a b o r d que I ne pent subsister pour uu intervalle con-
tenant le point exeeptionnel Admeltons pourlant que les conditions 
I, II, III subsislent pour tons les intervalle.* ne contenant pas a leur 
interieur el supposons de plus que, pour un intervalle d'amplitude It 
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7. Remarques sur les deux points de vue possibles dans l'etude des 
derivees et difterentielles. — On pout aborder Petude infinitesimale 
d'une fonctionnelle soit en cherchant sa derivee fonctionnelle en 
chaque poin t de (a, b), soit en cherchant en bloc sa diflferentielle. II 
ne faut pas opposer les deux points de vue et nous ne voyons pas 
de raisons d'affirmer la superiori te de l'un d'eux : la differontielle 
synthetise ce qu i so passe aux divers points de Pintervalle (a, b) et, 
s ' i l s'agit d'une fonctionnelle assez simple, on l 'a t teindra immedia-
tement ( 1 ) ; dans des cas plus complexes l 'autre point de vue pourra 
s'imposer parce q u ' i l permet de divisor la diff icul te . L o r s q u ' i l en est 
ainsi , les precedentes I , I I , I I I donnent des conditions locales ( q u i 
ne sont evidemment pas les plus larges possible) permettant de 
conclure a l'existence d'une differentielle pour une var ia t ion de y 
interessant tou t le segment ( a , b). 

Du po in t de vue de l 'etude directe de l'existence de la difftfren-
t ie l le . il serait d 'ail leurs interessant de degager des conditions suffi-
santes assez larges. II ne semble pas que l'on s'en soit beaucoup pre-
occupe, aussi donnerons-nous un exemple tres simple de telles 
condi t ions . 

Admet tons , ce q u i ne restreint pas la generalite, q u ' i l s'agisse 
d'etudier la fonctionnelle F [y ] pour les fonctions voisines de y (t) = o. 

(1) C'est ce qui arrive pour les fonctionnelles qui interviennent dans le calcul des 
variations : on en calcule directeinent la differentielle (ou variation). 
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En d6signant par x(t) l'accroissement l'accroissement de la fonc-
tionnelle sera une fonctionnelle 

quo nous supposons, comme plus haut. definie dans le champ des 
fonctions x(t) continues et bornees en module par le nombre M. 

Introduisons deux hypotheses de quasi-linearite : 
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n o s3, 6 prrcrdents pour une fonctionnelle drfiniepour des arguments 
seulement continus. 

Admetlons reniplies les conditions I, I I , I I I du n° 3, µ designant 
maintenant le maximum des quant i ty 

avec uue partie reguliere el un point exceptionnel On pourra de 
inline envisagor plusieurs points exceptionnels. 

I I . — DERIVEES ET DIFFERENTIELLES D'ORDRE SUPERIEUR. 
EXTENSION DE LA FORMULE DE TAYLOR. 

10. Derivees successives. — La derivee fonctionnelle premiere 
F [ y ( t ) est une nouvelle fonctionnelle de y(t) qui peut etre ega-
lement derivable. Dans ce cas sa derivee fonctionnelle prise au point £2 

Le raisonnement fait plus haut se conserve sans modification : il 

faudra seulement choisir la fonclion qui definit les aires crt de la 
figure, de fagon qu'elle ait des derivdes finies et continues jusqu'a 

Tordre n inclus, etant alors dans un voisinagc d'ordre n de la 
courbe initiate y(t). Mais cette restriction au choix de i ne gene 
nullement pour le choix des points de division  

Si les conditions I, I I , I I I sont satisfaites pour tout intervalle ne 
contenant pas le point exceptionnel et si, pour un intervalle conte-
nant ce point, on a la condition ( 7 ) . l'expression (3) de la difieren-
tielle reste valable. Si, enfin, il existe des constantes ai telles que 
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de Pintervalle (a,b) sera la ddrivcie seconde de F,que nous noterons 

De meme, apres n derivations fonctionnelles, on aura la derivee fonc-
tionnelle nleme que nous noterons 

12. Differentielles successives dans le cas ou elles sont regulieres. 
— La definition precedente de la differentielle revient a 
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les derivees am seconds membres etant supposes exister et donner 
des fonctionnelles entieres et homogenes en " de degrees respectifs 
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vient done 

(1) Cf. Chap. I l l , nos 23, 24. 
(2) Cf. VOLTERRA, [105]. 

formule qui (kend aux fonctionnelles derivables la formule ordinaire 
de Taylor pour les fonctions de n variables. Si la fonctionnellc est 
derivable d'un ordre quelconque et que les conditions qui permettent 
decrire (I I) soient satisfaites. quel que soit p, si enfin la limite du 
dernier terme est zero pour P infini, nous aurons le developpement 
en serie 

qui constitue la generalisation fonctionnelle de la formule des accrois-
sements finis. En supposant que la fonction (t) ne change pas de 
sisrne dans ( a , b). on en tire 

£' ayant une valeur comprise entre a et b. 
Cette derniere formule permet de justifier le principe de symetrie 

des derivees fonctionnelles enonce au n° 11 ( 2 ) . II suffit evidemment 
d'etablir cette symetrie pour la derivee seconde, c'est-a-dire de 
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pourvu que cette dérivée seconde soit continue par rapport à Pargu-

14. Différentielles successives. Cas plus généraux. — Dans les 
numéros précédents nous nous sommes l imités au cas où les dérivées 
successives de F vérifiaient des conditions du type 1, I I , I I I du n° 3. 
Les différentielles successives étaient alors des fonctionnelles régu­
lières. Ce n'est évidemment pas le cas le plus général : on pourra 
avoir des différentielles s 'cxprimant par des intégrales mult iples 
de Stieltjes (en admettant que ces différentielles, définies comme au 
n° 12, ont la cont inui té élémentaire d'ordre zéro). Le développe­
ment de Tay lo r s'étend sans difficultés. 

Les cas part icul iers les plus importants sont d 'ail leurs celui où la 
différentielle F a la forme régulière et celui où elle a la forme 
normale (Chap. III n° 21). 

15. Prenons, par exemple, le cas de p = 2, une différentielle 
régulière sera du type 

il faut seulement noter que c'est là une déf ini t ion de la dérivée fonc­
tionnelle seconde un peu plus large que celle du début. 

Dans le cas où la différentielle seconde a la forme (14), il faut 



(1) Bibliographie [75], p. 86. 
(2) Page 71, note (1). 
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ajouter la remarque suivante : 

16. Différentielles de M. Fréchet. — Nous avons dit que la 
définition précédemment adoptée pour les différentielles d'une fonc­
tionnelle n'était pas exactement la même que celle donnée par 
M. Fréchet (1). 

M. Fréchet fait en effet dépendre la définition des différentielles de 
la distance dans l'espace fonctionnel considéré : il définit comme 



(l) FRÊCHRT, [38]. 
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une fonctionnelle linéaire de èy telle que 

dons il est c la i r qu une différentielle au sens adopté plus haut sera 
différentielle au sens de M. Fréchet, si la l i m i t e q u i la définit [ for ­
mule (2) par exemple] est obtenue uniformément par rapport à Q{t). 
La res t r ic t ion ainsi in t rodui te est d'ailleurs ut i le dans b ien des app l i ­
cations. 

17. Dérivation d'une fonctionnelle composée. — Pour généraliser 
par exemple le théorème sur la dér ivat ion d'une fonct ion composée, 
il sera commode de se placer au point de vue de M. Fréchet (*). 

Admettons que la fonction-argument, que nous désignerons par 
y(t, α) dépende du paramètre ce et supposons que, dans les in ter-
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tion 

( l ) On se rappelle que 6K est fonctionnelle des deux arguments y, oy Ces deux 
arguments doivent, dans le dernier membre de (i5), avoir les valeurs y ( t , a), 
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(1) V0LTERRA, [108]. 
(2) (17) ou (17') ayant lieu, il n'y a pas forcément maximum ou minimum; on 

peut dire que là fonctionnelle est stationnaire. 
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délicate, en calcul des variations, l'étude des conditions du deuxième 
ordre déduites de la considération de F. 

I I I . — EXEMPLES. 

20. Prenons une fonctionnelle régulière de degré n 
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et la dérivée première 

22. Notons en passant que, lorsqu'on écrit qu'une fonctionnelle de 
l 'un des types précédents est stationnaire en annulant la dérivée F'. 
quel que soit on obtient, pour le cas régulier du second degré, 
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La dérivée fonctionnelle première est 

( l ) On trouvera d'autres exemples dans les Leçons sur les fonctions de lignes [113] 
de M. Volterra, Chapitre I I I . 

L'inconnue y y figure à la fois par ses dérivées et sous le signe 
d'intégration. C'est donc une équation qui participe à la fois du 
caractère des équations intégrales et des équations différentielles. 
M. Volterra a nommé les équations de ce type équations intègro-
diffèrentielles. Nous aurons à les étudier ultérieurement ( 1 ) . 
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I V . — L'INTÉGRATION DES FONCTIONNELLES. 

25. Bien des problèmes se posent à ce sujet. Certains d'entre eux 
paraissent d'ailleurs fort difficiles et ont été à peine abordés. 

Dans le présent paragraphe nous réunissons l'exposé de quelques 
questions concernant l'intégration des fonctionnelles et qui peuvent 
montrer les divers points de vue. Nous aurons d'ailleurs l'occasion, 
dans les volumes suivants de l'Ouvrage et à propos des applications, 
de compléter l'étude que nous abordons i c i . 

Nous signalerons un important Mémoire de M. Fréchet [41] où il 
donne une définition très générale de l'intégrale d'une fonctionnelle 
abstraite sur un ensemble abstrait. Il serait certainement intéressant 
de chercher à tirer parti de cette définition en se plaçant au point de 
vue du calcul fonctionnel. 

26. Détermination d'une fonctionnelle dont on connaît la dérivée. — 
Un premier point de vue consiste à rechercher l'opération inverse 
de la dérivation fonctionnelle ( 1 ). 

D'une façon précise le problème peut être posé de la façon 
suivante : on donne une fonctionnelle 

( l ) VOLTERRÀ, [113], p. 43. 



La formule ( 2 0 ) permet de résoudre le problème posé. Pour cal­
culer F [ y ( t ) ] on pourra choisir arbitrairement sa valeur quand y(t) 
prend une valeur , v 0 ( 0 appartenant au champ fonctionnel considéré, 
puis on construira une fonction de deux variablesy(t: s) qui prenne 
les valeurs yo(t) et y(t) lorsque s prend les valeurs s0 et s1 et qui 
reste dans le champ fonctionnel où l'on s'est placé. 

VOLTERRA 7 
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Soit à cet effet, dans un plan auxiliaire (u, v), une aire simple 
limitée par le contour fermé c. Faisons correspondre à chaque point 
de l'aire une fonction-argument que nous noterons 

y(t ; u,v) 

et désignons par y(t; s) celle de ces fonctions qui correspond à un 
point du contour de w, point repéré par le paramètre s. On démontre 

à la transformation de l'intégrale curviligne du premier membre. Le 
calcul est immédiat; on doit supposer que la fonctionnelle G estdéri-
vable et que sa différentielle a la forme régulière (n° 3) 



27. Cas où la différentielle de F n'a pas la forme régulière. — Le 
calcul précédent concerne en fait la détermination d'une fonctionnelle 
dont on connaît la différentielle, laquelle est régulière. Mais il n'est 
pas difficile de passer au cas général. 

Donnons-nous la fonctionnelle 

dont T serait la différentielle. 
Puisque T est linéaire en ôy, il n'y a pas de difficulté à la différen­

tier en faisant varier le seul argument dy. Nous admettrons que 
lorsque, en maintenant fixe iy, on donne a y une variation Ay la difIn­

dépendant des deux arguments y ( t ) , y(t) et linéaire par rapport 
à y(t). Nous chercherons à déterminer une fonctionnelle 

CHAPITRE IV. 

On aura enfin 
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rentielle correspondante de T existe également et nous la noterons 

Nous supposerons enfin remplies les conditions nécessaires pour 
que l 'on puisse ut i l i ser les différentielles précédentes pour la dériva­
t ion par rappor t à des paramètres dont dépendront y et [cf. 
n° 17, formule ( 15) ]. En reprenant les calculs du numéro précédent 
on constate alors que la formule de Stokes généralisée est remplacée 
par la suivante : 

28 . La propriété exprimée par ( 2 4 ) donne, en somme, l 'extension 
la plus large du pr incipe d ' inversion de deux dérivations fonctionnelles 
(c f . supra n° 11 et l i n du n0 2 6 ) . 

V o i c i , comme conséquence, un résultai énoncé par M. Volterra 
dans un cours professé à Rome en i c p t i . Admettons que la différen­
tielle donnée 
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doi t être adjointe d'elle-même au sens de Lagrange; elle a done une 
forme bien connue. 

30. Généralisations diverses. — Les calculs qu i précèdent con­
cernent dans l'ensemble [ l ' intégrale curvi l igne dans l'espace fone­
t ionnel , une courbe de cet espace correspondant à une famille de 
fonctions y(t) dépendant d 'un paramètre. Nous avons donné diverses 
formes du théorème analogue au théorème de Stokes concernant une 
intégrale curvi l igne prise suivant une courbe fermée de l'espace fone­
t ionnel . Il n 'y a pas l ieu d'insister sur les généralisations faciles 
relatives à des intégrales prises sur des mul t ip l ic i tés de l'espace 
fonctionnel , mul t ip l ic i tés dépendant d 'un nombre quelconque, mais 
fini, de paramètres. Nous aurons d'ailleurs l'occasion d 'y revenir à 
propos des applications. 

Nous donnerons, pour terminer ce Chapi t re , quelques indications 
sur un problème bien plus diff ici le : l 'extension de la no t ion d'intégrale 
à 'une por t ion de l'espace fonctionnel qui ne dépend plus seulement 
d 'un nombre fini de paramètres. 

3 1 . L'intégrale multiple et la notion de moyenne dans l'espace fone-
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(1) GÂTEAUX, [55], [57]. 
(2) Les travaux de Gâteaux ont été poursuivis par M. F. Lévy. qui a beaucoup 

perfectionné les méthodes, et a développe d'importantes applications, telle la belle 
théorie des fonctionnelles harmoniques. C f [ 7 5 ] . Nous y reviendrons dans le second 
\olume du présent Omrage. 
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tionnel. — Pour une fonction de n variable f{y1, y2 . . . , y,n ) il n ' y a 
pas de difficulté à définir l ' intégrale mul t ip le d 'ordre n : par exemple 

on a la valeur moyenne d e / dans Pn. On peut chercher à in t ro ­
duire des notions analogues pour les fonctionnelles en ut i l isant le 
procédé habituel de passage d 'un nombre fini à une infini té de 
variables : il s'agit donc de définir l ' intégrale ou la valeur moyenne 
dans un champ fonctionnel à une infini té de dimensions. 

Une première difficulté se présente lorsqu ' i l s'agit de définir le 
volume ou la mesure d ' u n champ fonctionnel de telle sorte q u ' i l 
jouisse de la propriété d'être une fonction additive de cet ensemble. 
Prenons, par exemple le champ de toules les fonctions r(t) pour 

Gâteaux évite cette difficulté en définissant directement la moyenne 
d'une fonctionnelle dans un champ donné. Ses travaux ( ' ) sur ce 
sujet vont dans plusieurs directions que nous indiquerons i c i (2) . 

32. Première méthode de Gâteaux. — Observons que, dans le cas 
des fonctions o r d i n a i r e s / ( y 1 . , y2., . ., yn) la moyenne coïncide avec 

file:///olume
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l'on vérifie sans peine que 

Toutes les autres intégrales ont la même valeur, la moyenne de F 

En divisant en deux chacun des intervalles (a . c) et (c, b) on aura 
de même une intégrale quadruple dont les bornes /3:, et L3 seront 
comprises entre h et L2 et ainsi de suite. 

Il peut arriver que la suite non croissante des L; et la suite non 
décroissante des li aient une limite commune X : ce sera alors par 
définition la moyenne de la fonctionnelle dans le champ considéré; 
ce sera aussi l ' intégrale puisque'dans le [cas présent il est naturel 
d'identifier valeur moyenne et intégrale. 

Il advient malheureusement que la convergence des deux suites /i 

et L; et la valeur de leurs limites dépendront en général du procédé 
de division de l'intervalle (a , b) en intervalles partiels. Cette première 
méthode appelle donc de nouvelles recherches. 

33. Nous donnerons un exemple très simple, ou la méthode con­
duit d'ailleurs à un résultat satisfaisant. 

Soit la fonctionnelle linéaire et régulière 



est donc 
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34. Seconde méthode de Gâteaux. -- Son poin t de départ est plus 
naturel : elle généralise, de façon immédiate, la remarque précédente. 

Envisageons une fonctionnelle 

dépendant de l 'argument .v(t) dans l ' interval le ( o, I) (ee q u i ne 
restreint pas la généralité). Toute fonct ion y(t) peut, sous des con­
dit ions très larges, être* approchée en moyenne par une fonction 
simple prenant des valeurs constantes y 1 , , y ' 2 . . . . , yn dans les n inter-

l'approximation augmentant indéfiniment avec n. Or une telle fonction 
simple correspond au point de coordonnées y 1 ' , , y2, . . ., yn d'un 
espace En à n dimensions. Le domaine considéré D de l'espace fonc 
tionnel donnera, pour les fonctions simples d'ordre n qui lu i 
appartiennent, un certain domaine D,n de l'espace Ent, la fonctionnelle 
devenant une fonction ordinaire de y1,, y2, . . ., yn dont on peut éva-
luer, par des intégrations ordinaires, la valeur moyenne dans Dn. 
Si tend vers une limite pour n = , cette limite définira 
la valeur moyenne de la fonctionnelle. 

35. Un cas simple est celui où D est le domaine intérieur à une 
sphère fonctionnelle. On cherche alors la moyenne de F pour toutes 
les fonctions y(t) qui vérifient 
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(sphère de rayon R ) . Les fonctions simples donnent alors, dans En 

le domaine Dn in tér ieur à l 'hypersphère 

( l ) Cf. D A N I E L L , [16]; W I E N E R , [120]. 

On ne peut donc, par le procédé précédent, définir le volume de 
la sphère fonctionnelle n i , par suite une intégrale étendue à ce volume ; 
il faut se borner à la no t ion de moyenne. 

36. Une autre extension de l ' intégrale multiple aux champs fonc­
tionnels a été donnée par M. Dan ie l l qu i envisage une fonctionnelle à 
var ia t ion bornée définie dans un champ à une inf ini té dénombrable 
de dimensions et étend dans ce cas le concept d'intégrale mul t ip le de 
Stieltjes. L ' intégrale de Dan ie l l a été appliquée par N. W i e n e r à 
l 'étude du mouvement b rownien ( 1 ) . 



CHAPITRE V. 
LE CALCUL FONCTIONNEL ET LES METHODES NOUVELLES 

DU CALCUL DES VARIATIONS. 

I . - REMAHQUES GENERALES. 

1. Nous avons deja eu l 'occasion de dire que1 le Calcul des varia­
tions n 'etai t qu 'un chapitre do la theorie generate des fonctionnelles, 
chapitre q u i se del imite par les deux reserves suivantes : 

a. On ne considcre que des fonclionnelles qu i sont exprimees par 
des integrates definies (simples ou mul t ip les ) por tan l sur une fonc-
l i o n ordinaire de la fonction-argument et de ses derivees; 

b. On n'etudie que les problemes de max imum ou de m i n i m u m de 
ces fonctionnelles. 

Le developpement du (Calcul des variations a precede de beau-
coup celui du Ca lcu l fonctionnel et il s'est eflectue, jusqu'a la f in du 
dernier siecle, de facon aulonome. 

La methode principale etait celle des equations d i f f ren t ie l l es (ou 
aux derivees partielles) dans laquclle les pas successifs etaient lessui-
vants : 

I° Obten i r les equations q u i expriment que la variation premiere 
rst nul le (Equations d 'Euler , cf. supra. Chap. I V , n° 23 ) . 

2° Determiner les lignes ou surfaces q u i verifient les equations et 
q u i satisfont aux conditions aux l imites imposees par le probleme. 
Demontrer tout au moins l'existence de ces lignes ou de ces sur­
faces. 

3° Etudier si ces lignes ou ces surfaces donnent effectivement un 
max imum ou un m i n i m u m . 

2. Les premieres liaisons entre le Calcul des variations et le Calcul 
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fonctionnel general furent etablies par M. Vol te r ra (1) en vue de 
l 'extension q u ' i l a developpee de la theorie de Hamil ton-Jacobi . On 
sait que cette derniere theorie, qu i joue n i l r6le notable dans l ' in te-
grat ion des equations de la mecanique, a son origine dans le fait que 
les equations difterentielles de la mecanique sont les equations d 'Euler 
d 'un probleme d'extremum concernant une integrate simple (act ion 
hamil tonienne). Dans le diWeloppement de la methode, on a a consi-
ddrer cette integrate simple comme fonction de sa l imi t e superieure, 
et c'est une fonction de poin t . Mais, si l'on passe a un probleme de 
Physique mathematique dependant de l 'extremum d'une integrate 
mul t ip le , il faudra considerer cette integrate comme fonctionnelle de 
la mul t ip l i c i ty frontiere du champ d e n i g r a t i o n : il sera impossible, 
sans l 'aide du Galcul fonctionnel, d 'obtenir une generalisation de la 
theorie de Hamilton-Jacobi . C'est ce qu'a montre M. Vol te r ra dont 
les travaux sur ce sujet ont ete suivis par ceux de M. Frechet. On 
pent y rattacher encore les belles recherches de M M . Hadamard et 
P. Levy sur la fonction de Green ( 2 ) . 

A peu pres dans le meme temps divers travaux marquent l'essai de 
methodes directes rigoureuses pour t ra i ler les questions de Calcul 
des variations. Essais tres importants car, dans la methode indirecte 
dont les grandes lignes sont indiquees au n° 1, il est loujours aise 
d'ecrire les equations d'Euler, mais l'etude des deux autres questions 
— et surtout celle de la troisieme — presente le plus souvent de 
grosses difficultes. C'est ce qu i fait l ' intert des methodes nouvelles 
lesquelles prennent appui sur les notions generales de 1'Analyse fonc­
tionnelle pour la recherche directe du maximum ou m i n i m u m . Le 
Galcul des variations en a ete renouvele. 

3. Les consequences sontd'ai l leurs notables dans toule la Physique 
maththnatique. On sait que, au cours du developpement historique 
de cette Science, il s'est tres souvent revele la tendance a reduire les 
problemes naturels a des questions de m i n i m u m , ceci par suite de 
Tidee — plus ou moins consciente — que la nature tend, dans ses 

(1) Cf. VOLTERRA, [ 109], [110]. Sur toutes les questions envisages dans ce para­
graphs, voir VOLTERRA, [118] ou Ton trouvera une biographie detaillee. 

(2) Nous reviendrons en detail sur res divers sujets, en traitant dans le 
volume suivant les Equations aux derivees fonetionnelles. cf.. [113], Chap. I l l ; 
P. Levy, [75]. 
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manifestations, à épargner le plus possible ce qu'el le dépense dans 
l 'accomplissement des divers phénomènes. 

Les travaux se rattachant à celte tendance ont contr ibué à mettre 
plus d 'unité dans l 'édifice de la Physique mathématique. Ils eurent, 
à d'autres points de vue, une heureuse influence : c'est ainsi que 
l ' emplo i des formes variationnelles rend plus aisé les changements de 
variables et condui t naturel lement à envisager l ' invariance des équa­
tions par changement du système de référence. Mais , sauf en ce q u i 
concerne la théorie de Jacobi, tous ces progrès restaient en marge de 
la solut ion même du problème, q u i dépendait toujours de l ' intégra­
t ion d'équations différentielles avec des données aux l imi tes . Depuis 
le développement des méthodes directes, chaque pr inc ipe variat ionnel 
de la Physique mathématique peut être pris pour base d'une solut ion 
complète du problème correspondant. 

4. C'est d 'ai l leurs l 'étude de l ' u n de ces principes, le principe de 
Dirichlet, q u i fut l 'occasion du premier essai, auquel nous faisions 
a l lusion plus haut, des méthodes directes. 

Rappelons que le pr inc ipe de Di r i ch le t postule l'existence d'une 
fonct ion φ(x, y) continue ainsi que ses dérivées dans un domaine 
plan Ω, prenant des valeurs assignées à la frontière de Ωl, et réalisant 
le m i n i m u m de l ' intégrale 

L 'équat ion d 'Euler correspondante est 

dont il faut une solut ion continue prenant des valeurs assignées sur 
la frontière de est le problème de Dirichlet. 

L o r s q u ' i l énonçait son pr inc ipe , D i r i c h l e t , suivi en cela par Rie-
mann, pensait que, l ' intégrale J étant toujours positive ou nul le , 
l 'existence de la fonction était par cela même assurée. 

Weierstrass montra les difficultés que soulevait la question et. 
après ses cr i t iques , l 'effort se porta sur la solut ion du problème de 
Dirichlet. 

On suivi t des voies q u i n 'ont aucun rappor t avec le Calcu l des 
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variations : méthode de Neumann, qui fut perfectionnée par plusieurs 
auteurs et étendue à beaucoup d'autres cas; méthodes de Schwarz; 
méthode du balayage de Henri Poincaré; enfin les procédés .fondés 
sur les équations intégrales, employés d'abord par Fredholm. Ces 
derniers procédés ont donné lieu à un grand nombre de travaux et ils 
ont été d'une grande fécondité. 

Puis un courant se forma pour revenir à l'étude des vieux concepts 
et s'appuyer sur le principe de Dirichlet. Arzelà fut l'initiateur et, 
directement inspiré par les idées sur les fonctionnelles, chercha à 
donner une démonstration rigoureuse de l'existence du minimum 
sous certaines conditions. Ses travaux définitifs remontent à 1897 (1) 
bien que ses vues et ses études soient plus anciennes. 

En 1900, Hilbert ( 2 ) donna une démonstration complète et rigou­
reuse, obtenant un résultat définitif que n'avait pas atteint Arzelà. 
Mais c'est en suivant la voie frayée par celui-ci que Hilbert pu réussir. 
De nombreux travaux de B. Levi , Fubini , Lebesgue, Zaremba et 
d'autres vinrent après celui de Hi lbert . 

5. Mais la généralité de la méthode n'apparut qu'après que l'on se 
fut aperçu que la réussite des procédés employés était due à la pro­
priété de l'intégrale J de posséder la semi-continuité ( c / . , Chap. 11, 
n° 16). 

Ce fut M. Tonelli qui, usant systématiquement de l'analyse fonc­
tionnelle, mit à la base de l'étude directe des problèmes de maximum 
et minimum le concept de semi-continuité et est ainsi le véritable 
fondateur des méthodes nouvelles ( 3 ) . 

Pour en donner une idée nette, il suffira de se limiter ici au cas le 
plus simple, celui de l'intégrale 

Ce cas sera envisagé dans le paragraphe suivant que M. Tonelli a 
bien voulu écrire à l'intention du présent Ouvrage. Les Auteurs sont 
heureux de lui exprimer ici leurs vifs remerciements. 

(1) ARZELÀ, [ 3 ] . 
(2) HILBERT, [66]. 
(3) On en trouve un exposé d'ensemble dans le traité de M. Tonelli [101]. 
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I I . - MÉTHODE DIRECTE POUR L'ÉTUDE DU MAXIMUM 
OU DU MINIMUM DUNE INTÉGRALE SIMPLE. 

6. Généralités. — Nous nous limiterons, dans ce qui suit, à la con­
sidération du problème de minimum pour l'intégrale 

(1)  

Pour simplifier nous prendrons un champ A formé par tous les 
points du plan (x,, y) satisfaisant à la condition 

avec a,< b et une fonction f(-x, y. y1) finie et continue, ainsi que 
ses dérivées partielles des deux premiers ordres pour tous les points 
( x , y) du champ A et pour toutes les valeurs finies de y1 

Nous désignerons par ensemble (ou classe) de toutes les fonc­
tions absolument continues ( ' ) . ) y ' (x ' ) définies chacune sur un inter­
valle propre (a, b ) avec 
soit intégrable au sens de Lebesgue dans l'intervalle (a , 6) . Appelant 
C la courbe 

(' ) La notion de fonction absolument continu*' a été introduite par Vitali. 
Rappelons la définition. Une fonction / ( x ) définie pour a< x < b sera dite abso­
lument continue si, à tout i positif on peut associer un nombre δ également positif 
et tel (que, (a ( , b1) (i = I, 2, . . . , m) étant un groupe quelconque d'intervalles de 
(a, b), en nombre fini, sans parties communes et vérifiant l'inégalité 

En particulier une fonction pour laquelle le rapport des accroissements  

borné est absolument continue. 
On vérifie de suite, à partir de la définition, qu'une fonction absolument continue 

est à variation bornée. En désignant alors par V ( x ) la variation totale de / ( x ) 
dans l'intervalle ( a , x ) , pour que / ( x ) soit absolument continue, il est nécessaire et 
-suffisant que V ( x ) le 901t. 



7. L'intégrale I [ C ] . — Soit une courbe , 
de la classe ; nous désignerons par If C] l'intégrale (I) correspon­
dante : c'est une fonctionnelle qui , du point de vue géométrique,, est 
fonction de la ligne C. 

Cette intégrale sera dite régulière positive {négative) si, pour 
tous les points (x, y) de A et pour toutes les valeurs finies de y1 on 
a constamment 

(2)  

elle sera dite, par contre, quasi régulière positive {négative) si, pour 
les mêmes x, y et y' , on a 

( l ) f y'y' désigne la dérivée seconde de f prise deux fois par rapport à la variable y ' ; 
de même plus loin f y',, fy ,x sont des dérivées partielles par rapport aux variables-
mises en indice. 
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qui représente géométriquement la fonction y (x) de la classe , nous 
désignerons par la même lettre (3 la classe de toutes les courbes C. 

Nous nous servirons dans la suite de la notion de voisinage élémen­
taire d'ordre zéro {cf. Chap. I I , n° 19) avec un léger complément 
venant de ce que les diverses fonctions considérées n'ont pas forcé­
ment le même intervalle de définition. Etant donnée une courbe C0 

de la classe  



9. Condition nécessaire de semi-continuité. — Afin que, pour une 
courbe quelconque C0 de l'intégrale I [ C ] soit sur C0 semi-
continue infèrieurement dans la classe de toutes les courbes 
de (S qui réunissent les points extrêmes de C0, il est nécessaire 
que I [ G ] soit quasi régulière positive. 

A cause do la continuité de fy'y', il suffira de démontrer (2') pour 
les points x, y intérieurs au champ A. 

Supposons, s'il est possible, qu'en un point Po(.x0. y0) intérieur 
à A, on ait, pour une valeury'0, 

Ci)  
VOLTERRA 8 
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Désignons alors par C0 la courbe formée par ce segment (P0p1 , dont 
l 'équation est 

en désignant par X1 l'abscisse de P1. Construisons, pour chaque n 
entier positif, la courbe C„ 

de la façon suivante : nous divisons P 0 P 1 en n parties égales et, sur 
chacune d'elles prise comme base, nous construisons un triangle qu i 

ait ses deux autres côtés de coefficients angulaires  
Tous ces nouveaux côtés formeront une ligne brisée, qu i sera la 
courbe Cn et qu i a les mêmes extrémités P0 et P1 que C0. 

Si n tend vers l ' i n f i n i , Cn tend uniformément , dans tout (x0, x1 ) 
vers Go et par suite d appartient proprement, à par t i r d'une cer­
taine valeur de n, à un voisinage (p) de la courbe C 0 . 

Observons enfin que, dans tout on a 

et que Cn appartient à la classe  
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Evaluons alors la différence 1 [ C „ ] — l [ C 0 ] . Ajoutant et retranchant 
rintégrale de f (x, y0 (x) , y'1 , (x)) et appliquant le développement 
limité de Taylor, nous avons 

pour toutes les valeurs de n supérieures à un certain entier n0. Ceci 
contredit la semi-continuité inférieure d e I [ C ] sur G0 dans la 
classe puisqu'alors, pour des valeurs assez grandes de n on 
devrait avoir l'inégalité contraire à (7) . Le théorème énoncé est ainsi 
établi. 

Comme corollaire nous avons : 

une condition nécessaire pour la semi-continuité inférieure de If C] 
est que cette intégrale soit quasi régulière positive. 

11 est évident que, en substituant la quasi-régularité négative à la 



I l 6 CHAPITRE V. 

quasi-régularité positive, on aura une condition nécessaire pour la 
semi-continuité supérieure. 

10. Condition pour la continuité. — Gomme, d'une part, la conti­
nuité résulte de la présence des deux semi-continuités et que, d'autre 
part, les deux inégalités 

donnent 

et, par suite,  

les résultats du numéro précédent entraînent donc que 

Une condition nécessaire pour que I [ C ] soit continue est qu'elle 
ait la forme simple 

(8)  
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étant pris arbitrairement, il est possible de déterminer 
tel que, si G appartient proprement au voisinage (p) de C0, la pre­
mière intégrale au second membre de (9) soit, en module, moindre 
que ε. Quant à la dernière intégrale, elle donne, par la formule de 
Green 

qui peut aussi être rendu inférieur à ε pour p assez petit. On a donc, 
dans ces conditions.  

pour toutes les G de appartenant au voisinage (p) de C0 et ayant 
sur l'axe Ox, la môme projection orthogonale que G0 . Geci prouve 
la continuité de I [ G ] sur la courbe G0 relativement à la classe des 
courbes G ainsi définies. 

La continuité de 1[G] sur G0 , relativement à toute la classe £ 
s'obtient enfin en substituant à G0 la courbe G'0 qui s'obtient en lu i 
ajoutant les segments rectilignes 

et  

en opérant de même pour toutes les G et appliquant le résultat pré­
cédent ( 1 ) . 

I I . Condition suffisante pour la semi-continuité. — L' intégrale 
If G ] , si elle est quasi régulière positive, est semi-continue infé-
rieurement. 

( ' ) Pour les intégrales sous forme p a r a m é t r i q u e l a forme 

analogue a (S)  

(8')  
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Pour exposer rapidement le principe de la démonstration, nous 
supposerons que la courbe 

Co:  

sur laquelle il s'agit de prouver la semi-continuité, admette, pour 
finies et continues ( ' ). 

Un artifice analogue à celui utilisé au numéro précédent nous per 
met de nous borner à considérer les seules courbes C de la classe 
ayant, sur Taxe des x, la même projection a0b0 que C 0 . Posant tou 
jours 

G :  

nous pouvons écrire 

(') On trouvera dans le traité de M. Tonelli ([101], vol. I, chap. X I ) la démons-
tration générale, indépendante des hypothèses particulières admises ici. 
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Or, d'après le n° 10, l'intégrale 



13. Existence du minimum. — Indiquons maintenant comment on 
peut profiter de la semi-continuité inférieure pour établir l'existence 
du minimum ( ' ) . Démontrons à cet effet le théorème suivant : 

(*) Des considérations analogues valent pour l'existence du maximum dans le cas 
de la semi-continuité supérieure. 

CHAPITRE V. 120 
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ne dépend pas de n. 
Le pas essentiel consiste maintenant à établir que la suite des yn(x) 

forme un ensemble de fonctions également continues et également 
bornées. D'après le théorème de Ascol i -Arzelà (Chap . I I , n° 8, b), on 
pourra alors en t i rer une suite uniformément convergente qu i a b ien 
des chances de réaliser le m i n i m u m cherché. 

Or envisageons un groupe quelconque d'intervalles partiels de (a, b), 
soit ( a , , b1), ( a 2 , b2), . . ., (am, bm)* intervalles en nombre | f in i et 



( ' ) Cf. [101], vol. I, p. 165. 
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pour s — , 

La courbe donne bien le m i n i m u m absolu. 
D'autres théorèmes d'existence, plus généraux, se trouvent dans le 

Tra i t é de L. T o n e l l i ( v o l . I I ) . I c i nous observerons que, dans la pro 
posi t ion démontrée, au l ieu du m i n i m u m de 1 [ C ] dans la classe 
de toutes les courbes de q u i unissent les points P et Q, on pourrai t 
considérer le m i n i m u m dans des classes bien plus générales. 

En maintenant, par exemple, la condi t ion que les courbes consi 
dérées appartiennent à et ont toutes les points extrêmes P et Q, il 





(1) φ(x) est done absolument continue; cf. note de la page III. 

( 2 ) Cf. d'ailleurs f 101], tome I I , p. 91. 



Celte inégalité ayant lieu quelle que soit la fonction w(x) du type 
indiqué entraîne, d'après une remarque classique de P. du Bois 
Reymond [21 ] , 

(27) 
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Puisque C0 est une courbe qui donne le minimum de 1 [ C ] , il vient 



(1) cf. [101], t.II, p. 96 
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dérivées finies et continues, à l'exception au plus 
des points d'un ensemble E fermé et de mesure nulle, en tout 
point duquel existe mais est infinie. L'équation d'Euler est 
satisfaite sauf aux points de E, s'ils existent. 

La courbe c0 est ainsi composée d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable d'arcs satisfaisant à l'équation d'Euler et ayant une 
longueur totale égale à celle de la courbe elle même. 

Il existe d'ailleurs des conditions plus générales que celles du 
théorème établi qui assurent aussi que toute la courbe C0 satisfait à 
l'équation d'Euler. 

15. Extensions. — La théorie exposée ici très rapidement et seule 
ment dans ses premiers développements s'étend aux intégrales de 
forme paramétrique, aux intégrales dans lesquelles la fonction sous 

le signe dépend aussi de dérivées d'ordre supérieur au premier, 

enfin aux intégrales qui dépendent de courbes de l'espace à un 
nombre quelconque de dimensions et aux intégrales multiples. Elle 
s'étend aussi aux problèmes de Lagrange et de Mayer. 

Après la publication des Fondamenti de Tonelli , ont contribué à 
cette étude, avec L. Tonell i . H. Hahn, M. Lavrentieflf, N. Bogo-
liouboff, L. M. Graves, M. Nagumo, S. Cinquini, E. :J. Mae Shane, 
A. Del Chiaro, B. Mania et d'autres auteurs. 
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CHAPITRE VI. 
GÉNÉRALITÉS. ÉQUATIONS INTÉGRALES DE VOLTERRA. 

I . - P R E L I M I N A I R E : 
I N V E R S I O N D U N E T R A N S F O R M A T I O N FONCTIONNELLE. 

1. Rappelons un résultat précédemment établi (Chap. I V , n° 18) : 
étant donnée une fonctionnelle 

les valeurs de l'argument >'( /) qui rendent F maximum ou minimum 
doivent être cherchées parmi celles qui rendent la différentielle àF 
identiquement nulle quel que soit δy. 

Admettons que cette différentielle ait la forme régulière 

les fonctions y(t) cherchées devront vérifier la condition 

( i )  

VOLTKRRA 
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qui exprime que la dérivée fonctionnelle de F est identiquement 
nulle. 

2. Nous allons montrer maintenant que des équations de ce type 
peuvent être obtenues comme généralisation d'un système ordinaire 
de n équations à n inconnues 

ou, plus brièvement, 

( 2 ' )  

Il suffit, pour s'en rendre compte, d'appliquer le principe général 
de passage du discontinu au continu (Chap. I, n° 5 ) . Des rela­
tions telles que ( 2 ) définissent une substitution des variables yi aux 
variables zi. Si l'on remplace les indices par des paramètres continus x 
ou t et la fonction f i ( y 1 y2 . . . yn) par une fonctionnelle de y(t) 
dépendant également du paramètre x (qui remplace l'indice «), on 
est amené à considérer la substitution fonctionnelle 

(3)  

entre les fonctions y(x) et z(x). Si la seconde de ces fonctions est 
connue et la première inconnue, on a à faire l'inversion de la substi­
tution fonctionnelle ( 3 ) , problème qui correspond, dans notre théorie, 
à la résolution du système ( 2 ) de l'analyse ordinaire. Et il est bien 
clair que les équations du type '.( 1 ) rentrent comme cas particulier 
dans la forme ( 3 ) . 

Pour aborder le problème ainsi posé (inversion d'une substitution 
fonctionnelle), il est naturellement nécessaire de préciser la forme de 
la fonctionnelle F. 

Un cas particulier notable sera celui où 

est une fonctionnelle régulière de degré m (cf. Chap. I I I , § I I ) . 
Ce cas correspond dans l'Algèbre ordinaire à un système ( 2 ) dans 

lequel les fi sont des polynômes de degré m. 



GÉNÉRALITÉS. ÉQUATIONS INTÉGRALES DE VOLTERRA. l 3 l 

Un cas plus particulier encore, mais fort intéressant (parce que 
son étude est le préliminaire indispensable de l'étude des cas plus 
compliqués) est celui ou F est fonctionnelle linéaire de y; il corres­
pond à un système (2) linéaire. 

Et il faut encore fragmenter ce cas. Si la fonctionnelle linéaire F 
est régulière et sans points exceptionnels, on pourra la mettre sous la 
forme  

où K( t, x) est une fonction donnée et l'équation (3) s'écrira 

(4)  

elle sera dite équation intégrale linéaire de première espèce. 
Si la fonctionnelle a le point exceptionnel t = x, l'équation sera 

du type  

( s ' i l y a continuité d'ordre zéro) ou eu général 

(6 )  

(s ' i l y a continuité d'ordre n). 
L'équation (5) , où a 0 (X) est supposé ne pas s'annuler. est dite 

équation intégrale de seconde espèce, ou équation de Fredholm. 
Si α 0 ( x ) s'annule dans l'intervalle de variation de x, il y a des diffi­
cultés particulières; M. E. Picard, qui a traité le premier des équa­
tions de ce genre, les désigne sous le nom d'équations de troisième 
espèce. 

Enfin l'équation (6 ) , dans laquelle la fonction inconnue y apparaît 
à la fois sous le signe d'intégration et par ses dérivées, participe des 
équations différentielles : on la nomme équation intégro-diffèren-
tielle; nous avons déjà rencontré (Chap. I V ) des équations de ce type. 
Leur étude systématique sera faite dans le second volume du présent 
Ouvrage. 

3. Supposons maintenant que la fonctionnelle linéaire F dépende 



(') Ce furent les premiers types traités d'équations intégrales. Cf. [123]. 
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ht. Ces équations de Vol ter ra , dans lesquelles la l i m i t e supérieure 
d ' intégrat ion est variable avec le paramètre x, ne diffèrent pas en 
substance des précédentes (4 ) et ( 5 ) pour lesquelles la l imi t e supé­
r ieure d ' in tégrat ion était fixe (et égale à 6 ) . Si nous admettons en 
effet que la fonct ion connue K ( t , x) peut être discontinue, avec des 
discontinuités de première espèce, il suffit de prendre dans (4) ou (5) 

pour que ces équations se réduisent aux équations correspondantes 
(4 ' ) et (5 ' ) de Vol te r ra . 11 y a pourtant dans les résultats concernant 
les deux cas des l imites fixes et des l imi tes variables des différences 
telles que nous devrons les trai ter séparément. 

Nous envisagerons, dans ce Chapitre et dans le suivant, les équa­
tions à l imites variables. 
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intégrale. Nous admettrons d'abord que ce noyau est fini et continu 
dans le domaine  

a étant une quantité finie. Il est donc connu dans le triangle limité 
par Taxe des x. la bissectrice des axes x = t et la parallèle x = a à 
Taxe des t (Jig. i ) ; nous désignerons par M le maximum du module 

Fig. 4 

de K dans ce Iriangle. Le second membre f(x) est une fonction éga­
lement connue, (finie et continue pour 

(1) Cf. VOLTERILA.,, [123], [113] et aussi [ I I 2 ] - [ l t i ] de la Bibl iographie I. 
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polynôme de degré i — s par rapport aux coefficients Ar,i.. Nous 
décomposerons ce polynôme en une somme de polynômes homogènes 
de degrés respectifs 1 ,2, . . . , i — s 

do')  

et i l reste à préciser l'expression des divers termes homogènes A ^ . 
O r , en développant par rapport à sa dernière ligne le déterminant (10), 
nous obtenons 

que nous écrirons encore 

d i )  

En remplaçant, dans ( n ) , Gs,,i et Gs,,r par les valeurs tirées de (10) 
et en identifiant les termes des divers degrés, on a enfin 

Le système d'équations ( 8 ) est donc résolu par les formules ( 9 ) où 
les coefficients Gs,j sont donnés, en fonction des Ar,i par (1o') et (12). 

7. Passage à l 'équation intégrale ( 7 ) . — Imaginons maintenant 
que le nombre des intervalles partiels h1, h2 hn augmente indé­
finiment, chacun d'eux tendant vers zéro. Les indices i. r, s sont 
remplacés par des variables continues, les sommes précédentes par 
des intégrales et l'on peut donc prévoir , d'après les calculs du n° 6, 

( l) (11) s'obtient aussi en portant, dans les équations (8 ) , les expressions (0) des 
inconnues. 



avec 

( 1 5 ) 

8. Vérification. — Il reste à vérifier la solut ion précédente et à 
constater qu'elle est unique. C'est ce que nous ferons en montrant 
que toute la théorie se résume dans la démonstration des trois p r i n ­
cipes fondamentaux suivants : 

I. Principe de convergence. — Pour l 'obtenir nous rechercherons 
d 'abord des l imites supérieures des fonctions K.(h)(t , x) définies par 
les formules (15) et q u i sont dites noyaux itères de K . ( t . x). 

Puisque dans le triangle 

La série 



qui sera utilisée plusieurs fois dans la suite. 
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étant absolument et uniformément convergente, il en est de même de 
la série (14) des noyaux itères et la somme de cette série (14) 
représente, dans le champ considéré, une fonction finie et con­
tinue S( t , x) {noyau résolvant). 

" I I . Principe de réciprocité. — Notons d'abord que le noyau 
itéré K(h) peut s'écrire aussi 
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et les (15') donnent de même 

Ces deux formules, que nous écrirons 

07)  

se déduisent Tune de l'autre en échangeant le rôle de K et S. Elles 
expriment la réciprocité entre le noyau K de l'équation (7) et le 
noyau résolvant S correspondant. 

Comme corollaire on pourra calculer K à partir de S par des 
expressions en tout semblables à (14) et (15) 



Les résultats prévus au n° 7 sont ainsi entièrement justifiés. 
La méthode précédente et les trois principes se retrouveront pour 

les équations à limites fixes avec la seule différence que, le déter-
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minant du système linéaire aux inconnues φi,: n'étant plus égal à 
l'unité, l'expression du noyau résolvant est moins simple. 

Dans les deux cas c'est le principe général de passage du dis­
continu au continu qui sert de guide pour la résolution. 

10. Ajoutons une remarque concernant les deux noyaux 
et   

Nous pouvons considérer i comme une fonctionnelle dépen­
dant de toutes les valeurs qui prend dans le domaine 

et écrire  

avec, d'après ce qui précède, 

La même opération fonctionnelle, qui fait passer de K à S, fera passer 
également de S à K ; on aura 

Cette opération fonctionnelle, appliqué une fois à K, donne le 
noyau résolvant S; appliquée deux fois à K, elle reproduit K lu i -
même  

11. Méthode des approximations successives. — L'équation (7) 
peut également être traitée par la méthode des approximations 
successives ( ' ) . Ecrivons-la 

(7') 

nous en tirons  

(') Cf. LE ROUX, [62]; PICARD, [77]; BÔCHKR, [8]; LALESOO [53]. 



qui , d'après le principe de convergence, est évidemment une fonction 
entière de X, de sorte que la solution donnée sera valable quel que 
soit X. 

Ajoutons enfin que Ton peut établir directement l'unicité de la 
solution. Si (7") par exemple avait deux solutions, leur différence 
U(,X) vérifierait l'équation homogène 

d'où, par application du procédé d'approximations successives, on 
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tire 

Admettant que | u{x) j est borné par le nombre N, nous aurons 

qui tend vers zéro quand i tend vers l ' in f in i ; u(x) est donc identi­
quement nulle. 

12. La notion de composition. Forme intuitive de la solution 
précédente. — Les relations ( i 5 ) qui définissent les noyaux itérés 
mettent en évidence l'opération fonctionnelle 

(19)  

qui, à partir des deux noyaux L et M, en donne un troisième P. 
M. Volterra, qui a nommé cette opération composition, a remarqué 

qu'elle obéit à des règles de calcul très analogues à celles qui régis­
sent le produit de nombres ordinaires. 

Nous examinerons ultérieurement (1) les nombreuses applications 
de cette notion de composition. Mais dès maintenant nous donnerons 
les propriétés les plus simples et nous montrerons comment la nota­
tion de l'opération (19) comme un produit symbolique permet de 
présenter sous la forme intuitive la résolution de l'équation (7) . 

Pour ne pas alourdir inutilement l'exposé, nous restons dans le 
champ des fonctions finies et continues. 

Remplaçant respectivement par x et y les variables t et x précé­
dentes nous définirons par 

( 2 0 )  

la composition à limites variables, ou composition de première 
espèce des deux fonctions f et g. Nous écrirons en abrégé 

(1) Livre IV, second volume du présent Ouvrage. C/ . aussi VOLTERRA, [113] de la 
bibliographie I , Chap. IX, et VOLTERRA et PÉRÈS, [133]. 
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ou simplement  

Il est clair que, s i / et g sont définies dans un triangle tel que celui 
que représente la figure, qui a pour sommet un point quelconque A 
du plan (x = a. y = b) et dont les côtés sont les parallèles aux axes 

Fis 5. 

et la droite y — x, leur produit de composition sera défini dans le 
môme triangle. D'autre part ce produit est évidemment distributif 

et  

il est de même associatif, c'est-à-dire que l'on a 

ce qui s'écrit encore  

formule évidente en appliquant, une fois encore, la règle d'échange 
des signes d'intégration. 

Le produit de composition n'est pas en général commutatif 
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Lorsque l'on a 

* *  
les fonctions f et g sont dites permutables et leur produit décompo­
sition est permutable avec chacune d'elles : on a en effet 

Dès lors, si l'on se limite à un groupe de fonctions permutables entre 
* * elles, le produit de composition f g- obéit aux mêmes règles de calcul 

formelles que le produit algébrique ( ' ). 
Si les fonctions envisagées ne sont pas permutables, la notation de 

la composition comme un produit symbolique reste avantageuse, il 
faut seulement ne pas changer l'ordre des facteurs. 

13. Ajoutons quelques remarques simples qui permettent de 
déduire d'une fonction f( x, y) tout un groupe de fonctions permu­
tables. On pourra d'abord composer f un nombre quelconque de fois 
avec elle-même et l 'on aura ainsi les puissances entières de compo­
sition 

qui sont toutes permutables avec/ (cf. n° 8, I I ) . Sera de même per­
mutable avec f out polynôme à coefficients constants des puissances 
de composition de f et aussi toute série 

des puissances de composition de /, sous réserve de sa convergence 
uniforme. Ajoutons que, pour étudier cette convergence, on tirera 
parti des inégalités suivantes : on a 

(1) Il s'agit bien entendu, des seules règles de calcul spécifiées plus haut et de 
celles qui en résultent. Si l'on envisage, d'autre part, la propriété d'après laquelle 
un produit de facteurs n'est nul qu'avec l'un de ces facteurs, cette propriété pourra 
s'étendre à la composition, sous des conditions assez peu restrictives pour les noyaux 
envisagées, en se plaçant, bien entendu, dans le cas où le produit de composition 
est Identiquement nul par rapport à x et y. 
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si, dans le domaine de définition de f, on a 

ces inégalités s'établissent en reprenant le raisonnement qui nous a 
conduit plus haut au principe de convergence. Toutes les fonctions 
ainsi obtenues (puissances, polynômes, séries de composition) sont 
permutables entre elles. 

Nous aurons enfin besoin du symbolef0 , puissance nulle de com­
position, défini par la règle de calcul suivante : 

quelle que soit la fonction g, permutable ou non avec f(x,, y). Ce 
symbole, qui joue le rôle d'unité, est donc permutable avec toute 
fonction g(x, y). De plus son effet est indépendant d e / d e sorte que 
nous pouvons poser, quelle que soit la fonction g 

Comme la fonction égale à l'unité et ses diverses puissances de 
composition 

jouent un rôle assez important par la suite, nous utiliserons ordinal-

rement pour l unité fo le symbole i ° . 
Il est clair que Ton pourra composer de même des fonctions 

symboliques de forme  

où a est une constante qui multiplie i° et où f est dite partie régu­
lière de F. Si les parties régulières sont permutables, il en est de 
même des fonctions symboliques correspondantes : dans tout autre 
cas il faudra distinguer l 'ordre de composition de deux fonctions 
symboliques. 

14. Considérons alors les deux équations intégrales que nous 
VOLTERRA 10 
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Le lecteur a déjà constaté que les équations q u i viennent d'être 
traitées, (21) et ( 2 2 ) , sont du type ( 7 ) et que la solution qu i vient 
d'en être donnée est identique à celle du n° 8, les identités ( 2 5 ) 
revenant, avec des différences de notations insignifiantes, aux précé­
dentes (17) , de sorte qu'elles expriment le principe de réciprocité ( ' ) . 

La variable x de l 'équation ( 7 ) correspond à y de l 'équation ( 2 2 ) , 
mais ( 2 2 ) contient de plus un paramètre JC} l imi te inférieure d' inté­
gra t ion. Dans (21) la variable est x et le paramètre y. Si dans (21) 
ou ( 2 2 ) on prend respectivement le paramètre constant, nu l par 



(*) Cf. VOLTERRA, [i3o], p. 5a et i5o. Cf. aussi [ i i3] de la bibliographie I , 
Chap. VIL Nous reviendrons sur ce sujet dans le troisième volume du présent 
Ouvrage. 

148 CHAPITRE VI. 



GÉNÉRALITÉS. ÉQUATIONS INTÉGRALES DE VOLTERRA. î 49 

q u i , par un changement de variable évident, s'écrit aussi 

Nous obtenons donc le résultat : toutes les fonctions de la seule 
différence y— x sont permutables entre elles. Nous verrons ul té­
r ieurement qu'elles forment un groupe de fonctions permutables 
donnant toutes jles fonctions permutables avec Tune d'entre elles, 
groupe que M. Vol te r ra désigne sous le nom de groupe du cycle 
fermé. 

10. Plaçons-nous dans le cas où le noyau f(y x) esl une fonction 
de la différence (y — x), développable en série entière 

convergente lorsque» y — x est assez pet i t : on peut alors donner des 
développements analogues des diverses puissances de composi t ion 
d e / e t du noyau résolvant g . 

Pour obtenir rapidement ces développements, i l suffit de remar­
quer que. d'après les valeurs (n° 13) des puissances de composi t ion 
de l 'un i té , on peut écrire ( 2 6 ) 

D'après les remarques du n° 13, les puissances de composi t ion d e / se 
calculeront à par t i r des puissances de la série 

IV)  

que l 'on ordonnera par rapport à ; et où l'on remplacera zp par 

Pour la fonction g, nous noterons qu'elle est donnée par 



(1) Cf. EVANS, [26]. 
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Multipliant cette équation par a,(y) et faisant la somme par 
rapport à l'indice i, le terme intégral disparaît à cause de ( 2 9 ) et il 
reste une équation différentielle en g(x, y) qui détermine parfai­
tement g(x, y) en tenant compte des conditions initiales, pour y = X, 
lesquelles se déduisent des équations (3o ) . 

Cette méthode de Evans est particulièrement commode dans le cas 
du cycle fermé. Si, par exemple, 

alors on a  

et le noyau résolvant est, comme on s'en rendra compte aisément, 

Le cas du cycle fermé a aussi été étudié par Whit taker ( 1 ). 
Tedone a enfin envisagé le problème ( 2 ) de déterminer les noyaux 

f(x, y) dont les résolvants peuvent être calculés au moyen d'opéra­
tions élémentaires et d'opération de diflférentiation et d'intégration-

18. Cas des intégrales multiples. — Des considérations tout à fait 
analogues s'appliqueront à une équation du type suivant (3) 

La fonction inconnue 9 dépend maintenant de n variables et l'inté­
grale simple qui figurait dans ( 7 ) est remplacée par une intégrale 
multiple à limites variables. 

En reprenant le mode de calcul du n° 8 on établira, pour ( 3 i ) trois 
principes de convergence, de réciprocité, d'inversion qui en 
résument la théorie. On pourra d'ailleurs introduire une nouvelle 

( l ) Cf WHITTAKER, [135] et aussi VOLTKRRA et PÉRÈS, [133] p. 112. 
(2) Cf. TEDONE, [108]; VOLTERRA.[13I] . 

(3) VOLTERRA, |125]. 
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notion de composition, définie par 

et en faire le même emploi que plus haut. 

I I I . - É Q U A T I O N DE V O L T E R R A DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

19. Nous la prendrons sous la forme 

(3a) 

l ' inconnue étant φ(y). La fonct ion f(y) est donnée dans l ' interval le 

intervalle dans lequel on cherche également φ. Le noyau K ( x , y ) 

est donné pour  

Nous nous l imi tons d 'abord aux fonctions bornées et continues, mais 
nous aurons de plus à in t rodui re l 'hypothèse de l'existence de certaines 
dérivées. 

Le système d'équations linéaires correspondant à (32 ) s'obtient, 
comme au n° 6, en subdivisant l ' intervalle ( o , e) en intervalles par­
tiels h1, h2, . . . hn et, en reprenant les notations du n° G, il s'écrit 

Il est possible de le traiter comme le système correspondant à l 'équa­
t ion de seconde espèce, mais son déterminant est 

de sorte que nous sommes amenés à faire d 'abord, sur le noyau K r 

l 'hypothèse K ( y , y) o. Dans cette hypothèse on peut procéder r 

comme au paragraphe précédent. 



( l) C'est ce qu'a fait M. Volterra dans ses premières recherches sur la question, 
[ 123] Note I, obtenant ainsi les formules d'inversion données plus bas et vérifiant 
directement, après avoir étudié la convergence des séries qui y interviennent, l'exis­
tence et l'unicité de la solution. 

( 2 ) VOLTERRA [124]. 
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tout à fait analogue à (33 r); on en tirera θ ( y ) , puis, par dérivation, 
on obtiendra la fonction φ ( y ) . 

2 1 . Nous reviendrons ultérieurement (Chap. V I L § I I ) sur le cas 
où K ( y , y) à des zéros isolés. Plaçons-nous dans l'hypothèse que 
K ( y , y) est identiquement nul. L'analyse précédente est alors en 
défaut, l'équation (33) se réduisant à 

(33 . )  

qui est du même type que (32). Mais on pourra recommencer sur elle 
le raisonnement qui nous avait permis de passer de (32) à (33) ; il est 
bien clair que l'on sera amené ainsi, sous des conditions assez larges, 
à la solution de l'équation proposée. 
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et, ces conditions étant remplies, on passera, par n + I dérivations 
par rapport à y, de l 'équation ( 3 2 ) à l ' équat ion équivalente 

tout à fait analogue à ( 3 3 ) et qu i donnera la fonction φ(y) cherchée, 
d'ailleurs unique. 

* 
22. Le symbole K - 1 . — Dans ce q u i précède la l imi te inférieure 

d ' in tégra t ion zéro peut être remplacée par une constante ou même 
par un paramètre x q u i figurera aussi dans la donnée f et dans 
l ' inconnue φ. 

L'équat ion ( 3 a ) s'écrit alors 
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24. Équation de première espèce où figurent des intégrales 
multiples. — Nous avons vu plus haut ( n ° 18) que la méthode de 
résolut ion des équations de deuxième espèce s'étend immédiatement 

( ! ) PÉRÈS, [76]; VOLTERA et PÉRES [133], p. 4,o et 106. 
( 2 ) VoLTERRA, [126]. 
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au cas des intégrales mul t ip les . Pour le cas d'une équation de 
première espèce, la même extension est possible (1 ), mais les calculs 
sont un peu plus compliqués . 

Bornons-nous au cas de deux variables (l 'analyse étant analogue 
pour le cas général) et soit l 'équation 

avec l ' inconnue φ(y 1 y 2)• Il e s t nature l de dériver (39) par rapport 
à y1 et à y2 pour la transformer en une équation de seconde espèce. 
Après ces deux dérivations, i l vient 

F, G, H, h ayant des valeurs évidentes. C'est une équation où la 
fonction inconnue figure dans des intégrales simples et dans une 
intégrale double. 

On peut appl iquer à (41) la méthode des approximations successives 
en isolant le terme φ(y1, y2). 

( ' ) VOLTERRA, [ 125 ]. 
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On peut aussi procéder de la façon suivante : conservons les deux 
premiers termes à gauche et faisons passer les autres au second 
membre que nous désignerons alors par T ( y 1 , y2). I l vient 

Si nous envisageons y2 comme un paramètre et comme 
connu, c'est une équation ordinaire de seconde espèce dont on t irera 

étant le noyau résolvant de F. Remplaçons T par sa valeur, nous 
obtenons une équation de même type que ( 4 1 ) mais où a disparu la 
première intégrale 

En procédant de même après avoir isolé les deux premiers termes 

de (41')? on about i t à 

q u i est du type (31) (n° 1 8 ) . 
Dans le cas où il n ' y a pas deux mais n variables, il faudra dériver 

l 'équation une fois par rapport à chaque variable. On aura ainsi une 
relat ion où figurent des intégrales simples et mult iples jusqu 'à 
l 'ordre n. Pour la trai ter on pourra é l iminer les diverses intégrales 
par des calculs tout à fait semblables au précédent. 

( l ) VOLTERRÀ, [ 1 2 4 ] . 
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où les inconnues sont les n fonctions φ1, φ 2 , . . . , φn„. On peut appliquer 
à ce système une méthode analogue à celle des n°8 5-9 en faisant 
dépendre encore sa solution de trois principes de convergence, de 
réciprocité, dïinversion. 

Construisons les fonctions suivantes : 
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où représente une somme d'intégrales simples, doubles, mult iples 
q u i contiennent linéairement les inconnues. Supposant connues 
φ2, . . ., φn, on tirera φ1 de la première équation (49 ) Par la méthode 
du n ° 2 4 , puis on portera cetle valeur dans les équations restantes qu i 
ne cont iendront plus que φ 2, . . . , φn„. En continuant ainsi on se 

ramènera à une seule équation avec une seule inconnue. 
Ce q u i précède indique aussi la marche à suivre si le système est 

de deuxième espèce. 

VOLTERRA 11 

GÉNÉRALITÉS. ÉQUATIONS INTÉGRALES DE VOLTERRA. l 6 l 
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V. - LIEN ENTRE LES ÉQUATIONS DE VOLTERRA 
ET LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 
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( 1 ) S u i v a n t que l'on veut obtenir une équation de deuxième ou de première 
espèce. 

( 2 ) Cf. S I N I O A L U A , [104']. 

q u i , pour y = a, prend des valeurs assignées ainsi que ses dérivées 
jusqu 'à Tordre n — i, revient à la résolut ion d'une équation intégrale 
de V o l terra, que l ' on déduira de ( 53) par n ou (n + 1) intégrations ( 1 ) 
successives entre les l imites a et y et en faisant disparaître les 
dérivées de cp par des intégrations par parties. 

T o u t ceci s'étend à des systèmes d'équations différentielles : on 
passe alors à des systèmes d'équations de V o l terra ( 2 ) . Prenons par 
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exemple le système 

( 1 ) Pour plus de détails, Cf. LÀLESGO, [55] 

Des considérations analogues s 'appliquent enfin à des équations 
aux dérivées partielles ou à des systèmes de telles équations, pris 
avec des données aux l imites convenables. Sans q u ' i l soit besoin 
d'insister, on voi t que de très nombreux problèmes de l'analyse 
pour ron t se ramener à des équations intégrales de V o l terra. 

3 1 . Nous avons vu que dans des cas part iculiers (noyau polynôme 
de degré n en x ou en y) on pouvait ramener l 'équation de Vol te r ra 
à une équation différentielle d 'ordre n. 11 est à prévoir que, dans le 
cas général, l ' équat ion de Vol te r ra pourra être rattachée à une 
équat ion différentielle d 'ordre i n f i n i . Nous nous contenterons sur ce 
sujet d ' indications très rapides ( 1 ). 

L ' idée la plus naturelle consiste à envisager une équation diffé­
rentiel le d 'ordre i n f in i comme étant du type 



GÉNÉRALITÉS. ÉQUATIONS INTÉGRALES DE VOLTERRA. 165 

II est impossible de ramener le système ( 55 ) au type précédent (54'); 
il y a pourtant entre eux une analogie formelle de sorte qu ' i l est très 
naturel de dire que (55) représente aussi une extension, pour Tordre 
infini , de la notion d'équation différentielle d'ordre fini. Nous avons 
ainsi, de cette notion, deux généralisations différentes et c'est la 
seconde qui se relie à l'étude des équations de Volterra. 



CHAPITRE VII. 
COMPLÉMENTS AUX RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 
AUTRES TYPES D'ÉQUATIONS DE VOLTERRA. 

I. - NOYAUX INFINIS POUR y=x. 

1. Dans tout le Chapitre VI nous avons supposé que les fonctions 
considérées (et aussi leurs dérivées, lorsqu'il était nécessaire) étaient 
bornées et continues. Il est naturel de se limiter à ce cas dans une 
première étude afin de dégager, sans complications accessoires, les 
méthodes essentielles. Mais il convient d'examiner ensuite si ces 
méthodes restent valables avec des hypothèses plus larges. 

Il est tout d'abord évident que la condition de continuité est tout 
à fait accessoire. On pourra admettre que les fonctions envisagées 
ont des discontinuités pourvu que les intégrales que l'on est amené à 
écrire gardent un sens et pourvu que, les noyaux restant bornés, 
on ait, pour leurs puissances de composition, les limitations qui ont 
permis d'établir le principe de convergence. 

Passons au cas de noyaux non bornés. Un type particulièrement 
intéressant pour les applications est celui des noyaux qui deviennent 

( l ) Cf.[133], P. 10. 



COMPLÉMENTS AUX RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 167 

lion de x et de y finie et continue dans ( D ) et non identiquement 
nulle pour y = x. En introduisant, pour la commodité, un dénomi­
nateur T ( α ) , où l est la fonction eulérienne de deuxième espèce, une 
fonction d'ordre a s'écrira 
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(1) La formule (7) peut d'ailleurs être justifiée par application de la théorie de 
M. Volterra concernant les puissances quelconques de composition ([1331, Chap. V) . 
Nous y reviendrons, nous contentant pour le moment des remarques du texte. 
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dont le terme général est d'ailleurs une fonction finie et continue dès 



170 CHAPITRE VII. 

c'est-à-dire, puisque les règles de composition s'appliquent 

clair que le second membre [que nous noterons h1(x, y)\ est nul 
pour y = x et admet une dérivée par rapport à y. Cette dérivée n'est 
pas bornée, mais elle n'est infinie (pour y = x) que d'ordre a, de sorte 
qu ' i l n'y a pas de difficultés. 

L'équation déduite de (10) en dérivant par rapport à y, soit 
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dont le noyau f11-3 = f1 est d'ordre entier n + 1. On terminera 
comme au Chapitre VI (n°21) et, si h est d'ordre au moins n+ ß + I, 
on aura une solution finie et continue de ( 9 ) . 

7. Équation d'Abel. — La première équation intégrale, qui fut 
envisagée et résolue par Abel( 1 ) , appartient précisément au type pré­
cédent. 

Abel l ' introduit à propos de la question suivante de Mécanique : 

Déterminer une courbe située dans un plan vertical, telle qu'un 
mobile pesant obligé à la parcourir arrive au point le plus bas O 
dans un temps qui soit une fonction h(y) donnée de la hauteur 
initiale y au-dessus de O. On suppose qu'au départ le mobile a 
une vitesse nulle. 

Prenons un système» d'axes de coordonnées x, y dans le plan de la 
courbe, x étant horizontal, y vertical et dirigé >ers le haut. L'équa­
tion de la courbe sera v = x(y) et, s étant son arc, on aura 

(1) A I I M . , [1] et [2|. 
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l'équation précédente pour avoir 
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9. Équation de Liouville. — Indépendamment d'Abel, Liouville, 
en étudiant une classe étendue de questions géométriques et 
physiques par la méthode des dérivées à indices quelconques ( ' ) , 
avait été conduit, en i83a, à résoudre l'équation d'Abel. Nous allons 
traiter l 'un des problèmes de Liouville. 

Une droite indéfinie y, sur laquelle il y a une distribution de 
masses uniforme et symétrique par rapport à Taxe des x, est attirée 
par un point À situé sur cet axe à la distance x. L'attraction sur 

chaque point de y dépend de la distance à À, mais la loi en est 
inconnue. L'attraction totale étant connue, déterminer l'action 
élémentaire F ( r ) du point À sur un point M de la droite, situé à la 
distance /' de A. 

On peut écrire 
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équation que Liouville traite par des développements en série. Nous 
remarquerons qu'elle se ramène à l'équation d'Abel, par la transfor-

pour infiniment grand principal, tend vers l ' infini . 
Par les calculs dont nous venons de parler, Liouville avait en vue 

de fonder la théorie des dérivées à indice quelconque. L'élégance de 
son analyse a conduit plusieurs géomètres, comme Hiemnnn, 
Holmgren, Letnikoff, Hadamard, Pineherle, à employer les dérivées 
qu ' i l a introduites. Les dérivées à indice quelconque ont d'ailleurs 
été l'objet de travaux récents (Scatizzi) et nous aurons à y revenir. 

Rappelons-en pour le moment la définition. Une dérivée d'indice 
quelconque a de la fonction y(x) sera définie par 

ou par des formules équivalentes (•). On voit la relation avec l'étude 
des équations intégrales de Volterra ( 2 ) . 

La notion précédente a permis à M. Mandelbrojl une élégante 
extension du calcul des variations ( ; ) . Au lieu de considérer une 

(1) C/ . [931, [44], [38]. 
(2) Cf. SCATIZZI, [ 101]. 
( 3 ) MANDELBROJT, [69]. 
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intégrale 

(l) Note de la page 137. 
H SONINE, [105], [106]. 

10. Des équations intégrales plus générales que celles d 'Abe l el de 
L iouv i l l e avaient été envisagées par Sonine (2) : les équations de 
Soninc sont du type (9 ' ) , le noyau f(x, y) étant fonction de la seule 
variable y — x et développable en série. Mais tous ces travaux sur 
des équations intégrales particulières, traitées par des méthodes 
diverses et souvent laborieuses, restèrent isolés jusqu'au développe­
ment de la théorie générale. 

Les notations introduites précédemment pour la composition nous 
permettent d 'ail leurs d'exposer très rapidement les résultats de 
Sonine. 
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Ce dernier considère l'équation [du type (9')] 
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d'où aisément 

On voit que les méthodes suivies réduisent à de pures identités 
algébriques les formules de Sonine. 

M. W h i t t a k e r a également envisagé un cas analogue. Nous ren­
voyons, pour les formules q u ' i l obt ient et q u i , comme celles de 
Sonine, peuvent être d 'un emploi commode pour la résolut ion pra­
tique de l 'équation, à nos Leçons sur la composi t ion ( [133] , p. 112). 

11 . Équations de première espèce à noyaux logarithmiques. — Un 
autre tvpe. traité par M. Vol ter ra et qu i l u i a servi dans le dévelop­
pement de; sa théorie» des logarithmes de composit ion ( 1 ) , est celui 
d'équations de première espèce 
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C étant la constante d'Euler : 
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prenons, dans la formule obtenue ß = I. II vient 
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n étant un entier quelconque; les coefficients mk et q se calculent à 
partir des Mk qui peuvent être pris arbitrairement (on a en particulier 
m0 = M 0 ) . 

ayant une valeur évidente. L'exposant de la plus haute puissance du 
logarithme est ainsi diminué d'une unité et en répétant n fois la 
transformation on fait disparaître les logarithmes. On aboutit ainsi 
à une équation dont le noyau est une fonction d'ordre α + n et 
qui se traite par l'analyse des nOH 5-6. 

14. Soit, par exemple, 
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où et II ont des valeurs évidentes et sont des fonctions finies et 
continues dans l'hypothèse que F et h ont des dérivées premières et 
secondes par rapport à y également finies et continues. Cette équa­
tion se résoudra comme il a été vu au Chapitre V I . 

I I . ÉQUATIONS DE PREMIÈRE ESPÈCE 
DANS LE CAS OÙ LA DIAGONALE DU NOYAU 

A UN ZÉRO ISOLÉ. 

15. Reprenons l'équation de première» espèce 



(1) Cf. VOLTERRA, [123], Notes I I I et IV. 
(2) Cf. LALESCO, [33] et [55]. 
( 3 ) Cf. HOLMHREN, [45 ] . 

182 CHAPITRE V I I . 
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Nous poserons donc les hypothèses suivantes : 

Nous établirons alors un premier théorème qu i donne les conditions 
pour que l 'équation (25 ) ait. une seule solution finie. Les théorèmes 
suivants II et III donneront la résolution effective de l 'équation (25) 
quand les conditions posées sont satisfaites. Il restera enfin à mon­
trer que, dans tout autre cas, (20) a une infinité de solutions dont il 
faudra préciser l ' a rb i t ra i re . 
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toutes les racines de Vèquation algébrique en X 
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avec 
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Les Ks étant ainsi choisis, les termes de F qui dépendent des ai se 
réduisent à Siai. Les autres termes s'écrivent 
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i l reste 

Dans l 'un et l'autre cas les coefficients de ( u — i ) m sont des fonctions 
symétriques des racines qui s'expriment rationnellement au moyen 

19. L'équivalence que nous venons de reconnaître entre les équa­
tions intégrales (25 ' ) et (35) donne le 

THÉORÈME II. — Sous les conditions posées pour le théorème I , 
l 'équa t ion (20) se ramène à l'équation de première espèce ( 3 5 ) à 
laquelle s'applique la méthode du Chapitre précèdent. 

Il pourrait sembler, de ce qu i précède, que la résolution de ( ° 5 ) 
suppose, pour écrire (35) la déterminat ion des racines s de l 'équation 
( H ) . I l n'en est r ien . M. Volterra montre en eifet comment trans­
former H (z) et F(y, z) de façon que n 'y apparaissent plus expli­
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de aQ1 a1, . . .. an : soient 

( l ) Nous suivons maintenant l'analyse de M. Holmgren qui a complété le résultat 
(indétermination de la solution) obtenu pour ce cas par M. Volterra. 

20. Passons au cas où ( E ) a des racines à parties réelles néga­
tives ( ' ) . 

Nous ferons d 'abord la remarque suivante : désignant 
les racines de ( E ) à partie réelle positive, on a le 

L E M M E . — L' équation ( 2 5 ) a les mêmes solutions finies et con-
tinues que 
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substi tut ion fait tout disparaître, à cause des ( 3 8 ) . 
L'énonce précédent permet de remplacer l 'équation proposée par 

une» équation analogue pour laquelle l 'équation ( E ) n'a plus de 
racines à parties réelles positives. 

Nous allons donc nous placer dans la suite dans le cas où l'équa-

La démonstration se fait en reprenant les calculs précédents (nOs 17, 
18). Il suffira i c i d ' indiquer que. pour justifier l'énoncé concernant (E') , 
l 'on écrira cette équation 



190 CHAPITRE V I I . 

l ion (E) a toutes ses racines à partie réelle négative. Les développe­
ments ultérieurs supposeront d'ailleurs seulement que 

2 1 . Revenons alors à (25) où nous admettons que toutes les racines)., 
ont leur partie réelle négative. Il ne peut plus être question de 
calculer l'expression (27), mais on peut calculer l'expression analogue 
où la limite inférieure d'intégration est remplacée par un nombre 
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Les termes du second membre q u i contiennent les ai s 'explicitent 
aisément et conduisent à 

les α1 ayant les valeurs ( 41). 

22. Il est b ien clair que toute solut ion bornée de ( 2 0 ) vérifie (42 ) , 
les constantes α, ayant les valeurs données par ( 41 ). Mais, inversement, 
soit une solut ion bornée de ( 4 2 ) on les α s ont des valeurs choisies 

arbitrairement. Mous allons constater que nécessairement les αs sont 

exprimés, en fonct ion de 9, par les formules (41) ; il en résultera, en 
reprenant un raisonnement analogue à celui du n° 18, que 
satisfait ( 2 0 ) . 

Dérivons en effet ( 4 2 ) par rapport à z, mul t ip l ions par z i et in té­
grons de zéro à z0. Après des intégrations par parties toutes naturelles 



la formule ayant l ieu aussi pour i = o, comme il recuite de ( 4 2 ) où 
l'on fait z = z0. Ce sont là des équations du premier degré par rap­
por t aux α s dont le déterminant n'est pas n u l et q u i ont donc une 
solut ion unique : or ces équations sont satisfaites par les expres­
sions (41) , comme on le vérifie sans peine ( 2 ) . 

23. T o u t revient donc à résoudre (42)> où les αs sont prises arbi­

trairement. Or cette équation donne par dér ivat ion l 'équation équi­
valente 
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il reste seulement ( 1 ) 

en changeant l 'o rdre des intégrat ions et effectuant l ' in tégra t ion par rapport à z on 
t rouve q u ' i l est nu l , compte tenu des relat ions (31). De même on verra que le 
te rme q u i v i en t de la seconde somme dans est n u l . Enfin disparaissent ensemble 
les termes q u i viennent des intégrales figurant dans f el g. Il ne reste donc que 
les termes du t ex te . 

( 2 ) On a à vér i f ier que 
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à laquelle s'applique la méthode des approximations successives 
(Chap. V I , n e H ) . 

En écrivant, pour abréger, (44) sous la forme 

elles sont linéairement indépendantes. 

Nous n'avons plus à vérifier que le dernier point. Or s'il existait 
uni» relation à coefficients constants 



équations dont le déterminant n'est pas nul et qui entraînent que 
les CK soient tous nuls. 

24. Revenons au cas général et réunissons tous les résultats 
précédents. 

THÉORÈME V . — Sous les conditions du début et si(E)a r racines 
ayant leur partie réelle positive, les n — r restantes ayant leur 
partie réelle négative, la solution générale bornée de (25) sera 
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on aurait 

le coefficient A0 étant essentiellement différent de zéro. Le second 
membre h(y) de (26) est enfin supposé développable en une série des 
puissances dey qui commence par un ternie en yn +1. 

(1) Loc. cit., [53] 



COMPLÉMENTS AUX RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 195 

Dans ces condit ions (25 ) équivaut à l 'équation obtenue en la dé r i ­
vant n + I fois par rapport à r, équation q u i s'écrit ( ' ) 

( 1 ) Cf. Chap. M, § V ; les conditions aux limites pour y = o sont, ici, identique 
ment vérifiées. 

( 2 ) Cf. P I C A R D , Traité d'Analyse, t. I I I , Chap. X I . 

II( y) étant connu. Or les conditions posées plus haut entraînent que 
l 'équation homogène correspondante à (47) soit du type de Fuchs au 
voisinage de l 'or igine (2) et l ' on vérifie que l 'équation déterminante 
relative au point singulier y =o se ramène à (E) en changeant), en —L 

S i . dans ces conditions, les racines de ( E ) sont distinctes et telles 
que leurs différences ne soient pas entières, on sait que (47) a un  
système de solutions fondamentales 
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gence de la série des Quelques précautions permettent de trai ter 
de même le cas général en retrouvant le théorème V ( n ° 2 4 ) . 

26. Comparaison. — Que l 'on suive l 'une ou l 'autre méthode on 
peut laisser tomber la res t r ic t ion d'après laquelle les racines de 
l 'équat ion ( E ) sont toutes distinctes. Lalesco indique les modifications 
que subit , dans ce cas, son analyse; le lecteur verra facilement ce que 
deviennent, dans le même cas, les formules de M M . Vol terra et 
H o l m g r e n . 

La méthode de Lalesco paraît plus simple que la méthode in i t ia le , 
que nous croyons cependant préférable pour les raisons suivantes : 

a. M. Vol te r ra détache en fait, dans son calcul , la partie du noyau 

qui, si elle était seule, donnerait l'équation (47) notablement plus 
compliquée et dont les solutions fondamentales ne sont pas connues 
en termes finis. Elle aura de ce fait un désavantage s'il s'agit d'avoir 
effectivement la ou les solutions d'une équation du type étudié. 

b. Lalesco introduit effectivement, dans son analyse, l'équation 
différentielle (47). Sa méthode s'appliquerait à des conditions plus 
larges que l'analyticité, postulée plus haut, de f(x, y) et h ( y ) , mais 
elle implique du moins essentiellement, pour amener l'équation ( 4 6 ) 
(n + 1) dérivations de (2.5) : il faut donc faire des hypothèses sur les 
dérivées de f(x, y) et h (y) par rapport à y jusqu'à l'ordre n + 1, 
hypothèses qui n'interviennent pas dans la méthode de M. Volterra. 

Cette dernière méthode s'applique donc sous des conditions un 
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peu plus larges, elle est plus directe et, au fond, plus élémentaire. 

27. Méthode de M. Pérès. — Tout récemment M. Pérès a donné une 
autre méthode qui se rattache à celle de Volterra-Holmgren et qui a 
les mêmes avantages (elle est cependant moins directe) tout en étant 
d'un exposé tres simple ( ' ) . Cette méthode.permet d'ailleurs d'éviter 
la restriction initiale que les racines de E soient distinctes. 

L'équation (26) du n° lo s'écrit 

m(x,y) et N(y) ) étant bornes d'après les hypothèses du début. 
M. Pérès montre que l'on peut faire disparaîlre par récurrence la 
partie non bornée du noyau m(x, y) en se ramenant ainsi à une 
équation intégrale à noyau borné, à laquelle* s'appliqueront les 
méthodes du Chapitre précédent. 

Tout repose sur le lemme suivant : 

Faisons correspondre au noyau m(x, y) donné par (49)) 
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les deux noyaux. 
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é l imine ainsi entièrement la part ie non bornée m du noyau M et l ' on 
est ramené à une équation de Volterra de seconde espèce dont le 
noyau et le second membre sont bornés et à laquelle s'applique la 
solut ion usuelle. 

Dans tous les cas le procédé de réduct ion précédent permet de se 
ramener à une équation de même type que l 'équation ini t iale (26") , 
la correspondante ( E ) ayant des racines dont les parties réelles sont 
négatives ou nulles. 

Laissons de côté le cas des parties réelles nulles ( 1 ) , nous avons à 
réduire (26") lorsque l 'équation ( E ) n'a que des racines à parties 
réelles négatives. 

À4 étant une de ces racines, on ne peut plus effectuer la composi t ion 

(1) On constate facilement, comme l'indique Lalcsco, que, suivant la façon dont 
se comporte le second membre pour y = o, ces racines peuvent être traitées comme 
des racines à partie réelle positive ou négative. 
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Revenant à on a l'équation, équivalente à (26"), 
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M. Holmgren , puis Lalesco ont étudia le cas d 'un noyau de forme 

( l ) Cf. HOLMGREN, [ 4 5 ] ; LALESCO, [53]; H O R N , [46]. 

I I I . RÉSULTATS GÉNÉRAUX CONCERNANT LES NOYAUX 
NON BORNÉS. CAS OÙ L' I N T E R V A L L E D' I N T É G R A T I O N 
EST I N F I N I . 

29. An paragraphe I nous avons étudie une catégorie notable de 
noyaux non bornés. Nous avons ensuite rencontré d'autres novaux 
non bornés, de types différents : l 'équation (aà) (n° 15) de première 
espèce donne, par dér ivat ion, l 'équation de seconde espèce ( 2 6 ) q u i , 
sous les conditions À et B du n° 16, a son noyau de forme 

De très nombreux travaux ont été consacrés à l 'applicat ion des 
méthodes générales au cas de noyaux non bornés ainsi qu'à l 'étude 
des cas q u i échappent à ces méthodes. Nous nous bornerons à 
quelques indications générales. 

30. Noyaux absolument intégrables. — Signalons d'abord les 
recherches de M. G. G. Evans q u i traite l 'équation de seconde espèce 

t inuités possibles du noyau f(x,y) et du second membre h(y). 
M. Evans démontre que l 'équal ion en question a toujours une seule 
solut ion bornée sous des conditions telles que les suivantes : 
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(1) EVANS, [23]-[24]. 
(2) K. HILLK et J. D. TAMARKIN, [43]. 



(1) G. C. EVANS, [24]. 

et l 'on peut chercher à choisir r(y) de façon que les résultats du 
numéro précédent s'appliquent. Prenons 

satisfont à une condi t ion analogue, on vérifie que l 'équation p ro­
posée a une solution unique donnée au moyen du noyau résolvant : 
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que l 'on a toujours 



tendant d'ailleurs vers zéro quand y tend vers a. 
La méthode suivie n 'établi t pas l ' un ic i t é . On peut constater que, 

sous des conditions de dér ivabi l i té de f, elle dépend du signe 
de f(a, a). 

32. Équations où l'intervalle d'intégration est infini. - De telles 
équations seront de la forme 

( l ) VOLTERRA, [132], 
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Nous prendrons d 'abord un cas par t icul ier que M. Vol terra a 
rencontré dans ses recherches sur l 'hérédité ( ' ) . Ce sera celui de 
l 'équat ion 
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11 est tout à fait immédiat que si lon pose 
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n étant un entier positif quelconque. Il en résulte que est for­
cément identiquement nulle. 

33. Nous venons de voir un cas où l'on pouvait utiliser, de façon 
presque immédiate, le principe d'inversion du Chapitre V I . Il 
pourra arriver qu' i l soit commode d'employer un changement de 
variables ramenant l'intervalle à être fini. 

Nous en avons déjà vu un exemple (n° 9) . Prenons en général 
l'équation (53) et posons 
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en tire, en multipliant par eBY et en dérivant 

Il ne peut naturellement plus être question d'unicité. 
Si les hypothèses précédentes ne sont vérifiées que pour des valeurs 

( ' ) On pourra consulter à ce sujet d'intéressantes notes de M. Kostitzin [51] et [52]. 
(2) Cf. LOVE, [68]. Pour tontes les questions envisagées dans ce paragraphe, voir 

aussi DAVIS, [20]. 
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assez grandes de — y, par exemple pour 

on pourra procéder par prolongement (comme au début du para­
graphe I I ) pour obtenir une solution valable lorsque y dépasse — y 0 * 

On écrira l'équation proposée 

I V . — ÉQUATIONS DITES « I N T É G R O - F O N C T I O N N E L L E S ». 

36. On désigne assez souvent sous le nom d'équations fonction­
nelles des équations où intervient , non seulement la fonction inconnue 
< mais les fonctions que Ton en dédui t en effectuant une substi­
t u t i o n sur la variable y : dans le cas le plus s imple. Celte déno­
minat ion peut prêter à confusion avec les équations fonctionnelles 
générales envisagées au Chapi tre VI ( § 1 ) . Nous la suivrons cependant 
dans ce paragraphe, où il ne peut y avoir aucune ambiguïté et nous 
nommerons intègro-fonctionnelles des équations fonctionnelles au 
sens précédent et où de plus l ' inconnue figure sous un signe (Tinté-
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blême suivant : détermination d'une intégrale d'une équation aux 
dérivées partielles du second ordre prenant des valeurs assignées sur 
deux courbes données. Elle a été étudiée, ainsi que des équations 
analogues, par M M . Lalesco, M i l l e r , Picone, Popovici, Tamarkin, 
Adams (1 ). 

37. Admettons d'abord que le novau K(x, y) soit nu l ; il reste 
l'équation « fonctionnelle » 

est uniformément convergent et a pour limite H (y) dans le même 
intervalle de valeurs de y [c'est ce qui aura lieu, par exemple, s'il 



(1) Nous suivons ici une analyse un peu différente; de même plus bas n° 41. 



COMPLÉMENTS AUX RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 211 

que si V se réduit à une constante, ce qui nous fait retrouver l'arbi-
Iraire de la solution ( 6 ) . 

39. Revenons maintenant à l'équation « intégro-fonctionnelle » (1) 
et recherchons une solution de forme 



41. De ce que Ton a vu pour l'équation (2) , il est à prévoir que 
le théorème d'unicité disparaît si l'on supprime l'hypothèse de con­
tinuité de la solution pour y = o. C'est là un résultat notable du 
également à M. Popovici. 

Pour l'établir nous procéderons de la façon suivante. L'équation 
homogène (9) s'identifie avec (2) en prenant 
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v(y) (Hanl une fonction arbitraire telle que (n° 38) 

L'équation (10) est une équation ordinaire de Volterra. Le terme 
connu v (y ) l l ( y ) présentera, avec v(y), une singularité pour j = : o , 
mais cette singularité est sans importance pour l'application de la 
méthode usuelle de résolution, si, par exemple, e(v)est continue sauf 
pour y — o; d'autre part le novui n'est pas borné en général 
mais les expressions précédentes entraînent que 

de sorte qu ' i l n ' \ a pas de difficulté à définir le noyau résolvant. 
On obtiendra donc pour (9) une infinité de solutions avec la fonc­

tion arbitraire» v(y) vérifiant 

et qui peut être prise ad libitum dans un intervalle y0, αy0. 

42. Des généralisations sont évidentes, en remplaçant par exemple 
la substitution par une substitution quelconque , 
où u désigne une fonction par exemple finie et continue. On a ainsi 
l'équation 

qui pourra se traiter de façon assez analogue à ( 1 ) et qui a été envisagée, 
en particulier, par M M . Myller et Picone. 
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On peut enfin envisager des équations où figure la substitu­
tion itérée. Posant pour abréger 

(1) Cf. VOLTERRA, [126]. 

" Nous n insisterons pas sur leur étude, nous contentant de remarquer 
que l'application des approximations successives conduit à des 
équations « fonctionnelles » de forme 

La solution de ( i 3 ) dépend linéairement de k constantes arbitraires. 
Celle de (12') dépendra de même de k fonctions arbitraires [analogues 
à la fonction v(y) introduite au n° 38 pour k = 1]. 

V. - ÉQUATIONS DE VOLTERRA 
AVEC LES DEUX LIMITES DE L'INTÉGRALE VARIABLES ( ' ). 

43. Soit d'abord l'équation de seconde espèce 
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la solution prend la forme 
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grale est nul le , l ' u n des facteurs sous le signe d' intégration étant 
n u l . Comme conséquence immédiate, S12 et S21 sont nuls dans les 
mêmes conditions et, si l ' on en dédui t par les (19) , cette 
fonction est nul le dans le même champ que R . L a solution 

(1) Cette équation a été envisagée et résolue par M. Volterra [126]; en ce qui 
concerne les applications signalées dans le texte cf. GOIJRSAT [31]. 

40. Équation de première espèce. — Une équation intéressante, 
qu i intervient dans certains problèmes de la théorie des équations 
aux dérivées partielles, est la suivante ( ') : 
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et (26) est alors équivalente à l'équation obtenue par dérivation 

C'est une équation intégro-fonctionnelle qui est du type de la pré­
cédente (1) (§ I V ) et à laquelle s'applique la méthode du n° 39 bien 
que les conditions imposées aux données ne soient pas les mêmes 
qu'au paragraphe I V . En particulier le second membre g(y) no 
satisfait plus une inégalité telle que ( 5 ), nous le supposons seulement 
borné et continu; d'autre part la fonction II ( y ) du n° 37 est nulle 
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et peut être réduite au système de première espèce suivant : 

319 

en procodant comme au n° 43 et en définissant , . . ., 
K11 , . . . par les formules (16) et (16 ') . Les systèmes de pre­
mière espèce ont été étudiés plus haut, mais la solution donnée 
(Chap. V I , no 20) ne s'appliquerait à (29) que si le déterminant 

était dil lerent de zéro. Or . en tenant compte des valeurs (16') des K,-,, 
on voit que Ton a D ( o , o) = o. Dans l'élude du système (29) on 
rencontrera donc des difficultés analogues à celles que présentait 
l 'équation de première espèce lorsque la diagonale du noyau était 
nulle pour y = o. On pourra util iser les méthodes qui ont servi dans 
ce dernier cas (ce Chapitre, n° 11 ) ( 1 ). 

47. Une équation particulière à limites constantes, envisagée par 
Ahe l , mais qu ' i l n'a pas résolue, se ramène à (a.)) . C'est l 'équation 

( l ) L'analogie signalée ne doit pas masquer des differenres notables entre les deux 
cas. Pour mettre le lecteur en garde contre des conclusions hatives. il nous suffira 
d'indiquer qu'il peut a r m e r que la solution générale de ( 29) [donc aussi celle de 
(26°)] dépende d'une fonction arbitraire. 

M. Popovici donne l'exemple simple de l'équation 

où g(y) est une fonction impaire quelconque. Les deux équations ( 29) correspon­
dantes ne sont compatibles que si f(y) est fonction impaire et se réduisent alors 
à une seule. 
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11 suffit d'y poser 
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Le lecteur y trouvera en par t icul ier une étude de l 'unic i té des solu­
tions pour des conditions très diverses imposées aux fonctions 
données. 



CHAPITRE VIII. 
L'EQUÀTION INTÉGRALE DE FREDHOLM. 

1 . — L ' E Q U A T l O N DE F R E D H O L M CONSIDÉRÉE COMME 
CAS L I M I T E D'UN SYSTÈME A L G É B R I Q U E . SA RÉSO­
L U T I O N QUAND LE D É T E R M I N A N T N'EST PAS N U L . 

1. Nous prendrons l 'équat ion l inéaire de seconde espèce et à l imi tes 
fixes (équa t ion de Fredholm) sous la forme» 

seront supposées, dans tout ce Chapi t re , finies et continues; nous 
examinerons ensuite des cas plus généraux ( 1 ) . 1 est une constante 
q u ' i l est commode d ' in t rodu i re pour la discussion et q u i peut prendre 
des valeurs réelles ou imaginaires. 

La résolut ion de ( i ) s 'obtient par une marche q u i est de tout po in t 
parallèle à celle q u i a servi pour l 'équat ion de Vo l t e r r a , en partant 
d 'un système algébrique de n équations à n inconnues et en u t i l i sant 
le pr inc ipe de passage du discontinu au con t inu . On est ainsi condui t 
à la solut ion de F redho lm ( 2 ) . L 'oppor tun i t é d 'employer une telle 
méthode pour le cas des l imi tes fixes avait été remarquée par 
M. Vo l t e r r a à peu près au moment où il t rai tai t le cas des l imi tes 
variables e t i l l 'avait en effe t appliquée ( 3 ) . 

( 1 ) Cf. Chapitre I X , § I I . 
( 2 ) FREDHOLM, [ 30]. 

( 3 ) Dans une conférence faite à Tur in , concernant le phénomène des Seiches, 
M. Volterra eut l'occasion de faire remarquer que la résolution d'une équation à 
limites fixes peut s'obtenir par une méthode qui conduit à l'emploi de déterminants 
infinis [127]. 
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2. Pour obtenir le système de n équations à n inconnues, donnant 
à la l i m i t e l 'équat ion ( i ) , nous diviserons l ' in terval le a, b on n in ter ­
valles partiels h1, h2,. . .. hn et désignerons par x1, x2, . . ., xn des 
valeurs de x choisies intérieures à ces intervalles. Posons pour abréger 

On procédera comme au Chapi t re VI (§ I I ) , en résolvant les ( 2 ) 
et passant à la l im i t e lorsque le nombre des intervalles part iels 
h1, . . . , hn tend vers l ' i n f i n i , chacun de ces intervalles tendant 
vers zéro. On pourra ainsi prévoir la forme de la solut ion de (1) . 
solut ion q u ' i l faudra ensuite vérifier. La seule différence avec le 
cas des l imites variables est que le déterminant des ( 2 ) n'est plus 
égal à un do sorte que la déterminat ion dos comporte le calcul do 
deux déterminants. 

«Î. Transformons d 'abord le déterminant des coefficients du sys­
tème ( 2 ) . I l s'écrit 
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où Di est un second déterminant q u ' i l est aisé de transformer comme 
il a été fait pour I ) . Mais il nous suffira de remarquer que Ton a 
identiquement 

5. Resle à passer à la l i m i t e , n augmentant indéfiniment et chacun 
des intervalles partiels tendant vers zéro. Dans ces condit ions, D tend 
vers 
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A ( ) sera dit déterminant de Véquation de Fredholm ( I ). 
Pour prévoir la l imi te de D i nous utiliserons son expression ( 5 ) . 

Le coefficient du terme en f i est évidemment le déterminant ( 3 ) dont 
on aurait supprimé la ligne» et la colonne i, ce q u i ne change pas sa 
l imi te Le coefficient d 'un terme contiendra en facteur, 
d'après l 'expression ( 3 ) de I ) , hs et il apparaît ainsi dans D i une 

La somme donnera à la l imi te une intégrale; dans laquelle la l imi te 
de Dsi fait intervenir la dérivée fonctionnelle de A. 
Précisons ce dernier point . A est une fonctionnelle de la fonction de 
deux variable K ( x , y ) . Pour en définir la dérivée fonctionnelle au 

et de faire teindre vers zéro et le domaine considéré. II est clair 
que la l imi t e de Dsi fait intervenir précisément une dérivée fonction­
nelle ainsi définie. 

6. Les remarques qu i précèdent rendent probable que. lorsque 
A n'est pas nul. l 'équation ( i ) admet la solution 

Il est d'ailleurs facile d 'explici ter la valeur de . Portons pour 

VOLTERRA 1*> 
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cola noire at tent ion sur le déterminant 

q u i figure dans le terme général de La var ia t ion K effectuée sur 
le seul terme donnera dans un ternie où figure le déter­
minant dédui t de en y suppr imant la première l igne et la deuxième 
colonne. Si nous posons en général 

e t i l est c la i r que chaque élément du déterminant ( 8 ) n'appartenant 
pas à la diagonale pr incipale donnera dans A' un terme de même valeur. 

On aura donc 
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en posant 

7. Vérification. — Nous ferons dépendre la vérification de la 
solution précédente de trois principes analogues à ceux qui ont été 
envisagés pour l'équation de Vol terra. 
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En considérant, par exemple, la série (10) on aura 
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Principe de réciprocité. — Il s'exprime par les deux relations 



si ( i ) a une solution, cette solution est unique et donnée par (7 ). La 
vérification que (7") est bien solution de (1) se fait de même, grâce 
à (14). 

230 CHAPITRE VIII. 



10. Remarque. — Au l ieu de prendre un paramètre X mu l t i p l i an t 
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» 

8. Récapitulation des trois principes. — I. Les deux séries ( 6 ) et 

il suffît de reprendre, à pa r t i r des équations (14) des calculs tout à 
fait analogues à ceux q u i ont condui t au pr inc ipe d ' inversion pour ( i ) . 
Le même noyau résolvant donne donc la solution des deux équa­
tions associées. 
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K ( x , y) on pourrait prendre un noyau dépendant, de façon plus 
compliquée, de ce paramètre et définir de même un noyau résolvant 
satisfaisant à des équations analogues aux (14). On démontre que, 
lorsque K est fonction entière du paramètre le noyau résolvant 
est toujours fonction méromorphe de Nous aurons l'occasion d'y 
revenir dans le second volume du présent ouvrage. 

11. Application de la méthode des approximations successives. — 
Après les résultats précédents, il reste à traiter l'équation (1) [ou 
l'équation ( i ' ) ] lorsque annule le déterminant Mais avant de 
faire cette étude nous indiquerons ce que donne, pour les équations 
en question, la méthode des approximations successives déjà utilisée 
pour l'équation de Volterra. Bien que la solution qui en résulte 
soit soumise à des restrictions auxquelles échappait la méthode de 
Fredholm, elle mérite d'être donnée pour sa simplicité et pour diverses 
conséquences, qui nous serviront plus loin. 

Reprenons donc l'équation 



Sous la même réserve il est aisé de voi r , en reprenant le raisonne­
ment du Chapitre V I , que la solution ainsi obtenue est unique. On 
l 'obt iendrai t aussi, et exactement sous la même forme, en cherchant 
une solut ion de ( i ) développée en série des puissances de  

Comparons cette solution à la précédente. Nous avons vu que 
le noyau résolvant 

est une fonction méromorphe de avant pour pôles les zéros du 
déterminant , chacun de ces zéros étant, comme nous le verrons, 
effectivement un pôle. La méthode des approximations successives 
conduit au développement en série entière de cette fonction méro­
morphe. On ne peut donc espérer qu'elle s'applique quel que soit 
sauf dans le cas très par t icul ier des noyaux pour lesquels n'a 
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On peut d i re , comme au Chapitre V I , que K ( n ) est le n l e m e noyau 

itère de K. 
Cela amène à la solution de (1) sous la forme 



(1) La composition de second espèce à été définie et étudiée par M. VOLTERRA, 
cf. [113], Bibl . I. Dans ses publications précédentes elle était désignée par deux 
étoiles surmontant les noyaux K et L. Nous adoptons ici une notation plus commode. 
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sont dîtes permutables de seconde espèce. 
Ici encore l 'introduction de la composition rend intuitive la forma­

tion du noyau résolvant par le développement en série (17). 
On introduira d'abord les puissances de composition d'un 

résulte de K et de L par composition de deuxième rsprrr (ou com­
position à limites fixes (1). Les propriétés formelles mises en évidence 
au n° 12 du Chapitre VI pour la composition de première espèce 
s'appliquent aussi à cette nouvelle sorte de composition : 
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noyau K 
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I I . — L'ÉQUATION DE FREDHOLM 
DANS LE CAS OU LE DÉTERMINANT EST NUL. 

13. Comme préliminaire à l'étude des cas où le déterminant 
est nul, nous devons généraliser les formules qui constituent le 
principe de réciprocité (n° 7) . 
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OU 
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solutions l'une d'elles est 
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et toutes les autres s'en déduisent en y ajoutant une combinaison 
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I I I . PROPRIÉTÉS DU DÉTERMINANT 
ET DU NOYAU RÉSOLVANT. 

19. Nous réunissons ic i les propriétés les plus immédiates, et qui 
d'ailleurs seront utilisées par la suite. 

Vérifions d'abord un énoncé donné plus haut (n° 11). Le noyau 
résolvant 
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23. Relations diverses caractérisant des noyaux résolvants. — 
Reprenons le noyau 
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L'équation ( 3 3 ) entraîne d'ailleurs la relation 

IV. - DÉCOMPOSITION D'UN NOYAU 
EN NOYAUX PRINCIPAUX RELATIFS AUX DIVERS PÔLES (1). 
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vanls nous partirons de l'équation caractéristique (33) du n° 23. 
Elle s'écrit 
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Il est facile de donner des exemples des deux cas. On prendra 
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et admettons que K soit la somme de deux noyaux orthogonaux k1 

et k2. On aura évidemment 



252 CHAPITRE V I I I . 



L'ÉQUATION INTÉGRALE DE FREDHOLM. 253 

Le théorème s'étend é \ idemment à la somme d 'un nombre quel­
conque de noyaux or thogonaux deux à deux. 

Il s'étend aussi à la somme de deux noyaux semi-orthogonaux. Si , 
par exemple. 
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30. Le noyau résolvant d 'un noyau quelconque K ( , r , y) apparaît 
donc, sous réserve de certaines questions de convergence, comme In 
somme de noyaux deux à deux orthogonaux : les noyaux principaux 
des divers pôles et un noyau résiduel n'ayant plus aucun pôle. 

La partie pr incipale du pôle = c est résolvante du 
noyau pr inc ipa l k(x,y) =— Y(x,y;o) et l 'équation homogène 
formée avec le noyau K admet, pour les mômes solutions fon­
damentales que l 'équation homogène formée avec le noyau A. Il est 
donc naturel d'étudier en détail la structure d 'un noyau pr inc ipa l et, 
en par t icul ier , de rechercher si il est déterminé par la donnée des 
solutions fondamentales du pôle c. Ce sera l 'objet du paragraphe 
suivant. 

V . — DÉCOMPOSITION D 'UN N O Y A U P R I N C I P A L 
EN N O Y A U X CANONIQUES. 
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or la première des (41) peut s'écrire 
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d'aborder cette question nous indiquerons rapidement quelques pro­
priétés des noyaux les plus généraux du type 
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généraux (par exemple au cas d 'un noyau cont inu quelconque que Ton 
considérera comme l imi t e uni forme de polynômes en x et y, lesquels 
se niel lent sous la forme étudiée dans ce numéro) ( 1 ) . 

Pour la suite nous aurons besoin de la remarque suivante : si le 
déterminant D est effectivement du degre N la résolvante 
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à coefficients constants, toiles que 
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Dans ces conditions, les noyaux itères (puissance de composition) 
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résolvant sera 

ce q u i est facile. 
Le cas du pôle du premier ordre est d'ailleurs caractérisé par la 

cond i t ion suivante : 
Aucune combinaison linéaire des fondions fondamentales 

n'est orthogonale à toutes les fonctions fondamentales associées . 
La cond i t i on est b ien nécessaire, d'après les ( 5 1 ) ; d'autre part . 

38. Conséquences. — Reprenons un noyau quelconque K ( x , y ) , 
et envisageons le pôle c de la résolvante pour lequel il y à n solutions 
fondamentales distinctes : n sera d i t rang' du pôle. Le noyau p r i n ­
c ipal correspondant se décomposera en n noyaux canoniques com­
prenant respectivement q1, q2 . . qn fonctions principales, et il esl 
clair , d'après ce q u i précède, que l ' o r d r e m du pôle est le plus grand 
des nombres q1, q2. . . ., qn. tandis que le degré p de mul t ip l i c i t é de 



(1) En particulier, les solutions fondamentales des deux équations associées qui 
correspondent a des pôles différents sont orthogonales. 
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les ( 4 9 ) , (5o) montrent que, dans le cas d 'un pôle mu l t i p l e , i l existera 
au moins une fonct ion fondamentale orthogonale à toutes les 
associées. L'énoncé est ainsi jus t i f ié . 

on aura la même condi t ion , etc. Comme conséquence immédiate, on 
a que toute fonction principale du noyau k est orthogonale à toute 
fonction pr incipale associée du noyau k (1) ( 1 ). 

Nous avons déjà vu au n° 36 que, étant donnés les divers 
noyaux canoniques q u i forment un même noyau p r i n c i p a l , toute 
fonction principale de l' un d'eux est orthogonale à toute fonction 
associée d 'un autre, et les différents noyaux canoniques envisagés 
sont donc orthogonaux entre eux. En rapprochant ces résultats de 
ceux qu i viennent d'être établis, on voi t que le noyau quelconque K 
donne naissance à des noyaux canoniques q u i sont o r thogonauax . 
qu'ils correspondent au même pôle ou à des pôles différents, et 
que les fonctions principales de l ' u n des noyaux canoniques sont 
orthogonales à toute fonction pr incipale associée de tout autre noyau 
canonique. 



CHAPITRE IX. 
COMPLÉMENTS. 

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS INTÉGRALES; CAS DES INTÉGRALES MULTIPLES. 
NOYAUX DISCONTINUS. 

Nous réunissons dans le présent Chapitre l'étude de questions assez 
diverses. Toutes concernent des extensions possibles de méthodes qui 
ont été exposées (Chap. V I I I ) dans le cas le plus simple. 

I. — SYSTÈMES D' ÉQUATIONS INTÉGRALES. 
ÉQUATIONS OU FIGURENT DES INTÉGRALES MULTIPLES. 

1. Systèmes. — Fredholm a indiqué comment sa méthode pouvait 
ètre appliquée à un système de n équations intégrales à n fonctions 
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pourra d'ailleurs être remplacé par une aire quelconque du plan xy. 
Plus généralement on est conduit, par des problèmes de la Physique 

mathématique, à des équations intégrales pour lesquelles le second 
membre et l'inconnue sont des fonctions d'un point M pris arbitrai­
rement sur une multiplicité appartenant à l'espace ordinaire 
(ou à un espace géométrique quelconque). Le noyau est une fonc­
tion K ( M , P) de deux points M et P variables sur la multiplicité . 
Désignons enfin par dP un élément d'étendue (longueur, surface, 
volume, etc.) pris autour du point P, les méthodes du Chapitre précé­
dent vaudront encore pour l'équation 
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le second membre f(x) sont en générai discontinus (pour x =1, y = 1), 
mais il est bien clair que de telles discontinuités n'amènent aucune 
difficulté. 

2. Équations intégrales où figurent des intégrales multiples. — 
Prenons par exemple 
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( o ù l ' intégrale est prise par rapport au po in t P et étendue à la m u l t i ­

p l ic i té : on remplacera encore les v a r i a b l e s . , . du Cha­

pi tre V I I I par les points M, P , etc. 

3. Notons enfin que, dans le cas d 'un système d'équations du 
type (4), on pourra , par le même procédé qu'au n° 1, se ramener à une 
seule équation. 

I I . — N O Y A U X DISCONTINUS. 

4. Divers types de noyaux discontinus. — Nous revenons à l 'équa­
t ion simple de F redho lm traitée au Chapi t re VIII dans l 'hypothèse 
que les fonctions considérées étaient finies et continues. Il convient 
d'examiner maintenant des hypothèses plus générales. 

Le cas le plus immédia t sera celui d 'un noyau K(x, y )') réstant 
borné, mais pouvant avoir des discontinuités sur certaines lignes 
formées, par exemple, d'arcs continus et à tangente continue, en 
nombre f ini ou dénombrable. Il est d 'ailleurs utile1 de dist inguer 
deux sortes de telles lignes. 

Les lignes de discontinuité de la première sorte seront caractérisées 
par la condi t ion de n'être rencontrées qu 'en un nombre f in i de points 
par une parallèle à l ' u n des axes. On vérifie très aisément que la 
discontinuité correspondante disparaît par composi t ion ; de même 
K ( X , y) étant un noyau de première sorte et f(x) une fonction telle 
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sition; on retrouvera ea général dans une intégrale 

la discontinuité (de seconde sorte)qu'aura le noyau pour x = x0. 
INous arom déjà rencontré un cas (n° 1) de discontinuité de la 

deuxième sorte. Des discontinuités de la première sorte s'intro­
duisent de même tout naturellement. Nous en avons même déjà eu 
un exemple (Cfoap. V I , n° 4) : l'équation de Fredholm 



sont ou non bornées quand x varie. 
Enfin, pour terminer ces remarques générales, indiquons le cas où 

l'intervalle d'intégration est infini . Comme on l'a déjà vu à propos 
des limites variables (Chap. V I I , § I I I ) , on peut toujours se ramener, 
par changement de variable, à un intervalle d'intégration (a, b) fini : 
en général on reporte ainsi, sur la forme du noyau, la singularité due 
aux limites d'intégration infinies. 

Tous ces cas ont été l'objet de travaux nombreux et leur étude est 
cependant loin d'être épuisée. Nous essayerons, dans la suite, de 
donner une idée de quelques méthodes. 

G. Extensions de la méthode des approximations successives. — 
En ce qui concerne d'abord le procédé d'approximations successives 
(Chap. V I , n° 30), qui ne donne pas en général une solution de l'équa­
tion de Fredholm quel que soit A, mais qui s'applique à des valeurs 
pas trop grandes de X, nous pourrions nous contenter de renvoyer le 
lecteur aux remarques déjà faites à propos des équations de Volterra. 

Le cas de discontinuités telles que celles du n° 4 s'envisagera sans 
difficulté, et il est aisé de traiter également des noyaux non bornés. 
Contentons-nous d'énoncer un résultat assez général (*) : 

Si l'on a, presque partout par rapport à la variable restante, 
Vune des inégalités 

(1) HILLE et TAMARKIN, [13]. 

268 CHAPITRE IX. 

cl aussi sur le fait que des intégrales telles que 

q étant un nombre positif donné, les noyaux itérés existent presque 
partout et la série qui définit le noyau résolvant converge de 



( l ) POINCARE, [85]. 
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s'exprime au moyen des traces précédentes et «les noyaux itérés 
eux-mêmes. O r , dans le cas d 'un noyau discont inu sur la ligne de 
première sorte y = x, la première trace k1 n'aura aucun sens. Il en 
est ainsi dans le cas de l 'exemple du n° 4 ( re la t ion entre l 'équal ion de 
Vo l t e r r a et l 'équation de F r e d h o l m ) . 

La solut ion de la difficulté peut être rattachée a des remarques 
faites par Pôincaré dans un Mémoire où l'on trouvera d'ailleurs 
une analyse profonde des fonctions de F redho lm. Le noyau résol-

7. Extensions de la méthode de Fredholm. Le Mémoire de Pôin­
caré ( ' ) . —. L ' app l i ca t ion des formules de Fredho lm à un noyau 
borné, discont inu de la deuxième sorte (n° 5) est immédiate 
Mais , pour certaines discontinuités de la première sorte, on rencontre 
dès le début une dif f icul té , d'ailleurs plus apparente que réelle. 

Remarquons que, d'après le développement eu série. 



mais le numérateur et le dénominateur de celle expression peuvent 
évidemment être remplacés par les fonctions obtenues en multipliant 
(ou éventuellement en divisant) haut et bas par une même quantité. 
Kn particulier on pourra remplacer par 
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on pourra reprendre, par exemple. la démonstration du principe 
d'inversion en l imi tan t éventuellement le champ des fonctions et f 
de façon que les compositions que l'on a à faire gardent un sens. 

Une intéressante remarque de M. Hi lber t (1) apparaît comme cas 
part icul ier . Soit un noyau de forme 

( l ) HlLBERT, [ 4 2 ] . 
(2) Cette méthode a été donnée par Fredholm dans s m Mémoire [ 30 ]. 
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Les fonctions fondamentales de K doivent être cherchées pa rmi 

celles de Kn pour le pôle c": elles seront en nombre f ini ( l inéairement 

distinctes) et continues si Kn est con t inu . Ceci s'applique aussi aux 
fonctions principales (les noyaux canoniques se correspondent d ' a i l ­
leurs dans l ' i t é ra t ion) . Sans q u ' i l soit besoin d'insister, on voi t enfin 
que les résultats de F redho lm concernant le cas ou k prend une valeur 
fondamentale resteront valables. 

9. Nous nous bornerons aux développements précédents, et nous 
nous contenterons de signaler d'autres recherches : celles de Car-
leman q u i étudie la val idi té des formules de Fredho lm dans le cas où 
l ' intégrale double 
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position 
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l'espace considéré, ce noyau figurant dans une équation du type ( 4 ) 

I I I . — CAS SINGULIERS; INTEGRALES 
PRISES EN VALEURS PRINCIPALES. 

12. II petit arr iver que, pour un domaine d' intégration infinie ou 
pour certains types de noyaux non bornés, les résultais de F r e d h o l m 
cessent d'être valables. On dira alors que l 'équation intégrale est sin-
gul ière . 

V o i c i un exemple très simple. C'est ce lui de l 'équation homogène, 



d'après une propriété connue? do la fonction T. 
Les solutions obtenues peuvent r i r e dites solutions fondamentales 

de (II) et les valeurs correspondantes de valeurs fondamentales. 
La marche suivie ne donne peut-être pas toutes les solutions fonda­
mentales, mais elle permet déjà d'apercevoir une différence essentielle 
avec le cas de Fredholm : les valeurs fondamentales ne sont plus 
isolées, tout l ' in terval le 

zéro étant exclus, donne des valeurs fondamentales. 
I l peut d'ailleurs arr iver qu'à une valeur fondamentale d'une équa­

t ion singulière corresponde une inf ini té de solutions fondamentales. 
On vérifiera ainsi que l 'équation ( W e y l [134]) 
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Partons, pour en trouver des solutions, de la déf ini t ion de la fonction 
eulérienne 



où figure le paramètre a q u i peut être pris arbi t rairement (posit if) . 
M. Picard, q u i a envisagé nombre d'équations singulières inter­

venant dans des questions do Physique mathématique, a montré [82] 
que pour une équation non homogène la solut ion, considérée comme 
fonction de , ne sera plus inéromorphe, mais présentera des singula­
rités plus compliquées et qu i dépendent d'ailleurs du second membre. 

13. Équations de M. P i c a r d . — M. Picard a étudié aussi [81] les 
équations du type ( t ro is ième espèce) 

A(x) ayant un certain nombre de racines simples sur l ' intervalle 
(a , b). Nous résumerons rapidement quelques-uns des résultats q u ' i l a 
obtenus. 

L 'équat ion proposée peut s'écrire, en posant 
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de la constante 



( 1 ) Le ras d'une intégrale s imple a été envisagé par POINCARF, [ 8 6 ] ( C F . aussi 
G. BERTRAND, [61]), par M . V I L L A T , [119] et M . C A U L R M A N , [16].. Le cas d'une intégrale 

double a été étudié par M. T R I C O M , [109] et, indépendamment , par M . G I R A U D , [32, 33] 
à (jui l'on d o i t la théor ie générale complète . 

( 2 ) Ou par r appor t a des coordonnées générales f ixant la pos i t ion de N quand M 
est connu et prenant les valeurs zéro quand N v ien t en M. 

( 3 ) Nous n'avons donné dans le tevte , et de façon très sommaire , que les p r i n c i ­
pales condi t ions posées par M. Gi raud . Pour plus de détails le lecteur se repor tera 
aux mémoires cités. 
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Des travaux récents fort importants ( 1 ) concernent l'équation 
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sphères de centres M et N et dont les rayons tendent indépendamment 
vers zéro. 
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K et L dont les parties irrégulièrcs sont de forme 
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Remarquons que le calcul précédent prouve souk»«vent que toute 
solution de (21) vérifie (22), Mais l'équivalence de ces deux équations 
est évidente toutes les fois que l'équation homogène correspondante 
à (22) a pour seule solution zéro. Posant en effet 

Il convient de remarquer que la méthode s'applique même à une 
équation de première espèce. Prenons l'équation, traitée par 
M. Villat, 
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d'ou, en composant par le noyau, on déduit 

aura pour solution générale (23). 

18. La méthode qui vient d'être appliquée au cas d'une intégrale 
simple est en défaut pour les intégrales multiples parce que le noyau 

K- a une partie irrégulière. 
Pour traiter, en suivant la méthode de M. Giraud, l'équation géné­

rale ( i ( ï ) , composons cette équation par un nouveau noyau L ( M , N ; , 
dont le choix sera précisé ultérieurement. En multipliant l'équation 
ainsi obtenue par et en l'ajoutant à (16), il vient d'après (20), 

file:///ient


où l'intégrale doit être prise en valeur principale; tient le 
rôle de noyau résolvant, c'est une fonction môromorphe de (en 
dehors des coupures) dont les pôles se trouvent être indépendants de 
M et P. On démontre que (25) donne bien la solution, unique, de 
l'équation proposée (16), sauf pour des'valeurs isolées de . 

On obtient d'ailleurs pour le noyau une identité ana­
logue à celle qui a été établie au Chapitre V I I I [n° 22, formule (33)] 
pour les noyaux résolvants de Fredholm. Il en résulte aisément que 
lorsque 1 (toujours extérieur aux coupures C) est un pôle de 0. 
l'équation homogène correspondante à (16) admet au moins une solu­
tion non nulle; sa solution générale satisfait d'ailleurs l'équation 
homogène déduite de (24) et s'exprime donc comme combinaison 
linéaire d'un nombre fini de solutions fondamentales; de même 
pour l'équation associée. 

On a ainsi tous les éléments permettant d'étendre aux équations 
envisagées les résultats de Fredholm (Chap. V I I I , § I et I I ) . 

Nous n'avons pu donner qu'une idée sommaire des beaux travaux 
de M. Giraud. On voit combien ces travaux élargissent le champ 
d'application des théories exposées au Chapitre V I I I . 
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ne s'annule pas. Cette dernière condition conduit à exclure certaines 
coupures C tracées dans le plan complexe  



CHAPITRE X. 
NOYAUX SPÉCIAUX. SUITES ORTHOGONALES ET MORTHOGONALES. 

L'ÉQUATION DE FREDHOLM DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

1. — LES FONCTIONS FONDAMENTALES 
D'UN NOYAU SYMÉTRIQUE. 

I. Un cas particulier notable, et pour lequel les résultats du Cha­
pitre V I I I peuvent être beaucoup prolongés est celui des noyaux 
symétriques envisagés d'abord par l l i lber t , Schmidt et leurs élèves (1). 

Un noyau sera dit symétrique si Ton a identiquement 

On sait que de telles équations interviennent dans le problème de la 
réduction d'une forme quadratique 

Dans le domaine fonctionnel l'extension la plus simple de la forme 
quadratique est donnée, comme nous l'avons déjà vu (Chap. I I I , n° 12) 
par l'expression 

(1)Cf. [42], [1031. 

Une équation de Fredholm à noyau symétrique se présente alors 
comme généralisant, dans l'espace fonctionnel, un système d'équa­
tions linéaires à coefficients symétriques 



(1) Dans le cas symétrique l'équation de Freriliolm est identique à son associée et 
les fonctions fondamentales sont les mêmes. 
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où le noyau K peut toujours être supposé symétrique. C'est 
l'étude de telles formes fonctionnelles quadratiques qui a conduit 
M. Hilbert à ses résultats, obtenus par passage du discontinu au 
continu. 

2. Un premier groupe de résultats concerne les valeurs car acte-
ristiques. Les noyaux considérés seront, essentiellement, supposés 
réels. 

THÉORÈME I . — Il existe certainement au moins une valeur 
caractéristique. 

Dans le cas contraire toutes les traces, à partir de la troisième 
seraient nulles (cf. Chap. V I I I , n° 22). Or la quatrième trace peut 
s'écrire, à cause de la symétrie 
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orthogonales (Chap. V l l l , n° 39, note) ce qui entraînerai! 

ce qui est évidemment impossible. 

3. I l en résulte immédiatement (Chap. V I I I , n° 38) que tous les 
noies du noyau résolvant sont simules. En effet une fonction fonda-
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et H(x, y') étant symétrique et n'ayant aucune valeur fondamentale 
est identiquement nul . On a nécessairement 

est absolument cl uniformément convergente elle représente le noyau 
K(x, y). 

Dans l 'un ou l'autre des cas précédents (nombre fini ou infini de 
valeurs fondamentales) il peut arriver que la même valeur figure 
plusieurs fois dans le développement : cela se produira si pour cette 
valeur il y a plusieurs fonctions fondamentales, donc plusieurs 
noyaux canoniques. 

II. — LA NOTION DE SUITE ORTHOGONALE. 
DÉVELOPPEMENTS EN SÈME DU TYPE DE FOURIER. 

i. Nous adoptons la notation fg pour désigner l'intégrale 

Il pourra y avoir une infinité de valeurs fondamentales 
auquelles correspondent des fonctions fondamentales 

vérifiant les conditions 

intégrale qui est nulle quandy'et g sont orthogonales. Au Chapitre VU I 
il a été commode de noter l'intégrale I comme produit de composition. 
Ici au contraire la notation qui vient d'être indiquée sera préférable. 

5. Définitions. — Soit une suite, fînie ou infinie, de fonctions 



Pour se placer dans le cas le plus général, ces fonctions seront 
supposées sommables et de carré sommabie. Nous supposerons 
qu'aucune d'elles n'est nul le , étant entendu, suivant la convention 
faite au Chapi t re II (n° 36) que nous considérons comme nulle une 
fonct ion q u i ne diffère de zéro qu'aux points d 'un ensemble démesure 
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données dans l ' in terval le (a, b) 

On prendra alors pour 2 la première fonct ion u t non nul le et l ' on 
modifiera les suivantes, comme plus haut, de façon à les rendre or tho­
gonales à 92 et ainsi de suite. 

7. D'après le paragraphe l tout noyau symétrique donne un sys-

VOLTËRRA 19 
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tème orthogonal, celui des fonctions fondamentales. Inversement 
d'ailleurs, prenons arbitrairement le système orthogonal ( 1 ) , que nous 
supposerons normalisé et des constantes telles que la série 

soit absolument et uniformément convergente. Cette série définit un 
noyau K ( x , y) dont les puissances de composition seront évidemment 
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sommable et de carré sommable, on tire évidemment de (5) les 
valeurs nécessaires des coefficients a 
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inégalité analogue à celle de Bessel. Si p = n on a toujours l'égalité. 
Revenant enfin à l'espace fonctionnel dans lequel on définît une 

multiplicité linéaire par le système de base ( 1 ) orthogonal et normal ( 1 ), 
les fonctions développables en série du type (5) appartiennent à cette 
multiplicité. Les remarques précédentes concernant l'espace (E n ) 
conduisent à détacher la notion de système orthogonal et normal 
complet : le système ( i ) sera dit complet s'il jouit de la propriété 
que, pour toute fonction f(x) de coefficients de Fourier ci, on 
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mais, d'après (7 ' ) , le second membre lend vers zéro avec donc 
aussi le premier et le théorème est établi. On a déjà vu au Chapitre II 
qu'une suite convergente en moyenne ne peut définir sa fonction 
« limite » que presque partout. 

On voit que Ton a le droit d'écrire 
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pose. Peut-on prendre arbitrairement les constantes c1, c2, . . . , 
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Donnons-nous a priori un tel noyau K ( x , y) et supposons que (1) 
soit la suite de ses fonctions fondamentales. Les propriétés précé­
dentes vont se relier à des propriétés intéressant le noyau. 

Si, d'abord, on cherche à développer le noyau, considéré comme 
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Les constantes de Fourier ei de la fonction h(x) sont évidemment 
liées à celles a de f(x) par 

Il s'en suit que la série de Fourier de f(x) est uniformément 
convergente. En effet, 



On aura aussi un développement uniformément convergent du 
noyau résolvant T pourvu que l'on y isole K(x, y ) . Partant des 
précédentes (4 ) (4') on aura 

la série étant uniformément convergente en x si l'on fixe y, donc aussi 
en y, si l'on fixe x (1 ). De même on a les développements analogues 
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17. Noyaux symétriques définis. — Au début du Chapitre nous 
avons fait allusion aux relations entre l'étude des noyaux symétriques 
et celle des fonctionnelles homogènes et régulières du second degré 

I I I . AUTRES TYPES SPECIAUX DE NOYAUX, 

18. De multiples travaux ont porté sur d'autres types de noyaux, 
pour lesquels on retrouve des propriétés plus ou moins analogues à 
celles des noyaux symétriques. Nous nous contenterons d'examiner 
quelques cas. 
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Le plus simple est celui d'un noyau de forme 
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( ' ) Cf. [55], p. 73-78. 
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ce qui est impossible. Il faut donc que l 'on ait 
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sera développable en série uniformément et absolument convergente 
des . 

On généralise de même les développements donnés pour le noyau 
dans le cas où il est symétrique. 

I V . - NOYAU DISSYMÉTRIQUE. 
LES FONCTIONS FONDAMENTALES DE SCHMIDT. 

24. Nous insisterons enfin sur la théorie qu'a développée 
M. E. Schmidt e l q u i s'applique à un noyau dissymétrique que l ­
conque (1 ). 

M. Schmidt associe à un tel noyau deux suites dont chacune est 
orthogonale et q u i t iennent le rôle qu'avait, au début du chapitre, la 
suite unique des fonctions fondamentales d 'un noyau symétrique. 
Les fonctions de ces deux suites n 'ont en général aucun rapport avec 
les fonctions fondamentales précédemment définies : on les appellera 
fonctions fondamentales de Schmidt. 

Elles sont définies par le système des deux équations intégrales 
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Admettons que, ce qui peut toujours se faire, les limites d'intégra­
tions soient o et I ; le système (14) équivaut à l'équation unique 
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qui , les fonctions qui y figurent étant déduites des Wk(x) indiqués 
plus haut, sont l'une et l 'autre orthogonale et normale. 

Ceci montre en particulier que les deux suites orthogonales UI(X) 
et vi(x) sont tout à fait indépendantes : on peut les choisir arbitrai­
rement. En particulier, il peut fort bien arriver que l'une soit com­
plète et pas l'autre. 
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[à résoudre par rapport à l ' inconnue ( x ) ] . Les résultats concernant 
cette équation sont pr incipalement dus à Lauricel la et à M. P icard , 
dont nous suivrons i c i l'analyse ( 1 ) . 

Supposons q u ' i l existe une solut ion sammable et de carré som-
mable, soient di ses coefficients de Four ie r concernant les fonctions 
de Schmidt vi et soient c, les coefficients analogues de f(x) concernant 
la suite des u i. L'égalité (21) entraîne 

(1) Cf. LAURICELLA, [57, 58], PICARD, [80]. 

V. - É Q U A T I O N DE F R E D H O L M DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

27. Les fonctions fondamentales de Schmidt se sont révélées 
par t icul ièrement utiles dans l 'étude de l 'équation de F redho lm de 
première espèce 

donne alors des constantes de Four ie r nulles pour la suite des ui ; 
cette suite étant complète, la différence en question ne diffère de zéro 
qu'aux points d 'un ensemble de mesure nul le et doi t être considérée 
comme nulle si l 'on se place, systématiquement, dans le champ ( H ) . 

La solut ion ainsi obtenue est-elle unique dans le même champ? 



Toute fonct ion q u i vérifie ( 2 2 ) est. comme le montre un calcul facile, 
orthogonale à toutes les (7. Elle sera nulle si le système des (7 est 
complet . 

Lorsque le système des 17 n'est pas complet on pourra ajouter à la 
solut ion obtenue plus haut une fonction quelconque k(x) or tho­
gonale à toutes les 17. 

28 . Examinons maintenant le cas où , la condi t ion nécessaire du 
début étant toujours satisfaite, la suite u i n'est pas complète. 

Dans ce cas on peut encore trouver une fonct ion h(x) telle que 
ses coefficients de Four ie r (concernant les (7) soient les nombres Ci, 
mais le raisonnement précédent montre seulement que 

f1 (x) étant une fonct ion orthogonale à tous les ui. 11 est c lair d'ailleurs 
que, quel que soit le choix de f1 ( X ) , on aura les mêmes c i et la même 
fonct ion h(x) : parmi toutes les équations de la forme (21 ' ) , il y en a 
une seule q u i soit résoluble, elle admet d'ail leurs un nombre fini ou 
une inf ini té de solutions suivant que la suite v i est ou non complète. 
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Pour s'en rendre compte, i l suffit d 'étudier l 'équat ion sans second 
membre 

1 
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soit, en moyenne, arbitrairement petit. 

30. Signalons enfin que, avant le développement des méthodes 
générales, M. Levi-Givita avait traité, [ 6 3 ] , sous quelques conditions 
et par un procédé très élégant, des équations telles que 



CHAPITRE XL 
LES ÉQUATIONS INTÉGRALES NON LINÉAIRES. 

faisant passer de la fonct ion y(x) à la fonction z(x). Nous avons de 
suite particularise la question en nous bornant au cas où la fonc­
tionnelle F est l inéaire en y et où elle est régulière, avec, éventuelle­
ment, la valeur exceptionnelle x. Nous avons ainsi été amenés aux 
équations intégrales linéaires, qu i viennent d'être étudiées. I l convient 
maintenant de passer au cas où la fonctionnelle F n'est pas l inéai re ; 
on a alors une équation intégrale non linéaire. 

i2. Les exemples les plus simples d'équations non linéaires que l 'on 
puisse traiter s 'obtiennent en remarquant que la méthode des 
approximations successives, telle qu 'on l'a appliquée» plus haut à 
l 'équation de Vol te r ra ou à l 'équation de F redho lm, s'appliquera 
encore aux équations ( ' ) 

(1) Cf. LALESCO, [55]. 

1. — ÉTUDE DE QUELQUES CAS SIMPLES. 

I . En abordant, au Chapi t re V I , l 'étude des équations intégrales, 
nous avons posé le problème général de l' inversion d'une transfor­
mation fonctionnelle 

file:///aleur


312 CHAPITRE X I . 

respectivement à limites variables et à limites fixes, dans lesquelles 
h(x) est donnée et dans lesquelles H est une fonction ordinaire, 
également donnée, des trois quantités qui y figurent  

Certains problèmes aux limites concernant les équations différen­
tielles ou les équations aux dérivées partielles conduisent à des 
équations intégrales du type précédent ou de types très analogues. 
Nous avons déjà vu (Chap. V I , § V) que les équations de Vo l terra 
peuvent être rattachées aux équations différentielles linéaires; en 
partant d'une équation différentielle non linéaire, on pourra obtenir 
de même une équation intégrale non linéaire. 

Prenons, par exemple, l'équation différentielle 

(1) Loc. cit. 
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successives suivie par M. Picard pour établir le théorème d'existence 
concernant Péauation différentielle ( 3 ) . 
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La série ( 7 ) est donc absolument et uniformément convergente et 

4. La méthode s'étend évidemment à d'autres cas : équations où 
figurent des intégrales mul t ip les [ l a précédente ( 6 ) , par exemple] , 
systèmes d'équations intégrales auxquels amènent, par exemple, des 
systèmes d'équations différentielles ( ' ). 

Prenons maintenant, au l ieu de (1), l ' équat ion (2) à l imites fixes. 
On définira sans peine les approximations successives pourvu que, 
en gardant les notations nrécédentes. on ait 
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5. Les précédentes (1) et (2) contiennent l inéairement en 
dehors du signe d ' in tégrat ion : elles peuvent être dites de seconde 
espèce. Les équations de première espèce correspondantes sont plus 
difficiles. Prenons seulement 

( l ) VOLTERRA, [128] et aussi [113] de la bibliographie I . 

et, quand il y a des ramifications, elles pourront dépendre du second 
membre et ne pas se retrouver identiques dans toutes les approxi ­
mations. 

I I . — LES RÉSULTATS GÉNÉRAUX DE M. V O L T E R R A . 

6. Q u e l que soit leur intérêt et, parfois, leur diff iculté , les cas 
envisagés plus haut ne peuvent donner une théorie générale. Les 
bases d'une telle théorie ont été posées par M. Vo l l e r r a (1) grâce à 
l 'extension, au cas des transformations fonctionnelles, de la not ion de 
déterminant fonctionnel. 

7. Reprenons une subst i tu t ion entre deux groupes de n variables 



où F1 (différentielle de F) est une fonctionnelle de deux arguments 
y(t) et , linéaire et homogène par rapport au second. 

) étant prise comme inconnue, l'équation (12) est linéaire et 
sa résolution sera un préliminaire indispensable à l'étude de ( I I ) . 
De plus, pour les questions concernant l'inversion de transforma-
tions fonctionnelles telles que ( I I ) , nous devrons adopter une 
classification basée sur la nature des transformations (12) corres­
pondantes (équations aux variations). 
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essentielle le déterminant fonctionnel 



( l ) Dans cette équation les fonctions-arguments y et z sont prises dans un même 
intervalle : ce n'est évidemment pas une restriction et il est toujours aisé, par 
changement de variable, de se ramener à ce cas. 
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9. Dans les cas les plus usuels, l'équation aux variations (12) 
sera une équation intégrale linéaire, de Volterra ou de Fredholm, par 
rapport à (*). Le déterminant de cette équation joue alors le rôle 
que jouait le déterminant fonctionnel pour le cas d'une substitution 
sur n variables : on peut l'appeler déterminant de la transforma­
tion fonctionnelle ( I I ) . 

Supposons que (i i) soit satisfaite pour un couple de fonct iony 0 ( t ) , 
z0(t) et que la valeur correspondante du déterminant soit différente 
de zéro. Il est à prévoir — et nous le justifierons dans la suite pour 
des cas très étendus — que l'on aura l'énoncé Suivant : 

L'équation (II) définit, et de façon unique, une fonctionnelle 



et l'on résout l'équation de Fredholm (141) où le second membre est 
considéré comme connu. On tombe ainsi sur une équation équiva­
lante 
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que nous écrirons 
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qui est, aux notations près, l'équation aux variations correspondant 
à (17) et, si le déterminant de cette équation n'est pas nul , on en 
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I I I . — LES EQUATIONS DE SCHMIDT. 
CAS OU LE DÉTERMINANT N'EST PAS NUL. 

12. Dans un Mémoire publié en 1908, M. E. Schmidt (1) traile 
le cas où la fonctionnelle F est donnée par une série où interviennent 
non seulement comme dans (17) des fonctionnelles régulières, mais 
des fonctionnelles normales. Il envisage le déterminant de l'équation 
fonctionnelle, défini comme plus haut et, dans le cas où ce détermi­
nant n'est pas nul, son analyse se rattache directement aux méthodes 

(1) Cf. SCHMIDT, [103]. 
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q u i viennent d'être exposées. 11 étudie ensuite les cas où le détermi­
nant est n u l et ses résultats sur ce sujet sont entièrement originaux et 
de la plus haute importance. Nous les exposerons au paragraphe 
suivant, mais nous devons auparavant donner les formules de 
M. Schmidt pour le cas du déterminant non n u l . 

13. Calculs sur des séries de monômes fonctionnels. Nous pren­
drons, pour fixer les idées, deux fonctions-argument u(s) et v(s) 

contenant les variables U et V essentiellement positives et avec un 
coefficient K essentiellement positif, U, V. K étant d'ailleurs choisis 
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de façon que 



on a un nouveau monôme qui ne dépend plus que de v. Dans les 
deux cas les mêmes opérations effectuées sur les monômes majo­
rants donnent un monôme qui majore le résultat. Il en résulte de 
suite que : 

I. On peut faire le produit de deux séries du type (21) 
régulièrement convergentes. La série produit est régulièrement 
convergente. 

Une série majorante du produit s'obtient d'ailleurs par le produit 
des séries qui majorent les facteurs. 

I I . Étant donnée une série de fonctionnelles régulièrement 
convergente (21), on peut y remplacer u(s) par une série ana­
logue de l'argument v(s) ou de tout autre argument w(s), par 
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15. La série (21) définira, quand elle sera convergente, une fonc­
tionnelle de u et v dépendant aussi de la variable s. Suivant ce qui a 
déjà été fait au Chapitre I I I , § I I I , il est naturel de porter son 
attention sur le cas où la série majorante (21') est convergente. 

Si (21') converge pour un couple de valeurs U0 et V 0 , il est clair 
que (21) sera absolument et uniformément convergente pour toutes 
les fonctions u et v qui vérifient 

(cette série ne contenant pas de terme de degré zéro) et effectuer 
le calcul terme à terme. 



( 1 ) Il est élémentaire que la série ainsi obtenue est convergente pour V et W 
assez petits. 

( 2 ) foi ne contient pas u. 
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Observons qu'une série majorante du résultat s'obtiendra en 
faisant le même calcul sur les séries 
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Si ç(s) n'est pas n u l dans l ' intervalle ( o , i ) , c'est une équation de 
F redho lm régulière et, en divisant par c ( s ) , on peut se ramener au cas 
où c(s) est égal à un. Si c(s) s'annule pour des valeurs isolées, on a 
une équation singulière du type de M. Picard (Chap. I X , n° 13, 
équation de troisième espèce)) s i c ( s ) est identiquement n u l , on a 
une équation de première espèce. M. Schmidt laisse de côté ces 
deux derniers cas. 

17. ( 2 5 ) est donc une équation de Fredho lm régulière et le déter­
minant de cette équation sera le déterminant de la relat ion fonct ion­
nelle ( 2 4 ) . S ' i l n'est pas n u l , nous pourrons appliquer la méthode 
indiquée au paragraphe précédent, n° 10. (24') a précisément la 
forme indiquée (141 ) au n° 10 ; on la résoudra en u(s) en supposant 
pour un instant le second membre connu. On aura ainsi 

le second membre étant une série de tout point analogue à celle qu i 
figure dans (24') et dont les divers termes gmn se calculent facilement 
eu fonction des fmn et du noyau résolvant de l 'équation de F redho lm. 

D'après le n° 10 précédent, c'est à cette équation q u ' i l faut appliquer 
la méthode d 'approximations successives, et cela ne fait pas de 
di f f icul té . 

18. M. Schmidt procède de façon un peu différente. I l remarque 
que l 'on satisfait formellement à (24") par une série analogue 
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Au lieu de (24") prenons l'équation 
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où les fonctions pv et qv sont supposées continues, respectivement 
linéairement indépendantes et peuvent d'ailleurs être réelles ou 
imaginaires; nous allons établir que : 

LEMME. — Pour que le déterminant de Fredholm de e(s, t) ne 

I V . - LE CAS DU DÉTERMINANT NUL : 
LES É Q U A T I O N S A U X R A M I F I C A T I O N S , 

20. Suivant toujours l'analyse de M. Schmidt, nous reprenons 
l'équation (24) en supposant que, par division par c(s), on se soit 
ramené au cas où c(s) est égal à i. L'équation s'écrit 
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soit pas nul, il est nécessaire et suffisant qu'il n'existe ni une corn­

ai. Revenons à ( 2 8 ) . II sera toujours facile de trouver des fonc­
tions p et q satisfaisant aux conditions du lemme. Nous transformerons 
dors ( 2 8 ) comme au n° 10, mais en isolant au premier membre 
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puis résolvant cette équation de Fredholm comme si le second 
membre était connu. 

Nous obtenons ainsi 

les coefficients étant des constantes quand v(s) est connue. Nous avons 
distingué dans ( 3 3 ) les termes venant des h0 qu i donnent des coeffi­
cients L indépendants de v et les autres termes, dont les coefficients 
sont des fonctionnelles de r. 

Les termes du premier degré obtenus dans la première somme au* 
seconds membres disparaissent avec les premiers membres. On s'en 
rend compte de suite en remarquant que ces termes du premier degré 



Ce sont des équations entre les variables ordinaires x1, . . ., xn 

e, ne contenant, dans la première somme, que des termes de degré 
supérieur à i par rapport aux inconnues X1, x2, . . ., xr qu'il s'agit 
d'obtenir en fonction de s. Le déterminant fonctionnel de ces équa­
tions est donc nul pour les valeurs nulles des variables et Ton se 
trouve dans le cas singulier des fonctions implicites ordinaires, cas 
qui a été l'objet des travaux classiques de Puiseux.* 

On sait qu'en générai le système ( 3 4 ) définit plusieurs système des 
solutions Xi(i) (solutions nulles avec s); en portant dans ( 3 2 ) , on en 
déduira autant de solutions de l'équation fonctionnelle qu'il s'agissait 
de résoudre, solutions valables quand le module de v(s) est assez 
petit. 

Quand le déterminant de l'équation fonctionnelle est nul, on 
obtient donc, comme pour les équations définissant des fonctions 
implicites ordinaires, la multiplicité des solutions. La théorie 
donnée par Puiseux pour le dernier cas s'applique, comme on vient 
de le voir, aux équations fonctionnelles. 

Les équations (34) , qui ont un rôle fondamental dans la question, 
sont dites équations aux ramifications. 

23. Précisons un peu dans le cas où le noyau c(s, t) n'a qu'une 
fonction fondamentale. Il y a alors une seule équation aux ramifi­
cations 
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peuvent être évalués en remplaçant l'équation ( 3 o ) par 



donnent des résultats locaux : on prend un couple de fonctions u 0 ( s ) , 
v o(s) vérifiant ( 3 5 ) , et l 'on étudie, comme nous l'avons v u , la réso­
l u t i o n de ( 3 5 ) lorsque u(s) et v(s) restent dans des voisinages 
de U0(S) et c 0 ( s ) . 

Il est plus diff ici le d 'obtenir , sauf pour des équations fonct ion­
nelles de type par t icul ier , des résultats non locaux. 

D'intéressants développements à ce sujet ont été donnés par 
M. Loray [ 6 0 ] . Ils se rattachent directement à la méthode de Schmidt , 
et nous en donnerons une idée i c i . 
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Si L 2 , . . . , Lp - 1 sont nuls , Lp n'étant pas n u l , l 'équation (34') 
aura p solutions x(s) dans le domaine de l 'or ig ine , solutions réelles 
ou imaginaires, distinctes ou confondues. Il en sera de même pour 
l ' équat ion proposée. 

Il peut a r r iver que tous les L a soient nuls ; dans ce cas. pour v(S) = O, 
on peut garder le paramètre x arbi t ra i re et l 'équation fonctionnelle où 
l ' o n prend v(s) nul le , à une inf ini té de solutions en u(s); dans le cas 
où v(s) n'est pas nul le , il faut poursuivre la discussion sur (34 ' ) . 

V. — OBTENTION DE RÉSULTATS NON LOCAUX. 

24. Les méthodes précédentes concernant les équations fonc­
tionnelles 



Ceci posé, i l faut, pour aller plus l o i n , in t rodui re la condi t ion 
suivante, à vérifier sur l'équation ( 35 ) : 

L'ensemble des solutions étudiées est un ensemble fonctionnel 
compact et fermé. 

Comme, dans ce q u i précède, i l était toujours question d 'un voisi­
nage élémentaire d 'ordre zéro, la condi t ion à vérifier sera la suivante : 

Les solutions étudiées sont également bornées et également 
continues (1) ; 

En ajoutant enfin la condi t ion suivante : 

Toute fonction limite d'une infinité de solutions de ( 3 5 ) est 
aussi solution de ( 3 5 ) . 

Sous ces hypothèses, on peut appliquer le théorème de Borel -
Lebesgue (2) : 

Les voisinages d'ordre zéro de toutes les solutions formant 
Vensemble étudié peuvent être remplacés par un nombre fini 
d'entre eux. Et cela donne de suite des résultats non locaux. 

On établit ainsi que le domaine ouvert correspondant à D est 
divisé en régions par un nombre f in i d'arcs analytiques, régions telles 
que, dans chacune d'elles, le nombre des solutions exceptionnelles 

(1) Cf. Chap. H, ne 8, b. 
(2) Ibid., ne  
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On aura éventuellement à écrire des équations aux ramifications 
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soit nul ou infini , le nombre des solutions usuelles étant fini et 
constant. 

La parité du nombre des solutions usuelles est la même dans 
toutes les régions de D. En particulier, si ce nombre est impair pour 
une région, l'équation admet forcément une solution quelle que soit 
la position du point dans D. 

On trouvera des applications de ce résultat dans le travail cité. 
Une autre méthode pour établir l'existence des solutions se trouve 

développée dans un travail récent de M M . Leray et Schauder [61 ]. 
Elle repose sur l'extension, au cas fonctionnel, de la notion de degré 
topologique d'une transformation continue de l'espace à n dimen­
sions. Nous aurons à y revenir au tome I I I du présent Ouvrage. 

Signalons enfin un intéressant Mémoire de M. P. Lévy [(54] qui 
donne des conditions pour que l'inversion d'une transformation 
fonclionnelle soit toujours possible et univoque. 

V I . LE CAS DES LIMITES VARIABLES. 

26. Signalons d'abord plusieurs travaux de M. L. Pomey, qui étudie 
des équations non linéaires où figurent des intégrales multiples avec 
une limite supérieure d'intégration variable [ 8 8 ] . Ces travaux 
concernent aussi des équations intégro-différentielles et nous aurons 
à y revenir. 

Dégageons seulement ici la notion d'équation dite « normale ». 
Elle concerne le cas où le domaine d'existence des solutions com­
prend en entier le domaine où sont définies les données, et c'est un 
cas qui est évidemment particulièrement intéressant. Du point de 
vue de M. Pomey, les équations différentielles linéaires sont « nor­
males ». 

Prenons, par exemple, une équation du type suivant : 



(1) SAIIUATINI, [ 96, 97]. 
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variables x,y sont intérieures à des aires Dx, Dy des plans complexes 
correspondants, aires contenant les points a et b et les chemins d ' inté­
grat ion ( a , x), (b, y ) , d 'ailleurs arbi traires . Admet tons pour fixer 

27 . Cas où l 'équation aux variat ions est une équation de 
Vo l t e r r a . — Une classe notable d'équations fonctionnelles sera celle 
des équations q u i donnent, pour équation aux variations, une équa-
t ion de Volterra de seconde espèce. Le déterminant sera toujours 
différent de zéro et la solut ion sera bien déterminée. 



Nous renvoyons au travail de M. Sabbatini pour l 'étude du champ 
d'existence de la so lu t ion de ( 3 7 ) . 

28 . Équations intégrales formées avec des compositions. — Dès 
le début de l 'étude des équations intégrales linéaires, nous avons vu 
l'avantage q u ' i l y avait à in t rodu i re l 'opéra t ion de composition 
(à l imites variables ou à limites fixes). 

Il y a intérêt à étudier à part la catégorie très étendue d'équations 
intégrales non linéaires (à l imites variables ou à l imites fixes) qu 'on 
ob t ien t par composi t ion des fonctions inconnues et de fonctions 
connues. M. Vol t e r ra les a envisagées systématiquement, et i l a 
montré comment leur étude se re l ia i t très étroitement et très s im­
plement à celle des équations q u i , dans l'analyse ordinaire , défi­
nissent les fonctions impl ic i tes . Il a prolongé la théorie en établi»-
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l 'équation 
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sant un l i en analogue entre les équations différentielles et les équalions 
intégro-différentielles de composit ions. 

Le développement de ces divers sujets se trouvera dans le volume 
suivant du présent Ouvrage ( 1 ). 

29 . Nous aurons aussi à revenir ul tér ieurement sur quelques 
résultats concernant l ' invers ion des transformations fonctionnelles 
générales et, en par t icul ier , sur les équations où figurent des inté­
grales de Stieltjes. Nous donnerons enfin au volume suivant, après 
l 'étude des opérations de composi t ion, divers détails sur la résolut ion 
numérique des équations intégrales, soit directement, soil par u t i l i ­
sation d'appareils [méthodes mécaniques ( 3 ) ] . 

Les relations entre la théorie des équations intégrales et d'autres 
branches des mathématiques n 'ont pu être envisagées i c i et nous 
avons laissé de côté les nombreuses applications. Ces divers sujets 
t rouveront place dans le troisième volume ( 3 ) . 

( 1 ) Cf. sur ce sujet : VOLTERRA, [113] de la b ib l iographie I ; VOLTERRA et PÉRÈS, [133]. 

( 2 ) Cf. (7.7 | et [75" ]. 

( 3 ) Signalons du moins, dès maintenant , de cur ieux résultats de M. Galbrun [31'] 
sur le rôle ina t tendu que jouent , dans certaines questions de probabi l i tés , des 
formules relatives à la résolut ion des équations intégrales l inéaires. 
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