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PREFACE

Mes Levons suvies equations integrates et integro-differentielles
publiees en 1913 (*) etant epuisees, |'editeur m'a propose d'en
faire une nouvelle edition. Mais leur reimpression, meme avec
des adaptations, n‘aurait pas fourni un ouvrage au courant des
progres realises par I'Analyse moderne. Les travaux sur le
sujet, publies pendant les vingt dernieres annees, ont ete trop
nombreux pour qu'il ne devint pas necessaire de modifier
substantiellement tout I'ouvrage.

D'autre part le concept de traiter les equations integrates
et integro-difterentielles comme des chapitres de la Theoriedes
fonctionnelles etait deja amorce dans mes Lemons de 1913. Le
developpement ulterieur de ces theories a revele des rapports
toujours plus etroits entre leurs diverses branches, de sorle
gu'un ouvrage consacre aux equations integrates et intcgro-
differentielles, qui aurait neglige ces rapports et abandonne le
concept precedent, presenterait de profondes lacunes. |l ne
suivrait pas I'ordre naturel du sujet et il masquerait revolu-
tion historique de la theorie (%), qui a amene aux mathodes

() Lemons sur les equations integrates et les equations integro-
differentielles (Gauthier-Villars, editeur, Paris, 1913).

(®) Jai expose cette evolution historique dans la premiere de mes
Legons sur les fonctions de lignes (Gaulhier-Villars, editeur, Paris,
1913).
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employees aujourd'hui pour traiter les equations integrates
dans toute leur generality. Ces methodes sonteneffetlesmemes
que celles qui ont servi au passage des fonctions ordinaires aux
fonctionnelles; il a suffi de les appliquer aux Equations alge-
briques, Dans |'un et 'autre cas on se base sur |'application
systematique et uniforme du principe dit « principe de passage
du discontinu au continu ».

Cest ce procede que j'ai introduit et developpe des mes
premiers travaux sur les fonctionnelles et sur les Equations
integrates. Jy ai insiste dans tous mes travaux suivants et il a
ete employe par ceux qui se sont occupes plus tard des memes
sujets. Il etait done logique de penser a elargir le plan des
Legons de 1913, en transformant |'ouvrage dans une exposition
generate de la Theorie des fonctionnelles qui se rattacherait
tres intimement a Tordre d'idees en question.

Or un ouvrage ainsi congu existait deja, car, dans lesLegons
tenues a Madrid en 1926, j'avais expose diverses branches de
la Theorie des fonctionnelles en donnant un developpement
etendu k la partie consacree aux equations integrates et integro-
differentielles. Ce volume, publie d'abord en espagnol et,
quelques annees apres, revise et traduit en anglais (%), offrait
done ie plan dapres lequel il fallait composer le nouveau
traite. Maisil nten donnait que le canevas, parce que l'expose y
etait limite souvent aux resultats; les demonstrations et les
developpements de calcul necessaires pour les obtenir etant la
piupart du temps negliges. Plutot qu'un traite complet, il etait
un apergu general des differentes theories, permettant de

() Teoria de las funcionales y de las equaciones integrates e Inte-
gra-differentiates .(Madrid, 1937). Theory of junctionals and integral
and integro-diffprential equations (London and Glasgow, Blackie and
Son, editeurs, 1930).



PREFACE IX

sorienter dans Pensemble des methodes et deg propositions
fondamentales. Pour avoir un traite complet, il fallait y
reprendre les divers details.

C'est ce que justement M. Peres et moi-meme nous nous
sommes propose de faire par le present ouvrage. Je suis sin-
cerement reconnaissant a M. Peres, qui connalt parfaitement
toutes les branches de la theorie des equations integrates et de
la theorie des fonctionnelles et qui a apporte a ces parties
de I'Analyse d'importantes contributions originates, de Setre
associe a moi dans cette entreprise.

L'ouvrage seradivise en trois volumes. Lepremier comprend
les generalites sur la theorie des fonctionnelles et sur les
extensions les plus recentes, puis l'expose de la theorie des
eguations integrates, mis ajour etfaisant connaitrel esresultats
modernes a cote des plus anciennes recherches.

L e second volume debutera par la theorie de la composition,
qui se rattache tresintimement kcelles des equationsintegrates.
Nous avons deja public sur ce sujet un traite special (!) et
nous insisterons surtout sur les resultats nouveaux. Les Cha-
pitres suivants seront consacres aux equations integro-differen-
tielles et aux derivees fonctionnelles qui constituent la suite
naturelle des equations integrates. La derniere parliedu second
volume sortiradu cadre des theories precedentes : elleenvisagera
Papplication des fonctionnelles a I'extension de la theorie des
fonctions anal ytiques.

L e troisieme volume concernera les complements destheories
dejk developpees et les applications; nous y exposerons en
particulier les theories modernes du Calcul des variations, les

() Legons sur la composition et les fonctions permutables (Gauthier-
Villars, editeur, Paris, 192/4).
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fonctionnelles analytiques et les applications a la Mecanique,
a la Physique mathematique, a la Biologie, a la Statistique et
a |'Economie politique.

La redaction du present volume a ete faite par M. Peres en
se basant sur les deux ouvrages cites.

La premiere partie (Generality sur les fonctionnelles) se
refere au Chapitre | de ma Theory of Junctionals, avec des
extensions qui concernent particulierement les travaux de
M. Frechet sur les ensembles abstraits et |'Analyse generale,
ceux de M. P. Levy, dont les Lecons danalyse fonctionnelle
sont souvent citees, ceux enfin de M. F. Riesz, a qui I'on doit
nombre de memoires fondamentaux. Bien des developpements
appartiennent a M. Peres et je signale ici I'expose sur l'inte-
grale de Lebesgue, suivant une methode dont le principe a ete
donne par M. F. Riesz, divers points de |la theorie des diffe-
rentieiles et, en particulier, la forme generate du principe
d'inversion des differentiations fonctionnelles.

Jai I'agreable devoir de remercier ici, en mon nom et de la
part de M. Peres, M. L. Tonelli qui nous aaccordeson precieux
concours en redigeant la seconde partie du Chapitre Il ou est

exposee sa methode pour |'etude de I'extremum d'une integrate
simple.

Dans la seconde partie de |'ouvrage (Equations integrates),
on a repris les questions traitees au Chapitre Il de ma Theory
of Junctionals et dans mes Lemons de 1913. Il a ete term compte
des principaux Memoires et exposes didactiques, tels que ceux
deHilbert, E. Schmidt, Heywoodet Frechet, Lalesco, Goursat,
Evans, Davis et beaucoup d'autres, que I'on trouvera cites dans
la bibliographie du volume. Tout en reservant pour le second
volume la theorie complete de la composition, on en a adopts
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ici les notations et Ton afait usage de ses principes fondamen-
taux.

L'étude du cas singulier de I|'éguation de Volterra de
premiere espece (zéro isolé de la diagonale du noyau) a été
faite en reprenant la méthode de mon premier mémoire sur le
sujet, avec un complément de M. Holmgren. M. Pérés y a
ajouté une autre méthode qui lui et propre et dont le dévelop-
pement est fort simple. Relativement aux équations dites
intégro-fonctionnelles, M. Péres a ajouté I'exposé de divers
résultats obtenus par M. Popovici. La partie concernant les
éguations de Fredholm a éé complétée tant en ce qui concerne
la structure du noyau que pour |'étude des développements en
séries de fonctions fondamentales et M. Péres a donné une
nouvelle fagon d'introduire les fonctions fondamentales de
Schmidt. Quelques pages ont été consacrées aux éguations
intégrales a valeurs principales, avec les recherches si
importantes de M. G. Giraud. Enfin, en ce qui concerne les
équations non linéaires, on a expose les résultats de
M. E. Schmidt et ceux, tout récents, de M. Leray.

Lathéorie des équationsintégrales se prolonge, dans|'Analyse
générale de Fréchet et Moore, par I'étude des transformations
générales dans les espaces abstraits et de leur inversion. Nous
avons volontairement laissé de coté cette extension, qui sera
plus a sa place dans le troisieme volume de notre ouvrage.

Jespere que les efforts accomplis par M. Pérés et par moi-
méme pour la préparation de ce volume, serviront a donner un
cadre, le plus possible complet, des théories rattachées aux
équations intégrales et fourniront une préparation suffisante
pour les théories qui seront développées dans les volumes sui-
vants.

Les Auteurs tiennent a exprimer ici leur gratitude aux
excellents éditeurs Gauthier-Yillars. I1s sont heureux d'adresser
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leurs remerciements a M"® Freda, qui, avec sa profonde con-
naissance du sujet, a bien voulu les aider danslarevision des
epreuves. lis presentent enfin a M. Borel, qui a accueilli
Touvrage dans son importante Collection de monographies sur
la Thiorie des fonctions, leurs sentiments de profonde recon-

naissance.
VITO VOLTERRA.



THEORIE GENERALE

FONCTIONNELLES

LIVRE 1.

GENERALITES

LES FONCTIONNELLES

CHAPITKE 1.
LA NOTION DE FONCHONNE.

|.— EXEMPLE PRELIMINAIRE.

1. Avant dedefinir les concepts dont nous nous proposons |'etude,
nous examinerons un probleme tres simple de maxima et minima
pour montrcr comment on passe naturellemenl de la consideration
desfoucfions dun nombre fini de variables a celle dequantites qui
dependent dune infinite de variables, a savoir les valeurs, en

nombre infini, assumees par uue fonction arbitraire x(t) dans un
intervalle(a, b) de valours de t.

2. Soil le produit de deux nombres x, y donl la somme est cons-
tants Il est connu que ce produil est maximum quand les deux
nombres sont egaux. Interpnitant geomdtriquement ce resultat, nous
obtenons |'enonce suivant : de tous les rectangles qui out un nieme
pc'jrimetre, c'est le carre qui donne |'aire maximum.

VOLTERRA
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2 CHAPITRE 1.

Passons au probieme plus general do determiner le polygone plan
de n cotes qui, pour un périmétre donne, renferme Paire maximum.
Il est facile de voir que la solution est donnee par le polygone regu-
lier. Si nous notons les 2n coordonnees des sommets du polygone par

(-*3'!:.}’1), {-1—'2:)’2); crey (Jr'u,_}’u],

la quantité qui doit éire rendue maximum est I'aire

Oy |
“} 2 ‘J/f Y+l

fonction des 2 variables ., y; soumises a la condition

h

= :‘ Ei(.’ﬂf Ay;-—-)’j AJ"[ },
1

H

N —
{1") N VAr? 4+ Av? = const.,
s v
1
en posant
dip et = A7, Jnei=F,
A, == &g — 2y, Ayi=Yin— Vi

3. Si nous considerons enfin le probleme de determiner, parmi
toutes les courbes fermdes C de longueur donnee, celle qui limite
Paire A maximum (cercle), la quantity A est donnee par

(2} ;\méf(.rfiym.yf!‘c}
: NS
et il y a la condilion
(2') f v dax 4 dyr=1 = const.
¢

Les expressions precedentes dependent, non plus dun nombre
fini de variabless, mais des valeurs des coordonnees de tous les
points, en nombre infini, de la courbe C. Au lieu d'un probieme de
calcul diflferentiel ordinaire, portant sur la determination d'un
nombre fini dequantites inconnues, nous avons affaire a un probleme
de calcul des variations, dans lequel I'inconnue est une fonction (par
ses valeurs en tous les points d'un certain intervalle) on une courbe
(par les coordonnees de tous ses points).

4, Dans le cas du polygone a n sommets, nous avions a trouver
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2n quantités (£, ¥y )y (£ay ¥a)s o ooy (Zny3'n) 01 figure un indice ¢,
indice discontinu ct variable par valeurs entiéres de 1 a n.

Dans le cas d’une courbe fermde, par contre, il est nécessaire, pour
fa déwerminer, de connaitre fes coordonnées z et v de tous ses points

r=ux(t), y=y(t) (astibh)
aveo
af{aa)=ath), ylay=y(b).

Cos coordonnees dependent d'un parametre t qui varie de fagon con-
tinue dans un inlervalle (a, b). Ge parametre continu t prend la
place de I'indice discontinu i et les soinmes qui figurent dans les for-
mules (i) et (I') sont remplactas, dans (2) et (2'), par des integrates
dans lesquelles le parametre t est variable d'integration.

5. La marche suivie dans cot exemple particulier pour passer d'un
probleme comportant un nombre fini d'iaconnues a un probleme
dans lequel I'inconnuc est une fonction (probleme a une infinite
d'inconnues) a le caractere d'un principe general, et dont la portee
Se precisera par la suite. Dans beaucoup do cas analogues, et pour
passer de meme d'un probleme de |'analyse ordinaire a un probleme
du calcul fonctionnel, ilsera on fait suffisant de remplacorun indice
discontinu i par un indice continu (ou parametre) t et do remplacer
les sommos par rapport a i par des integrales relatives a la variable
d'integration t.

Ce principe, que nous appollerons principe de passage du discon-
tinu nu continu, a ete donne par M. Volterra des ss premiers travaux
sur les questions qui font I'objet du present Ouvrage. Il constitue une
methode do decouverte qui sest revelee extremement feconde. Son
rdle a ete et reste fondamental dans les progres du Calcul fonc-
tionnel.

1. — LA NOTION DE FONCTIONNELLE.

6. Cette notion fundamental apparait comine generalisant cello
de fonction de plusieurs variables.
Une fonction de n variables

(3| -:_—"f(-f'h’ nrgg..-.ugn}

est une quantité dont la valeur est bien déterminée par celle des para-
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metres x;, X,, ..., X, variables dans uncertain champ qui constitue
le doinaine d'existence ou de definition de la fonction consideree. Du
point de vue geometrique on pent faire correspondre a chaquo sys
teme de valeurs Xj;, Xz, ..., X, un point de I'espace a n dimensions;
le champ ou domaine d'existence de f aura une image geometrique
dans cet espace et a lout point du domaine ainsi represente corres-
pondra une valeur de la fonction.

Une autre representation geometrique est la suivante : soit dans le

Fig, 1.
plan (¢, .£) (fig. 1) des droites d’abscisses fixes
’1, IR ey fn {f| *-f.;t_r \'.‘:...<t"i.

Faisons correspondre a Uensemble des valeurs 2y, £y, ..., r, los
points
Mi(ty, 20), Multy, wy), My(es, ),

ou encore la ligne polygonale M,, M,, M,, ... ; la fouction (3) des
n variables z,, x,, ..., z, pourra ére considérée comme fonction

de cette ligne polygonale et sera définie ponr un certain ensemble de
telles lignes.

7. Pour passer enfin a la notion de fonctionnelle, il suffit de rem-
placer 'ensemble des variables (z;, ., . . ., #a) par une fonction .« (¢)
définie dans un intervalle (a, b), ce qui géométriguement revient a

remplacer Ja ligne polygonale préeédente par la conrbe représenta-
tive de la fonction
£2(t) (altib)

on peut dire st on veut que Fon est dans un espace dont le nombre
p
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de dimensions est infini, avec la puissance du continu (cf. infra,

§ 1.

Une fonctionnelle de x(t) dans Uintercalle (a, b) sera une
quantité 3, que nous noterons

(%) z:.—-l“‘[.l’.’(t}] (LN

dont la valeur est determinee par celles de la fonction Xx(t) sup-
posee connue lorsque t varie entre a et b, cette fonction x(t) pou-
vant etre prise arbitrairement, sous des restrictions qui limitent
le champ fonctionnel de definition ou dexistence de z

8. Le concept aiasi introduit contient naturellement. comme cas
partieulier, celui de fonction de plusiours variables. C'est ainsi, par
exemple, que si z depend seulement des valours X, X, prises par x(t)
en deux points fixest; el t, del'intervalle, ce sera une fonction ordi-
nare

(") 3= flay. )

¢t il est inutile de recourir pour la représenter a4 une aulre notation.
Cionstdérons maintenant, par exemple.

() 3= (n dr .,-) .
t{t L

C'esl, si l'on vent, une fonctionnelle de x(t), mais dont on pent
dire quelle depend seulement de la valeur de x(t) au point t; et an
point infininient voisin.

L'ctude de fonctionnelles telles que les pivcedentes (5) ou (6) ne
fait pas sortir du domaine de |'analvse ordinaire.

Le cas veritablement nouveau, etauque, nous nous attachons par la
suite, est celui ou z depend effectivement de toutes les valeurs prises

(1) Daus «es travaux de 887 ( Bibliograplic 1, {108]) o fut introdaite la notion

b -
de fonctionnelle, M. Volterra emplnyait la notation F [J:(t}l | Il & utilisé uité-
oo

rieuremnent la notation du texte.
Quand il n’y a pas ambiguité, on peut se dispeaser d'indiquer les limites de

b
variations de ¢ el derive Fla(¢)] au liew de F[x(t)].
a .
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par x(t) dans l'intervalie (a, b); z est aiors une fonction d'une infi-
nite continue de variables.

9. Precisons, avant d'aller plus loin, d'autres aspects du concept
de fonctionnelle et fixons des notations.

La fonction x(?) peut etre dite fonction-argument on simplement
argument de la fonctionnelle F[x(t)].

IT peut arriver que l'intervalle (a, b), dans lequel on prend la
fonction-argument pour en deduire la fonctionnelle, soit lui-meme
variable. Pour un argument x(#) assigne dans un intervalle (a,, b))
(auquel a et b res tent intgrieurs), la fonctionnelle sera aiors fonction
ordinaire de a ou b.

No tons dgalement le cas ou x(#) contient aussi d'autres variables a,
(3, .. .; nous ecrirons aiors

b
z = F[m(t, %, 9, )J = z(a, 3, ...}
"

pour indiquer que 'opérateur fonctionnel I qui, appliqué a Yargu-
ment variable 2, donne le résuliat z doit éwre appliqué en supposant
que les vartables «, B, ... ont des valeurs assignées; 5 est alors
une fonction ordinaire de «, 8, ... mais ne dépend pas de ¢.

La fonctionnelle peut enfin contenir des paramétres 3, g, ... ¢n
dehors de Pargument z (/)

h
zg=F [:.r:(z); Ay M, ]
L

Dans ce cas, pour chaque systeme de valeurs de cos parametres, z est
une fonctionnelle de x(T), au sens precedent; eclle est par contre une
fonction ordinaire de A, #, ... quand x(#) est fixe. Nous voyons done
que dans ce cas l'operateur fonctionnel F fait corresponds a chaque
fonction x(¢#), donnre dans un certain champ, une autre fonction

[
2(x, @y ..)=F [.ic(t); Ay My . ]

Nous obtenons ainsi la notion de transformation fonctionnelle.
Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguite sur le rdle des variables 7 et a,

B, ...oud, p, ..., nous pourrons omettre @ et b et écrire simple-
ment
Flz(t,a, §3,...)] ou Flz(t); b n,...|
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10. La notion de fonctionnelle peut etre immediatement etendue
aux quantity z qui dependent de toutesles valeurs de plusieurs fonc-
tions, par exemple de

£ =.ux(t), y=y(u)

dans les intervalles

altsh, cSusd

HA

La consideration de telles fonctionnelles peut avoir son interet,
mais il convient de noter qu'elles se reduisent immediatement aux
precedentes ou apparaissait seulement une fonction-argument. La
donnee du couple x(t), y(u) revient en effet a la donnee d'une
seule fouction definie par les valeurs de x et y dans un intervalle
dont la longueur est la somme des longueurs de (a, b) et de (c, d).

11. On obtient par contre une veritable generalisation en conside-
rant une quantity z qui depend de toutes les valeurs prises par une
ou plusieurs fonctions de plusieurs variables dans les champs res-
peCtIfS Cy, Cy, ... (1) .

s=F[s5/(e;, 22, ..... Eude 32(&1, e )y 0]
C, G,

§2. Le concepl de fonctionnelle comprend enfin celui de fonction
d’une ligne et, plus généralement, d’un hyperespace (*).

Nous dirons, en effet, qu'une grandeur s est fonction d’un hyper-
espace variable S, contenn dans un espace S,.(n>r) et défini
paramétriquement par des équations

L= O by Ly e ad 12D (F=10,% vo.s 1)

lorsqu’c tout S, correspond une valeur de =

z e done une fonctionnelle des n fonctions ¢;, dependant de
toutes leurs valours dans le champ C, a r dimensions, pour lequel
files sont definies. Mais il faut remarquer que z n'est pas la fonc-
tionnelle generate des n fonctions ;. Si les parametres t; sout rem-
places par d'autres Uy au moyen de la transformation

tp==ti{tty, Wa, ..., Up} (A=, ....7)

() Cf. C. FABRY, [23] et [24]. Les nombres entre crochets s rapportent a la
bibliographic donnee a la fin du Volume.
(%) Cf V. VOLTERRA, [108] et [109].
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avec le determinant fonctionnel

D( 4, & ..., &)
D(us, sy ...y )

# b,

les coovdonnées x; seront d’autres fonctions ¢; des nouvelles
variables
&= '-‘ﬂ("n Uy oo, Up) = "?I(‘l; [ FTR fr),

mais la quantity z, qui depend uniquement de la forme de I'hyper-

espace S, et non de son mode de representation parametrique, reste
inchangee.

z est done une fonctionnelle des ¢;jouissant de la propriety parti-
culiere suivante : elle est invariante lorsque les ¢; sont remplaces par

d'autres fonetions ¢; deduites des premieres par un changement
des  parametres.

[11. — CHAMPS FONCTIONNELS.

13. Une fonctionnelle F[x(?)] de la fonction z(¢) ne sera définic

en général que lorsque £(¢) varie dans un certain chamyp fonctionnel.
C’est ainsi, par exemple, que la fonctionnelle

i

lJl
F [:r[t)] w_-.[ a(lyddt

"

est definie settlement dans le champ des fonctions x qui sont inte-
grabies dans Pintervalle (a, b) (champ dependant d'ailleurs de la
definition adoptee pour I'integrale). La fonctionnelle

b dx o x
F[x(r;[-:f f(t, Ly gyt —-) ot
o

e

est definie seulement pour les fonetions x(t) qui ont des derivees
jusqu'a l'ordre n et pour lesquelles

i dnzx
?(U:.f(f: Ty gt ';r,';,')

est integrable dans I'intervalle (a, b).

14. L'etude des champs fonctionnels, c'est-a-dire des ensembles
dont les elements sont des fonetions, est evidemment d'un interet
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primordial pour une comprehension exacte du concept do fonction-
nelle.

[
Pourune fonctionnelleF[x(t)], le champ fonctionnel le plus vaste
it

est celui de toutes les fonctions possibles x(?) definies dans Finter-
valle (a, b) : il constitue en somme un « espace » a une infinite aon
denombrable de dimensions (le nombre de ses dimensions a la puis-
sance du continu en ce que chaque element de eel ensemble est defini

par un ensemble de valeurs de x correspondantes a toutes les valeurs
de ¢ entre a et b).

Pen de fonctionnelles sunt definies dans la totalile de ce champ et

les theories que nous developperons par la suite supposeront toujours
un domaine de definition plus ou moins restreint.

I1 somble d'ailleurs qu'il n'y ait point la une insuffisance de nos
moyeus d'analyse et que les restrictions dont il vient d'etre question
soient dans la nature des choses : les difficultes que presente deja la
conception arithmetique du continu se retrouvent, a une puissance
superieure, dans la conception du champ de toutes les fonctions pos-
sibles. Il est done sans inconvenient, dans certains cas meme neces-
saire. de se limiter a des classes de fonctions telles que chacune soit
caracterisee par une infinite denombrable de conditions ('). La classe
des fonctions interessantes et auxquelles on se bornern dependra du
probleme envisage et aussi de nos moyens d'analyse.

15. Sans pretendre en aucune facon a etre complel, citons ici les
champs fonctionnels les plus couramment utilises.

Un champ assez restreint, mais d'interet notable, est celui des fonc-
tions analytiques sur le segment (a, b). Il a une infinite denombrable
de dimensions en ce sens que ses elements a(¢) sont determines par
les valeurs de a et des derivees successives en un point fixe (coeffi-
cients d'un developpement de Taylor).

Un champ'plus vaste est celui des fonctions continues x(t). II a
aussi une infinite denombrable de dimensions, puisqu'une fonction
continue est determinee par ses valeurs aux points d'abscisses ration-

(") Pour toutes ces questions le Lecteur se reportera aux Ouvrages de M. Borel
et, en particulier, aux Notes I 11, IV et VI de ses Lecons sur la theorie des fonc-
tions [9].
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nelles ou parce qu'elle peut etre consideree comme limite de fonctions
analytiques, ou meme de polynomes (Weierstrass [119]).

Plus etendu encore est le champ des fonctions limites de fonctions
continues. En general nous pouvons adopter la classification bien
connue de Baire [ 8] qui S'applique aux fonctions actuellement les
plus interessantes pour Panalyse.

D'autres champs interessants seront ceux des fonctions derivables
jusqu'a un certain ordre, des fonctions a variation bornee, des fonc-
tions dont le carre est sommable, etc.

16. Par la suite le champ auquel nous nous limiterons dependra,
comme il vient d'etre dit, de la nature de la question traitee. Mais il
nous arrivera de le restreindre encore pour la simplicity de I'exposi-
tion. Il y aninsi souvent gros avantage a se limiter a la consideration
des fonctions geniralement continues () ou biengeneralement con-
tinues ains que quelques-unes de leurs derivces et, les resultats
etant acquis, il est aise de passer, par des precedes de prolongement
dont le lecteur aura assez d'exemples, auxcas plus generaux,

V. — FONCITONNELLES ET FONCTIONS DUNE INFINITE
DENOMBRABLE DE VARIABLES.

17. Les considerations precedentes appellent quelques remarques
sur le rapport entre la theorie des fonctionnelles et celles des fonc-
tions d'une infinite denombrable de variables.

Une fonction analytique de ¢ est déterminée par les cocfficients
(o, &1y« vy Xny .. .) de son développement en série de Taylor; une
fonction sommable et de carré sommable peut étre considérée comme
définic par les coefficients (cyy €2y ..., €4, .. .) d'un développement
en série du type de Fourier

G oi{t)+ () +. ..+ Cau(t)+...,

procédant sumivant des fonctions ¢,(¢), 92(¢), ..., 9.(¢), ... données
et formant un systéme orthogonal complet (¢f. Chap. X).
Dans I'un et I'antre cas les fonctionnelles correspondantes s’identi-

(') C'est-a-dire continues sauf en un nombre fini de points de discontinnité,
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fieront avec des fonctions d'une infinite denombrable do variables et,
du point de vue geometrique, elles pourront apparaitre comme fonc-
tions d'un point variable dans un espace a une infinite denombrable
de dimensions : espace analytique, etudie tout d'abord par Pincherle
et Bourlet (*) dansle premier cas, espace hilbertien dans le second cas.

18. Si I'on se place au point de vue realisle qui est celui de
M. Borel et de beaucoup de specialistes de theorie des ensembles, et
si I'on admet avec eux que la notion de fonction la plus generale est
en quelque sorte au dela des mathematiques, toute portion utilisable
de I'espace fonctionnel general n'aura pas une puissance superieure
a celle des ensembles precedents. Le calcui fonctionnel a-t-il done,
autrement qu'en apparenee, une generalite superieure a celle des
theories sur les fonctions d'une infinite denornbrable de variables,
theorie de I'espace hilbertien par exemple?

19. Pour repondre a cette question nous ferons d'abord remar-
quer que le calcui fonctionnel est capable de toute thtforie de ce
genre, actuellement etablie ou a venir. De plus, et €est [a un point
que I'ou apercevra clairement par la suite, le point de vue purement
fonctionnel, qui est celui de M. Volterra, est necessaire pour mettre
en evidence, de la facon la plus immediate, des concepts dont I'utilite
ne pent etre mise en question.

L'un de ces concepts est celui de derivee fonctionnelle (cf.
Chap. 1V) qui ne pourrait en aucune facon etre supplee par celui de
derivee d'une fonction d'une infinite denombrable de variables : si
par exemple, on envisage une fonctionnelle F comme fonction des
coefficienis de Fourier de son argument z(t), les dérivées par-

Lielles 3—:- dépendent essentiellement du choix du systéme orthogonal
d
?1(¢) 2202}, ...s Pal?),

elles n'ont pas le caractére intrinséque que présente le concept tou
différent de dérivée fonctionnelle.

A cet égard on pourrait dire que, dans le calcul fonctionnel génd-
ral, les théories sur les fonctions d’une infinit¢ dénombrable de
variables occupent une position assez analogue & celle de la géomé-

() Cf. PINCHERLE, [84]; BOURLET, [11].
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trie eartesienne par rapport a l'analyse vectorielle : la representation
d'unefonctionnellepar uneinfinitedenombrabledevariablesimplique
le choix d'un systeme de reference [qui sera par exemple defini par
la suite orthogonale des ¢i(t)].

20. Historiquement le developpement de I'Analyse fonctionnelle a
precede de bien des anndes celui des theories concernant |'espace
hilbertien. Ces dernieres theories ont pris recemment un grand
developpement par suite de leur application a la physique des quanta.
Mais divers Memoires marquent un retour au point de vue initial.
Nous citerons en particulier : une interessante etude de Heisenberg
et Pauli sur la dynamique des quanta [63]; les travaux de
Conforto[12]qui etend a |'analyse fonctionnelle les theories de Ricci
et le paralieiisme de Levi-Civita; les resultats obtenus par Fantappie
en ce qui concerne le calcul des matrices, resultats qui decoulent de
sa theorie des fonctionnelles analytiques.

Cette derniere theorie [27], que nous aurons a exposer dans un
autre volume du present Ouvrage, aboutit essentiellement a I'appli-
cation de la notion de derivee fonctionnelle dans une question ou,
apriori, il pouvait paraitre difficile d'appliquer les methodes memes
du calcul fonctionnel et ou pourtant elles se sont revelees tres
fecondes.

21. Les remarques precedentes n'impliquent point, bien entendu,
que I'on doive negliger les methodes bashes sur les fonctions a une
infinite denombrable de variables : M M. Hilbert, Schmidt, Vitali et
d'autres auteurs en ont tire une ample moisson do beaux resullats.
Nous aurons d'ailleurs a faire place a ces methodes dans le present
Ouvrage.

V. - ENSEMBLES ABSTRRAITSET ANALYSE GENERALE.

22. Notons pour terminer qu'une theorie generale qui englobenon
seulement les champs fonctionnels, mais les ensembles abstraits dont
les elements peuvent etre de nature quelconque et non specific, a
ete developpee independamment par M. FredietetE. | | . Moore ('),

() E. H. MOOHE, [78]; FRESHET, [35].
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dans une serie do memoires qui donnent les bases d'une nouvelle
theorie appelee Analyse generate.

Le point de depart de M. Frechet peul etre resume de la facon
suivante : on ne peut limiter a I'avance le champ dans lequel doit
6tre choisie la variable d'une fonclionnelle; il faut done developper les
demonstrations « sans faire entrer en ligne de comple la nature de la
variable envisaged et en retenant les proprietes topologiques de
I'espace, du champ de variation ». E. || . Moore propose, de meme,
d'extraire les notions plus abstraites communes a plusieurs theories
et de les generaliser ainsi en abandonnant pour chacune les proprieties
parliculieres qui dependent des elements concrets qu'elle concerne.
C'est la marche qu'a toujours suivie la pensee mathematique et, pour
ne citer qu'un exemple, des principes analogues sont a l'origine du
developpement de la theorie des vecteurs.

23. Bien que nous ne puissions, dans le present Ouvrage, roster
an point de vue de I'Analyse generate, nous pensons qu'il y a gros
avantage a Sy placer au debut. Aussi envisagerons-nous le cas
d'ensembles abstraits dans ce paragraphe et au debut du prochain
Chapitre, en renvoyant le lecteur, pour plus de details, aux travaux
des auteurs degja cites, ainsi qu'a ceux de Urysohn, Alexandrof,
P. Levy et beaucoup d'autres. Nous signalerons tout particulierement
le recent Traite de M. Frechet ().

24. Leconcept defonctionnelle, ou d'operal eur fonctionuel, setend
bien entendu sansdifficultea ces ensembles abstraits. Nous pourrons
dire que U[A] est une fonctionnelle uniforme dans un ensemble
abstrait E s a tout element A de E correspond un nombre bien
determine U[ A]. M. Frechet elend meme ce concept a des relations
enlre deux elements de nature quelconque.

LVtude des proprieties d'un tel concept ne peut-etre developpee
qu'en choisissant quelques proprietes imposees aux cements de E.
C'est ainsi que (Cf. le Chapitre suixant) pour etudier la continuity et
developper ensuite un calcul infinitesimal des fonctionnelles gene-
rales, il faudra transporter le concept de distance au champ abstrait
et preciser les proprieties infinitesimales des ensembles d'elements de
ce champ.

() [48], ou I'on trouvcra une bibliographic tres complete.
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25. Si, en particulier, etant donne un ensemble E, nous consi-
dérons comme elements d'un nouvel ensemble les ensembles partiels
E:., Eo, ..., En, ... Qui peuvent etre extraits de E nous pourrons
definir unefonction d'ensemble V[ E,] et c'est la une generalisation
du concept de fonction de ligne, puisqu'une ligne est un ensemble
particulier extrait de I'espace dans lequel elle est placee.

D'importance particuliere sont les fonctions additives d'ensemble
qui jouissent de la propriety suivante : E;, et E, etant deux ensembles
sans elements communs et

E=E +E,

I'ensemble formé par leur réunion, on a
(7) V{E|=V[E |+ V[E:]

26. Un premier exemple trés simple de fonction additive
d’ensemble est donnée par Paccroissement

Af:f(fg)“f(h)

d’une fonction dans un intervalle (¢,, ¢,), intervalle qui constitue un
ensemble particulier des points du segment (a, b). Cette fonction
d'ensemble sert a définir U'intégrale de Stieltjes (1)

1 H
f 2O dfi)=lim ¥ FAf
a . r

=

quand la limite existe; les termes de la somme au second membre

sont les produits de valeurs z, compriscs entre le maximum et le
minimum de z(¢) dans intervalle (¢,_,, ¢, ) par I'accroissement cor-
respondant

Afr= fl0) — fltro)

et la limite concerne le cas ou U'amplitude maxima p des r inter-
valles en lesquels est divisé le segment (a, b) tend vers zéro.

27. Un autre exemple est donné par la mesure M(E) d’un ensemble
de points d’un espace ordinaire, la propriété d'additivité exprimde

() Cf. par exemple P. Lévy, [75], Chap. IIl, Nous revenons sur cette nolion
page 56.
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par (7) devant etre remplie pour toute definition acceptable de la
mesure. La mesure etant d'ailleurs ddfinie elementairement pour
les figures simples (intervalle, rectangle, etc.), le probleme general
de la mesure est un cas particulier du suivant : prolonger. pour
d'autres ensembles, une fonction additive connue pour des domaines
elementaires (1).

(') Le developpement de telles questions nous entralnerait en dehors de notre
sujet; le leeteur pourra se reporter au livre de M. de La Valine Poussin [105].



CHAPITRE I I.
CONTINUITE DBS FONCTIONNELLES ET QUESTIONS CONNEXES.

1. — LIMITE ET DISTANCE DANS UN ESPACE ABSTRAIT.
LA NOTION D'ENSEMRLE COMPACT.

1. Espaces (&) do Frechet. — Pour poursuivre I'etude desespaees
abstruits il faut introduire quelques proprieties de leurs elements.
Dans la plupart des questions il est necessaire, comme l'indique
E. H Moore, de postuler au moins |I'operation qui fail passer d'un
ensemble des elements considcires a I'enseinble derive.

Suivant, dans ces questions, les idees de M. Frechet ('), nous
admettrons d'abord que I'on ait choisi, dans I'ensemble (ou espace)
abstrait considere, qui sera designc par (&), uno definition dela con-
vergence d'une suite jouissant des proprietes suivantes :

a. Si une suite A; A,, ... formee d'elements de (&) converge
vers B, toute suite qui en est extraite converge aussi vers B;
b. Une suite dont tous les termes sont identiques, A. A, . . ., con-

verge vers A.

Un espace abstrait pour lequel on peut definir la convergence d'une
suite d'elements en respectant ces deux proprietes est dit, suivanl
M. Frechet, espace (£} convient de remarquer que, bien souvent,
une definition de la convergence respeclant les conditions (a) et (b)
est imposee par la nature des questions etudiees.

2. Espacedistanciable. — Uncas plus particulier, mais fortimpor-
tant, est celui d'un espace { ') pour lequel la notion de convergence

(') Pour tout re paragraphs, cf. FRICHET, [ 35 ].
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d'une suite peut etre relive a une definition de la distance de deux
elements de I'ensernble.

Il est naturel d'imposer a une telle distance les conditions sui-
vantes :

1° La distance de deux, elements quelconques A et B est un nombre

(A B)Y={(B, A)Zu

2" La distance (A, B) n’est nulle que si les éléments A et B coin-
cident, -

3" Quels que soient les éléments A, B, C, on a
(A, B)SA, Y+ (G, B

Dans tout ensemble abstrait (&) on peut definir une distance veri-
fiant les conditions (1), (2), (3) (), mais, s'il sagit d'un espace (£),
on possede deja une definition de la convergence d'une suite et, pour
presenter quelque utility, la distance doit verifier la quatrieme condi-
tion suivante :

4° Pour que A soit lalimited'une suite Ay, Ap. ..., Ap ..., il est

nccessaire et suffisant que la distance (A, A,) tende vers zero avec ﬁ

Lorsqu'un espace ( £7) est capable d'une definition de la distance
satisfaisant anx conditions 1 a4 nous dirons que cest un espace ( ()
on un espace distanciable. |1 faut envisager un espace distanciable
pour generaliser, le plus completement, les propriety des ensembles
de points et des functions de point.

3. Exemple d’espace ( £7) qui n’est pas distanciable. — Un espace (£)
quelconque sera-t-il nécessairement distanciable ? Lua réponse a cette
question ¢st négative et il est facile de le voir par des exemples.

Soit I'ensemble de toutes les fonctlions z(¢) (@<t < b) et adoptons
pour la convergence d une suite de telles fonctions vers la tonction
limite x(t) la definition usuelle (convergence en chaque point t con-
sidereindividueliement). Onverifiequ'il es impossible derelier cette
notion de convergence a une distance possedant les proprieties pre-

(') En prenant, par exemple (A, B) = I, sauf si A et B sont identiques, et
(A, A) = 0.

VOLTERRA 2
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cisees. M. FrcSchet, a qui est du ce rdsultat (*), indique aussi que
e'est pour cela que, dans la theorie des fonclions, la convergence
ordinaire est souvent peu maniable et que |'on se trouve amene, dans
bien des cas, a renforcer la convergence en inlroduisant par exemple
une condition deconvergence uniforme.

4. Espace complet. — Soit (&) un espacc abstrait distanciabie.
On pourrait etre tente d'enoncer un critere de convergence analogue
au critere classique de Cauchy : pour la convergence d'une suite
d'eiements de (&} A1, Ay, ..., A, ..., il est necessaire et suffisant
que la distance de deux elements quelconques de la suite soit arbi-
trairement petite quand leurs rangs sont assez eleves.

Ce n'est pas toujours vrai : la condition posee est bien necessaire,
mais elle n'est pas toujours suffisante, comme on le voit immediate-
ment en envisageant |'ensemble des nombres rationnels, avec la defi-
nition habituelle de la distance.

Lorsque le critere de Cauchy est applicable, I'espace (&) sera dit
complet. Dans le cas contraire il peut arriver que (&) puisse etre
rendu complet par un changement de la definition de la distance, ou
encore par |'adjonction d'elements nouveaux (elements impropres) :

le lecteur le concevra sans peine d'apres I'exemple des nombres
rationnels.

5. Lesnotions precedentes etant acquises, les principales proprietes
des ensembles de points se generalisent sans peine.

Voici un exemple : les elements limites d'un ensemble E extrait de
I'ensemble distanciabie (&) sont ceux qui peuvent etre obtenus
comme limite de suites infinies d'eiements distincts appartenant a E.
1 forment un nouvel ensemble E' (premier derive de E). Un ensemble
qui contient son premier derive est dit ferme. On reconnait imme-
diatement que I'ensemble E', derive de E, est ferme.

(') FRFCHET, [35], La demonstration est assez simple pour pouvoir etre reproduite
ici. Si l'espace considere etait distanciabie, tout ensemble derive d'un ensemble de
s Elements serait ferme (cf., infra, n°5). Or il est facile de voir qu'il n'en est pas
toujours ainsi. Prenons pour ensemble celui des fonctions continues; |'ensemble
derive E' est forme par les fonctions de classes zero et i de Baire [8] et il y a des

fonctions de classe 2, c'est-a-dire qui appartiennent a |'ensemble derive de E' sans
faire partie de E'.
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6. Ensemble compact. — Les ensembles born6s de points de
I'espace ordinaire jouent un role important dans la theorie des fonc-
tions et ils interviennent par la propriete suivante : n'importe quel
sous ensemble infini  d'un ensemble borne admet au moins un
element limite.

M. Frechet ajustement souligne I'interet de celte propriete dans le
cas des ensembles abstraits. Il nomme ensemble compact tout
ensemble d'elements d'un espace (£) qui : ou bien ne contient qu'un
nombre fini d'elements, ou bien, s'il en contient une infinite, est tel
gue tout sous-ensemble infini que I'on en extrait admette au moins
un element limite.

7. Nous verrons le concept d'ensemble compact interveuir, au
paragraphe suivant, dans |'etude de la continuite des fonctionnelles
et de leurs maximum et minimum. Le meme concept joue aussi un
role essentiel dans d'autres questions : il faut rappeler au moins que
Ton peut y relier la notion de famille normale de fonctions (une
famille de fonctions est dite normale dans un domaine si, de toute
suite infinie de fonctions de la famille, on peutextraire une suite par-
tielle convergeant uniforim'mient dans le domaine); on sait que. grace
principalement aux travaux de M. P. Montel, |la notion de famille

normale a trouve d'importantes applications ala Theorie des fonctions
analytiques.

8. Exemples d'ensembles compacts. — Dans le cas d'un ensemble
de points de I'espace ordinaire il y a identite entre les notions
d'ensemble compact et d'ensemble borni. Dans le cas d'ensembles
de fonctions et en general d'ensembles abstraits, il couvient d'avoir
des criteres permettant d'affirmer que tel ensemble e ou non com-
pact. Nous envisagerons quelques exemples :

a. Espace de fonctions holomorphes de Frechet. — Il est cons
titue par toutes les fonctions qui sont holomorphesal'interieur d'une
meme aire fixe A du plan complexe, en convenant de dire qu'une
suite de telles fonctions f,(z2) converge vers une limite f(z2) quand
fa(2) converge vers f(z2) uniformement dans toute aire intcrieure
aA. M. Frechet etablit [35] que I'espace (J€) ainsi defini est distan-
ciable et complet. 11 demontre de plus que : pour qu'un ensemble
extrait de (J¢)l soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de cet
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ensemble soient egalement bornees (!) dans touteaire intdrieureaA.

b. fonctions egalement continues (Ascoli et Arzela). — Les
resultats de Ascoli, puis de Arzela (?) (lequel avait pour but I'dtude
des maxima el des miuima d'une fonctionnelle) ont ete obtenus avant
qu'ait ete introduite la notion d'ensemble compact. lls impliquent en
particulier I'enonce suivant :

Placons-nous dans Yespace (€) des fonctions continues x(¢)
{a<t<b) en prenant pour définition de Ia convergence la conver-
gence uniforme. Pour qu'un ensemble de fonctions de (C) soit
compact, il est nécessaire et suffisant que ces fonctions solent éga-
lement bornées et également continues.

Vu limportance de ce résultat nous en esquisserons la démonstra-
tion.

Rappelons tout d’abord que des fonctions .(¢) formant un
cnsemble E sont dites également continues si a tont nombre
positif ¢ on peut fuire correspondre un nombre positif a tel que.
&, ct ¢, étant arbitraires et vériftant

i th— 1] &
on ait
le{f))—axrit)) - =
quelle que soit lu fonetion z(t) de Uensemble 1.

Ceci posé vérifions que les conditions posées sont suffisantes. Pre-

nons pour cela une suite dénomhrable de valeur de ¢

(l) ‘ e fyy ooy das

denses dans tout intervalle du segment (a, &) [par exemple les valeurs
obtenues en divisant (¢, b) en 2. 2%, 2%, ... parlies dégales]. Si
I'ensemble E des fonctions considérées n’est pus formé d’un nombre
fini d’éléments, on pourra, de 10ut sous-ensemble infini, extraire une
suile

ey @iy, .., &0,

convergente pour ¢:==1{, [ceci parce que les valeurs z(¢,) sont

(*) C'est-a-dire bornees dans leur ensemble.

(?) Bibliographic [7],[1],[2]. Il convient de noter que Ascoli n'avait pas I'idee
de fonctionnelle e ne consdere que des ensembles de lignes dont il etudie la
limite. Arzela, dont les travaux sont notablement plus recents, applique au con-
traire le concept de fonctionnelle. Le but de ss travaux ctait la justification du
principe de Dirichlet et it a precede Hilbert dans cette voie (cf. Chap. V, n° 4).
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bornees]. Puis, on tirera de cette suite une autre suite qui converge
aussi pour t =t, et ainsi de suite. On parviendra enfin a une suite

(L), L, .., W, ...
convergente pour § == &y, f == 13, ..., t = {,. La succession
e (), =Py, ..., (e, ...

estévidemmentconvergente pour Uinfinité dénombrable desvaleurs (i),
Or, ¢ étant quelconque, on a

(2) (=8 — 2P0 (] Dl i) — e i)

e )l ) [ LR ) — it (),

quantité arbitrairement petite, quel que soit ¢, si m et n sont choisis
assez grands @ on preadra en effet ¢; tel que

1’!"‘” Zoa,

ce qui peut se faire, quel que soit £, en utilisanl sculement un nombre
fini des ¢; puis on prendra m et n assez grand pour que

[edtie ) — argtice |~ e

pour chacuan des ¢ en question; daprés Pégale continuitd le second
membre de (2) sstinfévicur & 3z arhitrairement peun.

La suite £1"(¢) converge donc uniformément vers wne fonction
continue .2(¢) et lus conditions précitées sont bien suffisantes, On

vérificra aisément qu'elles sont de méme néeessaives.

9. Extension du theoreme de Borel-Lebesgue. — On sait le role
essenttel quo joue, en Theorie des functions, le theoreme de Borel-
L ebesgue, dont I'enonce est le suivant :

Soil, sur un segment Jini, une infinite dinterva/les tels que
tout point du segment soil inlerieur it fun au moins dentre eux.
On pent remplacer ces intervalles par quelques-uns d'entre eux, en
nombre limite, jouissant de la meme propriety.

M. Frechet a montre[44] qu'on peul generaliser ce theoreme ense
placant dans un espace abstrait distanciable et en remplagant le
segment par un ensemble E compact et ferme. L'enonce devient

Sil existe une famille F densembles |, formes ddements de
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I'espace considered telle que tout element deE soit intirieur a I'un
au moins des I, on peut extraire de & une famille &, jouissant
de la meme propriete et formie par des ensembles | en nombrefini.

Justifions ce resultat, que nous aurons |'occasion d'utiliser. 11 faut
d'abord preciser le sens du mot interieur : suivant M. Frechet, un
element de E sera ditinterieur a | s'il appartient a | et ne peut pas
etre oblenu comme limite d'elements n'appartenant pas al.

La demonstration repose alors sur les deux lemmes suivants :

a S un dement A interieur a | est limite dune suite Aj,
A, ., A, ..., les A, sont intkrieurs a | a, partir dun certain
rang.

Sinon en effet il y aurait une infinité de valeurs de n tel que A, soit
limite d’une suite All’, A'Y, ... d’éléments qui n'appartiennent pas
a I. Mais I'ensemble dérivé de I'ensemble des A est fermé (n° 3),
A appartient donc & cet ensemble, ce qui contredit Phypothése : A inté-

rieur a 1.

B. L’ensemble E étant compact. on peut, pour toute valeur du
nombre positif e, former des ensembles K\, K, ...,K,, en nombre
Sini, tels que la distance entre deux éléments quelconques de K,
soit inféricure & e et tels que tout élément de E soit intérieur & Uun
au moins des K.

Prenons pour cela n tel que les conditions (A, C)<(n et (G, B)<{»
entrainent (A, B) <C ¢, puis prenons un nombre w <». A, élant un
élément de E choisissons, s'il en existe, un autre élément A, de E tel
que (A, A;) dépasse w, puis un élément A; tel que les distances
(Ay, As) et (Ay, A;) dépassent @ ct ainsi de suite. Nous formons
ainsi une suite A, A,, ... d'¢léments dont les distances mutuelles
dépassent w. Or cette suite est forcément limitde car, dans le cas
contraire, on pourrait, I'ensemble E étant compact, en extraire une
suite A} convergente et I'on aurait zlors (A, A}) inférieur &  pour ¢
et j assez grands (').

Au moyen des A; on formerales ensembles K; en prenant, pour K,

(') Notons en passant le resultat suivant (Frechet) : dans un egpace distanciable
complet il et necessaire et suffisant, pour gqu'un ensemble E soit compact, que,
quel que soit w, tout ensemble E,, forme de points de E dont les disances mu-
tuelles sont superieures a w ne puisse contenir qu'un nombre fini de points.
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tous les éléments C de l'espace pour lesquels (A;, C) << n. Tout élé-
ment B de E sera intérieur 4 Uun des K, si w a é1é choisi assez petit
pour que des conditions (A;, B) <<w et (BB')<<w entrainent
(A, B')<<m.

Pour établir enfin le théoréme, prenons ¢ —= £ ot formons pour celte

valeur de ¢ les ensembles K, K,, ..., K4 Si le théoréme est en
défaut, il sera également en défaut pour la partie de E qui appartient
a4 I'un des ensembles K, lequel sera désigné par T,. Désignons par A,
Yun des éléments de E qui appartiennent & T,. p prenant toutes les
valeurs entiéres nous avrons une suite d’éléments A, dont nous pour-
rons extraire une suite partielle A; convergente vers un élément A
de E (ensemble compact et formd). A est intéricur a 'un des T,
soit [,. Désignons d’ailleurs par T, Pensemble T, qui correspond
a A. Si l'on constate que, pour { assez grand, T; a tous ses éléments
intérieurs & I, il y aura contradiction avec le fait que le théoréme
doit étre en défaut pour la partie de E appartenant a T; et Ja démons-
tration sera achevée. Mais, dans le cas contraire, on pourrait trouver
unc infinité de valeurs de ¢ telles que, dans chaque T;, il y ait un
élément C; nonintéricuraly. Or (A, A) et (A}, C)) tendent vers zéro;
la suite des G; tendrait donc vers A ce qui contredit 'hypothése : A
intérieur & I, (lemme 2).

II. — CONTINUITE ET SEMI-CONTINUITE
D'UNE FONCTIONNELLE.

10. Soit une fonctionnelle U[ A} définie dans un cspafce abstrait &

qui soit un espace (£). Elle sera dite continue pour I'¢lément A si
Pon a
lim U[An) = U[A]

toutes les fois que la suite des éléments A, de & donne

lim A, = A.

n=—=w

SiPespace abstrait est distanciable la continuité en A s’exprimera
par les inégalités habituelles : 4 tout nombre ¢ arbitrairement petit
on pourra associer un nombre » tel que

3) tU{A'} —U[A]] <
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soit entrainee par

(4) (A, Ay <.

11. La notion de continuity uniforme setend de meme. Si la pre-
cedente (4) enlraine (3) quels que soient A et A' dans un certain
champ, il y aura continuity uniforme dans ce champ.

Settlement une fonctionnelle continue pour tout element d'un
champ n'est pas forccment uniformement continue dans ce champ
et c'est la une difference importante avec le cas des fonctions d'un
nombre fini de variables. Mais M. Frechet a montre qu'il y a bien
continuity uniforme si le champ de definition de U[A] est un
ensenible E compact et ferme : dans ce cas la continuity pour tout
foment de E entraine la continuity uniforme dans E.

12. Indiquons rapidement la demonstration, lout a fait analogue a
celle que I'on donne pour les fonctions ordinaires. Si la fonelion-
nelle U[A], continue en chaque element de son champ de defini-
tion E (qui est suppose compact et ferme) n'etait pas uniformement
continue, il existerait un nombre positif a tel que. n etant arbitrai-
rement petit, on ait dans E des couples A'A" dont la distance et
moindre que n et qui donnent

(%) [U[A' ] — U] A" {22

Prenons une infinite de valours de n tendant vers zero et, pour
chacune, un couple d'elements A'A". Puisque E est compact et ferme,
il existerait un element A, qui soit un element limite de |'ensemble
des A'A" ainsi choisis; mais |'inegalite (5) contredirait alors la conti-
nuity en Ao, ce qui justifie I'enonce.

13. Remarquons que la definition de la continuity d'une fondion-
nelle depend de la definition de la limite d'une suite contenue dans
I'ensemble E ou encore de la convention adoptee pour mesurer la dis-
tance (A, B) de deux elements. Par un changement de cette conven-
tion une fonctionnelle peut done cesser d'etre continue, ou vice-versa.
On en verra un exemple plusloin (§ 111, n% 18-20).

14. Extremum d'une fonctionnelle. — Beaucoup de theoremes qui



CONTINUITY DES FONCTIONNELLES ET QUESTIONS CONNEXES. 25

valent pour les fonctions de variables reelles peuvent etre etendus a
des fonctionnelles definies dans un espace abstrait.

Soit, par exemple, le theoreme bien connu, du a Weierstrass, et
qui peut senoncer ainsi : unefonction d'une variable, difinie pour
un ensemble ferme et borne e de valeurs de cette variable et con-
tinue sur cette ensemble, jouit des proprietes suivantes : I° elle est
bomie sur e 2° ele prend au moins une fois sur e une valeur
egale it sa limite superieure (maximum) et une valeur egale a sa
limite inferieure cminimum). Ce theoreme se generalise immedia-
lemenl aux fonctions de plusieurs variables.

Pour avoir le resultat analogue du calcul fonctionnel, il faut bien

entendu utiliser encore la notion d'ensemble compact. M. Frechet a
etabli le theoreme suivant

Toute fonctionnelle U[A] uniforme et continue dans un
ensamble fer me et compact E : 1° est limitee sur E; 2° prend les

valeurs de ses limites superieure et inferieure au moins une fois
dans E().

La demonstration caique exactement celle de Weierstrass. Si la
fonctionnelle n'etait pas limitee il y aurait une suite d'elements de E
pour lesquels U prendrail des valeurs croissantes a I'infini. Cette
suite aurait au moins un element limite Ao appartenant a E et pour
lequel U ne saurait etre continue. Soit d'autre part M la limite supe-
rieure (ou inferieure) de la fonctionnelle. Si cette limite n'etait pas
eftectivement atteinte en un element de E, on pourrait trouver une
suite d'elements pour lesquels les valeurs de U tendent vers M : mais

alors, d'apresla continuity, la valeur de U en un point limite de cette
suite serait effectivement M.

15. Nous avons deja fait allusion (page 2) au Calcul des varia-
tions et nous y reviendrons ulterieurement. Le Calcul des variations
concerne |'extremum de fonctionnelles particulieres de sorte qu'il
peut apparaitre comme un Chapitre particulier du Calcul fonctionnel
ayant peut etre s methodes propres, mais ou il y a aussi grand
interet a utiliser les theories generales sur les fonctionnelles : dans

() On trouvcra auss un reciproque de ce theoreme dans le Memoire de
M. Frechet, [ 35].
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son beau Traite de Calcul des variations, M. Hadamard a justement
insiste sur ce dernier point (*) qui a ete developpe par M. Tonelli.

On pourrait done croire a premiere vue qu'un thioreme tel que
celui que nous avons etabli au n° 14 doit dominer le calcul des varia-
tions. Il n'en est pas tout a fait ainsi parce que la condition de con-
tinuity imposee a la fonctionnelle U[A] est trop restrictive : les
fonctionnelles les plus importantes au point de vue du Calcul des
variations ne sont pas continues, mais presentent seulement la semi-
continuity superieure ou inferieure.

Cette notion de semi-continuity, introduite par Baire pour les
fonctions ordinaires aete etendue par M. Tonelli aux fonctionnelles (%).
Ellejoue nnrole primordial.

16. Semi-continuite. — Reprenons la fonctionnelle U[ A ] ; elle sera
dite semi-continue inferieurement (superieurement) pour  Vele-
ment A s, etant donnee une quantite arbitraire positive e, on
peut lui associer a telle que I'inegalite

(A A) <z
entrailne
U[A]}> U[A]—¢, (U[A | < UjA 4+ ¢).

[l est clair qu'une fonctionnelle qui est semi-continue a la fois supe-
rieurement et inferieurement est continue au sens ordinaire [avec une
definition donnee de la distance (A, A')]. Ceci pose le theoreme du
n° 14 setend aux fonctionnelles semi-continues et I'on a les rtisultats
suivants, dont la demonstration est d'ailleurs tres simple :

a. Silafonctionnelle U[A], definie dans un ensemble E de valours
de A, y prend une valeur maximum (absolu) ou minimum (absolu), il
y a semi-continuite superieure ou inferieure pour la valeur corres-
pondante de A.

b. Si la fonctionnelle U[A]est semi-continue superieurement dans
Pensemble E compact et ferme : 1° elle est bornee superieurement
dans E; 2° elle atteint son maximum en au moins un element de E.

c. Enonce analogue a b pour la semi-continuite inferieure et le
minimumde U[A].

() CL. HADAMARD, [61).
(%) TONELLI, [99], [100].
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[1l. — LE CAS DU CALCUL FONCTIONNEL;
DISTANCES ET CONTINUITIES ELEMENTAIRES.

17. Nous supposerons maintenant que 'ensemble E soit celui des
fonctlions z(¢) définies dans l'intervalle {a, b). Etant donné deux telles
fonctions z,(¢), z1(¢) nous pourrons définir leur distance comme
¢gale ap maximum du module de @, () — 2.(t) quand a<1<b. Les
conditions posées au n°® 2 sont évidemment satisfaites, une suite de
fonction £(¢) ne devant éire dite convergente que s'il y a conver-
gence uniforme pour a <r<h.

La definition precedente de la distance est la plus immediate el la
plus commode lorsqu'il sagit d'etudier des fonctionnelles definies
dans un ensemble’ de fonctions continues, ou meme seulement
borates. C'est elle que M. Volterra a utilisee des le debut de ses
recherches. Nous dirons qu'elle donne la distance Elementaire
(dordre  zero) des deux fonctions considerees. Il est utile d'intro-
duire cette denomination parce que, comme nous le verrons, d'autres
definitions de la distance fonctionnelle sonl possibles.

La fonctionnelle

l*’[.r{:’j] .

définie pour tout ou partie du champ E el continue avee la définition
précédente de la distance sera dite posséder I continuité élémen-
taire (d’ordre zéro) ().

18. Soit, par exemple.

h h
F [m(n] = f Sl i) de,

() Dans plusieurs traites cette continuite est dite continuite liee au voisinage
uniforme : le mot uniforme rappelle seulement qu'une suite des fonctions x,(t) ne
doit etre consideree com me ayant une limtte x(t) que s'il y a convergence uniforme.
Mais celte denomination peut entrainer confusion avec la continuite uniforme de
la fonctionnelle. On pourrait employer la designation de continuite absolue qui
ne presenterait pas le meme defaut. Comme pourtant il y a une notion, toute difle-
rente, d'absolue continuite (Cf. Chap. V, n°6), nous preferons la denomination du
texte.

Il faut preciser distance ou continuity elementaire d'ordre zero, parce que, comme
on le verra, on doit introduire les notions analogues pour un ordre entier quelconque.
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fonctionnelle qui a un sens si les fonctions f et x soul continues par

rapport aux variables qui y figurent; elle a alorslacontinuity elemen-
taire d'ordre zero.

Aun contraire, soit
1 ——
G [x(t) =Tim' () (1)
N

qui a un sens dans le champ des fonctions dérivables, Elle n'est
évidemment pas conlinue au sens qui vient d’étre précisé. Prenons,
en coffet

£ ( t) = !\',

. i
L0y =k 4 € gl ~—
g

Nneus anrons
E.L'1'-- £ ] < £,

d’on, avec la définition précédente de la distance

B @al #) =2 20t

2o
Or
Ly (8=,
Pl = amens ==
-
d’ou

Gla )] =uo,
Glra )] =25,

ce qui raontre bien qu'il n'y apascontinuiteelementaire d'ordre zero.

19. avec ladefinition precedente do ladistance, deux fonctions.xy, (t),
Xo(t) doivent etre considerees comme tres voisines si lour [difference
resle en valeur absolue tres petite; quel que soit t. On peut definir le
voisinage (elementaire) dordre zero, correspondant au nombre
positif &, d'une fonction donnee x(t) comme |'ensemble des fonc-
tions x(t) appartenant au champ fonctionnel considere telles que

|aity— ()] ¢
quel que soit £ (<1 <D).
Cette notion de voisinage joue un rdle en Calcul des vaviations (*)
ainsi que d’autres Lypes de voisinage, fauisant intervenir non seulement

(!) lim designant la plus granrie des limites.
() HADAMARD, [61], p. 49.
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la difference x(t) — x; (t), mais aussi les derivees successives de celte
difference.

20. Bornons-nous a des fonclions je(t) definies, ains que leur
derivee premiere, dans lI'inlervalle (a, b). Nous pourrons convenir
que deux fonclions de ce genre seront ties voisines lorsque seronl
tres voisines, non seulement lours valeurs pour un meme t d'ailleurs
quelconque, mats encore les valeurs correspondantes des derivees.

Nous arrivons ainsi a la notion de voisnage (elementaire) du
premier ordre. defini par les inegalites

| ety — e {tr) -7 e, Tty — 2\ 18] e iQ

[{FaN

¢

(172N

b

nll(lllt!l correspond une nouvelle définitton de la distance fonction-
nelle de deux fonctions e, (¢), 2:(¢). Ge sera la distance élémentaire
dic premier ordre, égale au maximum de

Vit — .yt ) et faidd)y— .y (er 58500
La continnité correspondante sera dite continuité élémentaire
du premier ordre.
La fonclionnelle précédente G qui n’avait pas la continuité ¢lé-
menlaire d’ordre zéro admet la continunité do premier ordre.

21, Plus généealement considérons comme trés voisines deux fone-
tions qui différent 1ees peu en tont point de Pintervalle (e, b) ains
(que lewrs dévivées d'ovdee 1, 2, ..., p. Nous serons conduits a de nou-
velles définitions du voistnage (voisinage dlémentaire dordre pi, dela
distance (la distance slémentaire d'ardre psera égale au maximum,
dans (¢, &) des expressions

ey — ey e e ' L e — T
La continuite rorrospondanle sera dile continuite elementaire
d'ordre p.

Les diverses rontinuites tMemenlaires, d'ordres 0, 1, 2,.... p. sont
evidemment de plus en plus restrirtivos.

22. L'iutroduction de la continuite elementaire permet de pre-
ciser, comme In remarque Gateaux ('), le passage sighale an debut
(Chap. 1, § 1) des fonctions de n variables au\ fonetionnelles.

() Gateau x, [ 57 ].
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Soil en effet une fonctionnelle

F[y(:f)]

définie dans le champ des fonctions bornées et continues (0$< 0,
A<y<B) et continue élémentaire d’ordre zéro dans ce champ.
Remplagons y(t) par une fonction n(¢) telle que

nmrimr(1)  vowrosis

ﬂ=y:.=y(ﬁ) pour t=£ (h=1,2,..., 1)

1
et qui varie linéatrement pour
- L — (h=1,2,..., . —1)

(n étant un entier positif). F[n(¢)] sera une fonclion ordinaire des n
variables yy, ¥a, ...y 3

Fl‘q{t” =f’l(.y1$ NeT "'!.71'1'}1

JSn étant évidemment conlinue par rapportaux variables y4y ¥, .. .1 )ae
Puisque y(¢) est fonction continue de t on a

limq(¢)=yit)
h—=

et, du moment que la fonctionnelle a la continuité élémentaire d’ordre
zéro, 1l vient
Fly(t)]=limfucy yos ooy Yu)

La convergence est unifonne dans tout ensemble compact de func-
tions continues.

Done : les fonctionnelles ay ant la continuity Hementaire
(Tordre zero sSexpriment comme limites de fonctions continues

de n variables lorsque le nombre de ces variables augmente inde-
finiment.

V. — L'ESPACE DES FONCTIONS MESURABLES.
DIGRESSION SUR LINTEGRALE DE LEBESGUE.

23. Nous aurons a etudier dans la suite un autre mode de conti-
nuity des fonctionnelles, egalement tres important : la continuity en
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moyenne. Cette notion repose sur une definition de la distance
distincte de celles du pa rag raphe lll et qui ne prend toute sa valeur
gue par |l'empioi de i'integrale de Lebesgue. L'integrale en question
est d'ailleurs utile dans de nombreuses questions d'Analyse fonc-
tionnelle. Nous en reprendrons done ici la theorie en nous placant a
un point de vue qui ne nous ecarte pas de |'objet du present ouvrage:
I'etude des diverses definitions de l'integrale est retude des champs
fonctionnels dans lesquels on peut definir la fonctionnelle

h

I[x(g)] =f r(¢t)dt.

En partant d'un champ fonctionnel tres simple, quelques proprietes
immediates conduisent a un prolongement qui donne, tres nalurel-
lement. |'integrale de Lebesgue ().

24. Soit I'intervalle (a, b) diviso en un nonibre fini d'intervalles
partiels, d'ailleurs quelconques et soil une fonction x(t) constitute
dans chacun de ces intervalles; nous dirons que €est une fonction
smple. Il n'y a aucune difficulte a definir. comme sonune de rec-

tangles, I'integrale
1=f ey dt.

La fonctionnelle | est done definie, de facon immediate, dans le
champ des fonctions simples.

Pour etendre sa definition il faut d'abord se rendre compte du
mode de continuite de | dansle champ precedent. Or on voit de suite
gue deux integrates peuvent etre tres voisines sans que les fonctions
correspondantes soient partout tres voisines : Xy(t) et Xxy(t) etant
deux fonctions simples, on a en effet

S

a

fs

b
(ym Iy | = .r.(z)dt-—f za(t)de|<le+ LU,

en désignant par ! Uéténdue totale des intervalles dans lesquels
| &y — 22| << &y en prenant L ==& — a — ! et nommant H le maximum
de |z, |+ |z, |. Le second membre est trés petit avec ¢ et L.

(1) La méthode donnde ici par-M. Pérés g'inspire trés directement de celle de
Fr. Riesz [93).
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25. La convergence en mesure. — Rappeions ici qu'un
ensemble E de points du segment (a, b) est dit avoir tine mesure
inf&rieure an s I'on peut enfermer s points dans des intervalles en
nombre lini ou denombrable et dont la somme des longueurs est
inferieure a n. L'ensemble E sera dit de mesure nullesi les intervalles
precedents peuvent etre choisis de facon que la somme de leurs lon-
gueurs soit arbitrairement petite.

Introduisons enfin la notion de convergence en mesure (%) : une
suite de fonctions definies dans I'intervalle (a. b)

6) 21(6). @s(t) ony @alt),

esL dite converger en mesure dans cet intervalle vers la fonction X (¢)
si, ¢ el v étant choisis arbiteairement petits. on peut leur associer N
lel que, pour n > N on ait

bralty— Xty -2,

sanf sur un ensemble E,, variable avec 2 mais dont la mesure reste,
quel que soit 2 > N, inféricure a .

X (¢) sera dite limite en mesure de la suite (6).

Il est elair que Uon peul modifier X (¢) d’une fagon quelconque sur
un ensemble de mesure nulle sans modifier sa propriété d’étre limile
en mesure de (6). Inversement d’ailleurs, si deux fonctions X(t),
X'(t) sont limites en mesure de fa méme suite (6), elles ne peuvent
différer que sur un ensemble de mesure nulle.

Soit en ¢ffet E Uensemble des points od X (¢) et X'(¢) son diflé-
rentes et E(e) Uensemble des points on [ X — X/{2e. Prenons une
suite de valeurs ¢, €4, ..., &p, ..., tendant vers zéro. Tous les
points E se retrouvent dans 'ensemble formé par les points de

Eic), Eis, ..., Eigp,
Or, d’aprés la convergence en mesure, 'indgalitd

TN =X S1XU) —zalt) |+ N — ral 1),

ou 'on prend n assez grand, prouve que | X/-- X | est inférienr a ¢,
sauf sur un ensemble dont les poinls peuvent étre enfermés dans une

()  Cf. FRECHER, [47].
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infinite denombrable d'intervallesdont la somme des longueurs n, est
arbitrairement petite. Prenant la serie ny +np+.. .+ n, +, ..
convergente et de somme arbitrairement petite, on voit que la meme
propria appartient a E.

En resume la limite en mesure X (t) n'est definie qu'en faisant
abstraction des valeurs sur un ensemble, dailleurs quelconque,

de mesure nulle. Mais nous allons voir que l'integrate corres
pondante est bien definie.

26. Integrate d'une fonction bornee. — Soit une suite de fonctions
smples  xi(t), x»(t), ... X,(t), ... borates en module dans leur
ensemble par un nombre H et qui converge en mesure vers X (t). La

fonction X (t) peut evidemment etre prise bornee en module par le
nombre H.
b
La suite des intégrales f La(t) dt est convergente.

"

Prenons.en effet m et n tous deux supéricurs a N; on peut affirmer
que .
1xu‘_-rulié!-fn'_‘)ttq'i-ru:“ X !‘: 2i.

sauf sur un ensemble E' appartenant a rensemble E,+ E, et dont la
mesure est done inferieure a 2n. Mais, dapres la nature simple

de x, et x, les points de E' forment un nombre fini d'intervalles
dont la longueur sera moindre de 2n.

Done
h
If f.l“,,—.r,,,]ﬂ'f
i

arbitrairement petite avec 1/N puisqu'il en est ainsi de et n.
Il est naturel, dans ces conditions, de poser par definition

b &
f X(¢)dt = lim [.r,.(t)(h‘

sous reserve de verifier que :

(b —ays + §7 1

a. Si X (t) est une fonction simple, la definition precedente n'est
pas contradictoire:

b. La limite au second membre ne depend pas de la suite X,(t)
consid<irée, pourvu qu'elle converge en mesure vers la meme X (t).

VOLTERRA
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Or le premier point est 6vident en reprenant, pour x, et X, le rai-
sonnement qui vient d'etre fait pour x,, et x, Pour etablir b on rai-
sonnera de meme sur X, et y, [yn(t) appartenant a la seconde suite
qui converge en mesure vers X (t)] .

27. La fonctionnelle integrate definie est ainsi determine dans
le champ (£) des fonctions borates qui peuvcnt etre obtenues comme
limite en mesure de suite de fonctions simples.

Le champ (£) est d'ailleurs clos en ce sens que I'operation qui
consiste a prendre une limite en mesure ne fait pas sortir du champ.
Verifions en difet que :

Etant donnee une suite X(t), X.(t), ..., X,(t), ... de fonctions
guelconques du champ ( £) bornees en module par le nombre M et
convergente en mesure vers une fonction X (t) :

1* Cette derniére fonction appartient aw champ ( £);

2° Ona
I

f X(oyde=lim [N, 0)d.

TE v

La premiére partic résulle de ce que Von peul associer & X, ()
une fonction simple .2, (¢) telle que

. 1
tku'l“'—-fn(“t' -
n

. . Lv .
sauf aux points d’un ensemble E dont la mesure est inféricure a -

On peut d'ailleurs admeottre que |2,(2)[<C2M car. dés que n est
asscz grand, les points ou .z, | > 2M appartiennent it E, et il est loi-
sible d'y modifier la valeur de .z,. Dans ces conditions

I
|\""J-"u|“_3+“)
I

sauf aux points d’vn ensemble contenu dans K, 4 L, ¢t dont

la mesure est donc inférieure & n + ,"l;,‘ X(t) appartient dounc au
champ (£2).

La deuxiéme parlic sera conséquence immédiate du lemme sui-
vant : deux fonctions du champ (£), X(¢) et Y(¢), bornées toutes
deux en module par H et telles que | X — Y | < ¢ sauf aux points d'un
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ensemble E dont |la mesure est inferieure a n sont telles que

b L
(7) ‘f X(t}n’t—f Y(ﬂrff’-;(b—~alz+2l{-r”
“a I

lemme qui est évident en introduisant les fonctions simples qui con-
vergent cn mesure vers X (¢) et Y(¢).

28. Les rogles usuelles du ealcul des intégrales définies s'appliquent
pour la définition précédente. Par exemple :

a. 8t X(¢) est une fonction du champ () partout positive ou
nulle, il en est de méme de son intégrale définie.

B. X(¢) et Y(t) étant deur fonctions du champ (), leur
somme appartient au méme champ et a pour intégrale la somme
des intégrales de X (t) et Y(1).

B'. Enoncé analogue @t p pour une différence ou, en général,
une combinaison linéaire, it coefficients constants, de fonctions
du champ (L) (en nombre fini).

D’autre part ¢tant donnée une fonction X (¢} du champ (£) nous
dirous qu’on la borne supérieurement (ou inféricurement) au
nombre ¢ si on raméne sa valeur & ¢ pour tous les ¢ qui sont tels que

Xeer ~e (X(6rle)

v. La nouvelle fonction obtenue appartient auw champ (L) et
Uintégrale ne peut que. diminuer (augmenter) (').

29. Il est aisé de relier aux notions précédentes celle de mesure
d’un ensemble due sous sa forme premiére & M. Borel, puis de passer
4 la définition de Uintégrale due 4 M. Lebesgue (2).

A tont ensemble E de points du segment (e, b) assvcions une fone-
tion 1(¢) nulle sauf aux points de E ou elle prend la valeur 1; on sait
que la mesure de I'ensemble doit éire Uintégrale

[/
mes., £ =f Losyde,
il

() Pour sen rend re compte, on notera qu'en hornant de meme au nombre ¢ une
fonction x(t), fonction simple d'approximation en mesure de X, [ X(t) — x(t) ] ne
peut que diminuer.

(®) cf. [68].
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Nous pouvons donc dire que Vensemble E est mesurable si E(¢)
appartient au champ (£). Son compléwnentaire E. (ensemble des
points du segment qui n’appartiennent pas a E) a pour fonction
associée 1 —E(¢), il est donc également mesurable et sa mesure

vaut (ef. §).

O — e — mes. K,

Il convient de vérifier, et le lecteur le fora sans peive, qu’il n'y a
nulle contradiction entre la définition précise qui vient d’étre donnée
de la mesure d’un ensemble et la notion, introduite au débur
du n° 25, d’ensemble dont la mesure est inférieure & un certain
nombre.

Faisons aussi la remarque suivante. Soit z(¢) une fonction simple
qui approche en moyenne E(¢), on a

| () —2(2)] e

sauf aux points d'un ensemble de mesure inférieure a n. Puisque E(¢)
ne prend que les valeurs o et 1, la fonction simple x(¢) prendra,
dans les divers intervalles (od elle est constante) des valeurs comprises
entre == ¢ ou 1z ¢. En ramenant ces valeurs respectivement & o et 1,
on aura une nouvelle fonction simple y(¢) telle que

E(t)—y(t)=0o,

sauf aux points d'un ensemble de mesure inféricure a n. On passce
facilement de 14 a la définition habituelle de la mesure.

Etant donnés des ensembles en nombre fini ou dénombrable
E\, Es, ..., E4, ... I'ensemble somme (formé de tous les points qui
appartiennent a Pun des E;) a pour fonction associce la somme des
fonctions E;(¢), qu'il faut borner supérieurement a 1 si les ensembles
ont des poinls communs. On en tire aisément I'énoncé classique,
qu’il suffira de rappeler

8. L'ensemble somme E =E, 4 E,+...+E,+... est mesu-
rable et l'on a

mes. E<mes. Ey 4 mes. Ko+, ..+ mes. E, ...,

Uégalité ayant sarement liew quand les E; sont sans points com-
muns deux & deuz.

On verifie de meme que :
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s. Soit E' I'ensemble des points qui appartiennent a tous
les Ei(i= 1,2, ...).// est mesurable, sa mesure etant au plus
egalea la borne inferieure des mes. E*. Sa mesure est dailleurs
egale it la borne inferieure en question s chaque E; contient tous
ceux dindices plus grands.

30. Convenons alors, avec M. Lebesgue, qu'une fonction X(¢),
bornée ou non, sera dite mesurable si, quel que soit le nombre !,
I'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles X (2)>>1 (') est me-
surable. Les fonctions mesurables seront dites appartenir an
champ (JMT). 11 ost aisé¢ de voir que towte fonction bornée du
champ (OW) apparticnt au champ (£).

PPour s’en rendre compte il suffit de montrer qu’on peul approcher
en mesure une ielle fonction X(¢) par des fonctions simples. Or,
adnettons gu'on ail constamment

a < X(fy-2 M
et divisons 'intervalle (m, M) en intervalles partiels d'étendue moindre
de 26, L'un de ces intervalles partiels, numéroté i est noté m;m;..,
Bty — M <0 2 e)
et nous désignons par E; Pensemble (mesurable) des points ¢ pour

lesquels m; S X (¢) << m; . En introduisant la fonction associde K;(2)
et en désignant par g, la moyenne entre m; et m; ., on a dfvidemment

\'{!)——2}&:3;(!1 <,

quelque soit ¢, On se rend comple d’ailleurs aisément que chaque
E.:(¢t) pent étre approché par une fonction simple e;(f) avec

Eiuti— ety =0,

saufen des points formant un ensemble dont Ia mesure est inférieure
a n; donné arbitrairement. La fonction

z‘u.;f'{( ¢
{

approche alors en mesure X (¢).

(') Auquel cas, d’ailleurs, seront aussi mesurables les ensembles pour lesquels

X(6) <!, X(&y=t [<X()-<l,
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Designant par |; la mesure de E;, on verifie de suite que

b
lf Zp.;e;(t)d:—wzluh
Y ¢

[d'aprés (7) du n® 27]. Prenons alors une suite de subdivisions de
Pintervalle (m, M) telles que les valeurs correspondantes de ¢ tendent
vers zéro et associons & chacune une fonction simple

Ewe;(n

{

< :’,Hz w=12Hny
i

choisie de fagon que n = Zv; tende aussi vers zévo. Il est clair que
Uintégrale
[
f X(#) dt,

définie comme il a é1é dit au n® 26, cst aussi la limile de

b =2 il
]

Nous retrouvons ainsi, pour les fonctions mesurables bornees.
la definition meme de M. Lebesgue.

31. D'apreslen® 27, si une foncliou X (t) peut etre definie comme
limite en ruesure d'une suite de fonctions X ,(t), bornees dans leur
ensemble et mesurables, son integrate est la limite de l'intdgrale
de  Xa(b).

Une question se pose naturellement ici. Peut-on. dans I'enonce
precedent, remplacer la limite en mesure par une limite prise au sens
ordinaire? La reponse est affirmative, comme cela resulte immedia-
tement du lemme suivant :

LEMME | . — FEtant donnee la suite des fonctions mesurables,
bornees ou non, X ,(t), suite convergente dans (a, b) vers X (t),
on aura

| Xa(t)— X ()| Ty,
des que n > N sauf sur un ensemble Ey dont la mesure tend vers

1) l
r e
~ero avec N
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X (¢) est mesurable (cela résulte de 4 et ¢, n® 29).

Désignons par e, l'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles
| Xp(t) —X(t)] < e et par &, 'ensemble commun atouslesep, e,,,
€yray + .. L'ensemble &+ (&; — &) + (&) — &.) +4-. .. contient
toul (a, b). On peut donc prendre assez de termes dans la série pour
que la somme des mesures de ces termes, qui ¢st mes. &, différe
de b - a d’aussi peut que Pon veut. A ce moment on aury

X {ty— Xiey): e

pour n > N, sauf sur le complément de &, qui a une mesure arbitrai-
rement petite.

Si la suite des X, (1) ¢st bornée, X appartient au champ (£) et

\(’l"—-—' Ii"l xn(‘),

H'_ B

la limite étant prise au sens usuel, entraine

1 h
Xyt =Fm f Xty

a n x*a'y

e'est la une propriete tres importantc del'integrale do Lebesgue.

32. Fonctions sommables. — |1 resleaindiquer ladefinitiondonnee
par M. Lebesgue pour l'intcgrale des fonctions mosurabies non
bornees.

SoitX.(t)unetelle fonction, bornons-lasuperieurement au nombre
d et iuferieurcment au nombre ¢, nous obtenons la fonction mesu-

rable bornée
. ‘(f. [ L r’l
définte par
Nitfoes = N( ) st Noby
‘lf, e dry=d i ‘lf}zd.
X(t, e, edd=0¢ si X(r)<e
Ceci posé, si

f
Je, o) =/ Nit.e )t

tend vers une limite J lorsque ¢ et d tendent vers — o et + o sui-
vant des lois quelconques, la fonction X.(t) sera dite sommable et

on aura, par définition,
[

[ X(t)dt = J.

[:4
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33. Pour la suite, il est utile de rappeler les proprieties suivantes :

. La somme de deux fonctions sommables est egalement
sommable et les integrates Sajoutent.

¢'. Propriete analogue pour une combinaison lineaire de fonc-
tions sommables,

n. Etant donnee une fonction sommable X (t) et la fonc-
tion X; () egale a X (t) quand elle est positive, nulle quand X (t)
est negative, X,(t) est sommable.

Gela resulte de la consideration de I'integrale J(c, d) ou c est pris
nul et ou d tend versl'infini. Par suite :

§. S X (t)est sommable il en est de meme de | X (t)|.

La reciproque est d'ailleurs vraie, pourvu que I'on sache que X (t)
est mesurable.

On notera enfin

t. Si X(t) est sommable, il en est de méme de /i X (t)]; cela
résulte d’inégalités évidentes entre les intégrales J(c, d) correspon-
dantes envisagées pour ¢ =1, & tendant vers + w0, el pour d = —1,
¢ tendant vers — co.

34. Le resultat de la fin du n° 31 sur l'integraie d'une fonction
definie comme limite d'une suite bornee de fonctions mesurables ne
S'applique pas a la limite d'une suite de fonctions sommables.

Pour etudier la question nous avons besoin de definir |'integrale
d'une fonction X (t) sur un ensemble E mesurable et quelconque de
points du segment a, b. Envisageons la fonction Y(t) egde a X (t)
s t appartient a E, nulle si E appartient a I'ensemble complemen-
taire E.. Y (t) est evidemment mesurable et, en comparant les
sommes cr de Lebesgue (fin du n° 30) relatives a X (t) et Y (t), on
reconnait que, si X (t) est sommable, il en est de meme deY (t). Par
definition nous ecrirons

fnhY(:)dmLxu)dc:

cest I'integrale definie de la fonction sommable X (t) sur I'en-
semble E.

Toujours par comparaison des sommes a et en admettant que E
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ctepende d'un parametre e de telle facon que sa mesure tende
vers b — a quand s tend vers zero, on a le

Lemme 11. St X (t) est sommable, on a

]

tim [ Xio)dt= f X(¢) dL.
\ gz Eiz) Sy

D'on enfin

Lemme 1. X(t) étant mesurable et telle que

f IX ()1 et
| 111}

existe et soit bornée pour ¢ tendant vers séro, X(t) est sommable
¢t, d’aprés le lemme précédent,

&
fm:m::n:nf Nit)dr.
n Erlvgy

Ces préliminaires permettent enfin d’établir le résultat suivanl, que
nous avions en vue :

St les fonctions X, (1), summables sur (a. b), ont une fonction
limite, au sens habituel, X(t) et si les intégrales
l’l

RYSEARRY/]

‘'

sont bornées par un nombre M, quel que soit n. la fonction X.(¢)
est sommable.

D'apreés le lemme I on a en effet | X, (2) — X (¢)! << e pourn >N,

)
sauf sur U'ensemble Eg dont la mesure tend vers zéro avec N La fone-

tion X, () — X(¢) est intégrable sur Ey, de méme X,,(¢) donc aussi
X(6)yer|X(2)]. Or

fl.\'(t”drgf1X,,(t)1d!+f]X(r)“X,,tt}:drg,\[+s(b—~a),
E, E, E,

d’ou, d’aprés le lemme I, Pexistence de

_fb_\{t)r(r.
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¢
Le théoréme précédent ne permet pas d’af firmer que f X(¢)dt

&
est la limite de f Xa(t) de. Et il est facile de voir en prenunt des

cas particuliers (par exemple X,(¢) =ne*) qu’il n'en est pas tou-
jours amsi.

V. - AUTRE DEFINITION DE LA DISTANCE DANS LE
CHAMP FONCTIONNEL : DISTANCE EN MOYENNE.
CONTINUITY EN MOYENNE.

35. Si nous revenons au cas d'unespaee a n dimensions, la distance
euclidienne de deux points (X; , Xo. . . . X)) (Y1, Ya...y,) sera
une grandeur d telle que

(8) it = (.’.!"1 — M P4 (.’.!‘g—_)"g R, =+ (.‘.!',,——__V.n :'2.

Un voisinage du point (Xi, X ..., Xp) est alors obtenu en limi-
tant d, mais on peut aussi le definir d'autres facons, pratiqguemcnt
dquivalentes. par example enlimilant toutes les differences [ xi— Vi | :
au point de vue geometrique cela revient a definir respectivement le
voisinage par une hypersphere ou par un hyperparallelipipede de
centre (X; , X, ,.., Xp). La definition de la distance fonctionnelle
donnee au n° 17 se rattache au second point de vue; elle est a certains
egards la plus simple maisileut ete egalementnaturel. partant de(8)
et appliquant le principe de passage du discontinu au continu, de
definir la distance fonctionnelle de deux fonclions f(t) et g(t) par la
racine carrde del'integrale

b

(9) S 1o — ety

il

cest la distance en moyenne que nous allons maintenant etudier.

36. Dans I'espace an dimension la distance de deux points [definie
par (8) ou bien definie par le maximum des| x;,—Y;|] n'est nulleque
si les deux points coincident. Les distances fonctionnellcs eichnen-
taires envisages au paragraphe 3 sont de meme nulles dans le seul
cas ou les fonclions considerees sont identiques : elles verifient ainsi
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la deuxieme des conditions posees au n° 2 pour toute distance dans un
espace abstrait quelconque. La distance en moyenne ne verifie pas
cette condition : elle sera nulie des que f(t) et g(t) ne different entre
elles de zero quaux seuls points dun ensemble de mesure nulle.

C'est la un inconvenient auquei on pallie en faisant la convention
suivante, quil convient d'accepter dans presque toutes les questions
ou intervient la distance en moyenne :

Deux fonctions f(t),g(t) ne seront pas considerees comme diffe-
rentes s f(t) — g(t) n'est different de zero quaux points dun
ensemble de mesure nulle.

37. Pourl'integral e definie qui figure dans (9) ilestnaturel d'adopter
la definition la plus large possible, c'est-a-dire celle de M. Lebesgue.
Remarquons d'autre part que si une fonction est somniable il n'est
pas force que son carre soit ogalement sommable. Par contre
dapres 0 el r du n° 33, si une fonction est rnesurable et de carre
sommable, elle est elle-meme sommable ainsi que sa valeur absolue.

Nous nous bornerons au champ (J€) des fonctions mesurables et de
carre sommable; on va voir que dans ce champ il n'y a pas de diffi-
cultes a prendre la distance en moyenne.

Deux fonctions f(t) et g(t) appartenant au champ ( J€), onverifie
sans peine que lour produit et sommable et que I'on a I'inegalite de
Schwarz

13 L
(10) l [ fl_tlg:(!}d(lé[

Toute combinaison lindaire de f et 2 a donc aussi son carré
sommable; en particulier

&
f Lf() — 2(t) [t dt

# h

f-'(r}drf L2ty e,

"

qui, par définition, donne le carré de la distance en moyenne de f(¢)
et g(t). L'espace fonctionnel (IC) est done distanciable en prenant
pour distance

(fs g1 = \_/fblfu)—gm J# ede,

distance en moyenne, On adopte, bien entendu, la convention de
lee fin du n® 36.
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38. Dans le champ () ainsi distancié, la définition de la conver-
gence sera évidemment la suivente (¢f. n® 2); une suite f,(1).
Ja2{&), ..., tend vers f(¢) si

b
lim [ [fu(t)—f(O] dt=0;

A—_T»x

on dit alors qu'il y a convergence en moyenne vers f(t).

Il est clair alors que toutes les conditions poshes au n° 2 pour la
distance abstraite seront satisfaites par la distance fonctionnelle en
moyenne, Notons seulement que pour etablir rapidement I'inegalitd

(11) Uy SIS, ) + (g B)

ot A(t) est une troisiéme fonction du champ (JC), on remarquera
que l'on peut toujours supposer Z(¢) nulle ot 'on se rameéne alors a
Pinégalité de Schwarz. Observons anssi que (11) entraine la suivante

(52) (fy grS2(f, P+ 2tx Ay
qui se raméne A I'indgalité entre nombres

(a+ bR 2at+ 2 b=

et qui est sonvent d’un emploi commode.
Un voisinage en moyenne de f(¢) pour le nombre ¢ sera 'ensemble
de toutes les fonctions g(¢) telle gue

(.f) grele

Enfin une fonctionnelle U[f(t)] sera continue en moyenne

si, lorsque f,(t) tend en moyenne vers f(t), U[fu(t)]| tend
vers U[ f()].

39. Quand la suite f,(¢) converge en moyenne vers f(¢) il est
évident, d’aprés (11) ou (12), que

[
(I?;) ]im [f;n(t)"".fn(tjladtﬂﬁo

It est intéressant pour la suite d’établir que Uespdce fonctionnel ()
est complet, c’est-a-dire qu’on y a une généralisation du critére de

Cauchy :
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St une suite fu(t) vérifie (13) elle converge en moyenne vers

une fonction f(t)-appartenant ¢ (3€) et qui n'est définie, bien

entendu, qu’en faisant abstraction de ses valeurs sur un ensemble de
mesure nulle (*).

Pour é1ablir ce fait, nous passerons par l'intermédiairc de la con-
vergence ¢n mesure. Yaprés (13) on voit que, ¢ el » étant choisis
arbitrairement pelits on aura, dés que m et n sont assez grands,

lfm{!)_f!i(‘J[ ". z!

sauf sur un enscmble de mesure inféricure a . On s’en rend compic
en observant que, d'aprés la définition méme de Vintégrale, si

/]
{ [ff:r(”_f:;(f)]2 dt - x,

il est certain que

[fm( ') _f."l(')l

ne peut dépasser une fimite 3 que sur un ensemble de points dont la
. . . = ]
mesure est inférieure a et on prendra m et n assez grands pour que a

soit égal & 7e? puis 8 ==,

40. Montrons ensuite que, élant donné une suite f, () telle que,
¢ el n dlant arbitrairement petits, on ai

:,fm(”—'frdf” c B

sauf sur un ensemble de mesure inférieure 4 v dés que m el n sont
assez grands, cette suite f,(¢) converge en mesure vers une fone-
tion f(¢).

Pour définir £(¢) nous prendrons 'entier N, tel que, pour m > N,,
on at

1fm(” '—J‘:\'.(‘)I < &y,

sauf sur un cnsemble de mesure inférieure a »,; puis, & étant un
nombre inféricur & Punité, nons prendrons N, de fagon que

[fm () — (0 Ay (m > Ny),

suuf sur un ensemble de mesure inférieure & u,, ...; en général

(') Cf. Rigsz, | ¥}



46 CHAPITRE 11.
pour m > N,, on aura

() — (6} < kP ey,

sauf sur un ensemble d'étendue inférieure & n,.
La suite

(14) S5 (8 (), o A8,
est convergente, au sens usuel, en méme temps gue la série
Su )+ [ () — (O] +. oo [ () — S ()] .y

dont le terme général est inférieur en module & A?~'¢, sauf sur un
ensemble £, de mesure inférieure & n,.

En tout poinl ¢ qui n'appartient pas & une infinité d'ensembles E,
la suite (14) a donc une fonction limite £(¢). Tout antre point appar-
tient & 'ensemble &, =E,+ B, ,+... quel que soit p; 'ensemble
correspondant a donc une mesure inféricure a np -+ v, +... quan-
lité qui sera arbitrairement petiteavec }) si, ce qui est toujours possible,

on choisit les v, de fagon que la série n, 4 0y +. .. soit convergente,
11 reste & vérifier que la suite f,(¢) converge en mesure vers la
fonction f(¢) dont 'existence vient d’étre établie. Cest évident car
f—.fxy:‘"(.f-\'p-|_fx,.)+(fspn_fx_ur1)+'"’
d’ou
E)

— J s R

|f—fx, | < ks —
infiniment petit sauf en des points formant un ensemble dont la
mesure est arbitrairement petite avec }—I,; el il en est de méme

pour | f, — fx,| dés que n dépasse N,.

4. La fonction f(¢) ainsi obtenue est limite de I suite fy, sauf
aux points qui appartiennent a tous les &,. Or Pensemble & commun
a tous les &, est évidemment de mesure nulle; en modifiant conve-
nablement les valeurs de f(¢) et des fy (¢) aux points de &', modifi-
cation qui est évidemment sans importance, on aura

lim f,(6) = £(2)

en tout point de I'intervalle (a, 4), la limite étant prise au sens usucl.
La fonction f(¢) est donc mesurable.
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Pour prouver qu'elle es de carre sommable on appliquera le theo-
reme du n° 34. L'inegalite (12) du n° 38 conduit a

b b b
[ o desa [ g, (=0l dees [ 08 de

et le promier terme an second membre est borné quel que soit 4,
donc aussi le premier membre.

A2. Reste enfin & voir que f(¢) est bien la limite en moyennc de
la suite f={t). Or on a, comme ci-dessus,

I ] 4
f [fie)— fult)]2 .-ftg-;f [fitr—-fx, 0 00] dz-m--n.f [ — fat ta 2 dt.
i & 4]

Le second terme a droite peut évidemment étre rendu arbitrairement
petit. Nous n’avons plus & considérer que l'intégrale

b
(15) f LfOt)— )] dt.
”t

Or, sur le complémentaire d'un ensemble &; du n° 40, la suite
Sy Sae ooy converge uniformément vers f(¢), de sorte que la partie

correspandante de Pintégrale (13) tend vers zéro avec ‘-:; Il reste &

¢lablir que l'on peut prendre ¢ assez grand pour que
j‘ [ foer— S 000} odr
&
q
soit arbitrairement petit quel que soit p assez grand ; mais
£ LA — S () de ‘r./ [flr— fult) ] dt + -_:_f [ Sl Y~ f ()] db;
" 6, ¢,

pour m ct N, asscz grands le second terme & droite sera arbitrairement
petit; m et N, étant fixés, le premier terme & droite tend vers zéro

I . .
avec P puisque, dans ces conditions, la mesure de &; tend vers zéro.

.o théoréme du n® 39 est ainsi établi.
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FONCTIONNELLES LINEAIRES. AUTRES TYPES SMPLES
DE FONCTIONNELLES

|. — FONCTIONNELLES LINEAIRES.

1. Apres ces considerations generales, nous allons examiner
maintenant divers cas particuliersnolables et, d'abord, celui des fonc-
lionnelles diles lincaires ou du premier degre (homogene). Les plus
simples d'entre elles sont deduites des formes lintfaires a n variables

) —
Pily, yaa ooy, "V"}_thyh
1

en appliquant le procédé géndral de passage du discontinu au continu
(Chap. 1, n° 5); elles seront par suite de la forme

h b '
(1) I, [_y(fi)J :-:f Kit)y(e)de,

ol k(¢) est une fonction donnée (fonction-cocfficient) et o1t y(¢) est
fonction-argument. Une fonctionnelle du type (1) sera dite lndaire ot
réguliere.

En posant
(2) y{ty=12y1(t)+ py:(8),
il vient
(3) Fily(e) = 2F:[ ()] + p Fi[y2(8) )

Sous des conditions trés larges pour k(¢) et pour le champ de
variation de Vargument y(¢) les fonctionnelles définies par (1) pos-
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sedent la continuity elementaire d'ordre zero. On petit d'ailleurs (%)
leur attribuer la continuity en moyenne : les fonctions considerees
ckant prises dans le champ (JC) des fonctions mesurables et de carre
sommable on a, d'apres |'inegalite de Schwarz,

/]

b
Il’sf.Vll—FllﬂHi\/‘] ""(t)fffl [yicey—yate) | dr.

d’ot l¢ résultat.

2. Avec M. Hadamard, nous nommerons fonctionnelle linéuire
toute fonctionnelle telle que :

a. Flle soit distributive, ¢’est-a-dire
Ciyi(tr+ 200 = Ul pite)] - U yai )]
b. ¢ étant une constante quelconque, on ait
Lleyitiy|=cUlyinl
Ces deux conditions entrainent la précédente
(3 Ulytt)] =2 Ul +u b 3],

en posant toujours
YU = Ayitt) 4w yst ).

['expression précédente (1) définit bien une fonctionnelle lindaire.
Mais il est clair que (1) ne donne pas toutes les fonctionnelles
lindaires; elle ne donne méme pas toutes celles qui ont la continuité
d’ordre zéro.

En effel, considérons par exemple

I
(4) Liyin = f &u;_ru)dr+2=;_r1:,1.

ou les 7, reprdsentent des valeurs fixes choisies entre @ et b et les «;
des constantes. Cette fonctionnelle est continue d’ordre zéro st la
série X|a;i converge, elle ne peut pourtant pas éire mise sous la
forme (1). Les fonctiounclles de type (4) joucront un réle assez
important dans la suite. L'intégrale au second membre sera dite

(') Frfcaer, [33]; SteixnArs, {981,

VOLTERHA
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representor la partie reguliere dune telle fonctionnelle; la sdrie en
represente la partie exceptionnelle et nous dirons aussi que la
fonctionnelle depend exceptionnellement de y(t) aux points excep-
tionnels T,; la contribution finie o, y(r,) apportee par chacun de ces
points a la fonctionnelle est d'un ordre de grandeur plus eleve que
la partie infinitesimale k(t)y(t) dt venant d'un autre point du
segment (a, b).
De méme

b
w5
(5) Ulr(0)] =j{: k(eyy(orde +2 21y (510 + 3 B00)
i

/
sera fonctionnelle linéaire avec (si 2 |8/ couvorge) la continuité
\ f

elementaire d'ordre un; sa partie exceptionnelle comporte des
termes ou figure la derivee premiere de y calculee aux points excep-
tionnels 0;. II sera facile de definir de meme des fonctionnelles lincaires
ayant une continuito elementaire d'ordre quelconque.

3. Les types precedents de fonctionnelles lincaires sont assez
generaux pourla piupartdes applications. 1Is n'epuisentpourtant pas
tous les cas possibles.

Nous avons done a examiner ici le probleme de la representation
analytique de toutes les fonctionnelles lineaires. Ce probleme n'est
bien pose et ne peut 6tre traite qu'en précisant le champ fonctionnel
de definition et le mode de continuity des fonctionnelles cherchees.

4. Rappelons an prealable quelques proprictes simples des fonc-
tionnelles lineaires et continues ('), en admettant, pour fixer les
idees, qu'il s'agisse de la continuity elementaire d'ordre zero.

Si une fonctionnelle lineaire est continue pour une valeur y, (?) de
la fonction-argument, e'est que

(6) Uly: ()] = Gipna)]
tend vers zéro avee la distance (yy, 1), Or ¢n posaul

3‘}' = Y=,

(') ¢f. F. sz, [92].
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la différence (6) est égale
Uldr (o]

ct doit tendre vers zdéro avec max [or(¢y!].

La condition ainsi obtenue no depend plus do la fonclion-argu-
menlyt(t) do sorte que : la continuite pour une valeur de I' argu-
ment entratne la continuity pour toute valeur de cut argument.

Designons d'autre part comme domaine borne du champ fonc-
lionnel de definition do U la portion do ce champ characteristic par le
fait quo

max | y(¢y]

reste inféricur i un nowbre M. Nous allons voir que :
Toute fonctionnelle lincaire et continue est bornée dans un
domaine borné du champ fonctionnel.

Sinon, en cffet, un pourrait trouver une suite de fonections ret)
telles que
max |yt ey M
ot
Ufyae) T A k=1
Mais alors la série

-

it .
E ‘—;\_,— < signe de U g

'

convergerait uniformément vers une fonction du champ ) (#) et 'on

aurait
Uirai o}’
| I S =2 l——-——
|. I L = 1
ce qui est absurde.
Remarquons enfin que le fait que L est bornée en moduie par le
nombre P dans un domaine du champ fonctionnel
max|[r(6r] - M

entraine, d’aprés la propricte b du n" 2, que

. . P
L7 i ! |J'((||!;-‘lllralx[.l'(tli,
quelle que soil y(¢). Il en résulie que In fonctionaelle L est continue

an voisinage de y(¢) =< o. done pour toute valeur de Pargoment y (+).
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Il est done equivalent de dire que la fonctionnelle lineaire est
continue ou de dire quelle est bornee pour tout domaine bornE
du champ fonctionnel.

Toutes ces propriete, etablies ici pour la continuity d'ordre zero,
Setendent, mutatis mutandis, aux autres types de continuity.

5. Revenons au probleme, pose dans ie n° 3, de la representation
analytique des fonclionnelles linciaires. Une premiere solution fut
donnee par M. Hadamard en 1903 (). Elle sapplique aux fonction-
nelles lineaires definies pour les fonctions continues et ayant la
continuity elementaire d'ordre zero; elle s'appliquerait aussi au cas
ou l'on admet seuiement la continuity elementaire d'un ordre p
quelconque.

La fonctionnelle cherchde etant lineaire, si

r(1y= ko),
i
on a

Uy (01 =3 ki Uly(0)]
i
et, passant de la somme a une intégrale, on a
] - h
U[ [ f(lln(t)ko = f SOYULy (O]

Ramenons l'intervalle (a, &) a (0,1) et prenons en particulier

1
e~ y (%) )

o
1
f e~ ler9 o
o

expression dans laquelle y(}) joue le réle qu’avait plus haut £(2). 1l
vient, d’aprés (8),

(8) yult) ="

1
Ulya(Ol= [ y(O9FQ, ) d

(1) Cf. [60] et |61 1.
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avec
g—[-l-‘{}.—f.-‘

Fo, w =0 — ,
r e—#0—01 (i)
L[

bl 1]

gui est independante del'argumentvariabley(t). Mais il estclassique
gue Yu(t) tend uniformement vers y(t) quand p tend vers I'infini.
Nous aurons done, a cause de la continuity postulce pour la fonc-
tionnelle

|
(9) Ulycy)l = him Ul yptd)] = lim f F(a, wpyid)da.
Pooo= === Wiy -

Telle est la formule generale de M. Hadaniard : mais il est clair
que la representation ainsi obtenue n'est pas unique. Toute formule
analogue a (8) et donnaut, sous forme d'integrale ou figurey(t), une
fonction yu(t) qui tend uniformement vers y(t) pour p infini,
donnera pour U[y] une expression analytiqgue analogue a (9) avec
une F{A, #} convenablement choisie.

6. Une autre expression des fonctionnelles lineaires a <He donnee par
M. F. Riesz ('). Elle suppose seulement la fonctionnelle lineaire
definie pour les fonctions continues dans |I' intervalle (a, b) et pos
sedant la continuity elementaire d'ordre zero, done bornee. Mais
comme la demonstration utilisera des fonctions ayant des discon-
tinues de premiere espece. il convient d'abord de prolonger a de
telles fonctions la definition de la fonctionnelle.

Cost ce qui est aise par les remarques suivantes ;. etant donnee une
suite de fonctions continues, suite croissante, cest-a-dire telle que

(10) 1< (ns...,
quel que soit ¢, suite ayant une limite (¢} bornée. mais qui n'est

pas forcément continue, je dis que, pour == o, U[ 1, (¢)] tend vers
une limite. Soit, en effet, la série

(11} [Ufyel— Uyl +1 ULy} = Ulpa ]+ on

dont les sommes partielles correspondent par Popéeateur U a celles de

la série
=y (e )

(') Rigsz, [90] et {951,
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avec des signes convenablement choisis. Mais, dapres les inega-
lites (10), les sommes partielles de la derntere s6rie sont en module

inferieurea
Fa= Y1 (Yg—Fil=+...=th— ¥

born6e superieurement par un nombre C. Puisque la fonctionnelle U
est bornee, les sommes partielles de (1 i)sont eliessmgmes borndies et

18 5€rie

Gl] + (Ulp = Ul ...,

dont les sommes partielles sont U[ y, |, est absolument convergenie;
donc U[ y.] a bien une limite.

Par définition cette limite donnera U[u(t)], valeur de la fonc-
tionnelle U lorsque la fonction argument est u(¢).

Reste a vérifier qu’une seconde suite 5,(¢), également croissante

() Sm(t)s. ..
et tendant vers la méme limite u(¢), donnera

(12) lim U[5;|]=l£m UL}’”|=U{M}.

L
"] * - l
Eneffet, enremplagantau besoin les suites par y,. (¢) — =3 %n (¢)— ;I;,
ce qui ne change pas les limites, on peut les prendre eroissantes au sens
étroit
Y1 yYa<..uy TR

el, ¥, étant un élément quelconque de la premiére suite, on aura,
pour m assez grand, 3,,>> ¥a, car sinon les points tels que

v

YnZsy, Y

T3,

formeraient une sutte d'ensembles dont chacun contient le suivant,
ayant donc au moins un poinl limite pour lequel on aurait y,2> u, ce
qui est absurde,

De méme, m' étant fixé on aura y, > 3, dés que n’ estassez grand.
Dans ces conditions on peut extraire des suites y. ¢t 5, une suite
analogue

Yo Fng< Yy oes

w

tendant vers u. On en deduit (12) et cette meme egalite permet
d'affirmer que la definition de U[u] n'est pas entachee de contra-
diction dans le cas ou u(t) est elle-meme continue.
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Remarquons enfin que si u et v sont deux fonctions du type consi-
der (limites de suites croissantes do fonctions continues), u + v et
du méme type et que

Ulw+¢|=Ulu]+ Ule}:

u — v n'est pas forcément du méme type, mais il n’y a pas de diffi-
cultd & prendre, par définition,
. Ujuw—v=Ufa]—tfe].
parce que Pégalité
u(t)—vifr=wn'(ty—v'( 1)
entraine
Llu])+ U[e'|=U[v] + Ulu'|.
d’on
ULjeu]—U]e |=Ule'|—=U[+)
La fonctionnelle U ainsi prolongée reste lincaire et Uon véritie sans
peinc qu'elle reste également bornée.

7. Représentation de Riesz. — Considérons alors la function y:(¢)
égale 4 1 pour < ¢ <7 et nulle pour 7 < ¢< b, fonction qui appartient
au champ fonctionnel ainsi prolongé ct posons

(13) Ulyei )= fi=).

Cette fonction de 7 est @ variation bornée, cc (ui veut dire que,
Ly b ..oy Ly étanl des points de division quelconqgues de Pinter-
valle («. b), la somme

s=|f(h)—Srarj+1fitor— fotn .+ | fihy— fita_}

est bornée, quelle que soit la subdivision considérée ; on le voit en con-
sidérant une fonction g(¢) égale 4 &, ¢,. ..., &, {valant = 1) dans
chacun des intervalles (a, &), (4, £:). .... Ona

Ulgi)] = E1(f( Fl‘)—f(a)) -+, ..+ Eu(fi b — fltu l)

qui se niduit u pour un choix convenable des s et or est bornee par
M, module maximum de U lorsque la fonction-argument est bornee
en module par ['unite.

Soit alors une fonction continue quelconque y (t). nous la remplace-
rons par n(t) definie de la facon suivante : on divise (a, b) en ninter-
vallcs partiels et dans chacun d'eux (t.;, tj) on prendn (t) egade al'une
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desvaleursy (t;) prise par y(t) dans I'intervalle en question. La fonc-
tionnelle etant lineaire, on a

Uln(e)]= 3 (B [fi ) — fitimn)]

i
et, puisque U est continue,

Uly(e)] = lim Uln(e)} = lim 37 y (2) LFe) — flt-n)l,
la limite étant obtenue quand 'amplitude mazima des intervalles

partiels tend vers séro.
Il est naturel de désigner la limite

(14) }:‘)’(E) {f(fi}‘—f( ti1) |
par la notation

cest une integrate de Sieltjes, et I'on a ainsi la representation de
Riesz : Toute fonctionnelle lineaire ay ant la continuity elemen-
taire dordre zero, peut Sexprimer par une integrate de Sieltjes,

4

yie)ydf(e),

/]
(15) U[y(t)]:-.f yieryd e,
['argument y (t) etant suppose continu.

8. L'integrale du second membre de (15) a d'ailleurs un sens, et
definit par suite une fonctionnelle lincaire de y quelle que soit f(t)
a variation barnee. Pour sen rendre conipte il suffit de reprendre le
raisonnement par lequel on etablit I'existence de la limite de (14)
lorsque f(t) ety(t) sont donnees quelconques, la premiere a varia-
tion bornee. la seconde continue.

La fonction continue y(¢) esl uniformément continue, on peut done
prendre les intervalles (¢;_,, ¢;) assez petits pour que, dans chacun
d’eux, l'oscillation de la fonction soit moindre de ¢ arbitrairement
fixé, Subdivisons alors les intervalles (¢;_,, ¢;) par de nouveaux points
de division £; ,, £; 5, ..., t; 4y le terme général de (14) sera remplacé
par la somme

y @) { ) — flom) |+ y () [ Flda) — fla) ) +. .,
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dont la difference avec le terme correspondant de (14) est evidemment
moindre de

S = f ) ) — [+

en tout la somme (14) subit une variation moindre en valeur absolue
que eV, on Y est la variation totale de f(z) pour l'intervalle (a, b).
Etantdonnce enfin une nouvelle subdivision de l'intervalle (a, b) par
des points 8,,8,4, ..., 3,,_., les nouveaux intervalles etant assez petits
pour que l'oscillation de y(z) dans chacun d'eux soit encore moindre
que , la difference entre les deux sommes (14) correspondantes sera
inferieure en module a 2 V, comme on le voit en envisageant la subdi-
vision que donne l'ensemble des points II en suitbien, comme
il etaait annonce, que (74) tend vers une limite lorsque 1'amplitude
maxima des intervalles partiols tend vers zero.

9. Si la fonction f(t) definie par (13) est continue et derivable
dans l'intervalle (a, b), la fonctionnelle se reduit au type

;l
Ufyin] =f yoofiie)de,
LU

I'integrale de Stieltjes etant remplacee par une integrale ordinaire.

Si f(t) a des discontinuity, necessairement de premiere espece
(puisqu’'elle est a variation bornee) et en nombre fini ou denombrable. si
nous designons par o, le saut de la fonction a l'un de ses points de dis-
continuity si enfin la fonction reste derivable aux autres points
de (a, b), la fonctionnelle prendra la forme

[
Uly| =f f'{l'l_ytf}dt-l-z 2 V(74
L i

dependant exceptionnellement des valeurs de y aux points de discon-
tinuity de f(v).

Dans le cas general, enfin, f(t) peut n'avoir pas de derivee sur un
ensemble de points non denombrable, mais qui a necessairement une
mesure nulle. La fonctionnelle se decompose alors en trois parties (')

(') Cette decomposition est due & M. FRECHET, [39].
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on a

] b
{16) u =f (O y(ydt+ Y yyviz)+ | ri)de(z)
i A S 2 A _[ ¢

La premiere est une fonctionnelle reguliere, la seconde une partie
exceptionnelle, latroisieme est un nouvol element, ou figure I'integrale
de Stieltjes de facon essentielle, cette integrate faisant intervenir une
fonction ¢(z) dont la derivee est nulle, sauf sur un ensemble non
deiombrable de mesure nulle.

10. Cas de la continuity en moyenne. — Nous noterons les simpli-
fications qu'apporte I'hypothese que U possede la continuity en
moyenne dans le champ (HH). U possede a fortiori la continuity
d'ordre o dans le champ des fonctions continues de sorte que la for-
mule (16) s'applique, mais elle est reduite au premier terme

13
U[yj:f Sty yot)de,

car les deux autres tcrmes soni incompatibles avec la continuity on
moyenne ().

11. Cas de la continuity elementaire d'ordre p. — Admettons
maintenant que la fonctionnelle U est definie dans le champ des fonc-
tions continues ainsi que leurs derivees jusqu'a |'ordre p et qu'elle a
la continuite elementaire correspondante (d'ordre P)(?).

La fonction argument y(t) peut alors etre mise sous la forme

yYihr=ym)+t—)y () +...+ %yhﬂﬂl{ﬂ

‘ -
- !_r....:'ill viPls } ds

L Tp—or-
(formule de Taylor avec le reste sous forme d'intégrale), v étant
choisi ad libitum dans Vintervalle (@, b). La fonctionnelle lindaire
Ul y(t)] s’écrit alors

Ulp(tl=asy(z)+aiy () +.. .4 ap yr-0{2} + V{yP (1))

(*) Freécurr, [33).
{?) Cf. P. Ltvy, [ T3}, p. So.
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avec
(t—z )
i [ i ]
ot ’
l'(t_s)p-—l ) d
! {(p} = e |
Viyr(e)] U_ Ay rrvied (5)ds,

Ceute derniére expression est fonctionnelle linéaire de y#1(¢), con-
tinue d’ordre zéro au sens élémentaire. Elle a donc une représentation

b
VIyiri(y) _—_f yirisydfis,
L]

ou il est clair que
Jr=Ulr 0],

¥s(t) ayant les valeurs suivantes @ si s << 1,

ib—s?
Yty = o pour ale<s,
yltr=o0 pour s 5
$1 8 >7T,
(f— =)
Yot = 3 ] pour alt<s,
{(t—W (s
Yol l) = T T T pour s tsh,

On a donc enfin

f!
Uyt =acy(z1+ a1 ) (). o dp yirti) +f »ri(s)d fisy,
k)

ou l'integrale de Stieltjes pent, comme plus haut, M* decomposer en
troisparlies.

La representation ainsi obtenue n'est pas unique puisque les coef-
ficients rti aussi bien que la fonction f dependent de r, qui peut etre
pris arbitrairement dans!'intervalle(a, b) ().

1. — FONCTIONNELLES DU SECOND DEGRE
ET DU DEGRE SUPERIEUR.

12. Fonctionnellesregulieres.— Au debut du Chapilre nous sommes
passes de la consideration des formes lineaires a n variables a celle

() cf. P. LEVY, [75, p. 60.



60 CHAPITRE I 1.

des fonctionnelles regulieres. De facon analogue nouspouvons passer
des fonctions homogenes du second degre a n variables

(17) Pu(}’n)’:;-- s,,n)'_zzgm,}'iyt

aux fonctionnelles F,{y(¢)], que nous nommerons homogénes et
réguliéres du second degré, données par 'expression générale

] h
(18) Falpol= [ [ K& )5 ya) g dn,

ott la fonction-coefficient (ou noyau) K(z, n) est donnée.
Dans (17) nous pouvens toujours supposer que k.= Ay, car dans
le cas contraire on pourra écrire

Py= 22 Kox¥r ¥ s
" +

avec

De méme si le noyau K (£, ) n’est pas symélrique en ¢t », il suf-
fira d’écrire

/] I
mmm{ffwmmmmm&@

avec
K(E 1) h(n E)
2

K'(E )=
pour éire amen¢ & un noyau symétrique.

13. Plus généralemenl nous nommerons fonctionnelle komogene
et réguliére de degré n la fonctionnelle donnée par I'expression

M)mehf fh%&-mM@MH ylEn)
X dfy dfz ... B,

dans laquelle, comme ci-dessus, nous pouvons sans restreindre In
généralité admeitre que le noyau K (C”Eg, « .1y &a) est fonction symé-
trique des variables qui y figurent.

Les fonctionnelles du type de F, apparaissent comme extension
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des formes de degre n pour le cas d'une infinite continue de variables.

14. Nous appliquerons enfin le terme de fonctionnelle reguliere
de degre n aux fonctionnelles telles que

(%) Guly(e) )= Ko+ Fafyie)]+...+ Fafyit)]

qui sont sommes de fonctionnelles homogeénes réguliéres dont le degré
le plus élevé cst égal a n. Elles généralisent dans le calcul fonctionnel
les polynomes de degré n de I'analyse ordinaire.

15. Une propriété notable de ces fonctionmelles réguliéres de degré
n est qu’elles peuvent étre utilisées pour obtenir une approximation de
n’importe quelle fonctionnelle continue. Nous avons en effet Je théo-
réme suivant dit & M. Fréchet (') -

Toute fonctionnelle G[y(t)}, continue d'ordre zéro dans le
champ des fonctions continues peut étre représentée par
Uexpression

G[Jlt]]--lunG, lri).

¢'est--dire (Ui, désignant une fonctionnelle réguliére de degré r,)

{21y G| y(t)])=lim [?\nn—#-f kna (5 pt50 dE

-
-+ [‘ f An"(-.h-’.’- )y ,l)_}’l ’]f{:;da—d—
“'i"‘[ .-.‘j &"‘;'"(51. Ej ..... Ern}

e A ST S Y § R ¥ 7/ SRR (o J

ote les noyawr k, i(Z, 22y . -4 &) sont des fonctions continues que
Uon peut déterminer pour la fonctionnelle G indépendamment de
la valeur de U'argument y(t).

Nous donnerons une démonstration due a Gatcaux (*). Nous avons
déja vu (Chap. 11, n°® 22) que la fonctionnelle F[y(#)] continue au

sens élémentaire peut étre considérée comme limite, pour » infini,

(') Cf. Fricurr, [37].
(3) Cf. Gareavx, [57].
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d’uné fonction continue fr{(¥1s 2y ..+, ¥u), les variables v4y ya ..oy ¥n
étant les valeurs que prend y(¢) pour les abscisses

b—a 2 (b ~a) nib—nm)
Y G —— QA4 ————

H]
n H

Ce résultat reste évidemment valable si 34, ¥a ..., ¥ représenlent
des valeurs quelconques prises par y(¢) dans les intervalles respectifs

( b—-a) ( b—a z(b--a))
a, a4+ —=1}y, {a-+ 3 @ s}y e es
n n

Fi

D’autre part, d’aprés le théoréme de Weterstrass sur les fonctions
ordinaires, on peut remplacer les fonctions continues fu (¥4, 72, .+, ¥n)
par des polynomes par rapport aux variables p, (1, ¥a: ..o X))
polynomes d’approximation dont r, désigne le degré. '

Choisissons alors, pour chaque valeur de » une fonction «,(¢) con-
tinue dans 'intervalle (a, &), nulle en chacun des points de division

ih—ay
‘- —

- (f=0,1,2,..., i,

positive dans chacun des intervalles que forment ces points et teile
que les intégrales
o+ '-: th—ay
an(t)ydt (f=1.9,...,n)

F.
n+—-! h—al
"

soient égales & un. Nous pouvons profiter de I'indétermination des 1+
pour choisir
i
a+ th—en)
Yi =f ar.,,(t’ly(t) ot

§—
.q...._.....'.(f,_a\
L

et, dans ces conditions, le polynome p,, (1, 32, - + -, ¥a) s met sous
forme d’'une fonctionnelle réguliére de degré r» : c¢’est ainsi gue les
termes du premier degré de ce polynome

Y+ i+ .+ Cn¥y
donneront |

b
S kninrpaya,



FONCTIONNELLES LINEAIRES 63

[a fonction 4k, étant égale & ¢;x,(¢) dans 'intervalle

a+'_l(b——-a), u+£;(b—a;.

Le théorénie est ainsi élabli,

Notons que les noyaux A, i{Zy, %2, . . ., i) sont des fonctions continues
que Yon pourra donc remplacer dans la formule (21) par des
polynomes d’approximation.

16. Co theoreme generalise le theoreme de Weierstrass (*) sur les
fonctions continues considerees comme limites do polynomes.

D'apres ce que I'on a vu au Chapitre Il (n° 22) la convergence
sera uniforme dans tout ensemble compact de fonctions continues.
Cola correspond a la convergence uniforme, dans le cas du theoreme
de Weierstrass, si les fonctions sont envisages dans des domaines
finis.

17. Generalisations du resultat de Riesz sur les fonctionnelles
lineaires. — Nous avons vu precedemment qu'il y avait d'autres
fonctionnelles lineaires que celles qui sont regulieres et nous sommes
arrives a la notion de fonctionnelles lineaires generates en les carac-
terisantpar des conditions (a. b du n°2) que verifiaicnl en parlieulier
les fonctionnelles regulieres :

Il est aise de developper des considerations analogues en partant
des fonctionnelles regulieres hoinogenes d'un degre quelconque.
Pour abrdger, nous lraiterons en detail le seul cas du second degre
et nous donnerons seulement de rapides indications sur le cas general.

18. Toute fonctionnelle reguliere et homogene du second degre
Fly(t)]verifie la condition suivante

() FPlayii)+ gy f)= AR+ 2B+ Cu?,

A. B, C dtant des fonctionnelles de y,(¢) et de ya(¢) et la relation
¢tant valable quelles que soient p,(¢), y: (¢) et les constantes 2 et .
La relation (22) entraine d’ailleurs

A =Fly(),
G= Flya(e)]

() Cf. [119].
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et Ton a enfin
2B =F[yi(¢) + ()]~ Fpi ()] = Flya(O)]

B est d'ailleurs une fonctionnelle bilineaire de y; et de y, ce qui
veut dire gu'elle est lineaire par rapport k ehacune d'elles quand
Fautre est fix6e, Enfm B se reduit visiblement a F quand on prend
les deux arguments dont elle depend egaux a y(t).

Mais il existe d'autres fonctionnelles que les regulieres qui pen vent
se deduire d'une fonctionnelle bilineaire en egalant les deux argu-
ments . ee seront, par definition, les fonctionnelles homogenes
entieres (du second degre). Nous allons voir [42] qu'elles admettent
une representation analytique tout a fait analogue a celle que Riesz a
donnee pour les fonctionnelles lineaires mais ou intervient une inte-
grate multiple de Stieltjes (integrate double dans le cas du second

degre).

19. Soit done une fonctionnelle bilineaire dependant de deux
arguments v et Y

o[y v(@)].

Reprenant la méthode du n® 7 nous désignerons par y.(¢) la fonc-
tion égale & un pour & <¢< 7 et nulle pour v < ¢< b et nous introdui-
rons de méme Y. .(¢'). Nous poserons enfin

By, Yoith] = f(z, 7).

définissant ainsi une fonction ordinaire des deux variables v ot 7', 1l
restera enfin & remplacer y(¢) et Y(¢') par deux fonctions approchées
n(t), H(¢) définies comme au n" 7. Les points de division ne sont
pas forcément les mémes pour les intervalles de variation de ¢ et de ¢';
nous les désignerons par ¢; et ¢.

Dans ces conditions

®[n(0), H(t)] = ¢[2y(5) (yut) = (1,
!
¥ (%) {yw)—mﬂwn]
3

qui, d’aprés la bilinéarité se réduit &

(3) D@ Y () [t k)~ F Clis th ) == (timis €)= f (b €1
ik
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®[y(2), Y(2)] est la limite de cette expression quand les intervalles
partiels tendent vers zéro.

La limite d’une somme telle que (23 ), indépendante des intervalles
partiels considérds, est, par définition, I’intégrale double de Stieltjes
étendue au carrd aStS b, aS¢'Sh du plan ¢, ¢'. Sinous remarquons
que dans (23) les termes dans les parenthéses constituent une double
différence de f obtenue en faisant varier ¢ puis ¢, il est naturel de
noter l'intégrale double de Stieltjes

I h
ffy(t)Y(t’)d,d,-f(r,t’).

Nous aurons donc

b b
Ly, Y(t’:]=f f YOX(Eydedy f(2, €)
et, enfin, pour la fonctionnelle homogeéne générale (du second degré)
b &
(24) FI.r(f)l=f f Yy idods fe. ),

ou 'on peut toujours, comme plus haut, supposer f(¢, ¢') symétrique.

20. L’intégrale double de Stieltjes peul sc noter de fagon un peu
différente en faisant intervenir I'expression

H[S]=f£d:dﬂf(b ),

oi lintdgrale double est diendue & une aire S quelconque du
carré¢ a<t< b, a<'<b. Hesten somme une fonctionnelle de Vaire S;
¢’est une fonclionnelle additive en ce sens que, si 'on réunit deux
aires S et 8/ sans partie commune

H{S + 8] =H[S |+ H[S].

L'intégrale de Sticltjes précédente peut s’écrire alors

[ froream

ou, si elle porte sur une fonction quelconque ¢(¢, t')

(25) f o(t, £)dH.
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Intuitiveinent on peut dire que dH represente la vaieur de H
pour uneaireinfinitesimale autour du point tt' du carre. On demontre
que (25) a un sens si ¢(¢, t') est continue et si la fonctionnelle H est
a variation bornee ce qui veut dire que, pour toute decomposition
du champ d'integration en domaines elementaires, la somme des
valeurs correspondantes de H, chacune prise en vaieur absolue, reste
bornee.

21. L'integrale double de Stieltjes qui figure dans la formule pre-
cedente (24) peut etre decomposee en termes de nature diverses, de
mfime que, au n°® 9, I'integrale simple de Stieltjes donnantl'expression
d'une fonctionnelle lindaire. Seulement la decomposition est plus
compliquee.

Sans insistersur cette decomposition pour laquelle nous renvoyohs
le lecteur au livre de M. P. Levy (*) nous indiquerons seulement la
forme des termes les plus simples, qui s'expriment par des integrates
ordinaires; ils seront du type

b &
(18) f f K%, 32) 7 (51) y(52) d offa,
déja rencontré et
{26 Kis)y(E) ¥ () e,
) f F(EOp ()

intégrale prise sur une courbe continue G intérieure au carré et pour
laquelle £y, %, sont des fonctions conlinues d’un paramétre s.

Trés souvent celle courbe se réduit a la diagonale du carré et (26)
prend alors la forme particuliére

&
(26') [ K@) e a.

M. P. Lévy nomme fonctionnelles normales celles ou ne figurent
que des termes du type (18) ou (26).

22. Des considerations analogues sappliqueraient aux fonction-
nelles entieres homogenes d'un degre n quelconque. Conlentons-
nous d'indiquer que de telies fonctionnelles seront dites normales si

") P. Levy, [75].
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les seuls termes qui y figurent sont de forme

b b
(37) [ o [ RO By B 0B ) -y Ea) d i
‘f..-,'-.._‘f
oulesa,, a, ... o sont dcs entiers quelconques dont la soinme est
egale a n : ce sont les fonctionnelles rigulieres et les fonctionnelles
normales qui sont les plus importantes pour les applications.

Dans ce qui precede nous avons suivi la marchequi nous conduisait
le plus vile aux developpements que nous avions en vue. Mais nous
devons au moins signaler le point de vue fort interessant auquel s'est
place M. Frechet pour definir les fonctionnelles de degre n (').

Un polynome P (x) de degre n verifie identiqueinent la condition

{28) P{oy oy +. .oy )
—EP(ry+ i A (— IR EP s - — 1) Plo) =0,

ot les sommes concernent les combinaisons des letires
Ziao v ooo Lypq, ot M, Fréchet a démontré quinversement toute fonce-
tion continue (ui satisfail (28), quelles que sotent les valeurs de «,,
Zyy .« ov Tnor, estun polynome de degré n au plus, Il caractérise de
méme une fonclionnelle de degré cntier n par la continuité et
I'éguation

{29) Ulyi+pya+o 4+l
— LU+ o+l o=t o] = o,

(i doit étre satisfaite quels que sotent les arguments 3 (¢}, 2 (4), -.

A partir de (29) il peat enfin étudier les fonctionnelles homogenes
{qui doivent de plus satisfaive a U{Ay|=22U[y ] el monirer que
toute fonctionnelle de degré n s’exprime comme somme de fonction-
nelles homogénes des degrés ny n -1, ...

ITT. - SERIES DE FONCTIONNELLES HOMOGENES.

23. Il n'y a pas de difficulte a introduire des series dont les divers
termes sont des fonctionnelles homogenes que l'ou supposera etre
regulieres ou encore normales.

() C¢f FRECHET, [37].
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Examinons le premier cas (*). La série sera de forme
b L
o) 6[r)] =X, Falrie)]
o
b
=k [ k(DO &

& b
...ff ka(Er, §) y(E0) y(E) s dEa+...

+f:...fﬂbk,.(s.,sg, ceer En)

XpEr) o yEn)dir oo dut .o,

Si, par exemple, les modules maximum des divers noyaux sont
inférieurs aux nombres positifs K,, K,, ..., K,, ... etsila série

(30") Ko+ Kiz ...+ Kpxn+, .,

a pour rayon de convergence R, la série (30) sera absolument et uni-
formément convergente pour

170 < g

et definira, pour ce champ de valeurs de y, une fonctionnelle continue
d'ordre zero. Cette fonctionnelle n'est pas d'un degre fini. Elle peut
etre consideree comme obtenue, par le passage du discontinu au
continu, a partir d'une serie de puissances de plusieurs variables,
c'est-a-dire a partir d'une fonction analytique de plusieurs variables.

24. Les fonctionnelles donncies par la scirie (30), que I'on peut
appeler serie fonctionnelle de puissances, avaient ete nominees, par
divers auteurs, fonctionnelles analytigues. Nous preferons aban-
donner cette denomination pour dviter toute confusion avec les fonc-
tionnelles analytigues qu'a etudiees recemment M. Fantappte (°).

Si, dansle champ de convergence de la serie (30), Fargumenty (t)
est fonction analytique d'un parametre a que nous ecrirons y(7, a),
alors

G[)’(f, a)] =f(¢)

(') VOLTERRA, [108]; FRECHET,[37].
(*) Cf FANTAPPE, [27].
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etant |la somme d'une serie uniformement convergente de fonctions
analytiques de a est, elle-meme, analytique en oc. Desfonctionnelles
telles que (30) conservent done Vanalyticite par rapport a un
parametre  qui figure dans leur argument. C'est cetle propriete
fondamentale, qui appartient non seulemenl aux fonctionnelles
precedentes, mais aussi a dautres types de fonctionnelles, que
M. Fantappi6 a adoptee comme caractfrisant les fonctionnelles
analytiques.

On etudiera de fagon tout a fait analogue les series de fonction-
nelles normales. Nous aurons d'ailleurs I'occasion d'y revenir a
propos des Equations integrates non linciaires (Chap. X1, 8111).



CHAPITRE V.
OPERATIONS SUR LES FONCTIONNELLES.

. — DERIVEE ET DIFFERENTIELLE
DUNE FONCTIONNELLE.

1. Apresles definitions et les exemples precedents, la question se
pose d'ckablir un calcul fonctionnel general, analogue au calcul con-
cernant les operations sur les fonctions ordinaires. Cela sera possible
par Tintroduction d'operations convenables s'appliquant aux fonc-
tionnelles.

Si nous reprenons une fonction de n variables f(y1,y2, .... Yn),
les deux notions fondamentales sont celles de devivee parlielle et
celle de differentielle totale. Cette derniere pent etre definie, a
partir des derivees partielles, par I'expression

" ) .
(1) df=2!%£ dvi
. 1

mais elle peut aussi étre caractérisée, directement, par les propridtés
suivantes :

1* C'est une fonction linénire des variables dy;.
2° Si on pose dy;=¢0; et que Uon prenne ¢ comme infiniment
petit principal, la différence entre df et Af {cetle derniére nolation
désignant 'accroissement de f correspondant aux accroissements 7.
p
des variables) est un infiniment petit d’ordre supérieur a unité.
p p

-
Passons maintenant au cas d’une fonctionnclle F [y( £) J el donnons
@

a »(t) un accroissement ¢)(£); nous sommes conduits & définir la
différentielle de ¥, soit 8F, comme une fonctionnelle dépen-
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dant de 3y(¢) (et aussi de y(¢), de sorte qu’on pourra la noter
b 5
3F [5(2), 3y (2) |} telle que :

a. Elle soit fonctionnelle linéaire de 3y ;

b. En prenant dy = e0(t), ot ¢ est toujours l'infiniment petit
principal, elle ne différe que par un infiniment petit d’ordre
supérieur & un de Uaccroissement AF qui correspond & Uaccrois-
sement 8y de la fonction argument, ce qui revient a dire que
lona

" AF — 8 Flyicern e 00 )]
1nmn = 0
F 4 ] £

ou encore, en tenant compte de a.

(2) Iim‘éwl‘-‘—-—aF[y(H,ﬂft}]a=o (1),
s:n( £ ,
AF ayant la valeur F{y 48] — F|y].

L'extension aux fonctionnelles de la notion de derivee partielle est
non moins importante et a ete obtenue par M. Volterra des ss
premiers travaux sur le sujet (?). Il montrait en meme temps com-
ment, pour une fonctionnelle ainsi derivable, on pouvait calculer
effectivement, en generalisant la formule (i), unedifferentiellejouis-
sant des proprieties qui viennent d'etre dites. Ce sont ces resultats
gue nous exposerons d'abord.

2. Extension de la notion de derivee partielle : derivee fonction-
nelle. — Ladefinition de la derivee partielle implique un accroisse-
ment donnd a une seule des variables y;. Pour passer au cas d'une
derivee fonctionnelle il serait peu indique d'envisager un accroisse-
ment donne a y(t) en un seul point de l'intervalle (a, b) : ce serait
sortir de propos delibere du champ simple et important des fonctions

(Y) M. Hadamard [60], puis M. Frechet ont insistc sur I'interet d'une definition
directe de la differentielle. M. Frechet a fait sur rette question, tant en ce qui
eoncerne les fonctions ordinaires que les fonctionnelles, des travaux tres impor-
tants : [38], [40]. Sadefinition de la differentielle fait intervenir la distance de
Tegpace fonctionnel; elle est un peu plus restrictive que celle du texte. Nous la
retrouverons ulterieurement : nous avons prefere garder au debut le point de vue
qui a etc celui dc M. Volterra des ses premiers travaux ([108] et[109]).

Au sujet des diverses definitions de la diflferentielle, cf. P. Levy, [75], p. 51.

() [108], [1091.
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continues; de plus ce serait inoperant pour les fonctionnelles, les
plus usuelles, dont la valeur ne change pas quand on modifie |'argu-
ment aux points d'un ensemble de mesure nulle. 11 conviendra done
de donner un accroissement a |'argument y (t) en tousles points d'un
segment contenant un point ¢ de Tintervalle (a, b). En faisant tendre
vers zero |'accroissement et le segment consider on obtient, et €est
la la generalisation cherchee de la derive partielle, la notion de
dérivée fonctionnelle au point§.

En voici la définition précise.

Soit AF Vaccroissement d’unc fonctionnelle

F [r(g)]

lorsqu’on donne 4 y(¢) un accroissement arbitraire (intégrable)
sy{t)=w(f)

d’un signe constant et concernant uniquement l'intervalle de valeurs
de ¢ (m<t<n),intervalle d’amplitude n — m = A et contenant & son
intérieur le point £ fixé sur le segment (a, b). Posons

n
c:—..-.f w(t)dt.
mn
A¥

Admettons qu'il y ait une limite bien determinee et Jinie de —

lorsgque fx [maximum de | w(t) |] et h [etendue du segment (m, n)]
tendent simultanement vers zero, le segment (m, n) contenant tou-
jours £ a son interieur* La limite en question sera, par definition,
la dirwie fonctionnelle de F par rapport a Vargument y(t) au
point E.

D'apres sa definition cette derivee ne depend pas de w(t), mais
on doit preciser dans chaque cas quel est le champ des func-
tionsw(t) (1). La derivee depend du parametre ¢ qui joue le réle de
paramdtre de derivation : €est une fonction ordinaire de £. Enfin
notons qu'elle sera aussi line fonctionnelle de y(t) definie dans un

(*) 11 pourra arriver quel'on ait a remplacer, dans la definition de la derivee
fonctionnelle, u, maximum du module de w(t)? parune autre quantity dependant de
la definition de la distance dans le champ des fonctions w(t).
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certain champ (a preciser lui aussi) : nous la noterons done

b
F’ [y(t), E].

3* Passage de la derivee fonctionnelle a la differentielle. — La
formule precedente (1) conduit arechercher si ladiflerentielle oF ne

s'exprime pas, a partir de la derivee fonctionnelle F', dont on suppo-
sera |'existence, par la formule

(3) o = [ " [7@ ¢ arwr

Nous allons envisager d'abord le cas on le champ des argumentsy (t)
(done aussi celui de leurs variations) est I'ensemble des fonctions
bornees et continues (). Suivant toujours I'analyse de M. Volterra,
nous etablirons (3) sous les conditions suivantes, qui ne sunt evi-
demment pas les plus larges possibles :

Dans le champ fonctionnel considers :

L. Le rapport A st borné en module par le nombre M
wh

-

. AF . .
1. La limite de = est atteinte de facon uniforme par rapport
i (a<ESH) aussi bien que par rapport & y(t);

Hi. ¥'[y(¢), £] rst uniformément continue par rapport it 7 et
a y(¢).

[’expression (3) étant évidemment fonctionnelle lincaire de §y(¢).
il suffit de vérifier la formule (2).

4. Cas ou la variation de 'argument a un signe constant. —
Introduisant, pour vérifier (2), la variable positive et trés petite e,
nous donnons & y(¢)la variation 8 y(¢) d'un signe constant, positif par
exemple, inférieurc a ¢ et que 'on peut toujours écrire 8 y(¢) == e 8(2),
la fonction 6(¢) ayant pour borne supérieure un. Evaluons

AF=F[y+«}—F[y].

Nous passerons d’abord de y(¢) & la foncuion représentée par

{*} Des considérations analogues s'appliqueraient, mutatis mutandis, & d’autres
champs fonctionnels; ¢f. d'ailleurs infra n* 9.
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la courbe sinueuse de la figure, fonction continue qui coincide
avec y{(t)-+e8(t), dans les intervalles ¢,¢,, £,¢,, ..., avec y(¢)
aux points @, Ty, Ty, .... ¢t qui délimite, avec la courbe ¥(¢), des
alres &y, Ty « .-

y
1
|
|
)
| I
; l
o T = b ¢
t, &'t &%, £, 8,

Effecluant d’abord la variation o, y(¢)devient », (¢) et I devientF,
avec

Fo F=o (F[p(6), fhf-+m)
effectuant ensuite la variation a,, 1l vient de méme
Fo— Fi=m ( Fily.it), Ea]+ ‘r.:)
et ainsi de suite jusqu’a
Fo— Ty = :rj,,( 'y ypma (), 5] + 'r”,).

s'il y a p intervalles a 7, 7,73, ..., Tp—s b (p est égal & quatre dans
le cas de Ia figure). Les £ peuvent étre pris quelconques, respective-
ment intérieurs aux intervalles susdits; leur choix sera d’ailleurs pré-
cisé 4 Pinstant. Enfin, d’aprés I, n; est trés petit avec e el avec A;
(longueur de l'intervalle 7;_,7; sur lequel se répartit la variation o).
Les formules précédentes donnent

Fp—F = o (Fy(e), 6] +n)+n(Fin, 5214--.-‘2) t
Mais, F’ élant uniformément continue on peut remplacer

F'[.yl'(t)l Eh-i] par F’[.,V(f), EH-iI
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en introduisant un terme correctif §; tres petit avec £. Notons enfin
gue, pour un choix convenable des E; on aura, d'apres le theoreme
de la movenne

s FEy(), &) =j_" Fy(t), £ do(5).

Dans ces conditions, en notant ¢4 Paccroissement de y qui corres-
pond a la courbe sinueuse de la figure [e@(g)da: da(E)], on aura

F,—F= sf F'Ly(2), 8]0(E) dE + (519 + Tamg +re) - (8250 4 3a%5 Av.).
[

Passons enfin 4 F{y + €0, que nous désignons en abrégé par F.
F — F, correspond & des variations moindres que ¢ et concernant des
intervalles a ¢, ¢, ¢, ...; d’apreés 1, il est done limité en module
par

s)l((:.—a)+(cgmt;)+...),
tandis que

]
slf Fly(e), £1(0cs

K désignant une borne supérieure de | F'|. On en déduit que

SRe((h—ar+ a— ) +..0),

4) |2 f By (o £100%)
Y L TS joala+. ..
< - +- -

+(\1+K)((:.—-a)-a—cr:—r',)-o-...)

et il reste & vérifier que le second membre de (4) est arbitrairement
petit avec ¢. Or en désignant par v et { les plus grandes des quan-
tités {0; | et {§;] et cn observant que oy + a3+ ... <{(b —a)e, on
voit que le second membre est inféricur &

(b~a)(+ )+ (M+ Ky ((f1—@a) (L~ 1) +...).

Le résultat annoncé s’en déduit puisque, d’aprés II, » est arbitraire-
raent petit si Pon prend ¢ assez petit et les points de division 7, 7, .
asscz serrés, d’aprés I1I, { cst arbilrairement petit avec ¢ et enfin gue
la derniére somme (¢, — @) + (¢&,—¢,) + ... peut étre rendue arbi-
trairement petite par un choix convenable des points ¢, £, £, 8, .. ..
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5. Cas dft la variation de I'argument change de signe. — Suppo-
oNs, ce qui nerestreint pas la gén6ralit6, que |8(¢)| soit constam-
ment inferieur a |'unite. On posera

(%) 80e) = 8.(2) — 8a(¢)

—0
0y(2) = 1=

2

0;(8) = L}ﬂ(ﬂ,

les fonctions 9,(2) et §;(¢) dtant partout positives ct bornées par
Punité de sorte que le calcul du numéro précédent s’appliquera a
chacune d’elles,
On a alors
AF _ Fly--0)—Flr|
H 4
Fly+eb 1 —=Vlyl  Fly+el]—Fly 0 —<b]

A
i z

Lorsque ¢ tend vers zéro la premiére fraction tend vers
FI
f |, 5104050 of,
7]
d’aprés le n°® 4, la seconde tend vers
i
f I‘vi.y’ EIQZ(E]dEJ
" "

parce que, d'ane part on peut trouver, pour

‘, R <0, — <0, ]
ILV"‘ Eﬂl} l:l.} -+ [,i £ _| _[ l"”[_}"'—!"il]’—i[)g, 2’02(5)(!2‘

M

une limite supérienre arbitraircment petite avec ¢ ¢t qui ne dépend
pas de la fonction-argument y 4 9, — 6, (n° 4) et que, d’autre part,
on a évidemment

b |7
tim [y b= s, E10(E) 5= [ 1151 0:(5)

et

Il en résulte bien que, dans tous les cas.

n I
tim 20 = [Ty, 5100) @

< =ik Yo
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6. Formes plus generales de la differentielle. — Dans le cas d'une
fonctionnelle lineaire la differentielle coincide avec la fonctionnelle
elle-meme de sorte qu'il est bien clair que les fonctionnelles prece-
dentes, pour lesquelles la diflterentielle a la forme (3)

5F =f Fly,El8y(E)ds,

ne sont pas les fonctionnelles les plus générales ayant une différen-
tielle. 1l existera des différentielles du type linéaire le plus général
et se mettant donc sous la forme de Riesz [Chap. III, n® 9,
formule (16)].

M. Volterea a envisagé, en méme temps que le type précédent (3)
le eas — pratiquement suffisant — o il ne ligure pas d’intégrale de
Stieltjes dans la différenticlle laquelle se réduit alors &

I
13 Ty Ll hTJ "~ -‘ y
(6) = [ G Y e,
L] '

F eomprend dans re cas une partie reguliere analogue an second
membre de (3), msiis elle depend aussi de 43 aux points excep-
tionnels Zi. On en trouvera do nombreux exeinples dans la suite.

Lorsque ok est du type (()) les conditions precedentes I, Il ne soul
plus verifiers au voisinage d'un point exceptionnel g;.. Il est aise de
voir comment on pent les modifier.

Observons dabord que | ne pent subsister pour uu intervalle con-
tenant le point exeeptionnel z,. Admeltons pourlant que les conditions
[, 11, 111 subsislent pour tons les intervalle.* ne contenant pas a leur
interieur el supposons de plus que, pour un intervalle d'amplitude It
contenant Z,, on ntt

AF
(= lim=-- =w,
‘ h-o Mt
1]

la limile étant obtenue de fagon uniforme par rapport aux fonctions-
arguments, Le raisonnement du n® 4 s’applique en prenant &, pour
I'un des points t,, 7y, ... et avee des modifications insignifiantes : la
différentielle garde la forme réguliére (3).

Supposons alors que la condition (7) soit remplacée par la suivante :
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il existe une constante a telle que

, . {AF _ By(E))}_
) &:;{H a2l -,

uniformément comme plus haut. La fonctionnelle F — ey (£,) véri-
fiera (7) el aura une différentielle réguliére. D’ott

[
oF = [ Fly, t1ay@)di+ady(t)

En général des conditions telles que (7') pour les intervalles qui
contiennent les points exceplionnels £, jointes aux précédentes I, 11,
LI pour les inlervalles auxquels les §; ne sont pas intéricurs, permel-
tront d’affirmer Uexistence d’'une différentielle oF du type (6).

7. Remarques sur les deux points de vue possibles dans I'etude des
derivees et difterentielles. — On pout aborder Petude infinitesimale
d'une fonctionnelle soit en cherchant sa derivee fonctionnelle en
chaque point de (a, b), soit en cherchant en bloc sa diflferentielle. 11
ne faut pas opposer les deux points de vue et nous ne voyons pas
de raisons d'affirmer la superiorite de I'un d'eux : la differontielle
synthetise ce qui so passe aux divers points de Pintervalle (a, b) et,
s'il s'agit d'une fonctionnelle assez simple, on |'atteindra immedia-
tement ('); dans des cas plus complexes I'autre point de vue pourra
simposer parce qu'il permet de divisor ladifficulte. Lorsqu'il en est
ainsi, les precedentes I, 11, 11l donnent des conditions locales (qui
ne sont evidemment pas les plus larges possible) permettant de
conclure a I'existence d'une differentielle pour une variation dey
interessant tout le segment (a, b).

Du point de vue de |'etude directe de I'existence de la difftfren-
tielle. il serait d'ailleurs interessant de degager des conditions suffi-
santes assez larges. Il ne semble pas que |'on s'en soit beaucoup pre-
occupe, aussi donnerons-nous un exemple tres simple de telles
conditions.

Admettons, ce qui ne restreint pas la generalite, qu'il sagisse
d'etudier la fonctionnelle F [y ] pour les fonctions voisines de y (t) = o.

() C'est ce qui arrive pour les fonctionnelles qui interviennent dans le calcul des
variations : on en calcule directeinent la differentielle (ou variation).
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En d6signant par x(t) I'accroissement 8y, |'accroissement de la fonc-
tionnelle AF sera une fonctionnelle

Glz(e)]

guo nous supposons, comme plus haut. definie dans le champ des
fonctions x(t) continues et bornees en module par le nombre M.
Introduisons deux hypotheses de quasi-linearite:

Hyroruise A. — Sijz|{Se, 1 k|{S1,0na
Glhz ]| = k(G|x ]|+,
¢ . 4 L Ay hJ
- tendant vers zéro avec e uniformément par rapport i x(t)eta k.
Hyvoruise B. — SijaiSeet iy |Se,0n ¢
Glor+y]|=Glr]+Gly]+V,
-—E; tendunt vers séro avec s,

Nons en déduirons Uexistenee d'une différentietle de la fonction-
nelle considérée pour la valenr zéro de 'argument. D'abord :

. Quel que sott (L),
Giza(t]

a une limite | x)| quand ¢ tend vers séro.

Nous pouvons en effel admettre que j.z;=t ¢n vemplacant au

. £ - r L . ) T
besoin e par N Or, pour démontrer U'énoncé, il suffit de vérifier que

Gler] _ Gl

£ i

peut étre rendu inféricur en module & « arbitrairement petit pourva
que ¢ ¢t ¢ sotent mférieurs a g, convenablement choisi, Mais

H
Gl—gr
Gler) T

£ £

I Lofar] -2

=1

(d’aprés A), @ correspondant a la fonction ¢, .« inférieure en module
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A e, eték:f—; de méme
]

Gz t P
""'I':?"'J = ;G[nx]+ s—;,

®’ correspondant a la méme fonction ¢,z et & &'= -

€]
D’ou

Glie] _ Oléallc 101, 19
g.r = £y

3 51
qui tend bien vers zéro avec e, d’aprés A.

Ecartons le cas bhanal oxt H{[ x] serait identiquement nul et vérifions
que :

II. H[z] est une fonctionnelle linéaire, c’est donc la différen-
tielle cherchée.

D’abord
Glehz| £kGfzx] _ kd

E E E

donne a la limite, pour e = o,

Hikx]— iH[x}=o0.
D’autre part
Gle(x +y)] — Gler] - Gley] " W
:

£ £ 4

et, d’aprés B, il en résulte
H{r +y}=H[z]+ H[y].

La différentielle ainsi obtenue OF = H[z] [avec & (2)==3dy(¢}]
n’est pas forcément hornée. Ajoutons aux précédentes conditions la
suivante :

Hyroruise C. — H[x] est bornée pour | x| borné, donc c’est une
SJonctionnelle continue de = ().

H|[z] admettra alors une expression analytique du type de Ricsz

b
Hle]= [ =(5) d ().

{*) Chap. 11, n° 4,
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Dans un intervalle ou f(£) est dérivable et a une dérivée
continue f'(£), la fonctionnelle considérée sera elle-méme dérivable
au sens du n® 2, sa dérivée fonctionnelle étant f/(%) an point §.

8. Cas oi la fonction-argument a des dérivées finies et continues.
— Jusqu’a présent nous nous sommes placés dans le cas ou les argu-
ments y(¢) et 3y(¢) sont des fonctions bornées et continues. Le cas
ou F[y(¢)] n'est défini que pour des fonctions y(¢) bornées et
continues ainst que leurs p premieres dérivées mérvite quelques
développements.

Soil Ia fonctionnelle particuliére

s
F = [ y':( ) fft,
v

pour laquelle p est égal & 1. Donnant a y un aceroissement ¢ 6(¢), il
vient

. r
(¥) llm'\- =
-0 &

h
f YW de
LY §
On a ainsi une exXpression qu’il est naturel d’appeler diflérentielle de
la fonctionnelle constdérée. Dans le cas on " (¢) existe on a

h b
->.fy’{r)ﬁ'(t)dts-r.;,-’(b)ﬂ:‘b)——-z_y'c'n)l}(mw—-.:.I Yo de.

expression de la dillérenticlle avant la forme précédente (6). avec les
valeurs exceptionnelles e et 5. D’autre part, pour oblenir la dénivée

. - . AF . . .
fonctionnelle de ¥ commme limite dua rapport = il faudra ajouter a

I'existence de y' et 8y d’autres conditions (existence par exemple de
y" et 8y") qui viennent restreindre le champ dans lequel F étail
définie.

C’est 1a un point qui parait assez général : dans les cas oa F{ ()
n’est défini que sous des restrictions de dérivabilité pour y, on sers
amené 4 de nouvelles restrictions concernant y ¢t )y dans I'étude de
la différentielle ou de la dérivée foncuonnelle de F.

Admettons en effet que F est défini pour les fonctions j-(¢) ayan!
leurs dérivées bornées ¢t continues jusqu'a Pordre p. Nous pourron:
définir Vargument y (¢) par la donnée de yi#)(¢) et des valeurs G,

YOLTERA A
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w: - GP " dey,y ...,y en un point a choisi une fois pour
toute arbitrairement sur le segment (a, h). La fonctionnelle F peut
alors s'écrire

b
F [Jrlm{t), Cas C'M v C'g_l]’
2

fonctionnelle de y'#!(¢), fonction ordinaire de C,, Gy, ..., C&'. Le
changement d’argument [y (¢) an lieu de (¢)] raménc au cas déja
traité et il pourra exister une différentielle de F de forine

[
(9) FidCat FadCyr .ot [ @iy, Ca, €y E1BYPE &G (1),
a

en se¢ bornant pour sumplifier au cas régulier. Mais si Pon veul
dans (g) faire apparaitre,commedansla précédente (6), une intégrale
définie ou figure ¢ y (2) an licu de 3 ¥ (£), il faudra des intégrations
par parties et l'existence des dérivées de @ par rapport & z. Ces

dérivées n’onl aucune chance d’exister en général, 4 moins que 'on
ne restreigne encore le champ de vartation de I'argument y(¢). f

. . . . . AF
SJortiori pour définir la dérivée fonctionnelle comme limite de = -

cn gardant

]
-:r:':.j syitrede.
m

des exemples aisés montrent qu’il fuudra, non seulement les restric-
tions précédentes du champ des arguments 3, mais des restrictions
analogues pour dy.

9. On sera donc amené en général & restroindre e champ de varia-
tion de Pargument y(¢) se bornant aux fonctions telles que

y()y, Y, ooy (ntep)
sont bornées et continues el imposant les mémes conditions a la
variation ¢ y{(¢).

Le champ de Pargument étant ainsi réduit, il n’y a gucune difficulté
i retrouver (*) des résultals analogues a ceux qui furent établis aux

{1} Bien entendu, c'est seulement en apparence que les valeurs de )- et (e »es
dérivées pour ¢ = a jouent un réle spéeial. Cf. Chap. II1, fin du n° 9.
(%) Cf. Vorrenny, [108] ct [110].
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n°®3, 6 prrcrdents pour une fonctionnelle drfiniepour des arguments
seulement continus.

Admetlons reniplies les conditions I, 11, 111 dun® 3, pu designant
maintenant le maximum des quantity

lo(e)], o' (], ..., [olm()]

Nous pourrons encore en conclure Pexistence d'une différentielle
donnée par

& &
(3) oF = [ F'[yu), EJ 3y (E)dE.

Le raisonnement fait plus haut se conserve sans modification : il

faudra seulement choisir la fonclion 5(:), qui definit les aires a; de la
figure, de fagon qu'elle ait des derivdes finies et continues jusqu'a
Tordre n inclus, £ 4(¢) etant alors dans un voisinagc d'ordre n de la
courbe initiate y(t). Mais cette restriction au choix de 8(2)i ne gene
nullement pour le choix des points dedivision z;, ¢; et ¢;.

Si les conditions I, I'1, 11l sont satisfaites pour tout intervalle ne
contenant pas le point exceptionnel ;, et si, pour un intervalle conte-
nant ce point, on a la condition (7). |I'expression (3) de la difieren-
tielle reste valable. Si, enfin, il existe des constantes g telles que

. AF — e 1y —ets B3y (5 — o 6 3V (Y

€7") Iun( BT 2 s A R,
.’J'“:Of Iu' ‘
=0

timite uaniforme par rapport a Ia fonctlion argument y. on aura

13 "
3F =f FLy(6) EJ oy () dE+ X, ardp0iE)
" Py 4

avec uue partie reguliere el un point exceptionnel ¥,. On pourra de
inline envisagor plusieurs points exceptionnels.

I'l. — DERIVEES ET DIFFERENTIELLES D'ORDRE SUPERIEUR.
EXTENSION DE LA FORMULE DE TAYLOR.

10. Derivees successves. — La derivee fonctionnelle premiere
Fly(t) Zigst une nouvelle fonctionnelle dey(t) qui peut etre ega
lement derivable. Dans ce cas sa derivee fonctionnelle prise au point £,
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de Pintervalle (a,b) sera la ddrivcie seconde de F,que nous noterons

HEOERN!

De meme, apres n derivations fonctionnelles, on aura la derivee fonc-
tionnelle n'®™ que nous noterons

I
Fin) [}’(”: 1y B2y 0 nns E"]’
a

Eis Eay « ooy Eu désignant les points de Pintecvalle (a, &) ot ont été
effectudes les dérivations successives.

11. Sous des conditions assez larges, on démontre (Cf. infra
n® 13 et 26) que F” est fonction symétrique des paramétres £y, 2.

Frly(e), 51, Sl =F [y (1), 5 5 ),

ce qui généralise le Lthéoréme d'amalyse sur l'inversion de denx déri-
vations particlles

Jaf _ f

= ’
g oa, L, dr,

si f dépend des variables &y, 24, ..., 2.

De méme Fi*! sera en général fonclion symétrique des parameétres
4y B2y ++ .y Ea. On peut encore énoncer ces résultats en disant que
V'ordre dans lequel on cffectue des dérivalions successives fonetion-
nelles est sans importance.

12. Differentielles successives dans le cas ou elles sont regulieres.
— Ladefinition precedente de la differentielle revient a

8F[y, 8y} m{ F|‘y-4-aoy]ja .
et il sera nature! de définir de méme les différentielles successives

par

..................................

< dr
F [y, ByJ—"-g f,,!' [y +edrle

...................................
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les derivees am seconds membres etant supposes exister et donner
des fonctionnelles entieres et homogenes en ¢y de degrees respectifs
2y ey Py

L'expression (3) de dF se géndralise aux différentielles suivantes.
Supposons. pour nous borner a des hypothéses simples, que les
conditions I, II, III du n®3 restent satisfaites dans les dérivations suc-
cessives de F'. Dans ces conditions (3) appliquée & I donne

{ .
—!-i»+=m.,-l-[ By e s By, G 8] 805

et, puisque

’J
o L e " -
{ l||-|-~50;ftJ = / Fily+edpy. 5[50 45 )
(r!z - rl'. - - - s
il vienl
1] N
aF = [ j Frioaouey; 50518 pi 508 (50 d%) dfa
L} o

On montrera de méme que

(10) P K ——f J l-'m[ RAR ST T TR P kN W B IR OO R SR L TRSONNY 7 |- PN

Sous les conditions posdes les dilférenticlles successives sont done
des fonctionnelles régulicres et homogeénes ayant pour noyaur les
dérivées fonctionnelles successives.

13. Extension du théoréme de Taylor ('). - Si, dans la fonction-
nelle F| ¥ + 9| nous considérons y(¢) et ¢(£) comme fixées. la fone-
tionnelle devient une fonction ordinaire de . soit f(g). qui sous les
conditions posées au numéro précédent, sera dérivable jusqu’a
Pordre p par vapport a ¢, les dérivées dtant données par les
formules (10) o1 ¥ est remplacé par 1 -+ eg et 3y par 9. Appliquant
4 f(¢) le théoréme de Taylor, il vient

B dfy L ey ey
fin=Jfoy+ (Hi)s...,n T :p--n!(du'- ‘ )s " p! (W)sﬂ’

ol § ¢st compris entre zéro et un. D'apres les formules précédentes il

(') Cf. YoLTENRS, [108].
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vient done

=1 b b
1
(11) F[y+?]=F[y]+2Iﬁj; ‘[ FiO | y(e); &1y By ooy Ei
1
. , X 9(Er) ... (B dEr. .\ s
+;:~;f f Flly(e)+0o(2); &1, 52y o0 §5
‘ X G5 en pEp) ... dEp,
formule qui (kend aux fonctionnelles derivables la formule ordinaire
de Taylor pour les fonctions de n variables. Si la fonctionnellc est
derivable d'un ordre quelconque et que les conditions qui permettent
decrire (I 1) soient satisfaites. quel que soit p, si enfin la limite du

dernier terme est zero pour P infini, nous aurons le developpement
en serie

= & [
(1) Fly+el=Fiyl+ X 7 [ o [ Folyiz, )
1 € L
X el po(EdE ... diy

y(¢t)étant fixé cette formule nous donne une série de puissances fonc-
tionnelles pour définir
Glett)il=F[y+o} (1)

Pour p =1, la relation (11) se réduit a

]
(it) Fly+<?l=F[.r]+f F'lytt)+0(2), E]o(E)ds,

qgui constitue la generalisation fonctionnelle de la formule des accrois-
sements finis. En supposant que la fonction (t) ne change pas de
gsrne dans (a, b). on en tire

b
) Fly+gl—Fly|=Flr@ =+t [ e®®,

£ ayant une valeur comprise entre a et b.

Cette derniere formule permet dejustifier le principe de symetrie
des derivees fonctionnelles enonce au n° 11 (?). Il suffit evidemment
d'etablir cette symetrie pour la derivee seconde, c'est-a-dire de

montrer que
F'ly@, by bal=F"[y(e), & 6

)

(2 . Chap. I I1,n* 23, 24.
)

Cf
Cf. VOLTERRA, [105].
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Or soient (a4, b,) et (as, by) deux intervalles intérieurs & (a, 6) et
contenant respeclivement £, et . el envisageons une fonction ¢, (¢)
nulle a Pextérieure de (a,, b,) et positive dans cet intervalle ainsi
qu'une fonction ¢;(¢) nulle, sauf dans (a,, &,) on elle est positive.
Formons I'expression

M=Fly+o+o]—Fly+al—Fly+sl+Fly]

qui peut s’écrire

(12)  M=wly+o|—ulyi
ou bien

(17 M=viy+ao|—vly)
cn posanl

wfyl=1r4+z—=¥Fy|
et
ety =Flyr+ei— vl

Posons, pour abréger,

.‘ff‘ f]’
So= [ qibik, Se= [ ganrdr.

Yo
En prenant M sous la forme (12} il vient, d’aprés (117),

M=nisit)+ 0,300,588,

el, en utilisant encore (11”) pour transformer la dérivée fonction-

nelle «’,
M= F 0 50000+ 0 32080, By, 51 152,50,

formule dans laquelle &, et 0, sont compris entre séro ¢l un eti),
%, respeclivement intérieurs a {,, by) et (@,. b1). En partant de (12).
on aura de méme

M = F"[ . 07 94000 -+ 02 9a(0), T, 505, S0,

Faisons enfin tendre vers zéro les segments (a,, &) et (ay. b,)
ainsi que le maximum de {9, (2)] et} o.(8)|; &

. ot 2] lendent vers 24,
£, et £y vers 2y, et 'on a & la limite

F”[}'(P), E2- & | - F'I J"(t LEL By
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pourvu que cette dérivée seconde soit continue par rapport a Pargu-
ment ¥ (¢) et aux variables E;, £,.

14. Différentielles successives. Cas plus généraux. — Dans les
numéros précédents nous nous sommes limités au cas ou les dérivées
successives de F vérifiaient des conditions du type 1, 11, 111 dun® 3.

Les différentielles successives étaient alors des fonctionnelles régu-
lieres. Ce n'est évidemment pas le cas le plus général : on pourra
avoir des différentielles é#F s'cxprimant par des intégrales multiples
de Stieltjes (en admettant que ces différentielles, définies comme au
n° 12, ont la continuité élémentaire d'ordre zéro). Le développe-
ment de Taylor s'étend sans difficultés.

Les cas particuliers les plus importants sont d'ailleurs celui ou la
différentielle #F a la forme réguliere et celui ou elle a la forme
normale (Chap. Il n° 21).

15. Prenons, par exemple, le cas de p = 2, une différentielle
réguliére sera du type

b [
(13) #F= [ [ Kih, )8 p5) 5 (8 d5 s,

i V'R

et une différentielle normale du type
b 1 h
() #F = [ HEOEBrEOPrd+ [ [ K380 8y G i
a [ i

Lorsque, pour unc valeur déterminée de 'argument y(¢), on a
obtenu une différentielle seconde du type (13) ou (14), il est naturel
de considérer K (Z,, £;) comme une dérivée fonctionnelle seconde.
Lorsque, (13) ou (14) étant valable pour différentes valeurs de Pargu-

ment ¥(¢), K(%, &) et HE) scront des fonctionnelles de y, on pourra
poser

b
F'y(t); B, 2] =k [yft); E, Es];

il faut seulement noter que c'est la une définition de la dérivée fonc-
tionnelle seconde un peu plus large que celle du début.
Dans le cas ou la différentielle seconde a la forme (14), il faut
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ajouter la remarque suivante :

b
K[r(th b, ]
joue le role que jonerait la dérivée partielle
Jrf . o
dyidys (i k)

pour une foncuon de n variables; suivant le cas, Pune ou autre des
deux fonctionnelles
b
H [y( £y, E]
- 1

&
Klryity g, EJ
£l

et

pourra tenir le role des dérivées partielles 2‘—{ prises en dérivant deux
f)}’,
fois par rapport A la méme variable. En particulier, comme l'ont

montré les travaux de M. P. Lévy, I'équation

b b
H [y(t), E] I3
LA a
réalise une extension intéressante, dans le champ fonctionnel, de
I'équation de Laplace a n variables ('). M. Volterra a montré {115]
Pintdrét que présentaient des équations telles que

b b 1 ] b
f K [.r(f); £ E]dE -+ f f K [y(t); £y, Eg]h Ei. Eo) By by
. - L L o a

”l

16. Différentielles de M. Fréchet. — Nous avons dit que la
définition précédemment adoptée pour les différentielles d'une fonc-
tionnelle n'était pas exactement la méme que celle donnée par
M. Fréchet (}).

M. Fréchet fait en effet dépendre la définition des différentielles de
la distance dans I'espace fonctionnel considéré : il définit dF comme

(") Bibliographie [75], p. 86.
(%) Page 71, note (%).
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une fonctionnelle linéaire de éy telle que

Fly+8y]—F{y]|— BF,
18y [}

ou ||dy || désigne la distance fonctionnelle entre y + 8y et y, tende
vers zéro quand |8y || tend vers zéro. De méme la différenticlle
seconde sera une fonctionnelle entiére homogéne et du second degré
en dy, vérifiant

Fly +3y) — F[y]-—3F — %aw
lim = =0;
laxi=0 Il 6y 1*

de méme enfin pour la différenticile p'*™ avec la condition

F{_y-i-a.y]—-F{y}—-—BF-—i?ﬁFu—-...——~oPl~

lim =0,
&yt =0 |8y 1P

Ces définitions sont un peu plus restrictives que les précédentes.
Posons, comme au n° 1, 8y = ¢6 (¢) et remarquons que, pour loutes
les défimitions de la distance, |8y || a un factear ¢ : dans ces condi-
dons il est clair qu une différentielle au sens adopté plus haut sera
différentielle au sens de M. Fréchet, si lalimite qui ladéfinit [for-
mule (2) par exemple] est obtenue uniformément par rapport a Q{t).
Larestriction ainsi introduite est d'ailleurs utile dans bien des appli-
cations.

17. Dérivation d'une fonctionnelle composée. — Pour généraliser
par exemple le théoréme sur la dérivation d'une fonction composée,
il sera commode de se placer au point de vue de M. Fréchet (*).

Admettons que la fonction-argument, que nous désignerons par
y(t, ) dépende du parametre ce et supposons que, dans les inter-
valles o, SaSay, a<e<h, la fonction y{¢, &) ait une dérivée bornée
ct continue par rapport a a. Il est facile de vérifier que, dans ce cas,
si la fonctionnelle

l“[y(:%)]

est différentiable au sens de M. Fréchet, alors la dérivée f de Ia fonc-

ez

() FRECHRT, [38].
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tion
\ h
f(e)=F [y(tﬂ, a)]

existe pour o compris entre o ¢l oy ¢l que

(15) Y o L rly(e, )] =3 Fy(t, a), (1, @)] 1.

dx — dz

Posant en effet
Ay = yit, 2+ Av)y— y{1, 2),

Vexistence de la différentielle impligue que

Fily+Av|—Fly|—3aF[r. Av}
i

— 0,
ce qui peut encore s'éerire

lim Wy +dy]—Frd —al"{.r— ',l-}-':l’i !
Ax-:0l A |

Az

A2 ‘
et le résultat annoncé en découle parce que H—%‘;ﬂ resie limité d’aprés
les hypothéses faites.

La formule (15) généralise la régle de dérivation d’une fonction
composée de la variable a0, £y, ). .. .0 ), avee yiz==3i(2),

of f, -
(16) f=2 AL

ol Ay, da
Dans le cas particulier ot ls différentielle oF cst réguliere, (15)
devient

. fr
or o . o .
(1% ”;i _—...-l". Fhoomue, a); 515 ards,

déduite de (16) par le principe de passage dn discontinu au ¢onlinu,
18. La formule (15) a la conséquence suivante : st F{y(¢)] o nn
minimum ou un maximum relatif pour la fonction
Vol fy = yud; 2.
c’est-a-dire si 'on a toujours

Flve(8y] < on > F|v(e)]

(') On se rappelle que 6K et fonctionnelle des deux argumentsy, oy Ces deux
arguments doivent, dans le dernier membre de (i5), avoir les valeurs y(t, a),
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pour ¥ assez voisine de y,, alors la quantité g doitétrenulle pour a=a,.

En d’autres termes la premi2re différentielle
(17) 3F{x(2), 2(2)]

d’une fonctionnelle doit étre nulle, identiquement par rapport
a ¢(t), pour les fonctions y,(t) qui rendent la fonctionnelle
mazimum ou minimum (). Lorsque (15") est valable (fonctionnelle
dérivable) nous avons comme conséquence que la dérivée fonctionnelle

(17°) F'ly(e) &

est identiquement nulle en £ pour les fonctions y,(¢) qui rendent
F maximum ou minimum (?).

19. La condition (17) ou (17"} étant remplie, le signe de la difté-
rentielle seconde §2F peut donner des conditions suffisantes pour le
maximum ou minimum : i, pour Uargument y(t), 8F est identi-
quement nulle et s’il existe un nombre positif k tel que

3 F > kil dy |
pour les fonctions 8y pour lesquelles || 8y || est asses petit, F a un

minimum relatif pour Uargument y(t).
En elfet, on sait que

Fiy+éy]— F[y|— ~8F

oy |
tend vers zéro avec le dénominateur; on en tire
- ~ B - ‘ & )
Fly+ay]l—Fiyl> il°)’|[’(§ —
.. Kk . .
et, pour || 8y || assez petit, —~ — ¢ sera positif, d’ot le résultat.

Le champ d’application de ce théoréme est plus restreint qu'on ne
pourrait penser a premiére vue : en ce qui concerne les fonctionnelles
du calcul des varialions, il ne serait applicable que dans un champ
fonctionne] trop restreint (¢f. d’ailleurs n° 8). On sait combien est

(*) VOLTERRA, [108].
(®) (17) ou (17) ayant lieu, il n'y a pas forcément maximum ou minimum; on
peut dire que la fonctionnelle est sationnaire.
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délicate, en calcul des variations, |'éude des conditions du deuxieme
ordre déduites de la considération de &2 F.

I'1l.—EXEMPLES.

20. Prenons une fonctionnelle réguliere de degré n

" A b
U’(‘)]=A'n+zif [ Ki(Say ooy By (B0 ) oo y(En)dEr . .. dEn,
t &€ “

ou I'on peut, comme nous I'avons vu, supposer que les noyaux sont
symétriques par rapport aux variables qui y figurent. La différentielle
sera

GF=$££‘j‘:hay(2.}dﬁ‘£b...h£ EiCEr, oee Biry B)

N TN 24 TR N (TR TEE R

et la dérivée fonctionnelle sera

F'llyie), tl= kit )+s‘ f f (£, EBimnl B

XK PEY o vt B By

fonctionnelle Féguliére en y de degré n — 1. En général, aprés p déri-
vations, on ohtiendra FW[y5z,. ... ,Z,] fonctionnelle de degré n — p
sin>p,égaleda n! ka5, .. .. E) st n = p, nulle enfin si n < p.

21. Prenons maintenant une fonctionnelle normale, du second
degré, pour abréger. soit
y(t1|—£n+[‘ &.(;iy(E)d:-i-f hiEy iy ds

+f f ks (Eh wd )V( 1]f(= ]'ﬂ'.hd&g,

nous aurens la différentielle

b

#
= [ kiDey®di+2 [ RHAEO Y

-

b b
+2ffks(E-nV(E)a.r'ﬁ}dEdn
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et la dérivée premiére

/]
FIy(0, 1= k(D) +2hErE +2 [ kb, Dy b,

fonctionnelle du premier degré en y qui dépend spécialement de la
valeur de y(z) au point §.

22. Notons en passant que, lorsqu'on écrit gu'une fonctionnelle de
['un des types précédents est stationnaire en annulant la dérivée F'.
guel gue soit £, on obtient, pour le cas régulier du second degré,

&

(18) k() =—2 [ k(e Dy(0) di
et, pour le cas normal,
L k(E) 1 b
(19) Y@ =— S — ) Rt r@

Les équations de ce genre seront étudiées ultérieurement : ce
sont des équations intégrales lindaires par rapport & la fonction
inconnue y(¢), respectivement de premiére espece (58) et de seconde

espéce (19).
23. Soit la fonctionnelle
b
Fly(nl= [ {6y y/ (L) dr,

du type qui upparait en calcul des variations. Nous supposcrons la
fonction f finie et continue ainsi que celles de ses dérivées partielles
dont nous aurons besoin. F a un sens pour les fonctions y(2) déri-
vables jusqu’a l'ordre n inclus; mais, pour mettre 8F sous la forme
habituelle, il faut se placer dans Ie champ des fonctions y(¢) dérivables
jusqu’a Pordre 2 n inclus et Pon obtient pour éF

f}f f? l’).f . ef df
oF _f I dt f)_:y (’t'; ().V +(_- ) (ft!l ()}/gu}J Oy(t}(tf -+ .

les points désignant des termes qui dépendent de 3y, ..., §y" aux
points exceptionnels a ot .
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La dérivée fonctionnelle premiére est

Plog=E - S50+ .

c’est une fonction ordinaire de y, y/, ..., ¥*" caleulés pour ¢ =E.
Si on l'annule on obtient, pour déterminer les fonctions y(¢) qui
rendent stationnaire la fonctionnelle, I’équation différentielle

{)f d Jdf

dy ~ dt dy’ =9

(équation d’Euler).
24. Soit enfin
b
Flynl= [ 55y y)

& 7
+ f f So(B me yG, yuay, P 30n0) dE da,
[ ]

ow f, est supposée symétrique ¢n § vt v quelle que soit 3. Sa dillé-
renliclle sera donnée par la formule

b &
A . df, c_f Jfy - ( dfs o Jf, )
6l _gf Byiird: lr").)'- By -+ !«L Ty T ETriE) dn |,

L

en négligeant des termes qui dépendent des valeurs de 6y en « et b,
En égalant a zéro sa déeivée fonctionnelle nous aurons, pour déter-
miner I'inconnue y, Péquation fonclionnelle suivante :

Af) o If o /'h( A 4 ._'_)-I'"_) e, =,

by Ty dy(z1 o2 4105

L'inconnue y y figure a la fois par ses dérivées et sous le signe
d'intégration. C'est donc une équation qui participe a la fois du
caractére des éguations intégrales et des équations différentielles.
M. Volterra a nommé les équations de ce type équations intégro-
différentielles. Nous aurons & les étudier ultérieurement (*).

(') On trouvera d'autres exemples dans les Legons sur les fonctions de lignes [113]
deM.Volterra, Chapitrel | | .
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V. — L'INTEGRATION DES FONCTIONNELLES.

25. Bien des problemes se posent a ce sujet. Certains d'entre eux
paraissent d'ailleurs fort difficiles et ont été a peine abordés.

Dans le présent paragraphe nous réunissons I'exposé de quelques
questions concernant I'intégration des fonctionnelles et qui peuvent
montrer les divers points de vue. Nous aurons d'ailleurs |'occasion,
dans les volumes suivants de I'Ouvrage et a propos des applications,
de compléter I'étude que nous abordons ici.

Nous signalerons un important Mémoire de M. Fréchet [41] ou il
donne une définition tres générale de I'intégrale d'une fonctionnelle
abstraite sur un ensemble abstrait. |l serait certainement intéressant
de chercher a tirer parti de cette définition en se plagant au point de
vue du calcul fonctionnel.

26. Détermination d'unefonctionnelle dont on connait ladérivée. —
Un premier point de vue consiste a rechercher I'opération inverse
de la dérivation fonctionnelle (*).

D'une fagon précise le probléme peut étre pose de la fagon
suivante : on donne une fonctionnelle

G[ytf), E],

ou figure un paramétre £ (a<E<b) définie, par exemple, dans le

champ des fonctions y (¢) finies ct continues. Reconnaitre si G est la
[

dérivée fonctionnelle d’'une F [_y(t}] définie dans le méme champ;

lorsqu’il en est ainsi, calculer F,
Le principe de passage du discontinu au continu guidera ici de facon
trés efficace. Le probléme d’analyse ordinaire correspondant est le

suivant : reconnatire si n fonctions des variables y,, ya, .... Yu.
soient Xi(9'1, Y2\ ...y ¥a), sont les dérivées partielles d’une fonc-
tion f(¥1, ¥yay ...y vn) que lon déterminera. Or ce dernier

probléme peut étre traité par I'application de la formule de Stokes,
qu’il s’agit done d’étendre aux fonctionnelles.

(") VOLTERRA, [113], p. 43.
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Soit a cet effet, dans un plan auxiliaire (u, v), une aire simple
limitée par le contour fermé c. Faisons correspondre a chaque point
de I'aire une fonction-argument que nous noterons

yt 5 uv)

et désignons par y(t; s) celle de ces fonctions qui correspond a un
point du contour de w, point repéré par le paramétre s. On démontre

que
b Ll yiE s)
(20} dy | Gfy(s; ﬂ;;]T

b b
= ifffufﬁ'f f (G'ly(t; u, vps m 51— Gliyitiw, v)i §, 5])
i "l a

Dyt u, v yig: u, o))
o of7 o,
D(u, ¢

=

b

formule qui généralise ia formule de Stokes. Dans cetie formule G
désigne la dérivée fonctionnelle de G prise au point (% oun) qu’indique
Ia derniére variable;
D5 u,0) sl u, o))
D, v}

est le déterminant fonctionnel des deux fonctions 1 (g; w. ¢). ) (n; u, »)
par rapport a u et ¢.
On é1ablit (20) en appliquant la formule de Green

JU
fljdu+\w—-f(d“_d‘,)dmp

ala transformation de l'intégrale curviligne du premier membre. Le
calcul est immeédiat; on doit supposer que la fonctionnelle G estdeéri-
vable et que sa différentielle a la forme réguliére (n° 3)

1)
f Gy m, £ y(E) d.

La formule (20) permet de résoudre le probleme posé. Pour cal-
culer F[y(t)] on pourra choisir arbitrairement sa valeur quand y(t)
prend une valeur ,vo(0 appartenant au champ fonctionnel considéré,
puis on construira une fonction de deux variablesy(t: s) qui prenne
les valeurs y,(t) et y(t) lorsque s prend les valeurs s, et s; et qui
reste dans le champ fonctionnel ou I'on sest placé.

VOLTERRA 7
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On aura enfin
/]

{21) Fly(t) ]—-FIJ’O(C)J-I-I d.! Giy(e; ) _q](fj’('ﬂ, “d,.

Encore faut-il que l'expression précédente ne dépende pas de la
loi y(¢; s) adoptée pour passer de yo(¢) & y(¢), lorsque s varie,
de s, & 5,. Cela entraine que le premier membre de (20) soit identi-
quement nul quels que soient w et ¥(¢; u, ¢), d’ou la condition

(22) Gly(e);m El=Gly(e); & nl

nécessaire et suffisante. Cette condition étant remplie, F est
déterminée 4 une constante prés

(F[yo(ejj).

Notons que G’ est la dérivée fonclionnelle seconde de F de sorte
que nrous établissons ainst le théoréme déja donné (n° 11): Uordre de
deux dérivations fonctionnelles n’a pas d’effet sur le résultat.

Comme cas particulier on a le résultat suivant, dont la démonstra-
tion directe est d’ailleurs aisée : si F/[y(¢), | est identiquement
nualle, la fonctionnelle F se réduit &4 une constante.

27. Cas ou la différentielle de F n'a pas la forme réguliere. — Le
calcul précédent concerne en fait la détermination d'une fonctionnelle
dont on connait la différentielle, laquelle est réguliére. Mais il n'est
pas difficile de passer au cas général.

Donnons-nous la fonctionnelle

I "
r [y(fl, &yl t)]
"l il

dépendant des deux arguments y (t), sy(t) et linéaire par rapport
ady(t). Nous chercherons a déerminer une fonctionnelle

¥ [J’(E)]

dont T serait la différentielle.

Puisque T est linéaire en 8y, il n'y a pas de difficultéa la différen-
tier en faisant varier le seul argument dy. Nous admettrons que
lorsque, en maintenant fixeiy, on donneay une variation Ay la difin-
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rentielle correspondante de T existe également et nous la noterons

& [ b
u[r(e), 30, Ax(n).

Nous supposerons enfin remplies les conditions nécessaires pour
que I'on puisse utiliser les différentielles précédentes pour la dériva-
tion par rapport a des parametres dont dépendronty et 8y [cf.
n° 17, formule ( 15) ]. En reprenant les calculs du numéro précédent
on constate alors que la formule de Stokes généralisée est remplacée
par la suivante :

. . dylt,s)]
(23 /‘P[_}[!.Sl,———-—;}?—-—]d.s

= [r!n u’v: H [y{r; w, o,

*m

dy(tiu, vy dyid,u, v |]

’
e hit

— "[V{!' .o dyitiu, v odyitu, :-]] '
- A L] 1 ‘.

’
Ju o

Pour Vexistence de F il est donc nécessaire et suffisant que
P2t Hiy.6y, Ay =H vy Ay, 8y

quelles que sotent les fonctions y. 8y, Ay du champ ot Uon s'est
placé et F sera donnée par fa formule

. Ayitis)
Flrin] = l"{_yn-.r1|+[ l‘[_yl!: £ _d\_'} ols.

28. La propriété exprimée par (24) donne, en somme, |'extension
la pluslargedu principed'inversion de deux dérivationsfonctionnelles
(cf. supra n° 11 et lin du n® 26).

Voici, comme conséquence, un résultai énoncé par M. Volterra
dans un cours professé a Rome en icpti. Admettons que la différen-

tielle donnée
b fi
) [J'l IANE RN MJ
o £

soit de forme
f h f ) -

(25%) I'-— A [)-: ::J 5y(:u+f B [)’t 1y, EJ 8 yiirds,
[ a "

avec la valeur ex{:cpliounelle ® €L supposons que,- quand on donne
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a y Paccroissement Ay(t), A et B aient des différenticlles de méme
forme, respectivement égales a

(26'.1 :\l[ytz)] Ayta)—*-jjﬁs [y(g), E] Ay(E)dE,
(27) B, [y(gi, | Ay(a)+fﬂbB= [y<§>, t,n| 8im) .

En remplacant dans (25) A et B respectivement par les expres-
stons (26) et (27) on & la précédente H etl’équation (24) exprime que

ay(a)fﬂbm [f‘?.)’ s] Ay(E) & + A.r(a)f:m [y(f), | oo

[ h »
[ e [ anB[y0, 5 0] 2ri0rapn)

doit étre symétrique par rapport aux fonctions § y (¢), A y(¢) quelles
que soient ces fonctions. On en tire non sculement que B, est symé-
trique par rapport aux variables £, n (ce qui est le principe d’inversion
du n* 11) mais encore

Mlro, 8= [0, 8],

Quand une fonctionnelle ¥ donne une partic exceptionnelle de
coefficient A et une dérivée fonctionnelle B, il y « symétrie entre
la dérivée fonctionnelle de A et le coefficient d’un terme excep-
tionnel qui se présentera en différentiant B.

28. M. P. Lévy a envisagé (') Ie cas on la différentielle donnde a

la forme régulicre (2)
&

f G [y(g), E] 3y (§)d,

la différenticlic de G n'étant plus réguliére, mais ayant la forme
(7
0G = Ap 8y +...+ A, ay[PI—f—f K(E n)3yin)dy
L

avec une partie exceptionnelle dans laquelle dy, 8y, ..., dy¥) sont

('} [75), p- 9o-94.
{*) Avec éventuellement des parties exceptionnelles concernant les limites de
I'intervalle d'intégration, et dont il est aisé de tenir compte,
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calculés pour la valeur £; A,, ..., A, sont des fonctions de £; ce
sont aussi, ainsi que K, des fonctionnelles de y, mais nous ne
Pindiquons pas pour ne pas charger I'écriture. En posant pour
abréger

f ]
5Gl= M [_y(t), sy(ty; E].
i 13

la condition de symétric (24) donne la relation obtenue directement

par M. P. Lévy
b b
_/ My, Ay; E]Bny)dE=f My, 8y EJAy(E)dt,

qui doit éire vérifide identiquement. M. P. Lévy dit alors que
Pexpression M est sa propre adjointe; les conditions a remplir pour
cela sont immédiates : en particulier K(E, %) doit étre fonction symé-
trique en £ ety et lexpression dilférentielle

Ao By +...+ A, 8y

doit étre adjointe d'elle-méme au sens de Lagrange; elle a done une
forme bien connue.

30. Généralisations diverses. — Les calculs qui précédent con-
cernent dans l|'ensemble [I'intégrale curviligne dans I'espace fone-
tionnel, une courbe de cet espace correspondant a une famille de
fonctions y(t) dépendant d'un paramétre. Nous avons donné diverses
formes du théoréme analogue au théoréeme de Stokes concernant une
intégrale curviligne prise suivant une courbe fermée de I'espace fone-
tionnel. 1l n'y a pas lieu d'insister sur les généralisations faciles
relatives a des intégrales prises sur des multiplicités de |'espace
fonctionnel, multiplicités dépendant d'un nombre quelconque, mais
fini, de paramétres. Nous aurons d'ailleurs I'occasion d'y revenir a
propos des applications.

Nous donnerons, pour terminer ce Chapitre, quelques indications
sur un probléme bien plusdifficile : I'extension delanotiond'intégrale
a'une portion de I'espace fonctionnel qui ne dépend plus seulement
d'un nombre fini de paramétres.

31. L'intégrale multiple et lanotion de moyenne dans I'espace fone-
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tionnel. — Pour unefonction denvariable f{y;, y> ...,y.n)iln'ya
pas de difficulté a définir I'intégrale multiple d'ordre n : par exemple

by f1y
l=f dv}q...[ SO, e vy dra,
T, ey

I'intégration élant effectuée pour un parallélipipéde P, de lespace
a n dimensions. En divisant I par le volume de ce parallélipipéde

\r"=(b|—ﬂ'|](b!'—ag).-'{bh_"aﬂ)‘

on a la valeur moyenne de/ dans P,. On peut chercher a intro-
duire des notions analogues pour les fonctionnelles en utilisant le
procédé habituel de passage d'un nombre fini & une infinité de
variables : il s'agit donc de définir I'intégrale ou la valeur moyenne
dans un champ fonctionnel a une infinité de dimensions.

Une premiere difficulté se présente lorsqu'il s'agit de définir le
volume ou la mesure d'un champ fonctionnel de telle sorte qu'il
jouisse de la propriété d'étre une fonction additive de cet ensemble.

Prenons, par exemple le champ de toules les fonctions r(t) pour
lesqquelles

yutySy(e)Syale)

avee )3(8) —y1(t) > 0, champ qui peut éire constdérd comme un
parallélépipéde de I'espace foncuionnel : e volume. produit de toutes
Loy différences possibles ¥,(£) — v, (¢), serait nul si
. .. yAty— yilt) "
et infint si
_Vg(fl“'“_y](ri 1.
Géteaux évite cette difficulté en définissant directement la moyenne

d'une fonctionnelle dans un champ donné. Ses travaux (') sur ce
sujet vont dans plusieurs directions que nous indiquerons ici (2).

32. Premiere méthode de Gateaux. — Observons que, dans le cas
des fonctions ordinaires/(y:., Y2., . ., Yn) la moyenne coincide avec

(Y) GATEAUX, [55], [57].
(?) Les travaux de Géteaux ont éé poursuivis par M. F. Lévy. qui a beaucoup
perfectionné les méthodes, et a développe d'importantes applications, telle la belle

théorie des fonctionnelles harmoniques. Cf[75]. Nous y reviendrons dans le second
\olume du présent Omrage.
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I'intégrale si le champ considéré est le cube & n dimensions

o< yik bf==1,9, ..., ¢,

(rateaux se hmite d’abord a une fonctionnelle

Jl
I [y (¢ |]
o
prise dans le champ des fonctions qui restent, quel que soit £, com-
prises entre o el 1.
Prenant  y(¢) quelconque dans le champ précédent et un

nombre %£{o <</ < 1), notons _;(f, hY la foncuon définic par les

égalités
ylt, hy=3it)ysh lorsque vi¢)-+h S,
=YLy N — lorsque vy 4+ h >,

F[;(l, h)] est une fonction ordinatre de £, f(h), définie dans
Vintervalle o, 1. Caleulons ators

b Al
i [yu)] =f Fiyt, h)dh.

St nous désignons par L et L respeclivewent la borne supéricure et
la horne inférieure de la fonctionnelle F dans le champ, Pintégrale T,
est néeessairement comprise entre Let Let, st )'(£) estfixée, elle repré-
sente la moyenne de F pour Vintinité simple des fonctions (e, h).

Désignons par Ly e1 I, les hornes supérieuves ct inférieures de I,
quand y varie dans le champ considéré, nous aurons

17 1<l

Divisons alors I'intervalle («, &) en deux parties (a, ¢) et (¢, b) et
d'une fonction choiste y(¢) déduisons .:_'(f, fey o hyyégale a v()+ Ay
dans Vintervalle (a, ¢) et a ¥(#) + A» dans Uintervalle (¢, ) (en
convenant toujours de retrancher 1 s1 les valeurs oblenues dépassent
Punité).

| + 1
f / FIFt, by by ] dhy by

A0t

b
I, [_‘V{ t) =
LL

représentera la valeur moyenne de I' pour Pensemble & deux para-

métres des fonclions fF(:. feiy hy). Elle aura pour bornes L, et I; ¢t
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I'on vérifie sans peine que
{chshilySh Sk

En divisant en deux chacun des intervalles (a. c) et (c, b) on aura
de méme une intégrale quadruple dont les bornes /5, et Lz seront
comprises entre h et L, et ainsi de suite.

Il peut arriver que la suite non croissante des L; et la suite non
décroissante des li aient une limite commune X : ce sera alors par
définition la moyenne de lafonctionnelle dans le champ considéré;
ce sera auss l'intégrale puisque'dans le [cas présent il est naturel
d'identifier valeur moyenne et intégrale.

Il advient malheureusement que la convergence des deux suites /;
et L; et la valeur de leurs limites dépendront en général du procédé
dedivisiondel'intervalle(a, b) enintervalles partiels. Cette premiére
méthode appelle donc de nouvelles recherches.

33. Nous donnerons un exemple trés simple, ou la méthode con-
duit d'ailleurs & un résultat satisfaisant.
Soit lafonctionnellelinéaire et réguliere

1
F(y(t)]lsf FOyityd,

ou f(¢) est donande. On a
& &
FIF(t, ;n}:ffu;_y(ndr-»h f(t)«ft*ffu)d:.
. bl 4 [ £h

en désignant par ¢; l'ensemble des points du segment (o,1) pour
lesquels ¥ (£) > 1 — A. Il en résulle

& I 1
i = %f Jueyde +f f(r}_y(t)d{—f dlcff{t)d!,
2 a u &

mais le dernier terme n’est autre qu'une intégraie -double de J(t)
étendue 4 V'aire de la courbe 1'(2), il disparait donc avec le second.
I, est indépendant de » (), on a

b

{ o= g = if f(t) d.

Toutes les autres intégrales ont la méme valeur, la moyenne de F
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est donc

[
I; [ Jit)de.

g
Cest ce que 'on pouvait attendre : pour la fonction
Siri+ .o fuya,

Uintégrale étendue au cube 0 < y; <1 est
l
qtj}q-j;+n..4—j}L

34. Seconde méthode de Gateaux. -- Son point de départ est plus
naturel : elle généralise, de facon immédiate, la remarque précédente.
Envisageons une fonctionnelle

1
F [_yt t)]
R

dépendant de I'argument .v(t) dans l'intervalle (o, I) (ee qui ne
restreint pas la généralité). Toute fonction y(t) peut, sous des con-
ditions trés larges, ére* approchée en moyenne par une fonction
simple prenant des valeurs constantesyi,,y'>.. . ., Y, dansles n inter-

valles
1 ERN Ho-—1 gt
(20 (2020 oo (2221,
n Hoon . H n
I"approximation augmentant indéfiniment avec n. Or une telle fonction
simple correspond au point de coordonnées yi',, Y2, ..., Yo dun
espace E, a n dimensions. Le domaine considéré D de I'espace fonc

tionnel donnera, pour les fonctions simples d'ordre n qui lui
appartiennent, un certain domaine D,, de I'espace E,;, la fonctionnelle

devenant une fonction ordinaire de yi,, Y2, . . ., ¥, dont on peut éva-
luer, par des intégrations ordinaires, la valeur moyenne Jt,, dans D,.
S M, tend vers une limite pour n = , cette limite définira

la valeur moyenne de la fonctionnelle.

35. Un cas simple est celui ou D est le domaine intérieur a une
sphere fonctionnelle. On cherche alors la moyenne de F pour toutes
les fonctions y(t) qui vérifient

1
f Yy dt = R2
0
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(sphére de rayon R). Les fonctions simples donnent alors, dans E,
le domaine D, intérieur a I'hypersphére

Yi+rydv. ..+ yi=nR?
de rayon R y/n.

Le volume de la sphére de rayon p dans U'espace i n dimensions est

ey 9P sin=ap,

wmPoaprl . .
— aipid Sl =2p .
(.3.5...(2p-+1)’

En remplacantp par R \/n ct utilisant Pexpression asymptotique des
factorielles on constale que, pour n trés grand, le volume est éfqui-
valent &

"
(ame) R".
yan
On ne peut donc, par le procédé précédent, définir le volume de

la sphere fonctionnelle ni, par suite une intégrale étendue a ce volume;
il faut se borner ala notion de moyenne.

36. Une autre extension de I'intégrale multiple aux champs fonc-
tionnels a été donnée par M. Daniell qui envisage une fonctionnelle a
variation bornée définie dans un champ a une infinité dénombrable
de dimensions et étend dans ce cas le concept d'intégrale multiple de
Stieltjes. L'intégrale de Daniell a été appliquée par N. Wiener a
I'étude du mouvement brownien (*).

(') Cf. DANIELL, [16]; WIENER, [120].
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LE CALCUL FONCTIONNEL ET LES METHODES NOUVELLES
DU CALCUL DES VARIATIONS.

. - REMAHQUES GENERALES.

1. Nous avons deja eu I'occasion de dire que' le Calcul des varia-
tions n'etait qu'un chapitre do la theorie generate des fonctionnelles,
chapitre qui se delimite par les deux reserves suivantes :

a. On ne considcre que des fonclionnelles qui sont exprimees par
des integrates definies (simples ou multiples) portanl sur une fonc-
lion ordinaire de la fonction-argument et de ses derivees;

b. On n'etudie que les problemes de maximum ou de minimum de
ces fonctionnelles.

Le developpement du (Calcul des variations a precede de beau-
coup celui du Calcul fonctionnel et il sest eflectue, jusqu'a la fin du
dernier siecle, de facon aulonome.

La methode principale etait celle des equations diffrentielles (ou

aux derivees partielles) dans laquclle les pas successifs etaient |essui-
vants :

[° Obtenir les equations qui expriment que la variation premiere
rst nulle (Equations d'Euler, cf. supra. Chap. IV, n°® 23).

2° Determiner les lignes ou surfaces qui verifient les equations et
qui satisfont aux conditions aux limites imposees par le probleme.
Demontrer tout au moins I'existence de ces lignes ou de ces sur-
faces.

3° Etudier si ces lignes ou ces surfaces donnent effectivement un
maximum ou un minimum.

2. Les premieres liaisons entre le Calcul des variations et le Calcul
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fonctionnel general furent etablies par M. Volterra (!) en vue de
I'extension qu'il a developpee de la theorie de Hamilton-Jacobi. On
sait que cette derniere theorie, qui joue nil r6le notable dans I'inte-
gration des equations de la mecanique, a son origine dans le fait que
les equations difterentielles de la mecanique sont les equations d'Eul er
d'un probleme d'extremum concernant une integrate simple (action
hamiltonienne). Dans le diWeloppement de la methode, on a a consi-
ddrer cette integrate simple comme fonction de sa limite superieure,
et c'est une fonction de point. Mais, si I'on passe a un probleme de
Physique mathematique dependant de I|'extremum d'une integrate
multiple, il faudra considerer cette integrate comme fonctionnelle de
la multiplicity frontiere du champ denigration : il seraimpossible,
sans |'aide du Galcul fonctionnel, d'obtenir une generalisation de la
theorie de Hamilton-Jacobi. C'est ce qu'a montre M. Volterra dont
les travaux sur ce sujet ont ete suivis par ceux de M. Frechet. On
pent y rattacher encore les belles recherches de M M. Hadamard et
P. Levy sur la fonction de Green (?).

A peu pres dans le meme temps divers travaux marquent l'essai de
methodes directes rigoureuses pour trailer les questions de Calcul
des variations. Essais tres importants car, dans la methode indirecte
dont les grandes lignes sont indiquees au n° 1, il est loujours aise
d'ecrire les equations d'Euler, mais I'etude des deux autres questions
— et surtout celle de la troisieme — presente le plus souvent de
grosses difficultes. C'est ce qui fait I'intert des methodes nouvelles
lesquelles prennent appui sur les notions generales de 1'Analyse fonc-
tionnelle pour la recherche directe du maximum ou minimum. Le
Galcul des variations en a ete renouvele.

3. Les consequences sontd'ailleurs notables dans toule la Physique
maththnatique. On sait que, au cours du developpement historique
de cette Science, il sest tres souvent revele la tendance a reduire les
problemes naturels a des questions de minimum, ceci par suite de
Tidee — plus ou moins consciente — que la nature tend, dans ses

(*) Cf. VOLTERRA, [ 109], [110]. Sur toutes les questions envisages dans ce para-
graphs, voir VOLTERRA, [118] ou Ton trouvera une biographie detaillee.

(%) Nous reviendrons en detail sur res divers sujets, en traitant dans le
volume suivant les Equations aux derivees fonetionnelles. cf.. [113], Chap. 111;
P. Levy, [75].
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manifestations, a épargner le plus possible ce qu'elle dépense dans
I'accomplissement des divers phénomenes.

Les travaux se rattachant a celte tendance ont contribué a mettre
plus d'unité dans I'édifice de la Physique mathématique. Ils eurent,
a d'autres points de vue, une heureuse influence : c'est ainsi que
['emploi des formes variationnelles rend plus aisé les changements de
variables et conduit naturellement a envisager |'invariance des équa-
tions par changement du systeme de référence. Mais, sauf en ce qui
concerne la théorie de Jacobi, tous ces progres restaient en marge de
la solution méme du probléme, qui dépendait toujours de |'intégra-
tion d'équations différentielles avec des données aux limites. Depuis
le développement des méthodes directes, chaque principe variationnel
de la Physique mathématique peut étre pris pour base d'une solution
compléte du probleme correspondant.

4. C'est d'ailleurs I'étude de I'un de ces principes, le principe de
Dirichlet, qui fut l'occasion du premier essai, auquel nous faisions
allusion plus haut, des méthodes directes.

Rappelons que le principe de Dirichlet postule I'existence d'une
fonction @(x, y) continue ainsi que ses dérivées dans un domaine
plan Q, prenant des valeurs assignées a la frontiére de Ql, et réalisant
le minimum de I'intégrale

= doNt (deNty
J_-f-[;;{(d_x) + (;;_,.) oy

L'équation d'Euler correspondante est

o dip

S h e T
ot t)_}

dont il faut une solution continue prenant des valeurs assignées sur
la frontiere de & : ¢c'est le probléeme de Dirichlet.

Lorsqu'il énongait son principe, Dirichlet, suivi en cela par Rie-
mann, pensait que, l'intégrale J étant toujours positive ou nulle,
I'existence de lafonction ¢ (., y) était par cela méme assurée.

Weierstrass montra les difficultés que soulevait la question et.
apres ses critiques, I'effort se porta sur la solution du probléme de
Dirichlet.

On suivit des voies qui n'ont aucun rapport avec le Calcul des
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variations : méthode de Neumann, qui fut perfectionnée par plusieurs
auteurs et étendue a beaucoup d'autres cas, méthodes de Schwarz;
méthode du balayage de Henri Poincaré; enfin les procédés .fondés
sur les équations intégrales, employés d'abord par Fredholm. Ces
derniers procédés ont donné lieu & un grand nombre de travaux et ils
ont éé d'une grande fécondité.

Puis un courant se forma pour revenir a I'étude des vieux concepts
et s'appuyer sur le principe de Dirichlet. Arzela fut I'initiateur et,
directement inspiré par les idées sur les fonctionnelles, chercha a
donner une démonstration rigoureuse de l'existence du minimum
sous certaines conditions. Ses travaux définitifs remontent a 1897 (%
bien que s vues et ses études soient plus anciennes.

En 1900, Hilbert (?) donna une démonstration compléte et rigou-
reuse, obtenant un résultat définitif que n'avait pas atteint Arzela.
Mais c'est en suivant lavoie frayée par celui-ci que Hilbert pu réussir.
De nombreux travaux de B. Levi, Fubini, Lebesgue, Zaremba et
d'autres vinrent aprés celui de Hilbert.

5. Mais la généralité de la méthode n'apparut qu'aprés que I'on se
fut apercu que la réussite des procédés employés était due a la pro-
priété de l'intégrale J de posséder la semi-continuité (c/., Chap. 11,
n° 16).

Ce fut M. Tonelli qui, usant systématiquement de |'analyse fonc-
tionnelle, mit a la base de I'étude directe des problémes de maximum
et minimum le concept de semi-continuité et est ainsi le véritable
fondateur des méthodes nouvelles (3).

Pour en donner une idée nette, il suffira de se limiter ici au cas le
plus simple, celui de I'intégrale

b
| flayie), ¥ (2)) de.

Ce cas sera envisagé dans le paragraphe suivant que M. Tonelli a
bien voulu écrire a I'intention du présent Ouvrage. Les Auteurs sont
heureux de lui exprimer ici leurs vifs remerciements.

(Yy ARZELA, [3].
(®) HILBERT, [66].
(°) On en trouve un exposé d'ensemble dans le traité de M. Tonelli [101].
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Il. - METHODE DIRECTE POUR L'ETUDE DU MAXIMUM
OU DU MINIMUM DUNE INTEGRALE SIMPLE.

6. Généralités. — Nous nous limiterons, dansce qui suit, a la con-
sidération du probléme de minimum pour l'intégrale

1
@) f f(.r. yir), f{:r}) dz.

Pour simplifier nous prendrons un champ A formé par tous les
points du plan (x,, y) satisfaisant a la condition

a,Srdh,

avec a,< b et une fonction f(-x, y. y') finie et continue, ainsi que
ses dérivées partielles des deux premiers ordres pour tous les points
(x,y) du champ A et pour toutes les valeurs finies dey*

Nous désignerons par € I’ensemble (ou classe) de toutes les fonc-
tions absolument continues (').) y'(x') définies chacune sur un inter-
valle propre (a, b) avec @, Sash<b, et telles quef(.::,ly(.v). y’(x))
soit intégrable au sens de Lebesgue dans l'intervalle (a, 6). Appelant

C la courbe
y=yier aieth

(") La notion de fonction absolument continu*' a éé introduite par Vitali.
Rappelons la définition. Une fonction /(x) définie pour a< x < b sra dite abso-
lument continue s, a tout i positif on peut associer un nombre & également positif
et tel (que (a; by) (i =1,2 ..., m) étant un groupe quelconque d'intervalles de
(a, b), en nombre fini, sans parties communes et vérifiant I'inégalité

Z |bi"“.“{ "8,
!
!

Z Lfb)) — flan ] < ..

un ait

Af

En particulier une fonction pour laquelle le rapport des acc:rois'sxementsI—r est

borné est absolument continue.

On vérifie de suite, a partir de la définition, qu'une fonction absolument continue
et a variation bornée. En désignant alors par V(x) la variation totale de /(x)
dans l'intervalle (a, x), pour que /(x) soit absolument continue, il et nécessaire et
-auffisant que V (x) le 901t.
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qui représente géométriquement lafonctiony (x) de la classe €, nous
désignerons par la méme lettre (3 la classe de toutes les courbes C.

Nous nous servirons dans la suite de la notion de voisinage élémen-
taire d'ordre zéro {cf. Chap. 11, n° 19) avec un léger complément
venant de ce que les diverses fonctions considérées n'ont pas forcé-
ment le méme intervalle de définition. Etant donnée une courbe C,
delaclase €

Co: y=yulx), alzbs,

nous dirons qu’unc auntre courbe de J]a méme classe

G : ¥y = ylx), alalh

appartient proprement au voisinage (p) de Co (avec p > 0) si:

1° {@o—@a|Sp, [bo—b[Sp;

2° |ya(2) — ¥ (2){<p pour tout & commun aux deux intervalles
(@, be) el (@, b);

3¢ | yo{ao) — y(2) | <ppourtoute valeur de 2 appartenant a (a, b)
et qui serait, éventucllement, inféricure a a,;

4° |yo(by) —y(x)|<p pour tout .z appartenant & (@, b) et qui
serail supéricur a by.

7. L'intégrale I[C]. — Soit une courbe G : y == y(z), ale<b,
de la classe € ; nous désignerons par If C] I'intégrale (I) correspon-
dante : c'est une fonctionnelle qui, du point de vue géométrique,, est
fonction de la ligne C.

Cette intégrale sera dite réguliere positive {négative) si, pour
tous les points (x, y) de A et pour toutes les valeurs finies de y* on
a constamment

2) S, y, ¥ ) >0 (<o) (')

elle sera dite, par contre, quas réguliere positive {négative) si, pour
les mémes x, y et y', on a

Jryle, y, ¥)20  (S0)
(') f y'y' désigne la dérivée seconde de f prise deux fois par rapport a la variable y';

de méme plus loin fy',, f, x sont des dérivées partielles par rapport aux variables-
mises en indice.
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8. Semi-continuité et continuité. - Soit C” une classe de courbes
appartenant & C. D’aprés les définitions du Chapitre IL, Uintégrale 1{C]
sera, dans C°, semi-continue inféricurement (supéricurement) sur
la courbe G, de €* si. ¢ >> o étant pris arbitrairement, on peut lui
associer un nombre p > o tel que

1C} > 1[Co)—s  (I[C]< B[ Ca)+2)

pour toutes les courbes C de G qua appartiennent proprement au
voistnage (p) de C,.

Si 1| C] est, dans C°, semi-continue inférieurement (supérieure-
ment) sur toute courbe de la classe, on dira qu’elle ost semi-~continue
inférieurement (supéricurement) dans C*; et si € coincide avee €,
on dira, sans plus, que 1G] est semi-continue inférieurement
{supérieurement).

Comme il a d¢ja é1é dit ln continuité (sur la courbe C,, ou
dans €*, on dans @) résultera de la coexistenee des denx semi-conti-
nuités inféricure ct supéricure.

Supposons maintenant que, dans €, Pintégrale [ C] admette un
minimum : cela revient a dire qu'il existe une courbe iy de €* telle

que
G2 I{C]

pour loutes les courhes G de €. Dans ces conditions I[(0] est,
dans ", semi-continue mféricurement sur C,. Llexistence d'un
maximum entraine de méme la semi-continuité supérieure de Uinté-

grale. Cela nous condnit & rechercher les conditions de semi-comti-
nuité de I C|.

9. Condition nécessaire de semi-continuité. — Afin que, pour une
courbe quelconque C, de I'intégrale I[C] soit sur C, semi-
continue inferieurement dans la classe G, de toutes les courbes
de (S qui réunissent les points extrémes de C,, il est nécessaire
que I[G] soit quasi réguliére positive.

A cause do la continuité de fy., il suffira de démontrer (2') pour
les points X, y intérieurs au champ A.

Supposons, S'il est possible, qu'en un point Po(.Xo. Yo) intérieur
a A, on ait, pour une valeury'y,

Cl) ft\"r'(-rﬂg Ya. .1";I) <.

VOLTERRA 8
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On pourrait alors choisir deux nombres v et 3, supérieurs a zéro, tels
que le segment rectiligne PoP, tssu de P, avec le coefficient angu-
laire ¥/, et la longueur 3, soit intérieur a A et tel que, en chacun de
ses points et pour tous les y' compris entre |, — ¢ et 3, + 4, on ait

(4) f")'(-*‘,.)’:.)”) "-_Ti'

Désignons alors par Cy la courbe formée par ce segment (Pop;, dont
['équation est

J’=.Yﬂ(-"—'):.70+_l‘l.(-i'“—--1'o) (d'n‘gd’g.r").

en désignant par X; l'abscisse de P;. Construisons, pour chaque n
entier positif, la courbe C,

y=yulx) (Belrim)
de la facon suivante : nous divisons PoP; en n parties égales et, sur

chacune d'elles prise comme base, nous construisons un triangle qui

¥

Fig. 3.

ait ses deux autres coOtés de coefficients angulaires y, -4, 37, — 1.
Tous ces nouveaux cotés formeront une ligne brisée, qui sera la
courbe C, et qui a les mémes extrémités P, et P; que C,.

Si n tend vers l'infini, C, tend uniformément, dans tout (X, X; )
vers Go et par suite d appartient proprement, a partir d'une cer-
taine valeur de n, a un voisinage (p) de la courbe C,.

Observons enfin que, dans tout (&, .24), ON @

(5) J’F‘J(‘r)=.},’(l? }';;lrJ‘):_V:, A

et que C, appartient a la classe C,.
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Evaluonsalors ladifférence1[C,] — [ Co] . Ajoutant et retranchant

rintégrale de f (x, Yo (X) , YV'1, (X)) et appliquant le développement
limité de Taylor, nous avons

B ACl=tl= [ for v yide— [ fie, v, yyrde

il

.,"
[ (f( & Vo, .}';,]-—-f[.!‘, Fo, .,V.:J J) dr
B
+f (Yu—Yadfotoy Yo, vy )dr

I AR : -
+ s f (Fau—Va R finrto, o, .,V' el
f"

ait ¥’y variable avee .z, est compris entre y, et ', =8 — y,.

Si n tend vers l'infini, la premiére intégrale du dernier membre
de (6) tend vers zdro et la seconde. qui peut s'¢erire, en ntégramt
par parties

» 1
/ (¥ — Yol ot vo, ¥ordre

LN

J"
- [ o Yo Mot Vo Vot 4 Y fo (ar, Fos ya )L dr

tend aussi vers zéro. I'aprés les précédentes (4) et (5) on a d’aillevrs

.'I"l ol 3
] ' - - . n= .
) f (Fp—Vo B Lol vy, ¥rde < — -ty — .y,
v, d
d’on enfin
. . a2
{7} Il“"i_— I[{.l“l - ;‘(-I']“-‘J'ﬂl'ﬁ,
4

pour toutes les valeurs de n supérieures a un certain entier ny. Ceci
contredit la semi-continuité inférieure del[C] sur Gy dans la
classe &,, puisqu'alors, pour des valeurs assez grandes de n on
devrait avoir |'inégalité contraire a (7). Le théoreme énoncé et ainsi
établi.
Comme corollaire nous avons :

une condition nécessaire pour la semi-continuité inférieure de If C]
est que cette intégrale soit quasi réguliere positive.

11 est évident que, en substituant la quasi-régularité négative a la
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quasi-régularité positive, on aura une condition nécessaire pour la
semi-continuité supérieure.

10. Condition pour la continuité. — Gomme, d'une part, la conti-
nuité résulte de la présence des deux semi-continuités et que, d'autre
part, les deux inégalités

donnent S E 7120 et fio(o, y, phgo

. Sonilx, y, ¥ ) =0
et, par suite,

J(x, y') == M(x, y) + N, y1y,
les résultats du numéro précédent entrainent donc que

Une condition nécessaire pour que |[C] soit continue est qu'ele
ait la forme simple

[
(8) .f {:“I(.Z‘,VV)-i-JJ N(;r,)/]; dr.

On voit bien ici la nécessité de faire intervenir dans le calcul des
variations la semi-continuité et non pas la continuité : s1 Pon voulait
n'envisager que des intégrales possédant la continuilé fonctionnelle,
on serait réduit au seul type trés paviiculier (8).

La condition précédente reste nécessaire méme si I'on se borne a
demander, pour toute courbe G, de G, la continuit¢ de I[C] par
rapport aux seules courbes qui ont les mémes extrémités que G,.

D’ailleurs la condition susdite est aussi suffisante pour la con-
tinuité de 1{C). |

Supposons en effet que I[ C] ait la forme (8) et soit une courbe

Co Yy = yy(ir), ﬂ(ng-’f'gbo
de la classe C. Si
C: Y= y(r)  azsb

est une courbe quelconque de € ayant, sur l'axe des 2, la méme pro-
jection orthogonale que C,, on aura

&y
(9) T(C]—1]Cy] = f (M(z, 3(0)) — M(z, yo(2)) | dr

ay

By
e f IN(.r, vy(z;))y’(x)“N(.c,_}’n(.r))y},(x)} dr.

g
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e > o etant pris arbitrairement, il est possible de déterminer p > o
tel que, si G appartient proprement au voisinage (p) de Co, la pre-
miére intégrale au second membre de (9) soit, en module, moindre
gue . Quant a la derniere intégrale, elle donne, par la formule de
Green

N(x, y)rdy — N(r,yu{r
¥
[’N ¥iel IN ity ¥ift 3
=-— [‘ d.;,-f L., hgf Niay, yrdy — \rtf)e,.l'i'({vi,
*da, Yel2l Yo'tly) yatfrg? j

qui peut aussi étre rendu inférieur a e pour p assez petit. On a donc,

dans ces conditions.
PG — 1G]] 70z

pour toutes les G de € appartenant au voisinage (p) de C, et ayant
sur I'axe Ox, la mOGme projection orthogonale que Go. GeC| prouve
la continuité de I[G] sur la courbe Gy relativement a la classe des
courbes G ainsi définies.

La continuité de 1[G] sur Gy, relativement a toute la classe £
s'obtient enfin en substituant a G, la courbe Gy qui s'obtient en |ui
ajoutant les segments rectilignes

)' -_—.]*n(au ), (['/;_riuu
et
.1. == J’-lfl bl) |3 bu o 'E b

en opérant de méme pour toutes les G et appliquant le résultat pré-
cédent ().

| 1 . Condition suffisante pour la semi-continuité. — L'intégrale
If G], s €le est quas réguliére positive, est semi-continue infé-
rieurement.

(") Pour les intégrales sous forme p a r a n /‘l-‘(.r‘ oo, ) ds, a forme
analogue a (S

(8) /’i M{z, 3).r + N{x. y) ! ol

est undcessaire, mais non saffisante pour la continunié. Dans ce eas la candili:}m'
N
v = or
dans tout A, ce qui revient 2 dire que Mdr + Ndy est dilférentielle exacte dans
toul A,

. . - oM
nécessaire et sufflsante est donnée par la forme (87) avee la condition il
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Pour exposer rapidement le principe de la démonstration, nous
supposerons que la courbe

Co: Yy =yala), alxrib

sur laquelle il sagit de prouver la semi-continuité, admette, pour
yo(x), les dérivées y, (z) et y, () finieset continues(").

Un artifice analogue a celui utilisé au numéro précédent nous per
met de nous borner a considérer les seules courbes C de la classe €
ayant, sur Taxe des x, la méme projection aby que C,. Posant tou
jours

G: y=ylo), ol < b,

nous pouvons écrire

) ho e
1{C]—1[Ce] = f S(x, yiey, yte)de *j S(r, yotir), yota)) da
bl 7 fy

- f""

tty

(f("" i) ye)— fle, yie, yo(o))
+_f(-‘”.- Foar, y:,{.;))) dr
[N
'—f f(-r, yol(x), yotz :) dr,

Mais le développement de Taylor
H&, 7, ¥y — e v, yo)
= (Y =Y rlr, ¥, o)+ :;;*y’+.v;. Rheala v, ),
ou f,... est toujours Z o, donne

Jle, yy, Y y=fle, y, yo) 20y —va)felz, ¥, ¥'),
d’on

(10) 1[G} — {GCo]

fry
2 f (2, 7, yol @)+ (e —yole)) fro(e, x, yole)) ) de

fig

b
"_'f f(-f: Folx), J”o(J.’-‘)) dx.

(") On trouvera dans le traité de M. Tonelli ([101], vol. I, chap. X1) la démons
tration générale, indépendante des hypothéses particuliéres admisss ici.
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Or, d'aprés len® 10, I'intégrale

by
f {f(.r, Y, y'u(.'r]) —.r'of.'rlj}f(.r, Yy Yolir ;) +y f_,'(.r, ¥, _y;,(.r)) e,

gy

qui figure au second membre de linégalité précédente, une fois

pour la courbe C (c’est-&-dire en prenant y :y(:z:)) et une fois pour

la courbe C, (y =¥, (J))), est continue. On pourra done déterminer

un p de fagon que, si (i appartient proprement au voisinage (p) de C,,
le second membre de (10} soit en module moindre de ¢ et, par suite,

O] — [ Co| -t

La semi-continunité inférieure de I{ (0} sur (5, est ainsi établie.

En particulier toutes les intégrales 1{C.] régulieres positives sont
semi-continues inférieurement.

Le simple changement de f(z. y. ¥') en -~ f(.e, 3. 3") montre que
I[CG] est semi-conlinue supéricurement si elle est quasi réguliére
négative,

12. Extension de la semi-continuité. — Supposons Uintégrale |
quasi réguliére positive ¢t considérons une fonction quelconque abso-
lument continue ¢ (r) définic dansunintervalle(a, byavec a, Salbh,.
Nous admetirons que celte fonclion n’appartient pas i la classe € de
sorte que la fmu'liouf(.z:, @(x), cg'(;r:)) n’est pas intégrable, au sens de
Lebesguce. sur (e, &). R étant un nombre positif quelconque, soit Ey
Pensemble des points de (@, b) sur lesquels | o'(r) | << 1 Ia fonection
f(r_ (). @’(.c)) ¢tant bornée sur B estintégrable sur cet ensemble
et les hypothéses faites entrainent que

Ty lim j f(.r. cory, o)) e =4+ =
En

B ocw

Posons en effet
(e Jlr, yvo = fle, y, vy — f\f| £y o=+ fidae, v,
la condition f,..(z. y, ") .o etle développenent

r

[
Slx, o ¥r= o voor 0 fola  yook 07 funeta, v
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entrainent f(z, ¥, )= o. En outre () étant absolument continue
sur (a, b), ¢'(x) est intégrable dans cet intervalle au sens de Lebesgue
et par suite aussi

(13) S(®, o(2), 0) + o' (x) i (2, 200), 0).

L’hypothése que f(a:, o(.), cp’(a:)) n’est pas intégrable entraine
alors que ]'(a:, o{x), go’(.z')) ne I'est pas non plus et, puisque f2 o,

(14) nl.i;]:o j;nf(i-, iz, 9’(.r)) dor = -+ x;
(11) en résulte a cause de (12) et de I'intégrabilité de (13).
La formule (14) conduit a poser

&
f (=, 2(@), gle)de =+

et aussi

%
{13) f f(.r, ?{x). 9’(.1‘)):!.(' =,

Or la démonstration générale du théoréme du n” 11 sur la semi-
continuité des intégrales quasi réguliéres positives — démonstration
pour laquelle nous renvoyons au Fondamentt de Tonelli — prouve
également que, étant choisi arbitrairement un nombre K, on peut
toujours trouver un nombre p >~ o de facon que toute courhe € de la
classe C appartenant proprement au voisinage (p) de y =o(x),

alz<b donne
1G]~ K.

Cette propriété, pour le cas on 'on a la formule (13}, donne une
extension de la semi-continuité inférieure. On peut l'énoncer en
disant que P'intégrale quasi réguliére positive I[C] est semi-continue
inférieurement méme sur la courbe y == ¢ (&), a S x5 b, pour laquelle
elle prend la valeur infinie.

13. Existence du minimum. — Indiguons maintenant comment on
peut profiter de la semi-continuité inférieure pour établir |'existence
du minimum ('). Démontrons a cet effet le théoreme suivant :

(*) Des considérations analogues valent pour I'existence du maximum dans le cas
de la semi-continuité supérieure.
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Soit I[C) une intégrale quasi régulicre positive et admettons
qu'tl existe trois nombres o > 0, 2 > 0, v fels que

(16) Jee, y, Y2y vrxay

pour tous les points (x, y) du champ A et pour tous les y' finis.
Alors dans la classe C, de toutes les courbes de C qui joignent
deux points donnés P = (a, p), Q = (b, q)de A, aveca, Ca < b=b_,
il en existe une qui réalise le minimum (absolu) de I[C].

(16) enlraine, pour loute courbe C de @,,
J]
11 G ‘—‘f Sor, v, yrde zvih —an
"

et la limite inférieare i de I[ C] sur €, est certainement finie (supt’:-
rieure ou égale a v (b — ﬂ)). Suit alors une suite de courbes de €,

(suite minimisante)

telles que

(17) HOMSi+ =

et désignons par v =3, (Z). aSx b, 'équation de C,. Nous aurons.
d’aprés (16),

l’}
I[U,.Iz:xf Ll 2 de +vib—a)

el, par suile,
b .
R 1{. 1 ]
X <= - — <H
(18) J | Val d.r:p)r-q-"-a-[vlrb n){:H.

on

‘_-l + I
Il_-:-;}r+1+iv|(b—-a)l

ne dépend pas de n.

Le pas essentiel consiste maintenant a établir que la suite des y,(x)
forme un ensemble de fonctions également continues et également
bornées. D'aprésle théoreme de Ascoli-Arzela (Chap. |1, n° 8, b), on
pourra alors en tirer une suite uniformément convergente qui a bien
des chances de réaliser le minimum cherché.

Or envisageons un groupe quelconque d'intervalles partiels de (a, b),
soit (a,, by), (a2, by, ... (an by)* intervalles en nombre |fini et



non empiétanis. Formons la somme

m
H 1] ﬁl"

ZrlJ’n(b:')"")’u(ﬂr'ﬂgzrf 1)’;!]"{1‘
i 1 r

et appliquons I'inégalité connue de Schwarz-Hélder ('), il vient

nt

Zrlyﬂtb!‘)'—yn(“r) |
1

< 3
:2’_ £ }yn | elp
1

»
*

1
" b, i+ & I T+
::I:Z" _/a: i.y;l ll+u d‘“] (2’_' b:"“" 0y )) ’
1 v ]

d’oit, d’aprés (18),

m ' n 1+c
(I(’) Erlyﬂ-(bf)_"fn(ar)|§lll+a32(b;-“*€!:-) N
H 1

!

Si nous prenons r = 1 nous voyons que, pour toulintervalle (a,.6,)
contenu dans (a, &) et quelque soit n,

-3

—_—

'
i}’ﬂ.(")lj)—)’n’(al)l S HYY*E — ﬂ!)l+a,

ce qui prouve bien que les y,(x) sont également continues dans (e, b);
yu(a) étant toujours égale a p ces fonctions sont aussi également
boraées dans (a, b). On peut doncappliquer le théoréme, rappelé plus
haut, de Ascoli-Arzela et extraire de la suite des y,( x) une suite y,, (2),
YalZ)s +.., convergeant uniformément, dans tout {(«, b), vers une
fonction continue y ().

Les derniéres vérifications sont fort simples. On :aura Svidemment
(20) Yla)y=p, y.ib)=gq,

et, d’aprés les (19) appliquées aux y, () ct en passant a la limite

(") Cf. [101], vol. I, p. 165.
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pour s—

x

——

‘!-P?.
\

indgalité qui prouve que 3. (z) est absolument continue dans («, b).
Si la courbe

i

it
1
E 1,r.fbrlv—y,(n,-)!é_llm 2 (br— a,)
r r
1 L]

(20} Y=y lx) aseld

n'appartenait pas a la classe €. d'apreés le résultat du n” 12 toutes les
courbes GG de € appartenant proprement a un voisinage (p), assez
petit, de Ia courbe (21) devraient donner a Uintégrale 1 une valeur
plus grande que ¢ + 1. En parliculier on aurait

O] >+

pour s assez grand, ce qui scrait contradictoire a (17). Il est donc
certain que ln courbe (21), que nous désignerons par C,, appartienta
la classe € ot done aussi, d’apres (20), 2 G,

UHilisons enfin la semi-continuité inféricure de IfC], semi-continuité
(qui est assurde par le théoréme du n® {1 puisque, par hypothése, notre
itégrale est quasi réguliére posttive. De (17) suit

limI{G, )=+

et, par la semi-continuité inféricure de I[ C]. on doit avoir

B 8] G, [ 2100
d'ou (2 1[G, ]; mais puisque ¢ est lu limite inférienre de 1[G} dans la
classe C,, 1l vient
i=1{C,}

La courbe (i, donne bienle minimum absolu.

D'autres théoremes d'existence, plus généraux, se trouvent dans le
TraitédelL. Tonelli (vol. 11). Ici nous observerons que, dansla pro
position démontrée, au lieu du minimum de 1[C] dans la classe €,
de toutes les courbes de € qui unissent les points P et Q, on pourrait
considérer le minimum dans des classes bien plus générales.

En maintenant, par exemple, la condition que les courbes consi
dérées appartiennent a ¢ et ont toutes les points extrémes P et Q, il



suffit d’ajouter une condition qui assure que €, fait partie des courbes
pour lesquelles on cherche le minimum,

En particulier, on pourra remplacer €, par C, formé par toutes les
courbes de €, pour lesquelles la nouvelle intégrale

&
f (M(z, y)+ ¥ Niz, )} du

1

prend une valeur constante.

14. L’¢quation d’Euler. — Soit G, : y,(z) a<z<b une courbe
de €, qui rend minimum I[C] dans C,. Nous avons démontré¢ son
existence dans des conditions précises. Nous allons constater que y, (z)
n'est pas seulement labsoclument continue, mais jouit d’autres pro-
priétés notables. On a en effet le théoréme suivani :

Si 1[C] est réguliere positive et si, dans toute région bornée du
champ A, il existe des constantes a, p, v, 1, v, 'avec &« >0, p. > o,
g1 >> 0, de maniére que, en tous les points de la région considérée
et pour y' quelconque, on ait

mity e+ visfie, y, ) Sy IV e+,
(22) (v (2, ¥, YOl <l y e+,
' Iff'('r:y!f”<l"'|yrll_!a+va

la fonction y(z) précédente a partout des dérivées y',(x) et y, (&)
Jinies et continues et satisfait ¢t Uéquation d’Euler

da
(23) fr— g fr=o.
Observons d’abord que Ia premiére des (22) entraine

]
f2-i) f lfy;]li—i-ﬁdxgi—:l(cn)—-—vl(b__a}],
I |

de sorte que la seconde et la troisiéme des (22 ) assurent que

Sr(®, yo(@), yol@)) ev fo(z, yo(2), yol=))

sont intégrables sur (a, b).
Notons aussi que si ¢(z) est une fonction continue dans (a, b) etsi



le rapport des aceroissements —:TZ est bornd ('), de I'inédgalité

(25) Iro+ o' P ras(iyal+ 19 [ ragat (| yy [rragp | o' |1ray

résulte, a cause de (24), U'intégrabilité sur («. b) de
donc, d'aprés la premiére des (22), celle de

Yo +g{ T et

f(x, Yolx)+elx), yuter+ (e )).

(ieci posé soit w(x) une fonction contlinue et ayant un rapport

incrémental g—g borné sur (a, b), telle que w(¢) =w(b)= o et con-
sidérons
_)VH.'I‘) =J/u(x) —+ fm.r),

o1 ¢ est un nombre réel quelconque. A cause des remarques faites, il
est clair gue la courbe correspondante G, apparticnt a C,.
Nous avons

fs
1 - . . '
i 26) E ('I(]f] — ll(‘n]) = /‘ : LiH] /}f.r‘ J"ﬂ—"’ !Um, .V"+ # Ous )

“a

+ w foaw, vo+ thu, y, + e }} dr,

Lorsque £ tend vers zéro, f, el £, qui figurent sous le signe d’'inié-
gration, tendent presque partout vers f,(x, ¥, i) et fo{2, Yo ¥o)
respectivement ¢t comme, d'aprés (25), on a, lorsque {7| <1,

Py 000 e a1,

Vintégrale. sur(a, b}, de ), 4t est, pour tous les ¢ inféricurs a un
en module. dgalement absolument continue et felles sont aussi,
d’aprés (22), les intégrales de fo(z, y,+ 0w, ¥, +0ta") et
de fo(x, yo+ Otw, y,+ Otw').

D’aprés un théoréme connu sur Pintégration des séries, da A
Vitali (2), la limite de P'intégrale au second membre de (26) est,
alors. égale a l'intégrale de la linmite de la fonction sous signe d'inté-
gratton; (26) entraine donc

h
lim 5 { 1[G, | — 1{Ca]! =f Lo ful @y you o)+ o £l 2, ya Ya) | de.
f—=0 o

(") @(x) est done absolument continue; cf. note de la page III.
() Cf. d'ailleurs f101], tome I 1, p. 91.
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Puisque C, est une courbe qui donne le minimum de 1[C], il vient

b
f E w.f_\'(""‘r Ny .y’ll) - tﬂ'_f_,-'( x, Yo, y:l ’} da = o,

a

d’ou, par une intégration par partie,
& . l
f w’? f fl'rxv)’ﬂ, J/'l.)ff-'ﬂ—f"l-v, Ko, ‘V'.l)sd.rzn.
a Ya

Celte inégalité ayant lieu quelle que soit la fonction w(x) du type
indiqué entraine, d'aprés une remarque classique de P. du Bois
Reymond [21],

g
(27) f Filz, yo, yorde —fila, yo, yy)= G

presque partout, sur (¢, b), G étant une constante.
De (27) nous tirons toutes les propriétés de 3, (x) indiquies dans
I'énoncé du théoréme.
yo{x) étant absolument continue dans (a, &) y admet, presgue
partout, une dérivée y,(z) finie. Indiquons par E P'ensemble de tous
les points de (@, &) pour lesquels existe cette dérivée finie el pour
lesquels (27) est satisfaite. La mesure de E est égale a (b - - a). Soit
alors z un point de (@, b) n’appartenant pas a E et soit un point z de E
qui tend vers z, il est clair que la limite de f,.(z, v, (x) v, (z) existe
et est finie.
Comme I[C] est une intégrale réguliére, ce qui revient a dire
8 g q
ve f....(z, ¥, v') > o, la fonction f..{x, ¥, 3°) est fonction croissante
quéjyy\2: 5, Y ’ ylZs Vs )
de y'. Dans ces conditions V'existence de la limite de

f."(-f, Yal .z, _V'.,l.rj)

pour z tendant vers & sur E entraine I'existence de la limite corres-

pondante de y,(z) que nous désignerons par y*(z) et entraine de
plus que la limite de

f_v-(x, Yyo(a), y},(m;) esl j:,-(i, yolx), _y"(EE)) st y*(x) est finie.
Mais, z étant un point de E, nous avons

2, yol@), yy(2)) = fla, pol2), 0) + yo(z) foo(r, vute), FLz)),



ou y'(x) est une valeur comprise entre o et ¥, (z) et par suite, d’aprés
la premiére des ( 22),

Yolslx, yo  §')y=flz, yo, Yo ) — f(2, ya, 0}
. 2w Yy [t 2 vy — fle, ¥, 0)
el ausst
t28) Yo irte, Yo, yo}S |y e+ w—f(x, y, 0}

parce que, du fait que f..{(x. y, ') est fonction croissante de y'
résulte
Yol v (e, Yo, v > ¥y Sy (r. yo. ¥

It I'équation (28) montre qur, pour .z v~ z. la limite de f.(z, yo, y3)
devant étre finie, il en est de méme de la limite y*(x) de y, ().

Si enfin nous posons y*(2) =y, () pour tout & de E, le raison-
nement que nous avons fait montre que la fonction y*(x) est continue
dans tout (a, b) et, puisque

-~
Yalor) = val e} —+—j yalorvder = vela)+ [ yrixrdr,
"

L 1]
ik en résulte que »,(z) admet dans tout (@, #) une dérivée premiére
¢gale a »*(x), donc finie et continue. La (27) est donc vérifiée
jrartant.

Le prewier terme du premier membre de (25) admet une dérivée
Jnie ¢t continue; donce aussi 1o second terme et Uon a

. d .
/i (: Vol v = d.i?f" { pala vy i)
dans toul («, b). De cette équation on déduit enfin, par une observation

conmie de Hilbert (). que ¥, () existe elle anssi, fini¢ et continue,
dans tout («, ).

() cf. [101], tlII, p. 96



128 CHAPI TRE V. —CALCUL FONCTI ONNEL ET METHODES NOUVELLES,

dérivées g, (z) et Fijias) et continues, a I'exception au plus
des points d'un ensemble E fermé et de mesure nulle, en tout
point duquel ¥, (x)existe mais est infinie. L'équation d'Euler est
satisfaite sauf aux points de E, sils existent.

La courbe ¢, est ainsi composée d'un nombre fini ou d'une infinité
dénombrable darcs satisfaisant a |'équation d'Euler et ayant une
longueur totale égale a celle de la courbe elle méme.

Il existe d'ailleurs des conditions plus générales que celles du
théoréme établi qui assurent aussi que toute la courbe C, satisfait a
I'équation d'Euler.

15. Extensions. — La théorie exposée ici trés rapidement et seule
ment dans ses premiers développements sétend aux intégrales de
forme paramétrique, aux intégrales dans lesquelles la fonction sous

le signe f dépend aussi de dérivées d'ordre supérieur au premier,

enfin aux intégrales qui dépendent de courbes de I'espace a un
nombre quelconque de dimensions et aux intégrales multiples. Elle
sétend aussi aux problémes de Lagrange et de Mayer.

Aprés la publication des Fondamenti de Tonelli, ont contribué a
cette étude, avec L. Tonelli. H. Hahn, M. Lavrentieflf, N. Bogo-
liouboff, L. M. Graves, M. Nagumo, S. Cinquini, E..J. Mae Shane,
A. Del Chiaro, B. Mania et d'autres auteurs.
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CHARTRE VI.

GENERALITES. EQUATIONS INTEGRALES DE VOLTERRA.

I. - PRELIMINAIRE :
INVERSION DUNE TRANSFORMATION FONCTIONNELLE.

1. Rappelons un résultat précédemment établi (Chap. 1V, n° 18) :
étant donnée une fonctionnelle

" i
K l:vt H :] .
[

les valeurs de I'argument >'( /) qui rendent F maximum ou minimum
doivent étre cherchées parmi celles qui rendent la différentielle aF
identiguement nulle quel que soit bdy.

Admettons que cette différentielle ait la forme réguliére

b &
oF =f | O [y( 1), 5] 6y (5rds,
) - a“®

les fonctions y(t) cherchées devront vérifier la condition

i b
. & AT = 0,
(i) [J’("-,‘]

VOLTKRRA
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qui exprime que la dérivée fonctionnelle de F est identiquement
nulle.

2. Nous allons montrer maintenant que des équations de ce type
peuvent étre obtenues comme généralisation d'un systeme ordinaire
de n équations & n inconnues

fi(yiryi- sy Yr)= 5,
f!(.}'l,yh---,}’n)=52,

fn{'yh‘y!- ey J’u)= Zn
ou, plus briéevement,

(2") f;(_y'_,y,,...,y;,)=z; (E=l.1’.....,n\.

Il suffit, pour sen rendre compte, d'appliquer le principe général
de passage du discontinu au continu (Chap. I, n° 5). Des rela-
tions telles que (2) définissent une substitution des variablesy; aux
variables zi. Si I'on remplace les indices par des paramétres continus x
ou t et la fonction fi(ys VY2 ... ¥y, par une fonctionnelle de y(t)
dépendant également du parameétre x (qui remplace I'indice «), on
est amené a considérer la substitution fonctionnelle

(3) Py, 2] =200

entre les fonctions y(x) et z(x). Si la seconde de ces fonctions est
connue et la premiére inconnue, on a a fairel'inversion de la substi-
tution fonctionnelle (3), probléme qui correspond, dans notrethéorie,
a la résolution du systéme (2) de l'analyse ordinaire. Et il est bien
clair que les équations du type'.(1) rentrent comme cas particulier
dans la forme (3).

Pour aborder le probléme ainsi posé (inversion d'une substitution
fonctionnelle), il est naturellement nécessaire de préciser la forme de
la fonctionnelle F.

Un cas particulier notable sera celui ou

]
¥ [y{ ¢), .1:]

est une fonctionnelle réguliere de degré m (cf. Chap. 1 11,811).
Ce cas correspond dans I'Algéebre ordinaire a un systeme (2) dans
lequel les f; sont des polyndmes de degré m.
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Un cas plus particulier encore, mais fort intéressant (parce que
son étude est le préliminaire indispensable de I'étude des cas plus
compliqués) est celui ou F est fonctionnelle linéaire dey; il corres-
pond a un systéme (2) linéaire.

Et il faut encore fragmenter ce cas. Si la fonctionnelle linéaire F
est réguliere et sans points exceptionnels, on pourra la mettre sous la
forme

b
f Yy Rt rrde,
: it

ou K( t, x) et une fonction donnée et I'équation (3) sécrira

[
(4) fy(t}K(t,x)th':zt‘r):
elle sera dite éguation intégrale linéaire de premiere espece.
Si la fonctionnelle a le point exceptionnel t = x, I'équation sera
du type

h
f YOO R, et ity yvic) = zlp)
(s'il y a continuité d'ordre zéro) ou eu général

b
(6) [_V(t)I\'(t,.z:)d!—t—au(.cay(.r;+n|(.rl}"{.m-t—...+a,.(.ri.1fl’”(x}=z{'.r:)

L 4

(s'il y a continuité d'ordre n).

L'équation (5), ou ag(X) est supposé ne pas s'‘annuler. est dite
équation intégrale de seconde espece, ou équation de Fredholm.
Si a,(x) s'annule dans l'intervalle de variation de x, il y a des diffi-
cultés particulieres; M. E. Picard, qui a traité le premier des équa-
tions de ce genre, les désigne sous le nom d'équations de troisieme
espece.

Enfin I'équation (6), dans laquelle la fonction inconnue y apparait
a la fois sous le signe d'intégration et par ses dérivées, participe des
équations différentielles : on la nomme éguation intégro-différen-
tielle; nous avons déja rencontré (Chap. |V) des équations de ce type.
Leur étude systématique sera faite dans le second volume du présent
Ouvrage.

3. Supposons maintenant que la fonctionnelle linéaire F dépende
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seulement des valeurs de y(¢) dans lintervalle a S¢S avec aSx S 6.
Nous aurons des équalions dites équations de Volterra (') qui seront
de forme

(4") fmy(t)l((t, r)de=z(x),
équation linéaire de premiére espéce;

(5 f":y(:)l((c, ) dt +ao(2) y(z) = 3(x),
équation linéaire de seconde espéce.

ht. Ces équations de Volterra, dans lesquelles la limite supérieure
d'intégration est variable avec le parameéetre x, ne différent pas en
substance des précédentes (4) et (5) pour lesquelles la limite supé-
rieure d'intégration était fixe (et égale a 6). Si nous admettons en
effet que la fonction connue K (t, x) peut étre discontinue, avec des
discontinuités de premiére espece, il suffit de prendre dans (4) ou (5)

K(t, x}y=o0 pour £ > .xr
pour que ces équations se réduisent aux équations correspondantes
(4") et (5') de Volterra. 11y a pourtant dans les résultats concernant
les deux cas des limites fixes et des limites variables des différences
telles que nous devrons les traiter séparément.

Nous envisagerons, dans ce Chapitre et dans le suivant, les équa-
tionsalimitesvariables.

1. — L’EQUATION LINEAIRE DE VOLTERRA
DE SECONDE ESPECE.

5. Changeant légérement les notaltons, nous dcrirons cette équa-
tion

(7) o)+ [ e(t)Kit, 0)de=fir).
13
La fonction K (¢, z) est donnée et s’appelle le royau de Péquation

(") Ce furent les premiers types traités d'éguations intégrales. Cf. [123].
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intégrale. Nous admettrons d'abord que ce noyau est fini et continu
dans le domaine

0Stiesa,

a étant une quantité finie. 1l est donc connu dans le triangle limité
par Taxe des x. la bissectrice des axes x =t et la parallele x=a a
Taxe des t (Jig. i); nous désignerons par M le maximum du module

&

Fig. 4

de K dans ce Iriangle. Le second membref(x) est une fonction éga
lement connue, (finie et continue pour

o e <,
o{ar) est 'inconnue,

Il est bien clair que Véquation précédente (5') se raméne a la
forme (2), avee un noyau qui resle fint ¢1 continu pourvu que a, ()
ne s‘annule pas duns Pintervalle de variation de z; le cas on a,(.¢)
<‘annulerait sera envisagé nltériearement.

6. Le probléme i n inconnues correspondant. - Pour résoudre
Féquation (7), M. Volterra s’appuie sar le principe général de passage
du discontinu au continu et envisage ceite équation comme cas limite
d’un syvsiéme de n dguations & » inconnnes. Nons suivrons ici son
analyse ('} :

Divisons Uintervalle (0, @) en n intervalles partiels £y, Ay oo Ay
¢l solent &y, . . . ., Za. des valeurs de & vespectivement intéricures &
ces intervalles. Le systéme linéaire correspondant a (7) est évidem-

(*) Cf. VOLTERILA.,, [123], [113] et aussi [112]-[Iti] de la Bibliographie I.
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ment
?(3‘:‘1) =f(3-71),
(2e) + ¢(21) K( 2y, Z2) by == f23),

9(2n) + o(x ) K(zy, 2n) by +. ..+ (@2 )K(®nry Zp) bnr = f( 20 ),

d’on, en posant
'?(-Tf)=?i, f(xi)=ff1
K(zr, i) hr= A,
le systéme

9 =J1,
P2+ 7 A’.,:=f=,

P+ ?IA‘I,h‘-{— ?gAg,n‘i‘-. e Pa— ‘)\H—-!,J‘t=ff!u

ul peut encore s’écrire
q

(8) ' ?£+2r?rAr,t=fl (E==1,2,....0)
1

La solution de (8) par rapport aux inconnues g; esl obtenuc par la
régle de Cramer. Le délerminant du systéme est

I o Q O Pee e [}]
A i 0 O ... ..., o
Ai‘z A’“;; I O .. e o|=I
A1,n Az,n A:‘i,n - - An—-!.rl 1

et Pon a done, pour 'inconnue ¢/,

i o o ... f, P
}_
A.-; 1 o ... -
1
Avy Asy . o S

expression linéaire par rapport aux fi, dont les coefficients Gy ;
s'expriment & Vaide des A, ;, il vient

Al,.!-l—i I o ... 0

Aa.s+z A3+1,,¢+.2 I ... 0
{10) Gy i=(—1)i] ennnvs cvnnnnn . ,

Asimt A o ol I

Agi Acrr oo My
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polyndme de degré i —s par rapport aux coefficients A;;. Nous
décomposerons ce polyndéme en une somme de polyndémes homogeénes
de degrés respectifs 1,2, ..., i—s

dO') G,J:AL:;J-F r\f;?{‘-ﬁ-..-—i- Jk!:;t_“ﬂ.

et il reste a préciser |'expression des divers termes homogenes A " .
Or, en développant par rapport asa derniere ligne le déterminant (10),
nous obtenons

i—1
Gx.i = A \'.e_'ers,J'AJ',i
41

que nous écrirons encore ,
—1

di) Gre o+ .\,,;+E GerApp=o (1)

v

En remplacant, dans (n), G, et G, par les valeurs tirées de (10)
et en identifiant les termes des divers degrés, on a enfin

' .-\",-'; = — ;\,J,

(12 P

I—1
M YU RN
ALl =}dr,\,,‘,. AL

ey

---------------------

Le systeme d'équations (8) est donc résolu par les formules (9) ou
les coefficients Gs; sont donnés, en fonction des A;; par (10') et (12).

7. Passage a I'équation intégrale (7). — Imaginons maintenant
que le nombre des intervalles partiels h;, hy.. h, augmente indé-
finiment, chacun d'eux tendant vers zéro. Les indices i. r, s sont
remplacés par des variables continues, les sommes précédentes par
des intégrales et I'on peut donc prévoir, d'apres les calculs du n° 6,

(") (11) sobtient auss en portant, dans les équations (8), les expressions (0) des
inconnues.
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que (7) sera résolu par la formule
(13) oar=fiz)+ [ fO)S( 2 d,

le noyau S qui est dit noyau réselvant ou réciproque de (7) étant
donné par I série

(14) S(t, ) =2hmh1(:, )
1

K (1, 2) =— K(¢, ),

K (1, :1:)=f. Kui(e, §) KIU(E, o) o,
!

(15) )

K (e, ,r)_—_f' K0 (g, 5) KOVE, )2,

!

---------------------------------------

8. Veérification. — 1l reste a vérifier la solution précédente et a
constater qu'elle est unique. C'est ce que nous ferons en montrant
que toute la théorie se résume dans la démonstration des trois prin-
cipes fondamentaux suivants :

. Principe de convergence. — Pour |'obtenir nous rechercherons
d'abord des limites supérieures des fonctions K.("(t , x) définies par
les formules (15) et qui sont dites noyaux itéres de K.(t. Xx).

Puisque dans le triangle
ot<rsa,

K(z, z) est continu ¢t borné par M en module, on aura

a
I]\’tzi(g,m}lgf M_Md_s zME(.T-—“,
Sy

VK9 (0, 1< [ MME — oyar = Ma (P

!

o (E— )2 (g — g3
1 A4) < MA— 2 = M
LK (”"T”ﬁ/! M. M th—a)! k=M (h—1)!
La série
M M2 (x—¢) n Mi(ax —2) " MA{ g e g1 = M eMern

Tl 2! T T =)
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étant absolument et uniformément convergente, il en est de méme de
la série (14) des noyaux iteres et la somme de cette série (14)
représente, dans le champ considéré, une fonction finie et con-
tinue S(t, x) {noyau résolvant).

“11. Principe de réciprocitt. — Notons d'abord que le noyau
itéré K" peut sécrire auss

2
(56 Kt ¢, )= f K'ide, EYRA—N(E ) dt,

!

J étant 'un quelconque des nonbres 1.2, ... (d—1).

n effel (16) est évidente pour h=2 el Uon peut done. pour
I’établir, la supposer vérifice par le noyan K=,

Il vient alurs

wel
KAie, o) =j Ka-tge, ByRO(E, o)l
!
- £
= [ RG eds RO R K 00, 5 dy
[l L]
= f Kinde o) rf-r,f Kia~=i—tigy, 2) KOs o dz (1)
L] Lol 1
= / bt q VKA, ey,
~'
¢’est-a-dire précisément (16).

En particulier les formules (15) peuvent étre remplacées par les
suivantes

Ly} k(e ::f hetve, Sy -ues ey ot

¢
Or si Pon ajoute membre & membree les (15) et que l'on ieane compte
de (14), on a

"
St o) =— ht, .z'}wf Sit By ks, oy ds
f

(") En employant, pour échanger l'ordre des signes d’intégration, la formule hien
connue de irichlet

& H K A
f el§ f dn Fit,n) — f‘ el f dE F(E m)y
& L} Jh

|

qui sera utilisée plusieursfoisdans la suite.
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et les (15') donnent de méme

S{t,z)=—Kit, z) — | K(¢, E)S(E, 2)dE.
t, ) r)[(i)(sm)s
Ces deux formules, que nous écrirons

07) K(t, o)+ 81, 2)=— [ S(t, HK(E, =) &

£

i
=—f K(t, §) S5, @) dE,
4

se déduisent Tune de l'autre en échangeant le role de K et S. Elles
expriment la réciprocité entre le noyau K de |'équation (7) et le
noyau résolvant S correspondant.

Comme corollaire on pourra calculer K a partir de S par des
expressions en tout semblables a (14) et (15)

K{¢t, o) =2k S, x)
1

avec
St (e, 2)=—S(¢, r),
Skt "")=f SUle, §) SU—iE, &) o,
!
IR, Principe d'inversion. — Les précédentes (17) donnent

Uinversion de la relation intégrale

(7) ;(x)-a—f ste)hie, x)dt = fLr)
u

et établissent Uunicité de sa solution qui est donnée par

(e8) ?(ﬂ?)=fl£)+f fie)Sie, 2 dt.
L
Soit, en effet, une fonction qui vérilie {7); multiplions cette équa-

tion, ot z a ¢1é remplacé par £, par S(%, «) et intégrons par rapport
a £ entre les limites zéro et z. [l vient

a vt E
(E)S(E, =) ds + dES(E, o) LYK, Eredt
S rwsg o [ ase e [TeKi o

= [ s 2y ek,
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d’ou, en permutant 'ordre des intégrations du second terme eten y
échangeant £ et ¢

[ ewasi o [Tk6 05w nal= [Crose o0

ou, d’aprés I'une des (17),

~ [TeokE nd= [ 156 2
g i
et enfin, d’aprés (7),
ole)=fle)+ [ fl5)SEG, =) dk.
e

Si donc 'équation (7) a une solution, cette solution est nécessaire-
ment unique ct donnée par (18). Mais un calcul de tout point ana-
logue, fait cn partant de (18) que 'on multiplie par K (£, z) aprés y

avoir remplacé & par §, ameéne 4 Péquation (7) et vérifie donc la solu-

tion (18). Ce calcul est d’ailleurs superflu, vu la véciprocité entre S
e K.

9. Récapitulation dea trois principes. — 1. La série (14) des noyaux
itérés est convergente et définit le noyau résolvant S(t, x).

I1. On ala formule (17)
17 Kie, x)-u—Su,x.:_f Sor. D)KL, @) de

Ut
X
~_—f K(e, £y SiE, x)dE.
!

Il. La solution unique de

(7) ocr)+ [ 9(0) K(ex) dte = flr)
est donnée par la formule
(18) q:(m):._f(x)+f 1(0) (¢, x) d.

Les résultats prévus au n° 7 sont ainsi entierement justifiés.
La méthode précédente et les trois principes se retrouveront pour
les équations a limites fixes avec la seule différence que, le déter-
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minant du systeme linéaire aux inconnues@,: n'étant plus égal a
['unité, I'expression du noyau résolvant est moins simple.

Dans les deux cas c'est le principe général de passage du dis
continu au continu qui sert de guide pour la résolution.

10. Ajoutons une remarque concernant les deux noyaux K(&, .z)
et S(&, =
Nous pouvons considérer S(&, ) comme une fonctionnelle dépen-
dant de toutes les valeurs qui prend K (,2') dans le domaine
§Efsa'Sw
et écrire
S, x) = F[K(, 2]
E<pT e
avec, d'aprés ce qui précede,

Fik] =E, KID(E, x).

La méme opération fonctionnelle, qui fait passer de K a S, fera passer
également de Sa K ; on aura

K(E, « ;——Z SUNE, )= F[S(E, +)1.

E(g(& \‘1'.

Cette opération fonctionnelle, appliqué une fois a K, donne le
noyau résolvant S; appliquée deux fois a K, elle reproduit K lui-
méme

F{FIK]| =R

11. Méthode des approximations successives. — L'équation (7)

peut également étre traitée par la méthode des approximations
successives ('). Ecrivons-la

7) vy =Sfie)— [ HK(E )
1
nous en tirons

9!3)=f(a-")-—f JEYK(E, w)f1E+f K(E,-rmdif (M) K(n, §)dn,
¢ 1]

o

() Cf. LE ROUX, [62]; PICARD, [77]; BOCHKR, [8]; LALESOO [53].
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puis

ooy =fay— [ SOKE oyt [KE 2y ds [ fmiKen, )
1] q 0

&x : h
— [ K ords [ K D [ o 0K
] [ A

ct ainsi de suite, en remplacant chaque fois sous le signe d'intégra-
tion ¢ par le second membre de (3'). Aprés { substitutions et en
dchangeant convenablement 'ordre des signes d’intégration, il vient

a '
p(x)_—_ft.m+{flc:’,ﬁl“u,.r::+l\'mu..¢'>+...+Klfr|t,x>icfl
‘o
S
+f pit)y KUy, rydi
fl

et, faisant tendre ¢ vers 'infini, nous retrouvons la solution sous la
forme (18).

On peut anssi introduire dans 'équation un paramétre 7, en 'écri-
vant

Al
LJ

7" qf{.rl:f:.r‘:—lf gl Wit 1 dt

et chercher la solution développée suivant les puissances de 3. On
obtient immédiatement

-t

(187 9:r1=_{11‘;+}.‘/ Jre) S, r et
n

avec le noyau résolvant

L]
" . W -
St .5 ZZI PR B L P
]
1

qui, dapres le principe de convergence, est évidemment une fonction
entiere de X, de sorte que la solution donnée sera valable quel que
soit X.

Ajoutons enfin que Ton peut établir directement l'unicité de la

solution. Si (7") par exemple avait deux solutions, leur différence
U(,X) vérifierait I'éguation homogéne

X
Hiay + ).f il YKie, rydt =0,
0

d'ou, par application du procédé d'approximations successives, on
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tire
x
wiz) = ztf w(tY KW (¢, z) dt.

Admettant que | W{X) j est borné par le nombre N, nous aurons

M!Na!
i}

| u(e) | M

qui tend vers zéro quand i tend vers I'infini; u(x) est donc identi-
guement nulle,

12. La notion de composition. Forme intuitive de la solution
précédente. — Les relations (i5) qui définissent les noyaux itérés
mettent en évidence I'opération fonctionnelle

x
(19) P(t,ec_r=f L(t, £)M(E, 2)d,
4

qui, a partir des deux noyaux L et M, en donne un troisieme P.

M. Volterra, qui a nommé cette opération composition, a remarqué
gu'elle obéit a des regles de calcul tres analogues a celles qui régis-
sent le produit de nombres ordinaires.

Nous examinerons ultérieurement (}) les nombreuses applications
de cette notion de composition. Mais dés maintenant nous donnerons
les propriétés les plus simples et nous montrerons comment la nota-
tion de I'opération (19) comme un produit symbolique permet de
présenter sous la forme intuitive la résolution de I'équation (7).

Pour ne pas alourdir inutilement |'exposé, nous restons dans le
champ des fonctions finies et continues.

Remplacant respectivement par x et y les variables t et x précé-
dentes nous définirons par

ha
(20) Kz, y) =f fla, B gk, y) di

la composition a limites variables, ou composition de premiere
espece des deux fonctionsf et g. Nous écrirons en abrégé

K, y)=Ff5(z,p)

(") Livre 1V, second volume du présent Ouvrage. C/. auss VOLTERRA, [113] de la
bibliographie I, Chap. | X, et VOLTERRA €t PERES, [133].
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ou simplement

k= fg.
Il est clair que, si/ et g sont définies dans un triangle tel que celui

que représente la figure, qui a pour sommet un point quelconque A
du plan (x = a. y=Dh) et dont les cotés sont les paralléles aux axes

Y

Fis 5.

et la droite y — x, leur produit de composition sera défini dans le
moéme triangle. D'autre part ce produit est évidemment distributif

Hiwi)mfinii
et
(;.:r+h)f=;rf+hf;

il est de méme associatif, c'est-a-dire que |I'on a

Jih)=(re ),

ce qui s'écrit encore

-y ¥
j ftﬂ",lE)dEI &5 hin, y)dy
.rJ_ ‘."1
= [ ko prin [ fix, 8 gtE m .
formule évidente en appliquant, une fois encore, la régle d'échange
des signes d'intégration.

Le produit de composition n'est pas en général commutatif

fz = &f
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Lorsque I'on a

& =¢f
* *
les fonctions f et g sont dites permutables et leur produit décompo-
sition est permutable avec chacune d'elles : on a en effet

(Fe)r=1(ar) =5(Jz).
Des lors, si I'on selimite aun groupe de fonctions permutables entre

elles, le produit de compositionf g- obéit aux mémes regles de calcul
formelles que le produit algébrique ().

Si les fonctions envisagées ne sont pas permutables, la notation de
la composition comme un produit symbolique reste avantageuse, il
faut seulement ne pas changer |'ordre des facteurs.

13. Ajoutons quelques remarques simples qui permettent de
déduire d'une fonction f( X, y) tout un groupe de fonctionspermu-
tables. On pourra d'abord composer f un nombre quelconque de fois
avec elleméme et I'on aura ainsi les puissances entiéres de compo-
gtion

Jo S S

qui sont toutes permutables avec/ (cf. n° 8, I1). Sera de méme per-
mutable avec f out polyndme a coefficients constants des puissances
de composition de f et aussi toute série

* *
arf+asfi+.. . +anfra..,

des puissances de composition de/, sous réserve de sa convergence
uniforme. Ajoutons que, pour étudier cette convergence, on tirera
parti des inégalités suivantes : on a

Py — [

f.u< Mn 'L(n._.i)]—

(*) Il sagit bien entendu, des seules régles de calcul spécifiées plus haut et de
celles qui en résultent. Si I'on envisage, d'autre part, la propriété d'apres laguelle
un produit de facteurs n'est nul qu'avec I'un de ces facteurs, cette propriété pourra
sétendre a la composition, sous des conditions assez peu restrictives pour les noyaux
envisagées, en se placant, bien entendu, dans le cas ou le produit de composition
est ldentiquement nul par rapport & x et y.
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S, dans le domaine de définition def, on a

[f] - My

ces inégalités setablissent en reprenant le raisonnement qui nous a
conduit plus haut au principe de convergence. Toutes les fonctions
ainsi obtenues (puissances, polynémes, séries de composition) sont
permutables entre elles.

Nous aurons enfin besoin du symbolef®, puissance nulle de com-
position, défini par la regle de calcul suivante :

Ll ' '] L
Sog=gfo=gla, yy,

quelle que soit la fonction g, permutable ou non avec f(x,, y). Ce
symbole, qui joue le réle dunité, est donc permutable avec toute
fonction g(x, y). De plus son effet est indépendant de/de sorte que
nous pouvons poser, quelle que soit la fonction g

Comme la fonction égale a I'unité et ss diverses puissances de
composition

. Vo—. . ty —ur it . Ly — !
12 == n ¥ = = 7 3 “auy |"='—-—-'—-
[. A L —11.

¥

jouent un réle assez important par la suite, nous utiliserons ordinal-

rement pour | unité f° le symbole i°.

Il est clair que Ton pourra composer de méme des fonctions
symboliques de forme

F=ea1"+ fir. 1),

ou a est une constante qui multiplie i° et ou f est dite partie régu-
liere de F. Si les parties réguliéres sont permutables, il en est de
méme des fonctions symboliques correspondantes : dans tout autre
cas il faudra distinguer I'ordre de composition de deux fonctions
symboliques.

14. Considérons alors les deux eéquations intégrales que nous

VOLTERRA 10
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dirons associées ou adjointes

(21) (fo—fe =,

(23) ;(;o“})=k1

qui s’écrivent encore
)

(21 o, )= [ fla, D9 5 &= (=, ),
.

(22) o(a, .r)—f 2(2, B) S5, ¥) d = h(z, ).

Dans l'une ou 'autre équation f{z, y) (royau) et h(z, y) (second
membre) sont donnés, permutables ou non, et 'inconnue est (2, y).
Leur résolution revient & définir

()
Or l'identité algébrique

(1+ 2+ 224, . {1—3)=1

conduit, en remplagant 5 par f et les produits de 5 par des composi-
tions de f, a I'identité

(23) (- &) (o= F) = 1o
avee
(24) g =f i fie

ll n'y a aucune difficulté¢ de convergence, la série (24) étant majorde
PRI‘

_xi!

Mome 2o El e 20

D’ailleurs, f et g étant permutables, on a également (fin du n® 13)
(o) (o §) =

de sorte que 'on peut poser

() (i) = o )™,

cetle définition étant valable quel que soit l'ordre des facteurs de
composition.
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Dés lors toute solution de (21) vérifie aussi
(i g) Go—f)o = (10— 4 )k,

o = (i i)

d’on

et la valeur ainsi obtenue pour ¢ est bien solution de (21) parce que

(o) o 3) = ioh = .

On fera un caleul analogue pour (22) et l'on a, en résumé, le
résultat suivant : les deuw équations associées

121) (;0—)"){:=h,
() s(iv—1) =,

sont respectivement résolues par

(1) o=(lv—g)4,
(222) ¢ =hll0—7),

le noyau résolvant g étant le méme, ayant la valeur
{24) —x=mf e

et vérifiant les égalités (23) et (23') qui peuvent s’écrire

(25) £ f=ap =g

Le lecteur a déja constaté que les équations qui viennent d'étre
traitées, (21) et (22), sont du type (7) et que la solution qui vient
d'en étre donnée est identique a celle du n° 8, les identités (25)
revenant, avec des différences de notations insignifiantes, aux précé-
dentes (17), de sorte qu'elles expriment le principe de réciprocité (').

La variable x de |I'équation (7) correspond & y de I'équation (22),
mais (22) contient de plus un parameétre JC, limite inférieure d'inté-
gration. Dans (21) la variable est x et le parametrey. Si dans (21)
ou (22) on prend respectivement le paramétre constant, nul par

(') Les noyaux K et S du n* 8 s’appelient maintenant — f et — g de sorte gue (17),
* LI
laquelle peut s’écrire K +~ 8 =— SK= - KS; donne hien (25).
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exemple, on a des équations de forme
oler— [ flx, ) o(®) dE = ha),

¥
21— [ oS E 2= h(y),

résolues respectivement par

0
o(@)=h@)— [ gz, D) &,
¥
- { = h( y— h E E:l dE!
o) =hir— [ ME8 )
exaclement comparables & la précédente (7) résolue par (18).

15. Cas ou le noyau n’est fonction que de la différence y — .. -
Il arrive quelquefois que le noyan f(.¢, ¥) d’une équation intégrale
de 'un des Lypes précédents (21) ou (22) n'est fonction que de la
différence y -— .

(C’est un cas qui se présentc en particulier dans la mécanique héré-
ditaire du cycele fermé ('),

Il estaisé de vévifier que le royau résolvant g est alors de la méme
Jorme et peut s’écrire g(y — x)-

Puisque g est formé a partir des putssances de compositions de f,
il suffit pour s’en assurer de vérifiev que, élant données deux fonc-
tions f, (y — z) et f,(y — ), leur produit de composition ne dépend
lui aussi que de y — z. Or

"a W y y—u
L= - )Ny —Dd= () ful y — & — ) dr,
fi= [ hG=a =& = [ A Sy = =)
ce qui ¢tablit la proposition.

Incidemment notons que, en posant y -— z —¢, la seconde inté-
grale de la formule précédente s'éerit

ffl(-.\fg(t—-':)d-.
~'o

(*) Cf. VOLTERRA, [i30], p. 5a et i50. Cf. auss [ii3] de la bibliographie I,
Chap. VIL Nous reviendrons sur ce sujet dans le troisieme volume du présent
Quvrage.
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qui, par un changement de variable évident, s'écrit aussi

']
ff.<z~—=>f,(-;d—~
[/

et est donc égal ﬁﬂf:.

Nous obtenons donc le résultat : toutes les fonctions de la seule
difference y— x sont permutables entre elles. Nous verrons ulté-
rieurement qu'elles forment un groupe de fonctions permutables
donnant toutes jles fonctions permutables avec Tune d'entre elles,

groupe que M. Volterra désigne sous le nom de groupe du cycle
ferme.

10. Plagons-nous dans le cas ou le noyau f(y  x) esl une fonction
de la différence (y — x), développable en série entiere

(y—.ar)

- o— H
(26 _)"()*—.:'):.»\;.+.\|T+...+.\,,'Q—

.

convergente lorsque» y — x est assez petit : on peut alors donner des
développements analogues des diverses puissances de composition
de/ et du noyau résolvant g.

Pour obtenir rapidement ces développements, il suffit de remar-
quer que. daprés les valeurs (n° 13) des puissances de composition
de I'unité, on peut écrire (26)

Ll L -
Sir—ry=Asr+ Ayt - At e

D'aprés les remarques du n°® 13, les puissances de composition de/ se
calculeront a partir des puissances de la série

V) Alsr=Aps+ A 32+ ..+ Ayar ..,
que l'on ordonnera par rapport a ; et ou l'on remplacera z° par

(y-—.r}l’—l_
(p—1i

Pour la fonction g, nous noterons qu'elle est donnée par
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on aura donc & développer suivant les puissances de z le quotient

Alz)
1— A(z)
Soit
(28) Boz+ B 2. .+ Bzotto . .,
la série obtenue, il viendra
"—-Bo—PB,y x+...+Bn{M .. ..

1! n!

Il convient de noter que la convergence de la série (26), qui a
été admise a priori, n’entraine pas nécessairement celle de la

série A(z). Si cette derniére série a un rayon de convergence nul, le
calcul des puissances de A(z) ou le celcul de — —l-_}—%)-;) sont pure-
ment formels. Mais les séries obtenues deviennent convergentes
Q——-:-l‘——: et elles donnent toujours les

puissances de composition de f et le noyau résolvant g.

quand on y remplace z‘ par

17. La méthode du numéro précédent peut étre commode pour le
calcul effectif d’un noyau résolvant.
Dans le méme but nous signalerons une méthode due a Evans (')

et concernant le cas ou le noyau f(x, v) vérifie une équation diffé-
rentielle, par exemple

A
dif( z, Yy _
(29) Ziai(}’)-—-‘a‘}f{_ = n,

(]

En différentiant I’équation que vérifie le noyau résolvant g

,
f(xayj+gfx,y)=f #lzy §) FIE v) k.

¢ fois par rapport a y, il vient

oM /3 vl )
(30} ;U’_{-+%’}£‘=£ glx, t) ﬂE’yn’E

I—1

H—1—s ]
+2 dy’{g{ V= I ) g

() Cf. EVANS, [26].



GENERALI TES. EQUATI ONS | NTEGRALES DE VOLTERRA. | 51

Multipliant cette équation par a(y) et faisant la somme par
rapport a I'indice i, le terme intégral disparait a cause de (29) et il
reste une équation différentielle en g(x, y) qui détermine parfai-
tement g(Xx, y) en tenant compte des conditions initiales, pour y = X,
lesquelles se déduisent des équations (30).

Cette méthode de Evans est particuliérement commode dans le cas
du cycle fermé. Si, par exemple,

Jix, yr=-—sin{y —x\
alors on a
o f
—55;—: +f=o0,

et le noyau résolvant est, comme on Sen rendra compte aisément,

ale, ry= = sin /2 (==

b2

Le cas du cycle fermé a aussi été étudié par Whittaker (*).

Tedone a enfin envisagé le probléme (%) de déterminer les noyaux
f(x, y) dont les résolvants peuvent étre calculés au moyen d'opéra-
tions élémentaires et d'opération de diflférentiation et d'intégration-

18. Cas des intégrales multiples. — Des considérations tout a fait
analogues s'appliqueront & une équation du type suivant (%)

(I o(yy, e i ¥
¥ Y
— dEI——- [ dsn?lzl---nsn}flsh--—-En!}'t----.)'n!
ol ] el 1}
=h[}'l,.}’2, vare Fah

La fonction inconnue 9 dépend maintenant de n variables et I'inté-
grale simple qui figurait dans (7) est remplacée par une intégrale
multiple a limites variables.

En reprenant le mode de calcul du n°® 8 on établira, pour (3i) trois
principes de convergence, de réciprocité, dinverson qui en
résument la théorie. On pourra d'ailleurs introduire une nouvelle

(') Cf WHITTAKER, [135] et auss VOLTKRRA et PERES, [133] p. 112.
(2) Cf. TEDONE, [108]; VOLTERRA.[13I].
(°) VOLTERRA, |125].
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notion de composition, définie par

,é’=f .- f din fler, Loy oy a1 B Ea) UG B P r ey

et en faire le méme emploi que plus haut.

[Il. - EQUATION DE VOLTERRA DE PREMIERE ESPECE.

19. Nous la prendrons sous la forme
¥ )
(3a) [ ek di=fir
L]

I'inconnue étant @(y). La fonction f{y) est donnée dans I'intervalle

osys,

intervalle dans lequel on cherche également @. Le noyau K(x, y )

est donné pour
oSesyst.

Nous nous limitons d'abord aux fonctions bornées et continues, mais
nous aurons de plus aintroduire I'hypothése de |'existence de certaines
dériveées.

Le systeme d'équations linéaires correspondant a (32) s'obtient,
comme au n° 6, en subdivisant |'intervalle (o, €) en intervalles par-

tiels hy, hy, ... h, et, en reprenant les notations du n° G, il s'écrit
e Ay =0,
o1 :\| 2 Q2 x‘: -,‘_J’

Il est possible de le traiter comme le systéme correspondant a |'équa-
tion de seconde espéece, mais son déterminant est

Ay A\gg o I\;m

de sorte que nous sommes amenés a faire d'abord, sur le noyau K,

['hypothese K (y, V) 0. Dans cette hypothése on peut procéder,
comme au paragraphe précédent.
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20. Le cas simple ot K(y, ¥) ne s’annule pas. — On pout alors,
sous des restrictions de dérivabilité, passer de la solutinn du systéme
algébrique 2 celle de I'équation intégrale (').

Transformons en effet le sysiéme (32) en retranchant de chaque
équation la précédente ; la /™ équation du systéme s'écrit

Pl A — A )+ 3alAsy — Ay )+ oo+ 9 Ay “'—ﬁ f:'—-1.

or, les dilférences (A, —~ A i) et (fi-- fiy) font intervenir a la
limite les dérivées K\ (&, y) ¢t f,.(r) et, en divisant 'équation
précédente par A; i (@; — iy ), il apparait que U'on pourra transfor-
mer le systéme (32') en le systéme analogue concernant I'équation de
seconde espéce

f)KlE-_}'
1- V f‘lyi
u(l)—i-[ $03) : oJE .
' Kiv. ¥ L RO

Cette derniére équation doit pouvoir remplacer la proposée.

Il est facile de le vérifier directement (2), Admettons que, dans le
domaine constdére, les dérivées K, (2, 37) o1 £ () existent et soient
bornées et continues. L’équation entraine nécessairement

fioy=u

et, cette condition étant remplie, elle est équivalente a celle que l'on
en déduit par dérivation par rapport & ). & savoir

L]
i3 Ku*,y:q:_r:-&—f R v dE = £
a
Ol encore
dRi5 ¥
LY T — o
, T Jy fro
33 o I+-[‘ o( =) . fff = =
{ LY J 7S hoyv, v 7 Kiy, o)

c¢’est la une équation de seconde espéce.
Si K(y,y) nc¢ s'anaule pas dans le domaine de variation de y,
cette éguation a son noyau et son second membre bornds et continus

(') Clest ce qu'a fait M. Volterra dans ses premiéres recherches sur la question,
[ 123] Note I, obtenant ainsi les formules d'inversion données plus bas et vérifiant
directement, aprés avoir étudié la convergence des sériesqui y interviennent, I'exis-
tence et I'unicité de la solution.

(?) VOLTERRA [124].
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et les méthodes du paragraphe II en donnent la solution. Posant,
pour abréger,

dK{z, )
da
Mo == X7
i)
h(y)= LY
. = Ky, y)’
puls
S(2, y)=—(H+Htar. .4 Hr ),

on aura

.
9<y)=my}—-f h(11S(n, y)dn,
1]

Jormule donnant la solution, unique, de (32).
Au lieu de dériver (32), on peut aussi y prendre pour inconnue

ﬁ(y)=f ot )t
"

et ’écrire, aprés une intégration par parties,

¥ ,

(34) K{_y,_y‘lﬂ(y]-m[ BOE)KE(E, y) dE = f(y),
d’on

4 _ Ketk, p) o f)
(347) 0y) f 0(8) R 4 = g

tout afait analogue a (33"); on entirera® (y), puis, par dérivation,
onobtiendralafonctiong (y).

21. Nous reviendrons ultérieurement (Chap. VIL 811) surlecas
ou K(y,y) a des zéros isolés. Plagcons-nous dans I'hypothése que
K(y, y) est identiguement nul. L'analyse précédente est alors en
défaut, I'équation (33) se réduisant a

¥y
(33) [ 2@ Kty di = frly),
va

qui est du méme type que (32). Mais on pourra recommencer sur €lle
le raisonnement qui nous avait permis de passer de (32) a (33); il est
bien clair que |I'on sera amené ainsi, sous des conditions assz larges,
ala solution de I'équation proposée.
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Admettons en effet, pour fixer les idées, que le noyau K(z, y) soit
idenLiquement nul pour y ==z ainsi que les dérivées successives K\,

tay - o-y K220, la dérivée suivanie Ki¥' (2, ») n'étant jamais nulle
pour x = y; supposons de plus que K{it{x, ») soit bornée et con-
tinue. Dans ces conditions, V'équation (32) ne peut admettre de
solution que st le second membre donné f(y) a des dérivées finies et
continues jusqu’a U'ordre 7 + 1 inclus; on devra avoir de plus

Sw)=flo)=...= fi'0)=0;

et, ces conditions étant remplies, on passera, par n + | dérivations
par rapport ay, de l'équation (32) al'équation équivalente

‘ 2K ’ e drnit K(E!.Y} - T
[35) (f)y" )y:.c?{_rlﬂ"[ cig) W(f.‘;—-!}-u;.l {y},

tout a fait analogue a (33) et qui donnera la fonction ¢@(y) cherchée,
d'ailleurs unique.

*

22. Le symbole “-'. — Dans ce qui précéde lalimite inférieure
d'intégration zéro peut étre remplacée par une constante ou méme
par un paramétre x qui figurera aussi dans la donnée f et dans
I'inconnue .

L'équation (3a) s'écrit alors

¥
t36) f oir, SiRKeE v dt = fir, 0

ou encore

les donndes K et £ étant des fonctions de .z ¢t v délinies par exemple
dans le domaine
a<wcysh:

R

la fonction f(.r, ) doit étre identiquement nulle pour y = x e, en
supposant gue K(», ») ne s’annule jamais on sera amené a Péquation
de deuxiéme espéce

ol =z, |}+f of.r, §) ‘{E’:: fez___—'{("[';’;;.

Dans tous les cas on peut écrire symboliquement la solution de (36)
sous la forme

t

e =fh"
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'analyse précédente définissant en somme (sous les restrictions

posées) 'opérateur K—'.
On traiterait de méme

(37) f Kiw, £)o(E, y)dt = flur, ¥)
ou
Ke=f

que 'on raménera a la seconde espéce en dérivant par rapporta x, et
sa solution pourra se noter symboliquement

g=h-f.
*
La question se pose de savoir si c’est Ie méme symbole K~ qui doit
servir, par composition a droite ou a gauche de f, 4 résoudre les deux
équations associées (36) ot (37). La réponse est affirmative comme

nous le verrons quand nous aurons donné les représentations et les
régles de calcul des symboles en question ().

23. 1 est facile de ramener au type (32) des équations de forine
un peu différente. Soit par exemple, Péquation

Ax
(38) [ PIEYKE, yrdi =Fiyy,

n

ou l'inconnue est toujours ¢(y) (*).
Posons f(y )=« et admetions quec V'on en puisse lirer. de facon
univoque, y == g{(x), 'équation (38) ¢’écrira

(38) [ oK alr)) dt = B (202)),
L]
de méme forme que (32).

24. Equation de premiére espéce ol figurent des intégrales
multiples. — Nous avons vu plus haut (n° 18) que la méthode de
résolution des équations de deuxieme espece s'étend immeédiatement

(') PERES [76]; VOLTERA et PERES [133], p. 4,0 €t 106.
() VOLTERRA, [126].
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au cas des intégrales multiples. Pour le cas d'une équation de
premiére espece, la méme extension est possible (1), mais les calculs
sont un peu plus compliqués.

Bornons-nous au cas de deux variables (l'analyse étant analogue
pour le cas général) et soit |'équation

L
{39} _f rf=f p s YKUE, B Ly, ) = Sy, e
1]

avec l'inconnue ¢(y, y,)* 11 °*' naturel de dériver (39) par rapport
a y, et ay, pour la transformer en une équation de seconde espece.
Apres ces deux dérivations, il vient

vio)  Keyy, valy, yarei v,y
Yy f)K
+f ot 5, 1':1)—},—"51,J’zi)ﬁ,y-.'lff’:'l

dah
+f ?‘yh‘n“} ‘_}'I,»"lyh,‘!]‘!E‘!

b 1,
o - P2 R(E,E L o?
+f dE,[ dzs gtk gl‘ v Sl Ve S
bl ] o

+ vt

f).’|d.}3 d]]l’)}‘u

dquivalenle a (39) si. comme il est nécessaire, (34, )2) est null

pour y, = o et pour y, =: o, Tf- ¢ {}Tf- étant respeclivement nulle
pour y, —uv ety = u.
En admettant que K(yy, 323, 1) n'est jamais nul, (40) pren

la forme

3y
g 9()'1,:/:!-%[. 15, o FeBs o, e ddly

v
+f ?‘Ji'w-)G -..'n}'l-})ld

f d’f O HE, Sl vy, yod dSa= Ty, oy

F, G, H, h ayant des valeurs évidentes. C'est une équation ou la
fonction inconnue figure dans des intégrales simples et dans une
intégrale double.

On peut appliquer a (41) la méthode des approximations successives
en isolant le terme o(y,, ).

(') VOLTERRA, [ 125].
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On peut aussi procéder de la fagcon suivante : conservons les deux
premiers termes a gauche et faisons passer les autres au second
membre que nous désignerons alors par T(y1, Y2). Il vient

ri
?()’l,ys)-f-f F(Eﬁ}’t,)’z)?(fnJ’:\)dﬂ:T(J’i,J’z)-
[

Si nous envisageons y, comme un parametre et T{yi, y2) comme
connu, c'est une équation ordinaire de seconde espece dont on tirera

X1
o(y1, ¥2) = Ty, ya) +f T, y)FE s,y dh
o

& étant le noyau résolvant de F. Remplagons T par sa valeur, nous
obtenons une équation de méme type que (41) mais ou a disparu la
premiére intégrale

(417) 90y, yu) +f‘ o{ 1, 1) G1(8as 1, ya) dE
0
¥y Y
"“f (Es /. diy 4y (Bq,y §oy 1y 7s) 9051, §o) =My, pad.
[ Sy

En procédant de méme aprés avoir isolé les deux premiers termes
de (41)? on aboutit a

(417) 9(y1,yzi-+-fhd’c'1fhd& Ha(%, S5 vy o) 005y, &2) = hely, oy,
0 L]
qui est du type (31) (n° 18).

Dans le cas ou il n'y a pas deux mais n variables, il faudra dériver
I'équation une fois par rapport a chaque variable. On aura ainsi une
relation ou figurent des intégrales simples et multiples jusqu'a
['ordre n. Pour la traiter on pourra éliminer les diverses intégrales
par des calculs tout a fait semblables au précédent.

1V. — SYSTEMES D'EQUATIONS DE VOLTERRA (!).

25. Nous prendrons d’abord le systéme de deuxidme espéce

y n
{42) ?f(y)+f Z,fwa)Kn(E,deE=f:(yJ {i=1,2,...,n)
o -

(') VOLTERRA, [124].
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ou les inconnues sont les n fonctions @, @,,..., ®_,,. On peut appliquer
a ce systtme une méthode analogue & celle des n°® 5-9 en faisant
dépendre encore sa solution de trois principes de convergence, de
réciprocité, diinversion.

Construisons les fonctions suivantes :

K”(m,y}:—-l(“(x ) (L j=1,2, ..., )

43)
(x,r)-zK (e, 3y (L =2,3,..., %)

Ll est facile de vérifier que le second membre ne dépend pas du
choixde s (s=1u1, 2. ... I —1)et que

t 11’_'7 |f'] .

i _
[Kif (2, yr| < ni— M T

en désignant par M un nombre supéricur & [Kji(x, y)| quels que
soient ¢ et j pour z et ¥ arbitraires dans le champ

olxly<d,
ot nous nous plagons.
Il en résulte que les séries
, n o
(h4) Sjtr, _y1=.~thﬂl,r,~yl
1

sont absolument et uniformément convergentes dans le champ
envisagé el définissent n* fonctions bornées Sy C'est le principe
de convergence.

En ¢éwudiant la forme des restes de ces séries, on conslate, tout &
fait comme dans le cas d’une seule équation, que

H

Sty v+ ki, V)—-—-S Sie ,,at.r Y

n
= - E K Sptr, ¥
"
i

Sia, yi=—38;ux, ¥,

et que, en posant

{43’)
(.’.B y) _.Z 5“‘ brf-ﬂ‘ .y,
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on a
(44) K;:(ar,y)=215}?(w,yr,
1

c'est le principe de réciprocité.
Enfin, par des calculs analogues a ceux du n" 8, III, il viendra

3
-[ Z:(‘?’('“)_f‘("i ) Sentn, ¥) dy,
,
=f Z!?HE)(SM(E: ¥+ Kul&, ) 45,
LU

d’ou en simplifiant,

xr
[ 3 A5 Sty
a

»
=_—f EZ?I(E}KM'.E’JI)dE=Qh(.yj_fk(.yh
L1}

c'est-a~dire que l'inversion du systéme d'équations intégrales (42)
sera nécessairement donné par le systéme des équations

i
.
(42') aiyr=filyr+ [ 2SSt ) &
* 0
¥

La réciproque est évidente par un calcul analogue et I'on a ainsi
le principe d’inversion.

26. On peut passer a4 un sysléme de premiére espéce ayant la
forme

5y "
@) fe= [N O KulE el =1,
0 1)'

les @; élant toujours les inconnues et fes domnées f; ot K,; étant
dérivables par rapport a y. Le systéme (43) enlraine f;(0) == o0 et est
alors équivalenl au systéme des équations dérivées par rapport a », i
savolr

n ¥ R

M dK (E| .Y) 4
(46) Z.,- wfy)K;:f.V,yH-L/; 2}, —’:,—J,-—?;{E)ﬂ$=f:'rl-
1

]



GENERALI TES. EQUATI ONS | NTEGRALES DE VOLTERRA. | 61
Désignons par D (2, 3-) le déterminant
ki, 0 Rty pr o0 ki, )

|!|,r,‘y,\:—_ e dkEaaans rarraaae s Pre ae s aeraen
hutor, ¥y Kuzte, vr o0 Kpatz, ¥

Si D(2, x) est différent de zéro on pourra résoudre les (46) par
rapport aux $,;(y) qui figurent dans la premiére somme du membre
gauche. On obtiendra ainsi des équations exactement analogues
anx (42) et qui se traiteront par la méthode qui vient d’éire donnée.

27. Cas des intégrales multiples. — Prenons par exemple le sys-
1éme de premiére espece

L

r .‘.P [ N E o * 4
rf;|... fl';.,, : ;J,l_ﬂ.....,;;_.bl\“l;-.....;;,1_]'1....._]’;,!
0 /
!

:_f,|y,,..._'y;,a LE= 1.7, .... "1

*q

117!_[
L

(inconnues ¢;). Nous dériverons successivemen! par rapport a yy.
Vs eeny Voo St e déterminant des fonctions Ky (e, ool 1),
soit

I\l” I\.:r - I('.I'I
(13J I"-ri,«r-\_',-----l'p'_]'l‘-..._l"n'z .- . e )
l\nl s I\nn
ou lon fait z,= vy, 9=y .. .. &o==3". 0'est pas nul, les équa-
tions {47 ) enirainent
o TPy Yy e Kpd+Fon oo skl s by oo da,

ou &F; représente une somme d'intégrales simples, doubles, multiples
qui contiennent linéairement les inconnues. Supposant connues
®,, ..., ¢ ,on tirera ¢, de la premiére équation (49) Par la méthode
du n°24, puis on portera cetle valeur dans les équations restantes qui
ne contiendront plus que ¢,, ..., ¢ ,. En continuant ainsi on se
ramenera a une seule équation avec une seule inconnue.

Ce qui précéde indique aussi la marche a suivre si le systeme est
de deuxieme espece.

VOLTERRA u
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V. - LIEN ENTRE LES EQUATIONS DE VOLTERRA
ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

28. Partons, pour fixer les idées, de 'équation de premiére espéce

¥
(50) f elE) ik, y)dE=hiy) (h(u,\:o),

i

ou 'inconaue est ¢(y) et, en supposant finies el conlinues les dérivées
dont nous aurons besoin, reprenons les dérivalions successives qui
nous ont servi pour traiter I'équation lorsque le noyau [ici f(z, »)]
est identiquement nul pour y =z (n° 21}; nous obtenons les équa-
tions suivantes :

¥
(50y) ?ny.ffy,y}+f NG s =Ny,
A
Gourr (3 )+ 5 ,, = Gufirn )+

+?(ylf5“"y,y>+f g, pde=n Niy) ()

el (Ho)estvisiblement équivalente d'équation (cntégro-différenticlle)
(50n+ ) pourvu que l'on y joigne les conditions déduites des pré-
cédentes (504), . ... (50,) en y faisant ¥ = a. Lorsque f(a, a) n'est
pas nul ces conditions déterminent Ies valeurs, pour y ==« de g et de
ses n premiéres ddérivées; 'étude de I'équation (So,.,) avec ces
conditions aux limites est un probléme équivalent a la résolution de
I'équation (50).

29. Dans le cas particulier ou f(, ) est un polynome en ) de
degré n, Uintégrale qui figure dans (50,.,), disparait et la résolu-

() Ici, et aussi dans la suite, des notations telles que fL.(y, »), Sy, y) dési-
guent les dérivées partielles f.(z, y), fi?(x, ») dans lesquelles on a remplact z
pary.
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tion de (50) se réduita Uintégration de Péquation différentielle

(51

f
(?(}’)f{ V,y!) -+ T;,,—-(Ofylf-,(.}’, 1)+...
+ 2V LRy, vi= Rty

£ yﬂ

avec les données aux limites usuclles pour y = «.

5i le noyau fest un polynome en « de degré n, on aura un résnltat
analogue. On peut éerire

(0 — p

— Ay, vy

£V .,
Jre, yy=fiy, y)+ —-}-14—.[,.()/.}*)-1-...-4—

el. en porlant celle expression dans Péquation (50) et introduisant
In fonction
, { ) — : (o

by = g1y ——— L,

t
1.
et !

on est ramend a éguation différentielle en ¢
) iy, vy — fry, yybue e e f i (y y b = Ay

dont ou devra chercher une solution nulle pour y = a ainst que ses

dérivées ¢, ... U on passera ensuite & ¢()°) par (r-+1) dérni-
vations.

30. 11 est clair que des remarques analogues vaudront pour les
équations de Volterra de seconde espéce.

Inversement d’ailleurs fa détermination de Uintégrale d'une
équation differentielie

o efntg

prrerien Al = Ayivie = Hiy

1 !\nf}i .;T;::'_‘__'

qui, poury =a, prend des valeurs assignées ainsi que ses dérivées
jusqu'a Tordre n — i, revient a la résolution d'une équation intégrale
de Volterra, quel'on déduira de (53) par n ou (n + 1) intégrations (*)
successives entre les limites a et y et en faisant disparaitre les
dérivées de cp par des intégrations par parties.

Tout ceci s'étend a des systemes d'équations différentielles : on
passe alors & des systémes d'équations de Volterra (?). Prenons par

(})Suivant que I'on veut obtenir une équation de deuxiéme ou de premiére
espece.
() Cf. SINIOALUA, [104].
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exemple le systéme
(IO;
+21 aR(yreryi=fiiy)

(HLk=1,2,...,n)

une intégration donnera le systéme de Volterra de deuxiéme espéce
Y - ¥
w+ [N an®entidi=siar+ [ fun .
fa dk a

Des considérations analogues s'appliquent enfin a des équations
aux dérivées partielles ou a des systemes de telles équations, pris
avec des données aux limites convenables. Sans qu'il soit besoin
d'insister, on voit que de trés nombreux problemes de |'analyse
pourront se ramener a des équations intégrales de Vol terra.

31. Nous avons vu que dans des cas particuliers (noyau polyndéme
de degré n en x ou en y) on pouvait ramener |'équation de Volterra
a une équation différentielle d'ordre n. 11 est a prévoir que, dans le
cas général, I'équation de Volterra pourra étre rattachée a une
équation différentielle d'ordre infini. Nous nous contenterons sur ce
sujet d'indications trés rapides (*).

L'idée la plus naturelle consiste a envisager une équation diffé-
rentielle d'ordre infini comme étant du type

are
{(54) Ao(_y)9+\(r)—w+ 'y’d! +...=hiy,
ot le premier embre est une série. Une telle équation peut étre
remplacée par le systéme suivant :

5 Au(_y)q:o(_y)-+-A,(y)@.(_y}-a—...-k Apiviep(y)+...=hiy),

(54') |
‘ d_y =gyri{y) (g =0,1,..., %)

avec o (¥) = (r).
L’équation intégrale de Volterra (30), ot Pon suppose le

noyau f(z, ¥) analytique et donné par la séric

Z — o' Ly, )

(Y) Pour plus de détails, Cf. LALESGO, [55]
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s’éerira (Cf. n® 29)

» Sy, v) L (yr—Ew

*“n

et pourra donc étre remplacée par le systéme

pr~l>f’ F @ yyepy)=hiy)

55 d el y)
(331 ?(;J;” =9(y),
i
:_qi;jyi']:?ﬂ"'tyl tp=1,2, veey )

les op ¢tant nulles pour y = a.

Il estimpossible de ramener le systeme ( 55) au type précédent (54');
il y a pourtant entre eux une analogie formelle de sorte qu'il est trés
naturel de dire que (55) représente aussi une extension, pour Tordre
infini, de la notion d'éguation différentielle d'ordre fini. Nous avons
ainsi, de cette notion, deux généralisations différentes et c'est la
seconde qui se relie a I'étude des équations de Volterra.



CHAPITRE VII.

COMPLEMENTS AUX RESULTATS PRECEDENTS
AUTRESTYPES D'EQUATIONS DE VOLTERRA.

. - NOYAUX INFINIS POUR y=x

1. Dans tout le Chapitre VI nous avons supposé gue les fonctions
considérées (et aussi leurs dérivées, lorsqu'il était nécessaire) étaient
bornées et continues. Il est naturel de se limiter a ce cas dans une
premiére étude afin de dégager, sans complications accessoires, les
méthodes essentielles. Mais il convient d'examiner ensuite si ces
méthodes restent valables avec des hypotheses plus larges.

Il et tout d'abord évident que la condition de continuité est tout
a fait accessoire. On pourra admettre que les fonctions envisagées
ont des discontinuités pourvu que les intégrales que I'on est amené a
écrire gardent un sens et pourvu que, les noyaux restant bornés,
on ait, pour leurs puissances de composition, les limitations qui ont
permis d'établir le principe de convergence.

Passons au cas de noyaux non bornés. Un type particuliérement
intéressant pour les applications est celui des noyaux qui deviennent
infinis pour y=x comme (y—x)*"', a étant un nombre compris
entre o et 1. Mais, avant d’en aborder I'éinde, nous rappelicrons
quelques notions qui se rapportent a la théorie de Ja composition et
dont nous aurons besoin.

2. Ordreet diagonale d'une fonction f(z, y). — Soit une fonc-
tion f(x, ) définie dans un champ tel que

(D) aSxlysh.

M. Volterra dit (') qu’elle est d’ordre « (« étant un nombre positif)
si I'on peut y mettre en facteur {y — 2>, le quotient étant une fonc-

(') Cf.[133], P. 10.
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lion de x et dey finie et continue dans (D) et non identiquement
nulle pour y =x. En introduisant, pour la commodité, un dénomi-
nateur T(a), ou | est la fonction eulérienne de deuxieme espéce, une

fonction d'ordre a s'écrira
(y —r Iﬂ.—i

(1) Jix, yy= Fix, ¥,

' x )

F(.z, v) étant {ini¢ et continuc et F(z, £)=Zo. F(x, v) sera dit carac-

téristique de f, F(z, x) cn sera la diagonale. La fonction f n’est

bornée que si a2 1. Pour o < a <1 elle devient infinie pour y = .r.
Soit une autre fonction d’ordre positif 8

(y — x )3t

red

) gir, ¥ = Gur, yy,

* &
lu composition fg garde évideinment un sens, méme st a ¢1 3 sont
compris entre o ¢t 1 et 'on a

Fur, £1G(E, ¥) 5,

v [2
* oy /‘ 15__1;;.2—1 (-y__E}I-i—-l
A Pox, I'eosy
7, .

d'oit, par un changement de variables évident,

. Lr ¥y —.aFrdcl
td = —————— Hiuw, vi
iz 4+ 33 v

aveo
Uiz 51
Poxyate )
» |
xj I"(.r, Sy J'i) G(.r+h_y—.r),y)t="'~ 1— 48— dt,

L}

if ”(Jﬁ',_}/)ﬁ

On voit immmdédiatemment que :

a. Les régles de calenl du Chapitre VI, n° 12, s'appliquent méme
si les ordres sont inférieurs a 1, pourvu qu'ils restent positifs;

b. fg a pour ordre la somme x - 3
. fg a pour diagonale le produit F(x, )G (2, &) des diagonales

de fot g (');

(') Ceci résulle de Pévaluation comnue de Vintégrale eulérienne de premidre

espice :
U{a)I(3)
et — R = ———.
( R e
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d. Si dans le champ considéré on a |F|{<<M, [G]<CN, on a
Pinégalité
- tel  (y— e B
(5) |fa|< -—-WMN.
3. Puissances guelconques de I'unité. — Nous avons vu (Chap. Il

n° 13) que, pour 5 entier positif. on a

ry— s iy —.r3 )

L
*= = .

(Z—11t Tis)

Mais, set 2’ étant positifs quelconques. la formule

" * * r ’. -’
(6, 1213 =13"%,

gui esl évidente pour les valeurs entiéres, subsiste d’aprés ce qus
précede. Il est done naturel de poser, par définition de 1. pour 3
positif quelconque,

.
(7 = 1),

4. Equation de seconde espace dont le noyau est d’ordre o (0 <Z et < 1).
— Ce sera par exemple U'équation

(8) :p(m,y}—;‘;‘t.r,hlw=ln.r,y:

[inconnue ¢(z, )] ou bien, en prenant pour fixer les idées z et @
nuls,

»
(8) 91)‘1-—~f et S5, yadi=ly)
0

[inconnue ¢(y)]. Le noyau f est donné par (1) avee o << a <7 11 il est
donc infini pour y = d’ordre 1 — a.
D’aprés (5), ona

L _ ha—I
|j'H l <z {-_?:._'r..’.._ M~
Vina)

et la séric

-—(_f—v—f‘-‘+f“+...+j'"+...),

() La formule (7) peut d'ailleurs étre justifiée par application de la théorie de
M. Volterra concernant les puissances quelconques de composition ([1331, Chap. V).
Nous y reviendrons, nous contentant pour le moment des remarques du texte.
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dont le terme général est d'ailleurs une fonction finie et continue des
que n dépasse la partie enliére dci est donc uniformément et absolu-

menl convergente. Elle définit le noyau™résolvant g etla relation fon-
damentale

"}
| Sre=fa=xf

subsiste, donc aussi la solulion donnée au Chupitre V1.

(L]

J. Cas d'une équation de premidre espdce. -~ Nous 'écrirons

tg ofiu, yy=hir, y,

ou hien

1

ro) [‘ et 15, yadi =y
0

Les eas traités précédemment sont les suivants @ novau du premier
ordre (n® 20y et noyaw d’ordre entier quelconque (n° 21). Nous allons
envisager le cas on le noyau estd’ordre positif quelconque (').

Prenons d’abord pour le novau f Pexpression précédente (1) avee,
Lowjours, 0 <7 2 < 1.

Nous remplacerons Péquation () par une ¢quation équivalente
dont le novau est du premier ordre. 1l suffit ’en composer a droite
les deux membres par une fonction d’ordee 1 -z, par exemple

- Ly - - oy X
ll X o= —_—
' ) — 2
On passe ainsi A
. ¥ .
L0 o fi=hi1—=

avee, dapres (3) et (4).

LI R
e ey,

Pravbior--20, -

_fl:_}.;l 2=

L équation (10) est bien équivalente a (g). car, en composant a

nouvean a droite par 1%, on en tire

v Ty . » -
?.f I %% = h ]I—a'.l:t.‘

(') VortRRiy, [123], Note 11,
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c'est-a-dire, puisque les regles de composition s'appliquent

4 oy

v f1=

j:s?}fw, ) =fx"h(x, )

et enfin, en dérivant par rapport a y

ou encore

;}{x,yjsh(x,yi.

Tout revient donc a résoudre (10); or on se trouve dans le premier
cas traité au Chapitre VL. Le noyau f; est dérivable par rapport & y
s’il en est ainsi de F et le second membre

y_t'.l
hix ELEPENIECHY; 4
[_ (o, )

s’écrit, avec une intégration par parties

—_ 11— _-?'—:!
hig, X=—r 2 +f By, 8y S,

I't2 — =z,

en admettant Pexistence de /i (2, £). Sous cette derniére forme il est
clair que le second membre [que nous noterons hy(x, y)\ et nul
poury= X et admet une dérivée par rapport ay. Cette dérivée n'est
pas bornée, mais elle n'est infinie (poury = x) que d'ordre a, de sorte
qu'il n'y a pas de difficultés.

L'équation déduite de (10) en dérivant par rapport ay, soit

¥ dfE vy o dbha vy
q(x,yJth,.r)+‘£ c,:(.::,’é)--——d:y—d;m-——uﬁj;-——:

donnera ¢(z, ») par la formule habituelle pourvu que F(.z, x) ne
soit jamais nul.

6. La méthode précédente conduit également a la solution de (g)
ou (g') sil'ordre a du noyau est plas grand que un ¢t non entier.
Posons

& =n+ {3 (n cntier positif, o =7 3 <11

Nous passerons de (g) al'équation

(104} ;af;‘—ﬁiz ff.l"':j,
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dont le noyau f1** = f, est d'ordre entier n+ 1. On terminera
comme au Chapitre VI (n°21) et, si h est dordre au moins n+ 3 + I,
on aura une solution finie et continue de (9).

7. Equation d'Abel. — La premiére équation intégrale, qui fut
envisagée et résolue par Abel (1), appartient précisément au type pré-
cédent.

Abel I'introduit a propos de la question suivante de Mécanique :

Déerminer une courbe située dans un plan vertical, telle qu'un
mobile pesant obligé a la parcourir arrive au point le plus bas O
dans un temps qui soit une fonction h(y) donnée de la hauteur
initiale y au-dessus de O. On suppose qu'au départ le mobile a
une vitesse nulle.

Prenons un syséme» d'axes de coordonnées x, y dans le plan de la
courbe, x étant horizontal, y vertical et dirigé >ers le haut. L'équa-
tion de la courbe sera v = X(y) €et, s étant son arc, on aura

o -
(11} (!5:({}"\/1—1"(‘{};) = giyidy

51 pns:ml

l ;"I . T N
Py = ; . N
¥t \_, T (u{l‘)
En appliquant le théoréme de ta force vive, on tronve. puur le
temps fe(y) de la chne

1
L » T
").,::)'nuym::/ Tt
(L S Al /1

(fui peut s'éerire

4

1

e * (y—72
_.!'_......_f”.y|:/ ?(q-.‘r_.__'_({-p
0

") "(3)

LY

du type (o) avee le noyau f== 1*. La méthode du n* § s’applique
i

done : il suftit de composer a droile par 1% les deux membres de

M AlIM., [1] et [2.
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I'équation précédente pour avoir

fow ¥ ¥

‘-’-lp-. I frim) 1”\'-,-. :f o1 ) e,
N = f 2 . [ o

G G

d’on, puisque I‘(i) ==,

vz dot hond,
y I f{y " ‘ u'f -

Le probléme est ainsi résolu. Dans le cas particulier oni I'on cherche
la courbe tautochrone, h(y) doit étre une constante ¢. On trouve
alors

et, par une intégration trés aisée de I'équation différentielie (11). on
constate que la courbe est une cycloide.

8. Abel a aussi traité le cas de 'équation intégrale plus générale

Y sinh o
LMD
A = fity) o<l 201
‘/n- Ly —n* 4 -

pour laguelle il a employé la méthode des développements en série.
Ceute équation est également du type (9") avee le noyau /= pia,

hov) .
m On la traitera donc en composant

& droile par 1% et, comple tenu de ce que

le second membre devenant

-
[

F(MI‘“"M:qinar’
Oon aura
sinax o Yoohiny
= — ;;j;.[ T ES

La dérivation peut s’effectuer comme il a é1é indiqué a la fin du n* B
et l'on trouve ainsi

()= sinaz §y hio) " /’" W inyq
Y= y—= ) (y—miey’

la solution n’étant finie, pour y» = o, que si £(o) est nul.
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9. Equation de Liouville. — Indépendamment d'Abel, Liouville,
en étudiant une classe étendue de questions géométriques et
physiques par la méthode des dérivées a indices quelconques ('),
avait été conduit, en i83a, a résoudre |'équation d'Abel. Nous allons
traiter |'un des problémes de Liouville.

Une droite indéfinie y, sur laquelle il y a une distribution de
masses uniforme et symétrique par rapport a Taxe des x, est attirée
par un point A situé sur cet axe a la distance x. L'attraction sur

N

Y

M

chaque point de y dépend de la distance & A, mais la loi en est
inconnue. L'attraction totale ¢( .} €tant connue, déterminer |'action
élémentaire F(r) du point A sur un point M de la droite, situé a la
distance /' de A.
On peut écrire
N e
':J{.t‘lz.f:‘ l'l:‘l:t{)’:". I'lrm;t{l’

bl [}

, par fa teansformation

== rt= 3,
qui donne
Prt=5%—3
en désignant enfin
(%) Ylvs
‘r par g5 et 2(yz) par iz,
\ 3 L) z
il vient
. r L
TR ’flvi:../ pLE “!
Vi3

{") Liovving, (6], 1661, 1671,
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équation que Liouville traite par des développements en série. Nous
remarquerons gu'elle se raméne a I'équation d'Abel, par la transfor-

. 1 1 . . .
mation z == -, £ = -~ et I'on en lire facilement la solution
Y N

Observons anssi que I'on peul traiter (12) directement. On obtient
f‘mfef';')rfE -/ el dy
5 VE— E \E——" E Vi —3§
et, en ¢changeant 'ordre des dérivations,

= ROEY ot = % I =
f fl_}d: =[ ?"q)d"if I N— =:{ gLyt
: VE—3 5 s piS— 30l —E .

Ce calcul suppose la convergence des intégrales, ¢’est-d-dire que /e
est infiniment petit d’ordrc_-;— -+ & (e 2> 0) loesque la variable, prise
pour infiniment grand principal, tend vers I'infini.

Par les calculs dont nous venons de parler, Liouville avait en vue
de fonder la théorie des dérivées a indice quelconque. L'élégance de
son analyse a conduit plusieurs géométres comme Hiemnnn,
Holmgren, Letnikoff, Hadamard, Pineherle, a employer les dérivées
gu'il a introduites. Les dérivées a indice quelconque ont d'ailleurs
€té I'objet de travaux récents (Scatizzi) et nous aurons ay revenir.

Rappelons-en pour le moment la définition. Une dérivée d'indice
guelconque a de la fonction y(x) sera définie par

i T
Dj‘.y(.;clr——-l.'__ﬂj l.ﬂ—-!}"’-""}’lf]ff! pour x -0
[1]
et
e ar pE- o .
eylx)= qu =l pour o <z - p {penlier)

ou par des formules équivalentes (¢). On voit la relation avec |'étude
des équations intégrales de Volterra (?).

La notion précédente a permis & M. Mandelbrojl une élégante
extension du calcul des variations (’). Au lieu de considérer une

() C/. [931, [44], [38].
(%) Cf. SCATIZZI, [ 101.
(®) MANDELBROJT, [69].
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intégrale

]
l=f Sz, y, ¥, o,y de

qui concerne une fonction ordinaire de & ¢t de (7 + 1) variables @
(i=o0,1,...,n), il considére, par application du procédé usuel de
passage du disconlinu au contlinu, unc fonctionnelle

Fal vt ) z]
qui dépend de 2 et de toutes les vulenrs de
ya(x)=Diyia)

lorsque « est variable dans un intervalle (O, A), puis Pintdgrale
b
J =f Fafy'®ir), ajde.
[

Pour étudier Pextremum de cette intégrale, il faut d’abord en
annuler In variation premiére éJ. En appliquant, pour transformer 3,
la régle de Dirichlet (') au lieu de Pintégration par parties, on est
condutt, pour y(x), 4 une équation fonctionnelle du type suivant :

Galyi®ir ) | =0, uafag A, Yy = Iy,

c’est une dquation qui peut étre dite équation différentielle continue
par rapport a 'inconnue y(.x).

10. Des équations intégrales plus geénérales que celles d'Abel el de
Liouville avaient éé envisagées par Sonine (2) : les équations de
Soninc sont du type (9'), lenoyau f(x, y) étant fonction de la seule
variable y — x et développable en série. Mais tous ces travaux sur
des équations intégrales particuliéres, traitées par des méthodes
diverses et souvent laborieuses, restérent isolés jusqu'au développe-
ment de la théorie générale.

Les notations introduites précédemment pour la composition nous
permettent d'ailleurs d'exposer tres rapidement les résultats de
Sonine.

() Note de la page 137.
H SONINE, [109), [106].
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Ce dernier considére |'équation [du type (9]

.
f otk fiy —Erdi = Aoy,

n

laquelle, en remplacant y par y -— .z ¢t faisant un changement de
variable sous le signe d’intégration, devient

(13) f etk —eyfry—5rdE =l y — )

ou bien, avec nos notations,
o f =k,

qui est du type (y), I'inconnue ¢ et le second membre A étant, comme
le noyau, fonctions de y — &, Le¢ développement en série qu’admel
Senine pour f peut s’éerire, avee nos notations,

» L] v L]
f= 1“(10+_\.1+A,|=+...),

les A; étant des constantes multiplicatives. L'équation (13) donne
alors

(14} 2:-'?1 1"+.\,1+...)ﬁ)‘11"“-‘.

Mais, st I'on effectue le développemenl en série. qui peut étre pure-
ment formel,
[
L+ Ay 3+ Ausi+,..

=i+Bis+...+B,504...

3

il est clair, d’aprés les proprictés de la composition (Chap. VI, n® 12},
que le prodmt de composition.
(;0-1- At _\2;i+...) ( 19 By [ e )

se réduit a 1°. On ure done de (1 4)
;::h;l—*(;d--a— Byt + Byrz+,. )
¢1, en posanl

;l-a(:na+ |;,:+,,,)=S|y——£r,

1] vient, pour solution de (13)

sy = (E; [ RG)Sty —Edds,
N
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d'ou aisément
L]
gt_y1=kru)5|y)+[ RisySiy — 5t
o

On voit que les méthodes suivies réduisent a de pures identités
algébriques les formules de Sonine.

M. Whittaker a également envisagé un cas analogue. Nous ren-
voyons, pour les formules qu'il obtient et qui, comme celles de
Sonine, peuvent étre d'un emploi commode pour la résolution pra-
tique de I'équation, a nos Lecons sur la composition ([133], p. 112).

11. Equations de premiére espéce a noyaux logarithmiques. — Un
autre tvpe. traité par M. Volterra et qui lui a servi dans le dévelop-
pement de sa théorie» des logarithmes de composition (%), est celui
d'équations de premieére espéce

e

.

dont te noyau f est nfim pour y = par suile de la présence de
teemes logavithnigques @ par exenple

f—_— Iu;::.v — a1 royst.

La résolution d'une telle équation, el celle (Fautees équations plus
générales, peat éire déduite des principes suisants.
La formule

L L3 .
ETT-EERE AN
¢ est-i-dire
. DI S AT S . e L I
RN - = fim —
. Pixy " 3. 'tz 4+ 31
" " L}

donne, par une inlégration par rapport a 5 et une dJértvation par
rapporl i x,

G /‘“ i E— a1 e ~ oy — 23 % B e R 3
N LN J— ___‘_..,.,__..,___,.r:’ ————— 9 == ‘—,
g, 'ioxo R I’ 3% ’ x4+ 30

¢l en particulier, pour x =0 =1,

L ogil — 4= L -/ it f = — () =,
J, | F I 'r.’n l(lj‘-'!"ll [} . T

('} €' f.;133], nuguel on pourra sc¢ reporter pour plus de détails.

VOLTERRA 12



178 CHAPITRE VII.
C étant la constante d'Euler :

=—D{1)=0,57721....

On a ainsi construit une fonction finie et continue

{_yhmﬂi
(17) Myhx)—‘[ Ta+3 3,

dont la composition avec log(y — z) + C donne — 1. On en déduira
immédiatement la solution de

¥
(18) f ?(x,E}{log(y~—E)+C;dE:hl.r,yi:

1l suffit de composcr les deux membres a droite par 2(y° — &) pour

avolr
¥ »
[ empiyr—na=— [The iy —na,
axO S

d’o0, sous la condition que £ est nu! pour y =z, on tirera

{19) 9{.‘3,_}’1————@;‘/‘ hiwr, SrATy — St

La double dérivation de (1g) ne peut s’effecluer sans précautions,

la dérivée premiére de A étant, comme on le vérifie aisément, infinic

T .
comme o poury =z (*). On constate (*) que (19)

s’éerit

{(1y’) ¢lx, y)y=— "z, .::Jl(ym.r}—f hg,(.r, Evdiy — 5t

12. La méthode se généralise, Remplagons (13) par

¥ (E— )21 E9— { a+3—1
— gk YL o —
(20) [ edla+3—1) Y E = e\a+3 1,

e Fia) Fi3r 0T T a4+ A

ot g est une constante quelconque et faisons le méme calcul, puis

('} Log® désigne le carré du logarithme, de méme plus loin logh en désignera la
puissance kléme,

() Cf.[133), p. 132,
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prenons, dans la formule obtenue 3 = I. Il vient

Yoo gy M —
(E—a® 1y a)) ly —ur)

b r——— Iﬂ !’(:—Jj “+ g — — U-( U -4 (!P_____-______

! ”_/r‘ Foa, (RS I+ 4 ey §° J SIS U'tx+1)

wvee
fy—xn .
u.fy—--i)"f y ers dl.

On en déduiva en particulier, pour o = 1. la solution de I'équation
A ]
f g, Brdlogy —5 1+ M ds=hie, y),
.

analogue a (18), mats on C a éut remplacée par une conslanle quel-
congue M; Uexpression de ¢ sera la méme que (19) ou (1¢’) mais
en y l‘(:lll[llilf:ﬂul}. par et en prenant

{[m \I—‘:

13. Ou peut aller plus loin. En dérivant (21) par rapport a 2 ¢t en
ajoutant. & I'équation obtenue, Péquation (21} elle-méme multiplide
par la constante A, ona

.

IREN I @ doghE e+ M lomE— e+ My uoy — B dt
e
ty — . x
= — logoy — ry+ !
p 2t )
e
Fox
o+ A= =+ M,
/
"2
oxs Mooy
f{fl: ‘l|.—-—+ —‘—-4—\'2’
Vox 'y
Flox 41
m, =k - —.
'vx 14

iin apphquant Ia méue méthode & (22) ¢t ansi de suite on aura,
en géndral,

L
1
_ =
RN [ 15— "S ‘\lf; logrn-40% — paniy — 5yt

LIS
L1}

n—1
Py — ¥ N\
= TN atg logn Ay —
- ' ~

x
n
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n étant un entier quelconque; les coefficients my et q se calculent a
partir des My qui peuvent étre pris arbitrairement (on a en particulier
Mg = M 0).

La formule (23) permet de traiter ’équation

y
{24) f elx, §)
It o

=h(3‘:.7);

i

= 5%t ¥ Mylogrb(y — &)+ (y —§)* F E,yJ} ds

0

ou F est une fonction donnée finie et continue. Il suffit de composer
les deux membres par u (y — ) pour obtenir

H—|
4 Y . ':"}’ — E e = - - - -
(24" pla, ) —-—-—Zkulklt)gf' (y—5i 1y =53 +ib(s) )t

l-lr a .
¥
=—f i, Bypiy —Eyds,
T

$ ayant une valeur évidente. L'exposant de la plus haute puissance du
logarithme est ainsi diminué d'une unité et en répétant n fois la
transformation on fait disparaitre les logarithmes. On aboutit ainsi
a une équation dont le noyau et une fonction d'ordre a + n et
qui se traite par l'analyse des n°" 5-6.

14. Soit, par exemple,

¥y
f ora, Biflogiy — 5+ M+ v =5 005 vrildi = b, oy,
£

on se raménera a

-J' 4 l y El:j . )
f el §) l_y—E;—-r_y—E,af W TS 03
W 0

e+ 1

x‘/":(;—t;liF(E,E-a-l_V—-Ep:) d:%ds
1]

¥ * . [
= *-f hix, Gy ﬂ";f Q—;;—«"—hi- oM~ of3,
A A Feg+1

En dérivant deux fois par rapport i 3, on trouvera une équation de
seconde espéce

Y
¢z, y1— [ ole, HUE 1 =iz, ),
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ou W et Il ont des valeurs évidentes et sont des fonctions finies et
continues dans I'hypothese que F et h ont des dérivées premiéres et

secondes par rapport a'y également finies et continues. Cette équa-
tion se résoudra comme il a éé vu au Chapitre V 1.

|I. EQUATIONS DE PREMIERE ESPECE
DANS LE CAS OU LA DIAGONALE DU NOYAU
A UN ZERO ISOLE.

15. Reprenons |'égquation de premiere» espece

ELY /'ngzlflf,yuff'——*hl)’l,
L 1}

fe noyau £ étant d'ordre positif quelconque. Si I'ordre n'est pas entier
nous savons (n” 5-6) nous ramener au cas de Pordre entier, puis, par
dérivation (Chap. VI, n®21), nous pourrons toujours nous réduire au
cas ot 'ordre esl égal a 'unité, Nous pouvons donc, sans perdre en
gendéralité, supposer que f(x, 3) est du premier ordre, c’est-a-dire
que f(y, 3} n’est pas identiquement nul,

L’équanion (25) se rédmt alors, sous les conditions habituelies, a

) WOE v i
(20 UV -+ f ol LA ot = y
fl ¥, Vi Soy, v

équation de scconde espéce qui se traile sans difficalté si f()-, 1)
{ diagonale du noyau) ne s'annule jamais dans lUintervalle considéré
0 <y§ IR

Lorsque Ia diagonale a un zéro solé pour y =y, I'équation {26)
@ un noyau infinl pour y=jy, et qui n'est pas dua trpe envisagé au
paragraphe précédemt. Si gy n'est pas nul, on peut au moins définir
la solution de (26) pour o<y <y, etil faudra en général se borner
A cel intervalle. Excoptionnetlement; fa solution ‘obtenue pourra étre
prolongée au dela de y, : admettons par exemple que 'intégrale

Yo
Hiys :f et s o df
L]

{ou lu fonction ¢ esl connue, comme on vient de le voir, pour 0 <2 < 3)
ait un sens pour 0 <y < ¥y, aver ¥y > 3y la délermination de ¢ (y)
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pour oSy < ¥y se raménera a la résolution de

¥ V(g ¥) iyi+ Hiy
( f f‘ : = . N (y > ,
AR AL w7 T AT y oo

¢t, en prenani pour variable ¥ — y,, on est réduit finalement a une
¢quation qui a exaclement la forme (26), le dénominateur étant nul
pour la valeur zéro de la variable.

I reste donc & étudier le cas on y,=o0, cas pour lequel les
résuftats obtenus ne permettent méme pas d’affiemer existence
de ¢ () dans un intervalle restreint o <7 y <Ce. Clest ce cas que nous
étudierons dans le présent paragraphe. Les résultats qui le concernent
ont été donnés par M. Volterra en 1896 ('). Plus tard M. Lalesco ()
a repris la méme étude en reliant le probléme a Ia théorie des équa-
tions différentielles lindaires. Clest ln méthode de M. Volterra, avee
un complément di a M. Holmgren (*), que nous exposerons d’abord
en détail.

16. Précisons d’abord les hypolhéses a faire sur f (&, v) et sur
h(y). Nous sommes dans le cas ot f(y, ¥)a un zéro isolé ) —o et
nous adnetirons que ce zéro a 'ordre de multiplicité entier 2.

Il n’en résulte pas nécessairement qu'un développement limité de
S (&, ) suivant les puissances de & et y (développement que nous
supposons exister pour un instant) doive commencer par des termes
de degré n; il pourrait fort bien avoir des termes de degré inférieur
& n, pourvu que ces termnes admettent le facteur v - -x. Nous
supposons que cette circonstance particulicre ne se produit pas et,
en général, que les termes principauz de f(y,y) viennent des
termes principaux de f(z, y) (x et y pelits).

Dés lors Vintégrale

.
[ ocsife p s,
‘e
ot la solution cherchée ¢ (v) est supposée continue, admel au moins
le facleur y»*! et nous devons faire la méme supposition sur le second
membre A (y).

(*) Cf. VOLTERRA, [123], Notes |11 et IV.
() Cf. LALESCO, [33] et [55].
(®) Cf. HOLMHREN, [45].
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Nous poserons donc les hypothéses suivantes :

A, On a, dans le domaine oS xSy <!

n

Sz, ¥) =E‘a¢z‘y"—'+f(x, ¥

0
avec

-1

f= E rfyii=tmdr, y,
f
{+

les a; étant des constantes dont la somme n'est pas nulle

n

E , Lo,
t

0

les m; des fonctions finies et continues ainsi que leurs dérivées
par rapport & v. De plus

FiRRY] =y"2 o, +f'."- yi

n'a, dans Uintervalle o< v <1, pas d'autre séro que y = o, ce séro
arant la multiplicité exactement n puisque

E,-f” =,
B. On a, pour o<y <,

h"y } :u}rﬂi ] E“"f N
h( ) étant finie et continue ainsi que se dérivée.

Nous établirons alors un premier théoréme qui donne les conditions
pour que I'éguation (25) ait. une seule solution finie. Les théoremes
suivants |l et |11 donneront la résolution effective de |'égquation (25)
quand les conditions posées sont satisfaites. Il restera enfin a mon-
trer que, dans tout autre cas, (20) a une infinité de solutions dont il
faudra préciser |'arbitraire.

17. Tutorime I. — Sous les conditions A et B il existe une et
une seule fonction ¢ (y), finie et continue, vérifiant (25), lorsque
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toutes les racines de Vequation algébrique en X

=0

an 25} dy
z R e
A—1 A— A—H—1

(E)

ont leur partie réelle positive.

Dans la suite nous supposons que ces racines sont toutes distinctes.
L’équation (25) est d’abord équivalente a

¥

(24") 91y}f¢y,y1+[ s faiE, yydi =Ry
]
avec
,‘ El
f) ] =
» = = = [T farh—1—-1, X
S Jy Zi n—naxly + [
L]
el
r)f
Jo="

du]/

En supposanl pour un instant Ia fonetion ¢ quelcondue, nous pose-
rons

.‘-
Biyr=oiyifiy,y +f P i, )i =Ry,
1

[®(y) est donc nulle identiquement quand o vérifie (25')] el nous
calculerons

H

(27) 2 !\'f:_"--ﬂf Oy yr—ntdy,

u
|

les &, étant les racines de (E), les K, des constantes qui seront choisies
ultérieurement.

les parties réelles de A; élant positives, les termes sons e signe
somme sont finis ou, tout au plus, infinis pour y —o d’un ordre
inféricur 4 un nombre plus petit que 1. L’intégrale (27) a un sens et
Pon peut utiliser la régle de Dirichlet pour en transformer chacun
des termes. On arrive ainsi a mettre (27) sous la forme

5
(281 f e(y)Fiy, shvdy —Hiz)
L]
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avec

{29} Hiz) =2 K, z—te+t [ h"(_y)_y"r—"“ dy,
s a

(30) Fiy, z)= 2, “’-""“"'H!ffy,yw"'“"“*‘f‘fw', MY 4
L ¥
1

Nous transformerons I en y calculant d’abord les termes Gui
dépendent des a;. Aprés des caleuls faciles ces termes s’écrivent

. . g H — | ; n—i
Z: Keg—Mriyhmig, “ 0770 4 E‘ hos ylay——r0-
Aa—rf—1 (I R
[£] e

La premiére somme disparait puisque les A sont les racines de 'équa-
ton (E). La seconde somme peut étre réduite 3 ses lermes corres-
pondants & { = o a condition de choisir les K; de fagon que

"
. N k, '
130 Z — =0 ponr y=1.% ..., 4 —I.
che—— 1~ '
1
. . . N h
. 4 & N R . . A
Les équations (31) exprinenl gue 3 s admel les zéros

2.3, ....n. Prenons

o, 12— 29313 —=31...03 —ns
i32) — = < — )
3 — A, VS — Al eeat 3 — A

nous ancons pour K, Ia valeur

| hg— 1t he== 30 i hy—n)

{33) h,=

Che== Ay Venut e hy

avec au dénominaleur loules les différences 2. — dy pour s 52 /. En
prenant les parties principales des deux membres de (32) pour 5 == x,
on aura

(35 2{]’\".::1

et, aisément, on établira aussi que

1
o
[] ]
k. ". 2‘;

134 E - = 3 — = y
e Ao N Y N N,
(n+1) —_—

i 41

2
1

L}
i —n!
(340 21 “I\_,r = — H—1) _ )
shi—1 Ay —Fb o v by =—11 Hitp
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Les Ks étant ainsi choisis, les termes de F qui dépendent des ai se
réduisent a Sai. Les autres termes s'écrivent

{304) E K gmhatl (ylr““*‘f(_y, ¥) -4—f Sa(y, Lyt d:) :
¥
y

on les transformera par une intégration par parties et, tenanl compte
de (34), on aura ainsi

h

(30:) F'(y,z)= ZaI_FM
i

-
-

i

L -
_Es Ke(dg—n — 1)3‘}'0*‘"[“}:{ ¥, Lithen—2 7,
) y
18. Aprés ces préliminaires le théoréme 1 s’dtablit par le raison-
nement suivant.
Toute solution de (23) vérifie (25') et, d’aprés le calenl préeédent,
satisfart aussi

(35) f iy)Fily, s)dy=Hiz)

&
Or c’est [a une nouvelle équation de Volterra i laquelle s’applique la
méthode du Chapitre précédent. Le second membre H (5) est fimi et
continu ainsi que sa dérivée. De méme, d’aprés (30'), I (), 5) oL
F.(y, 3) sont finies el continues ct la diagonale

) fiv,

ne s’annule pas pour 0 <y <5 (35) a done une solution unique.

Reste & vérifier que cctte solution satisfait bien (25'). Or. pourune
telle solution, expression (27) est nulle; multiplions-ta par 5972 ds
puis intégrons de o & u (oS u<!?). En donnant & ¢ l'une des valeurs
2, 3, ..., n et échangeant les deux signes d’intégration il vient

M it

K it L] I\
£ of—h, X,—n—1 . of = h—1 bl .
Z,q—lg"’ [ Dy )yh—n—t dy I By )yt qu_lsd‘y

1

D’aprés les relations (31) le dernier terme disparait et, posant

Vs = K_fz—)""l [”ql(y)y}.‘—ﬂ—l dy’
“p
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il reste

' r l
t:{__)“v,+ q—7~:p2+'“+ pr—e

Pp=0
(g=2,3...,nm),
auxquelles on joindra [ puisque (27) est nulle )
Py Ve, - = 0.

Le déterminant dua sysiéme linéaire ainsi formé n'élant pas nul, on en
Lirera
Pe= 0, d’on Ciy)=o,

c'est-a-dire U'dquation (25). Le théoréme 1 est ainsi établi.

19. L'équivalence que nous venons de reconnaitre entre les équa-
tions intégrales (25') et (35) donne le

THEOREME Il. — Sous les conditions poseées pour le théoreme |,

I'équation (20) se ramene a I'éguation de premiere espéce (35) a
laquelle sSapplique la méhode du  Chapitre précedent.

Il pourrait sembler, de ce qui précede, que la résolution de (°5)
suppose, pour écrire (35) la détermination des racines s del'équation
(H). Il n'en est rien. M. Volterra montre en eifet comment trans-

former H (z) et F(y, z) de fagon que n'y apparaissent plus expli-
citement les 2;. On a

] M

W K tha = E Kot + 11 — 117
L] £
i

d
]
lf-"—[]'"'l
= — I\ﬁ el by — 13, ul hg— B 41}
m n
]

¢L, de méme,

n
.
2& Ketde—n =it

¥

1

o

o—
=2 e ZK,() — B — 1 Rl he— k) L hy— B 1)

" m:

1]

Dans |'un et I'autre cas les coefficientsde (u— i)™ sont des fonctions
symétriques des racines &, qui S'expriment rationnellement au moyen
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deag a;, ... a, : soient
.\.;n(al), a[_. vy an), :'\.;n(aﬂ’ a|, ey an)

~es coefficients. On aura

F)
2 K tehs
5

te —a
= Antan, @y ., an)=Wiag, a), ...,ax| )

“ml
514
n
z Kol 2g—~n — Duhs
5
i — l it "
——z ¢ Y i ————Aplas, ar, oo, ayy =W (Aoy ety ... @y | ).
"
Tutorime III. — Sous les conditions du théoréeme 1, 'équa-
f

tion (25) est équivalente a

35 f“ Jiy. s
( ) A [21‘“‘4’ ‘yu
—f fly, E)?:u;':' ‘l"‘(a;;, e
e 5
_—_[ Ia'(‘y)}-:TE’(an, rr,,‘%—f)d_y.
wpy o b

20. Passons au cas ou (E) a des racines a parties réelles néga-
tives (').

Nous ferons d'abord la remarque suivante : Ay, Aa, ..., A, désignant
les racines de (E) a partie réelle positive, on a le

&y

)df]?'yldy

LEMME. — L' équation (25) a les mémes solutions finies et con-
tinues que
(36) f o(¥)F(y, 3)dy = H' (5)
&
avec
(372) 11'{z) =Z K} z-‘r.,+n—;~+r/- y}..—n—l h’(y)dy
X & oSy

(') Nous suivons maintenant I'analyse de M. Holmgren qui a complété le résultat
(indétermination de la solution) obtenu pour ce cas par M. Volterra.
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et

f—r

BRIy o I AR X
(37) Fiy, s)= Zta,’y%" r ‘-i--?——

1]

[eET

_*E Kt Ay 11— 1) gmhabn—r+1 f :}.,——n—i‘?(y’ 7047,
k)
1

les K, étant définis par

-

K’
138 E — =u (g=n—r-+2 ..., "),

s A ff

1
ce qui permet de prendre

. T R T IR NN T e L.
h, = - '

. = < 5
ChAeg— A Y un L hg— £40

les «; arvant les valeurs
, . -t K,
tH,=1n —-:m‘,) ‘

che— 1t —1
et U'équation algibrique

L3 r
. "y, o) .
g —_— nt =0
w1 W ~i—rj—1

-

admettant pour racines les awtres racines de (E). soient by ... 0.

La démonstration se fait en reprenant les calculs précédents (n°° 17,
18). Il suffiraici d'indiquer que. pour justifier I'énoncé concernant (E'),
['on écrira cette équation

H—r Ho-

L]

o .l LG
E h l'H-—'J.+I!_Z - - 2 +\ SRS N ‘
il =t — A, — - 1 -i,f.—f-—- ‘

[}

Or A et p étanl des racines distinctes de (E) on peut remplacer les

n—=1 L

somnes ZI par 2 en changeant les signes des divers termes @ celte
A—i41

substltutlon fait tout disparaitre, a cause des (38).

L'énonce précédent permet de remplacer |'équation proposée par
une» équation analogue pour laquelle |'équation (E) n'a plus de
racines a parties réelles positives.

Nous allons donc nous placer dans la suite dans le cas ou I'équa-
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lion (E) a toutes ses racines a partie réelle négative. Les développe-
ments ultérieurs supposeront d'ailleurs seulement que

S, yr=ymiyia, y),  faw, y)=yyla, y),

Y et y, restant bornées et intégrables dans le champ o S22 <3S4
ce sont la des conditions satisfaites par le noyaun de 'équation (36).
noyau qui. quand on utilise le lemme, remplace le noyau f.

21. Revenonsalorsa (25) ou nous admettons que toutes les racines).,
ont leur partie réelle négative. Il ne peut plus étre question de
calculer |'expression (27), mais on peut calculer |'expression analogue
ou la limite inférieure d'intégration est remplacée par un nombre
fixe 5, (0 <C 5,<1) soit

I

{ 39) Z Kx:—}w""f thy ) yre—n=1 oy,
¥

les K, ayant les mémes valeurs que plus haut.
L’équation ( 23) entraine que (39) soit nulle, ce qui s’écrit

2 K, g Faetet [ h’(_}" )‘y},—n—i ({},
5 LAY
1 i)

" _
32 K, z—+ 3 / o)) fly, ),}y}.,-—n—| dy
" s o =

= . : i
-+ da—hi—l |‘ 1 /s ’, (f N
f;t @ [ el fir Oy
d’ou enfin (')

4 ' K —1,+|fz}' hy—ti— pfys
(40) 21‘3 .2 [ Wiy )

_—_f (¥ Fly, s)dy

~

-+ f ?(J’J dJ’ / drz K‘ ;—:’.,4—1 :}.,—11—1‘,'2(.},. 3;).
0 /s, P

(1) Pour échaager Pordre des intégrations on notera que

= 4 ER z vz z
f d:f d_yzf dyf ac+j dyf .
Iy " o y Sa ¥y
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Les termes du second membre qui contiennent les ai s'explicitent
aisément et conduisent a

za;‘f’w.}’]dy-{-—zsg‘z—lﬁ,

0
avec

in—ila !
(41) o= — W g If "r”f'z 2, _‘__:(z!'.l) .

Pour transformer les termes restants on adoptera, en ce qui concerne
ceux qui proviennent de IF, 'expression (30,) (n” 17); en remplacant

'intégrale f d% de (30y) par f d§+[ dt et réduisant, on met
. A 4 S
enfin (4o) sous la forme suivante :
tjz) iz 5= f sty Fiy, s, :..ir{y+f gy 14y, 5, sady
LTl T
avee

Lot iz u.,l-—-z hes—7sit [ "".1"."}"““"{)’_2 ag 3 teHl,
- i

ihy Fiy.s. s, :E u.,--!-z k. ;—}c+‘f M-—E-” b oY
i - i ¢ 1734

3\ T fiyl
> s e o _ L .
R ) e
Y
-+ ; K,z 7ot f ARR ‘*':‘a. n=1 oy
d\'

Ty

les a, ayant les valeurs (41).

22. 11 est bien clair que toute solution bornée de (20) vérifie (42 ),
les constantes a, ayant les valeurs données par (41). Mais, inversement,
soit une solution bornée de (42) on les a, ont des valeurs choisies
arbitrairement. Mous allons constater que nécessairement les o sont
exprimés, en fonction de 9, par les formules (41); il en résultera, en
reprenant un raisonnement analogue a celui du n° 18, que o(y)
satisfait (20).

Dérivons en effet (42) par rapport & z, multiplions par Z et inté-
grons de zéro a z,. Aprés des intégrations par parties toutes naturelles
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il reste seulement (%)

(43) ““Z a; [ -q:(rid_y
[

g ket .
=) ahy—1y 0 (f=1,2, ... 0 —1),
X s— t—1
1
la formule ayant lieu aussi pour i = o, comme il recuite de (42) ou

l'on fait z = z. Ce sont |a des équations du premier degré par rap-
port aux o, dont le déterminant n'est pas nul et qui ont donc une
solution unique : or ces équations sont satisfaites par les expres-
sions (41), comme on le vérifie sans peine (?).

23. Tout revient donc a résoudre (42)> ou les a, sont prises arbi-
trairement. Or cette équation donne par dérivation I'équation équi-
valente

st JH(sz, z,)

{44 is1= S R ’)5,”,”;,,
A pls IENET iz j" Fiz, zvaz ™Y

ST
— —_—— S oiyrdy
j fl:.,:)r);‘*y <

('} Le terme qui provient de l'intégrale dans (3, z,) ~"éerit

—f Uuz' '31 Kl:—}~.+1f~ Ry yyte=n=1 dy;
_[ 2 Ky ;

en changeant |'ordre des intégrations et effectuant I'intégration par rapport a z on
trouve qu'il est nul, compte tenu des relations (31). De méme on verra que le
terme qui vient de la seconde somme dans est nul. Enfin disparaissent ensemble
les termes qui viennent des intégrales figurant dans f el g. Il ne reste donc que
les termes du texte.

() On a a vérifier que

2‘ K ,—1 (n—j)a { oSS,

'7\-—-:-—-*:1—-—_;—1 { Ba, ~ii—j.
Le premier résultat est évideut parce que

Oy—t)i—j) i

(}‘:_—"_—I)[)‘n_j_') h }';—':_.' }‘J_—-j _I.

Pour obtenir le second on partira de (32} qui donne

= K, . (ﬂ—,"_])!ff—]}!(_I)l
L (}\,_;'_I)"' - (}\l_f—l](}.,—fl—-lj_“(}.”__f'_l)i

et on calculera faciiement le dénominateur, produit des racines d’ane éguation qui
se déduit de (E).
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a laquelle sapplique la méthode des approximations successives

(Chap. VI, n®H).
En écrivant, pour abréger, (44) sous la forme

M - z.
z dlli s, ‘]*‘-\[‘?L

cig)==
i Jis, 5 a3
oa aura la solution
x
(45) ?I’Z::Z?HJ'
i
n
nvee
oH f)ll' “y ey
Yol 2) = f - 175
%! \ J'

(49) donne bien la solution pourvu que la série soit uniformément

convergente @ ce sern le cas si

[ 5 7= l"'*f 1% 7

A d., flu,..pl

N

Ly

_l|f{;<.l.

'.l
4

A dtanl un nombre plus petit que 1:ce t[ui arrnera loujours. comme
i est ¢vident, pourvu que 3, soit pris assez pehit et que Pon se

Limite & Pintervalle
0isg

-,y

Nous pouvens donce énoncer le
L’équation (23). ot toutes les racines ), ont

Tutoneme IV,
lewr partie réclle négatice, a sa solution de forme

"
¥ W J
Ly =g, ¥+ At 170,
*
1

les a, étant des constantes arbitraires. Les (") sont solutions de

‘ i =0
f et (L, 1 dl =0
]

elles sont linéairement indépendantes.
Nous n'avons plus a vérifier que le dernier point. Or s'il existait
uni» relation a coefficients constants

erthi o+ ead =0,

Péquation homogéne

13

YOLTKRRA
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on aurait

ag n
i [ ztdy(x)de ... + ey [ rlhxyde=o0 (E==0,1,....0 —1}
LR bt ]

mais, d’aprés les (43), il vienl

. 3*—}-!:-1'1
CL{ A p—1) gommerrr—— == 0}
2‘. & & )!-‘-—f,-'—l 3

équations dont le déterminant n'est pas nul et qui entrainent que
les Ck soient tous nuls.

24. Revenons au cas général et réunissons tous les résultats
précédents.

THEOREME V. — Sous les conditions du début et si(E)a r racines
ayant leur partie réelle positive, les n — r restantes ayant leur
partie réelle négative, la solution générale bornée de (25) sera

?= q’n""“ &1 '!Jl i o o “il-—r"!i‘n—— "

avec (n -— r) constantes arbitraires.

235. Indication sur la méthode de Lalesco {'). - lLalesco suppose
S (z, y) développable en série convergente

*

y—.zy
f(.L', v‘V) =2pﬂ‘,p{1‘]('T H

n

les coefficients a,(x) élant eux-mémes développables en série au
voisinage de l'origine. Dés lors Uhypothése introduite au début
(n" 18) que les développements de f(z, y) et f(y, ¥) commencent
I'un et l'autre par des termes de degré n s’exprime par les conditions

suivantes :
az)y=ar{Ay=+ By +...)

af{ec)=uwr A+ B +...) (E=1,9, ..., n—1),

le coefficient Ay étant essentiellement différent de zéro. Le second
membre h(y) de (26) est enfin supposé développable en une série des
puissances dey qui commence par un ternieen y" .

(*) Loc. cit, [53]
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Dans ces conditions (25) équivaut a |I'équation obtenue en la déri-
vant n + | fois par rapport a r, équation qui s'écrit (')

. r—t ¥
(48) E dy__"-'flﬂt(.}’)?(.}’)]="“‘""U’)"f g (E1SECE ) ot
0 L]

Ealesco en cherche la solution par approximalions successives,
posant

P = Gy Qb Gy,

la fonclion g, doit satisfaire (46) on Fon supprime l'intégrale qui
figure au second membre; g, et ¢p,_; sont lids par la relation déduite
de (46) en supprimant A" et rvemplagant ¢ par g, au premier
membre el par g,_ e second. Les fonctions ¢4, 94, ..., 9p.

s¢ déterminent ainsi de proche en proche par des équations diffe-
renticlles du type

i

—y fr— i .
(i7) Z ;!L},T,[*f:k)’)?(.ﬂ!:lleyh
IR
l

[I( y) étant connu. Or les conditions posées plus haut entrainent que
I'équation homogene correspondante a (47) soit du type de Fuchs au
voisinage de I'origine (% et I'on vérifie que I'équation déterminante
relative au point singulier y =0 se raméne a (E) en changeant), en —L

Si. dans ces conditions, les racines de (E) sont distinctes et telles
que leurs différences ne soient pas entieres, on sait que (47) a un
systeme de solutions fondamentales

)"_-}"'-!‘r‘}') (e=1.2, .... 1),

les ¢;( 1) élant réguliéres an voisinage de l'origine et non nulles en
ce point. La solulion de (47) s'obtient, a partir des solutions fonda-
mentales supposées connues, par les quadratures que donne la
méthode de variation des constantes.

Lorsque toules les racines 2, ont leurs parties réclles positives,
(47) a une scule solution bornée & l'origine. Dans ce cas les
Lermes @g. @iy « - -y 9uy - . . que fournit la méthode d'approximations
successives sont bien déterminés et 'on établit sans peine la conver-

(Y) Cf. Chap. M, §V; les conditions aux limites pour y = o sont, ici, identique
ment veérifiées.
(®) Cf. picaRrD, Traité d'Analyse, t. I, Chap. XI.
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gence de la série des ¢,. Quelques précautions permettent de traiter
de méme le cas général en retrouvant le théoreme V (n° 24).

26. Comparaison. — Que I'on suive I'une ou l|'autre méthode on
peut laisser tomber la restriction d'aprés laquelle les racines de
['équation (E) sont toutes distinctes. Lalesco indique les modifications
gue subit, dans ce cas, son analyse; le lecteur verra facilement ce que
deviennent, dans le méme cas, les formules de M M. Volterra et
Holmgren.

La méthode de Lalesco parait plus simple que la méthode initiale,
gue nous croyons cependant préférable pour les raisons suivantes :

a. M. Volterra détache en fait, dans son calcul, la partie du noyau
E‘afx!yrt—f

qut, si elle &tait seule, donnerait, aprés n -+ 1 dévivalions, I'équation
différentielle du type ¢lémentaire

f.*
fy,;;,—[v" To(y)]+. .+ \usiyy=Hiy

(48) An—-,,{y"o(r}]*-
avec
;\..‘——— .‘.‘-,d},. ;\;:.‘.‘-;(H ‘—f'JN','..

ayant pour solutions fondamentales les fonctions 1%, Lalesco détache
du noyau la partic

YV —Ja£) | ¥ — )
T —+. +“I"(IJT

aﬂl.z-)~+—a.(;t)('

qui, si elle était seule, donnerait I'équation (47) notablement plus
compliquée et dont les solutions fondamentales ne sont pas connues
en termes finis. Elle aura de ce fait un désavantage s'il sagit d'avoir
effectivement la ou les solutions d'une équation du type étudié.

b. Lalesco introduit effectivement, dans son analyse, |'éguation
différentielle (47). Sa méthode s'appliquerait & des conditions plus
larges que I'analyticité, postulée plus haut, de f(x, y) et h(y), mais
elle implique du moins essentiellement, pour amener |'équation (46)
(n + 1) dérivations de (2.5) : il faut donc faire des hypothéses sur les
dérivées de f(x, y) et h(y) par rapport ay jusqu'a l'ordre n + 1,
hypothéses qui n'interviennent pas dans |la méthode de M. Volterra.

Cette derniére méthode s'applique donc sous des conditions un
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peu plus larges, elle est plus directe et, au fond, plus élémentaire.

27. Méthodede M. Péres. — Tout recemment M. Péresa donné une
autre méthode qui se rattache a celle de Volterra-Holmgren et qui a
les mémes avantages (elle et cependant moins directe) tout en étant
d'un exposé tres simple ('). Cette méthode.permet d'ailleurs d'éviter
la restriction initiale que les racines de E soient distinctes.

L'équation (26) du n° lo s'écrit

1

1467 :.:(y;—--[ 2(5) ML, yrdi=Niy)
LR 1}

avee

T, iy

“I'-"u}'J:'—i'-‘—'_y;'! N(py) o= oy

NARSS S Sy, ¥)

et on a
Miw, vi=milr, vi+mor,

avee

"
4 vy — e i — ..'. l._l_
) mix, yy= - (n thirt, : v )
¥ t L -y,
"

m(x,y) et N(y) ) étant bornes daprés les hypothéses du début.
M. Péres montre que |'on peut faire disparailre par récurrence la
partie non bornée du noyau m(x, y) en se ramenant ainsi a une
équation intégrale a noyau borné, a laquelle* s'appliqueront les
méthodes du Chapitre précédent.

Tout repose sur le lemme suivant :

Faisons correspondre au noyau m(x, Yy) donné par (49))
(avee Xia, 22 0 o, ce qui ne restreint rien. a, 3£ o) Uéquation

(k) — = T 4, w————— ),

Cette équation, rendue enticre (en faisant aticntion aux lacunes
possibles dans la suite des «;) sera eractement de degré p si p des
coefficients a,, da,. ..., ¢, he sont pas nuls. Soit ky Uune de ses
racines et r le plus grand entier inféricur a n tel que a4 o. Soit

('} OF. Pinks, [Th']; on se reporlera 3 ce Mémoirve ponr plus de détails et pour
fes dlémonsteations, seulement indiquées dans [e lexte.
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les deux noyaux.

i arr
H(J’s.}'}=(1|-——f‘—-lJr-:}:-: v(r,y;:(r+1—l.);;n
quti sont résolvant l'un de Uautre, on aura, pour o <z <y (égalitt
avec zéro exclue),

(50) (:“—f:l)(;“-—;:) =;"—f;a|,

ou, ce qui est équivalent,

(50) (o) = G ) (ho3),

m,(z, y) étant un noyau de méme forme que m(zx, y),

r
i Y AL | :

(51) mrf-ff,yr=——2u-—nm(—,) T  (Larfo a.#o)
Vi J

Yay
avec

(I";= a,-m—:)-

};|_f._l

Léquation analogue a (E) formée avec les coefficients a; coincide
avec (E) débarrassée d’un facteur ) —4,.

Ceci posé, convenons de désigner par un indice inféricur o, des
compositions effectuées avec une limite inférieure égale a o. L'équa-
tion (26') peut s'éerire

(26") ;(;"—r::)n=N+$;:fu

et, si A, est une racine de (E) ayant sa partie réelle positive, il n'y a

pas d’obstacle a composer a droite par (1“ — p.) et a profiter des
régles usuelles de composition malgré la limite inférieure d’inté-
gration zéro. D’aprés (50) le premier membre de (26") devient

‘P(:" — r;z‘ )u ¢t 'on est ainsi ramend & une équation de méme type
que celle dont on est parti, équivalente mais plus simple, parce que
la partie non bornée du moyau, m, donne une équalion analogue
a (E) mais avec le facteur A — 3 en motns.
Si (E) a une autre racine, distincte ou non de 3, ayanl sa partie
réelle positive, on la fera disparaitre de méme ct ainsi de suite,
Lorsque toutes les racines de (E) ont leur partie réelle positive, un
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élimine ainsi entierement |a partie non bornée m du noyau M et |'on
est ramené & une équation de Volterra de seconde espece dont le
noyau et le second membre sont bornés et a laquelle s'applique la
solution usuelle.

Dans tous les cas le procédé de réduction précédent permet de se
ramener a une équation de méme type que I'équation initiale (26"),
la correspondante (E) ayant des racines dont les parties réelles sont
négatives ou nulles.

Laissons de coté le cas des parties réelles nulles ('), nous avons a
réeduire (26") lorsque I'égquation (E) n'a que des racines a parties
réelles négatives.

A, étant une de ces racines, on ne peut plus effectuer la composition

préeédente par ( 1 — p), La limite inféricure d’'intégration étant zéro.
Mais il v’y @ point dobstacle a dcrive le premier membre de (26")

sous la forme
L) » » L2 -
:,( 00— m.)(l“——v)

et, en posan! ponr un instant

;( 1" — ).. = ¥,

" -

(26") s’éerit

1 rr 1
. . el — - Ty -
i} ;_,,f YR ey W w=r 7 = No) n—‘[ plLrmig. y1dy,
i .

d’ot, en posant. f (L)t df = z(y)eldésignant par 1.(y ) le second
]

membre que T'on suppose connn pour un instant, une équation
différentielle

ey, .
R o R YRV A Ll T I N
R dy 1A= Jh
d'onr
ANy _
Ly )= — prei=h f T Lo dn 2y,
o~ "

« étant une constanie arbitraire. el y, 74 o étant choisi ad libitum.
() On constate facilement, comme l'indique Lalcsco, que, suivant la facon dont

se comporte le second membre pour y = o, ces racines peuvent étre traitées comme
des racines a partie réelle positive ou négative.
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Revenant a on al'équation, équivalente a (26"),

»f e o ¥ — Y —_
(26") 9(l°—f11=)o=f O MG, yydi+ | el dl + Ny,
{ ha

ot my, n;, N, sonl des fonclions bornées que l'on évalue aisément en
fonction de m et de N; N, contenant d’ailleurs la constante arbi-
traire «,

La réduction est aiasi effectuée, le noyau non borné m, dvnne une
équation E on la racine utilisée 2, a disparu; seulement (26”) n’est
pas exactement de méme forme que (26").

Mais si Von applique & nouveau la méthode, les équations réduites
suivantes restent du type (26"), de sorte qu’on arrivera ainsi a faire
disparaitre le noyau non borné. On aura finalement une équation
dun type

¥ e Ve —~
ep(.}’)—f ?lt:)m,,lc,,l')d’;—f il n,t G 1l =N,
0] ¥

exaclemenl semblable a Péquation (44) de M. Holmgren ot que 'on
trailera par approximatinns SUCCESSIVES en pl‘omml Yo USSCZ pnlil
etoSySye (')

Chaque racine de (E) ayant sa partie réelle négative donne une
constanle arbitraire de sorte que T'on justifie bien ainsi Pénoncé du
théoreme V. Le fait que I'équation (E) a des racines simples on mul-
tiples n'intervient en aucune facon dans ta inéthode de réduction
précédente. On DUappliquera en prenanl successivement tontes los
racines de (E), chacune avec son ordre de multiplicité,

28. Indications sur les cas qui échappent & l’analyse précédente.
— L’hypothése du début Zie; 72 0 est essentielle. On s’en rend
compte clairement duns la méthode de Lalesco : I'équation diftéren-
tielle (48), sur laquelle reposent les approximations successives ne
sera du type de Fuchs que si Z;a;7 0. On retrouvera donc, pow
traiter le cas ou Z;«; est nul, les difficullés que on rencontre dan:
Patude d'une équation différentielle au voisinage d'un point singulicr
pour lequel elle n’a pas le type de Fuchs.

(1) Par le procédé de prolongement du ne 15 on pourra passer & un intervalie plas
grand de valeurs du la variable,
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M. Holmgren, puis Lalesco ont étudia le cas d'un noyau de forme
Jee, yy=nmiy —ur)+9ir, ¥,

m ¢étant une constanle ¢t (., y) n’ayant pas de termes du premier
degré en x et y de sorte que f{z. y) commence par des termes du
second degré. D'importantes études sar le méme sujel ont é1¢ faites

pav M. J. Horn (').

IIl. RESULTATS GENERAUX CONCERNANT LES NOYAUX
NON BORNES. CAS OU L' INTERVALLE D' INTEGRATION
EST INFINI.

29. An paragraphe | nous avons étudie une catégorie notable de
noyaux non bornés. Nous avons ensuite rencontré d'autres novaux
non bornés, de types différents : I'équation (aa) (n° 15) de premiere
espece donne, par dérivation, |'équation de seconde espece (26) qui,
sous les conditions A et B du n° 16, a son noyau de forme

Syteovy  Foreovy
Srvoar ool

I (. ) étant hornée dans le champ o Sy <L

De trés nombreux travaux ont été consacrés a |'application des
méthodes générales au cas de noyaux non bornés ainsi qu'a I|'étude
des cas qui échappent a ces meéthodes. Nous nous bornerons a
quelques indications générales.

30. Noyaux absolument intégrables. — Signalons d'abord les
recherches de M. G. G. Evans qui traite |'équation de seconde espece

I -—j sty G v dl =l o,
1)
a <y < b, en posanl des conditions assez larges coneernant les discon-
tinuités possibles du noyau f(x,y) et du second membre h(y).

M. Evans démontre que |'équalion en question a toujours une seule
solution bornée sous des conditions telles que les suivantes :

(") Cf. HOLMGREN, [45]; LALESCO, [53]; HORN, [48].
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a. La foncvion A {y) est bornée;
B. L’intégrale f : | £ (€, ¥) | d¢ esL convergente (sauf éventuellement

pour des valeurs isolées de y) et bornée par un nombre M;
y. L’intervalle (@, &) peut &tre divisé en un nombre fini d’inter-
valles partiels par des points de division ay=a, a,, ..., ar==b tels

y
que Von ait des inégalités de typef £ (% y)dtSH <1, pour
aily @i,

Pour plus de détails on se reportecra aux Mémoires de M. Evans (V)
oi 'on trouvera d’autres résultats analogues. Le lecteur traitera

d’ailleurs sans peine le cas ou [‘ [ £ (€, )| dt<H <1 quel que soit )

o

dans Pintervalle (a, &) : la série que donne Ia méthode des approxi-
mations successives (¢f. Chap. VI, n® 11) est absolument et nnifor-
mément convergente ct doune I solution bornée de U'déquation pro-
posce.

Dans le méme ordre d’'idées supposons (?) qu’il existe une fonciton
positive et sommable w(z) telle que Pon ait (presque parlout)

Ve, yr|Swiary, alwerirsh
. v
|‘f2 < ld(.)")f tnl(E](p;.,

. ¥ % ol ¥ Ik
lf"l<¢-l(-rlf (-J('ﬂ)quf w(’;‘m’E::“i%[f miEldEJ,

On a alors

comme on le vérifie de suite, ¢nlin

. Cowi 4 o o
l,f""‘m (T—Ti[t[ (-){E)d.;] .

La série du noyan résolvant
,.:: :—-—(_f+_;"*+...+_;'"+...)

est alors convergente et il n’y a pas de difficulté a vérifier directement

(*) EVANS, [23]-[24].
(2) K. HILLK et J. D. TAMARKIN, [43].
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que I'on a toujours
s+f=gf=f8g.
Admettant enfin gue le second membre & est tel que la fonction
q q
1 h(E) | w(E) soit sommable el en se limitant aux solulions ¢ qui

satisfont & une condition analogue, on vérifie que I'équation pro-
posée a une solution unique donnée au moyen du noyau résolvant :

?fy)——*h(.m—f R(Ey (8, yydE.
i

$1. Noyau non intégrable. — Prenons Piquation ('),

{51) q;(y}—[ plE)e: RASS i ‘Jh!":h{y],

b |

ot la fonction f est barade en module par le nombre I et ou m(E) est
une fonction, contlinue pour «@<f<H, avant la racine isolée [ = «

et telle que
L4
. i
{im [ -
vzadl, ML)
n'existe pas. Nous pouvens loujours supposer m(E) > o (@ << :<4)

el IE <1 [en modifiant au hesoin e (E) par un facteur constant].
Prenons dans (H2),

p(¥)=riyi1¥%y),

o r(y) est une fonction qui sera choisie uliéricurement. 1l vient

o, rizy P A
(52" f{)]“[: Y% }m(_“(”ﬂ,f1 3 *-';";-‘)

et I'on peut chercher a choisir r(y) de fagon que les résultats du
numéro précédent s'appliquent. Prenons

l'()') g (;—.[“ nn:i’

le noyau de (H2") s’éerira

(: 1-—

Ty

() G. C. EVANS [24].
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d’on

¥ ¥ Y ok o
' QL TP Ay Nl fl <1
j{: [f(r,y)ldt<H£ m(t)’j: 15’—11‘[: du = H <13

& g
pourvu que h(t}')ej.;' w4 peste finte gquand 3 tend vers @ on aura
(ef. n° 30) une solution bornéde ¢(y) de (H2'), d’on une solution
de (52)

b

=iyl B,

tendant d'ailleurs vers zéro quand y tend vers a.
La méthode suivie n'établit pas |'unicité. On peut constater que,
sous des conditions de dérivabilité de f, elle dépend du signe

de f(a, a).

32. Equations ou l'intervalle d'intégration est infini. - De telles
équations seront de la forme

(53) vm—f' $(5)f . yydls = h(y)
ou bien

e
(53) so— [ st e s =hir,

I'tnconnue é1ant ¢. Il n’y a dailleurs qu’une différence de notation
entre les deux Lypes.

Nous prendrons d'abord un cas particulier que M. Vol terra a
rencontré dans ses recherches sur I'hérédité ('). Ce sera celui de
['équation
(54) ?f.l')—fJ (L) =8l =Ry,

—_—

ou le noyau ne dépend que de la différence 3y — . Si la limité infé-
rieure d’intégration était finie ¢l égale & @, on aurait la solution par
les formules du Chapitre VI en faisant intervenir le noyau résolvant

(55) gy —ry=—(f+fie..).

(") VOLTERRA, [132],
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11 est tout a fait immédiat que si lon pose

f(f —r)= e’"ll”"!](y—.l-}f(y —r)
al, & étant le noyau résolvant défini par (53), si 'on prend de méme
gy — r) cc e—larehy—a) ;(J‘ — ),

A el g étant des constanies positives, g sera le noyau résolvant de f.
Faisons alors I"hypothése que

doi fly—r)f n o< y—r <=,
on
PPN O X At
If (,}—-.r)l.‘ Ty

oL, (.'nﬁll, de (.");h;)’
[ 5'(_1' -—.r) : ' Pty =l

Les novanx J et g véeifient alors les indgalites

!.f. g JoehEl Yy ) : & | -~ h &L —.r‘l’
1 L]

J A AT T N P I E

P+ .
—%

Lo principe d'incersion du Chapitre V1 s'applique alors si le
second membre £ (y) est borné pour —oc << 3 <« et 'on a une solu-
tion de (54) sous Ia forme

;t)'):h(v‘l’)—wf v e{y — 5 d;,

également bornée.
On peut d’ailleurs véritier que la fonction ¢ précédente est la seule
solution bornée de (54). Dans le cas contraire il existerait une fonc-

tion {5 telle que 14 (y) ) <M et que
Yiyi= [' bl fiyr — 5 g,

d’oi, d’aprés Pune des indgalités précéddentes

X
t‘}’l"\'mm

of, en vépétant le procédé,

(4] < M (1—_2‘_'-—;)”:
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n étant un entier positif quelconque. Il en résulte que $(y) est for-
cément identiquement nulle.

33. Nous venons de voir un cas ou |'on pouvait utiliser, de fagon
presque immédiate, le principe dinverson du Chapitre VI. |l

pourra arriver qu'il soit commode d'employer un changement de
variables ramenant I'intervalle a étre fini.

Nous en avons d§a vu un exemple (n° 9). Prenons en général
I'équation (53) et posons

=Y, ‘E=;, ?({,-)=¢(Y), fe(‘i,)-:m\').

Elle devient
¥ f ( ' )

q;-,g)'_g_‘._..d?;+ H{Y)

=~

-
| -

@(Y}z——f
0

ou Pintervalle d’intégration est fini, mais o1 le noyau n'est pas borné.
en général. Tous les résultats sur les noyaux non bornés donneront
donc des résultats concernant des équations de type (53) et (53').
Nous pouvons donc nous limiter & de bréves indications. Voici,
par exemple, un résultat de M. Evans que nous laissons au lee-
teur le soin de justifier; soit ’équation (53) dans laquelle : a, A(y}

et f(«, y) sont bornées et continues; b, I'inlégrale f (L, )1 dE

existe; ¢, il existe une valeur y, telle que f | fE& ) de <IN <y,

quel que soit ¥ inféricur & y,. Dans ces conditions, les approzime-

tions successives convergent et donnent une fonction ¢(y) qué est
la seule solution bornée de U'équation (53).

34. Iei, aussi bien qu'au n* 32, la condition que les solutions
envisagdes sont borndes est essentielle pour Punicits. 11 est facile de
s'en convainere par un exemple.

Soit I'équation homogéne

+Y
(36) ply) = Aj e—0-foik)dt,

ou A ct B sont des constantes que 'on a choisies arbitrairement, On



COMPLEMENTS AUX RESULTATS PRECEDENTS 207
en tire, en multipliant par €® et en dérivant

ey(y)+(B—A)e(y)=o0,

Toutes les solutions de (56) sont done de forme ke*~® ou k est une
constante arbitraire ct, portant dans (56), on conslate que celte équa-
tion est effectivement vérifide par Ae*~", pourvu que A soit positif.
L'équation (50) admet donc la solution unique 9()) == 0 si A <o,
une infinité de solutions avee Parbitraive & s1 A > o.
Or le noyau de (56) vérific les conditions a, b, ¢ du numéro précé-

dent siB > o0 et

A . .
ﬁl <. Dans ce cas nous avons bien lOleOlll‘S la

seule solution bornéde ¢( y) = o puisque, si A <C o, c’est 1a seule solu-
ion de (56) et que, si A>o0, on & A— B <o et toute fonction
ket-8 devient infinie pour y = — 0.

l'exemple précédent montre de plus que, si 'on n'unpose pas an
noyau des conditions (dent @, b. ¢ donnent un exemple), une équa-
tion (73) ou (33') pem fort bien avoir une¢ infinité de solutions, et
méme de solutions bornées (eas A > o, B <7 A) ().

33. Des conditions plus larges que celles du n® 33 ont été étudides
par C. E. Love (*). dont nous indiquerons pour terminer quelques
résultats,

Si Uintégrale
[ iy

converge uniformément dans tout domaine fini de valeurs de y,
et st elle est inférieure a 94 h(y)), ot § est une constante infé-
rieure & et indépendante de v,alors (33) a une solution de forme
) . ) glryrr=hiyrpy)
ott p verifie Uinégalité
I
lern < ——%-
Il ne peut naturellement plus étre question d'unicité.
Si les hypotheses précédentes ne sont vérifiées que pour desvaleurs

(") On pourraconsulter acesujet d'intéressantesnotesde M. Kostitzin [51] et [52].

(?) Cf. LovE, [68]. Pour tontes les questions envisagées dans ce paragraphe, voir
auss DAVIS, [20].
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asxz grandes de —y, par exemple pour
¥y <—¥

on pourra procéder par prolongement (comme au début du para-
graphe 11) pour obtenir une solution valable lorsque y dépasse —yo*
On écrira I'équation proposee

(531) q&fy}=)e|iyj+f o1 8) f1§, y)dE,
=Y

avee

‘-.‘In
imy1=iuy)+f () 1k, y) i

Une fonclion ¢(y) étant connue pour y < — yyon a Ly(y) et 'on
est ramené & I'équation de Volterra (33,), ou l'intervalle d'intégra-
tion est fini, pour déterminer ¢(y) ¢uand y > — »y.

V. — EQUATIONS DITES « INTEGRO-FONCTIONNELLES ».

36. On désigne assez souvent sous le nom déquations fonction-
nelles des équations ou intervient, non seulement la fonction inconnue
p(¥), mais les fonctions que Ton en deduit en effectuant une substi-
tution sur la variabley: yfay dans le cas le plus simple. Celte déno-
mination peut préter a confusion avec les équations fonctionnelles
génerales envisagees au Chapitre VI (81). Nous la suivrons cependant
dans ce paragraphe, ou il ne peuty avoir aucune ambiguité et nous
nommerons intégro-fonctionnelles des équations fonctionnelles  au
sens precédent et ou de plus I'inconnue figure sous un signe (Tinté-
gration.

La plus stmple est la sutvante :

(1) ely1—Piyrglay)—=i [‘91511(15,.}‘“!::ht)u,

Ll 1]
ou & esl une conslante, que nous supposcerons l:ompl‘isc entre¢ zéro.
et 1, ou P(y), A(y), K(2z, y) sonL des fonctions données, ¢())
I'inconnue, & un paramétre constant qu’il est commode d'introduire
pour I'application de la mdthode des npproximations successives.

L'équation (1) a été résolue par M. Picard (') qui ¥ raméne e pro-

(') Preann, {731



COMPLEMENTS AUX RESULTATS PRECEDENTS. 209

bléme suivant : détermination d'une intégrale d'une équation aux
dérivées partielles du second ordre prenant des valeurs assignées sur
deux courbes données. Elle a éé étudiée, ainsi que des équations
analogues, par MM . Lalesco, Miller, Picone, Popovici, Tamarkin,
Adams (*).

37. Admettons d'abord que le novau K(x, y) soit nul; il reste
I'équation « fonctionnelle »

(2 siyi— Pongiavi=hiyr 1072

qu'if est natarel d’étndier d’abord.
Remplacons dans (2) » par z )y, puis a?y, etc. Nous avons la suite
d’éeguations :

Peovy —Piyvy pray) =hoyn
grayy — Py gizyyr = fooaen
L T A P ,
siatyr—Poadyypcart iy = hoxy,

I L T I LI N B T

quit sonl toutes salisfaites par une solution quelconque de (2). En les
multipliant respectivement par 1, P(y). P(p)P(ay). ..., et ajou-
tant, il vient

H = -1
s _
v sy —PipyPoag o Praspigiantiy =W foary ]] Poaiv,
o J .
u [y |}

Pour aller plus loin nous poserons les conditions snwvantes @ /(1)
est nulle pour y = o et, dans Cintercalle o<y <1 ott nous cher-
chons une solution de (2). on a

i Phoy| 7Ky

K étant une constunte. D'auntre part nous supposerons que le pro-

duit
Haipr= Py Pean o Poxn gy

est uniformément convergent et a pour limite H (y) dans le méme
intervalle de valeurs de y [C'est ce qui aura lieu, par exemple, s'il

(V) €. (53}, 175,10 (831184, [RO1-{915. [107). {3

MVOLTERRA 1
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existe une constante H telle que
1SPy) < o,
d’on P(o) =1].

Ajoutons enfin une condition pour la fonction inconnue ¢(y) que
nous supposerons continue pour la valeur zéro de la variable et
donnons-nous sa valeur ¢ (0)= a.

L’équation (4) entraine alors, si on fait tendre 1 vers Uinfini,

(6) olyy=alliy)+ 2 htaiy )0 y) (Mo =1)
i
]

La série au second membre étant uniformément ¢t absolument con-
vergente d’aprés (5). On vérifie d’ailleurs sans peine que (6) satis-
fait bien I’¢quation (2) et en donne donc la solution, unigue sous les
conditions posées. telle que ¢(0) =n.

38. A co1é des solutions ainsi obtenues pour P'équation (2), solu-
tions qui sont conlinues pour ¥ =o0, on peunl former aisément
d’autres solutions qui onl pour y = o une singularité que Von peut
dire essentielle et dont 'existence a été remarquée par M. Popovici (').

It suffit de traiter 4 ce point de vue 'équation homogene
(2" elyry—Piyiolayr=o.

Elle a manifestement la solution ¢ = H{y’). Posens
L el v )=liyiviy)
il viendra
Wiyroly)——Piy)lltayietay) = o,
d’on
viy)y=viayy

Cette conditton exprime simplement que la fonclion de ¢ obtenue en
prenant
y=el

admet la période T ==loga. On pourra donc prendre une fouction
arbitraire V(¢) ayant la période T et une solution de (2') est

elri=MWy ) Yilogy).

La fonction ainsi oblenue ne peuat étre continue poury = o (¢ = -—)

() Nous suivons ici une analyse un peu différente; de méme plus bas n° 41.
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gue si V se réduit a une constante, ce qui nous fait retrouver I'arbi-
Iraire de la solution (6).

39. Revenons maintenant a |I'équation « intégro-fonctionnelle » (1)

et recherchons une solution de forme

PYI=Cal Yy )+ AQu Y. .+ MGl ¥ )+ ...
On a, pour déterminer les coefficionts de la série, les équations

Fuly )1 —Piyvigetayi=Riy),

1)
Qiiy) —I'Iy}?|lzy}=f sl Sy KeE, v,
n

dont chacune est du type (2).

En se bornant i la solation, continue pour y == o. oblenue au n” 37,
on auea

(8 s yr=scatmlliyr b yr+ Poyrdpiay)+ Poy i Play b,y +...
avee
l“
'l’,,t_yi:j NN NE AT T
U
el, en imposint a la solution cherchée de prendre la valeur «
pour y = 0, on aura
Falo} ==, Talvl =20 tn.2o0l

Dés lors la premicre des (8) entraine que ¢,( ) soit bornée dans
Vintervalle 0 < v <I; posuns

'i?a(.r}]gN.

désignons par M et H des flimites supiérieures de | K (e, 37 [ (0 Sar Sy D)
el de [II, (v} 1. Nous aurons

(D] << NM y,
d’ou, puisque 9,{0) == o et, d"aprés la seconde des (8),

NM
sy <MNHyir+ 2+ 2+ .. )= NMHy

| el 4
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De méme
N M’an)m
R (I—a)(1—a?)...(1—a#)

| ealy )l <

La série
poely)+Ap{y)+...

est donc absolument et uniformément convergente ct elle définit une

solution de (1) continue pour y =o et prenant la valeur a
pour ¥ == 0.

40. Sous les hypolhéses de continuilé qui ont été fuiles, ka solution
qui prend la valeur a pour y = o est unique.

S’il y avait en effet deux selutions, leur diflérence vérifierait 'équa-
tion homogéne

Y
{(9) wy.w—l’(yl@wy}—kf (81K, yridE =0
]

avec $(0) = o. Or en désignanl par L l¢ maximum du module d’une
solution de (9) on a, compte 1enu de (6),

LMy
Pyl <ho—=0
. ] | Y L "nyn
Tely] SR (Lt — )

qui est arbitrairement pelit avee z; done o(3) est identiguement
nulle.

41. De ce que Ton a vu pour |'équation (2), il est a prévoir que
le théoreme d'unicité disparait si 1'on supprime I'hypothese de con-
tinuité de la solution pour y = 0. C'est la un résultat notable du
également aM. Popovici.

Pour |'établir nous procéderons de la fagcon suivante. L'équation
homogéne (9) s'identifie avec (2) en prenant

¥
my;z;.f Kig 7 19(%) dg
1]

et elle équivaut donc a

f‘ aiy
Hy)= ﬂ(yw(y}-i-)\z_f o (&) Kk, o/ y)dEll; . (y
v
]
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v(y) (Hanl une fonction arbitraire telle que (n° 38)
vivi=eiayn
On oblient ainsi I'équation

x
{163) C‘:fﬁy):vl_ylll(')*l-i—}.f w15 Lk, yodt,

"

n IJI‘GH ant

Lis yy= K&, ¥y pour  ay ;<
=Rt§, y1+ Kik, 2 il v pour aty k< ay

..............................................

.
-_-:2 Kig, aipllj iy perar 2y R Ay,
/
LI}

L'équation (10) et une équation ordinaire de Volterra. Le terme
connu v(y)ll(y) présentera, avec Vv(y), une singularité pourj=:o0,
mais cette singularité et sans importance pour |'application de la
méthode usuelle de résolution, si, par exemple, e(v)est continue sauf
pour y — o; d'autre part le novui L(=, ») n'est pas borné en général
mais les expressions précédentes entrainent que

de sorte qu'il n'\ a pas de difficulté a définir le noyau résolvant.
On obtiendra donc pour (9) une infinité de solutions avec la fonc-
tion arbitraire» v(y) verifiant

PLY = eiay)

et qui peut étre prise ad libitum dans un intervalle yo, ay,.

42. Des généralisations sont évidentes, en remplacant par exemple
la substitution |a) par une substitution quelconque (),
ou u désigne une fonction par exemple finie et continue. On a ainsi
|'éguation

v
{11 e{y1—Piyvigiuiyn—2» [ BIRKIE vrdE=hiyy,
o
qui pourra se traiter de facon assez analogue a (1) et qui a été envisageée,
en particulier, par MM . Myller et Picone.
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On peut enfin envisager des équations ou figure la substitu-
tiony | w(y) itérée. Posant pour abréger

yi=ul{y), Ye=uly vy

les équations seront du type

. J'
{12) Q{y)~—Pify)wylj—...-P;‘(y)cp(y;.)—}.f e EIKiE, y)dE=hiy),

L]
(32)seréduita (1) pourk=r1ety, = ay.
" Nous n insisterons pas sur leur étude, nous contentant de remarquer

que |'application des approximations successives conduit a des
équations « fonctionnelles » de forme

(12') ey —Piyiotyiy—. .. — Prlyi9iye) = hiy),

pour lesquelles M. Popovici note un paralldlisme intéressant avee les
équations différentielles linéaires telles que

. d'? dkﬁ
— I, — .. —_— = .
{13) 7 — Py y Pety) % hiy)

La solution de (i3) dépend linéairement de k constantes arbitraires.
Celle de (12') dépendra de méme de k fonctions arbitraires [analogues
a la fonction v(y) introduite au n° 38 pour k = 1].

V. - EQUATIONS DE VOLTERRA
AVEC LES DEUX LIMITES DE L'INTEGRALE VARIABLES ().

43. Soit d'abord I'équation de seconde espéce

Ay
(1}) ?*y)+[ QUEVKIE, yide = flyy,

o f est donnée dans un intervalle — b <y << b et ou K(2, y) est
donné pour
~hSys+b,

ey pfl
YEES Y

En reprenant (14), oi Pon sépare en deux parties Uintégrale et en
dcrivant la méme équation avec changement de y ¢n — y, en changeant

() Cf. VOLTERRA, [126].
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enfin quand il convient £ en —E, ona le systéme

. .
9w+f 9f$;KfE,mffE+f ¢(—EIK{—E yrdE =[iy,
0 ]
{(15)

¥ ¥
9<—y)-f ?iE)K(E,—ym’E-—f el—E1Ki—§, —yidi= fi—y),

o 'on peut supposer y positif (o <7y < b).
En posant

(161 eyI=aly)y el—yi=gip
Jiyry=fiy,, [fl=yy=fay)y (oly<by
puis
l\H(E,J"): K{E,}’J, hl‘-"E!J"= l\"—s: Fh
(1) }K21IE,}’)=—~K(E, — ¥y, Kau(5, yy=—Ki—§ —y)

o< £ 7y - 2by,

on aura le systéme d'dquations, de seconde espéce,

1 1.‘
Gy + { 91[’;';1(“15,_)/;(!54—‘/ e EiKeals, vodt = friyy,
i n
{171

A LN
‘?:U""‘[ {5 Ke (g, .ridE+f ox1 81 Kaat 5, yorel2 = fii v,
LA 3 L ()

d'um type déja traité (Chap. VI, n" 25).

Les fonctions considérées élant bornées el continues ( ou simplement
intégrables) on formera, comme an Chapitre VI, les noyaux résol-
vaats S;; (i, j ==1, 2) ¢t I'on aura la solution

L) =
q.ey)——-fn_y:+f Jit518,¢5, _ylu'E+j S B Sk o ds,
[L} 1]

(18

y )
?il.)’lzfu",y""f f.lE]Sg;(E,)’]dE-%f fg(E}S:glE,u}’Iﬂ'E.
[ W

En introduisant une seule fonction 8, définie pour

~yiiy,  —h<ylab,
par les formules

Sug, yy= 8§, y), Siaif, yr= S(~§ »¥)

(t9) S, y)=—8(, —¥n Sagtt, yr=—581—L, —r)
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la solution prend la forme

“+}
(20) ?fy)=f(y)+f F(E)SUE, p) de.
-

44. On traiterait de fagon analogue une équation de forme

.
(20) o)+ [ K(E yydi=fly)

Ty
avec |a| < 1.
Si o« est positif, elle se raméne A I'équation ordinaire de seconde
espéce pour laquelle le noyau K(&, 3)est nul lorsqueZ << 23 (¥ > o).
Si a est négatif on se réduira a la précédente (14) en prenant

K(§, y)y=0 pour —y i Z2y Ay >wu)
et pour ay < El—y {y-~Zlol

Les fonctions précédentes définies par les (167) sont alors telles que
celles qui ont des indices différents (K, et K,,) soient nulles
pour -— ay << £ < y. Hen résulte que les fonctions itérées K‘ff_, et K§
sont nulles dans le méme champ. On a cn effet, par exemple

2 v
Kip(h )=, [ Kirtiz m K, 1 da
I bl

et les puints de coordonnées (3, 1), (. ) {coordonnéus écrites dans

4
G )

(§,7)

Fig. -.

Pordre abcissc-ordonnée)} décrivent, quand w» varie, les segments
qu’indique la figure. Il en résulte que, dés que £ dépasse — ay, Vintd-
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grale est nulle, I'un des facteurs sous le signe d'intégration étant
nul. Comme conséquence immédiate, S;; et Sp; sont nuls dans les
mémes conditions et, si I'on en déduit S(%, y) par les (19), cette
fonction est nulle dans le méme champ que R(%. 3 ).L a solution
de (21) s’écrira done

hJ

(21) :ply\=.f(y)+/"

"oy

S5, ¥ W(5) &
48. La méme méthode s'applique & une équation telle que
g
(23} 9(J"+f ¢(HIKiE )i =Sy Upl<tylgl<n

Py

et. plus généralement &

(2] ;f(_rm-f ‘ et ZiKiE, y )yt = fiy),

Y
ou les deux functions 3,(¥) et 34(3) sonl définies dans un mter-
valle (— b, &) et sont telles que 'on ait constamment

S <yl Pealyrf 'y

40. Equation de premiére espéce. — Une équation intéressante,
gui intervient dans certains problémes de la théorie des équations
aux dérivées partielles, est la suivante (') :

0y
{25 [ e(E1KiE, et = iy

L ,“"

N ous  sup p()sel‘ous q ue

. ?
£| <1, le cas on £ =1 s’y ramenanl
g g '

immdédiatement et nous woterons que, par la substitution ¢y iy, on
raméne (25) & la forme

v
{26 f elBheE, prdi= [ tiai-Zun

X

Prenons d’abord & positif et pasons la condition K(y, ») 3£ o.
Pour avoir une solution finie de (26), il faudra que f(o)=0o

() Cette équation a été envisagée et résolue par M. Volterra [126]; en ce qui
concerne les applications signalées dans le texte cf. GOIJRSAT [31].
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et (26) est alors équivalente a I'équation obtenue par dérivation

-“
(27 2Ly}~ l’(.rl?lay}-i-f P(EVF(E, y)dE= gly)
o
AVQEeC
aKeay, y) Kitg ) £y
i = —— DF S = -_— b + rr = = .
ERy oy TR T RG Y A= R

C'est une équation intégro-fonctionnelle qui est du type de la pré-
cédente (1) (8 1V) et a laquelle s'applique |a méthode du n° 39 bien
que les conditions imposées aux données ne soient pas les mémes
guau paragraphe V. En particulier le second membre g(y) no
satisfait plus une inégalité telle que (5), nous le supposons seulement
borné et continu; d'autre part la fonction Il (y) du n° 37 est nulle
!)RI‘CG quc

. . Ktany, a1y
lim Prar—y)= lim x R >

=2 <.
H=-= H--xn K[g_!l -Iﬁyg g_ﬂ—-l}:)

(27) sera rdsolne par la série des approximalions successives
{(28) O =0l I+ gl i APl 4.,
avee

2uly =2_'b,.(afy|llf_l{yj
i/

en prenant
Duiyr="Hhiy)

ll‘.n(hyl—-—-'—'f

&€t

ol
L)

(5, yign—t k) dE.

On vérific de suite, comnme plus haut, la convergence de ces
3 p 8
approximations et Punicité de la solution.

Le cas o0 « scrait négauf 1 — 1 < a <C 0 se trailera de facon tout &
fait semblable ct-nons n’y-insisterons pas. Mais nous dirons (uelques
mots du cas de o .= — 1.

L’¢quation (26) devient alors

+}
(265 f HEVK(E, y)dE = f(¥),
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et peut étre réduite au systeme de premiére espéce suivant :

Y ¥
/ 9,(5;1~'nfs,y;«fs+f e (5)KislE, y)di = fil y,
{l 1]
(29)

Rl X
j Sl E) Ry (5, v)df +j v2(5) Kuat§, ) d = fal v),
L] n

en procodant comme au n° 43 et en définissant fi{y), 9:(5), .. .
Ki (& »), ... par les formules (16) et (16'). Les systémes de pre-
miere espece ont été étudiés plus haut, mais la solution donnée
(Chap. VI, n° 20) ne s'appliquerait a (29) que si le déterminant

1\111“1', ) K;gf_l’, R

Dy, v)== .
. . I\”(",’y) h!__l(‘}.. .V’

était dillerent de zéro. Or. en tenant compte des valeurs (16') desK,-,,
on voit que Ton a D(o0, 0) = o. Dans I'élude du systéme (29) on
rencontrera donc des difficultés analogues a celles que présentait
I'équation de premiére espéce lorsque la diagonale du noyau était
nulle pour y = 0. On pourra utiliser les méthodes qui ont servi dans
ce dernier cas (ce Chapitre, n° 11) ().

47. Une équation particuliere a limites constantes, envisagée par
Ahel, mais qu'il n'a pas résolue, se rameéne a (a.)). Cest I'équation

h

[ ctarfihel, wadl =i

&

(") L'analogie signalée ne doit pas masquer des differenres notables entre les deux
cas. Pour mettre le lecteur en garde contre des conclusions hatives. il nous suffira
d'indiquer qu'il peut armer que la solution générale de ( 29) [donc auss celle de
(26°)] dépende d'une fonction arbitraire.

M. Popovici donne |'exemple simple de I'éguation

-
f w(i)edi - flvu

oy
qui n‘admettea de solulivns que »i f{ y) est fonction impaire de el qui donue

alops
! '—!-f +glrh

PON) = ar

ou g(y) et une fonction impaire quelconque. Les deux équations ( 29) correspon-

dantes ne sont compatibles que s f(y) et fonction impaire et se réduisent alors
a une seule.
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11 suffit d'y poser

. 1.
£l=E puis El\(%s .z:)_-—-li(E,.z:J
pour la réduire a

b
f (O g, &)dE = fra)
iy

qui a bien la forme (25 ).

Notons aussi que, par le changement de variables
y=en, E=éh

3

Péquation (21) prend la forme

Y
(211} iy )+ f S(E DY HE, Y dsv= gy,
u.\'l_T
ot la fonclion inconnuc est ¢ et o y= - loga est positif pour
O<7a<1.

Par la méme transformation, 'équation de premiére espéce (26)
devient

A
{264 f WIS, vy dh = gy

="

On rencontre des équations de type (21,) dans la théorie de

Ihérédite (Volterra, [132]).

48. La théorie des équations aux dérivées partielles conduit anssi
a des équations de Vollerra de premiére espéce de forme

."
(30) f (K M di= fir) [K(y, ¥y 40}
“ )

o K(£, ) est borné et continu pour £ ¢l y compris entre --- & et b
ct on la fonction donnée u(y), bornée ct continee dans lintervalle
(— b, b), viritie I'indgalité

jeed ¥ )| < b

L'équation (30) est une généralisation de (26) et, par dérivation,
on en déduil une relation de type

,
sy =Pelalyn+ [ sOKE ) dE =42,

i}
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que l'on résoudra par rapport & Uinconnue ¢(y ) comme I'équation

(27) du n* 16.
Signalons enfin un Mémoire [107] ou M. Tamarkin étudie I’équation

+ ¥
9(y)—-l’lyj?tuf.v})+f e(vi)y) ik, )i =iy
-1

Le lecteur y trouvera en particulier une étude de l'unicité des solu-

tions pour des conditions trés diverses imposées aux fonctions
données.



CHAPITRE VIII.

L'EQUATION INTEGRALE DE FREDHOLM.

1. — L'EQUATION DE FREDHOLM CONSIDEREE COMME
CAS LIMITE D'UN SYSTEME ALGEBRIQUE. SA RESO-
LUTION QUAND LE DETERMINANT N'EST PAS NUL.

1. Nous prendrons |'équation linéaire de seconde espece et a limites
fixes (équation de Fredholm) sous la forme»

b
tr) 9t.r)—-}.[ Kiwe, 8r9(8)di = firy, (aZxrih)
LA

Les fonctions donndes K(x, £) (noyau) et f(z) second membre
seront supposées, dans tout ce Chapitre, finies et continues; nous
examinerons ensuite des cas plus généraux ('). 1 est une constante
qu'il est commode d'introduire pour la discussion et qui peut prendre
des valeurs réelles ou imaginaires.

La résolution de (i) s'obtient par une marche qui est de tout point
paralléle a celle qui a servi pour I'équation de Volterra, en partant
d'un systeme algébrique de n équations a n inconnues et en utilisant
le principe de passage du discontinu au continu. On estainsi conduit
a la solution de Fredholm (?). L'opportunité d'employer une telle
méthode pour le cas des limites fixes avait été remarquée par

M. Volterra a peu prés au moment ou il traitait le cas des limites
variables et il l'avait en effet appliquée (?).

() Cf. Chapitre IX, §I1.

(}) FREDHOLM, [ 30].

(®°) Dans une conférence faite & Turin, concernant le phénoméne des Seiches,
M. Volterra eut I'occasion de faire remarquer que la résolution d'une équation a
limites fixes peut s'obtenir par une méthode qui conduit a I'emploi de déterminants

infinis [127].
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2. Pour obtenir le systeme de n équations a n inconnues, donnant
alalimitel'équation (i), nous diviserons |'intervalle a, b on n inter-
valles partiels h;, h,. ... h, et désignerons par Xi, Xz, ... X, des
valeurs de x choisies intérieures a ces intervalles. Posons pour abréger

si=35,. flra=f, Kiuw;, £0=K,;

le systéme algébrique qu’il convient d’envisager est
H
S . .
(2 ?,mz.)‘h,,;.‘hs:j, (=1, 2, cov, # M\
+
1

On procédera comme au Chapitre VI (8 11), en résolvant les (2)
et passant a la limite lorsque le nombre des intervalles partiels
h;, ..., h, tend vers I|'infini, chacun de ces intervalles tendant
vers zéro. On pourra ainsi prévoir la forme de la solution de (1).
solution qu'il faudra ensuite vérifier. La seule différence avec le
cas des limites variables est que le déterminant des (2) n'est plus
égal a un do sorte que la determination dos =, comporte le calcul do
deux déterminants.

d. Transformons d'abord le déterminant des coefficients du sys-
téme (2). Il s'écrit

I NP SN T/ PR S YT
1 D cm o iy - Ra s L N
rho i -, hy ! Wb

}_ s . L
1 _11,,+Till.,+~—1liu+ “+ ,!I)I;:
By, D, ...5 D/ étant tes valeurs de £ et de ses dérivées pour z = o,
On a done d’abord
1Y, ==1;

D), est la somme de 7 déterminants dont le preoter est
‘"-.I\”;h -— K[-_D;fg - K“,h"
) 1 e i

= - I\nhl,

t} ] I
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d’on

D:: ="‘2_K:Ih:;
1

H I

D, =212f,
1 ‘ u l\;f b
Py = ZA 2 E KRij Wi Wy | hilihy:

Kig Wix Kgp

de méme
hii by

b,
l\,‘,‘ I\H

............................................

En désignant les déterminants précédents par
i i i 7 A
1\'(.), s\(.”.), h(.’. ),
f i J I
1'espcclivm1wnl, on amry

H

H-ﬁl“f\ I\( )fe‘-l-—:—} ZI\(. ))’J b+

1 W

4. 51 D n’est pas nul, I'une quelconque des inconnues, o, par
exemple, est donnde par

Ly,
n'

(4} _ o=

ou Di est un second déterminant qu'il est aisé de transformer comme

il a éé fait pour 1). Mais il nous suffira de remarquer que Ton a
identiquement

(5) 1);== — Z ,",,f;’:(“ 1

5. Resle & passer a la limite, n augmentant indéfiniment et chacun
des intervalles partiels tendant vers zéro. Dans ces conditions, D tend

Vers
y "
)r{E1 A
yi

£ £,
(6) Ath):== l+2' t—~~ll"#[v f (:l .
[

FNT i
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aveo
Kig, 500 Ki%. 520 ... KiE, 20
h(E‘ e E“')z K{E!s %) K‘E!* R Y .
TR 0 A [ e e !
[ [ e

A () sera dit déterminant de Véguation de Fredholm ( 1 ).

Pour prévoir la limite de D; nous utiliserons son expression (5).
Le coefficient du terme en f; est évidemment le déterminant (3) dont
on aurait supprimé la ligne» et la colonne i, ce qui ne change pas sa
limite A. Le coefficient d'un terme f; (s > i) contiendra en facteur,
d'apres I'expression (3) de ), hs et il apparait ainsi dans D; une

expression de forme
1 2:
—_— = l)c;f\ ht
IS 5
L

. 1 i)
Tk, dk,

avee

)

La somme donnera a la limite une intégrale; dans laquelle lalimite
de D fait intervenir la dérivée fonctionnelle de A.
Précisons ce dernier point. A est une fonctionnelle de la fonction de
deux variable K (x,y). Pour en définir la dérivée fonctionnelle au
point .= £, y=n. qui scra notée A (g, 0), il suffira de donner a K
nn acerotssement sk dans un domame ¢ autour du puinl Lono de
diviser laceroissement de A par

[/.BKIJ‘._VM'.:' ey

et de faire teindre vers zéro éK et le domaine considéré. |l est clair

que lalimite de Dy fait intervenir précisément une dérivée fonction-
nelle ainsi définie.

6. Les remarques qui précédent rendent probable que. lorsque
A n'est pas nul. I'équation (i) admet la solution

f
H
(7! 9'..:'|=_fl.l‘)~—-}—~3 [fiEaA’:E..rldE.
Ml

Il est d'ailleurs facile d'expliciter la valeur de A'. Portons pour

VOLTERRA 1*>
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cola noire attention sur le déterminant

K(E1, §1) K(&, &) ... K(&y, Er)
(8) K‘E‘h El) K(Eh E‘!) e K(Eh Eu)
K{En- »'.’:1) K{Enr E!J L K(Eﬂ! Eﬂ)
qui figure dans le terme général de A. La variation K effectuée sur
le seul terme K{&,, £2) donnera dans A’ un ternie ou figure le déter-
minant déduit de A en y supprimant la premieére ligne et la deuxieme

colonne. Si nous posons en général

K%, n) Kik,ne) .. K&y, mn)
l\(El DN E!i)= K[Eg, Tll,) K(Eg, 'q:) - K{E_’. Tlnl‘

TR PP S S re eeaeeaaan

KiZ,ny K me) o0 Kok m
ce terme de A’ s'éerira

- {: [ » »

R R sa ... By
—l-—-l]"‘-'if "'f h(t " (!E;;...(!E-p

vy a O E‘J

et il est clair que chaque élément du déterminant (8) n'appartenant
pas ala diagonale principale donnera dans A' un terme de méme valeur.
On aura donc

LT
[9) A’(E- T‘J:‘_"‘)\:A(E; A

en posant
aF o A
« 3 =K Y =
{10) A()” z.) l\(.z’,y}—f-zi?{ ¥
b 2 ”
xf ouof K(ur Et T gv)dﬁl...d\:‘vq
a a Yy B &

et la solution (7) de I'équation de Fredholm s’écrira

; . A b T
(7? 9:x}=fix)+m‘/; A(E, }.)ﬂg)dE
ou, encore,

b
(7') ¢t@)=f@) =2 [ T(z, & 1) dE
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en posant
(1n) Pla,y; y=——p—=—

T'{z, y; &) est dit noyau résolvant du noyau K ou noyau résolvant
de I'équation intégrale.

7. Vérification. — Nous ferons dépendre la vérification de la
solution précédente de trois principes analogues a ceux qui ont été
envisagés pour |'équation deVol terra.

Principe de concergence. — Soit M la borne supéricure

de [K(z, y)

. . v 1 e . K
. Les séries (6) et (10} qui définissent A(7) et A( ; ;.)
v
sont convergentes quel que soit 1 et représentent donc des séries
entieres de i

Pour Udtablir il suffit de s’appuyer sur le théoréme de M. Hada-
mard concernant le module d’un déterminant d'ordre P dont tous les

éléments sont inférienrs en module a M : ce mndule est infiérienr
ﬂ

a Ma”pE (')

(') Pour établir ce théoréme {5+, nous uttliserons une représenlation géométrique
dans Pespace 3 a dimensions (coordonadées rectavgulaire~} Nows ferans correspondre
I oun Jdéterminant

al w@b . oa)
2 .02

n | @ @ ... af

" T N
ay au .. T,

les points M, (£-=1, 2, ..., n) de courdonnées af, al, ..., al,. Li longueur du

vecteur OM, est ' @l - al - .4- a2, L'énoncé du texte sera vonséquence de
UVinégalite

() | D[ <2 OM,,OM,.... OM,.
Cette inégalité est évidente pour a -= 2 ou J; pour 2 == 3 par esemple elle revient
4 dire que le volume du parallélépipede est inférieur au produit des arétes.

.
En général on peut se bormer au cas ol les veoteurs UM, sont lindairement
distincts [ dans tout antre cas D est nul et {1) a lieu] Remplagons ces vecteurs par
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En considérant, par exemple, la série (10) on aura

|K(~’0 §o e Ev)
Yy T
M désignant le maximum de [K (z, )| el cette série est majorée par
la série de terme général

it
< MY*ti(va-1) 2

2 Vo1
v.,=F(b——-a)"MV+1tv+:) *,

ol le rapport d’'un terme au précédent est

Y ]
v 42\ ¢ 1
N D |

).(b—a}M(
Vv 1

1
et tend vers zéro avec . 1l y a donc convergence; de meéme pour la

série (6).

d’antres deéfinis par

g N g -
ON, = 2 OM .. .+ 30, UM, _ + OM,,

L e RN D TR

ou les ?.E,’” sont des scalaires. Le déterminant D devient D" mais sa valewr n'est pas

a

modifiée. Choisissons 2{*’ de facon i rendre la longueur ON, minimum, ete
“ i - . . .
W 1("_}‘ de fagon 4 rendre ON, minimum. O a des équations du premicr

degré (qui déterminent tous les ).{.,:} { déterminants non nuls parce que, dans _(J_ﬁf les

- s
termes do second degré en }.}.” constituent une forme définie positive, les OM,
étant lindairement indépendants). Si Fon reprend le calcul préctdent en partant des

-y i .
vecteurs ON, ainsi définis, lcs termes du premier degré en %) doivent disparaitre
dans les carrés des longucurs de ces vecteunrs : il en résulte que les produits sea-

laires 61?‘6?\'1_ ({ # k) sont nuls ct que les longueurs des ON, sont effectivement
minimunt,

Dans ces conditions, en effectuant le carré de T¥ ligne par ligne il reste les sculs
termes de la diagonale principale d’ou

— m——

D= D*= ON}.ON}...ONZ < OM?.0M3...OM3.
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Principe de réciprocite. — Il Sexprime par les deux relations
‘o b 5
(12) a( 1) =Kz, a0 0 f K(-r,em(y; 1),
.V [}
7T & F o
{12 A(y; 1) =K(x,y}.\(}.1+:«.f A(E; 1) K(E, ») dit;

lesquelles se déduisent de (10).

Pour justifier, par exemple, (12) partons du développement du
r 5
Yy &
ligne. Le terme général de (10) s’écrira

déterminant K ( ;v) suivant les éléments de Ia premiére
bl

W% e e

. EL e

. - -
e

EALIEE S B B )
[
IR T
=3 —
S¥T IV
: -
s g
-

[

+

-
——
~

on voit de sutte que, 4 I'exception du premier, tous les termes de (13)
sont égaux entre eux. En changeant les indices des variables d'inté-
gration. celle expression (13) s’écrit

tw
i—1 -i hir, [‘ f ( :')d:';;...df.,
3
Lo B " d y
K ) * ... tld5_,
s R (53T et

d’on résulte (12).
Posons

J’“ J'I1

4 (= !

"r\
Ny,

Loyt == —xa7

I' (noyau résolvant) est le quotient de deux fonctions entiéres de J.
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c'est une fonction méromorphe de 4; lorsque la valeur choisie pour A
n'annule pas le déterminant A(R), (12) et (127) s’éerivent

h
(14) T2, y; )+ Kz, y) = 1[ K(a, £)T(£, y; M dE

Jorme définitive du principe de réciprocité.

Principe d’'inversion. — Les formules précédentes conduisent a
I'inversion de la relation intégrale (1) sous réserve que 2 n'annule pas
le déterminant A(}) et elles établissent 'unicité de la solntion
donnée par

b
(7) sy =flx) = [ P, & AR &

On s'en rendra compie en reprenant des calculs analogues & cenx
du Chapitre VI [§1T]. Partons de (1) dans laquelle nous remplacons
par n, multiphons par T'(z, »; %) ct intégrons par rapport i x pour
Fintervalle (a, 6); il vient

b b b
fI‘(er, ﬁ;li?(n}d'r.—lf l‘(f,‘ﬁ;«"*-)f Kim, E15f) ot

a b
=f T{x, n; M f{n)dn,
4]

on, en échangeant Pordre des intégrations,

J.

i
=f Uz, m; })fin)dn;

b b
Q(n)dngl‘(xm: = f rra-,s;l)m,mdaf

d’apres (14) le premier membre s’écrit

&
—f K(z, n)9(n)dn,

c’est-a-dire, en tenant compte de (1), &:ﬂl ll est done clair que

si (i) a une solution, cette solution est unique et donnée par (7 ). La
vérification que (7") est bien solution de (1) se fait de méme, gréce

a(14).
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»

8. Récapitulation des trois principes. — |. Les deux séries (6) et
(10) qui définissent A(}) et A( ':; 1) sont convergentes quel que

soil ) et représentent donc des fonctions entitres de ).

il. Lorsque ) n’annule pas A(}), en posant

(5
Y

Ma, yt hr=— A
arn ot
b
() Pl yo M)+ K(.r,_y):?-.f K(z, ) T(%, y; A) dE

&
:).f (e, 550 K(E, p)dE.

L. Dans le méme cas la solution unique de (1) est donnée
par ("), fgulité de forme analogue ot l'on a échangé les réles
de o et de [ et ot le noyau K est remplacé par le noyau résol-

. : ) 4
vant .

). L’équation associée de (i). - Nous désignerons par ce nom
Péquation
b
) ;(.r)#}./‘ e(51 K%, rrdf = fia,
bl

qui est obtenue en changeant le vole des vaviables dont dépend le
noyau, Daprés les expressions précédentes, il est tout a fait évident
que le dterminant A(R) est le méme pour (1) et pour (). On cons-
tate de méme que. 3 n’annulant pas le déterminant A(2.), la solution
de (1) sera unique et déterminde par

b
(j"‘n' 9|.r|=f(.r]—-lff(f;'}[‘|’;',.r;lnfE:
il suffit de reprendre, a partir des équations (14) des calculs tout a
fait analogues a ceux qui ont conduit au principed'inversionpour (i).
Le méme noyau résolvant donne donc la solution des deux équa-

tions  associées.

10. Remarque. — Au lieu de prendre un paramétre X multipliant
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K (x,y) on pourrait prendre un noyau dépendant, de facon plus
compliquée, de ce paramétre et définir de méme un noyau résolvant
satisfaisant a des équations analogues aux (14). On démontre que,
lorsqgue K est fonction entiere du paramétre &, le noyau résolvant
est toujours fonction méromorphe de 4. Nous aurons |'occasion d'y
revenir dans le second volume du présent ouvrage.

11. Application de la méthode des approximations successives. —
Apres les resultats précedents, il reste a traiter I'équation (1) [ou
I'équation (i')] lorsque 2 annule le déterminant A(}). Mais avant de
faire cette étude nous indiquerons ce que donne, pour les équations
en question, la méthode des approximations successives déja utilisee
pour |'équation de Volterra. Bien que la solution qui en résulte
soit soumise a des restrictions auxquelles échappait la méthode de
Fredholm, elle mérite d'étre donnée pour sa simplicité et pour diverses
consequences, qui nous serviront plus loin.

Reprenons donc |'éguation

4
(1) cp{.r)-—}.[K(:r,’é:qﬂE)dE:ft.ra.

Pour la traiter par approximations suecessives on procédera comme
au Chapitre VI, n° 11, en remplagant, sous le signe d’intégration o(x)

par

b
f(x)+)‘ K{x:E)?fE)dE:

@

tirée de (1), puis faisant la méme substitution dans la nouvelle équa-
tion obtenue et ainsi de suite. Apréds { —1 telles substitutions, on
obtient une équation qui aura la forme seivante :

b
(15) o(z)= fiz)+ af S5 (KN (2, B) + AKO (@, E) e MOV K2, B o
[/ 1

b
4 i f o(%) Kit+1)(, £) dt,

en posant
Kil(z, §) =Kz, §),
et

h
(16) Kil(z, ) = [ Kez, n) Ko—(n, §) .
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On peut dire, comme au Chapitre VI, que K™ est le n'®™ noyau
itere de K.
Cela améne a la solution de (1) sous la forme

/]
9(:v)=ﬂ-rl—-?-f Pz, £ MFE)dE,

mais avec une nouvelle expression du noyan résolvant T
g Cir, y: k)——-—z AR, v,
i
1]

et la solution obtenue est évidemment valable pourvu que la série (1)
soit uniformément convergente.
Or les (16) entrainent, en désignant toujours par M le maximum

du module de K(z, y),

Kistigre, yi=M-11b—ay,

de sorle que la méthode s’appliquera et donnera la solution de¢ (1) si
|2} est assez petit, certninement si

i
h | N 7 —
(18 MM —a
Sous la méme réserve il est aisé de voir, en reprenant le raisonne-
ment du Chapitre V1, que la solution ainsi obtenue est unique. On
['obtiendrait aussi, et exactement sous la méme forme, en cherchant
une solution de (i) développée en série des puissances de 2.

Comparons cette solution a la précédente. Nous avons vu que
le noyau résolvant
>
Al 5 A
Y

P
T, v 2= T

est une fonction méromorphe de % avant pour poles les zéros du
déterminant A(X), chacun de ces zéros étant, comme nous le verrons,
effectivement un péle. La méthode des approximations successives
conduit au développement en série entiére de cette fonction méro-
morphe. On ne peut donc espérer qu'elle s'applique quel que soit 2,
sauf dans le cas tres particulier des noyaux pour lesquels A{i) n'a
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pas de zéro, mais son application sera limitée aux valeurs de A4 pour
lesquelles | 4| << R, en désignant par R le plus petit module des zéros
de A(2). La formule (18) donne une limite inférieure, assez gros-
siére, mais immédiate, de R. On peut avoir des limites plus précises :
M. Schmidt a ainsi montré {102] que 'on pourrait remplacer I'inéga-

lité (18) par
b ]
At f f FRGE, mPpdidn<p <1

12. Notions sur la composition de seconde espéce. — K (. )} ot
L(x, y) étant deux noyaux, nous dirons que le nouveau novau

b
H{J:,yj:f Kix, By L%, y)dE,
o

que nous noterons
1]

1] L!]
= KI,

résulte de K et de L par composition de deuxiéme rsprrr (ou com-
position & limites fixes (!). Les propriétés formelles mises en évidence
au n° 12 du Chapitre VI pour la composition de premiére espece
s'appliguent aussi a cette nouvelle sorte de composition :

L associativité
/1] {1 {1 [
_ (FG) i =F(CH);
“distributivite

deux fonctions pour lesquelles e produit symbolique de composition
est commutalif

sont dites permutables de seconde espece.

I ci encorel'introduction dela composition rend intuitive laforma-
tion du noyau résolvant par le développement en série (17).

On introduira d'abord les puissances de composition d'un

(*) La composition de second espéce a été définie et étudiée par M. VOLTERRA,
cf. [113], Bibl. |I. Dans s publications précédentes elle était désignée par deux
étoiles surmontant les noyaux K et L. Nous adoptonsici une notation plus commode.
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noyau K

qui coincident évidemment avec les noyaux désignés plus haut par
Kiw et définis par la précédente (16) (noyuuz itérés). On définira,

. . . 1k n
comme au Chapitre VI, le symbole d'identtt¢ K° ou 1* et on remarquera
enfin (ue toute série

0 )
K +a K2+ a K2+

définil, »i elle est uniformément convergente, une fonetton permutable
avec K. ‘
Ceet posé Péquation intégrale (1) s'écrit symboliquement

(=) z =,

et équation (17), en v remplacant fa variable & par y donne
b
?U"—-lf ot ByK(E, v dE = fiy),
a

¢'est-i~dire symboliquement

(1 —iK) = 7.

Dans Pun ou autee cas la résolution dépend de la définition du

symbole
{(1—2K)-.

Ov on voit évidemment, comme au Chaptire VI que,

(T—2K)~t =10 —ar.
avee
=-—(K+}.ﬁ!+..,+ lﬂl(of'+l+...):

on retrouve bien Iexpression (157) du noyau résolvant pourvu que la
séric au second membre soit uniformément convergente (c'est-a-dire
est assez petit).

si A
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. — L'EQUATION DE FREDHOLM
DANS LE CAS OU LE DETERMINANT EST NUL.

13. Comme préliminaire al'étude des cas ou le déterminant A(a)
est nul, nous devons généraliser les formules qui constituent le
principe de reciprocité (n° 7).

Nous poserons en général, par analogie avec A(;; Z) )

(19) A(x. e ... a:,.; 7‘)
Xy ¥ .- ¥a

fdy ®e ... Xy ad AV
= K - - — Y
(y; Yr o y,.) Elv( i
b b ) 3
x[ f K(‘”‘ SRR LTS ‘”)dsi...dgv.
g a Y e Ynu EI -

En développant, dans le terme général, le déterminant qui vy figure
suivant les éléments de Ia premiére ligne, cc lerme donnera

b f
}"U or-j LRI .L'“ E Pa—
(—I]v'—f K(-’rl,‘}’ﬂf °"f K( n-‘ E?)dzi"'ds‘l
¥ a a Yt - ¥n o5t ... Gy
b b Ty Iy e &£ Ei P EV
— Kz )f f K( : )ds,...dz -
& ‘ n Y. Y2 oo ¥a Bt Gy M
b b Le . x ¥ ... E
ity [t f K(-rnE{)K( . n B ) S d
a a i oo Yamr Yu G o0 By

& ]
_|,..(.....IJH+1.f .oa‘f K(x‘l’E!)
a [

e ...

K( Xn Eh B B ... Ev)d
Y1 ceo Yna YVa El Es e Ev

Comme plus haut (n® 7) nous remarquerons que les lermes aprés
le n'*™ sont égaux et donnent

b &

v(——l)"f f K(z1, §)
xK(-’”! .. En N TR Evﬂi)‘iEdEl---dEv—:
Yi oo Ya—s ¥n Br oon Eye
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ou
b b - E Iy Xy Et e E\,——l.
_‘\)f -.-f Kf.’cn E)h . " )(lsd":i.uds-,..j.
f “ Yr ¥ oo ¥u o1 - Gyt

de sorte que Pon a la formule que nous avions en vue

xr ‘.L'g .. .I‘; 2 -4 .}
{20) A( l l; l):"\-i.ft.'}’[}al(x- J;; ;‘)

Yy Y2 o.e. ¥a ¥ i Fu
. s Iy . £
._m.n,y,m( ! " l)+...
F1 ¥ .. ¥a
L P S£ .
‘+““_“"“1K‘xh_}’n).§( . 8 ) J-)
Fr ... FVa—t

h -
. 5 Fa .. ALy
-~ k] a2 -
+;.f !\f.r,,’;’u\( ;.«.) z
o Ju Far ... ¥a

el, de méme. la formule analogue

, £y L2 .. Lny N
lmj.\( "; a):l\{x,.yn.l( s z.)
Y1 Y ... F¥u ¥ ver Fu

It A TRY "R P9 .
— ke A oA,

‘V.' ,V‘: ran .yn

. e L T R
et Rl FLASLE YRV g IA( 3 A)
e Ya
. g SR S Ao "
+;.f "\(: 5 R s o d?
a S RN

qui généralisent les précédentes (12) et (12').

14. Equations de Fredholm homogénes. — Prenons d'abord les
équations (1) et (') avec le second membre nul (équations homo-
génes). Elles s’éerivent

4
{21 9(.r)=).f Kior, §yo(t) di,
i
b
(21') qu:r)mlf S(EVKRALE, o et
. "

Nous avons déja vu que, lorsque 4 n'est pas racine du détermi-
nant A(2), la solution de (1) ou de (1') est unique, de sorte que (21)
ou (21') n'ont pas d'autre solution que zéro. Il en va différemment
lérsque A annule le déterminant A(3).

L’expression de A(}) donne immédiatement, pour les dérivées
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successives par rapport a 4,

AP }_.!—I)!’f f ( .-r,,; l)d.r, coadeg,
p

Si donc on suppose que A =X’ est racine de A(A) avee la multipli-
Lm

FYr .o Fm ’
ment nul. Il existe donc sdremenl un entier n (o<<nlm) |

-

cité m, on pent affirmer que A( a’) n’est pas idenliquo—

. £

que A( . ).') soil 1denuquemcnt nul pour p << n ¢l non
yl e .:Vp

identiquement nul pour p —n. Prenons alors pour z,2;...2Zn,

Yi¥a...»s un cnsemble do valeurs £ 8., Ery mimy. .. m, lelles

.
guc .\( B ).’) ait une valeur A, différente de zéro. Dans ces
It - Tin

conditions la formule (20) se réduit a

T 2 e Er - ) b A £ 2 LI :—”
(22) A( : " ;.’):).’f mx,sm(‘ ¢ . ,) de,
i1 Ut ave T a 1 T2 LI Nin

el nous fait connaitre nane solution de I'équation homogeéne (21), a

savolr
q]’(x)=ﬁ(-l’? E: i En; l’),
1 Mz ++e Mau

oy

1l en sera évidemment de méme des fonclions

-
tin;l:»:):;&(el Tk e Erl; l’), cens
i1 N2 s e Tp

lIJ,,(x)-—-A(El T 1*)
T «vn Tn

et, en général, de toute combinaison lindaire & coeflicienls conslants

A (). ..+ Ay D, {(2).

13. Vérifions que les solutions ®,, ®,, ..., ®, ainsi obtenues sont
linéairement indépendantes. '
Dans le s«cas contraire soient A, des constantes telles que
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A®, + ...+ A,®, soit identiquement nul; en donnant i z la
valeur £, on voit que A, doit étre nul.
On peut aussi rattacher ce résultat au caleul de

n

b I3
:=£ ZrA,-K(E,-, Enz.f;\,tl'_‘tlf;ds
1 1

A, élant Vimaginaire conjugnée de A.,). 1Daprés la relation (22} on a
) & jug
sr E': e Eﬂ .

w 7
T g eee e

"
1 E! s S .y Ao .

== A 3 &)= si r=1,
A i ‘e l

[
., 1 - .
/. l\(E,-,E]‘I-';lE]dE:T,A( z.')zo §F Pzl
@ *

de méme

est nul, sauf si r==s et cstalors égal a 'j:"l L'intégrale I se rédutt alors &

H

A —_
A F

el ne peuat s"annuler qu'avee tous les coefficients A,
Nous démontrerons enfin que loute solution de (21) est combi-

naison lindaire de
Pory, Py Lo Dy

En effet (21) pent s'éerive
n LNy
(!“-ﬂ f-'h)g =
et entraine, H étant un noyau quelconque,

(et} (v —wRK)e=o
ou, encore.

L o0
p=iFg
aveo

LI ]
(23) Foell 4+ K—-3WHh
Particularisons le noyau H, qui restait jusqu’iei arbitraire, en posaat
i P
A( E‘ l \"l; }\f)
Y Tt v Mn

b)
S(F )
i1 e Tin

H o=
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. e 4 E et ] N
Péquation (20'), écrite pour A( ' Ei"'; l) entraine
Y M ... T

(241 SoF =K, y)®ute)+ K5, y1®atz) +... + K(&ay ) Pa( ),

i 0
F¢ est donc égale a

n b
L S e
1

c’esl-i-dire linéaire pav rapport aux ®,.(x); il ‘en est de méme
de ¢ () puisque

{ ¥
elar)=AFo,

16. L’équation homogéne (21) est ainsi complétement trailée:
Péquation associde (21') s’étudie de méme et Uon pent résumer les
résultats concernant les équations homogénes dauns I'énoncé suivant :

Sk n'est pas racine de A(R), les équations homogénes (21) et (1)
r’ont pas d’ autre solution que zéro.

St A =1 est racine du déterminant et si Uon prend pour n le
B ... &
Moo Tin
ment nul, si Uon fize les valeurs des § el des n de maniére a
donner « cette expression une valeur non nulle, la solution géneé-
rale de (21) sera

plus petit entier tel que A( ; ?\’) ne sott pas identique-

H
Ly “_-2 Ardora,
r
1
oit les A, sont des constantes arbitraires et otz

£, PPN )"
lb[(&'):‘-.l(‘v ] & ; ;\:),
Tr eee M

m
x En
tn,(mwa(e‘ s w),
w7 fin

.................................

La solution générale de (21") sera de méme

n
o(z) =E,“"""(“’“
1
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avec

5% §n
L L -

Yiiw)= A( 1A
L «o Tn
ST TR

qu(.r) =A }.'),
T F ... T

P R N R .

les fonctions ®; et les W; sont respectivement linéairement indé-
pendantes.

17. L’équation avec second membre. — % gardant la valeur précé-
dente 2. revenons a I'équation avee second membre

b
it pu,';u-}.f Kir, Eret5rdi = foe)
il

I est clair que, sielle a une solution, elle en aura une infinité obtenues
en ajoutant a l'une d’elles la solution géndrale

Aydiia+—, . .4+ A,DLie

de Péquation homogéne correspondante.
En multipliant P'équation (1) par W;, solution de U'éguation homo-
géue associée, puis en intégrant. il vient

a [

j stE Wiy ds =i [

¥ ~

& b
Q(Enfzf Wyin Kim, Eld'r.+f S Wil dy

qui s¢ réduil a
[

ffl’;')‘[';(E]dE:::u tF=1,9, ....80);

nous avons ainsi des conditions nécessaires pour que (1) ait des solu-
tions pour la valeur 2’ et nous allons voir que ces conditions sont
nécessaires et suffisantes.

Il suffit pour cela de reprendre le calcul du n° 13, En gardant les
mémes notations, (1) entraine

& &
9(.;1:‘):}'(.:!:)-}."[ H(.r.E;ftE)dE—i—-?.’f Flz.Sre(E)dt,
" L3

ct, d’aprés Uexpression (24) de F, le dernier terme est une combinai-
son linéaire des ®;(x). qui peut &ire négligée. Si I'équation (1) a des

(TR 11101 14
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solutions |'une d'elles est

L1 0 n
9;,c1=f(.z')—}.’f Hir, E)f{’;')d.’;-——-(l“ ——:n'H)_}',
]

et 1l reste 4 vérifier que cette expression satisfail bien (1). Or en
substituant on trouve la condition

[

f Gla, Hfi)dE=0

T
avec

n

G=K+H—-%NKH.
Ce noyau G est tout a fait analogue aun précédent F e, d’aprés (20),
admet une expression semblable a (24), mais dans lagquelle figurent

linéairement les
Wiy, Wayy, oo0 Wiy

L’expression
b

f Gir, £) fiEd

est donc une combinaison linéaire des intégrales

b
S reow

et ne sera nulle (ue sous les condilions posies.
En résumé : U'équation

b
(1) gt.c;—}.’f Ko Srolfidi=fiz) (AW, =o|

n'admet de solutions que sous les conditions, nécessaires el
suffisantes,

]
(23) ff(E)‘F;(EJdE:n tE=1,9, ..., )

Quand ces conditions sont remplies, une solution est

nr

{26) 9(x)=f(.t:)-+-' : - ;
- A( i P n; )")
T «-- fn

hofe B
> ﬁ = lf -
-/,; (E M e 'r“" )ftC)dE’

>
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et toutes les autres sen deduisent en y ajoutant une combinaison
linéaire des @

On aura un énoncé analogue pour U'dquation (1'); les conditions
nécessaires et suffisantes pour Uexistence des solutions seront

f'
f f(E}(llﬂE]d’;’:O (f=1,2, ..., 1)
e

et, st ces conditions sont remplies. {'une des solutions sera

(26') ot = flr)+ ——— ff{,)A R T W Y,
- -.n. ) S caw Mn

e e fiu

toutes les autres en étant deduites par addition d’une combi-
naison linéaire des W; ().

18. Les valeurs de 2 qut annulent A(%) sont dites valeurs fonda-
mentales (ou singuliéres, ou caractéristiques) de I'équation ou du
novan. Les fonctions ®; ou ¥, correspondantes sont dites fonclions
Jondamentales; le choix des n solutions fondamentales ®; (ou ¥,)
comporte d’ailleurs un certain arbitraire : on peut remplacer les @;
(ou les W) par n de leurs combinaisons linéaires, indépendantes et &
coefficients constanlts,

f(z) et g(x) étant deux fonctions. on dit qu'elles sont ortho-
gonales (¢f. p. 288-2q9) s/

b
(97 ] f Sihraidi=o,
’

{27) peut dllleuu s'écrire ‘)l‘l'é"__o st l'on nole les fonctions f(y)

ot rr(.r), ou gf -0 si on les note f(z) et g(y). L'orthogonalité

exprite done ¢u'un produit de composition formé avec fet g est nul.

1Yaprés ce qui précéde, pour que Péquation de Fredholm, ou

A prend une valeur caractéristique, admette des solutions, il est néces-

saire et suffisunt que son second membre soit orthogonal & toutes les
fonctions fondamentales de 'équation associée.

() Il est & peine besoin d'ingister sur Uanalogie des résuftate obtenus dans ce
paragraphe et dans le précédent avee cenx qui concernent les systémes d’équations
T ... X

1 ",

'

algébriques du premicr degré. Les fonctions A(
AN e ¥

1) jouent le role de

mineurs du déterminant A(%).
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II1.  PROPRIETES DU DETERMINANT
ET DU NOYAU RESOLVANT.

19. Nous réunissons ici les propriétés les plus immédiates, et qui
d'ailleurs seront utilisées par la suite.
Vérifions d'abord un énoncé donné plus haut (n° 11). Le noyau

résolvant
(5 )
T, y; M)=— -_AT

est, comme nous V'avons établi, une fonction méromorphe de A. Ll est
aisé de montrer que chaque séro de A(}) donne effectivement un
poéle de T (x, y; %),

Reprenons en effet la formule (n° 14)

b
(28) m:«)‘—__f A(';-, :».).f.c
[

qui donne la dérivée du déterminant de Fredholin par rapport a 2.
Soit A == ¢ un zéro d’ordre m de A(R), si A(i; 1) était divisible par
(A—c)" il en serait de méme, d’aprés (28), de A'(}), ce qui est
absurde.

20. Série de puissances donmant logA(2). — La formule (28)

s'écrit, en y faisant intervenir I.

Aty b ) ]
W—-‘/r: r(r,x,lldﬂ,

elle donnera un développement en série du premier membre en v
remplagant I' par la série de composition

Lo R 1]
l‘—_.--—(l\+;.l\“3+...-+- POl T B

Nous nommerons ¢trace d'un noyau quelconque K(z, y) l'exproes-

sion
b
f K(z, z)dx;
&
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L] " ] t.
en notant k» la trace du noyau itéré K” (z, ) nous aurons donc

AlCW . .
{(29) r)‘;=—(’C1+h!n'-_a—i-...-‘-)."_'k"—!—...],

d’ou, en intégrant el tenant compte de ce que A(o) =1, le développe-
ment en série

A2 e )
(30) IOgA()\ =— k1l+){e--+- +A"Tz—+ i

valable quand | 2| n’atleint pas le plus petit des modules des zéros de

A(2) (ef. n° ).

21. Genre de A()). — Rappelons gue si une fonction entiére F(2)
admet les zéros Ay, Aay ...y bsy . .. et s'il existe un entier &, choisile
plus petit possible, tel que la série

2T
" j}‘n |k+1

suit convergente. F(3) admel un développement en produit infini de

‘Weierstrass
i
mx)_emwll(l—u-)u.Z?* i,

I=y

P (%) étant une autre fonction enticre. Dans le cas ot P () se réduit
a un polynome de degré » il est intéressant d’envisager le plus grand
des deux nombres n et k qui, d’aprés la définition de Laguerre, donne
le genre de la fonction entiére.

M. Hadamard a démontré que, le développement de F(3) étant

F': }b) =2 &y lﬂ’
0 n

lim n“’f/lanl =
n_==

si

F(}) est au plus de genre i-
Appliquons ce résultat &4 A(2). D’aprés le n® 7 (principe de conver-
gence) on a

M(b—awm

n‘

| @n] <
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et il en résulte que
n* '\7 |an |
tend vers zéro si

1
L] -
<".

Donc A(}) est de genre inférieur ou égal a 2. On peut d'ailleurs
montrer {Schur [104]) que pour tout noyau borné la série

2o
[ )?
est convergente. On aura done pour A(2) le produit infini

o L

(30 A(l):cn)&ﬂ*]]([__%)ei:’
1

a ct b élant des constantes (ui peuvent étre nulles. On démonlre
d’ailleurs (1) (ue b est forcément nulle dans le cas d’un noyau
continu,

Il est aisé d’avoir des résultats analogues pour A(;; ?.) et pour les

antres mineurs de A(R).

92. Comme applicution nous pouvons enfin caractériser les noyaux
qui n’ont aucune valeur singulidre. Il faut alors que

A= ex+t ou  A(W) = e

et, d’apres (3o), il est donc nécessaire el suffisant que toutes les traces
soient nulles a partir de la troisiéme (la seconde étant forcément
nulle dans le cas du noyau continu).

On pourra caractériser de fagon analogue le cas d'un noyau qui n’a
A'())
A0y
rationnelle dont la partie principale a 'infini se réduit aa + 2562, On
en déduit aisément qu'il doit exister entre les traces, & partr de la
 troisiéme, une méme rclation de récurrence linéaire et i coefficients
| constants (M.

qu’un nombre fini de valeurs singuliéres, est alors une fonction

('} Cf. CARLEMAN, [13].
(*)} €f. LaLgsco, (55|, page 32,
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23. Relations diverses caractérisant des noyaux reésolvants. —

Reprenons e noyau
Por, i ny

poar lequel nous avons déja vu les deux relations fondamentales

} 0
14 '+ k Rk}

7

{
o AT

L]
A~ Th  (principe de réciprocited)

r[ui exprimeul, que

] _n ] .
— At )= (l"-—-J\}\)"'.

L’une d’elles suffit a cavaciériser I, quand K est connu. Nous allons
en urer d'actres relations, également caractéristigues des noyaux
résolvanls,
£n donnant au parametre & une seconde valeur 3, et ¢n mettant en
¢videnee, dans I, le paraméire dont il dépend, on peul éerire
1] 1}
0 v n 0 . I
t32) =ik = g =iy = ;7

19— 2K i"— ik

d’on, aprés composition par T'(A,) et I'(}) vespectivement et en remanr-
quant que T'(3) et T'(%,). d’aprés leurs expressions en séries, sonl
érvtdemment permutables, . )

ik iz

— L
o v " 0 7

- A 1"— MK

q a
r()'i)‘_‘]’l }~) +[11— }.]l‘l }\}l‘l' }\| )=

or le second membre est identiquement nul paree que, d'aprés (14),
chacun des termes de la différence donne ln méme valeur

)]

h
(1—3.?\')(1 ~ ik

On a done la relation, vérifiée par lous les noyaux résolvants,
s - LA 1}
(33) rivpy—ri{my+ih—ulrnliy=a
Toute fonction qui satisfait (33) est &’ ailleurs noyau résolvant

du noyau K(z, y) = — I'(x, y; o) puisque, pour &, = o, la relation
(33) se réduit & (14).
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L'équation (33) entraine d'ailleurs la relation
dl

. 0.
(ST o= — 1Ay,

dx
¢galement caractéristique parce qu’on en tire

dnl
dn

0
(35, =i nll'n+igh),

d’on l'on retombe aisément sur le développement en série de T

V. - DECOMPOSITION D'UN NOYAU
EN NOYAUX PRINCIPAUX RELATIFS AUX DIVERS POLES (1.

24. Noyau principal. - - Soit I'(.z, y; }) le noyau rviésolvant cor-
respondant a K(z, 3}, Considérons une valeur singulicre 2 = ¢, pole
Lordre m de T, 37 ). En mettant en évidence la partie principale
de T relative nu pole ¢, on pourra écrire

136) Vi, yikr=yie, y; M=+ L, y; b,
I’y restamt fini pour 2 =¢ ¢l (.2, ); 1) étant de forme

g;;;‘-",)fl+‘-E.'m—|f-€,,l" +.-'\’1‘f,)’|

vla, VL= .
SRArA (h—o ) {4 — g hi—! h—

Nous allons voir (ue y et 'y sont respectivement des noyaur
resoleants de

—ia, yior=hir, ¥, — P, yio)= Kty p,
de sorte que Uon a
N, y)=kir, yr+Ki(z, ¥

Celte propricté essentielle justifie la dénomination de royau prin-
cipal relatt au pole k= ¢ donnée au noyau k(x, y) dont la résol-
vante donne la partie principale y de I concernant le pole en ques-
tion.

Pour établiv que v et Ty sonl respectivement des noyaux résol-

(1) Ces résultats et ceux du paragraphe suivant sont dus & MM. Goussar, [36],
Hevywoon, {40]. Nous suivrons de trés prés Pexposé de M.Gounsar, {37].
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vanls nous partirons de I'équation caractéristique (33) du n° 23.
Elle s'écrit

'{().1)—:;(.«\] +Ig(r..!—l|f7u

37 Ay~ 4 Ar— 2

0o 0 oo g 0 U
=y (At h =y (M0 () —Lichryer ) — e Bicha,

En égalant les parties singuliéres des deux membres pour A =«
(}, étant considéréd comme fixe), il vient

. wlhyp—=iay a 0 n . o
138 e = R U = T R Ey U
Al— A

¢ty en changeant le réle de d ¢t 4y, on a de méme

"1:‘-11'_'1”,}“ I [ I
A T TR & AR T Ly T P
}\I'_ M [l ] B
1l en vésulte que
O B TR N
Yyl i =Dithsyiag

ot Ja valeur commune est forcément zévo. puisque, d'aprés le second
mcmbre, celte valeur connune donnerait nniquomenl des termes en

el tandis que, d’aprés le premier, elle est réguliére on &y,

[.'¢quation (38) se réduit alors a

Uy )R o o

'_..——-=——"'lf\)"[7. ]
hy— A : o
<t {(3=) donne la relation analogue pour F,. Les fonetions y et Ty sont

done bien des noyaux résolvants et les résultats annoncéds sont justifiés.

23. Orthogonalité de deux noyaux. — lLa démonstration préce-
dente conduil & détacher la notion intéressante de noyaux erthogo-
naox (¢f. p. 243, la notion de fonctions orthogonales).

Deunx noyaux k(x, 3) et ky(z, y), dont le produit de composi-
tion est identiquement nul, quel que soit 'ordre dans lequel on
Ueffectue, seront dits orthogonauz : ils vérifient done

. o
{3g) qha= 0,
0
[ 39’) A'-! "l =0,

51 l'une seulement des formules (3¢) et (3¢’) est sulisfaite, on dira
que les noyaux sont semi-orthogonauz.



250 CHAPITRE VIII.
Il est facile de donner des exemples des deux cas. On prendra

ki(z, yy=Xi(2)Y (3, ko, yy=Xol(x) Yoy,

en choisissant les fonctions X ot Y de facon que

& ]
f Y1 (2) Xu(E) dE = o, fms)xifs)dsm,

(orthogonalité), ou seulement 'une de ces conditions (semi-orthogo-
nalité).

Les résultats du début de ce paragraphe peuvent alors s'énonecer en
disanl que les deux noyaux &(z, ) et K,(2, ) sont orthogonaux.
qu’if en est de méme de leurs résolvantes : quels que soient A et}

8 il ¢ . 0.
YOO (=Tt jvid)=un,

et que le noyau résolvant de Ta somme A+ K, est a somme des
noyaux résolvants particls y et T,

IT est clair que toules ces propridlés s'appliquent a des noyaua
orlhogonaux quelconques : s1 &, et £y sont orthogonaux, il en sera
de méme de leurs puissances de composition ¢t de toutes combinai-
sons linéaires (ou séries)

dokia Bl e, boket by k34 ..

de ces puissances de composition; en particulier les noyaux vésolvants
(envisagés pour des valeurs quelconques et indépendantes des para-
wmélres A qui y fignrent) seront orthogonaux; enfin le noyau résolvant
de fa somne étant pris sous forme de série

[} 3 1 :
ke kg e b ) (ko T ) e
sera bien égal a
RN F I S D DY PR
cest-d-dire a la somme des noyaux résolvamts y,(z, y; i) ot

y2(«&, ¥; 1) qui correspondent respectivement & &y et a k.

926. Equations intégrales dont le noyau est somme de deux noyaux
orthogonaux. — Prenons 'équation intégrale du type (1), que nous
écrirons

(40) (o-2K)g =7
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et admettons que K soit la somme de deux noyaux orthogonaux ki
et k,. On aura évidemment

(To—-ak)=(To— k) o=k )= (o2 k) (=3},

de sorte que I'étude de I'équation proposée se raméne & celle de deux
fquations suceessives ayant pour noyaux A, el b, (pris d'ailleurs dans
un ordre quelconque).

Admetlons que la valeur de A ne soit pas valeur singuliére com-

1] 1]
mune des deux noyaux &, et &, et que, par exemple, elle ne soit pas
valeur singuliére de A, et soit toujours y, le noyan résolvant corrves-
pondant. L'équation (4o0) sera équivalente a

1] { L] 1] [ [} LI
(40) (10— 3R 3 = (10— by ) f = f— WYL f.
0y

Or /.,; _f est nul puisque les noyaux &, et A, sont orthogonaux,
par suile nusst Ay el v,. L'éguation intégrale

(1“——12 )o:—- ;q/

(LI}
a donce pour solution piu'llcullére —?.T,_)‘. L ("qualmn mlégralv pro-
posée admettra done des solutions en méme lemps que

1 —AR) g =

el si @(x) est la solution géndrale de ecette derniere équation, queton
suppose exisler, on aura
[ ]
o=b— A f.
Dans le cas ot 2 n’étail valeur singuliére pour aucun des noyaux A,

el ko, Ie résullat obtenu vésultait immédiatement de la forme du noyau
résolvant,

27. Examinons, en nous bornant & I'éguation homogéne, le cas on
A est valeur caractéristique & la fois pour &, et k.. L’équation inté-
grale peut s'é¢erire

{40") (1"—”'. (1“—;2 ;=0,

et elle équivaut &

[} L0 [ 1]
19— A 'g)?"—:q’



252 CHAPITRE VIII.

en désignant par ®(x) une solution fondamentale quelconque du
noyau k. Mais, dans ces conditions

et, par suile,
L1} (LS TI 1}

1] q
f'l.z'p =% 'g’l'[q’ =10,

de sorle que (40") a pour solution particuliére @ et que sa solulion
générale est
¢ =% 44

@' étant une solulion fondamentale quelconque du noyau 4.
Nous aboulissons done a la conclusion suivante :

Quand). est valeur singulitre des dewr noyauwr Ly, k, orthogo-
naux, les fonctions fondumentales du noyau ky + k. sont celles
des deux noyaux ket k.

L’¢égalité précédente ‘

0 0
A‘gq:' =0
exprime par définition que ® est semi-orthogonale au noyau Ay de
sorte que U'on a aussi I'énoncé suivant :

Quand deux noyauz ky et ky sont orthogonauz, toute fonction
Jordamentalde de Uan est semi-orthogonale & Uautre (V).

28. Ajoutons un résultul concernant le déterminant A(2) du
noyau K. Il est le produir A (X)A,(R) des deux déterminants
relatifs aux noyaux ky et ky dont K est la somme.

0
On s’en rendra compte en notant que la trace de K~ est la sonmne
iy ] »
des traces de A7 et A puisque

i 1} 0

l\l.ﬂ = A‘T -+ ll':io

cL en s¢ reportant au développement ¢n série de logA(2).

w

(') Ceci s'applique, bien entendu aussi aux fogetions fondamentlales W assocides
aux &; si Pon veut garder les notations de la sompusition, on désignera par ¥ L

0
variable de ¥ (¢f. n® 1Y) et la semi-orvthogonalité de W, qui vérvifie U' = }.ll-"g,

. s u_g_
s’¢erira WA, — o.
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Le théoréme s'étend é\idemment a la somme d'un nombre quel-
conque de noyaux orthogonaux deux a deux.

Il s'étend aussi & la somme de deux noyaux semi-orthogonaux. Si,
par exemple.

L1 1] [ 3]
kike=0, maiz k. kAo,

1] 1] L]
il apparait dans K#, en plas des termes A7 et A7, des termes de la
@+ 0
forme A% A,
- n [
Mais, lorsqu’on forme la trace. Vordee de composition de A% et &7
n'intervient pas, de sorte que

uon LI
trace de ASA{ = trace de A{A{=0

et la déwmonstration précédente subsiste.

29. Décomposition d'un noyau. — Nous avons vi au début du
parageaphe que Ja parctic principale +(2) d’un noyau résolvant quel-
congue pour L'uu de ses poles 2 = ¢ est elle-méne un noyan résolvant
(celot du noyau principal £ du péle).

Sort un pole différent 7 == ¢ donnant Ia partic principale +'(3);
on pourra écrire

Ciio==yia)+ ¥ {nr+T(R).

I’y () n'ayant plus ni le psle ¢ ai le pole ', Daprés le n" 24 on peut
d'ailleurs dcrive
o . T0 N
T()\)‘I‘I"( }.] ) l‘gl I II = 1)
vl ausst,
U 1] (L
l-y (a4 Tai X ||-;'{f.,] -= u,
il en eésubte que
LU L . n L
T(l Il‘u_-(fq = Ul llT { A,

[a valewr commune étant foreément zévo, puisque le premier membre
n'a que des terines singuliers en 2 — ¢, tandis que e second membre
ext végulier pour & = ¢. 11 en résulic enfin que
L] UIr .
*f{liﬁ{ (A1) == 0
el, des méme.
0, 0.
Yihippehy=o,
Par suile @
Dewr noyauwr principaur concernaat deux poles différents sont
orthogonau.r entre eux.
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30. Le noyau résolvant d'un noyau quelconque K(,r,y) apparait
donc, sous réserve de certaines questions de convergence, comme In
somme de noyaux deux a deux orthogonaux : les noyaux principaux
des divers pbles et un noyau résiduel n‘ayant plus aucun péle.

La partie principale y{(x,y; %) du pdle =c est résolvante du
noyau principal k(xy) =— Y(x,y;0) et |I'égquation homogene
formée avec le noyau K admet, pour A = ¢, les mémes solutions fon-
damentales que I'équation homogéne formée avec le noyau A. Il est
donc naturel d'étudier en détail la structure d'un noyau principal et,
en particulier, de rechercher si il est déterminé par la donnée des

solutions fondamentales du pdle c. Ce sera I'objet du paragraphe
suivant.

V. — DECOMPOSITION D'UN NOYAU PRINCIPAL
EN NOYAUX CANONIQUES.

31. Soit un noyau principal A(z, y) correspondant su pdle 4 = ¢
d’ordre m et dont la résolvante est

Ayl V) Bt b8, 3) + (o
(h — e {5 — ¢ =) A—0

P YA =

Nous vérificrons d’abord que toutes les fonctions «,(z, y) sont de

forme
ijt.r'j\';(yj,

i

1

somme de produits obtenus en prenant une fonction de + multipliée
par une fonction de y. Partons pour cela de P'équation. qui caracté-
rise les noyanx résolvants
fl L
3 =
(34) 2 !

(n®23). En y substituant y ct en identifianl par vapport a A il vient
les conditions suivantes :

ay = aj,
0 u o u
Bty = €ty tls + (1@,
(1) S e
¢ 0 o 0 a v

R, =@ 8,28 p—14...+ a8y,

..................................
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or la premiére des (41) peut S'écrire

0o
ay= ha,

en posant pour un instanl & = ,; il en résulte que le noyau 2 ala
valeur fondamentale un et que, o,(z). 2,(2), .... étant un systéme
de solutions fondamentales, on a

Gr=cuyioiai+aiylela)+...;

@, cst de méme forme, car

[ h
Arf = g1 . :f cilB)ad i, yrelt+. .+ f-,(_y)f aalr, i (5yds 4. ..,
£l a
el atnst de suite.
Le résultat annonceé est ainsi élabli et il en résulte ¢videmment que
le¢ noyau principal considére

Mz, yr=—xir. v; o
sera foi ausst de forme analogue. Nous poscrons
iy Air vi=Xor Yoy + Xt Y sy 4o+ Xty Yaiop,

oit lon peut toujours supposcr que les fonetions X ¢t Y sont linédaire-
ment indépendanies.

32. Le noyau principal peut évidemment étre mis d’une infiuité de
maniéres sous la forme (42), les fonctions X, ..., Xy étant vem-
placées par des combinaisons linéaires indépendantesetles Y. ..., Yy
par des combinaisons lindaires convenablement choisies. Nons nom-
wmerons fonction principale du noyau A toute combinaison linéaire
des X et fonction principale associée toute combinaison linédaire
des Y. Le noyau étanl wis sous la forme (42). X\, Xz, .., Xy sont
dits former un groupe principal. Y, Y. ..., Yy le groupe prin-
cipal associe.

Il est natarel de chercher a profiter de 'indétermimation dans le
choix du groupe principal pour mettre le noyau sous une forme la
plus simple possible.

33. Digression sur les noyaux de type X, X ;(2)Y;(3). — Avant
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d'aborder cette question nous indiquerons rapidement guelques pro-
priétés des noyaux les plus généraux du type

N

{43 K(.l‘,y):z'x,i.rp\’,-(_y),
|

les fonctions X; et Y; étant toujours indépendantes.
L’¢quation de Fredholm formée avec le noyan K s’écrit

N i
(45 ?:J')le x;l.x‘lf Yr“E"?(E)(fE=f(w}
) { a

et il est certain que loule solution de eclte éguation s'oblient en
ajoutantd f(.) vne certaine combinaison linéaire des X;(x):

plr)=frer+ i X 4. o Ax Xyl

Portant dans (44) on a pour délerminer les A; des équations du
premier degret dont le déterminant est

- - -
I — At — ALl P L1
N « -
— kg2 V— Ay ... -— AfEX 2
Di})=
— Aty — A€ty L— Jexn

en posant

[ .
tt,-;-z\.&x.‘=/ AVIEIR PXEITLN

e

St D(%) n'est pas nul, la selution est unigque et on la met de suite

sous la forme
- f.f:

. . ! £ -
ol == fir)+ v D(E 5 l)fl;)tﬂ:'

avec
0 X i) vee Xyl
;o Yt [—a@y i ... — Ady
“( ;;.):—- tfy) 1 €x1
2 A che heeaaans
\\ry! -——-}\ftg\ —_ )(I\\

Nous obtenons winst, pour le cas particulier envisageé une forme
nouvelle du noyau résolvant. Mais on vérifie facilement Fidentité

entre DY, D (‘;, }.) et les fonetions de Fredholm A{2) A (;, }.) ,

On peut d'ailleurs passer de ce cas particulier élémentaire @ des cas phis
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généraux (par exemple au cas d'un noyau continu quelconque que Ton
considérera comme limite uniforme de polyndmes en x ety, lesquels
se niellent sous la forme étudiée dans ce numéro) (*).

Pour la suite nous aurons besoin de la remarque suivante : si le
déterminant D(A) est effectivement du degre N la résolvante

b (j, }.)
o Dixy
se présenle comme quolient d’un polynome de degré au plus N -—
par un polynome de degré N et elle est nulle pour A = w. On vérifiera

facilement que, dans tout autre cas, la résolvante ne tend pas vers zéro
pour A ==co (*).

34. Dans le cas d’an noyau principal la résolvante est préeiséiment
nulle pour 2 == =, de sorte que D (1) est effectivement de degré N. De
plus les fonctions X et Y doivent étve telles que ce déterminant D(3)
se réduise &

puisque ka seule valeur caracléristique est ¢.

33. Réduction du noyau principal. —- Le novau principal du
pole ¢ étant
Ata, vy= XtV () - 0 X () Yy,

on a évidemmeoent
9 & - - .
f;“ig = X|a;| -+ \gﬂ,;-_r T R \sa,_v (l =Ly ey N).

ce qui définit une substitution linéaire cffectuce sar les fonctions
Xi, ...y X5 On peut chercher a réduire cetle substitution a la
forme canonique, en recherchant d'abord les combinaisons linéaires

\ = _\|X|+‘...+,\;\"x

(') Pour ces questions ¢f. Goursar, [37), p. 386, [36]; Leseseer, (9]

{*) Un sen rendra compte aisément en sc ramenant d’abord, par substitution
linéaire effectuée sur les X, (x), au cas oh les coefficients précédents a,, sont nuls
pour { < k.

YOLTERRA 17
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a coefficients constants, toiles que

uo
AN =u\N,

oft p est une comslante, ce qui donne, pour déterminer i, une
¢quation qui w’est autre que

c’est-a-dire

Dans ces conditions, on vérific aisément qu'il existe N combi-
naisons linduires des N, que nous désignerons par la letire g, lesquelles
s¢ partagent en groupes @

CIET . Prll )y vees Talar L), Ll Gl d

L " L)
CUr e s )

les fonctions de chaque groupe véritinnt des conditions du type

T

o
T = Aoy,
[ 1]
T1+ 3, = chgy,

En désygmant par ¢, (). ... G () P{) ooen G (00)s
P (), .0 be(y)s ..o, les fonclions principales associces, le
novau & s’éerit
(46 k= ea(xryp(yy+.o+ e, (a)b ()

+ )Y g (e Y ()
+ o (e Y ()

36. Les (45), ot Yo remplace & par la valeur (46), et ot 'on
tient compte de Yindépendance des fonctions principales. entrainent

alors les relations \
LI} ] 1
!' - -
YivE=— — %
¢
o o b (
A me Ty, = -
L4 / ARl

" 0 ¢ o I

J 1 —
Ygm) ey = ply = —~y
PV ¥ T e = g
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ot les relations analogues avee les o', ¢"¢", ...; on en tire nussi
yue toute fonclion g, ou ¢/, on ¢’, ... ¢st orthogonale & chacune des
fonctions §, ¢/, ¢, ..., sanf pour les cas gue metlenl en évidence
les formules (47).

Ces relations montrent d’ailleurs une symétrie entreles o, o/, <", ...
et les ¢, ¢/, ¢’ respectivement, car on en déduit. par exemple,

LI
= "fq fl 4

¥
t

i}
(48) by by 1=k ik

37. Noyaux canoniques; résolvante canonique. — lL.a formule ({6)
monire gque ke noyau principal est la somme des noyanx

sl )y g L g Ly,
ORI K RERE AR L I

L A I N S S L B L R I

dont chacun ¢st dit noyan canonique. Ces divers noyaux soul,
d’aprés Porthogonalité des ¢ avee les . ..., ovthogonaux deuy a
deux. De plus, d'aprés les (15) et (48) ('), chacan de ces noyaux
denne un couple et un seul de functions fondamentales assocides, ces
fonctions dtant @, (&) et Yy ()7} pour le premier noyaw, o) (&) el ), (y)
pour le second, et ainsi de suite. { rn noyen principal se dérompose
donc en autant de noyauz canoniques qu'idl v a de fonctions
forndamentales linéairement distinctes.

Les résolvantes des divers noyaux canoniques s’ajonicront, puis-
qu’ils sont orthogonaux. Examinons quelle sera I forme de chacune
d’elles.

Le cas le plus simple est celui onr, ¢ étant dgal & o, ke novaw cano-
nique se rédnit 4

= id (v

woee

l'I L1} [
] - = =
171 .

o

(') Dans lesquclltes on peut d'ailleurs remplacer & par le noyan canonique corpes-
pondant au growpe dos fonctions ¢ ¢ que conecrnent los formules.
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Dans ces conditions, les noyaux itéres (puissance de composition)

sont
L]

il
K= -ai(d)hly), f:’“:;{;'?ltx)'{h(.}’)a <o

Gy

de sorte que le noyau résolvant, calculé & partir du développement en
série, est
sty (
-{{ ‘T'Jr;)‘) —_ — .&l‘}{L}.’
%
¢
le pole correspondant élant du premier ordre.

a 0
Passons au cas général en rappelant que les Y;9; sont nalles, sauf

[d’apres les (47)] :

[ 1} 1
C49) TP =
p
_ 4] 1
i 50) b= = '

En ienant compte des (4g) seulement, il apparait dans les noyaux
itérés suceessifs des termes lout analogues & ceux qui ont été oblenns
pour g==1. De ce fait, le noyau résolvant cherché contient
Iexpression

_nlern(y eyt ) e ()
A

e

Mais, 4 cause des (30), le noyau itéré J* contient aussi un terme
en o (2)a () 4. ..+ og 1 (&) 4y () avee le coeflficient g; on voit de
sutte que ees lermes se retrouvenl duns les noyaux itérés suivants
avee les coefficients cl, ,_" ++ey el ils donnent done en tout pour le

noyau résolvant

%
— (—'-—A-)-.;l?ti-t'}'l':()’i + e Fgm (1 (1))
(44

o
On mettra en évidence, de méme, des termes en
G Yy G ()Y, ()

]
dans A? ct les suivants, et ainsi de suite. Finalement Ie noyau
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résolvant sera

(RlEy Bty ek 2yl L)yl y)

—

sl bst Y5, (B Ppg 1) T })ff—-l ;.'.-r;-];,,'_;-;"
e Y
¢ e/

Lin
et il a le pole ¢ avec Vordre q.

Tty ¥ A ==—

ol

-+

38. Conséguences. — Reprenons un noyau quelconque K (x,y),
et envisageons le p6le ¢ de la résolvante pour lequel il y a n solutions
fondamentales distinctes : n sera dit rang’ du pdle. Le noyau prin-
cipal correspondant se décomposera en n noyaux canoniques com-

prenant respectivement q; > .. 0, fonctions principales, et il ed
clair, d'aprés ce qui précéde, que |'ordre m du pdle est le plus grand
des nombres q; Q.. . . ., O tandis que le degré p de multiplicité de

la racine ¢ du déterminant A(2) sera
P=qgr a4 i

On a donce les inegalilés
n 4+ n-—15pTmn.

Un cas particnlier intéressant est celui d’un pole du premicr
ordre m =1. On a alors p == n. Les fonctions principales coincident
avec les fonctions fondamentales. En  désignant ces  derniéres
PAT @1, @uy +.on @a el par $y, Gu, ..o G les fonclions fondameniales
associ¢es, chague novan canontque sera

a1, 00,

pourvu que Uon choisisse les ¢; el les §; de facon a satisfaive
1] [ 1] 1

3]
iH) '{h{?i"—_n (I/"hs ':“r?f'—: ;!

ce qui est facile.

Le cas du pbdle du premier ordre est d'ailleurs caractérisé par la
condition suivante :

Aucune combinaison lindaire  des fondions fondamentales

n'est orthogonale a toutes les fonctions fondamentales associées
La condition est bien nécessaire, d'apres les (51); d'autre part.
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les (49), (50) montrent que, dans le cas d'un pble multiple, il existera

Y

au moins une fonction fondamentale orthogonale a toutes les
associées. L'énoncé est ainsi justifie.

39. Envisageons maintenant deux noyaux principauz k et k",
correspondant a des valeurs caractéristiques différentes; soienl g;(.z),
$i(y)y ¢ (z), ¢(y) les systémes correspondants de fonclions
principales (qui correspondent nux divers neyaux canoniques de A
et de £011), 11 est facile de voir que loute g; ou ¢; est scmi-orthogonale
au noyau &4'), et vice versa.

Prenmons, par exemple, 9, qui satisfait. d’aprés (45),

0 0
#1=ck 34,
o6 aura
1 ] 1) iy
K = kM hg = €,
puisque
L] (]
!’l“] A — i),
Pour
1F Uk
92 =— g1+ kg

2y

on aura la méme condition, etc. Comme conséquence immédiate, on
a que toute fonction principale du noyau k est orthogonale a toute
fonction principale associée du noyau k™ (*).

Nous avons déja vu au n° 36 que, étant donnés les divers
noyaux canoniques qui forment un méme noyau principal, toute
fonction principale de I' un d'eux est orthogonale a toute fonction
associée d'un autre, et les différents noyaux canoniques envisagés
sont donc orthogonaux entre eux. En rapprochant ces résultats de
ceux qui viennent d'étre établis, on voit que le noyau quelconque K
donne naissance a des noyaux canoniques qui sont orthogonauax.
quiils correspondent au méme pdle ou a des pbles différents, et
que les fonctions principales de |'un des noyaux canoniques sont
orthogonales a toute fonction principale associée de tout autre noyau
canonique.

(*) En particulier, les solutions fondamentales des deux équations associées qui
correspondent a des poles différents sont orthogonales.



CHAPITRE IX.

. ] _COMPLEMENTS ]
SYSTEMES DEQUATIONS INTEGRALES, CAS DES INTEGRALES MULTIPLES
NOYAUX DISCONTINUS

Nous réunissons dans le présent Chapitre I'étude de questions assez
diverses. Toutes concernent des extensions possibles de méthodes qui
ont éé exposées (Chap. VIII) dans le cas le plus simple.

, . — SYSTEMES D' EQUATIONS INTEGRALES.
EQUATIONS OU FIGURENT DES INTEGRALES MULTIPLES.

1. Systémes. — Fredholm a indiqué comment sa méthode pouvait
etre appliquée a un systeme de n équations intégrales a n fonctions

Ieonnies
gl oulry o, gu(a)

Par une analyse Lrés dlégante il raméne en effet un tel systéme & une
seule équation intégrale de son type ('),

Nous pouvous nous borner a examiner le cas de deux équations
(ue nous derirons

1 1
;.t.m_—lf l\nt.r'.E;mlElu’E—)\f Kizor, 515,48 off = fior),
b 1] 1]
{1}

' 1
Gl ) -— % [ Kytor, Yo%) el — A /. Kaafa, Bygatd) o = fat .
L5 “0

en admettanl, ce qui ne restreint pas la générahilé, que lintervalie
précédent (a, b) est vewnplacé par (o,1). Les seconds membres fy et £,

¢') FreonoLy, [30),
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sont done donnés pour 0 <x <1, les noyaux Ki;(z, ) pour oLxlr,
o<y <1; on cherche dans le meéme intervalle les inconnues ¢, (),
ACHE

Construisons un nouvean noyau K{x, y), dans le champ

oSursn, ntySa,

de la mantére suivante : nous prendrons

K, vi=Kplr oy pour oS <l1, oy,
Kir, yi=Kiyle—1,)) pour 1$r<s, oSy 71,
Kir,31=Kplr, y—1) pour ofr-ir, 1£r<,
hir, ¥1=hkplz—1,y—1) pour <o 18ygn

Le noyau K prend done les valdeurs de Ky (.2, ¥), Kyi(e—1, %)
Kya(@, 1), Kya(w—1, y —1) dans les carrés respectifs (1), (2)

(3). (4) de la figore. '
N 4
2
(3) (%)
11
(1) (2)
0 . 2
Fig H.

Remplagons enfin les deux fonctions f (), fo(r) par la fon
tion f () donnée par

Jley=fite) (oSe <1 fulr) = fite —1) (1Sx )
¢t posons enfin
plx)=g1L) toSr <y gl =g —1) (1Sxrl2).

Le systéme (1) pourra éire remplacé par I'équation unique
2

{2) 9(.::)=)‘{ Ki’.r, Blo(E)dE+ fix)

a laquelle s'applique lo méthode générale donnde : le noyau K.(z. y)
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le second membre f(x) sont en générai discontinus (pourx =1, y = 1),
mais il est bien clair que de telles discontinuités n'amenent aucune
difficulté.

2. Equations intégrales ou figurent des intégrales multiples. —
Prenons par exemple

I I
i3 :‘:f.r.y}—}./‘ ofs f dolir, vif o nieii o= fir, y.

] L)

La méthode de Fredholm s’appliquera : il suffira de remplacer dans
les formules que nous avons données chacune des variables z,8. .. .,
par un groupe de variables (&, ¥), (5, m), ... paraissant dans Ia
nouvelle équation. C’est ainsi, par exemple, que, pour écrire le déler-
minant de Fredholm de I'équation (3). on prendra

K(J"I:_]Vl; T - -r-,-_m)

Lo Yy L Fay ey Iy Yy

I\-.[.B“‘I'] I.P;.'l'l}, K(J"].‘l'; 1-"9_1'_* YW l\(J'l, _}'1!.3"-,,_}&;]1
Kory, ol 370, Kt vy iaa e oo Koy, o layo vy l

et Pon formera la série

£ o - T S TP R T
..\I)k}=l+2: (;_)‘»5."/‘ j I\(“ . o )xf.-r, dyide,dy,.
v Ty ¢ ' H
| \

Lre Y15 caiy oy Fy

Le champ d'intégration de Uéquation (3) (earré : o2, 1<)
pourra d'ailleurs étre remplacé par une aire quelconque du plan xy.

Plus généralement on est conduit, par des problémes de la Physique
mathématique, a des équations intégrales pour lesguelles le second
membre et |'inconnue sont des fonctions d'un point M pris arbitrai-
rement sur une multiplicité %2 appartenant a l'espace ordinaire
(ou a un espace géométrique quelconque). Le noyau est une fonc-
tion K (M, P) de deux points M et P variables sur la multiplicité
Désignons enfin par dP un élément détendue (longueur, surface,
volume, etc.) prisautour du point P, les méthodes du Chapitre préce-
dent vaudront encore pour |I'équation

(4 p(M)—h [ K(M, I"ja(P)dP = /(M)
. v
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(ou I'intégrale est prise par rapport au point P et étendue & la multi-
plicité 9) : on remplacera encore les variate, % .,. du Cha-
pitre VIII par les points M, P, etc.

3. Notons enfin que, dans le cas d'un systeme d'équations du
type (4), on pourra, par le méme procédé qu'au n° 1, se ramener a une
seule équation.

II. — NOYAUX DISCONTINUS.

4. Divers types de noyaux discontinus. — Nous revenons a |'équa-
tion simple de Fredholm traitée au Chapitre VIl dans |'hypothese
que les fonctions considérées étaient finies et continues. Il convient
d'examiner maintenant des hypothéses plus générales.

Le cas le plus immédiat sera celui d'un noyau K(x, y)') rédant
borné, mais pouvant avoir des discontinuités sur certaines lignes
formées, par exemple, d'arcs continus et a tangente continue, en
nombre fini ou dénombrable. |l est d'ailleurs utile' de distinguer
deux sortes de telles lignes.

Les lignes de discontinuité de la premiere sorte seront caractérisées
par la condition de n'étre rencontrées qu'en un nombre fini de points
par une paralléle a I'un des axes. On vérifie tres aisément que la
discontinuité correspondante disparait par composition; de méme

K (X, y) étant un noyau de premiere sorte et f(x) une fonction telle
[

que j | f(x)] dz cxiste, une fonction telle que

L

#
f W(w, 20 f18) %
L
sera conlinue.

Les lignes de discontinuité de la seconde sorte seront constitudes
par des segments paralléles a 'un des uxes. 1./nnc de ces lignes étamt
sur la drotte &= =,, il arrive souvent que K(z, ») a des limites
(différentes bien entendu) suivant que z tend vers .o, par valeurs
supérieures on hien inféricures. Nous désignerons de telles limiles,
suivant une notation habituelle, par K(z,+ o, ») et K(z,—o0. y).
De telles discontinuités ne disparaissent pas foreément par compo-
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sition; on retrouvera ea général dans une intégrale

14

f Wi BYf(E) o

"

la discontinuité (de seconde sorte)qu'aura le noyau pour X = Xo.

INous arom déja rencontré un cas (n° 1) de discontinuité de la
deuxieme sorte. Des discontinuités de la premiere sorte s'intro-
duisent de méme tout naturellement. Nous en avons méme déa eu
un exemple (Cfoap. VI, n° 4) : I'équation de Fredholm

"

L) — A f W Ers(Ereds = fir)

o

se réduit & Péquation de Vollerra

?u'n—l/ Ko, BrotEredl == f ()
o

st Fon suppose

hewr, yi=o pour ¥y -y
un lel noyvaa auva évidemment, en général, pour ligne de discontinuits
(de premicre sorte) le segment 3 = r,

5. On pourra considérer aussi des noyaux pour lesquels les discon-
tinuilds sont réparties de fagon plus eompliquée. 11 y aura lieu égale-
ment d'examiner les noyanx non boruds.

Un cas particulier important, et que nous examinerons par la
suite. est celui des noyaux (ui deviennent infinis pour =,

I el -
comme ———- {0 << a<C1). Une classification géndrale des noyaux

non bornés, du point de vue de la résolution des équations inlégrales
correspondanles, parait deveir reposer sur Pexistence d’intégrales

‘ll 1]
Lelles que , \

[ [ inewrdzan

[ [
f VR |2 A e (1<Za <9

it i

0k
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cl aussi sur le fait que des intégrales telles que

[

f Wi, E)| dE

sont ou non bornées quand x varie.

Enfin, pour terminer ces remarques générales, indiquons le cas ou
I'intervalle d'intégration est infini. Comme on I'a d§ja vu a propos
deslimites variables (Chap. V11, 8111), on peut toujours se ramener,
par changement de variable, a un intervalle d'intégration (a, b) fini :
en général on reporteainsi, sur laforme du noyau, lasingularité due
aux limites d'intégration infinies.

Tous ces cas ont €té I'objet de travaux nombreux et leur étude est
cependant loin d'étre épuisée. Nous essayerons, dans la suite, de
donner une idée de quelques méthodes.

G. Extensions de la méthode des approximations successives. —
En ce qui concerne d'abord le procédé d'approximations successives
(Chap. V1, n° 30), qui nedonne pas en général une solution del'équa-
tion de Fredholm quel que soit A, mais qui S'applique a des valeurs
pas trop grandes de X, nous pourrions nous contenter de renvoyer le
lecteur aux remarques déja faites a propos des équationsde Volterra.

Le cas de discontinuités telles que celles du n° 4 senvisagera sans
difficulté, et il et aisé de traiter également des noyaux non bornés.
Contentons-nous d'énoncer un résultat asssz général (*) :

S l'on a, presgque partout par rapport a la variable restante,
Vune des inégalités

i

tet) f PR, yylde<gib—a)

e

on
s

(h) [ I e, yi|dySqid —ay,

v

g éant un nombre positif donné, les noyaux itérés existent presgue
partout et la série qui définit le noyau résolvant converge de

() HILLE et TAMARKIN, [13].
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méme pour || <C ::;; la formule habituelle définit une solution de

o{L) }‘fbl\'!.r, Ligtbrdi = fix)
a
dans les cas suivants :
1° si (@) est satisfaite et gque f soit sommable,
2" sty () étant vérifice, Uintégrale [b] Kz, &)|f(E)de est
t'a

bhornde.
Lu solution obtenue apparticnt & la méme classe que la fonce-

tion f(x).

7. Extensions de la méthode de Fredholm. Le Mémoire de Pdéin-
caré ('). —. L'application des formules de Fredholm a un noyau
borné, discontinu de la deuxiéme sorte (n° 5) est immédiate
Mais, pour certaines discontinuités de la premiere sorte, on rencontre
des le début une difficulté, d'ailleurs plus apparente que reelle.

Remarquons que, d'aprés le développement eu série.

5! R

. . . X
15) loc Ay = — -+-!..n+f.,--—‘+...-+-f.,¢~’—--i--... y
"

le détermnant A(%) s’{',\‘primé au moyen des {races kg hay oo by
des noyaux itérds de K(z, ») (Chap. VI, 0 20). D'avire part la
fonction de Fredholm

. S0 i . n . 1] Il
{6 A( ; z.):-.\tmf T R R S I M St NP
.

s'exprime au moyen des traces précédentes et «es noyaux itérés
eux-mémes. Or, dans le cas d'un noyau discontinu sur la ligne de
premiére sorte y = X, la premiére trace k; n'aura aucun sens. Il en
est ainsi dans le cas de I'exemple du n° 4 (relation entre |I'équalion de
Volterra et I'équation de Fredholm).

La solution de la difficulté peut étre rattachée a des remarques
faites par Pb6incaré dans un Mémoire ou |'on trouvera d'ailleurs
une analyse profonde des fonctions de Fredholm. Le noyau reésol-

(') POINCARE, [85].
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vant F(.z, 171 2) a été mis sous la forme

A(i;l)

——t————y
Al

mais le numérateur et le dénominateur de celle expression peuvent
évidemment étre remplacés par les fonctions obtenues en multipliant
(ou éventuellement en divisant) haut et bas par une méme quantité.
Kn particulier on pourra remplacer A{) par

ety
IR YPAN

i ‘} _ r
. e Py
(D,,! Ay = ('I
d'ont
. W
Iogt@,,(;.;z-—sf.,, S ! .
/ n J,

Ay

' S
en prenant, au licu de ﬁ( X /.).

FE

xr N P U S i
cm( ;1);;( ;z)p“* t
Y J

1] - ‘I' 1]
Les fonctions (,(4) el (D,.( : ).) ne conticnnent plus les-teaces £y,
ll'

Ray ooy Ky (*); elles restent fonciions enticres de A sous des conditions
assez larges et peuvent alors servir de base a une théorie lout ana-
logue a celle du Chepitee V1T,

Il ¢n est ainsi, non sculement <dans le cas de discontinuités telles
que &, cesse d’avoir un sens (on prendra alors 2 = 2), mais dans le
cas des noyaux non bornds tels que les noyaux itérés restent limités

{1
A partir de Pun d’enx K# (e, )7). Dans ¢e cas, on a d'ailleures

[ £y I"J
Y, 0 . . . .

LA ;_.___l',(-",‘n—-lq_ﬂ,”|r.’l+...lz[. M(a, oy 2y edr
(D"' A a7 3

avec

[T 01
Vircvyhr=F+ 4+ 2k, 4 A2 Kot

de sorte que tes zéros de (@, sont elfectivement des piles de ' Ayant

x
{') On les obticndra & parlir des Jdéveloppements de A{A) ct A(y; ).) en

supprimant dans les coefficients tous les termes (ui dépendent de & A, ..., ks
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[a résolvante
P i

LD,,(.{.; 1)
Vi, ¥ h)=— P PN
T Miny
on pourra reprendre, par exemple. la démonstration du principe
d'inversion en limitant éventuellement le champ des fonctions ¢ et f
de facon que les compositions que I'on a a faire gardent un sens.
Une intéressante remarque de M. Hilbert (') apparait comme cas
particulier. Soit un noyau de forme

Hor v ) i
hir. yim ————— o-x 0 -
. Ty —r 2 - "

[

i

)
od I reste borné, On vérifie («f. infra 1 10) que K2 est borné et
continu avee H de sorte que Uon peut prendre dans In théorie qui
précede -z on, ce qui revient an méme, supprimer. dons lex

r "’ * .
formules donnant A() el ﬁ( ; l) les lermes qui contiennent Ay,
-
LA

Mais, si Pan revieat aux expressions de Fredholm [Chap, VNI, for-
mules (6) et (10)], on constate it vevient an méme de supprimer
dans les déterminants

Eh PR E-; a5y
h ( ), I ( ;
- W . -
ah e Ry LR PP
les cléments K(E;, %) de la diagonale principale, en fes remplagant

par des ziros. Avee cette précaution on peut garder les expressions
mémes de Fredholm,

[

)

S T

8. Autre méthode pour le cas ol un noyaun itéré est borné et
continu (). - - Elle ¢st a certaims égards moins salisfaisante, mais son
exposé est (rés immédiat.

Pac hypothése le noyau |:"(.Z‘, 1) esthornd el continu ainsi gue les
Boyaux itérés suivants, La série

{7 -(K-q—lltif-‘e...—1~}.""!\ﬂ+...)

(') HILBERT, [42].
(3 Cette méthode a été donnée par Fredholm dans s m Mémoire [ 30 ].
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définit alors I'(, 3 ; 2) au moins pour les valenrs assez petites de {2.,

on aura toujours
0 { L)
'+ K=iI'k=3iKTI

ct, pour des classes convenables de fonctions f el ¢, la démonstration
du principe de réciprocilé restera valable, non seulement quand (7)
converge, mals encore pour loules valeurs de & pour lesquelles on
pourra prolonger la fonction analytique I'(4).
Or, le noyau résolvant de K« est donné quel que soit &, pav
les formules de Fredhiolm
(752)

Y

Anll)

(8 Pafa, ¥; A =— )

1]
A, (%) étant le déterminant de K" et Yona .
b 11
(9) l',,:-—(l\“+)\|\_3”+..;).

La comparaison de (7) et {g) montre immcédiatement que Pon a,
pour | A | assez petil,

(1] 1
(1e) Uz, pyhy=—Liw. B+ 00 0,0y W4 R ROOY 000

avee
1 . L)
L= 4 AW, o p—t Rt

et cela donne le prolongement chevehié de T'(2). 110’y a done plus de
difticalté & étendee le principe d'inversion.

D'aprés (10), I'(%) est encore une fonction méromorphe doat les
poles devront étre recherchés purm les zévos de A, (W), Mats il n'est
pas sir que tout zéeo de A,(2#) donne un pole : en eflet. dans le ¢as
on A(2) existe, on véritie sans peine gue

Aty = NN wn) .. At 10
» ¢tant une racine primitive de 'unité et les racines de D, (2#) sont,
non seulement les racines 2; de A(2) mais celles de

At k=19, ..., 8 —1

Soient maintenant 2. == ¢ un pale de la résolvante T'(x, 1; 2) définic
par (10) et g{:¢) une fonction fondamentale correspondante, qui doit
sulisfaire

[l ]
9(|°—+0K) =u,
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- U 1]
on en dédut, en composant pir ‘_I"—{- ¢ L(c)]
L] 1]

8 (trmenion) = o

Les fonctions fondamentales de K doivent étre cherchées parmi
celles de K" pour le pole c": elles seront en nombre fini (linéairement

distinctes) et continues si K" est continu. Ceci s'applique aussi aux
fonctions principales (les noyaux canoniques se correspondent d'ail-
leurs dans I'itération). Sans qu'il soit besoin d'insister, on voit enfin
que les résultats de Fredholm concernant le cas ou k prend une valeur
fondamentale resteront valables.

9. Nous nous bornerons aux développements précédents, et nous
nous contenterons de signaler d'autres recherches : celles de Car-
leman qui étudie la validité des formules de Fredholm dans le cas ou

I'intégrale double
f | K'.J‘..J'l';-'rf,r flfj'.

prise au scns de Lebesgue existe, celles de Egorolt et de beaucoup
QCautres auteurs (1),
Nous teeminerons en exautinant le cas particnlier des noyaux
. | [N _
Ko,y —= w———o (TR T

Ly 2

auxquels il a déji 616 fait allusion, pour montrer que, dansle cas d'un
tel noyau, li suile des noyaux itérés est tormée de fonetions qui sont
toutes borndes a partir d’un certain rang.

e gy <

10. Noyaux du type Ty s otent deux noyaux de ce type

b, = ooy

), U o a2 1)
Py % L ’

les fonctions H, et H, dlant continues (on pourrait natnreliement se
placer dans des hy pothéses plus générales) ponr <z, » < b, La com-

(V) A L6 [22].

VOLTHRRA 3]
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position

Wb

Hyta, 59U 5 vy o

K, K
AL — - -
P

T
a évidermment un sens, et 'on a

. - I
| K, K, |g\1,3\12] ”'

"

e
L
Y
-
~
¥
)
-

M, ¢t M. dtant des bornes supérieures de [Hy ] et | H, .
On montre facilement que Pintégeale ansecond membre est hornée
N

—_— :al'l‘“g—i

lorsque a; -4~ ay - 1 estnégatif et qrelle estinféricure a )

ot N est un nombre fixe, lorsque , + a2 - 1 est positif. Pour vérifier
le premicr point, on décomposera Uintégrale en trois parties cou-
cernant les intevvalles partiels («, 2), (£, 1), (3, ), si, par exemwple
< v. D'autre part ¢n prenant, pour nouvelle variable dintégration,

-~
oV

OR AUTA, POUN Xy - &y~ | > 0,

f" eft I f k= e,
. e ——
B YN T e = I Y ey T

la derniére intégrale ayant dvidemment une valeur finie.
Itérons alors le noyau

; e, )
Kix, y)= - ra’

] ik L1}
les puissances de composition successives W3, Ky Lo, Wes L devien-

dronl infintes pour y = x comme
t 1 - 1

(3 — e ,:}.____w)sn-—-z' e '.,V_'"""a“"“’ e

tant que I'exposant au dénominateur sera positif; dés que # > -—

N .1 T LW :
le noyau itéré K” sera fini. En particulier pour 2 < -5 K* est hornd,

11. Du point de vue des applications a la Physique mathématique
il est important de donner le résultat analogue pour un noyau K(M, P)
dépendant de deux points ct défimi dans une multiplicité ?? de
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I'espace considéré, ce noyau figurant dans une équation du type (4)

M) =3 [ KM PigPrdP =7V,
|.-{|

de sorte que son itération est difinie par

ﬁ*l M. = le ML DKL Py,

Il dtant un poinl qai décrit fa multipliciié V.

Admeuons, pour fixer les idées, que la variélé 37 soit un volume de
Pespace & p dimensions, ot que, en introduisant des coordonnées w4,
Loy «ovy Tps Eiy Eay o o0 2y des points M et P, Példment d’intégra-
ton dP soit offy diy. .. A5, Le résultat précédent prend la forme
suivante :

SNé le noyuu W est de form-

_H M. P

KM, Py =
{ M)

ot 1 est borne et ot 'on pose

MP = {5 — S P, — 5 e,

11}
les noyawa itérés sont bornés a partir de K», n étant le premier

. - . {
enlier superieur o -
[__, —_

{!

I'1l. — CAS SINGULIERS; INTEGRALES
PRISES EN VALEURS PRINCIPALES.

12. 11 petit arriver que, pour un domaine d'intégration infinie ou
pour certains types de noyaux non bornés, les résultais de Fredholm
cessent d'étre valables. On dira alors que I'équation intégrale est sin-
guliére.

Voici un exemple tres simple. C'est celui de I'équation homogeéne,

£
{in qf.rj—}.f etoiidi =0 tr 200,
L]
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Partons, pour entrouver dessolutions, deladéfinitiondelafonction
eulérienne

l‘l:t =] :'-‘31"1(1»‘ (.‘Z“‘» ob
- '
]

en y posant s = 2%, il vienl

(12) P N =f e S i
1
et, cn changeant a2 ¢en 3 -~ e, mais en supposant désormais o < 2 < 1.

(13) a3 P2y = e 'R %5

combinons les deux équations (12) et (13) en les multipliant respece-

Livemenl par et en ajoutant, nous avons deux

— | O ——
yIlia) yPir— 2
solutions particuliéres de (1)

o Ey ey 0oy lie— a2 x!

correspondant respectivement i

- i < sinmz
Ve lip—2) =

d'aprés une propriété connue? do la fonction T.

Les solutions obtenues peuvent rire dites solutions fondamentales
de (II) et les valeurs correspondantes de valeurs fondamentales.
La marche suivie ne donne peut-étre pas toutes les solutions fonda-
mentales, mais elle permet déja d'apercevoir une différence essentielle
avec le cas de Fredholm : les valeurs fondamentales ne sont plus
isolées, tout I'intervalle

| . 1

. =+
V= | A

zéro étant exclus, donne des valeurs fondamental es.

Il peut d'ailleurs arriver qu'a une valeur fondamentale d'une équa-
tion singuliere corresponde une infinité de solutions fondamentales.
On verifiera ainsi que I'équation (Weyl [134])

o

elr)— ?./‘ sinfrk)e(frdi =o
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admet, pour A == vff_a les solutions

a—
[T

J o
s{d) == ———— e gty
’ LARTAWE E ’

ou figure le paramétre a qui peut étre pris arbitrairement (positif).
M. Picard, qui a envisagé nombre d'équations singuliéres inter-
venant dans des questions do Physique mathématique, a montré [82]
que pour une équation non homogeéne la solution, considérée comme
fonction de , ne sera plus inéromorphe, mais présentera des singula-
rités plus compliquées et qui dépendent d'ailleurs du second membre.

13. Equations de M. Picard. — M. Picard a étudié aussi [81] les
équations du type (troisiéme espece)
IR Nervsor + 3 f hew, Siot5adi == fiey

A(x) ayant un certain nombre de racines simples sur l'intervalle

(a, b). Nous résumerons rapidement quelques-uns des résultats qu'il a
obtenus.

L'équation proposée peut s'écrire, en posant

Vgt = Py,
foy
- L TR 5y .
t1) th .1'1-1—!\/ —T'TT)'—‘]'EF!!E_—TJLJ'J
"ot ) 3
. . I\[J'. _}V)
aveo 10 noyvau "1[1111 —_
. J\(),)

Placons-nous dans le cus ot A(x) a la seule racine simple o <= @,
dans Pintervalle (@, b). M. Picard supposce les fonctions A(x). K (. ),
f(z) holomorphes quand les variables gui y ligarent restemt dans une
aire €L du plan complexe limttée pac une courbe simple et venfer-
mant le segment (e, H). f

)
Ceci posé il supprime, dans Pintégrale { qui figure dans Uéqua-

LT}

g )
lion intégrale, Ia portion f - Les formules de Fredholin s’appliquent

o _*.u__s

sans dificulté a Péquation ainsi modifice ct, en faisant tendre 2 et x
vers zéro de fagon que leur rapportait une limite, M. Picard démontre
que la fonction ®(z) n une limile, qui dépend, homographiquement,
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de la constante

G = lim log =

Revenant a Péqualion (14), le mode de calcul précédent donne une
fonction ¢ (), qui dépend de C et admet en général z, comme pdle
simple. 51 le résidu correspondant est nul, on anra unc solution
de (14) comtnue sur le segment (@, b). Or la condition pour qu’il en
soit ainsi sc trouve étre indépendante de C et s’exprime en annulant
une certaine fonction entiére de A, Pour les valeurs correspondanies
{14) a donc nne solation continue, qui d'ailleurs ne dépend de C qu'en
apparence.

14. Equations ou figurent des valeurs principales d’intégrales. —
Un facteur 7 — o, figueait au dénominatear, sous e signe d’intégra-
tion, dans I'équation précédente (15). La difticulté correspondante a
été 1ournée par exclusion d’un inlervalle (wy —e, ,-+0) du champ
d’intégration.

Dans des eas analognes intervient souvent la notion, due a Cauchy,
de valeur principale d’unc intégrale divergente. Rappelons que, édlant
donnée une intégrale

yA o
“

divergente parce que f(Z) devient infinie, d'ordre 1y pour g =gy, sa
valeur principale se définit per exclusion d'un intervalle (Z,- - ¢,
Zo + &) symétrique par rapport au point singulier (1), puis en passant

a la limite pour ¢ tendant vers zéro. Pour une intégrale multiple,

ff[ Pk
Y

étendue & une variélé & m dimensions (*) et concernant une fonction
S{P) qui devient infinie, pour P = P,, comme PP,", il fandra prendre
pour domaines d’exclusion des hypersphéres de I'espace auquel appar-
tient Ia variétc.

(%) Les intervalles d’exelusion sont donc meins généraux qu'an n* 13,
{*) dP* désigne, comme plus haut, I'élément d’étendue de la variété ¥,
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Des travaux récents fort importants (*) concernent I'équation

(16) ?(M)—-}.fl\(hl, Pro(PydP = fi M)
@

(ui a formellement le Lype de Fredholm (¢f. équation (4) de ce cha-
pitre) mais deans laquelle le symbole d'intégration représente une
valeur principale, le noyau K (M, N), défini quand M et N sont des

points quelconques de la variété Y, devenant infini comme MN-»
lorsque N tend vers M. Nous admeltrons que ce noyau esi continu
tunt que N 2 M el qu'il peut se melire sons forne d’une somme de
deux fonctions, V'une (partic irréguliére) étant positivement homo-
geéne de degreé —- m par rapport aux composantes du vecteur MN (2)
et dépendant aussi, en général, du point M, Pautre (partie régulicre)
étant telle que son prodnit par MN”' (' <2 m) reste bornée. Si cette
seconde partie existait seule, il n’y aurait aucune difficalié, puisque

les noyaux itérés de K seratent bornés a partie de Pun d’eux K (ef.
n® 11). On doit entin supposer que f(M) satisfail une condition de
IHolder, c'est-d-dive qu’it existe un exposant a (o << a<i1) ot un
aombre A positif tels que

LMy —fiND Mz

guels e soient M oet N osue 9 (7)),

1. Etant donné un second noyau 1.(M, N) présentant une singula-
rité analogue a K(M, N), on peut délinir une composition (généralisée)

Ll (M, Ny = fl.( V. PYRIE. N AP

Uintégrale étant prise en valeur principale par exclusion d'hyper-

(}) Le ras d'une intégrale simple a été envisagé par POINCARF, [86](CF. auss
G. BERTRAND, [61]), par M. VILLAT, [119] et M. CAULRMAN, [16]. Le cas d'une intégrale
double a été étudié par M. TRICOM, [109] et, indépendamment, par M. GIRAUD, [32, 33]
a (jui l'on doit la théorie générale compléte.

(?) Ou par rapport a des coordonnées générales fixant la position de N quand M
est connu et prenant les valeurs zéro quand N vient en M.

(®) Nous n‘avons donné dans le tevte, et de fagon trés sommaire, que les princi-
pales conditions posées par M. Giraud. Pour plus de détails le lecteur se reportera
aux mémoires cités.
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spheres de centres M et N et dont les rayons tendent indépendamment
vers zéro.

Une premiére question concerne In nature de la singularité de LK.

On vérific que, dans le cas d’une intégrale simple (varidié U a une
i 0 .

dimension) I¢ noyau KL est intégrable. Dans le cas d'ane intégrale

TR .
multiple (vaciété % a plus d'une dimension) LK u’est pas inlégrable

et donne, comme L ct K, des intégrales a valeurs principales.

La composition (généralisée) qui vient d’étre introduite n’cst pas
associative @ en composant, par exemple, une fonction f(M) par K,
puis par L, on aura, en général

(LR = ()7

ct il est essentiel, pour la suile, d’évaluer la ditférence

A= (LR F—L(RF),

c’est-a-dire

(153 A= [ LROLP AP dP — fu I, I")n'l"fl\{[‘, O)f10) dQ,
v S v
ce (ui revienl cn fait a établir une régle pour modifier Pordre de deux
signes d'intégration pris en valears principales.
Pour le cas d'intégrales simoples, on établit sons des conditions trés
larges, Ia formule

[
ft [‘{:‘,“q) f f ofs .
2 = efs, Fiaek, —mFix, 2.
‘[.t-r,“il E—m) ', TS T

due a Poincard (¢f. [86] ct [6]). 1l cn suit que, quand 9 est une

courbe et si les noyaux K et L ont pour parlies irréguliéres

h{axy ot i{x)
£~y T —y

(v z ct ¥ sont les valeurs de Parc fixant les positions de M et N),
on a

(18 A==tlr)yk(z) f(P)

M. Tricomi a traité le cas d’unc inlégrale double avec des noyaux
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K et L dont les parties irréguliercs sont de forme

H(O] vl

— —_—

MNTOMN

§ étant angle de MN avec une direction fixe. It monlre que
5 |

L

{19) .1:-1::[' wi0)yo 4+ =)0 fe )

1]
Dans le cas d’une intégrale muliiple on a
{ 90) A= APy fi Py,
A(DP) étamt une fonction do point P ¢qui ne dépend que des parlies

ircégulieres de Loet K (%),

5. Apees ces préliminatves abordons 'étude d'une équation du
type (16). Prenons d’abord le cas ot 47 ¢st une courbe, Péquation
s'¢erira

f2r1) AT o I [‘[\{.t D)piE) dE = furen

le noyau K(z, ») ayant la pactic ireé gullcu' (lcs points M, N,

P, ..., ~ontrepéeés par les valeurs CUll‘L“\pUIl(idlllL: da,l AUC X, )y Eyeent )e
it
D'aprés le numéro précédent Ie noyau itérd K2 n'a plus de partie

ierégualiére et Von pourra se ramener (¢f. fin dun”8) 2 une équation de
Ll

Fredholm dont le noyaun est K2 1 il suflit d’ajouter a (21) cetle méme

équation dont les denx membres ont ét¢ composés par K et multiphés

par &, Compte lenu de (18) il vient ainsi

ks I

(o) o(E) {1+ APRTh-Lr) ) — k- (8905l fre)+ b fl({'.r.Elﬂ';‘)cfE.
- l;’

Si 142w A () ne s"annule pas, ¢’est une ¢quation ordinaire de
Fredholm pour laquelle les itérés du noyau sont bornés & partic de
'un d’eux et d'ou 'on tirera 9(z).

(V) Graon, [32] Lu fonction A{P) reste Lo méne lovsque, modifiant Pordre des
it n LU}
compositions, on envisige la différence I\L)f—l\(].f) ou, cn composant &

a0 0
draite de f (fonction de Nj, f KL) — (fl\')L
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Remarquons que le calcul précédent prouve souk»«vent que toute
solution de (21) vérifie (22), Mais I'équivalence de ces deux égquations
est évidente toutes les fois que I'équation homogéne correspondante
a (22) a pour seule solution zéro. Posant en effet

elor— 0 | Kie . 5rg(E)els — fir = Do,

V!

I'équation (22) s’écrit

Dier+ & [l\[ SOEBE) =0,
‘l‘

d’on résulte sans peine que ®(.r) doit éire solution de Péguation
obtenue en annulant le premier membre de (22).

17. Prenons par exemple I'un des noyaux de M. Vitlat

: ' r—y .
Kir, py=__-cot - (oZriom ol yiom);

v

un caleul trés simple donne
o 1
[\2 = ———y

an

de sorte que (22) s'éeril, en abrégeant le second membre.

. IS :
S+ A‘i—-—f c(Erdt=Fiar,
0 r”n 1
o
d’on
Foas
gl ) == —, —+ TOn-t.
1 -4 A3

La valeur de la constante s’obticut par substitution, elle est égale &

}! i
o—— =
oy L

Il convient de remarquer que la méthode s'applique méme a une
équation de premiére espece. Prenons I'équation, traitée par
M. Villat,

(23") — cotg ——=5( 516l = fir,
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d'ou, en composant par le noyau, on déduit

T

a -—=
{23 —9(.:::4—:':[ clt)dﬁ_-—-—-f coty ‘ftE;JE.

MR VT

Toute solution de (217) satisfait (22') el est donc de forme

b3 1

. 1 £
(2 Il b= —— coty
! uxJ,

j(’g‘) % -+ const.
En portant cette expression dans (21) il vient,

[ FE) e = o,
L]
Si cette condition n'est pas remplie (21') n’a pas de solution, mais

S
r21’) - nlw—-—-;--.w,\d" ftza—w/ /ltju"'
ety "

aura pour solution générale (23).

18. La méthode qui vient d'étre appliquée au cas d'une intégrale
simple es en défaut pour les intégrales multiples parce que le noyau

K- a une partie irréguliére.

Pour traiter, en suivant la méthode de M. Giraud, |'équation géné-
rale (i(7), composons cette équation par un nouveau noyaulL (M, N; 2},
dont le choix sera précise ultérieurement. En multipliant I'équation
ainsi obtenue par % et en |'gjoutant a (16), il vient d'apres (20),

{24 SOMiira A MR — % /T(\i P: nrg( )l
-.\1

- SN+ % / LoV Py oo dp

avec lo novau

wou

TeMUN; W)y =h -L+iLK.

Par une analyse wrés profonde, M. Giraud a pu étabhir 'existence
d'un noyau L. tel que T(M, P; &) n'ait plus de partie irréguliére.
Toute solution de (16) vérifie (24) qui est une équation de Fredholm
ordinaire, du moins pour les valeurs de 2 telles que

{14+ AA(M; %!
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ne sannule pas. Cette derniere condition conduit a exclure certaines
coupures C tracées dans le plan complexea.

Prenons % en dehors de ces coupures, la résolution de (24) donne,
pour (M), une expression de forme

JtM) <3 ]
T ).j;e(M.P,.«.)ﬁ[)dP

ou l'intégrale doit étre prise en valeur principale; @(M, I’; 2) tient le
réle de noyau résolvant, c'est une fonction méromorphe de (en
dehors des coupures) dont les poles se trouvent étre indépendants de
M et P. On démontre que (25) donne bien la solution, unique, de
|'éguation proposeée (16), sauf pour desvaleurs isolées de

On obtient d'ailleurs pour le noyau ®(M, P; ) une identité ana-
logue a celle qui a été établie au Chapitre V111 [n°® 22, formule (33)]
pour les noyaux résolvants de Fredholm. Il en résulte aisément que
lorsque 1 (toujours extérieur aux coupures C) est un pole de O.
I'équation homogene correspondante a (16) admet au moins une solu-
tion non nulle; sa solution générale satisfait d'ailleurs I'équation
homogéne déduite de (24) et s'exprime donc comme combinaison
linéaire d'un nombre fini de solutions fondamentales; de méme
pour I'équation associée.

On a ainsi tous les éléments permettant d'étendre aux équations
envisagées les résultats de Fredholm (Chap. VIII, 81 et I1).

Nous n'‘avons pu donner qu'une idée sommaire des beaux travaux
de M. Giraud. On voit combien ces travaux élargissent le champ
d'application des théories exposées au Chapitre VIII.

(25) (M) =



CHAPITRE X.

NOYAUX SPECIAUX. SUITES ORTHOGONALES ET MORTHOGONALES.
L'EQUATION DE FREDHOLM DE PREMIERE ESPECE

1. — LES FONCTIONS FONDAMENTALES
D'UN NOYAU SYMETRIQUE.

I. Un cas particulier notable, et pour lequel les résultats du Cha-
pitre VIII peuvent étre beaucoup prolongés est celui des noyaux
symétriques envisagés d'abord parllilbert, Schmidt et leurs &éves ().

Un noyau sera dit symétrique si Ton a identiqguement

N, vv=hkioy o,

Une équation de Fredholm a noyau symétrique se présente alors
comme généralisant, dans l'espace fonctionnel, un systeme d'équa-
tions linéaires a coefficients symétriques

L

—
2 A= VA AVUC (L= @,
L
!

On sait que de telles équations interviennent dans le probléme de la
réduction d'une forme quadratique

-
2 ITE Ty

F

Dans le domaine fonctionnel |'extension la plus simple de la forme
guadratique est donnée, comme nous l'avonsdé§avu (Chap. | 1 1, n° 12)

par |'expression
1 &
[ f her, yigreysiyidrdy,
Ya T

(MCF. [42], [103L
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ou le noyau K peut toujours étre supposé symétrique. Clest
I'étude de telles formes fonctionnelles quadratiques qui a conduit

M. Hilbert a ses résultats, obtenus par passage du discontinu au
continu.

2. Un premier groupe de résultats concerne les valeurs car acte-
ristiqgues. Les noyaux considérés seront, essentiellement, supposés
reels.

THEOREME |. — Il existe certainement au moins une valeur
caracteristique.

Dans le cas contraire toutes les traces, a partir de la troisieme

seraient nulles (cf. Chap. VIII, n° 22). Or la quatrieme trace peut
S'écrire, a cause de la symétrie

[ T Fara

L7 L ]
) l'l_ R .
ot ¢lle n’est surement pas nulle pavee que K2 ne pent éire identigue-
1]
ment nul ! pour ¥ = .r, K2 s¢ réduil en effel &

&
f [hor. B2 o2
e
(Le théoréme serait en défant pour certains noyaux discontinus,
d’nillenrs sans intérét.)

Tatorime II. -~ Les valeurs caractéristiques sont néeessaire-
ment réelles,

Soit en effet A == . + £v une valeur caractérislique complexe. Une
fonction fondamentale étant g(x)=¢'(x) + i¢"(.r), clle sera sa
propre associée (V) et lenoyau K, étant réel, admettra la valeur carae-
téristique A — i avee la solution fondamentale g(r) = ¢/ (&) — g" ()
qui coincide également avec son associé.

Dans ces conditions les deux fonctions ¢ (z) et ¢(x) devraient étre

() Dans le cas symétrique I'équation de Freriliolm e identique & son associée et
les fonctions fondamentales sont les mémes.
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orthogonales (Chap. VIII, n° 39, note) ce qui entrainerai!

b
f { ¢4 ") j e =0,

~ar

ce qui est évidemment impossible.

3. Il en résulte immédiatement (Chap. VIII, n° 38) que tous les
noies du noyau résolvant sont simules. En effet une fonction fonda-
menlale o () appartient & Péquation associée et Uintégrale

[

f srargiaryde

e

ost différente de zéro.
On est done dans le ecas déja dudié an »® 37 du Chapitee VIIL
Toul noyan canonique d'un novan symétrique sera de forme
; | |

M IR

«t, conforménent aux notations du n* 37. on chotsit la fonction fonda-

mentale telle que
!f

[lispar= 1.

it

Si, comie nous le ferons désormais, nous modifions ¢(.¢) d'un fac-
L} ? 3
teur constant de maniére a assurer

.
It e =14
o

| on dit alors que o(2) est normalisée | le noyau eanonique s'éerira

SILLIGEY )
p

Admertons alors qu'il n'y aib qu’un nombre fini de valeurs fonda-
mentales 2y, ha. ... hpavee les fonctions fondamenitales (normalisées)

T [P SR O Y [ L "".‘p{"",

le noyan K peuts’écrire, d'aprés les résultats du Chapitre VL, n° 30,

Sl Sl Y al r )l )} {235, v)
AMGIUL SRR AL ELLAA ¢ LRILNSSSIR /ALEA 7NN | TRTIY
A o 1[} :
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et H(x, y') étant symétrique et n'ayant aucune valeur fondamentale
est identiquement nul. On a nécessairement

HtLI3( )

tr {r
s SRR /1L AR 72NN
1

I U

hiw, y)y=

L

Il pourray avoir une infinité de valeurs fondamentales ,, ..
)i auquelles correspondent des fonctions fondamentales

TR I L TR~ Y I e 7o 0 S

vérifiant les conditions

-'J - a
. [ o si F o4 A
[ ennnana= ’
£l

T “iof= A
Dans ce cas si la série

ponl) s 5y

Y Iy

est absolument cl uniformément convergente elle représente le noyau
K, y).

Dans I'un ou |'autre des cas précédents (nombre fini ou infini de
valeurs fondamentales) il peut arriver que la méme valeur  figure
plusieurs fois dans le développement : cela se produira si pour cette

valeur il y a plusieurs fonctions fondamentales, donc plusieurs
noyaux canoniques.

~II. — LA NOTION DE SUITE ORTHOGONALE.
DEVELOPPEMENTS EN SEME DU TYPE DE FOURIER.

i. Nous adoptons |la notation fg pour désigner I'intégrale

h
1= [ Srrigorydr,
o

intégrale qui est nulle quandy'et g sont orthogonales. Au Chapitre VU |
il a é&é commode de noter I'intégrale | comme produit de composition.
Ici au contraire la notation qui vient d'étre indiquée sera préférable.

5. Définitions. — Soit une suite, finie ou infinie, de fonctions
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données dans l'intervalle (a, b)

) or{®), 9:0), ..., oalx),

Pour se placer dans le cas le plus général, ces fonctions seront
supposeées sommables et de carré sommabie. Nous supposerons
qu'aucune d'elles n'est nulle, étant entendu, suivant la convention
faite au Chapitre Il (n° 36) que nous considérons comme nulle une

fonction qui ne différe de zéro qu'aux points d'un ensemble démesure
nulle.

La suite (1) sera dite orthogonale si
Seoe=0  (IFky;

i 9: esl, d’aprés Phypothése faite, toujours différent de zéro et 'on

pourra dong, en divisant au besoin ¢; par \/q),-gog $¢ ramener au cas

ol v; o; == 1; la suite (1) est dite alors orthogonale et normale.

6. Propriétés. a. Les fonctions d'une suite orthogonale sont
lincairement distinctes.

5’1l y avait une relation

Grora. .+ Uyons=,
on en tirerail

C|?| o1+...+ Cpou0;= o0,

d’onn C;== o} Loutes les constantes C; seraient donc nulles.

b. Une suite quelconque wy(x), u,(x), ... peut, par combi-
maison linéaire des fonctions qui v figurent, étre remplacée par
wune suite orthogonale.

On prendra ¢,(#) = u,(z) et on remplacera chacune des fone-
lions suivantes u; par &, = u;,— ¢;¢, en choisissant les ¢; de fagon

que

g 1, = 0.

On prendra alors pour , la premiere fonction u; non nulle et 1'on
modifiera les suivantes, comme plus haut, defacon ales rendre ortho-
gonales a 92 et ainsi de suite.

7. D'apres le paragraphe | tout noyau symétrique donne un sys-

VOLTERRA 19
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teme orthogonal, celui des fonctions fondamentales. Inversement
d'ailleurs, prenons arbitrairement le systéme orthogonal (*), que nous
supposerons normalisé et des constantes i; telles que la série

(2) el ) y)
t A

i

soit absolument et uniformément convergente. Cette série définit un
noyau K (X, y) dont les puissances de composition seront évidemment

i (z) el
(3) Koz, y) =y, L)

et dont le noyau résolvant sera

(4) l‘(x,y,l)——{K—.r—).123+...—+-l"—1l“£"+...:,
d’oit
(4") Ui, y; My =— Y M.

R yuyy

L’hypothése faite sur la série (2) entraine nécessairement que };
augmente indéfiniment avee ¢, de sorte que (3)et (4) sont de méme
absolument et urniformément convergentes.

8. Développement en série suivant des fonctions orthogonales. —
Soit une suvite orthogonale

() ei(x), 9al@), ..oy ga(2) ...,

que nous supposerons normalisée. Etant donnée une fonction quel-

conque f{z), proposons-nous de rechercher si elle admet un déve-
loppement en série

(5) Jlxy=ci9 () +coaf{Z)+.0 .+ CnQuiz)+...,

les c, étant des constantes convenablement choisies. C’est la un pro-
bléme qui généralise le développement en série trigonoméirique
lequel correspond au cas ou, 'intervalle (a, b) étant, par exemple, pris
égal & (0,2 7), les fonctions de la suite (1) seraient

I I .
¥ _cosnx —=S3nNr,

vam \/w \/ﬂ 7 e V=

Si la série (5) est uniformément convergente et la fonction f(z)

cosxz, —=sing,
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sommable et de carré sommable, on tire évidemment de (5) les
valeurs nécessaires des coefficients a

&
(6) c;=f SJix) oz} du;

il suffit de multiplier (5) par ¢;{(z) et d’intégrer.

Ces constantes c¢;, que Pon peut toujours définir par les for-
mules (6), sont dites constantes de Fourier de la fonction f(z) et le
développement (5), méme s’il ne converge pas vers f(x), est dit déve-
loppement de Fourier de f(x) [relatif au systéme orthogonal (1)}.

Les constantes de Fourier vérifient une inégalité importante que
I'on obtient en développant l'intégrale

b .
f [flej—ero(x)—.. . —capn(2 ] da,

n

qui est positive ou nulle. En tenant compte des relations

RiRk= 0 {":;ékh Pivi=1,
1l vient

[
{7} c?+c§+...+c;{§f {f(x)}ﬂd.,r,
o
c'est Uinégalité de Bessel. Il en résulte ¢évidemment que la série
2;c? esl convergente, sa somme étant au plus égale a

h
f {f( x}}‘l dx.

9. Interprétation géométrique dans 1’espace fonctionnel. — Avant
d’aller plus loin il n’est pas inutile d'indiquer & quoi correspond,
dans un espace & un nombre fini de dimensions, le probléme fonc-
tionnel du développement en série de Fourier,

Prenons, dans un espace (E,) 4 » dimensions, une origine et le:
vecteurs joignant & Porigine p points M,;, My, ..., M,. Tout vecteur

—> —3
¢;OM,+...+¢,0M,

définit un point N et, lorsqu'on fait varier arbitrairement les sca-
laires ¢; ce point engendre une multiplicité linéaire de (E,), multi-
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”* - L - -
plicité a p dimensions si les vecteurs OM; sont linéairement distincts
(on peut toujours s’y ramener). Les ¢; donnent des coordonndes
cartésiennes du point N dans la multiplicité considérée quand on y

= = ——>
prend pour systéme de base les vecteurs OM,, OM,, ..., OM,.

Une fonction quelconque u(z) peut étre considérée comme défi-
nissant un « point » de 'espace fonctionnel et, une suite de tels
« points » étant donnée,

u(x), w(z), ...,

les séries
e () ez (2)+. ..,

ou les nombres ¢; sont arbitraires (sous quelques réserves destinées a
assurer la convergence) définissent, dans I'espace fonctionnel, une
multiplicité lindaire qui aura, en général, une infinité de dimensions.
L’expression déja considérde

7 .
it =f ui{x)ur(x)dr

correspond, par le passage du discontinu au continu, au produit

e

scalaire OM; . OM; de sorte que le résultat & du n® 6 n’est que 'exten-
sion & Pespace fonctionnel d’une propriéié géométrique connue : on
peut prendre, pour sysiéme base d’une multiplicité linéaire un

——
systéme de vecteurs OM; orthogonaux deux a deux et unitaires.

10. Mais on peut aller plus loin. Soit, dans Pespace (E,), un
systéme de base formé de vecteurs orthogonaux et unitaires 6_ﬁ,,

—-o e —
OM;, ..., OM,. Pour tout vecteur ON de la multiplicité linéaire
correspondante on a 'égalité

——
ef+cij+...+ci=0N,

Pour un vecteur n’appartenant pas & cette multiplicité on peut de
méme définir les ¢;,

ci= ON.OM,,
mais on aura

— iy

el +...+ec)<< ON |
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inégalité analogue a celle de Bessel. S p = n on a toujours I'égalité.

Revenant enfin a I'espace fonctionnel dans lequel on définit une
multiplicitélinéaire par le systéme de base (') orthogonal et normal (1),
les fonctions développables en série du type (5) appartiennent a cette
multiplicité. Les remarques précédentes concernant I'espace (E,)
conduisent a détacher la notion de systeme orthogonal et normal
complet : le systeme (i) sera dit complet Sil jouit de la propriété
que, pour toute fonction f(x) de coefficients de Fourier ¢, on
ait Uégalite

b
(7) f {f(-'ri}‘dx=c'-.‘+cij+...+c?+.. .
a

Elles font d’ailleurs prévoir que, le systéme orthogonal étant complet
ou non, toute fonction f(z) dont les constantes de Fourier véri-
fient (7') doit pouvoir étre représentée par son développement de
Fourier,

11. Pour jusiifier de la facon la plus compléte le résultat ainsi
prévu et pour établir, de la fagon la plus satisfaisante, une théorie
compléte des développements du type de Fourier, il faut se placer
dans le champ (JC) des fonctions mesurables et de carré sommable (*).
On a alors le théoréme fondamental suivant :

Soit la fonction f(z) du champ () qui donne les constantes
de Fourier ¢i; si U'on a Uégalité (7'), la série ."
ey f{x)+eapalm) . . Feigiar+...
converge en moyenne vers f(z) et définit donc cette fonction
aussi bien qu'elle peut Uétre dans le champ I, c'est-it-dire’
abstraction faite des valeurs aux points d’un ensemble de

mesure nulle.
’osons pour un mstant

fu(.‘l:) = C]?.(&E)—F...-‘-c”?n(.‘r],

on a (cf. n° 8)

b

1]
[[f(m)-—f,Jx)]*dx:f | fia)lede — et —ej—...—ci;

(') Espace hilbertien {¢f. Chap. I, § IV).
(1) Cf. Chap. I1, § V.
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mais, d'aprés (7'), le second membre lend vers zéro avec ;'1, donc
aussi le premier et le théoreme est établi. On a déa vu au Chapitrell
gu'une suite convergente en moyenne ne peut définir sa fonction
« limite » que presgue partout.

On voit que Ton a le droit d'écrire

(8) flz)=c0(x)4c19a(@)+. .. enqu{z)+...,

étant enlendu qu'’il n’y a convergence qu’en moyenne.
Comme corollaire immeédiat :

Si le systéme (1) est complet, toute fonction f(z) du champ 3C
est représentée par une série ¢,9,(x) +... qui converge vers f(x)
en moyenne.

La dénomination introduite plus haut de systéme orthogonal
complet se justifie d’ailleurs par I'énoncé suivant (*) :

Pour qu'un systéme orthogonal soit complet, il est nécessaire
et suffisant que toute fonction du champ () orthogonale aux ¢;
soit nulle (sauf, éventuellement, sur un ensemble de mesure nulle).

La condition est évidemment nécessaire, car si elle n’était pas
remplie on pourrait trouver une F(x) vérifiant FF =1 et ;F = o
(é=1, 2, ...), fonetion ayanl donc toutes ses constanles de Fourier
nulles. L’égalité (7') ne serait pas satisfaite pour cette fonction.

La condition est suffisante. Supposons en effet qu’il existe une

fonclion f,(z) ayant des constantes de Fourier ¢; telles qu’on ait
inégalité

[/
f ;fn{.z;}ﬂdw>e$+c'.i A
[

Nous verrons au 70 suivant qu’on peut toujours trouver une fonc-
tion f(.r) ayant les mémes constantes de Fourier que fy () et véri-
fiant I'égalité (7). La différence f(2) — fo(z) serait alors non nulle
el pourtant orthogonale & toutes les ¢, ce qui contredit la condition
en question.

12. Dans Pordre d’idées qui nous occupe, une derniére question se

(*) Cf. LAURICGELLA, [56].
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pose. Peut-on prendre arbitrairement les constantes c¢; c; ...,
Cuy «+. (telles évidemment que la série Zic} soit convergente) et
existe-t-il une fonction f(x) du champ (I€) les admettant comme
constantes de Fourier?

La réponse estaffirmative ('). Que le systéme des g; soit ou non
complet, les fonctions f,, définies par fr=—ci914 ... + €nQa, sont
telies que

b
f (fo—Jmitde =cl,+ Chyat...+ €} (n>m)
1

tende vers zéro quand m el 2 tendent vers U'infini. La suite des fone-
tions f, est donc convergente en moyenne vers une certaine fonc-
tion f(x) (Chap. II, n* 39). Ceite fonction f(z) donne pour
coefficients de Fourier les nombres ¢; dont on est parti, car s’ils
dtaicnt différents et dégaux a ¢ on aarait, comme le montre un
calcul facile,

b b #
f :fi.r,\—f,,(.mg-'dm = f f"—(x)d.r-—ZcF
T i
1

le second membre tend vers zéro avec n el il est formé de deux
parties posilives; donc

+ Xie—q)2,

.

L
o= 0

[ had
f Ef{.r};?dﬂc:z‘_c}".
o .

La différence entre le cas d’un systéme ¢; complet et celui d’un
systéme ¢; non complet est la suivante : dans le premier cas la fonc-
tion définie par la suite des ¢; est unique (sous la réserve habituelle),
dans le second cas on peut ajouter & f toute fonction ¥ orthogonale &
tous les ¢,

et

13. Retour aux noyaux symétriques. -— Tout systéme orthogonal
(1) eila), ety .., oale)

normalisé peut, nous 'avons déja vu, étre rattaché, d’une infinité de
fagons, & un noyau symétrique.

(1) Cet important résultat a été établi, indépendamment, par M. F. Riesz, [94] et
M. E. Fischer, [29]. Il est connn sous le nom de Théoréme de Fischer-Riess,
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Donnons-nous a priori un tel noyau K (x, y) et supposons que (%)
soit la suite de ses fonctions fondamentales. Les propriétés précé-
dentes vont se relier a des propriétés intéressant le noyau.

Si, d'abord, on cherche a développer le noyau, considéré comme
fonction de «, suivant les fonctions ¢;(x), on a, pour coefficient
de gi( ),

b
f Kz, y)eile)de = 9’—;{—},
[}

de sorte que 'on retombe sur la série déja envisagée

ex)9i(¥)
‘ A ’

dont on peut seulement, de ce qui précéde, affirmer la convergence
en moyenne, Il est important de noler que la série des carrés des
coefficients
Vouly)i®
2;__1—?“

est convergenle.

14. Le résultat donné plus haut (n® 11) sur le développement
d’une fonction f(x) se précise pour les fonctions particuliéres qui
sont susceplibles de se mettre sous la forme

/]
(8) f(x):—_f K{z, s)his)ds,

h(x) étant une nouvelle fonction du champ (J€). Démontrons que :

Tutorime e HiLserr ('). — Toute fonction continue et de la
Jorme (8) est développable en une série uniformément convergente
des fonctions fondamentales (1) du noyau K.

Il n’est pas besoin, dans la démonstration, de supposer le noyau K
borné, mais il faut admetire que Pintégrale

b
f 11((.1:,)’)}’({)’

st bornée par un nombre que nous désignons par A.

(!) Cf. HiLperrT, {42].
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Les constantes de Fourier ei de la fonction h(x) sont évidemment
liées a celles a de f(x) par

Il Sen suit que la série de Fourier de f(x) est uniformément
convergente. En effet,

FS

2 e )
i

n

L]

N pula
£ ——
205

n

Pl !
= < e; _—
‘ { 'y

d’aprés I'inégalité de Bessel,

m

iO'(.I’] a b
1 Y .
2‘ J-‘—a‘—g [ K2, s)ds << A,
i }‘l e
n
"

. - il
quels que soient m el n et, la série des e} étant convergente, 2 e}
i
I

peut &ire rendu arbitrairement pelit si1 m el n son!l supérieurs & N
assez grand. D’ou le résultat.
La série uniformément convergente

ciofmp4+ . el ®) ...
a donc une somme S(z) fonction continue. Mais nécessairetent
Jix)y=8(=z),

car, en désignant par R(z) la différence, on vérific

f‘ﬁfx)}*dw:o,

ce gui, & canuse de la continnité, entraine que R(z) soit nul.

15. Ce théoréme s’applique en particulier aux noyaux itérés de K.

Le noyan 10(3, oa Pon considére, pour un moment, y comme paramétre,
s'derit
0 (l
K> =f Kz, s)K(s, y)ds,
(3

et il a la forme (8) avec A (s) ==K(s, »); un calcul facile donne les
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. o paly)
coefficients de Fourier -—".)%, de sorte que

o ,
_alx)aly) 2z} 9ily)
K:= ¥, “+. X7 ey
la série étant uniformément convergenteen x s I'on fixey, donc auss
eny, s I'onfixex (*). De méme on a les développements analogues

¢
(e, = RELAD) sl

On aura auss un développement uniformément convergent du
noyau résolvant T pourvu que I'on y isole K(x, y). Partant des
précédentes (4) (4') on aura

. ( Al ) 9l y)
0 He s Mz"‘“‘r‘”_Z, ii(m)_j")."; '

16. Noyau fermé. — Le noyau symétrique K{(z, y) sera dit
fermé s’il n'existe aucune fonction h(s) telle que

b
(10) f K{z,s}his)ds =0

( presque partout).

1l est équivalent de dire que le systéme orthogonal des fonclions
fondamentales de K est complet.

Si, en effet, il existe une fonction A vérifiant la condition (10), 1l est
immédiat que cete fonction vérifie ¢;& = o quel que soit ¢ : le sys-
téwme des g; n’est pas complet.

Si, d’autre part, cc systéme n'est pas complet, 1l existera une fone-
tion % orthogonale & tous les ¢;; Ia fonction

]
biz) =f Kiz, s)h(s)ds
a ses constantes de Fourier nulles; elle est nulle presque partout.

Remarquons ¢n passant qu’un noyau fermé a nécessairement une
infinité de valeurs caractéristiques.

(') On démontre, [37), p. 433, qu'elle esl uniformément convergente pour l'en-
semble des deux variables,
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17. Noyaux symétriques définis. — Au début du Chapitre nous
avons fait allusion aux relations entre |'étude des noyaux symeétriques
et celle des fonctionnelles homogénes et réguliéres du second degré

b b
Flul= [ [ K, p)uoyuy)dsdy  [Kiz,p) =Ky, o)}
[} [}

avec I'argument variable u(x). En faisant sur K(z, ) les hypothéses
du théoréme de Hilbert et en appliquant ce théoréme, il vient

2

f u(x)onlz)de

Zu :'\n ?n{)’)
o : b \ a
F[u]:Z" ?_':,(f Y, dx) .
1 va

C’est 1a une expression canonique de la fonctionnelle qui correspond
A la réduction canonique d’une forme quadratique a N variables. 1l
faul noter que, dans 'expression (11), il y a en quelque sorie un
retour dn continu au discontinu qui vient de ce que les valeurs carac-
téristiques , sont isolées.

St les valeurs fondamentales sont toutes du méme signe + (ou —),
fa fonetiounelle F{ ] sera, quelle que soit &, 2 o (ou Lo); le noyau est
alors dit positif (ou négatif). Sinon il est dit ambigu.

Dans ce decrnier cas il est clair que la fonetionnelle F[#] peut
prendre la valeur zéro sans que la fonction u soit nulle. 11 en est de
méme pour un noyan positf (ou néganf) s’il existe une fonction
orthogonale 4 tous les g, c’est-a-dire si ce noyau n’est pas fermé.
Le scul cas ot F[u] ne puisse pas ¢ire nulle pour u non nul est
celui d’un noyau 2 la fois fermé et positif (négatif) : un tel noyau est
dit défini positif (négatif).

f!
(11) F[u}=f wiy)dy

Y1
d’on

)

[11. AUTRES TYPES SPECIAUX DE NOYAUX,

18. De multiples travaux ont porté sur d'autres types de noyaux,
pour lesgquels on retrouve des propriétés plus ou moins analogues a
celles des noyaux symétriques. Nous nous contenterons d'examiner
quelques cas.
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Le plus simple est celui d'un noyau de forme

AMaz)B(¥) k(*t: J)

ot k(z, y) est symétrique. Son étude (') repose sur les remarques
suivantes : :
Tout noyau de cette espéce peut se ramencr & la forme

miaL)

mi{y)

ki("‘v: .;V):

k.(x, v) Mant encore symélrigue. Il suffit de 1'dcrire
s (5] b q

/\(r) B-:'y)
B(r) A(y) A[I’-V)\/Afii\{}’)li{r)ﬁt_y)

pour la transformation il est essentiel de supposer que A(z)B(z)
garde un signe constant, que I'on peut toujours prendre positif, quand
z varic cnlre a et b.

D’autre part la composilion dcnnyaux ! (&, 1)¢ l’iegj)l,(:c,l)
m(x) ?

iy k [.,d’ou résulte que, si y,(a’:, y; 1) est la résolvantede &,

on aura la rcsolvanlc de ML) ,.u('zc, 3 A).

m( )]

Appliquons ces remarques au noyau

donne 2

Ak, en prmnnl

(r)

Kz, »Y=A(x)B(y) hir, yy,

Atry By N
\/_B(‘E""-“""‘"&{y}"lf.ﬁ:y}o

k. étant syméirique donnera des valeurs caractéristiques loutes
réclles qui appartiennent anssi 4 K. Les fonctions fondamentales
de %, forment une suile orthogonale. 11 est naturel d’y meltre eon

¢vidence yA(z)B(x) et de les derire

mis sous la forme

vAate)Bla) uix),

les conditions d’orthogonalité donnant
8

b - .
(12) f AMaz)Bleyulzyujlx)de = @ pour ".;éj.’
g, I pour (=7,

(}) Cf. Gounsar, [36].
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le noyau principal de &, pour le péle ; élant alors

VA IBlz) Ay By ruteud y)
Ag

On voit de suite que les fonctions fondamentales assocides du
noyau K pour le péle 2; sont

vz} = Al{z)yu(z), dlz)=B(x)ulx);

on passe trés simplement de P'une a l'autre. Les relations (12) donnent

b c s
{(12) f o) () de = SR ASEA

“ 1 st E=j;

les deux suites g; ¢t §; sont dites alors former un systéme biortho-
gonal et normal.

19. Diverses généralisations des résultats du paragraphe 1I sc
présentent ici. On peut cnvisager des développements en série d’une
fonction f(.x) suivant les fonctions de I'une des deux suites qui cons-
tituenl un systéme biorthogonal. Soit par exemple un développement

fley=eai(r)+.Feagnlr)—+...3

les coefticients scront donnés par

I3
Cn :f Flrybatryde,

I’extension de 'inégalité de Bessel néeessite quelques précautions,
paree que fes (12') ne définissent les ¢; qu'a des facteurs constants
prés : on peul remplacer ¢; par A,¢; en remplacant ¢, par & 3—' on ne
peut dés lors s’attendre & établir, sans avoir précisé les facteura Ay la
convergence de la séric Z;¢}. Mais introduisons un noyan symé-
trique S, y) tel que

S(x, y)#z‘%(rlwfyl

les u; étant pris positifs et tels que la série sott absolument et unifor-
mément convergente. Les relations (12) s’¢erivent

f) f) sj_ Si £=}o,
f f S(z, p)our)gj(y)dedy = 'l"-i s
a ] L O st k= J,
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et, en prenant A;= \/jt;, on peut faire en sorte que

b b
[ [ sana@ e de dy =t

On vérifie de suite que le noyau S est positif et, en prenant les ¢;
comme il vient d’éire dit, I'intégrale, positive ou nulle
b

b
[ [ s N @ —fu @ ) =Stz dy

donne

Zlc?gbebS(x’ f (@) f(y)dedy

qui tiendra le role de I'inégalité de Bessel : en particulier la série 2;¢}
est toujours convergente.

20. Le cas ou le produit A(x)B(x) n’a pas le méme signe dans
tout I'intervalle (a, b) est plus délicat.
Certains résultats s’étendent & des noyaux de forme

A(.T) k(x!y):

ot A(z) change de signe ¢l o A(x, y) est symétrique ct positif (1),

- n . - »
On démontre que : si K3 n'est pas identiquement nul, il y a au
moins une valeur singuliére; les diverses valeurs singuliéres sont
réelles et poles simples de la résolvante.

21. Noyaux symétrisables. — Les noyaux précédents rentrent
comme cas particuliers dans la classe, envisagée par J. Marty (2), des
noyaux symétrisables.

K(z, y) sera dit syméerisable sila composition par un noyau
symétrique S(z, y) donne un nouveau noyan symétrique. Deux cas
sont d’ailleurs possibles :

o KS est symétrique, K est alors symétrisable a droite (symétri-
sable d);

(') Cf. Hiunent, [42], Fussr, [31], Marty, [70].
(*) Cf. Marty, [T, 72].
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2* SK est symétrique (noyau symétrisable g);

tn noyau pouvant d’ailleurs éire syméirisable 4 la fois & droite et &
gauche.

Dans le cas ou S{«, y) est défini on étend les résultats précédents :
il ¥ @ au moins une valeur singuliére et tous les péles de la résol-
vante sont réels et simples.

Remarquons que le noyau envisagé plus haut A(z)B(y) k(x, y)
2st & la fois symétrisable g, en le composant par B(z) &k (x, )YB(y),
3t symétrisable d, en le composant par A(2) k(.x, y) A(y).

22. Noyaux symétriques gauches. -— Ils ont été envisagés par
Lalesco (') et sont caraclérisés par la condition

(13) K{z,y)=—K{y, x).

Le noyau K? est alors syméirique, cc qui permet de rattacher ce
cas au précédent, -

L'étude directe est d’ailleurs immédiate. 9, (.r) étant une fonclion
fondamenlale de la valeur fondamentale 4;, on a

b
p.mmllf K(x,s)o1(s)ds
d'ou, d’apres (13), ‘
b

orfa) =—).,f 2. (8) K(s, &) ds.

— %, est donc aussi valeur caractéristique avee la fonction fondamen-
tale associée ¢4 ; 1l en suit que ; et ¢, sont forcément Imaginaires
ct. en accentuant les imaginaires conjugudes, on a aussi

b
Si@)=—% [ ¢ (s)Kis 2) da.
Si k3£ — ¥, les deux fonclions ¢,(x) et ¢,(x), fonctions fonda-

mentales assoctées pour des valeurs différentes de 2, doivent étre
orthogonales :

b
[ a@ @) de=o,

(") Cf. [55], p. 73-78.
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ce qui est impossible. Il faut donc que I'on ait

M=—12Y;

toutes les valeurs fondumentales sont imaginaires pures.

Les poles correspondants sont d’ailleurs toujours simples car,
¢ty 6tant Pun d’eux avec la fonction fondameniale ¢, () (complexe),
une fonction fondamentale associde sera o («£) et

&
f ei(2) o) (x)de v,

23. N ya d'atlleurs toujours des valeurs caractéristiques (associces

deux a deux comme on I'a vu) puisque le noyau N? est symétrique.

Tous les résultats établis pour le noyau syméirique se généralisent
alors. La seule différence est due a ce que les fonctions fondamentales
sont complexes : on a deux suites, finies ou infinies,

o (=), 2s(x), ..., 2a.{x) ...
1(x), ohi(2), ..., gulx) ...,

chaque couple ¢,,¢,, donnant les solutions fondamentales assocides
pour les valeurs fondamentales == { p, (¢ étant le symbole des imagi-
naires). On aura d’ailleurs, en particulier,

o H i
?n?ﬂl—-o L1 //- £t

et 'on pourra choisir les fonctions ¢, de fagon que

Gn =1

On généralise alors les développements de Fourier sous la forme

f{.’r]=(‘| ?|(E]+.-.+CH ?;;(-T)+.-.

avec, nécessairement,

b
c,,-_—.f Jlxrouix)de
{3
et toute fonction continue de la forme

b
fl.z:}=f K{x, s)his)ds
a1
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sera développable en série uniformément et absolument convergente
des .

On généralise de méme les développements donnés pour le noyau
dans le cas ou il est symétrique.

IV. - NOYAU DISSYMETRIQUE.
LES FONCTIONS FONDAMENTALES DE SCHMIDT.

24. Nous insisterons enfin sur la théorie qu'a développée
M. E. Schmidt el qui s'applique & un noyau dissymétrique quel-
conque (*).

M. Schmidt associe a un tel noyau deux suites dont chacune est
orthogonale et qui tiennent le réle qu'avait, au début du chapitre, la
suite unique des fonctions fondamentales d'un noyau symétrique.
Les fonctions de ces deux suites n'ont en général aucun rapport avec
les fonctions fondamentales précédemment définies : on les appellera
fonctions fondamentales de Schmidt.

Elles sont définies par le systeme des deux équations intégrales

[
Hiar)= }.f Kor, £) o124,
i
(14}

JJ
N:r::lf iy KiE a0 di,
i

qu'il s'agit de résoudre en u et ¢, ¢n déterminant % de fagon & avoir
des solutions e (), v(«) non nulles.

On fait en général U'élude du systéme (14) en remarquant que l'on
en déduit

b b
u(.c)zl*f Kir, EyuiEydt avee Ki.r, .r:=/‘ Kir, 51Ky, ) da,
] o

b b

piag)= l’f Kiax, 8YriE)dt avec kix, y}zf Kin, 1 Kim, yidr,
" o

c'est-a-dire deux éqnations intégrales dont les noyaux sont symé-

triques.

25. Nous utilisons une autre méthode, indiquée par M. Pérés, en
appliquant & (14) le procédé déja indigué (Chap. IX, n°1), Il est aisé
de diriger le calcul de facon & avoir une &quation A noyau symétrigue.

(") Cf. Seaum, [102]

YOLTERRA 0



306 CHAPITRE X.

Admettons que, ce qui peut toujours se faire, les limites d'intégra-
tions soient 0 et | ; le systeme (14) équivaut a I'éguation unique

2
(15) w(x;:lf Hiz, s)w.s)ds
0
en posant
{u(:.-:) si o< e <1,
wiar)= .
| vl —1) sl I <7 & <2,

0 sio<a, y<i,

si 1<, ¥ <2
Kix, y—1) sio< o<1, 1<Cy<2,
Kiy, & —1) si f<ow <2, o<y 1

Le noyau H est alors syméirique. 11 a donc des valeurs fondamen-
tales et qui sont réelles.

Soit 2; U'une d'elles et wi{x) la fonction fondamentale. Nous
pouvons toujours supposer que les wy, qui forment un systéme
orthogonal

2
(16) f wplriwie)de =0 si 1 3£k,
1]

sont choisies telles que
2
(17) f {Wk(.‘.&‘)}’d.ﬂ:&
0

Chaque fonction sw; donne un couple de fonctions fondamentales de
Schmidt, correspondant a la valeur singuliére ;.

Avant d’aller plus loin il faut noter que les valeurs singuligres de 2z
sont deux & deux opposées : il est clair, en effet, que si (14) admet le
couple de solutions wug, vi pour la valeur Xz, il admettra aussi le
couple us,— v pour la valeur —=J;; d’on le résultat annoncé. Bien
entendu il n'y a aucun inlérét a considérer ces deux valeurs
opposées kg oL — X, de sorte que nous nous bornons aux A positifs.

Nous avons donc une suite (limitée ou illimitée)

(18] }\1, Rg, ey }\k, awny

a laquelle correspondent les deux suites

(19) wite), wlx), ..., wplzx), ...,
(20) milx), eal2), ..., eplz),
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qui, les fonctions qui y figurent étant deduites des WkK(X) indiqués
plus haut, sont I'une et |'autre orthogonale et normale.
(16) et (+7) donnent en effet

—_— {0 si £ K,

g+ 9P = -
2 sii=4k,

mais les équations (14) entrainent

);kv,v‘. = ).;u; g,

d’on immaédiatement le résultat

{o siiz#k,
M G ek,
— (o stixk
‘,i”uil si t=k.

26. Toutle propriété du noyau symétrique H (x, y) donnera de
méme une propriété du noyau dissymétrique K (., y).

En particulier, cn appliquant & H(z, y) le théoréme de Hilbert
(cf. supra, n°® 14) on a:

Treéoriime nE Scuminr. — Toute fonction f(x) continue, qui se
met sous la forme

h [
S .n;:f Ko, s1A(s)ds (ou br'enf hisiKis, .r)ds),

est développable en série absolument et uniformément convergente
des fonctions u, (x) [ow va(x)].

On pourra aussi envisager le développement du noyau H. On en
déduit sans peine que :

Si la série E Mfw est uniformément consvergente, on n
[ i
Végalité
u;(:r) 1M )
K(z, y}—z 2z ey

Ceci montre en particulier que les deux suites orthogonales U(X)
et vi(X) sont tout a fait indépendantes : on peut les choisir arbitrai-
rement. En particulier, il peut fort bien arriver que |'une soit com-
pléte et pas |'autre.
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V. - EQUATION DE FREDHOLM DE PREMIERE ESPECE.

27. Les fonctions fondamentales de Schmidt se sont révélées
particuliérement utiles dans |'étude de I'équation de Fredholm de
premiere espéce

b
(21) f Kz, s)gisids=flr) (alzld)

[a résoudre par rapport a l'inconnue ¢ (x)].Les résultats concernant
cette équation sont principalement dus a Lauricella et a M. Picard,
dont nous suivrons ici I'analyse (1).

Supposons qu'il existe une solution sammable et de carré som-
mable, soient d; ses coefficients de Fourier concernant les fonctions
de Schmidt vi et soient c, les coefficients analogues de f(x) concernant
la suite des u;. L'égalité (21) entraine

]
q=f Jueruilor e = ‘;{
a i

(les A; désignant les valeurs singuliéres de Schmidt) et, la série 2;d3
¢lant convergenle, nous avons I'énoncé¢ suivant :

Pour que Uéquation (21) ait une solution, il est nécessaire que
b série -

X ze?
soil convergente.
M. Picard a démontré que cette condition est aussi suffisante
quand les u;(x) forment un systeme complet.
En effet, d’aprés les résultats du n® 12, il existe toujonrs une fone-
tion dont les coefficients de Fourter concernant la suite ¢; soient
précisément les nomhbres A;¢;; soit i (.2) cette fonclion, La différence

3
f(.r)-—f K(r, syhis)ds

donne alors des constantes de Fourier nulles pour la suite des ui ;
cette suite étant compleéte, la différence en question ne différe de zéro
qu'aux points d'un ensemble de mesure nulle et doit étre considérée
comme nulle si I'on se place, systématiquement, dans le champ (H).

La solution ainsi obtenue est-elle unique dans le méme champ?

() Cf. LAURICELLA, [57, 58], PICARD, [80].
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Pour sen rendre compte, il suffit d'étudier |'équation sans second
membre

]
faa) f Kie, s)is)yds =o.

Toute fonction qui vérifie (22) est. commele montre un calcul facile,
orthogonale a toutes les (7. Elle sera nulle si le systéme des (7 est
complet.

Lorsque le systeme des 17 n'est pas complet on pourra ajouter a la
solution obtenue plus haut une fonction quelconque k(x) ortho-
gonale a toutes les 17.

28. Examinons maintenant le cas ou, la condition nécessaire du
début étant toujours satisfaite, la suite u; n'est pas complete.

Dans ce cas on peut encore trouver une fonction h(x) telle que
ses coefficients de Fourier (concernant les (7) soient les nombres G,
mais le raisonnement précédent montre seulement que

b
121") f hix.svhisyds = firy+ fitey,

f, (X) étant une fonction orthogonale atousles u;. 11 est clair d'ailleurs
que, quel que soit le choixdef, (X ),on aurales mémes c; et la méme
fonction h(x) : parmi toutes les équations de la forme (21'), il y en a
une seule qui soit résoluble, elle admet d'ailleurs un nombre fini ou
une infinité de solutions suivant que la suite v; est ou non complete.

~ T . X .
29. Donnons enfin quelques indicalions sur le cas ou z Me? est
i

divergente, L’équation (21) n’est pas résoluble, mais la somme

n
hala) =2 ey
i
]
sera Llelle que

b
f(.z'}-—f Kz, $y hol(s)ds = f— f,
T

en posanl toujours

M

fu =2 e,
:
1

On pourra donc (¢f. n" 11) chotsir » assez grand pour que

b
flzx)— f Kix,s) h,is) ds
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soit, en moyenne, arbitrairement petit.
30. Signalons enfin que, avant le développement des méthodes

générales, M. Levi-Givitaavait traité, [63], sous quelques conditions
et par un procédé trés élégant, des équations telles que

(23) f k(x—s)p(syds= f(z),
&
(24) [ kix —s)p(syds=fur)

Soil I'équation (23) (@ S & < @), on en déduit aisément que

(23 f cosni(z—3)flaw)dr

fl

:A(:)[ coszt(s—z;qls)r!s-—li(t}f sinmi{s — z)p(s)ds
it T

avee

Am=f E(%) cosw 0 d), B(t_):f Ay sin e d,
L] a

et’on aura une ¢quation analogue avee un sinus au premier membre.

M. Levi-Civita tire de ces deux équalions f cosmi(x —3z)9(x)dr,

i
puis, supposant satisfaites les conditions pour appligquer Pintégrale
double d¢ Fourier et intégrant en ¢ de o a4 + oo, il aboutit & la
conclusion que

Y o “Att)cosnt(w —3)+ Bigysinme(e — 50,
[(z)--.fn‘ dt[ AP+ B Sla)dz

doil donner ¢(3) pour 2>« et étre nulle pour 5 <. Sous celle
decniére condition el avee les hypothéses nécessaires a la validité des
caleuls préctédents, il a done une exprossion analylique nécessaire de
I'inconnue ¢ (3), expression qu’il vérifie directement.

Pour {'¢quation (24), M. Levi-Civita ne limite pas a (a, &) Uinter-
valle de variation de x, mais considére le cas ot cette équation est
satisfaite quel que soit 2, Introduisant une expression J(z) analogue
a [(3) [les intégrales qui donnent A(¢) et B{¢) ainsi que Uintégrale
par rapporl & x ayant les limites — o el + o], il montre que J(3)
doit étre nulle pour 5 < e et 3>> b et donnera 9(3) pour ¢ << 5 << b.

N ) S .



CHAPITRE XL
LES EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES.

1. — ETUDE DE QUELQUES CAS SIMPLES.

|. En abordant, au Chapitre V I, |'étude des équations intégrales,

nous avons pose le probléme général de |I' inversion d'une transfor-
mation fonctionnelle

[
F[y(h, .c] =zlw),
it

faisant passer de la fonction y(x) ala fonction zXx). Nous avons de
suite particularise la question en nous bornant au cas ou la fonc-
tionnelle F est linéaire eny et ou elle est réguliéere, avec, éventuelle-
ment, la valeur exceptionnelle x. Nous avons ainsi été amenés aux
équations intégrales linéaires, qui viennent d'étre étudiées. Il convient
maintenant de passer au cas ou la fonctionnelle F n'est pas linéaire;
on a alors une équation intégrale non linéaire.

i2. Les exemples les plus simples d'équations non linéaires que I'on
puisse traiter s'obtiennent en remarquant que la méthode des
approximations successives, telle qu'on I'a appliquée» plus haut a

I'équation de Volterra ou a I'équation de Fredholm, s'appliquera
encore aux équations (')

1) QIJJJ—I/ ll(.r, £, ?fE:)dE:h(.'r),

b
(2) o)~ [ N(r, 5 o®)di = hio),

() Cf LALESCO, [55].


file:///aleur

312 CHAPITRE XI.

respectivement a limites variables et a limites fixes, dans lesquelles
h(x) est donnée et dans lesquelles H est une fonction ordinaire,
également donnée, des trois quantités qui y figurent @, &, ¢.

Certains problémes aux limites concernant les équations différen-
tielles ou les équations aux dérivées partielles conduisent a des
équations intégrales du type précédent ou de types trés analogues.
Nous avons déja vu (Chap. V1, 8 V) que les équations de Vol terra
peuvent étre rattachées aux équations différentielles linéaires;, en
partant d'une équation différentielle non linéaire, on pourra obtenir
de méme une équation intégrale non linéaire.

Prenons, par exemple, I'éguation différentielle

(3) _!P'=H-(ws ?)

et soit A déterminer son intégrale ¢(z) qui, pour 2 =a, prend la
valeur ¢4; on a a satisfaire

(4) o(z) =g, +fn(s,9(s>)ds,

qui est un cas particulier de (1).
Soit encore ’équation aux dérivées partielles

diy

(%) da dy

= H(.r, 3, 9),

dont on cherche une intégrale ¢ (x, ) prenant des valeurs assignées

hiy)=9(a,y),
hix)y= o(x, by

[avec h(b) = k(a)] lorsque x et y prennent les valeurs fixées @ et b
(probléme de Riemann). On se raménera a 'équation intégrale

6 (@, yy=f df | H(E ;9§ ) dn+h(y)+ k(z)—ki(a),
(6) ol ¥ [ . f: (5 s 98, n)) dn+ A(y (
oul figure une intégrale multiple, mais qui est tout a faitanalogue a (1).

3. Examinons cn détail le cas de I'équation (1). Comme I'a
remarqué Lalesco (') on peutlui étendre la méthode d’approximations

(*) Loc. cit.
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successives suivie par M. Picard pour établir |e théoreme d'existence
concernant Péauation différentielle (3).

Admettons que la fonction H(z, £, ¢) soit définie dans le champ
alfszid,

. . A—mSoSA+4m,
avec les inégalités
|H(x, §, 1)} <M,

[H(JC, EJ ?1)-——“(.’5‘, E: ‘?2)1 <N|?1“?=|’

@1 ot ¢, étanl deux valeurs de ¢ quelconques dans l'intervalle
(A—m, A+ m); a, b, A, m, M, N étant des constantes. Admetions
enfin que, quand x varie de a a x,, on ait

A—ce{@g)Shix)S A+ ey,
(on peut donc prendre pour e(z, ) la borne supéricure de { A() — A|
dans Pintervalle («, ..Lu)) et limitons-nous a un intervalle de variation
de z : aSx <z, tel que l'on ait i la fois
&g << b, (g + M(wg—a) < m.
Les approximations successives seront

o (&) = h(z),

ot il est facile de voir que, dans U'intervalle (@, ,), lalimite de g, (x)
existe et est Ia solution de (1). On ¢tudiera pour cela la série

1 Po+{Q1—9y) .o v+ (Fu—Fau—1)+....

D’aprés le choix de l'intervalle (@, ), il est clair que les diverses
fonctions g, restent comprises entre A — m et A + m; on a alors

{1 =9 | < Mz —a),
d’ot

| 94 -= 91 | <MNf (5—a) df = MNQ"":—I“)',
et, en général,

| 90— @nms | < MNR—!M.
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La série (7) est donc absolument et uniformément convergente et
elle définit une fonction ¢(x) [égale a lim q:,,(a:)] évidemmenl solu-
- - . n=»
tion de (1).
On constate aisément qu'il ne peut exister, dans le méme intervalle,

une autre solution ¢(z) de Péquation (1) restant comprise entre
A—metA+m. L'égalund

olz)—olz) =f{ H(»’?’, 5 9(5))— "(*”3! 5,5(5,‘) ; o

entrainerail

{(x—a

l?(x)ﬁ_c‘;{w)I{amN” 3

nl

quel que soit n, d’ou
olz)=¢glz).

4. La méthode s'étend évidemment a d'autres cas : équations ou
figurent des intégrales multiples [la précédente (6), par exemple],
systemes d'équations intégrales auxquels amenent, par exemple, des
systemes d'équations différentielles (').

Prenons maintenant, au lieu de (1), I'équation (2) a limites fixes.
On définira sans peine les approximations successives pourvu que,
en gardant les notations nrécédentes. on ait

elby+M(b—a) < m;
seulement l'inégalité pour ¢, — @a_y devra éire remplacée par
| Fn— gn_1 [ -2 MNu--1 ] —a ",

sans factorielle au dénominateur, de sorte que Uon ne peut affirmor
la convergence des approximations que lorsque

Nid—ea)<.

Si Yon introduit {comme dans l'équation de Fredholm) un
parnmeétre 2 devant 'intégrale qui figure au premier membre de (2),
I’équation obtenue aura une solution, d’ailleurs unique, pour |2
inférvieur a Ia fois a

n=—zs(b) . 1
Mib ) ' Nibh——a)

(") Cf. E. Corron, [17], M. Prooxw, [B4).
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5. Les précédentes (1) et (2) contiennent g{«) linéairement en
dehors du signe d'intégration : elles peuvent étre dites de seconde
espece. Les équations de premiére espece correspondantes sont plus
difficiles. Prenons seulement

[
(8} fH(.r,E,q(E;)dEzh(x).

On en tire, par dérivation,

(8) ”(r, £y ?im) + /V'"H:r(xs § 9(5)) ds = W (x),

pour laquelle on pourra dans cerlains cas utiliser les approximations
SUCCeSSIves

" (1‘, X, gulx )) = hr(-i”i—‘f Hfr(a'" £ 9::——1(E)) df.
o
Mais la détermination de ¢, se fail par résolution d’'une équation

H(.r, NN i) = fla),

et, quand il y a des ramifications, elles pourront dépendre du second
membre et ne pas se retrouver identiques dans toutes les approxi-
mations.

Il. — LES RESULTATS GENERAUX DE M. VOLTERRA.

6. Quel que soit leur intérét et, parfois, leur difficulté, les cas
envisagés plus haut ne peuvent donner une théorie générale. Les
bases d'une telle théorie ont été posées par M. Vollerra (}) grace a
I'extension, au cas des transformations fonctionnelles, de la notion de
déterminant fonctionnel.

7. Reprenons une substitution entre deux groupes de n variables
(9) zi‘—"fi"_}’!,]’z,---,yn) (I:«"—-I,:B,...,n,};

on sait que, pour linversion des ¢quations (9), intervient de fagon

(') VOLTERRA, [128] et auss [113] de la bibliographie I .
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essentielle le déterminant fonctionnel

D(fi, for coesfu).
DU’!,,}’-}, ---)’n}

Soit un systéme de valeurs des y (¥¥, 22, ..., 1) et les valeurs
correspondantes des 5 : (37, 59, ..., 23). Si, pour ces valours, le
déterminant fonctionnel n'est pas nul, les équations (g) auront une

solution uniquc

F

(9") Yi=gi{51, T2, «1vy Ta)

ou les fonctions g; sont définies pour les valeurs 3; assez voistnes
de z; et se réduisent & ¥} pour z;=2% (i, j=1,2, ..., n). En
somme, l'inversion de la substitution (g) est possible, et celte substi-
tution est définie de facon biunivoque, au voisinage des deux groupes
. . 0 .0 0 o
de valeurs correspondantes (v!, ..., ¥2) (3], .. .. 2]).
Remarquons que le déterminant fonctionnel est le délerminant des

équations linéaires obtenues par différentintion

It

{10} d:‘=2,¢%d‘y'{

8. Passant au cas d’une transformation fonctionnelle

b
(L1) ::.r}:["[.r,_y(t]],
L)

M. Volierra en déduit qu’il faut envisagor de méme la relation déduite

par différentiation

b [
(12} 63(.0)=Fy [.r, yih, Byt J:.n] ,
L i

ou F, (différentielle de F) et une fonctionnelle de deux arguments
y(t) etar(¢), linéaire et homogéne par rapport au second.

dy{¢)) éant prise comme inconnue, I'équation (12) et linéaire et
sa résolution sera un préliminaire indispensable a I'étude de (11).
De plus, pour les questions concernant l'inversion de transforma-
tions fonctionnelles telles que (11), nous devrons adopter une
classification basée sur la nature des transformations (12) corres-
pondantes (équations aux variations).
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9. Dans les cas les plus usuels, I'équation aux variations (12)
sera une équation intégrale linéaire, de Volterra ou de Fredholm, par
rapport ady (*). Le déterminant de cette équation joue alors le réle
que jouait le déterminant fonctionnel pour le cas d'une substitution
sur n variables : on peut 'appeler déterminant de la transforma-
tion fonctionnelle (I11).

Supposons que (i 1) soit satisfaite pour un couple de fonctionyg(t),
7(t) et que la valeur correspondante du déterminant soit différente
de zéro. Il est a prévoir — et nous lejustifierons dans la suite pour
des cas tres étendus — que l'on aura l'énoncé Suivant :

L'équation (1) définit, et de facon unique, une fonctionnelle
{13) ylx)zG[.r,:(g)],

telle que, lorsque 3(t) se réduit & 5,(t), y(t) se réduit & r,(1); la
relation fonctionnelle entre les arguments () et 5(1) est biuni-
voque dans des voisinages, i préciser, des fonctions dont on est
part.

10. Des considérations analogues s’appliqueront & une ¢quation du
I.ype
b b
(14) F[_y:r}, ::H‘l,.r]:u thy,
1 it .

dont on veut tirer y{x), pour a Sz $h, en supposant connu 3(.). Clest
une équation définissant de fagon implicite la fonctionnelle cherchée

S, -
(15) yt.m:G[:H), .:-J,

£l
et qui généralise un systéme de n équations
(1) So ¥, Fee ooy Yo 31, Fas -, Se) =0 E=1,2, ...y H}

dont il s’agit de irer les ) en fonction des z.
Dans ce cas encore In qucsl.ion pré¢liminaire sera la résolution de

Péqualion
6 = o,

(') Dans cette équation les fonctions-argumentsy et z sont prises dans un méme
intervalle : ce n'est évidemment pas une restriction et il est toujours aisé, par
changement de variable, de se ramener a ce cas.
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gue nous écrirons

b ) b b
(16) F,[_y( t), z(t), By (L), 8z(1), x] = 0.
&8 L] a a

F,, différentielle de F, étant une fonctionnelle linéaire par rapport
4 dy et dz. Il faudra résoudre (16) par rapport & éy et l'on sera
conduit, comme plus haut, a définir par la considération de (16) le
déterminant de (14).

Soit en effel un couple y,(¢), z:(t) de fonciions vérifiant (14).
Nous pourrons, sans restreindre la généralité, prendre y, et 3, nuls
identiquement (il suffira de remplacer les arguments »(¢) et z(¢)
par (&) — ¥, () et z(t) — 3,(¢). Admettons donc que, pour y(¢) et
3(t) nuls, 'équation (16) se réduise 4 une équation de Fredholm
en gy et qu'elle s’éerive

b b
(16%) By{;r:)-i—f sris)Kig, deszll[B;(n,x],
a a

H étant fonctionnelle linéaire de dz. Le déterminant de cette dqua-
tion de Fredholm sera le déterminant de la relation fonctionnclle (14),
pour les valeurs nulles de y(¢) et 5(¢). §'il est différent de zéro on
aura en général le méme énoncé que plus haut : on tire de (14)

(15) y(x)ﬁG[z(‘:;)) .58],

Jonctionnelle bien déterminée pour 1(t) et z(t) assez voisines de
zéro.

Dans la démonstration il fandra employer la méthode des approxi-
mations successives. On devra, en général, diriger les calculs de la
fagon suivanle : on éerit (14) sous la forme

h
(t4)) y(.r)+_f F(EYK(E, 2) dE
1 b b
= F[r, 5 o] = ro)— [ r0ke 2 e,

et I'on résout I'équation de Fredholm (141) ou le second membre et
considéré comme connu. On tombe ainsi sur une équation équiva-
lante

’ & &
(142) r@y=alr, =0, o],
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ou & est une nouvelle fonctionnelle dont la différentielle est nulle
lorsque y(t), 5(t) et 3y (¢) sont identiquement nuls. C'est sur (14,)
qu'il convient de faire les approximations successives en prenant

: &
f )’o(.r)=ll 0, 3(e), =

b
(lﬁ) .}/‘1{:.‘(.')ﬁﬂ yo({f)a z(‘a)’ xd

-----------------------------

-

.}’n(-‘ﬂ) = ,,V.i'l—-l(ﬁ)s sty x

et y.(#) convergera vers une solutlion y(.x) sous des conditions trés
peu restrictives.

11. Cas particulier d’'une fonctionnelle développable en série de
puissances fonctionnelles. — M. Volterra avait traité en détail, dés
1905, le cas oun la fonctionnelle qui figure dans (11) ou dans (14)
admet un développement en série du type analogue a celui de Taylor
(¢f. Chap. IV, n"13).

Prenons par exemple I'dquation

(17) -w)~y(z)+>-f hi(zs )y () di+..

XL
,,:f f Kol £y, Loy enn, tn)d

Xyt yitadtg .. dig+.. .,

ou l'inconnue est y(x), les noyaux donnés K, (.z; &, ..., t,) élant
symétriques par rapport a Liy ooy tn Aet 1+ sont deux paramélrcs
qu'il est commode d’introduire dans le calcul, mais qui ne jouent
aucun role essentiel. Nous cherchons une solution de (17) nulle en
méme lemps que p3(z ).

It est commode de prendre un développement de cette solution
snivant les puissances de p. En dérivant (17) par rapport 4 p. et
faisant . = o, il vient

2(z)= _ﬁ} +xf K, (z ,:)(d-”(‘))pzodc,

qui est, aux notations prés, |'équation aux variations correspondant
a (17) et, si le déterminant de cette équation n'est pas nul, on en
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tirera [-“Z] . En dérivant (17) deux fois par rapport & p, puis
. ({I..l p=v

faisant p = o0, on a

_[ay Yo d:y (&)
o= |G ] o[ SEE] e
Lt Ly () d y(ty)
+J.=f f Ky(x; ¢ r_,}[‘ ] [ : ] dt, dt
o o H5 &y dp doo L7 Jp=o Y

¢quation de Fredholm qui a le méme déterminant que la précédente

et détermine done de facon unique I-%] .« On calculera de méme
X =2

Ies dérivées suivantes de y par rapport & p et il restera 4 vérifier. ce

qui est trés sinple, que la série

"o L L
(18) AC “[%]p:ﬁ o [%L:f

représente une solution de (17). Or on voit aisément que celle série
converge pour | us(.e) | <Te, ¢ dlant pris assez petit et qu’elle satisfait
alors (17) : elle donne la scule solution de (17) qui tende vers
zéro en méme temps que p3(z) (la définition de la distance fonction-
nelle étant la définilion élémentaire) et I'ou a bien ainst l'inversion
univoque de la transformation fonctionnelle (17) dans un voisinage
d’ordre zéro du couple de fonctions yo(2) =0, z,(z)=0. Lo lec-
teur constalera d’ailleurs que (18) est une série de puissances fone-
tionnelles tout i fait de méme Lype que (17).

I'1l1. — LES EQUATIONS DE SCHMIDT.
CAS OU LE DETERMINANT N'EST PAS NUL.

12. Dans un Mémoire publié en 1908, M. E. Schmidt (}) traile
le cas ou la fonctionnelle F est donnée par une série ou interviennent
non seulement comme dans (17) des fonctionnelles régulieres, mais
des fonctionnelles normales. 1l envisage le déterminant de I'équation
fonctionnelle, défini comme plus haut et, dans le cas ou ce détermi-
nant n'est pas nul, son analyse se rattache directement aux méthodes

(*) Cf. scHmIDT, [103].
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qui viennent d'étre exposées. 11 étudie ensuite les cas ou le détermi-
nant est nul et ses résultats sur ce sujet sont entierement originaux et
de la plus haute importance. Nous les exposerons au paragraphe
suivant, mais nous devons auparavant donner les formules de
M. Schmidt pour le cas du déterminant non nul.

13. Calculs sur des séries de mondmes fonctionnels. Nous pren-
drons, pour fixer les idées, deux fonctions-argument u(s) et v(s)
défintes pour 0 <s<1t et nous considérerons une fonctionnelle homo-
géne en u ot ¢, de degrés respectifs m et n, ayant la forme

1 1
{19) rt“'(.!)t'ﬁo(.!)f f Alsy fr, fay ovn 7o)
" 0

L RN TE SR I L N (’:5?“9 Yelty dty ... dbg,

nous dirons que ¢’est un monome fonetionnel (). Les a ot les B sont
des exposants positifs ou nuls tels que

Ao+ X L A Xy, =
¥

b

o+ .- =

el tels de plus que les deux nombres o el Bi (F==1, 2, ....p)ne
soienl jamais simultanément nuls. 4 sera dit coefficient du monome.
Nous n'écartons pas le cas on les intégrales disparaitraient, expres-
sion (19) se réduisant i

(1y') n(sren(s)kis)

avee le coefficient A(s). Les fonctions « et v el les cocflicients 4 sont
supposés bornés. On envisagera de méme des monomes fonclionnels
4 un nombre quelconque d’arguments.

A une expression (19) ou (1¢9') nous lerons correspondre e monome,
au sens ordinaire, dit monome majorant

KLjmy m

contenant les variables U et V essentiellement positives et avec un
coefficient K essentiellement positif, U, V. K étant d'ailleurs choisis

(') Cette dénomination est eritiquable, parce gue (19) provient d’un polynome
ordinaire par le passage du discontinu au continu; elle est comniopde iei.

Notous que, abstraction faite du factenr % (s)eds) la fonctionnelle (1g) est nor-
merde en 6 et en ¢, au sens do Chapiive 1L

YOLTRRRA i
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de fagon que

la()| < U, [o()|I<V, 1k(s;t,..., )| <K,
de sorte que le module de (1g) est inférieur & KUm V=,

Pour la suite il est essentiel de noter qu'il existe plusieurs types
différents de monomes fonctionnels correspondant aux mémes degrés m
et n. Ils différent par les valeurs des « et de 8. On peut toujours, en
permutant les variables d’intégration, s'arranger pour que

a,zagg. . .;ap

et pour que, lorsque oy = a,, on ait 8,2 B,; les exposants étant ainsi
ordonnés, deux monomes seront de méme type si les couples d’expo-
sants &gy, ot By, ..., 25Bp qui y figurent sont les mémes. 5il'on a &
ajouter des monomes de méme type, on pourra les réduire & un seul
obtenu par addition des coefficients.

Remarquons enfin que le nombre des types correspondants a does
degrés m et n donnés est fini et que des monomes fonctionnels de
types différents, mais de mémes degrés en m et n, auront des
monomes majorants semblables.

14. Nous désignerons par la notation
(20) S 123, 0Cis |
. 0 o

une somme de monomes (19) ayant les mémes degrés metn (*). Il
lui correspond un monome majorant

¥, UnvVa

obtenu par addition des monomes qui majorenl les divers termes
de fm.. Enfin nous aurons a considérer des sérics de fonctionnelles
de la forme (20). L’une de ces séries étant

(21) XS [, o],

"

nous [ui ferons correspondre une série majorante

(g]') an Um\"n’

mu

série de puissances ordinaire des variables U et V.

(') On emploiera des notations analegues pour un nombre quelconque de fonc-
tions-argument.
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15. La série (21) définira, quand elle sera convergente, une fonc-
tionnelle de u et v dépendant aussi de la variable s. Suivant ce qui a
dga éé fait au Chapitre 111, 8 II1, il est naturel de porter son
attention sur le cas ou la série majorante (21') est convergente.

Si (21') converge pour un couple de valeurs Ug et Vo, il est clair

que (21) sera absolument et uniformément convergente pour toutes
les fonctions u et v qui vérifient

(22) fe(e)l < Us,  |o(s)] < Vo3

(21) sera dite, alors, régulierement convergente : une série de
type (21) régulidrement convergente donne une fonctionnelle de u et ¢
dans les champs fonctionnels (22) (voisinages élémentaires des
fonctions-argument nulies).

Les caleuls sur les séries réguliérement convergentes de monowes
fonctionnels se font sans difficulté. Le produit de deux monomes est
un nouveau monome; si, dans un monome fonctionnel en « et ¢ on
remplace # par un monome en o,

) !
uis)= v“.’o(s)f f fs: by, oL, tg)ell Y ool Ye(2g) de ... dtg,
o L]

on a un nouveau monéme qui ne dépend plus que de v. Dans les
deux cas les mémes opérations effectuées sur les monémes majo-

rants donnent un monéme qui majore le résultat. Il en résulte de
suite que :

. On peut faire le produit de deux séries du type (21)
régulierement convergentes. La série produit est régulierement
conver gente.

Une série majorante du produit s'obtient d'ailleurs par le produit
des séries qui majorent les facteurs.

||.Etant donnée une série de fonctionnelles réguliérement
convergente (21), on peut y remplacer u(s) par une série ana-
logue de l'argument v(s) ou de tout autre argument w(s), par
exemple

c 1
(23) f‘(-")=z“€p[‘v(ﬁ): S]

(cette série ne contenant pas de terme de degré zéro) et effectuer
le calcul terme a terme.
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Observons qu'une série majorante du résultat s'obtiendra en
faisant le méme calcul sur les séries

»

B FuaUmve et Y Gy We,
) HEn n 38

majorantes de (21) et (23) (*).

16. Equations de Schmidt. — Aprés ces préliminaires, abordons
la théorie d’une équation fonctionnelle de forme

(24) f[n(él, "‘(:f“‘] = o,

la fonctionnelle £ étant donnée par une série du Lype précédent :

»

fE fmﬂlu'{”? v(f);-f]-

e

Il s’agit de résoudre (24) par rapport & u(s).

Nous admettrons que (24) ait lieu pour u(s) et ¢(s) nuls, ce qui
entraine que fyo soit nul et nous en définivons la solution dans des
voisinages (élémentaires) des argnments wu et ¢ nuls,

Si nous mettons en évidence dans (24) les termes correspondants

a m =1, n = o, termes qui ne contiennent guc & ctau premicr degré,
qui peuvent donce s’éerire

1
N —c(s)czts)+f els, fyu(t)de,
it

Péquation (24) deviendra ()

I
(24 c(s)u-:’s}—-—f c(s, yu(t)dt = fo,[0; 5]+ 2 Somn| 1, v; 8],

Bt H P2

¢t Péquation aux variations, derite pour w(s) et ¢(s) nuls, sera

1
(25) e(s)8 u{s)—-f cls, )8 ult)dt= fo,[ov; s).

(M) 1l est élémentaire que la série ainsi obtenue est convergente pour V et W
assez petits.

(%) foi " contient pas u.
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Si ¢(s) n'est pas nul dans l'intervalle (o, i), c'est une équation de
Fredholm réguliére et, en divisant par c(s), on peut se ramener au cas
ou c¢(s) est égal & un. Si c(s) sannule pour des valeurs isolées, on a
une équation singuliére du type de M. Picard (Chap. I X, n° 13,
équation de troiséme espece)) sic(s) est identiquement nul, on a
une équation de premiére espéce. M. Schmidt laisse de coété ces
deux derniers cas.

17. (25) est donc une équation de Fredholm réguliére et le déter-
minant de cette équation sera le déterminant de la relation fonction-
nelle (24). S'il n'est pas nul, nous pourrons appliquer la méthode
indiguée au paragraphe préceédent, n° 10. (24) a précisément la
forme indiquée (141) au n° 10 ; on la résoudra en u(s) en supposant
pour un instant le second membre connu. On aura ainsi

t
(24" uin:gm[i’ff!; 5—|+ E pf-'mu[“s L Sl,
0 . mu

mn e

le second membre étant une série de tout point analogue a celle qui
figure dans (24') et dont les divers termes gn, se calculent facilement
eu fonction desf,, et du noyau résolvant de |'équation de Fredholm.

D'apres le n° 10 précédent, c'est a cette équation qu'il faut appliquer
la méthode d'approximations successives, et cela ne fait pas de
difficulté.

18. M. Schmidt procéde de facon un peu différente. Il remarque
que |'on satisfait formellement a (24") par une série analogue

1 t
{26 ne sy =/, [vu‘n; s]+...—+—la,,[ulh; s] H...

] n
Ry, hae ooy by, Gtant respectivement homogénces en v de degrés 1,
% ooy Py o.. (ce sont des sommes de monomes fonctionnels). Si

I'on porte dans (24") et que lon identifie, on voit que les termes du
premier degré ne peavent venir que de gy il fandra prendre

Mo 8] = gai [ ¥; 8],

En général les termes A, s’obliennent en remplacant dans le second
membre de (24") u par & -+ Ay ...+ k., et cu gardant senlement
les termes de degré p.
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Au lieu de (24") prenons I'équation

(2.‘:) U= Gu1v+ 2 GmuU”‘V",

mn2g

on figure au second membre une séric majorante du second membre
de (24").

Il est élémentaire qu'on en tire U cn funclion de V par une série

(261) U=HV+H;Vis., .+ H, Vi .,

convergente si V est assez pelit et dont les coefficients sont tous
positifs,

Or un terme H,V# s'obtient & partir de (24]) par un calcul exac-
tement paralléle a celui qui donnait 4,[v; s] a partir de (24"). Tous
les termes des divers types de la série qui figure au second membre
de (24") se retrouvent majorés dans (24)), de sorte que H,Vr
majore ky[v; s]. La série (26) est réguliérement convergente et
donne une solution de U’équation proposée si |v(s)|est asses petit.
Cette solution est d’ailleurs une fonctionnelle de ¢(¢), continue au
sens élémentaire.

19. Unicité. — S’il y avait une autre solution u(s) + w(s), fonc-
tionnelle de ¢(s) s’annulant avec ¢(s), on aurait

{27) w(s) = Z { gmn[u -+ w, 0; 8] — gualu, v; 5]}

m+n 2%

§f Or, étant donné un monome fonctionnel quelconque gon[ u, v; s},
si l'on développe ¢ma[u -+ w, v; 5], on y retrouve gma[u, v; s}, de
sorte que dans la différence gm,[uw+ w, ¢, 5] — gma{ %, ¢; s] tous les
termes sont réunis par des signes +. Ces termes se retrouvent
majords dans la différence Qua(U -+ W)m V2 — Q,,, U Vo, majorée
elle-méme par m Q.. (U + W)m—t WVe,

Le second membre de (27) est done inférieur en module a

W 2 m Gy (U 4 W=V,

m4n e

Prenons pour W le maximum du module de w(£); U, V et W
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étant choisis asscz petits, la série Z mGua(U + WY V2 qura une
m4n 2 e
valeur numérique 6 inférieure a 1. Dans ces conditions (27) entrai-

nerait
lwis)|<<IW,

ce qui est absurde. Il y a donc unicité dans un votsinage d’ordre zéro
des valeurs nulles des arguments u(s) et o(s).

IV. - LE CAS DU DETERMINANT NUL :
LES EQUATIONS AUX RAMIFICATIONS,

20. Suivant toujours l'analyse de M. Schmidt, nous reprenons
I'éguation (24) en supposant que, par division par c(s), on se soit
ramené au cas ou c(s) est égal a i. L'équation s'écrit

[
(28) "(_,}___/' cis, tpul(t)dt= fo,[v; s]+ 2 Jualt, v &}
n

M >

et nous nous placerons dans le cas o le délerminant de Fredholm
calculé a partir du noyau ¢(s, #) est nul.
Les équations homogénes assocides

|
S(8)— [ els, thp(t)dt = o,

0

1
'-P(t}-—f disieis, ids=o
1]

admettent alors des solutions fondamentales indépendantes (assocides )
ci(8), 231, ..., g-leh ity dutl), .., bele)

Soit alors le noyau

e(s, ty=cis, )+ 3 pu()ge),
Al
1

ou les fonctions p, et @, sont supposées continues, respectivement
linéairement indépendantes et peuvent d'ailleurs étre réelles ou
imaginaires; nous allons établir que :

LEMME. — Pour que le déerminant de Fredholm de (s, t) ne
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soit pas nul, il est nécessaire et suffisant quiil n'existe ni une corn-
binaison linéaire des ¢:(s) orthogonale a tous les ¢,, ni une com-
binaison des (1) orthogonale i tous les p.,.

En effet, soil I'équation
1
(29) u!s)v—/‘ ets, bnith dt =0

b U
qui, si le déterminant en question n’est pas nul, doit n’avoir d’autre
solution que zéro. Elle s’¢ernt (notation p. 288).

I
(29" Hes) -—f cos, tyn(tydt = E,p,08)1.u0q,.
1]

Si elle a une solution non nulle, ou bien tous les u ¢, sont nuls, mais
alors cette solution est une combinaison lincéaire des g; orthogonale a
toutes les ¢,, ou hien I'équation (2¢') enlraine. en posant wy, == A, ol
par un calen! immédiat,

zA.,'?,-p., == 0
Y

or ce sont la des équations du premier degré en A, doat le déterminant
est forcément nul puisque les A, ne sont pas tous nuls; il existe alors
des constantes C; non toutes nulles telles que

E,‘Cf "p,p., =)

cela donne une combinaison des §; orthogonale i Loutes les p,.

Incidemment notons que les conditions posées par le lemme
reviennent & dire gue, posant

Ae=Yipi,  Bu=9iqs

les déterminants qui ont pour ¢léments Ay ou By ne sont nuls ni
I'un ni lantre.

ai. Revenons a (28). Il sera toujours facile de trouver des fonc-
tions p et g satisfaisant aux conditions du lemme. Nous transformerons
dors (28) comme au n° 10, mais en isolant au premier membre

Wl
lusn——j e(s, iy,
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puis résolvant cette équation de Fredholm comme si le second
membre était connu.

Nous obtenons ainsi

" N
{3y wels) 22; (—~ s+ /
I

o

. -l
C’i.!’, Lipitd) et | £+ Am ["; "] +Zﬁ'um[“, P, 3]

oA );'1
& étant le noyan résolvant de ¢ et en posant

!
(3n Wy { o el de,

Laissons pour un instant les constantes .« arbitraires. Péquation (30)
se traitera exactement comme (24") du paragraphe 1. Le fait qu’il y
figure, en plus de la fonection-argument ¢(¢). des variables ordi-
naives #; n'introduit aucune difficulté. On aura ia solution de torme

. \ U
(32 sy = ) o eB i oo s],
dimal 0

Ryt aat Apmionr

valuble lorsque Ies wy et ¢(¢) sont assez pelts en module; les A,
désignant loujours des fonctionnelles homogénes. de degré n en (7},
oblenues comme sommes de monomes des différents types.

22. H reste a choisir les conslantes .; de facon a satisfaire les (31);
il suffit &’y porter 'expression (32) et Uon a

(i) = Z L?""x".i‘f' . .t:f‘"

Ay bE e X,
- ~ . vl
-+ } .;-fl‘...:-f's ’ hEe -"I o ::l.q,t:m’:.
ir

X bk, 20

A

les coefficients étant des constantes quand Vv(s) est connue. Nous avons
distingué dans (33) les termes venant des hy qui donnent des coeffi-
cients L indépendants de v et les autres termes, dont les coefficients
sont des fonctionnelles de r.

Les termes du premier degré obtenus dans la premiére somme au*
seconds membres disparaissent avec les premiers membres. On sen
rend compte de suite en remarquant que ces termes du premier degré
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peuvent étre évalués en remplacant I'équation (30) par

F 1
(30") u(s):Z‘(—pg(s)-l-f é(s, t)p;(:)dt)m;.

Introduisons enfin un autre paraméire ¢ en remplacant ¢(¢)
par e ¢/ (¢). Les (33) s’écrivent

(345) o= E Lo gl g

[- PR M )
- L)

1 1
- 2 a¥ ... 2% w} z"f hf}""“"[(u‘ﬁ);E]q:(t)dﬁ-
¢ L]

Ky, X O 1

Ce sont des équations entre les variables ordinaires x; .. ., Xp
e, ne contenant, dans la premiére somme, que des termes de degré
supérieur a i par rapport aux inconnues Xi, Xz, ... X qu'il sagit

d'obtenir en fonction de s. Le déterminant fonctionnel de ces équa-
tions est donc nul pour les valeurs nulles des variables et Ton se
trouve dans le cas singulier des fonctions implicites ordinaires, cas
qui a été I'objet des travaux classiques de Puiseux.*

On sait qu'en générai le systeme (34) définit plusieurs systéme des
solutions Xi(i) (solutions nulles avec s); en portant dans (32), on en
déduira autant de solutions de |'équation fonctionnelle qu'il sagissait
de résoudre, solutions valables quand le module de v(s) et assz
petit.

Quand le déerminant de [I'éguation fonctionnelle est nul, on
obtient donc, comme pour les équations définissant des fonctions
implicites ordinaires, la multiplicité des solutions. La théorie
donnée par Puiseux pour le dernier cas s'applique, comme on vient
de le voir, aux équations fonctionnelles.

Les équations (34), qui ont un rdle fondamental dans la question,
sont dites éguations aux ramifications.

23. Précisons un peu dans le cas ou le noyau c(s, t) n'a qu'une

fonction fondamentale. Il y a alors une seule équation aux ramifi-
cations

(34" 2 L¢x¢+2 xﬂi”:”f1hﬁ[v’ (E!J; t]q(t)dc =0,

[- % - 3] 1



EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES. 331

Si L%, ..., LP ! sontnuls, LP n'étant pas nul, I'équation (34"
aura p solutions x(s) dans le domaine de l'origine, solutions réelles
ou imaginaires, distinctes ou confondues. Il en sera de méme pour
['égquation proposée.

Il peut arriver que tous les L? soient nuls; dans ce cas. pourv(S)= 0,
on peut garder le paramétre x arbitraire et I'équation fonctionnelle ou
['on prend v(s) nulle, a une infinité de solutions en u(s); dans le cas
ou v(s) n'est pas nulle, il faut poursuivre la discussion sur (34').

V. —OBTENTI ON DE RESULTATS NON LOCAUX.

24. Les méthodes précédentes concernant les équations fonc-
tionnelles

L] 1 :
(35) F[u(n, el ) sJ_—..u
L] L

donnent des résultats locaux : on prend un couple de fonctions ug(s),
Vo(s) vérifiant (35), et I'on étudie, comme nous l'avons vu, la réso-
lution de (35) lorsque u(s) et v(s) restent dans des voisinages
de UyS et co(s).

Il est plus difficile d'obtenir, sauf pour des équations fonction-
nelles de type particulier, des résultats non locaux.

D'intéressants développements a ce sujet ont été donnés par
M. Loray [60]. Ils se rattachent directement ala méthode de Schmidt,
et nous en donnerons une idée ici.

23. Admeltons que, w(s) étant toujours I'inconnue, la fonction-
nelle ¥ du premier membre de (35) fasse ntervenir, ainst que la
donnée ¢(s), un certain nombre de paraumétres : deux pour fixer
les idées, X ot p. Il s'agit d'étudier Pensemble des solutions de (33)
quand le point (&, p), figuré géométriquement sur un plan auxi-
linire, reste dans un domaine fermé D de ce plan.

Soit #,(s) une solution de (35) oblenue pour des valeurs Ay, po
des paramétres, le poinl (%, o) appartenant au domaine D. Admer-
tons que 'on puisse toujours appliquer les méthodes précédentes a
I'étude des solutions voisines de u,(s), obtenues pour des valeurs des
paramétres voisines de Ay, gy, ¢’est-d-dire dans un champ

| 2e{5) -~ wals){ < ¢q, FA—Aat < %o, | 0 — o | << %o



332 CHAPITRE XI.

On aura éventuellement a écrire des équations aux ramifications

btz o0 2 ) =0 (E=1,2 ..., F)

qu’il fandra discuter. Le plus souvent ces équations (dans lesqueltes
2—2y et p—p, tiendront le role du paramétre ¢ du n® 22) défini-
ront des multiplicités a deux dimensions, les z; étant des fonetions
uniformes des variables indépendantes A et p (voisines de Xy et pg);
exceptionnellement, ces équations penvent définir des multiplicités
a plus de deux dimensions. Toule variété a deux dimensions donne
une solution (que M. Leray dit usuelle), voisine de w,(s); une
variété a plus de deux dimensions donnera une infinité¢ de solutions
(dites exceptionnelles).

Ceci posé, il faut, pour aller plus loin, introduire la condition
suivante, a vérifier sur [I'éguation (35)

L'ensemble des solutions é&udiées est un ensemble fonctionne
compact et fermé

Comme, dans ce qui précede, il était toujours question d'un voisi-
nage élémentaire d'ordre zéro, la condition avérifier sera la suivante :

Les solutions éudiées sont également bornées et également
continues () ;

En ajoutant enfin la condition suivante :

Toute fonction limite dune infinité de solutions de (35) est
auss solution de (35).

Sous ces hypotheses, on peut appliquer le théoreme de Borel-
Lebesgue () :

Les wvoisnages dordre z&o de toutes les solutions formant
Vensemble  étudié peuvent étre remplacés par un nombre fini
dentre eux. Et cela donne de suite des résultats non locaux.

On établit ainsi que le domaine ouvert correspondant a D est
divisé en régions par un nombre fini d'arcs analytiques, régions telles
que, dans chacune d'elles, le nombre des solutions exceptionnelles

(") Cf. Chap. H, n° 8, b.
() Ibid., n°
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soit nul ou infini, le nombre des solutions usuelles étant fini et
constant.

La parité du nombre des solutions usuelles est la méme dans
toutes les régions de D. En particulier, si ce nombre est impair pour
une région, |'équation admet forcément une solution quelle que soit
la position du point (, ) dans D.

On trouvera des applications de ce résultat dans le travail cité.

Une autre méthode pour établir I'existence des solutions se trouve
développée dans un travail récent de MM . Leray et Schauder [61].
Elle repose sur I'extension, au cas fonctionnel, de la notion de degré
topologique d'une transformation continue de l'espace a n dimen-
sions. Nous aurons ay revenir au tome |11 du présent Ouvrage.

Signalons enfin un intéressant Mémoire de M. P. Lévy [(54] qui
donne des conditions pour que l'inversion d'une transformation
fonclionnelle soit toujours possible et univoque.

VI. LE CAS DES LIMITES VARIABLES.

26. Signalons d'abord plusieurstravaux deM. L. Pomey, qui étudie
des éguations non linéaires ou figurent des intégrales multiples avec
une limite supérieure d'intégration variable [88]. Ces travaux
concernent aussi des équations intégro-différentielles et nous aurons
ay revenir.

Dégageons seulement ici la notion d'équation dite « normale ».
Elle concerne le cas ou le domaine d'existence des solutions com-
prend en entier le domaine ou sont définies les données, et c'est un
cas qui est évidemment particulierement intéressant. Du point de
vue de M. Pomey, les équations différentielles linéaires sont « nor-
males ».

Prenons, par exemple, une équation du type suivant :

£ fo—1
{36) q;(.a:,y}:f{.r,y)—r-}.[ dt‘...[ dt

a ]

3 ¥p~1
x‘f deg. .. [ dpp P{-TB, ¥ b, Vo, ?(‘m, pp)]!
b wh

a, b, z, y élant des nombres complexes et ¢(z, y) étant la fonction
inconnue. On suppose que f(=x, y) est holomorphe quand les
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variables X,y sont intérieures a des aires Dy, D, des plans complexes
correspondants, aires contenant les points a et b et les chemins d'inte-
gration (a, x), (b, y), dailleurs arbitraires. Admettons pour fixer
les idées que P soit un polynome en ¢ dont les coefficients sont
holomorphes quand les variables , ¢,, et y, ¢, sont dans D, et D, et
que I'on peut évidemment supposer sans terme constanlt.

La solution de (36) est immédiate par une série des puissances

de A
P = Qo+ APi—...-+ Mo, {x, ¥4,
el

sMap \n
]‘Pnl-f«',.)”| < Anti (HIIP!) H
s et ¢ étant les longueurs des chemins d’intégration (@, £) et (b, v),
pris les plus courts possibles dans D, ot Dy. Si £ et I sont les maxima
de s et @ pour tous les couples (a, ) ct (b, y) intérienrs respecli-
vement & D, et D,.. I'équation sera normale si

AANInEP < mlp!,

inégalité toujours vérifide si le nombre des intégrations m 4 p est
asses grand.

27. Cas ou I'équation aux variations est une équation de
Volterra. — Une classe notable d'équations fonctionnelles sera celle
des équations qui donnent, pour équation aux variations, une équa-
tion de Volterra de seconde espece. Le déterminant sera toujours
différent de zéro et la solution sera bien déterminée.

Prenons une fonctionnelle ne dépendant des valears de Pargument
inconnu y(¢) que pour o<t=z. Nous devons logiquement nous
attendre & nous trouver dans le cas qui vient d’étre envisagé, de sorte
(qne, sous des conditions assez larges, une relation telle que

ks
I*‘[_y'ft:-,.rj: 3ia)
a

ne pourra avoir plus d’une solution. Clest cc qu'a wontré
M. Sabbatini (').

Résumons brievement sa démonsteation dans le cas ou la fonclion-
nelle F est du second degré ct reguliére, c’esi-a-dire dans le cas de

()  SAIIUATINI, [ 9%, 97].
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I'équation

(37 y(m‘)—+—f Ki(a,hyitidt
]

+f f Kilw, i, by yltny ylty) divdts = 3(x).
i i

S'il existail deux solutions y,(x), ¥3(x), en posant

. == y— Vs
nous aurions

A S X
u(m)-i—f Kytfr, £) u(t;dt +f f Kala, &y, L2) (1) €2) dty et
L] 0 ]

. £
+f f Kata, e, tay yyt sy (b)) dty oty = 0,
& i

¢'esl-a-dire, en admetiant K, syméirique en ¢ et £, (ce qui est
toujours permis), et en posant

L
llu‘,!):KﬂJ:.!}+f Kotir, Lo, 0y i (8 yo( 8] ety
L 1)
o
m.r}+[ Hir, tyuitrdt = o,
o

¢’est une équaltion de Volterea qui n’a d'antre solntion que #(x) =o,
d’on
YUy =yl

Nous renvoyons au travail de M. Sabbatini pour |'étude du champ
d'existence de la solution de (37).

28. Equations intégrales formées avec des compositions. — Dés
le début de I'étude des équations intégrales linéaires, nous avons vu
l'avantage qu'il y avait a introduire |'opération de composition
(dlimites variables ou a limites fixes).

Il'y aintérét a étudier a part la catégorie trés étendue d'équations
intégrales non linéaires (a limites variables ou a limites fixes) qu'on
obtient par composition des fonctions inconnues et de fonctions
connues. M. Volterra les a envisagées systématiquement, et il a
montré comment leur étude se reliait trés étroitement et tres sim-
plement & celle des équations qui, dans l'analyse ordinaire, défi-
nissent les fonctions implicites. Il a prolongé la théorie en établi»-
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sant un lien analogue entre les équations différentielles et les équalions
intégro-différentielles de compositions.

Le développement de ces divers sujets se trouvera dans le volume
suivant du présent Ouvrage (1).

29. Nous aurons aussi a revenir ultérieurement sur quelques
résultats concernant l'inversion des transformations fonctionnelles
générales et, en particulier, sur les équations ou figurent des inté-
grales de Stieltjes. Nous donnerons enfin au volume suivant, aprées
I'étude des opérations de composition, divers détails sur la résolution
numérique des équations intégrales, soit directement, soil par utili-
sation d'appareils [méthodes mécaniques (®)].

Les relations entre la théorie des équations intégrales et d'autres
branches des mathématiques n'ont pu étre envisagées ici et nous
avons laissé de coté les nombreuses applications. Ces divers sujets
trouveront place dans le troisiéme volume (3).

() Cf. sur ce sujet : VOLTERRA, [113] de la bibliographie | ; VOLTERRA et PERES, [133].
(%) Cf. (7.7 ] et [75"].
(®) Signalons du moins, dés maintenant, de curieux résultats de M. Galbrun [31]

sur le réle inattendu que jouent, dans certaines questions de probabilités, des
formules relatives a la résolution des équations intégrales linéaires.
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