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AVERTISSEMENT

DE LA DEUXIEME EDITION,

La premitre édition de ces lecons a été profondément
remanice. Tout en la complétant par Paddition de nombreux
théorémes, en la mettant au courant des recherches récentes,
on s'est efforeé de préciser la rédaction, de corriger certains
détails, d’apporter a Pexposé des notions fondamentales
toute la rigueur qu’exigent aujourd’hui les géométres.

Bien des parties de Pouvrage se sont trouvées ainsi plus
que doublées ; aussi il a semblé bon den détachgr Fintrodue-
tion pour en faire un tome a part. Apres des considérations
sur le nombre et la fonction, ce volume renferme les prin-
cipes essentiels relatifs aux ensembles, des théoremes géné-
raux sur les principaux types de fonctions (fonctions diseonti-
nues, intégrables, & variation hornée, ete.), les classitications
qui en sont la conséquence, enfin les définitions concernant
les fonctions analytiques. Clest done comme wne introduc-
tion & la théoric générale des fonctions. A cette csquisse
d’ensemble, parfois un peu large, succédera dans le reste de
Pouvrage une étude trés précise des fonctions analytiques :
les théories y seront exposces d'une facon plus détaillée et
¢lémentaire.
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La lecture de ces legons n’exige guére que des connais-
sances bien courantes. Néanmoins, si toute étude mathéma-
tique sérieuse développe, mais aussi présuppose, des habi-
tudes de réflexion et une certaine force d’attention, il en est
de méme de celle-ci. Dés lors cet Ouvrage pourra servir a
ceux qui commencent, comme a ceux qui veulent revenir
sur leurs pas pour reviser leurs connaissances acquises. |l
sera commode de s’y reporter pour avoir le sens précis de locu-
tions que I'on rencontrera de plus en plus dans les innom-
brables Mémoires dont la littérature des fonctions s’enrichit
chaque jour, et qui semblent préparer aux Mathématiques un
st brillant essor.



PREFACE

DE LA PREMIERE EDITION.

Dans le domaine mathématique, les diverses disciplines
tendent sans cesse a sc compénétrer. Plus une théorie se
développe, et plus nombreux sont les points de contact, les
relations, les analogies que I'on découvre entre elle et des
branches qui, jusque-la, lui semblaicnt étrangéres. Ainsi,
les progres de la Science mathémalique, loin de lui faire
perdre son caractere d’unité, resserrent les liens entre ses
diverses parties. Clest la un fait capital, qui s'est affirmé
surtout au cours du dernier siécle, et qui, sans doute, aidera
désormais a réaliser de nouvelles découvertes.

Mais, en méme temps, la Science dont nous parlons gagne
chaque jour en étendue comme en profondeur. Que le monde
de la nature contraigne le géomeétre a sc poser certains pro-
blémes, ou qu'ils naissent de ses libres conceptions, ils
surgissent de tous cotés : chaque question résolue en pro-
voque cent autres, qui, a leur tour, sont 'occasion de nou-
velles recherches. La floraison est telle que I'on se demande
si une méme intelligence pourra longtemps encore embrasser
séricusement, méme sans les approfondir, toutes les parties
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d’un domaine si vaste, bien que chaque progreés effectif soit
accompagné d’ordinaire de la découverte de procédés plus
rigoureux et de méthodes plus simples.

Dés lovs, si Pétudiant comprend que P'unité de la Science
mathématique lui défend de s'enfermer trop tot dans des
recherches spéciales, auxquelles fatalement, un jour, il devra
se livrer, s’il lui faut acquérir d’abord dés vues d’ensemble,
il sent aussi qu’il est imprudent de s’attarder en chemin : il y
a des ¢thpes qu'il doit rapidement enlever.

A ce titre, on peut regarder comme de quelque utilité les
Ouvrages didactiques ui préparent la lecture de nos grands
traités d'Analyse et des Mémoires originaux, en groupant
les mati¢res éparses dans de nombreux Volumes, en les
résumant, en les simplifiant, en les isolant de questions plus
complexes.

Celui-ci est consacré a 'étude des fonctions analytiques.
Cette théorie est sans conteste 'une des découvertes les plus
brillantes du xix¢ si¢ele. In germe dans les écrits de Gauss,
créée par Cauchy, Weierstrass, Riemann, elle est devenue
entre leurs, mains, et celles de leurs continuateurs, un mer-
veilleux instrument : elle a ouvert 4 I’Analyse des voics
toutes nouvelles, et elle semble lui promettre encore, dans
un prochain avenir, de magnifiques conquétes.

Souvent, elle a permis de résoudre des problémes difficiles
par des méthodes tres simples; mais parfois 'on s’y heurte
4 des questions délicates. Aussi, pour laisser & cet Ouvrage
son caractére élémentaire, et néanmoins ne pas tromper le
lecteur sur la complexité des questions qu'il touche, il a
paru bon de réserver pour le texte les propositions les plus
simples, et de renvoyer les autrés a4 des nrotes. Dans ces
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notes, nombreuses et denses, sont signalées les difficultés
que les problémes soulévent ou les généralisations intéres-
santes; on y trouvera parfois une orientation vers leur solu-
tion, toujours des renseignements bibliographiques permet-
tant de recourir aux sources : ainsi elles serviront de guide
el de répertoire ¢élémentaire pour les recherches.

Il a également paru bon, pour rendre aux débutants la
lecture plus aisée, de rédiger les premiers Chapitres de telle
facon qu’il soit possible, sans grand inconvénient} d’inter-
vertic Pordre dans lequel ils sont placés. Plusieurs para-
graphes s’y présentent méme comme de bréves monogra-

phies, qui pourraient étve détachées du texte.
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LECONS EKLEMENTAIRES

SUR LA THEORIE DES

FONCTIONS ANALYTIQUES.

CHAPITRE ‘L.

LES FONCTIONS EN GENKERAL.

§ I. — LE NOMBRE KT LA FONCTION.

1. Lidée de nombre et la notion de fonction sont i la base de
I’ Analyse.

On a d’abord considéré le nombre entier positif (*). Aussi les
premiers Chapitres de la Science mathématique sont-ils consacrés
a I'étude des propriétés du nombre entier, par suite & ’Arithm¢é-
tique et a PAlgebre (2). A leur domaine, on rattache les fonctions
enti¢res de variables entitres et positives, a coefficients entiers et

(1) « Le seul objet propre de la pensée mathématique, c'est le nombre dhticr
positif. (’est le monde extérieur qui nous a imposé le continu, quc nous avons
inventé sans doute, mais qu’il nous a forcés 4 inventer. Sans lui, il w’y aurait
pas d’analyse infinitésimale; toute la science mathématique sc réduirait a PArith-
métique ou & la Théoric des substitutions.... Sans doute, on vous dira qu'en
dehors du nombre entier, il n’y a pas de rigueur et, par conséquent, pas de
vérité mathématique.... Ne soyons pas si puristes et soyons reconnaissants au
continu qui, si tout sort du nombre entier, était seul capable d’en faire tant
sortir. » POINCARE, Sur les rapports de l’Analyse pure et de la Physique
mathématique (A. M., t. XXI, p. 238).

(?) Cf. MoLk, A. M., t. VI, p. 2. En Algébre, le procédé le plus important est
le calcul littéral : son emploi méme est si général qu'on lc prend souvent comme
synonyme d'Algébre.

F. 1
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positifs, car I'étude de pareilles fonctions revient & celle de sys-
témes de nombres entiers : on y raméne les nombres rationnels,
positifs ou négatifs, et I'on établit qu’une égalité contenant des
nombres rationnels peut étre transformée en égalité équivalente,
ne renfermant que des entiers positifs.

Une premicre extension de lidée de nombre a conduit au
nombre rationnel. Entre deux nombres rationnels, si voisins soient-
ils, on peut insérer une infinité de nombre rationnels : dés lors,
ces nombres permettent de résoudre les problemes de mesure avee
telle apgroximation que I'on veut. Mais ils ne permettent pas de
les résoudre exactement. Pour obtenir un ensemble continu de
nombres (n* 13), on fait une nouvelle extension et 'on introduit les
nombres (rrationnels, que Pon divise en algéhriques et transcen-
cendants ('), Chacun d’eux est défini par une loi de séparation
résultant des propriétés dont il jouit, une coupure faite dans en-
semble des nombres rationnels (2) : elle permet de lut assigner

(') Par nombre algébrique, on entend les racines des ¢équations algébriques
& coefficients rationnels (les racines des équations & coefficients algébriques sont
aussi des nombres algébriques). Le degre du nombre algébrique est le degré de
I"équation de plus faible degré i laguelle ce nombre satisfait. Aux nombres algé-
briques sont opposés les nombres transcendants : par exemple, les deux nombres
fondamentaux en Mathématiques, e et &, sont transcendants, comme 'ont montré
Hermite (1873) et M. Lindemaan (1882); par contre, on ignore si la constante
d’Euler C (n* 116) est un nombre algébrique ou transcendant. L'existence des
nombres transcendants sera établie plus loin (n° 8).

(?) On peut définiv, avec Dedekind, chaque nombre irrationnel par une loi
de séparation de tous les nombres rationnels en deux classes A et B, telles que ©
14 chaque nombre rationnel appartienne & I'une des deux classes et & une seule;
2° chaque nombre de la classe A soit inférieur & un nombre quelconque de la
classe B: 3° il o’y ait pas daus la classe A de nombre plus grand que tous les
autres, et dans la classe B de nombre plus petit que tous les autres. (Si cette troi-
sieme condition n'était pas réalisée, on aurait un nombre rationnel.) L'ensemble
des nombres ivrationnels correspond a tous les partages possibles des nombres
rationucls en deux classes jouissant des trois propriétés ci-dessus.

Cf. DRDEKIND, Stetigheit und irrationale Zahlen, 1872 (3 édition, 1905). —
TANNERY, /ntroduction a la théorie des fonctions, 2* édit., L. I. — Stoiz, Allge-
meine Arithmetik, cte.

Il ne suit pas de la que pour définir un nombre il soit nécessaire de faire in-
tervenir tous les nombres rationnels; car, de la définition précédente, on déduit
aisément qu'nn nombre (rationnel ou irrationmel) est encore défini par deux
ensembles A et B de nombres rationnels particuliers jouissant des propriétés 2+
et 3° ci-dessus, et tels qu'il y ail dans ’ensemble A et I'ensemble B des nombres
dont la différence soit inférieure & tout nombre rationnel & arbitrairement choisi.
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une place dans P'échelle des nombres rationnels, et ensuite de le
comparer aux autres nombres irrationnels; telles sont bien les
conditions essentielles qui permettent de le considérer comme un
nombre. De plus, ce sont des nombres d'un usage commode, car
les régles fondamentales de calcul démontrées pour les entiers
s'appliquent & ces nouveaux nombres (*). Le but principal de la
théorie des fractions contlinues arithmétiques est d’obtenir systé-
matiquement les nombres rationnels les plus simples qui appro-
chent le plus prés d’un nombre irrationnel (3).

[.’ensemble des nombres rationnels et irrationnels constitue
Pensemble des nombres réels (*). Un nombre complexe ecst

En particulier i une représentation décimale donnée, c’est-a-dire a4 un symbole
de la forme a, bed ..., tel qu'on ait le moyen d'en connaltre le ni*= chiflre
quel que soit n, correspond une séparation de tous les nombres rationnels ¢n
classes, par suite un nombre. Inversement, on peut obtenir la représentation dé-
cimale de tout nombre défini par une coupure; elle est périodique ou non suivant
{a nature du nombre.

La définition de limite nous permettra plus loin d'en déduire deux autres pro-
cédés pratiques de définition du nombre (n° 5, note); c’est a ces derniers que
P'on a le plus souvent recours dans les démonstrations pour prouver l'existence
d’un nombre. La notion de limite supéricure peal rendre les mémes services,
et il est commode, dans P'enscignement, d’introduive cette derniére notion rmme-
diatement aprés la définition de la coupure.

(') Dés PArithmétique, on a done recours au principe dit de la permanence des
Jormes operatoires (HaNkel, Vorlesungen iiber complexe Zahlen), que nous
utiliserons fréquemment dans la suite. C'est lui qu’on a appliqué en inventant les
racines imaginaires. Quand il faudra attribuer une somme aux séries divergentes,
on cherchera des expressions pouvant étre traitées comme des séries conver-
gentes an point de vue de la multiplication de deux séries, de la continnité, de
Pintégration et de la dérivation terme par terme, etc. Voir n* 64, 86, ctc.

(*) On veut dire par 1a que, si 'on prend comme valeurs approchées d'une

incommensurable une fraction a termes enl.iers{;’ (g >+ 0) et la pitme réduile %'
q surpasse Q, si la fraction est plus approchée que la réduite.

(3) Par le modc de définition ci-dessus, les nombres irrationnels se rattachent
au nombre entier : il en est de méme de toutes les notions ot intervient l'idée
de limite (dérivées, intégrales définies, intégrales d’équations différentielles, etc.).
C'est le procédé de Weierstrass. On peut méme se placer 4 un point de vue plus
strictement arithmétique, comme I’a fait Kronecker en Algébre : c’est ce qu’en Ana-
lyse a tenté M. Drach (4. E. V., 1898).

Au lieu de chercher ainsi un fondement logique, ce qui conduit a prendre
comme point de départ le nombre entier, on peut inversement se préoccuper
avant tout des valeurs numeériques des grandeurs; on essaie alors d’en approcher
par des nombres rationnels, qui a leur tour introduisent les entiers (¢f. MiN-
KOWSKI, Geometrie der Zahlen).
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formé par deux nombres réels associés. Le symbole i les main-
tient séparés I'un de l'autre, tandis que la connexion des deux
nombres est marquée par le signe 4 : 'emploi de ce signe est
justifié par les conventions sur lesquelles repose leur calcul. On
peut encore rattacher leur définition & celle des.congruences de
module #3241 ().

A I'étude du nombre se joindra celle de la fonction.

2. La notion de fonction est aujourd’hui d’une extréme généra-
i)

[y}

(') Les nombres imaginaires ou impossibles furent introduits au xvie sic¢cle

pour permettre dans tous les cas la résolution des équations d’abord du second

» degré, puis du troisiéme et du quatri¢me : ils permirent & Euler de découvrir un
lien entre les fonctions trigonométriques et 'exponentielle. Les doutes relatifs &
la légitimité de leur emploi cessérent aprés les résultats obtenus par Gauss (en
Algébre et dans la Théorie des nombres), Abel et Jacobi (dans celle des fonc-
tions clliptiques) [cf. Gauss, QEuvres, t. 111, p. 3. C'est lui qui substitua au mot
imaginaires le terme plus heureux grandeurs complexes (OEuvres, t. I,
p- 172)]-

Cauchy les rattacha d’abord au calcul symbolique. « L'emploi des équations
symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’écrire sous une
forme abrégée des résultats compliqués en apparence.... » (Résumés de Turin;
QEuvres, 2¢ série, t. X, p. 116). A ce poiat de vue on peut rclier celui d’Ha-
milton qui regardait les imaginaircs comme des grandeurs associées soumises a
certaines régles de calcul. Cf. aussi MERAY, Lecons nouvelles sur U’Analyse,
t. I, Chap. JII. « Nous considérerons une imaginaire comme constituée par la
simple association, dans un ordre déterming, de deux quantités quelconques. ... »

Plus tard, Cauchy ramena leur théoric a celle des congruences ( Sur la théorie
des équivalences algebriques substituée a celle des imaginaires. Exercices
d’Analyse et de Physique, t. 1V, 1847, p. 87). Deux polynomes f(z) et ¢ (z)
sont dits congrus ou €quivalents selon le module g (x) lorsque leur différence
est divisible par g (z). D’aprés la notation donnée en Arithmétique par Gauss,
on écrit

' f(z)=9(z) [modg(a)].

Des congrucnces algébriques relatives au méme module peuvent, comme les
congruences arithmétiques, étre combinées par voie d’addition et de multiplica-
tion. Prenons pour module z*~+1, et remplacons la lettre z par ¢, qui sera ainsi
une quantité réelle indétermince. Deux polynomes en i seront regardés comme
égaux quand les restes de leur division par {41 seront les mémes. En particu-
lier un polynome en i sera égal & son reste; le polynome i? sera égal a — 1, qui
est le reste de la division de i par i+ 1. Un polynome sera congru a sére (une
imaginaire sera nulle), lorsque le nombre « + {f -obtenu en y remplagant i?
par —1 sera nul pour toute valeur de ¢. De 1 la justification de toutes les rigles
de calcul.

De I3 aussi 'emploi d’imaginaires autres que V=1, comme on le fait dans des
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lité ; mais c’est par une série d’évolutions que I'on est arrivé a cette
extension ().

On est parti d’un petit nombre d’expressions arithmétiques
simples, et de combinaisons simples de ces expressions. « Les pre-
miers analystes, dit Lagrange (), n’avaient employé le mot de
JSonction que pour désigner les puissances d’une mnéme quantité.
On en a ensuite étendu la signification & toute quantité formée
d’une manié¢re quelconque d’une autre quantité; il est aujourd’hui
adopté pour exprimer que la valeur d’une grandeur dépend sui-
vant une loi déterminée d'une ou plusieurs autres. » Et ailleurs,
précisant ces lois, il les rameéne principalement i la dérfvation, a
I'intégration et au développement en série.

Sans doute Euler regardait déja comme une fonction ce qui a
une expression analytique déterminée (*) ou méme une expres-
sion définie par une figure. Mais dans le premier cas il restrei-
gnait cette délinition en admettant qu’il suffit de se donner une
expression analytique pour qu’'une fonction soit représentée par
elle dans tout son domaine d’existence, et en se bornant i la con-

recherches spéciales d’Arithmétique : cela revient 3 substituer & 2*+1 un autre
module (c¢f. Mok, 4. M., t. VI, p. 8).

La notion de nombre complexe a encore été éclaircie par les recherches de
Weierstrass sur les nombres complexes & n unités principales (QFuvres, t. II,
1883, p. 113) et surtout par cclles de M, Poincaré qui a ramené leur théorie & une
question concernant la théorie des groupes (C. R., 1884, 2° semestre, p. 750. —
Lix-Scue¥FERs, Vorlesungen iiber endliche continuierliche Gruppen, p. 621).

Cf. aussi Encyklopddie der mathem. Wissensch., t. 1, p. 147.”

() Leibniz ct les Bernoulli semblent, les premiers, avoir donné & cc mot une
acceplion large (¢f. LiouviLLe, J. M., 1837, p. 71).

(*) Legons sur le calcul des fonctions (QEuvres, t. IX, p. 9). — Sur les tra-
vaux des géométres du xvine sicele, ¢f. BErTRAND, Calcul différentiel et inte-
gral, t. 1. Préface, p. 28 et suiv. — Lacroix, Calcul differentiel et integral,
2¢ édition, t. I. Préface (1810). (On peut considérer cet Ouvrage comme résu-
mant bien I'analyse ancienne, celle qui a précédé les travaux de Cauchy et d’Abel.)

(®) Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocumque
composita ex illa quantitate variabili. 11 donnc comme exemples :

a+33, as—433, as+byaa— 33, c, etc.

(Introductio in Analysim, édition de 1797, p. 4). Lacroix définit la fonction
« toute quantité dont la valeur dépend d'une ou plusieurs autres, qu’on sache ou
qu’on ignore par quelles opérations il faut passer pour remonter de celles-ci 4 la
premiére... Ainsi... la racine d’une équation du cinquiéme degré... est fonc-
tion des coefficients de I'équation » (Lacroix, op. cit., t. 1, p. 1).
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sidération de ces fonctions, dites functiones continue ('). Dans
le second cas, Euler distinguait entre les figures définies par des
lois exprimables au moyen de relations géométriques, etles autres
ligures, par exemple les lignes et les surfaces naturelles : il excluait
du domaine des vraies fonctions celles qui auraient correspondu
a des courbes arbitraires, telles que celles dessinées par une corde
vibrante ébranlée d’une fagon quelconque.

C’est qu’a cette époque les fonctions ne prenaient jamais nais-
sance, comme parfois aujourd’hui, a I'occasion de considérations
de logique pure ou d’esthétique : on les introduisait uniquement
pour réptndre i des problemes pratiques Lirés de la (GGéométrie,
de la Mécanique ou de la Physique. Leur mise en équation comme
lear solution reposail sur des hypothéses regardées comme néces—
saires, alors qu’elles étaient surtout commodes et approximative-
ment exactes. La conséquence en était le sujet des fonctions ne
Jouissant pas des propriétés correspondantes, comme de créations
purement artificielles ou dont on n'avait méme pas l'idée.

Néanmoins, ce fut i occasion d’une question de Physique ma-
thématique, lors de la fameuse discussion relative au probléme des
cordes vibrantes (n" 83), que I'idée de fonction s’élargit. On vit
(qu'une méme série trigonométrique pouvait étre égale a une pre-
miére fonction dans un intervalle, et & une seconde fonction dans
un autre intervalle : une expression analytique unique représen-
tait deux fonctions ditférentes. 1l fallait donc laisser de coté le eri-
terium donné par Euler. Sa définition était trop étroite, puis-
qu'elle conduisail & exclure du domaine des fonctions celles qui
n'ont pas une expression analytique unique (2). Elle était (rop

(') C'est Cauchy qui a doniié au mot fonction continue le sens aujourd’hui
classique. Le fait de la solidarité catre les diverses parties de la fonction, ana-
logue a celle que I'on trouve dans les courbes algébriques, de Vuniformite entre
les propriétés dont elle jouit dans divers intervalles, qu’Euler caractérisait par
le mot de functio continua et que nous appelons aujourd’hui continuite eule-
rienne, appartient en réalité aux fonctions analytiques de variable complexe :
nous verrons que c'est une conséquence de leur définition.

(?) Les deux expressions analytiques differentes :

[ . [ [T |
T T (14— — | =+
2 2 4 2 2 4o

représentent la fonction unique '+ 1 suivant que 'on a [z | <1, & | >1.
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large, car & une expression analytique donnée peul correspondre
un ensemble de valeuvs telles qu'il est peu convenable de la con-
sidérer comme définissant une fonction unique (*).

Fourier et Dirichlet, surtout Cauchy et Riemann précisérent
les définitions nouvelles. Pour Cauchy, » est fonction de z lorsque
4 chacun des éiats de grandeur de z correspond une valeur déter-
minée de y. St Cauchy parait ensuite vestreindre cette notion en
supposant que celte correspondance est définie analytiquement (?),
Riemann fait nettement abstraction de cette hypothese : il insiste
méme sur ce qu'une théoric des fonctions en doit donner la figu-
ration indépendamment d’une méthode permettant de fos déter-
miner par des opérations exécutées sur les grandeurs (*).

Aujourd’hui, il y a fonction dis que I'on imagine entre deux
variables (ou bien entre une variable et un systeme de valeurs
d’autres variables) une correspondance telle que, l'une étant
déterminée, 'autre ait sa valeur fizée. Peu importe le procédé

(') L'expression analytique unique
1 ; 1 -
COST — 7 0$3T + £ COSHT — ...
: 5

représente les deux fonctions differentes + % et — ;—t suivant qu’il s'agit des in-
lvrvalles(— I, I); (75: 0—1:) (voir n" 83).
a2 2 2

En parlaat du prolongement analytique, nous préciserons le sens de ce mot
une méme fonction, lorsqu’il s’agit de fonctions analytiques (n° 187).

(*) A dire vrai, c’est seulement dans son langage, ce a'est jamais dans ses rai-
sonnements que Cauchy suppose qu'a une fonction correspond une expression
analytique.

(*) Dissertation inaugurale. OE'uvres (trad. p. 47).

La considération exclusive des fonctions représentables analyliquement ne
restreint pas pratiquement le champ des applications, parce que ces fonctions
sont jusqu’ici les seules employées. Néanmoins, il existe des fonctions qui
¢chappent a toute représentation analytique (n° 17).

Une fonction est représentable analytiquement lorsqu’on peut la construire au
moyen d'opérations faites d’aprés une loi donnée, par excmple en effectuant une
infinité dénombrable de fois au plus les opérations addition, multiplication,
passage a la limite.

Dans quel cas unc expression analytique déterminée fournit-clle effectivement
un procédé de calcul de la fonction? La réponse & cette question dépend de ce
que Pon entend par effectuer reellement une opération. On peut dire qu’un cal-
cul est illusoire guand il exige deux passages a la limite successifs, sauf si le
second est relatif & une suite uniformément convergente.
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par lequel on a établi cette correspondance, et les conséquences
analytiques qui en résultent; peu importe méme la possibilité de
Iétablir ().

Dés lors, si I'on considére une collection finie ou infinie de
grandeurs (pour abré"er, on désigne cette collection par le mot
d’ensemble) et qu’a chaque systéme de valeurs des éléments de
I'ensemble on fasse correspondre un nombre, I'énsemble de ces
nombres constitue unc fonction définie sur ’ensemble consi-
déré ().

En f.nl c’est le plus souvent par une notation analytique que
I'on dL‘Inll cette correspondance, sauf en des points exception-

1 1
x? N —_ L )

-nels. Ainsi les symboles S sin—se e ¥ représentent des

fonctions ayant des valeurs déterminées pour z2o; & Porigine, on

peut convenir qu’elles sont égales a tel nombre que l'on veut (3).

3. Les définitions dans la théorie des fonctions étant ainsi rat-
tachées au domaine purement spéculatif, nous ne sommes plus
surpris d’entendre parler de fonctions continues non dérivables,
puisqu’il n'y a pas de lien nécessaire entre I'idée de continuité et

(') M. Tannery a bien mis ¢n évidence la distinction 4 faire entre les corres-
pondances qui sont deéterminces ct celles qui de plus peuvent étre décrites, ou
encore la diflérence entre une loi que nous pouvons caractériser par un nombre
fini dc mots ct une loi qui existe (¢f. Revue generale des Sciences, 1897, p. 132
et infra n° 9).

(?) 1° L’ensemble sur lequel la fonction est définic peut étre quelconque; il
peut comprendre les valeurs rationnelles, réelles, etc., un intervalle. Ainsi, dans
la théorvie des nombres, on considére souvent des fonclions définies seulement
dans 'cnsemble des nombres naturels : telle est la fonction bicn connue ¢ (n)
qui wpresenlo le nombre des nombres premiers non supérieurs a n.

2° L.« correspondance peut aussi étre quelconque. Ainsi une expression Lgule:)‘;

pour z entier, et & zéro pour z fractionnaire ou irrationnel définit une fonction.
1l en est de méme d'une expression égale & + z? ou — z* suivant que x est ra-
tionnel ou irrationnel.

Citons encore la fonction de Dirichlet (J. de Crelle, t. 4, p. 169) définic par
Pexpression (¢ —d) Iim[lim(coxn! 'ru')"'"J +d, et dés lors égale a c ou a d

n | M=
suivant que z est rationnel ou irrationnel.
1
(%) Si I'on donne a la fonction ¢ % la valeur zéro a l'origine, on peut la repré-
n

senter, z étant quelconque, par l'expression analylique unique Inm e nri+i
=
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celle de dérivée. Si I'on peut regarder pratiquement les fonctions
continues comme ayant une dérivée, parce que les fonctions con-
sidérées habituellement en ont une, logiquement il faut séparer
ces deux notions.

Les fondateurs du Calcul intégral avaient bien reconnu qu’une
fonction continue peut ne pas étre dérivable en des points excep-

. . , . I
tionnels. Par exemple, la fonction représentée par x sin—

pour z 2 o, et par zéro pour x = 0, est continue a 'origine et n’y
a pas de dérivée. Mais c’est le fameux Mémoire de Riemann sur les
séries trigonométriques qui inspira les premiers doutes syr I'exis-
lence de leur dérivée en général ().

A cette occasion, Riemann étendit la notion d’intégrale définie
et 'appliqua & des fonctions discontinues dans tout intervalle.
Il en résultait indirectement (Riemann, sans rvien publier, fit con-
naitre cette conclusion) que les fonctions continues n’ont pas for-
cément de dérivée, au moins en des points formant un ensemble
dense partout (*). Le premier, Weierstrass donna un exemple de
fonction continue d’argument réel n’ayant de dérivée déterminée
pour aucune valeur de cet argument (3) et par suite de courbe

(') GEuyres, p. 225 (trad. LAUGEL, p. 239).
(?) Le premier exemple connu de pareilles fonctions est lintégrale FF(z) de
la série de Riemann f(z) que nous formerons plus loin (n° 13) : c'est une fonc-
2k 41

tion continue, sans dérivée en tous les points » qui forment bien un en-

semble dense partout (on en conclut aussi que les notions d’intégralc et de
fonction primitive sont différentes, n° 159); cf. DarBoux, 4. E. N., 1875, p. 93;
Picarp, Analyse, deuxiéme édition, t. I, p. 218. Un exemple élémentaire de
fonction continue sans dérivée en une infinité de points formant un ecnsemble dense
partout a été donné par M. Cahen (Enseignement mathématique, 19o6, p. 361).
(*) Académie de Berlin, 18 juillet 1872 (WEIkRSTRASS, QR uores, t. 11, p? 71).
Voir aussi WIENER, J. de Crelle, t. 90, p. 221. — Du Bois Reymonp, J. de
Crelle, t. 19, p. 29 et Theorie genérale des fonctions (traduction Milhaud). Du
Bois-Reymond appelle fonctions orthoides celles qui ont une dérivée. « Ce n’est
pas Panorthoidie cn des points isoles qui est un caractére distinctif de la Mathé-
matique moderne, mais Panorthoidie permanente de certaines fooctions... Si,
aux valeurs d’argument distinctes, on fait correspondre d’une maniére conve-
nable des valeurs de fonctions distinctes, il sc forme pour la fonction, dans le
plus petit intervalle qu’on puisse imaginer, des différences de valeurs qui ne cor-
respondent plus & P'image d'une courbe visible. La premicre idée d'une pareille
correspondance est plutot due & Lejeune-Dirichlet : il a incidemment recours a
une fonction qui prend, pour des valeurs rationnelles de I'argument, une valeur
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contlinue n'ayant de tangente en aucun point, ou encore de courbe
ayant en chaque point une tangente, mais n’'ayant pas de cour-
bare (*).

Il considéra la série trés simple

L

X sntier i HY ~
F(z) =2/1" cos(anr) @ entier impail .7 ).

b constante positive <1
n-=-0 ~
Cette série converge uniformément, car ses termes ne sur-
passent pas ceux de la progression X675 done () est une fonc-
tion condinue (n* 66). Si Pon a ab <1, F(x)a pour dérivée la
série (elle-méme continue)
o

. N .
F(r)= - nZ(al))" sin(atnx),
"0
car en ce cas I/(x) converge uniformément (n° 68).
L 3T g . N s
Mais, si @b surpasse 1 + —» 1'(z) n'a plus de dérivée. En effet,
Pexistence d'une dérivée exigerait que la fraction

| Fe+h)—Fr)

h

restat inférieure a ¢ pour toutes les valeurs | A| < 8, ¢ étant arbi-
traire et & un nombre déterminé. Or, des transformations assez
simples (*) montrent que, dans le cas considéré, I'hypothese

constante ¢, et pour les valeurs irrationnclles une autre valeur d. Riemann nous
A ensuite enseigné une méthode pour former des fonctions de ce genre : elle con-
siste & additionner une séric de fouctions auxquelles on donne certaines oscilla-
tions ou discontinuités de plus en plus fréquentes... » (p. 120).

Peu aprés Weierstrass, M. Darboux présenta des Lypes variés de fonctions con-
tinues sans dérivée : fonctions continues sans dérivée pour les valeurs commen-
surables, incommensurables, pour toutes les valeurs de la variable. Memoire sur
les fonctions discontinues (A. £. N., 1873, p. 57; 1879, p. 199).

(') L’intégration ne peut donner de pareilles fonctions, puisque les points ou
une intégrale n'a pas de dérivée appartiennent & ’ensemble des points de discon-
tinuité de la fonction intégrée, et par suite & un ensemble qui doit étre de mesure
nulle (n° 159). ’ .

(*) On en trouvera le détail dans tous les auteurs. Cf. JomrDAN, Analyse,
2* éd., L. I, p. 316. — Goursat, Analyse, L. I, p. §75. — TANNERY, /ntroduc-
tion, etc., 2° éd., t. I, p. 115, — DE LA VarLLig-PoussiN, Analyse, L. I, p. 353, etc.
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[h| << % entraine

T
3> (= g

Donc A augmente indéliniment avec Uentier m, et, par suite,
lorsque | 4| tend vers zéro.

Cette fonction continue sans dérivée est bizarre a bien d’autres
titres : par exemple, clle a une infinité de maxima et de minima
dans tout intervalle ('), et la courbe représentative de la fonction
a une longueur infinie entre deux quelconques de ses points (2).

n intégrant la fonction de Weierstrass, on obtient dhe nou-
velle fonction dont la courbe représentative a une tangente qui
varie d'une maniére continue, mais n’a pas de courbure.

Les courbes si curicuses remplissant une surface (*) obtenues

par MM. Peano et Hilbert conduisent aussi i des fonctions conti-

nues sans dérivée en aucun point. Voici comment on peut définir
une de ces courbes.

Considérons un segment rectiligne (ab) et un carré () de coté
égal a (ab); partageons ce segment et ce carréen g, 9%, ..., 9", ...
parties égales 8,, et en g, g%, ..., 9%, ... carrés égaux ¢,. Pour
chaque valeur de n, nous numéroterons les g* segments 5, en sui-
vant Pordre dans lequel ils se présentent a partiv de Uextrémité «,
et les g% carrés ¢, dans un ovdre tel que chaque carré ait un céeé

. . . T )
(') Dans tout intervalle, il existe une infinité de valeurs de z de la forine 5;7

ol p el g sont entiers. On démontre que, si g désigne un nombre positif arbi-
traire, le quotient A tend vers — oo pour / négatif, el vers + c pour /i positif
lorsque p est impair; l'inverse a lieu si p est pair. Donc toute valeur impaire
de p donne un minimum, toute valeur paire un maximum. Dés lors, dans%out
intervalle, la fonction de Weicrstrass a une infinité de marima et de minima.
Par suite encore c'est unc fonction continuc qui dans aucun intervalle, si petit
soit-il, n’est ni constamment croissante, ni constamment décroissante.

(*) Cela tient a ce que la fonction F(x) n'est & variation bornée dans aucun
intervalle (n° 15); dés lors la courbe correspondante n'est pas rectifiable au sens
de M. Jordan (n° 156).

La représentation graphique des fonctions de ce genre a ¢té étudiée par
M. Klein ( Cahiers autographies de GOTTINGEN. Semestre d’été 1gor).

(3) En employant une expression que nous définirons plus loin, ces courbes
ont une aire, c’est-a-dire I'ensemble des points de la courbe est mesurable au
sens de M. Jordan, et sa mesure n'est pas nulle (n° 12).
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commun avec le carré suivant (fig. 1) (*). Enfin, nous ferons cor-
respondre entre eux les segments et les carrés dont le numéro est
le méme.

Fig. 1.
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Lorsque » croit indéfiniment, cette loi fait correspondre &
chaque point m du segment (ab) un point M du carré Q et un
seul. En effet, dans chacune des subdivisions successives de (ab),
il y a un segment contenant m. A chacun de ces segments, (ui
sont compris les uns dans les autres et tendent vers zéro, corres-
pondent des carrés contenus aussi les uns dans les autres, et dont
les cOtés tendent vers zéro : ils convergent donc vers un point
limite M (2). De plus, il résulte de I'ordre de numérotage adopté
pour les carrés que la surface Q est décrite d’une maniére con-
tinue par ce point M en méme temps que le segment (ad) par le
point m. Il existe donc des fonctions continues 2 = ¢(¢), y = $(¢)
détinissant les coordonnées cartésiennes z et y de M, lorsque le
paramétre ¢ qui fixe la position de m sur (ab) croit d'une fagon
continue (3). Ces fonctions continues ne peuvent avoir de déri-

(') La figure indique Pordre & suivre dans l¢ numérotage pour le cas de n = 2;
il suffirait de détacher les neuf carrés les plus voisins du sommet inférieur
gauche pour avoir la figure relative 4 la division en necuf carrés.

(?) Plus loin, nous rendrons rigoureux ce genre de raisonnement (n* 5 et 10).

(*) Cf. PEANO, M. A., t. XXXVI, p. 157. — HILBERT, M. A., t. XXXVILI, p. 459.
— Moore, Trans. American M. S., 1goo, p. 92. — PICARD, Analyse, 2¢ édit.,
L. I, p. 22, — LeBescuk, Legons sur Uintégration, p. 44 et 117.
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vée, sinon la courbe décrite par le point M aurait une longueur
finie (n°® 156). Ceci est absurde, puisque cette courbe passe au
moins une fois par chaque point du carré Q et dés lors remplit ce
carré.

4. En traitant des fonctions, nous emploierons souvent le lan~
gage géométrique, dont nous devons maintenant dire un mot.

I’Analyse est redevable a la Géométrie, a la Mécanique et a la
Physique de singuliers progrés. Non sculement ces sciences ont
indiqué aux analystes des types fondamentaux de problgmes, et
par la orienté leurs recherches; mais elles ont aidé¢ a pressentir
les solutions, suggéré des méthodes, élargi les horizons, alors que
la déduction logique était d’un faible secours pourles découvertes.

Le Calcul infinitésimal a son origine dans des intuitions géomé-
métriques et mécaniques : Newton, [eibniz et tout le xvine siecle
y ont fait souvent appel. Au xix® siécle, pour ne citer que trois
noms, Monge a é1é conduit par 'étude des surfaces & des résultats
relatifs aux équations aux dérivées particlles des deux premiers
ordres. Riemann fait de l'intuition géométrique la base de sa
Théorie des fonctions. C’est aussi le caractere de 'ccuvre de
Sophus Lie : il applique Pintuition géométrique a I'espace, et il
augmente la puissance de cette méthode en utilisant I'idée plucké-
rienne de I'espace généralisé, c’est-a-dire en remplagant I'espace,
ayant pour élément le point, par un espace dont I’élément serait
la droite, la sphére, une quadrique (').

Mais l'intuition sensible n’est pas une démonstration mathéma-
tique. Pour définir ce qu’il faut entendre en Analyse par preuve
suffisante, géométres et philosophes ont procédé par approxima-
tions successives : jusqu’au milieu du dernier si¢cle, il y a eu Bien
des stades dans I'évolution de I'idée de rigueur mathématique.
Autrefois, on a toléré dans les définitions et dés lors dans les dé-
monstrations un certain vague; tous les raisonncments par intui-
tion, par induction ou par a peu prés n’étaient pas exclus (2). Peu

(') KLEIN, Conferences du Congrés de Chicago, 1893 (trad. Laugel, p. 10).

(?) Pour citer 'exemple classique, on était amené a penser que toute fonction
continue admet une dérivée, d’abord par induction, cn passant ¢a revue les
fonctions qui se présentaient, puis par une intuition trop rapide qui équivalait a
ce raisonnement : « Une fonction continue peut étre représentée par une courbe
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a peu, la rigueur absolue a pénétré partout : celle que I'on exige
aujourd’hui ne sera plus surpassée ('), car on doit uniquement
faire appel a 'intuition du nombre pur et au syllogisme. Gauss et
Abel, Cauchy et Dirichlet, surtout Weierstrass, ont aidé a mar-
cher dans cette voie. L'école de Berlin « ne cherche pas i voir,
mais & comprendre » (2).

Au contraire, il n’y a pas d’objection i faire au langage géomé-
trique : c¢’est une manicre d’exprimer des vérités analytiques, et
I'on pourrait le remplacer par des équations et des inégalités, Pour
éviter teut malentendu, Gauss a parfois pris sa terminologie dans
les sciences biologiques, et M. Poincaré dans la Topographie (¥).
Mais la métaphore géométrique est plus commode ; car, des inter-
prétations que 'on peat donner d'une conception analytique, la
Géométrie suggére la plus simple.

Ce langage figuré est concis et clair; il facilite 'interprétation
des résultats et rappelle souvent un fait historique relatif a leur
découverte. Lorsqu’il y a plus de trois variables, il permet, sans
faire d’hypothése sur la réalité d’un espace ayant plus de trois
dimensions, de donner aux théorémes des énoncés simples; il
peut créer des associations d'idées et suggérer des généralisa-
tions (*).

continue; et une courbe a évidemment une Langente. » Cette prétendue évidence
venait de ce qu'on croyait avoir P'idée d'une courbe et d’une droite sans épais-
seur, tandis que de fait on voyail un trait et une bande de faible épaisseur. L’in-
tuition nontrait que le trait curviligne et la bande vectiligne empiétaient I'un
sur l'autre sans se traverser. Si c'est la ce qu’on appelle une courbe et une tan-
gente, il est clair que toute courbe a une tangente; mais la tangente ainsi définie
n'a pas de rapport avee la théorie analytique des fonctions. On peut dire la méme
chose du cercle osculateur (PoiNcark, A. M., L. XXII, p. 5. — KLEIN, Confe-
renées de Chicago, trad., p. 42). La continuite et la densite, au sens de la théorie
des ensembles, sont des propriétés que, par leur nalure méme, nos sens nc peu-
vent percevoir.

Celte asserlion tout nouvement a une vitesse appelle les mémes réflexions.

(') Cf. PoiNcarE, La valeur de la Science, p. 20.

(*) « De la a I'égard de la Géométrie une certaine méfiance, qui est le carac-
tére propre dec I'école de Berlin; pour ainsi dire, elle ne cherche pas & voir, mais
4 comprendre » (PoINCARE, 4. M., t. XXII, p. 17).

Cf. aussi KLRIN, Sur U’arithmeétization des Mathématiques (N. A., 1897, p. 114).

(3) Cf. PoINCARE, Courbes définies par une équation différentielle (J. M.,
1881, p. 383).

%) Cf. PoiNcARE, Analysis situs (J. E. P., 2¢ série, 1* Cahier, les premiéres
pages).
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Les premiers exemples de représentation géométrique remontent
a Descartes et a Fermat (*).

Aux valeurs d’une variable réelle on fait correspondre les points
d’une droite. Deux variables indépendantes (z, y°) pouvant étre
regardées comme des coordonnées, toul systéme de leurs valeurs
est figuré par un point du plan. Quand les nombres représentés
par z et ) vavient d’aprés certaines lois, le point se déplace en
décrivant une courbe. La courbe est continue lorsque ses coordon-
nées s’expriment par des, fonctions conlinues z = o(t), y=14(t)
d’un paramétre (#). Telle est la courbe de M. Peano. >

Une courbe continuc définie dans un intervalle (¢,T) est fer-
meée lorsque les fonctions uniformes, finies el continues ¢(¢) et
¥(t) reprennent les mémes valeurs pour les valeurs extrémes du
parameétre. Une courbe fermée prend souvent le nom de contour.

Une classe importante de courbes continues est celle des courbes
simples ou sans points multiples : on les appelle souvent courbes
de M. Jordan. Unc courbe fermée est simple lorsque I'on peut
déterminer les fonctions ci-dessus o(¢) et 4(¢) de telle sorte qu’elles
reprennent les mémes valeurs seulement pour les valeurs extrémes
du paramétre. Une courbe non fermée est simple lorsque, (2, )
désignant un point quelconque de cette courbe, les équations
xy=29(t), yy="1(t) admettent une seule solution ¢ = ¢, (*).

Une courbe est réguliére lorsque 'on peut choisir le paramétre ¢

(') DuscarTES, Géométrie. Paris. 1635, — FERMAT, Varia op. math. Tolosz, 1697.

(*) La courbe obtenue en remplacant ¢ par une fonction toujours croissante
d’une nouvelle vaviable n’est pas considérée comme dillérente de la premiére.

( ) Cf. Jonrpan, Analyse, 2¢ édition, t. I, p. go.

. Hurwitz a donné a cette définition la forme suivaute (Cong/es de Zurich,
189,. C. R., p. 102) : unc courbe de Jordan est un ensemble a deux dimensions
tel que l'on puisse établir une correspondance biunivoque et continue entre ses
éléments (x, y) et ccux d'un segment rectiligne ¢, Z ¢ = T, si la courbe est ouverte,
entre ses éléments et ccux d’une circonférence § = p cos¢, 7, = o sin¢, si la courbe
est fermée.

Ainsi, la courbe de Peano n'est pas une courbe de Jordan, bien que les fonc-
ltions » et ¢ soient uniformes et continues, car la correspondance entre le seg-
ment (ab) et le carré n'est pas biunivoque, ou encore la courbe se coupe elle-
méme.

M. Scheenflies définit la courbe fermée un ensemble parfait qui partage le
plan en deuz ensembles satisfaisant respectivement a une certaine condition
(Pun pourra étre regardé comme intérieur & la courbe, 'autre comme extérieur)
(M. A, t. LVII, p. 198 et 216).
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de telle sorte que les fonctions ¢ et { aient des dérivées continues
et non nulles a la fois, sauf peut-étre en un nombre fini de
points ou ces dérivées passeraient d’une valeur finie 4 une autre
valeur finie (').

Une courbe est analytique dans un intervalle (¢,T) lorsqu’en
chaque point ¢, de cet intervalle, et y sont développables en
séries procédant suivant les puissances positives de ¢ — ¢,. Un point
(x4, 1) d’une courbe analytique est point ordinaire ou régulier
lorsque dans le voisinage de ce point 'une des différences x — z,,
¥ — ¥ peut étre développée suivant les puissances positives de
Pautre. Ainsi, pour la courbe

z=ait+agtt+..., y=0bt+ bytr+...

analytique a l'origine, I'origine est point ordinaire lorsque I'un
des coefficients a,, b, n’est pas nul ().

Un contour est conveze lorsqu’une droite quelconque le coup:
en deux points au plus.

Le voisinage (I'entourage, le domaine) d’un point O est I'en-
semble des points d’un domaine continu & contenanlt le point O
et tel que la distance de O a I'un quelconque des points de ® ne
dépasse pas un nombre positif fixe ().

(') On voit facilement qu’une courbe réguli¢re peut toujours ¢tre partagée en
un nombre fini de parties représentables par des équations de la forme y = f(x),
z = fi(y), ou fet f désignent des fonctions uniformes et conlinues ainsi que
leurs dérivées du premier ordre.

(?) En effet, soit a, 2 o. Le théoréme de 'inversion apprend que ¢ est unc séric
entiére en z; en en portant la valeur dans P’expression de y, puis en ordonnant
par rapport & x la nouvelle série formée (n° 141), y s'exprime par unc série
entiére en z. ° )

Si l'on a a,= b, =0, a,2 0, l'origine est un rebroussement de premiére espéce.

(®) La distance de deux points (&g, ¥, By +++3 Zyy ¥4y Sy +++) €5t définie par
P’expression positive

V(o= )+ (Yo—J1 )P+t
leur écart par

|Zo— 2 | + | yo—01 | +.oon

En pratique, par voisinage d’un point, par exemple de 'origine, on eatend le
plus souvent le lieu des points dont les coordonnées vérifient 'une des inégalités

Z+y<8,  |z|+|y|<¥,  |z|<dF et |y|<¥,

c'est-a-dire on prend pour domaine (® un cercle, un rectangle, etc. ou encore,
pour certaines démonstrations d’Analysis situs, un triangle contenant lorigine.



LE NOMBRE ET LA FONCTION. 17

La considération d’une variable complexe revient & 'association
de deux variables réelles : aussi, on peut parler de variable com-
plexe décrivant un contour, restant a l'intérieur d’un domaine.
C’est la représentation classique de Gauss et de Cauchy, intro-
duisant laffixe d’un point.

Une portion du plan est dite connexe ou d’un seul tenant
lorsque 'on peut joindre deux points quelconques pris dans cette
portion par un chemin continu situé lui-méme tout entier dans la
portion considérée.

L.e domaine correspondant est & connexion simple, orsqu'il
comprend toute la région intérieure i tout contour fermé simple.
On appelle domaine a connexion multiple le domaine intérieur
4 un contour fermé simple C et extérieur a des contours fermés
simples C/, C', ... extéricurs les uns aux autres et intérieurs a C.

Etant données deux demi-droites reclangulaires Oz, Oy, on
appelle sens positif ou direct celui dans lequel il faut tourner
pour amener O.r sur Oy par une rotation égale & un angle droit.

Considérons d’abord un contour convexe tel que C (fig. 2) : le

Fig. 2.
c

N\ /

sens positif sur ce contour est le sens dans lequel un mobile doit
cheminer, pour qu’il paraisse, relativement a un observateur inté-
réeur au contour, se mouvoir dans le sens positif.

Avec la disposition des axes ordinairement adoptée, un mobile
décrit un contour dans le sens positif, lorsqu’il le parcoure de
manicre & avoir Paire entourée i sa gauche.

Dans l'aire triplement connexe ('), indiquée sur la figure 3, la

(1) Une surface est connexe lorsque deux points pris arbitraircuent sur la
surface peuvent toujours éire réunis par un trait continu situé tout entier sur la
surface.

La conncxion peut étre simple ou multiple. Unc surface connexe est & con-
nexion simple quand ses bords, si elle en a, se composent d’unc ligne unique et
que tout circuit (c'cst-a-dire tout contour fermé ne se coupant pas) tracé sur la
surface el ne rencontrant pas ses bords peut, par déformation continue sur la
surface, étre réduit & un point. Considérons unc surface ayant des bords (par

I 2
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portion intérieure es\ celle qui n’est pas en hachures. Un mobile
en décrit le contour dans le sens positif quand des observateurs,
placés & Pintérieur de Vaire et non loin du contodr, voient ce

mobile s¢ mouvoir dans le sens positif, au moment oi il parcourt
les ¢léments du contour voisin des positions u’ils occupent. On
peut donc dire que le mobile marche dans le sens positif (avec
la disposition ordinaire des axes) quand il se déplace de maniere
4 avoir I'aire entourée & sa gauche. La dircction positive de la
tangente est celle qui correspond au sens positif adopté pour
décrire le contour.

lLa normale intérieure au contour est la direction de la nor-

TERT RETNT . . , N T . .
male (MN, M'N") qui fait un angle égal & + = avec la direction
positive de la tangente.

Si Pon a a considérer p variables complexes 3, ..., 35, on les
fera se déplacer dans p plans différents, et 'on parlera du champ
multiple w, formé par Pensemble des champs w,, ..., ®,.

exemple, pour donner des bords & une sphére, il suffit &’y faive nne entaille
avee des ciseaux; ‘pour donner des bords au plan, il suffit &’y tracer un cercle de
rayon trés grand). On appelle coupure une scction faite dans la surface avec
des ciseaux et joignant deux points situés sur les bords. Unc surface est a con-
nexion simple lorsqu'il est impossible d’y tracer une coupure sans la morceler.

En particulier une aire planc est simplement connexe lorsqu’elle n'a pas de
trous. Deux coupures transforment l'aire & tkiple contour (fig. 3) en aire sim-
plement connexe.
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§ Il — La NotioN pE LimiTE ().

5. Commencons par denx cas particuliers. Soit d’abord u,,
Uyy ooy Wy, .. une suite infinie d’éléments réels ou complexes
rangés dans un certain ordre. On dit qu’elle est convergente ou
que ses éléments tendent vers une limite u lorsque i tout nombre
positif donné ¢ on peut faire correspondre un entier N tel que 'on
ait | u, — w | < < pour toute valeur de n supérieure i N (2).

Soit encore f(2,y, ...) une fonction d’une ou plusieurs va-
riables réelles ou complexes définie dans le voisinage d’un
point (&4, ¥y, ...), saul peut-étre au point lui-méme. En ce point
elle tend vers une limite / lorsque d tout nombre ¢ on peut faire
corrvespondre un nombre 5 tel que Pon ait | f(x, y, ...) — 1| <e
pour toutes les valeurs

ol|x - xy| <23, o |y—yol <8, |z —w&y|+|ly—yo| >0 (3)

]
.. N . .o e 3 e .
\insi les fonctions . sin o £ sin e "* ont une limite a ori-

(') Non seulement les notions de fonction continue, de série, de dérivée, d'in-
tégrale, etc., et, par suite, I'Analyse enticre, reposent sur idée de limite puisque
toutes ces fonclions sont définies par leurs valeurs limites, mais encore, hien que
les critéres de convergence ci-dessous soient une conséquence de la délinition
des incommensurables et présupposent la notion du continu, néunmoins inver-
sement la notion de limite est commode pour utiliser pratiquement la définition
de ces nombres donnée plus haut. C'est & cause de cette importance que nous la
détachons de la théorie des ensembles, dans laquclle elle rentre logiquemcnt.

(*) De méme, les éléments d'une suite augmentent indétiniment lorsque, 3 tout
nombre donné K, si grand soit-il, on peut faire correspondre un nombre N tel
que Pon ait |u, | > E pour n> N.

Une suite de nombres réels est proprement divergente lorsque, ses lermes gar-
dant le méme signe, leurs valeurs absolues croissent indéfiniment; clle est impro-
prement divergente lorsqu'elle n’est ni convergente, ni proprement divergente.

(") On cn déduit que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fouc-
tion f(z) de la variable complexe s=x-+iy, mise sous la forme w(x, y)+iv(z,y),
ait pour limite @ + (b en un point 3,= Z,+ iy, c’est que les fonctions u et ¢
convergent respectivement en cec point vers @ ¢t b.

De méme la valcur limite d’une fonction de plusicurs variables complexes,
envisagéc dircctement sous la forme u(x, y, ...)+iv(x, y, ...), peul se definir
par les valeurs limiles des fonctions u et ¢, quel que soit le nombre des variables
réelles x, y, .
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1
gine ('); les fonctions sina—'c et e* ne tendent vers aucune limite .
pour x = o.

De ces cas particuliers on passe a la définition générale de
limite en remplagant soit I'ensemble des enticers sur lequel la
suite w, était définie, soit 'ensemble continu formant le voisinage
de (xg, Yo, -..) par un ensemble infini quelconque ayant le
point (xo, Yay - -.) pour point limite (?). Ainsi, soit f(z,y, ...)
une fonction définie sur un pareil ensemble : au point (&g, ¥y, ...)
elle converge vers une limite / lorsqu’on peut satisfaire a I'inéga-
litd | f— 1| < e en tous les points (., y, ...) appartenant & P'en-
semble et dont la distance au point (24, 3y, ...) reste inférieure a
un nombre fixe.

Quand une fonction est définie sur un certain ensemble, par
exemple sur ensemble continu formant le voisinage de (xq, ¥y, ...),
on peut apphquer la définition de limite & un ensemble infini ne
contenant pas tout ce voisinage. Par exemple, une fonction f(x)
étant définie pour toutes les valeurs de a, on parlera de sa valeur
limite lorsque z tend vers zéro par des valeurs positives, ou bien
augmente indéfiniment par des valeurs entiéres. En ce dernicr
sens, une fonction peut avoir en un point des limites différentes :
ainsi unc fonction /(5) pourra converger en 3, vers divers nombres,
d’apres le chemin suivi par la variable pour tendre vers z, (3). Au
contraire, sur un ensemble déterminé, une fonction ne peut avoir
qu'une seule limite, comme on le voit en raisonnant par 'absurde.

Une fonction peut ne pas étre définie en un point, hien qu’elle

(') Si l'on considére les trois fonclions définies par ces symboles pour z Z o et
nulles pour x =: 0, ces Lrois fonctions sont continues & l'origine. En ce point la
premiére n'a pas de dérivée, la deuxi¢me a unc dérivée non continue et n'a pas
de dérivée scconde, la troisieme a une dérivée continue et méme des dérivées de
tous les ordres. La premiére fonction tend vers sa limile (zéro) sans s’en rappro-
cher constamment et e¢n Patteignant un nombre infini de fois.

() Clest-a-dire tel qu’il y ait unc infinité de points de I'ensemble dans le voi-
sinage du point considéré (n° 10).

1

(*) Ainsi la fonction et tend vers zéro ou augmente indéfiniment, suivant
que z tend vers zéro par des valeurs négatives+ou positives.

De la, la distinction entre les valeurs limites de la fonction a gauche et a droite
d’un point z,, ou encore entrc les limites posterieure et superieure (notion qui
sera généralisée au n° 14). Dirichlet les désignait. par f(z,+0), f(z,—v);
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ait en ce point une limite déterminée ('). Si elle est définie en un
point, sa valeur en ce point peut ne pas coincider avec celle de la
valeur limite de la fonction (2).

On considére par définition +oc comme un nombre supéricur
A tous les nombres finis, — o comme un nombre {nférieur i tous
les nombres finis.

Cela posé, on dit qu'une fonction f(s) de variable complexe
augmente indédfiniment pour z =3, lorsque son inverse tend
vers zéro. C'est dire qu’a tout nombre positif donné E, si grand
soit-il, on peut faire correspondre un nombre positif 3 tel que
Pon ait

| f(so+h)!' >E pour o] <8

f(z,) représentait la valeur de la fonction au point z,[f(—o0), f(0), f(+ 0)
s'il s'agit de l'origine].

1© On peut avoir f(x,+0) = f(L,—o0)S f(2,).

Exemples : Soient
n.c?

y(z) = lim -

w(x) = lim —_—
#(r) et

_r
nmw (2
on a

9(0) =1, 2(k0) =0, Y(0) =0, Y(Fo)=1.

2° Oun peut avoir

S(zy=0) 2 f(x,) = f(£,+0),

ou réciproquement (nous dirons alors que la fonction est semi-continue, n° 14). '
Exemples : Soient

) o nxt—i \ — oz lim T
?(I)~xnlﬂl;n.r"+l, v(‘c)ﬂxnll,“:ox"»f—u’

on a

pO—0)=—1, p()=s(+o)=1, YO—o0)=¢()=—1 Y(+ol=1

3° On peut avoir f(z2,— 0) = f(.x,-+ 0), et f(z,) non défini en z,.
. x? Lo ! L. , Lo
() Les fonctions - wsin e~ 573 ont a Porigine zéro pour limite : sans

convention complémentaive, par exemple relative A la continuité, elles ne sont
pas définies a l'origine.
1

La fonction €3 (5 complexe) non seulement n’est pas déterminée pour 3z = o,
mais il est impossible de définir par continuité sa valeur a l'origine, puisque
'on obtient en ce point telle valeur que P'on veut, en faisant 5 tendre vers zéro
par un chemin convenable (n° 99).

(*) Clest ce qui arrive en tout point ou la fonction n’est pas continue.
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On écrira de méme

lim f(3) =1, lim f(2) ==,

si I'on peut satisfaire aux inégalités
If(z)—1<e  [f(3)|>E,

¢ et K étant choisis arbitrairement, et 3 prenant une valeur quel-
conque de module supérieur & un nombre fixe ().

Pour c(lécider de la convergence d’une fonction, on a souvent
recours a I'un des critéres suivants :

Tutoreme . — Pour qu’une suite de nombres réels uy, u,, ...,
Upy ... qui ne vont jamais en décroissant ait une limite finie, il
Saut et il suffit qu’ils ne dépassent pas un nombre fixe.

l.a condition est évidemment nécessaire.
Elle est suffisante, Soit E—+1 /e plus petit nombre entier supé-
rieur ou ¢égal & tous les termes de la suite . Partageons Pinter-
: . .o . e+
valle (E, E + 1) en dix parties égales; soit encore K 4- -'l—-

’ (4]
plus petit des nombres formés (0Ze,7g) qui soil supérieur ou égal
a tous les nombres de la suite «. En partageant encore en dix par-

. . . e - ey~ 1" . . e

ties Uintervalle <|z -+ l—-'». E+ 'I—o) et en répétant indéfiniment
O

cetle opdération, on détermine un nombre ¢ (note 2, p. 2) quia

pour représentation décimale

=l g 4
10 10 tor
nombre, que je dis élre une limite pour la suile « (3).

(") De méme, si 'on se borne aux valeurs réelles, on éerira
lim f(r)=1, lim f(x)=1,
R T @
1) . .
£ ) tend vers £ pour § tendant vers zévo dans le premier cas par des

lorsque f<

valeurs positives, dans le second par des valeurs négatives. Le nombre  peut
&tre fini, étre égal @ + o0, a — oo,

(?) Si nous avons divisé Fintervalle (E, E 41) en dix parties égales et non pas
par excmple en deux parties, c'est afin d’obtenir en méme temps une représen-
tation décimale du nombre (.
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En effet, des inégalités

ep-l-1

€y [ C g €y
Bt =+ =L Qa2 = 4
10/ 1o 1or

10
la seconde est vraie quels que soient n et p, la premicre est vraie;
p étant déterminée, pour loutes les valeurs de n supéricures a un
nombre fixe N. D’aprés la définition de &, ces inégalités subsistent
lorsqu’on y remplace «, par £. On a donc

. 1
| & — 1y | < — pour n>N,
foP

ce qui justifie la proposition ().

(") Voici quelques corollaires relatifs i la définition des nombres rationnels ou
irrationnels :

1° Un pareil nombre 1. est défini par une loi de vépartition de tous les nombres
(rationnels ou irrationnels) en deux classes A et B telles que tout nombre de
la classe A soit inferieur a un nombre quelconque de la classe B. En effet, les
nombres de la classe A et ceux de la classe B, rangés respectivement par ovdre
de grandeur croissante et de grandeur décroissante, ont des limites Z et /. On a,
du reste, /2 /', puisque tout nombre supérieur i { est de la classe B comme ne
pouvant étre de la classe At on a méme [ = [, sinon il y aurait des nombres
entre [ ct ', ¢t ces nombres ne pourraient ¢tre ni de la classe A, ni de la
classe B.

Cette limite commune définit le nombre L. Ce nombre L lui-méme peut étre de
la clusse A ou de la classe B.

2¢ Un pareil nombre L est encore défini par deux suites de nombres a,
b.(a, < b,), les uns ne décroissant jamais, les autres ne croissant jamais, et
tels que la différence entre deux nombres a,, b, appartenant respectivement
auzx deux suites descende, pour n infini, au-dessous de tout nombre donne.
En effet, en pareil cas, ces deux suites ont vespectivement des limites / ¢t /', De
plus £ = {"; car des indgalités

a,:l2b,, a,’l' b,
on déduit
=020, —a,.

Le nombre fixe |1 - | peut done étre veadu inférvieur a e par suite, il est
nul. Cette limite conumune définit le nombre L.

On donne & ce dernier corollaire une forme géométrique en disant qu'une
suite infinie d'intervalles (a,b,) compris les uns dans les autres et tendant
vers zéro délinit un point.

Remarquons enfin qu'au licu de déduire ces deux corollaires de la notion de
limite, on aurait pu, par les mémes considérations, les regarder comme des
conséquences de l'existence d'une limite supérieure pour un cnsemble borné
(n° 9).
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Avant d’énoncer le second critére de convergence, nous intro-
duirons avec Cauchy la notion de la plus grande des limites
d’une suite de termes réels ug, wy, ..., tty, o...

‘Supposons cette suite bornée, et répartissons I'ensemble des
nombres en deux classes A et B en convenant de mettre un nombre
déterminé c dans la classe A ou la classe B suivant que la suite «
a un nombre infini ou bien un nombre fini (ou nul) de termes
supérieurs & ¢. Cette loi de séparation définit un nombre L, puis-
que, d’apres elle, un nombre quelconque appartient a I'une des
deux classes et que tout nombre de la classe A est inférieur 4 un
nombre ¢uelconque de la classe B; ce nombre L est appelé la plus
grande des limites de la suite w (').

Pour toute suite hornée ce nombre L existe ; de plus, il jouit de
la propriété suivante : si 'on considére les incgalités

(1) L—e<u,<L+¢ (e quelconque > o),

on peut satisfaire a la premiére pour une infinité de valeurs de n
a partir d’un rang quelconque, a la seconde pour toutes les va-
leurs de n a partir d’un certain rang. Cette proposition résulte de
ce que, d'aprés la définition de [, les nombres L—z et . 4 ¢
appartiennent respectivement  la classe A et a la classe B (2).

(') Dans le langage de la théorie des ensembles, la plus grande limite est le
plus grand élément de Pensemble dérivé (ou, s'il y a lieu, sa borne supérieure);
en d’autres termes, des points limites de ’ensemble ordonné considéré, cest le
plus éloigné de l'origine. De 1d la pleine justification de la dénomination adoptée
pac Cauchy.

Il peut y avoir des termes qui dépassent la limite d’une suite, ainsi que sa
plus grande limite; il 'y en a jamais au dela de la limite superieure de I'en-
semble qu'ils forment. .

La limite supérieure (obere Grenze) et la plus grande limite coincident dans

(

)
. . . . 1
les ensembles non bornés : ¢’est I'infini. Dans Pensemble 1, -, ceey =3 ..., CES
2 n

deux limites sonl respectivement 1 et o.

Ce que Cauchy désignait par la plus grande des limites (QEuvres, 2° série,
t.o 10, p.or2r; X, p. 4g, etc.), du Bois-Reymond Pappelle Obere Unbestimm -
heitsgrenze (Antrittsprogr., 187v; Allg. Funktionenth., p. 266), ct M. Hada-
mavd limite supérieure pour n infini (J. M., 1892).

La définition de¢ la plus petite des limites cst analogue.

Cette notion sera utilisée dans la théorie des sérics entiéres (n° 75) et étendue
aux suites & deux indices (n° 143); du reste, les considérations relatives i la plus
grande limite s’étendent au cas d'une variable continue.

(*) On peut aussi définir directement la plus grande des limites par les inégu=
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Tutorkme 1I (Cauchy). — Pour qu’une suite de nombres
réels wy, wyy ..., Upy .. ait une limite u, il faut et il suffit
qi’a tout nombre positif donné ¢ on puisse faire correspondre
un entier N tel que pour toute valeur de m et de n supérieure
aNonait |um— u,|<s.

La condition est évidemment nécessaire, puisque des inégalités

|u,,,—u|<§, Jup—u| < (m >N, n>N)

~le

on déduit que | wn— u,| n’atteint pas e pour les mémes valeurs
de m et de n.

Elle est suffisante. En effet, la suite donnée est bornée, puisque
tous ses termes sont compris, a partir de w,, entre u,—c¢ el
tp+ € ('); donc elle admet une plus grande limite L., qui est
finie. Posons

Up— L= (up—u,)+ (u,— L).

D’aprés 'hypothése et en vertu de la propriété ci-dessus de la
plus grande limite L, on peut déterminer un nombre fixe n de
fagon que | w,— wu, | n’atteigne pas € pour toutes les valeurs de
m supérieures a n, et qu’en méme temps la quantité fixe | ¢, — L]|
soit inférieure a . Par suite |, — L[ n'atteint pas 2 pour m > n;
donc les nombres «,, convergent vers L (2).

lités (1). Pour prouver alors que, dans toute suite bornee, la plus grande des
limites existe et est finie, on remarque que, d'apres la loi de Bolzano-Weierstrass
(ne 10), la suitec « admet an moins un point limite. Quel que soit celui que
l'on coansidére Ly, on peut satisfairc aux inégalités (1) pour une infinité de valeurs
de n a partir de tout nombre N. De plus, si L, est le point limite le plus éloigné¢
de l'origine, la scconde inégalité (1) est vérifice pour toutes les valeurs de n a
partir d’une certaine valeur N,

(') Si Pon avait déja démontré la loi de Bolzano-Weierstrass (n°10), on pour-
rait achever la démonstration en déduisant de ce fait quc la suite a un point
limite uNIQUE (puisque les points limites possibles sont ici compris dans un in-
tervalle dont I'écart est 28), et dés lors a une limite. Ainsi, si 'on suivait cet
ordre, il serait inutile de parler ici de la plus grande limite,

(*) Dans le cas d'une suite a éléments complexes, la démonstration est analogue.
Voici une troisiéme démonstration ou I'on ne parle pas explicitement de la plus
grande des limites, et qui est applicable au cas ou I'on considére, i la place des
termes d'une suite u, une function f(x) telle que I'on ait | f(z') — f(2")| <¢,
par exemple pour toutes les valeurs de ' ¢l z" supérieures a un nombre fixe.

Considérons une suite arbitraire de quantilés positives décroissantese,, e, ¢, ...



26 CHAPITRE I. — LES FONCTIONS EN GENERAL.

Remarque. — Nous venons d’énoncer les principes de con-
vergence en nous bornant aux ensembles dont on peut affecter
les éléments d’un indice. Mais on démontre d’une maniére ana-
logue que, lorsqu’une variable continue x augmentant indéfini-
ment, une fonction f(z) nc décroit jamais ct reste inférieure a
unynombre fixe, cette fonction tend vers une limite pour z infini (*).

De méme, étant donnée une fonction f(z, y, ...) d'une ou de

lusieurs variables continues, définie dans le voisinage d’un point
(x0y Yoy --.) sauf peut-étre en ce point, la condition nécessaire
et suffisante pour qu’en ce point elle tende vers une limite, ¢’est

tendant vers zévo; soient N, N, N, ... les nombres qui leur correspondent c¢n
vertu des hypotheés (On peut s’arranger de facon qu'ils aillent toujours en
croissant.)

Kn particulier, pour tous les nombres v compris entre N, et N,, on pourra
éerive | u, — u, | > ¢, c'est-a-dire w,—¢ < u,-< u,-- s, el cela pour toute va-
leur de n supérieure a N,. Si nous appelons respectivement a, ct b, la plus
grande ct la plus petite des quantités w,—- ¢, u, - ¢, quand v prend toutes les
valeurs comprises entre N, et N,, on aura

a, < u, b,

pour toute valeur de n supéricurc a N,.
De méme pour tous les nombres v compris entre N, et Ny, et pour toute valeur
de n supérieure a N,, on aura

u, — g, U, M, A 8,
c'est-a-dire
a, < u,< b,,

en représentant par a, et b, la plus grande et la plus petite des quantités a,,
u,—e,; b, u,+ ¢, (v parcourant les valeurs entre N, et N,).

On définira par le méme procédé des nombres a,, a,, ...; by, b;, .. .; dela deux
suites @,. a,. ...: b,, b,, ... qui sonL respectivement croissantes ou stationnaires,
décgoissantes ou stationnaires. Un terme quelconque de la premiére est inférieur
4 un terme quelconque de la seconde; car, si un terme a; surpassait b, il surpas-
serait les termes w, a partic (’une certaine valeur de n. Enfin la différence entre
deux termes correspondants («,, 0,) des dcux suites est inférieuve i 2¢;, c'est-a-
dire tend vers zéro.

Les deux suiles a et & définissent done un nombre w; et ce nombre est une
limite pour la suite w,, w,. ..., «,, ..

(') Méme théoréme lorsque, z diminuant indéfiniment, la fonction f(z) ne
décroit jamais et n'atteint pas un nombre fixe.

. 1 . -
Le changement de variable — = z — a conduit & des propositions analogues
’ x

applicables par exemple aux fonctions qui ne décroissent jamais et ne dépassent
pas un nombre fixe lorsque z tend vers @ en augmentant toujours.
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que | f(2', ¥y .o)— f(2", y", ...)| tende vers zéro lorsque les
points (z', ', ...), (", »", .. .) tendent indépendamment I'un de
Pautre vers le point (24, o, +..) (').

Cette proposition fondamentale est souvent appelée principe
général de convergence (?).

6. Souvent on est amené a prendre la limite de la limite d’une
expression, et plus généralement a eflectuer successivement n pas-
sages 4 la limite. Ainsi, soit I'(x, «) une fonction de deux varia-
bles el 2 qui convergent respectivement vers z, et a,. Suppo-
sons que F ait une limite f(z) lorsque, & restant constan® o tend
vers a,, et qu’ensuite f(x) ail une limite f(2,) quand x tend vers
z,. De méme, supposons que I ait une limite ¢(z) lorsque,  res-
tant constant, x tend vers z,, et (|u’en.~'uiu= "o(a) converge vers
0(a,) pour o= z,. Les limites f(x,) et ¢(a,) n’ont pas en général
la méme valeur (3).

Il est intéressant de savoir quand on peut intervertir lordre des
passages & la limite successifs sans changer la valeur du résultat final.

C'est la question qui se pose dans le probléme de la dérivation
d’une intégrale par vapport i un parvameétre, de I'évaluation d’une
intégrale double par le calcul successif de deux intégrales simples,
dans la question de la continuité des séries 4 termes continus, de
leur intégration Lerme par terme, ete (*). Par exemple, soit s(x)

(") La démonstration est analogue a celle donnée dans la note (2), p. 25.

(*) Pour qu'au point (z,, y,) la fonction f(z, y) converge vers unce limite [,
il faut évidemment que f(xz, y) tende vers ! lorsque ic point (z, ) tend vers
(zy, ¥o) en suivant une courbe arbitraire. En raisonnant par I'absurde, on dé-
montre que la réciproque est vraie.

Mais il ne suffirait pas que f(x, ) convergeat vers unc méme limite I lorsque,
(z, y) tend vers (x, ¥,) en suivant une droite quelconque. Ainsi, considétons
dans le plan 3 =1 la cavdioide r = 2a(1+4- c0s0), puis le cone ayant son sommet
a lorigine et pour directrice cette cardioide : désignons par f(z, 3) une fonction
égale & zéro sur la partie négative de Paxe des oz, ct ayant pour valeur aux autres
points du plan Pordonuée 3 positive correspondante du cone. La fonction f(z, y)
converge vers o par toute droite aboutissant a l'origine, et elle converge vers 1
par la projection de la cardioide considérée; donc elle n’a pas de limite a I'origine.

(*) Ainsi le produit :sin';a pour limite zéro si I'on fait tendre d’abord a,

puis z vers zéro. 1l ne tend vers aucune limite lorsque x ct = tendent vers zéro
dans Pordre inverse.

(*) Ces derniéres remarques sont dues a M. Osgood (B. Americ. M. S., 1896~
1897, p. 61).
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la somme d’une série convergente en un point z,, et sy(z) celle
de ses 2 premiers termes : nous dirons a quelles conditions on a
Q) lim [lim sq(z)]= lim [lim sq(z)].

r=r, =« a=w 2=,

Ce dernier probléme se résout par I'introduction d’une notion
fondamentale, qui se rattache a celle de double passage a la
limite : c’est la notion de convergence uniforme vers une limite,
gleichmdassige Konvergens (V). )

Soit F(z, y; a, 3) une fonction ol les variables (z, ), (2, )
jouent {es roles différents : on la suppose définie aux paints (., v)
d’un domaine fermé ), quand les paramétres (=, 3) tendent vers
un systéme de valeurs finies ou infinies (29, ).

Nous avons dit que cette fonction a pour limite f(z, ), en un
point (x, y), lorsque & tout nombre ¢ on peut faire correspondre
un nombre positif 3, tel que Pon ail

(
B, yin ) flapl<e  (l2omlrEblze ),
03| —ay| <8, 0Z|B—Ll <3

Elle converge uniformément vers sa limite dans le domaine @
lorsque, dans tout le domaine, on peut satisfaire a ces inégalités
pour une méme valeur positive 8, de 4, ¢'est-a-dire pour une va-
leur positive de & indépendante de (z, y) (*).

Cette définition s'applique quels que soient le nombre des
dimensions du domaine et celui des paramétres =, . Elle ne sup-
pose pas les variables véelles.

En particulier, soient f, (z), fa(2), ..., fa(Z), ... une suite de
fonctions définies sur un ensemble E, et ayant pour limite f(z)
surs cet ensemble E : f,(x) représente par exemple la somme
des a premiers termes d’une série dont la somme est f(). Cette
suite converge uniformément dans ensemble I vers f(.r) si a
tout nombre positif donné ¢ on peut faire correspondre un en-

(') Cette dénomination est due & Weierstrass.

(*) A chaque point (z, ) de (B correspondent une infinité de nombres
positifs &; soit A(z, ) leur limite supéricurc. L’ensemble de tous ces nombres
positifs A, relatifs a4 tous les points de (D, a uhe limite inféricure &, positive
ou nulle. La convergence est uniforme quand cette limite cst positive,
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tier N, le méme dans tout ’ensemble, tel que I'on ait
[ f(z)— fal(z)]| <

pour toute valeur de « supéricure & N (').

A chaque point z ot I'on étudie la convergence correspondent,
en général, des nombres N, qui dépendent de z (et de <), tels que
l'inégalité ci-dessus soit satisfaitc pour toute valeur de « supé-
rieure & N : ce qui caractérise la convergence uniforme, cest
qu’en chaque point 2z on peut choisir ces nombres N indépendants
de @ (*). )

Dans ces conditions, & partir d’un certain rang N et quel que
soit le rang a auquel on s’arréte ensuite, les fonctions fy(x) repré-
sentent f(x) dans tout !’ensemble E avec une approximation
dont la hmite supérieure ¢ est un nombre fixe (*).

. . o . 1 . e .
Ainsi la fonction —— tend vers o ou 1, pour « infini, suivant
[T ’

que l'on a x 2o ou o = o. Elle tend ou ne tend pas uniformément
vers sa limite dans 'intervalle a <2 % b, suivant que a est positif
ou nul (*).

(') On déduit cette définition de la précédente en annulant 3 et §, et en don-
nant & 2 unc suite de valeurs enti¢res croissant indéliniment.

De plus, d’aprés le second critére de convergence, on pourrait remplacer dans
cette inégalité f(z) par f,,,(z), v prenant 'unc quelconque des valeurs 1, 2, .. ..

(?) = élant donné, il y a, en chaque point de K, un entier minimum N(z) tel
que I'on ait | f — f, | <2 & pour 2 >> N. Quand ces nombres N(x) ont une limite
supéricure finie, la convergence est uniforme.

(*) Parfois on donne de la convergence uniforme une définition plus lurge en
exigeant seulement que linégalité ci-dessus soit satisfaite pour une valeur par-
ticuliére x (& étant toujours indépendant de z), sans s¢ préoccuper de savoir si
clle est encore vérifice pour les valeurs supérieures a 2. La convergence unifotme
ainsi entendue sert dans les questions d’approximation puisqu'elle donne unc
limite de Perreur lorsqu’on s’arréte a un terme de rang déterminé; mais elle est
de pen d'usage dans la théorie des fonctions.

(%) Dans Uintervalle o 2@ <1, les fonctions ——3%,, *—""f ; ne convergent

== L4t 1t
pas uniformément vers leur limite o pour n = - .

En effet, si petite que soit une valeur fixe z, adoptée pour z, et si grand que
soit un nombre N, il y a toujours une valeur n(n > N) pour laquelle la premiére
fonction prend la valeur 1, pour laquelle la seconde dépasse tout nombre assigné,
et cela pour une valeur de z inférieure & z,.

Du reste, dans les fonctions considérées en general, c’est la convergence non
uniforme qui est le cas ordinaire.
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Soit encore une intégrale F(z) a limite supérieure infinie
F(z) = f Sk, x)dE.

Supposons qu’elle ait un sens pour les valeurs du paramétre x
comprises enlre x, et z,, ¢'est-a-dire qu’a tout nombre positif e
on puisse faire correspondre, en chaque paint z de I'intervalle
(zoxy), un nombre L tel que I'on ait

(

e pour > 2> L.

[ s a

Ce nombre . dépend, en général, de la valeur & considérée dans
Pintervalle (zox,): si 'on peat donner & L. une valeur finie
indépendante de x, la convergence de I'intégrale vers sa limite
est uniforme dans Uintervalle (z,.2,) ().

La notion de convergence uniforme permet de donner des
conditions suffisantes pour qu'une série & lermes continus soit
continue, pour qu’elle soit intégrable ou dérivable terme par
terme, ete. Les conditions nécessaires ev suffisantes pour que ces
séries jouissent de ces propriétés s’expriment simplement en élar-
gissant la notion de convergence uniforme, et en introduisant avec
M. Arzela celle de convergence quasi-unironme ou convergence
a traits (a tralli).

On dit qu’une suite f, (), f2(x), ... convergente dans un inter-
valle (ab) y converge quasi-uniformément vers sa limite f(x)
lorsque & tout nombre positf ¢ si petit soit-il et & tout entier N
augsi grand que 'on veut, on peul faire correspondre un nombre
fini N' (N2 N) tel que, pour chaque valeur de & compris entre «
et b, il existe un entier 2, compris entre N et N’ pour lequel on ait

[f(@) = fo (z)]| <e.

Nous reviendrons sur cette notion en 'utilisant (n* 66 et 67).

(') On sait que, pour que la régle de Leibniz relative & la dérivation par
rapport @ un paramétre soit applicable & une intégrale, il sugfit que lintégrale
fournie par lapplication de cette régle converge uniformément.
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§ HI. — APERGU DE LA THRORIK DES ENSEMBLES (').

7. Puisqu’une fonction est un ensemble de nombres défini sur
un domaine continu ou, plus généralement, sur un ensemble
(uelconque de nombres, il est naturel de faire précéder 'étude
des fonctions de celle des ensembles, c¢’est-a-dire des collections
d’objets déterminés et distincts, en nombre fini ou infini. Ces
objets, appelés éléments de 'ensemble, sont des étres mthéma-
tiques quelconques : nombres, suites, fonctions, points, sur-
faces, etc.

L'introduction systématique de la notion d’ensemble, outre
qu’elle fournit dans toute I’Analyse un langage précis et souple,
est presque indispensable au début de la théorie des fonctions,
soit pour donner une base rigoureuse & plusicurs théories, soit
pour déduire les propriétés des fonctions de la connaissance de
leurs singularités.

Comme premiers exemples d’ensembles citons les suites infinies
d’¢éléments affectés chacun d’un indice; les nombres rationnels,
algébriques, transcendants compris cntre o et 1; les valeurs d’une
fonction f(a) bien déterminée pour toutes les valeurs ration-
nelles, algébriques ou transcendantes de x appartenant a un inter-
valle.

Dans ces ensembles, chaque ¢lément a un seul indice ou dépend
d’une seule variable réelle. On appelle ensembles ¢ une dimen-
ston les ensembles de celte nature.

Prenons deux ensembles & une dimension, et & chaque élément

(') Dans une premiére lecture, on peut omettre certaines parties de ce para-
graphe relatif aux ensembles. Le créateur de leur théorie est M. George Cantor;
on trouvera les Mémoires qu'il a publiés depuis 1870 dans le Journal de Crelle
el les Math. Annalen. Les premiers sont traduits dans les 4. M., L [I, 1883:
deux des derniers, plus importaats, ont été traduits par M. Mavoite (Hermann,
1899 ). — Cf. aussi JORDAN, Analyse, 2* édition, . T, p. 18-28; et J. M., 1892,
p. 71. — BoREL, Legons sur la theorie des fonctions. — VIVANTI-GUTZMER,
Theorie der Anal. Funktionen. — Encyklopddie, t. 1, p. 184, 203 et L. 11, A, p. 45.
— EU surtout Scn@nvLiks, Entwickelung der Lehre von den Punktmannig-
Saltigkeiten, on I'on trouvera un résumé excellent et trés complet de toute la
théorie, ainsi que de nombreuses références bibliographiques.
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de I'un d’cux faisons correspondre un ou plusieurs éléments de
l'aatre. Les systemes de couples de nombres ainsi obtenus déter-
minent des ensembles a deux dimensions. Méme procédé pour
la formation des ensembles & 3, ..., p dimensions.

Ainsi une courbe peut étre définie comme un ensemble a deux
dimensions représeuntable, dans des conditions convenables, sur
un segment rectiligne ('). De méme, les .valeurs d'une fonc-
tion f(x,y) correspondant & des systémes de nombres (2, y)
d’un ensemble a deux dimensions, forment un ensemble a trois
dimensjons. lLes suites infinies, dont les éléments ont chacun
p indices, prenant indépendamment les uns des autres une infinité
de valeurs enti¢res, constituent des ensembles & p dimensions.

Supposons numériques les éléments de U'ensemble. Chaque
systeme de valeurs des éléments représentera (pZ3) ou consti-
tuera (p>3) un point d’'un espace ayant le méme nombre de
dimensions que 'ensemble. Ainsi, on pourra parler des ensembles
de points intérieurs & une sphére ou a une hypersphére, et ayant
pour coordonnées des nombres rationnels, irrationnels.

8. [’ensemble des nombres rationnels compris entre o et 1, et
I'ensemble des nombres irrationnels appartenant au méme inter-
valle, renferment chacun une infinité d’éléments; mais on pres-
sent que l'on a affaire dans les deux cas & des infinités bien diffé-
rentes.

De la Pétude des ensembles au point de vue de la nature du
nombre de leurs ¢léments, de leur.puissance (2).

(') Ces condilions varient suivant qu'il s'agit de courbe de Pecano, de courbe
de Sordan, etc. Une courbe ne peut étre définie d’une maniére générale en disant
sculement quel est lensemble formé par ses éléments. Car les ensembles se pré-
sentent comme des touts e\, par exemple, 'ensemble correspondant 2 la courbe
de Peano remplit un carré. Or, si dans la Geomeétrie de situation ou Analysis
situs, créée par Riemann et Betti, on étudie la continuité géométrique des
ensembles de points en laissant de coté la mesure des grandeurs, par exemple,
on traite des posilions relatives des ¢léments de Pespace sans se préoccuper en
rvien de leurs distances, ct si cette Géométric qualitative s'étend aux continuum
a4 n dimensions, il cst néanmoins essentiel d’y considérer la dimension comme
un invariant et de distinguer la longueur de Laire.

() La puissance d’'un ensemblc est la notion géncrale que I'on obtient par la
considération des ¢léments de 'ensemble, abstraction faite de leur nature et de
leur ordre. C'est la généralisation de l'idée que nous nous formons du nombre
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aux points 2—’-:;1 (*)- Un calcal direct montre qu’en ces points la

fonction a une limite a droite, et une limite a gauche (3) (la
discontinuité est donc au plus de premiére espéce) et que ces
limites sont différentes, car on a

f(.z'+o)=f(,z')r-+<l+l+71—,+...>=f(z)—l%:ﬁ,

. I 1 T2
Sflx—o)=f(=z)— T <'+ +:2—5+---> = f(x)-+ yTh
La série f(x) est donc discontinue pour toute valeur rationnelle
de z qui, réduite a sa plus simple expression, a un dénominateur
pair, par suite en une infinité de points dans chaque intervalle.
Néanmoins cetle série est intégrable, car ses discontinuités
forment un ensemble dénombrable, donc de mesure nulle (3). On

. y . ' Y , n?
peut dire aussi que, l'oscillation aux points - €tant égale & T’

les points ou elle surpasse ¢ sont en nombre fini (n° 159).

On pourrait rapprocher des fonctions intégrables les fonctions
sommables au sens de M. Lebesgue, c’est-a-dire celles auxquelles
s'applique sa définition d'intégrale (n° 160). Toute fonction mesu-
rable bornée est sommable.

4* Les fonctions ponctuellement discontinues sur tout en-
semble parfait. Au point de vue de la représentation analytique,
leur propriété caractéristique est d’étre limites d’'une suite simple

(') Ici la discontinuit¢ de la fonction f(x) en ces points ne résulte pas du
pringipe de condensation des singularités, car les divers termes (nz) ont des
singularités communes. De 13 la nécessité d’unce vérification directe pour établir
que les discontinuités ne s¢ compensent pas de telle sorte que f(z) devienne
continu.

(3) Ktant donnée une séric uniformément convergente dans un intervalle, dont
les éléments ont une limite a droite en un point z, la série a elle-méme une
limite a droite en ce point, ct cette limite s’obtient en faisant la somme des
limites a droite des éléments.

Cette proposition se démontre par le méme raisonnement que celle relative a
la continuité (n° 66); son application donne immédiatement les résultats du texte.

(?) Une fonction intégrable peut avoir une infinité non dénombrable de discon-
tinuités dans tout intervalle. Pour ggs exemples, cf. LEBESGUE, Legons sur L'in-
tegration, p. 29.
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2" Les fonctions pour lesquelles chaque point est un point de
discontinuité. Telle est la fonction de Dirichlet, égale & ¢ pour
toute valeur rationnelle de z et a d pour toute valeur irrationnélle,

3° Les fonctions intégrables au sens de Riemann, ¢’est-a-dive
celles dont les discontinuités forment un ensemble de mesure
nulle, qu'il soit non dense ou dense partout (n° 159). Telle est la
fonction discontinue intégrable, dite de Riemann ('), définie
comme il suit.

Désignons par () la fonction qui représente la différence entre
un nombre quelconque £ et entier le plus voisin, fonc®on que
Von appelle exceés de x. Comme () ne serait pas déterminé pour
les valeurs i égale distance de deux entiers consécutifs, conyvenons
de plus qu’en ces points ()= o ().

La fonction () ainsi définie est discontinue aux points 1{‘-;;1;

en ces points on a

1 1
(.rwu)=:; (r)—=o, (.r+n)::—-;-

Cela posé, formons la série
|

. () (2.2) (nx)
L) o e e —
ALY 1 22 n?
\ - . . Y
Chacun de ses lermes (nx) est continu sauf aux points —

¢est-a-dire )[,)7, p el 2m étant premiers entre eux; de plus la

série converge pour toute valeur de .z et converge uniformément
dans tout intervalle puisque la valeur absolue de (nx) est infé-
ricure & - donc la série f'(x) est continue (n” 66), sauf peut-étre

considérer d'aprés la définition peuvent éire obtenus en formant des sommes d’in-
tervalles, Dés lors il en est de méme des fonctions croissantes et des fonctions a
variation bornée,

La limite d’une suite de fonctions mesurables est mesurable.

Les fonctions de premiére classe et de seconde classe de M. Baire (voir infra)
sont mesurables; il en est de méme desfonctions intégrables au sens de Riemann,
de la fonction de Dirichlet, ete. (¢f. LEBESGUE, Legons sur U’intégration, p. 110).

(') RigMANN, QEuvres, trad. p. 243 (ou B. D., 1873).

(?) La fonction () est une fonction au sens de Cauchy, car on peut lui donner
comme expression analytique un développement de Fourier, procédant suivant
les lignes trigonométriques des multiples de 2 =z, partout convergent.
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Ainsi soit f(z) une fonction continue dans un intervalle (ab),
sauf en un point ¢ ol elle passe d'une valeur finie f,(c) & une
autre valeur finie f,(c). L’intégrale de f () prise entre @ et x est
une fonction continue de .z dans I'intervalle (ab); cette intégrale
a partout une dérivée, sauf au point ¢, ou elle a pour dérivée a
gauche f (c) et pour dérivée a droite fy(c). La fonction de Rie-
mann que nous formerons tout & 'heure a pour intégrale une
fonction qui a, sur un ensemble dense, une dérivée A droite et
une dérivée a gauche.

On g démontré par exemple que la condition néeessaire et sufti-
sante pour que deux fonctions continues ne différent que par une
constante est que leurs nombres dérivés correspondants soient
¢gaux.

15. Dans linfinie variété de fonctions que la notion générale
de fonction permet de concevoir, on se bornera évidemment a
Pétude des catégories qui offrent un intérét pratique ou théorique.
Voici les principales classifications auxquelles les recherches ana-
Iytiques ont conduit.

Prenons les fonctions réelles d’une variable réelle, et séparons-
les d’abord en fonctions continues et discontinues. Parmi ces der-
ni¢res, en partant de I'dée la plus générale de fonction et en
streignant de plus en plus cette notion, on pourra considérer
successivement (' ).

1° Les fBnctions mesurables f(x) au sens de M. Lebesgue,
c’est=a-dire telles que, quels que soient les nombres A et B, 'en-
semble des points pour lesquels on a A << f'<< B soit mesurable
Toutes les fonctions actuellement connues sont mesurables (2).

tifs. On voit donc limportance de ces nombres dans 'étude des variations des
fonctions.

Ces nombres dérivés s'interprétent géométriquement : si 'on construit la
courbe y = f(x), ainsi que les droites AM joignent le point A(xz,, ¥,) 4 un
point quelconque M(x, ¥) de cette courbe, ils représentent les coefficients angu-
laires de quatre droites limites faciles & définir (cf. LeBrsauE, Legons sur l’inte-
gration, p. 68).

Pour d’autres applications, voir n° 199, note.

(') Cf. Du Bors-ReymonDp, Versuch einer Classification der willkiirlichen
Functionen (J. de Crelle, t. 9, p. 1).

(*) Toute fonction continue est évidemment mesurable, car les ensembles &
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La considération des limites supérieure et inférieare d’une fonc-
tion a droite et 4 gauche d’un point permet de compléter la notion
de dérivée par celle de nombres qui peuvent remplacer dans cer-
taines recherches les dérivées ordinaires et qui existent pour toutes
les fonctions f(z), continues ou non, bien définies en un point z,
et dans son voisinage : ce sont les nombres dérivés.

Comme s'il s’agissait d’obtenir la dérivée ordinaire, considérons
le rapport

L2t DS (o cnsza).

Ses deux limiles supéricure et inférieure a droite sont appelées
nombres dérivés supérieur et infériecur de la fonction & droite
du point considéré. On obtient de méme les nombres dérivés
supéricur et inférieur a gauche.

Par exemple a D'origine, les fonctions représentées par xsini
et sil)z-" + z* siné pour x Z o, el par zéro pour 2 = o, ont cha-

cune pour nombges dérivés a droite 41, a gauche — 1.

Toute fonction bien définic a en chaque point guatre nombres
dérivés, finis ou infinis, distincts ou égaux. Quand les deux pre-
miers coincident, la fonction a une dérivée a droite; quand les
quatre coincident, la fonction a une dérivée ().

menti per la teorica delle funzioni di variabili reali, § 107-115. — DarBoUX,
A. E. N., 1875, p. 8o ct 106. — Brovkn, M. 4., t. LI, p. 299.
(1) Cette notion est duc & Du Bois-Reymond, Dini, Scheeffer (A. M., . V,
p. 52). Elle n'cxige pas que le domaine avoisinant le point 2, soit continu,
Lorsque les quatre nombres dérivés sonl bornés, la fonclion est continue. La
réciproque n'est pas vraie, méme si la fonclion contlinue est & variation borfée;

ainsi la fonction z’smz a ses nombres dérivés non bornés. La condition des

quatre nombres dérivés bornes conduit aux fonctions lipschitziennes ( voir infra);
celle des quatre nombres dérivés égaux donne la condition nécessaire et sulfi-
sante pour qu’une fonction ait une dérivée. Quand un seul des quatre nombres
dérivés est continu, il est égal aux trois autres, et par suite la fonction a une
dérivée.

Si les quatre nombres dérivés sont posilifs, la fnnctio‘n est croissante. Si les
deux nombres dérivés A droite sont positifs, la fonction est croissante a droite; si
les deux nombres dérivés & droite sont de signes contraires, la fonction n’est ni
croissante, ni décroissante A droite. Enfin la foncltion a un minimum en tout
puint ol les deux nombres dérivés 4 gauche sont négatifs et a droite sont posi-
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minimum zéro dans toute portion de (ab), sans étre pourtant tou-
jours nulle, sinon la fonction serait continue (').

Au contraire, une fonction est totalement discontinue dans («ab)
quand son oscillation n’a pas son minimum nul dans toute portion
de (ab) (2).

L’étude des fonctions ponctuellement discontinues se rattache a
celle des fonctions limites simples de fonctions continues, comme
nous le dirons en parlant de la classification des fonctions d’aprés
M. Baire.

Remarquons enfin qu’étant donnée une fonction présentant en
des points isolés une singularité d’un certain type a,, une méthode
appelée par Iankel principe de condensation des singularités
permet d’en déduire une fonction f(x) ayant une singularité de ce
type dans tout intervalle. Elle repose sur la propriété suivante des
séries uniformément convergentes a éléments discontinus : un
point est point de discontinuité pour une série uniformément con-
vergente «(x) lorsqu’il est point de discontinuité pour un élé-
ment «, (z) de cette série et un élément unique (*). .

Ce théoréme admis, on obtient la fonction cherchée f(x) en
essayant de former une série uniformément convergente dont les
¢léments soient des fonctions «,(z) ayant chacune des singula-
rités du type a, en des points isolés, telles de plus que 'ensemble
formé par les singularités de tous les éléments w,(x) soil dense
partout (*).

plus qu’elle n’est toujours développable en série trigonomélrique, quand méme
elle se comporterait réguliérement aux points de discontinuité.

Pour toute fonction ponctuellement discontinue, I'cnsemble des points de con-
tinusté est de seconde catégorie, au sens de M. Baire, c’est-d-dirc qu’il n’est pas
constitué¢ par la réunion d’une infinité¢ dénombrable d’ensembles non denses.

Cf. DiN1, Fondamenti per la teorica delle funsioni di variabili reali. -
HANKEL, M. A., t. XX, p. 53. — Harnack, M. A., t. XIX, p. 238; t. XXIV, p. 218,
— .VoLTERRA, Giorn. di Matem., 1881, p. 76. — Prinasuein, Encyhklopddie,
t. I, A,, p. 39 et Notes 205, 208, 209. — Bairg, C. R., 1898, 1** semestre, p. 885
Fonctions discontinues, p. 74. — BoreL, Fonctions de variables réelles, p. »6.

(') Inversement, I'ensemble des points ou l'oscillation dépassc un nombre fixe
n'est dense dans aucune portion de (ab).

(%) Telle est la fonction de Dirichlet.

(®) C'estun corollaire de la proposition classique que nous démontrerons au n° 66.

(Y) Cf. HANkEL, Untersuchungen iber die unendlich oft unstetigen und
oscillirinden Funktionen, 1870 (el aussi M. A., t. XX, p. 69). — Din1, Fonda-
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a droite du point considéré. Leur diftérence L,—- l4 représente
Poscillation wy de la fonction & drodte de x,. Quand wg est nul,
la fonction tend & droite de z, vers une valeur déterminée que
nous avons représentée par f(xq+ 0) (voir p. 20).

Lorsque f(x,+ o) existe el est égal & f(x,), la fonction est
dite continue a droite de x, ou encore semi-continue supérieu-
rement au point z,. Délinitions analogues pour Lg, f, wg,
J(xy— o), ainsi que pour une fonction continue @ gauche ou
semi-continue inférieurement.

Une fonction semi-continue inférieurement et supériegrement
en un point est continue en ce point Une fonction semi-continue
supérieurement en tout point d’un intervalle est semi-continue
supérieurement dans cet intervalle. Un nombre fini de fonctions
semi-continues supérieurement a une somme qui jouit de la méme
propriété ().

Un point ry est pour f(x) une discontinuité de premiére
espeéce lorsque f(xy - 0) et f(x,+ o) existent; c'est une discon-
tinnité de seconde espéce lorsque les diftérences Ly— g et Lg—1,
ne sonl pas toutes deux nulles.

Une fonction est réguliére en un point de premiére espece lors-
qu’elle a pour valeur en ce point la moyenne arithmétique de ses
valeurs limites & droite et & gauche de ce point (2).

On peut encore distinguer, avee Dini et Hankel, les fonctions
ponctuellement et totalement discontinues dans un intervalle (ab).
Les premicres sont les fonctions discontinues qui restent continues
sur un ensemble de points dense dans (@) : en d"autres termes,
dans tout intervalle compris dans (ab), il y a des points ot elles

sont continues (*). L’oscillation de parcilles fonctions a done pour

(') Pour les propriétés des fonctions semi-continues, ¢f. Baikk, Fonctions
discontinues, p. 72.

(?) En ce cas la fouction

e(L) = S(xy+2) + f(2— 21) — 1

2

z,)

esL continue pour ¢ = o.

(") Aprés quelques hésitations sur la définition 4 donner de cette notion,
qu’Harnack rattachait a celle d’intégrabilité, la définition du texte a prévalu : dés
lors une fonction ponctuellement discontinue n’est pas toujours intégrable pas
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nombres @, a au moins un point limite 2; pour une suite de
valeurs a, tendant vers «, les b, convergent aussi vers a; donc
'oscillation en a surpasserait v, ce qui est contre I'hypothése (*).
Supposons maintenant la fonction f(x) définie aussi au point
limite z,. Elle est dite continue en ce point lorsque son oscilla-
tion y est nulle; il suit de la que la valear commune des limites
supérieure et inférieure L(z,) et I(xz,) est la valeur de la fone-
tion en z, (2). La fonction est continue dans un intervalle
Jermé (ab) lorsqu’elle est continue en tout point intérieur et, de
plus, cqntinue & droite du point @ et i gauche du point b (?).
Une fonction qui n'est pas continue est appelée discontinue (*).
Prenons une fonction discontinue en un point x, et considérons
séparément les valeurs de & supéricures a z, et les valeurs infé-
rieures a z,. Pour les valeurs de z supérieures & x,, les nombres
l; et L, relaifs aux intervalles (xry, x4+ &;; 8;20) dont nous
avons parlé ont des limites /, et Ly lorsque les 3; tendent vers
zéro. On les appelle limites inférieure et supérieure de la fonction

(') La réciprogue n'est pas vraie. Par cxemple, soit une fonclion égale
4 V' 1z pour & >0 el & zéro pour z = o. Son oscillation est égale 3 2 au point
zéro et a 1 dans chacun des intervalles (—1,0), (0, +1), puisque la fonction est
égale & — ¢ ou & 1, suivant que 'on a 2 < 0 ou & >> o.

() La valeur de la fonction en ce point se confond donc avec la limite des
valeurs qu'elle prend dans son voisinage et réciproquement : par suite, on a la
unc autre maniére de présenter la définition de la continuité en un point.

(*) Souvent on définit une fonction continue dans un intervalle celle dont
l'oscillation descend au-dessous de tout nombre donné dans tout intervalle suffi-
samment petit (c'est-d-dire celle qui est uniformément continue): on a alors a
démontrer qu'une fonction continue en chaque point d’un intervalle est continue
dans cet intervalle (voir le dernier théoréme du texte ou le n° 19).

. et | 1 . N o« .
(‘.) Les fonctions représentées par ev, 7 Sin = pour x 7o, ont a Porigine une
discontinuité isolée, quelle que soit leur valeur a l'origine.

La fonction sin

a une infinité de discontinuités dans le voisinage de:
sin;
Porigi
rigine.
La série
2

2[,:—'59(nl.z‘)-l, ¢(x) =1— lim (sinwa)?n-1
n M - n—oa

est discontinue pour toutes les valeurs rationnelles de x et continue pour toutes
les valeurs irrationnelles.
La fonction de Dirichlet est discontinue en tout point.
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contenant z, et intérieurs les uns aux autres correspondent des
nombres Ly, Ly, ..., ), Is, ... tels que

LEhE. . 2LSL,.

Donc les I; et les L; tendent respectivement vers des limites {(z,)
et L(z,), lorsque les intervalles A; tendent vers zéro : on les appelle
limite inférieure et limite supérieure de la fonction au point z,.
L’oscillation de la fonction aw point x, est la différence w(z,)
entre L(z,) et {(x,) : on peut dire aussi que c’est la limite vers
laquelle tend Poscillation de la fonction dans 'intervalle

(9= 8, zo+ 8)

lorsque & tend vers zéro ('). L'oscillation de la fonction en un
point représente le degré de discontinuité (le sawt) de la fonction
en ce point ().

La proposition suivante, due a M. Baire, établit une relation
entre les oscillations d’une fonction aux divers points d’un inter-
valle (ab) et ses oscillations dans les intervalles compris dans (ab).

Lorsque aux divers points de (ab) loscillation ne dépasse pas
un nombre fixe w, on peut faire correspondre a tout nombre
un nombre 8 asses petit pour que U'oscillation reste inférieure
a w + ¢ dans tout intervalle de longuewr s (3).

En effet, s'il en était autrement, on pourrait déterminer des
couples de points (a,b,) tels que I'on ait & la fois b, — a, tendant
vers zéro et | f(b,) — f(a,)| supérieur & w + <. L’ensemble des

(1) En effet, aux divisions 4,, A,, ... correspondent des oscillations w,, v,, ..
telles que l'on ait w,= L,— !, L'oscillation w(z,) cst la limite des nontbres
décroissants w,.

(?) On peut appliquer ces définitions &4 des fonctions non bornées; mais alors
les nombres L.(z,) et I(z,) nc sont plus forcément finis. Le degre de disconti-
nuité d’'une fonclion en un point z, est infini lorsque la fonction est illimitée
dans Pintervalle (z,— 8, z,+ &) quel que soit 8.

La définition d’oscillation d’une fonction en un point s'étend aux fonctions
d'un nombre quelconque de variables; il suffit de remplacer l'intervalle 28 par
une sphére de rayon 8.

(*) Pour ¢n-déduire qu'une fonction continue en chaque point d'un intervalle
est uniformément continue dans cet intervalle, il n’y a qu’a considérer le cas oun
w est nul. Du reste, en traitant de la conlinuité, nous reprendrons avec plus de
détails le raisonnement du texte (n° 19).
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Une fonction réelle d’'une variable réelle est bornée ou limitée
dans un intervalle lorsque I’ensemble de ses valeurs jouit de cette
propriété; on définit d’'une maniére analogue la fonction bornée
supérieurement ou inférieurement.

Une fonction bornée a des limites supérieure et inférieure L et !
qui sont finies (p. 41); Pintervalle ({, L) est le plus petit inter-
valle contenant toutes les valeurs de la fonction.

Une fonction finie en chaque point d’un intervalle fermé peut
ne pas éire bornée dans cet intervalle. Ainsi la fonction égale

a1 S . ; :
4= pour,.z';\: 0 et a zero pour x = o est finie ct déterminée en tout

point de l'intervalle (— 1, +1); elle n’est pas bornée dans cet
intervalle, car elle dépasse tout nombre donné. En ce cas, les
symboles + o et — oo peuvent étre considérés comme représen-
tant les limites supérieure et inférieure de la fonction.

Lorsqu’une fonction a des limites supérieure ou inférieure finies
qui sont ¢flectivement atteintes en un point de Uintervalle, ces
limites prennent le nom de maximum et de minimum ().

Considérons une fonction bornée f(z) définie surun ensemble E
contenu dans un intervalle (ab). On appelle oscillation de la
fonction dans cet intervalle, la différence entre les limites supé-
rieure et inférieure de la fonction dans cet intervalle.

Soit xy un point limite de 'ensemble E, faisant ou non partie
de E. Les points de E intérieurs a un intervalle A, contenant z,
forment un ensemble, sur lequel f(x) adnet des limites supé-
ricure ct inférieure L, et {,. De méme i des intlervalles A,, A,, ...

(') Déja Gauss avait remarqué qu’une fonction peut avoir des limites supéricure
et inféricure finics sans avoir ni maximum ni minimum (OFuvres, t. 111, p. 10) :
Ex suppositione X obtinere posse valorem S, neque vero valorem U, nondum
sequitur inter S et U necessario valorem T jacere, quem X attingere, sed non
superare possit. Superest alius casus: scilicet fieri posset ut inter S et U limes
situs sit, ad quem accedere gquidem quam prope velis possit X, ipsum vero
nihilominus nunquam attingere.

Donnons, comme exemple, la fonction (1— 2?) lim (tz)—t dans l'inter-

nze (14 )" 41
valle (—1, +1).

Elle est nulle pour x =—1; quand x augmente, elle décrolt; elle tend vers—1,
quand z tend vers zéro. Elle est nulle pour £ = +1; quand x diminue, elle croit;
elle tend vers ~1, quand z tend vers zéro. Pour z = o, elle est nulle. Ainsi la
fonction a pour limites supérieure et inférieure +1 et —1; dans le voisinage de
Vorigine, elle peut s'en approcher antant que I'on veut sans les atteindre.
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proposition suivante, connue sous le nom de théoréme de M. Jor-
dan, est fondamentale :

Etant donné un contour fermé C, les points du plan qui
n’appartiennent pas a ce contour forment deux continuum
ayant chacun ce contour pour frontiére et n’ayant pas de
point frontiére en dehors de ceux de cette courbe.

Des deux continuum ainsi déterminés, 'un est intérieur an
contour ('), I'autre lui est extérieur (*).

La réciproque n’est pas vraie : tout ensemble qui divise le plan
en deux régions, I'une intérieure, Pautre extérieure a '¢nsemble,
ne définit pas unc courbe continue (3).

La proposition de M. Jordan a de nombreux corollaives dans
V. nalysis situs.

§ ., — QUELQUES CLASSIFICATIONS DES FONCTIONS.

4. Aprés ces considérations sar les ensembles, rvevenons a
P’étude de la correspondance de deux ensembles, c’est-a-dire des
fonctions.

(') Un point est intérieur a un triangle lorsqu’il est situé¢ sur un segment
dont les extrémités appartiennent au triangle; définition analogue pour le point
interieur a un contour fermé simple. On peut dire aussi qu'un point intérieur
4 un contour cst celui que 'on ne peut joindre au point a Pinfini par une courbe
continue sans Lraverser le contour.

(%) L'intuition semble rendre évidente cette proposition; mais il s'agit d’en
donner une démonstration, soit géométrique, soit méme arithmétique, si Von
veut atteindre la rigucur mathématique parfaite. C'est ce qu’ont tenté MM. Jordan
{ Analyse, »* édition, L. 1, p. go (la preuve qu'il y donne parait insuffisante)],
Scheenflies ( Gottinger Nachr., 1896, p. 79; 1902, p. 185; M. A., t. LVIIL, p. 195),
de la Vallée-Poussin (Analyse, L. 1, p. 308), Ames (Americ. J., 1905, p. 341),
Bliss (B. Americ. M. 8., 190}, p. 398), Veblen ( T'r. Americ. M. S., 190}, p. 363,
et 1905, p. 83). Parmi ces démonstrations, les unes supposent seulement que le
contour C est une courbe de Jordan, d’autres qu’elle est de plus régulicre (ce
qui suffit pour les applications); la preuve arithmétique donnée par M. Ames est
particuliérement rigourcuse et simple; celle donnée par M. Veblen, trés rigou-
reuse, s'applique & des courbes plus générales. Cf. aussi. Oscoon, Funktionen-
theorie, t. 1, p. 130. — SCHOENFLIES, M. A., t. LXII, p. 287,

(*) Ainsi, il n’y a pas équivalence entre le concept de la continuite analytique
<t la notion géométrique de fronticre de domaine divisant le plan en deux régions
séparées. Cetle derniére est plus large : il lui faut ajouter une condition pour la
restreindre au concept plus étroit de courbe continue.
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13. Les fonctions de plusieurs variables réelles ainsi que les
fonctions d’une ou plusienrs variables complexes que nous étu-
dierons, et spécialement les fonctions analytiques, sont définies
dans des domaines continus ou continuum. Aunssi devons-nous
préciser la définition avithmétique de ces domaines et rappeler
leurs propriétés.

Un domaine est dit continu lorsque, étant donnés deux quel-
conques de ses points, 'un fixe (on le prendra a I'infini si le voisi-
nage du point infini appartient au domaine), Pautre quelconque
variable, on peut échelonner entre eux un nombre fini de points
tels que le voisinage de I'un quelconque d’entre eux appartienne
toul entier au domaine et renferme le point suivant ().

D’aprés les définitions données plus haut relatives aux en-
sembles, les points intérieurs & un continuum sont ceux dont le
voisinage lout entier appartient au domaine. Les points frontiéres
sont ceux dont une partie seulement du voisinage appartient au
domaine. Enfin un point est ertéricur auw continuum lorsqu’il
n’est ni intérieur, ni frontiére,

On peut déterminer un domaine continu, soit en définissanl
explicitement Pensemble formé par tous ses points (par exemple
Pinégalité 2 4 2 4 r2 <o représente le continunm intérieur
une circonférence), soil aussi en faisant connaitre sa frontiére.
De I, 'importance des propositions qui permettent de déterminer,
dapres la frontiére d’un continuum, les points qui lui sont inté-
ricurs. Lorsqu’on se place a ce point de vue, ou lorsqu’on veut
établir les lois de I Analysis situs sur la théorie des ensembles, la

&ire enfermés dans un nombre fini ou wune infinite dénombrable d’intervalles
dony la somme des longueurs peut descendre au-dessous de tout nombre
douné.

Un ensemble dénombrable est évidemment de mesure nulle; il en est de méme
de Pensemble formé par une infinité dénombrable d’ensembles de mesure nulle.

Un ensemble de mesure nulle peut étre dense partout; tel est Pensemble des
nombres rationnels compris entre o ¢t 1 (notons qu'au sens de Cantor, il aurait
pour mesurc I'unité, et que la mesure au sens de Borel et au sens de Cantor ne
coincident forcément que dans les ensembles fermés). Un groupe intégrable est
toujours non dense. Cf. LkBESGUE, Lecons sur lintégration, p »8 ct 102. —
Bonrw, Lecons sur la theorie des fonctions. p. 46; Fonctions de variables
réelles, p. 16.

(') Cf. WEIERSTRASS, OEuvres, t. Il, p. 203, — MirTaG-LEFFLEN, A. M.,
t IV, p. 2.
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Par exemple, 'ensemble des points

| 1y? 1\3 1\ "
e

est non étendu. En effet, on peut les répartir en deux catégories :
Pune contient les points avoisinant l'origine, et lintervalle qui
les renferme est aussi pelit que l'on veut; I'autre n’a plus qu’'un
nombre fini de points (*).

Pour les ensembles a un nombre quelconque de dimensions, les
définitions sont analogues. o

Les mots étendue et mesure ) sont synonymes. Voici comment
M. Borel arrive a la définition générale de la mesure d’un ensemble.
Supposons-le linédaire : appelons mesure d’un intervalle (af) la
différence 3 —a«, et désignons respectivement par E et ¢ ‘un
ensemble de points tous compris dans un intervalle (ab) et son
ensemble complémentaire. Si I'on enferme tous les points de E
dans une (nfinité dénombrable d’intervalles, la somme des me-
sures de ces intervalles a une limite inférieure m.(E) lorsqu’on
choisit ces intervalles de toutes les maniéres possibles : on I'ap-
pelle mesure extérieure de E. L'ensemble complémentaire &
donne une limite analogue m.(¢). L'ensemble (ab) est dit mesu-
rable lorsque la somme de m.(E) et de m,(C) est égale a la
mesure de (ab), c’est-a-dire & b — a; la mesure de I'ensemble est
alors égale 4 m.(E) (?). Les ensembles mesurables sont les sculs
dont on s’occupe.

de Scheenflies); t. 1I, A, p. 39 et noles 203, 208, 209 (article de Pringshecim),
p. 96 et note 157 (article de Voss). C'est a tort qu’Hankel, & propos des fonctions
ponctuellement discontinucs, confondait Pensemble inétendu et I'ensemble non
dense; un ensemble inétendu est non dense, mais la réciproque n'est pas Yraie.
Harnack en donne un exemple (M. A., . XIX, p. 23g).

(') Tout ensemble de premiére espéce est d’étendue nulle; tel est V'ensemble
de premiére espéce et du second ordre

l(|>’| 1\? 1\* 1 1\? 1 1\* /1\* 1 1\*

I, =» —1—+(-’ =)y =+{=)> —+<)1(—1-+- Y eaen
2 2 2 2 2 2 \2 2 \2 a 2 2

La réciproque n'est pas vraie : tous les ensembles discrets ne sont pas de pre-
miére espece. Plus généralement, I'étendue d’un ensemble est égale a celle de son
dérivé; par suite, un ensemble dont le dérivé est dénombrable a une étendue

nulle.
(?) Par suite, un ensemble de mesure nulle est celui dont les éléments peyvent
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Prenons maintenant le cas ol les deux étendues extérieure et
intérieure de 'ensemble E coincident. On dit alors que 'ensemble
a une étendue, ou bien encore qu'il est mesurable au sens de
M. Jordan (ce qu'on indique souvent par la locution est mesu-
rable J); la valeur commune des nombres &, et {; est appelée
étendue de I'ensemble (Inhalt der Menge) (*).

La fronti¢re de I'ensemble superficiel E est un ensemble qui a
lui-méme une étendue extérieure. Cette étendue extérieure &y est
égale a la différence entre les nombres &, et &; relatifs 4 E; car les
rectanglés qui interviennent pour former les sommes A sans servir
pour les sommes @ sont ceux que I'on devrait considérer pour
obtenir Cy. Dés lors, la condition nécessaire et suffisante pour
qi’un ensemble soit mesurable J est que sa fronticre ait une
étendue nulle (*).

Soit en particulier un ensemble linéaire (). 1l est dit non
étendu, discret, résoluble, formant un groupe intégrable (unaus-
gedehnt, discret, inhaltlos, integrirbar) lorsqu’il est d’étendue
extérieure nulle, c’est-a-dire mesurable J et d’étendue nulle : en
pareil cas, ses éléments peuvent étre enfermés dans un nombre
JSini d'intervalles dont la somme des longueurs peut descendre
au-dessous de tout nombre donné, et réciproquement (*).

(') L’étenduc d’un ensemble prend aussi les noms de longueur et daire,
suivant qu’il s’agit d’'une étendue linéaire ou superficielle. Un ensemble continu
quarrable est celui qui a une aire, c’est-a-dire qui est mesurable J (voir n° 157).

(?) L’ensemble des points a coordonnées rationnelles n’est pas mesurable J, car
il a une étendue intérieurc nulle et une étendue cextérieure différente de zéro.

La courbe de Peano est mesurable J, mais d’¢tendue non nulle; clle ne peut
donc servir a limiter un domaine.

Lesicourbes de Jordan n’ont pas forcément une étendue extérieure (une aire)
nulle. Quand elles ont une aire, clles pecuvent parfois encore, quoique non mesu-
rables J, servir de frontiére & un domaine (non quarrable), et I'on pourra dis-
tinguer sur elles deux cotés. Cest ce qu'a montré sur un exemple M. Osgood
(Trans. American M. S., 1903, p. 107).

Les courbes rectifiables ont toujours une aire nulle (n° 156).

(®) Un pareil ensemble a toujours une étendue superficielle extéricure nulle;
mais il peut avoir une étendue lineaire extérieure quelconque, car on arrive a
cette derniére notion en considérant non plus des rectangles, mais des intervalles
dans lesquels on enferme les points de V’ensemble.

(*) Pour ces défipitions, ¢f. HARNACK, M. A., t. XIX, p. 238 (quelques points
ont du étre rectifiés); M. 4., t. XXIV, p. 118, et B. D., 1882, p. 242. — Dr LA
VaLLEk-PoussiN, J. M., 18a2, p. 423, et Analyse, t. I, p. 221, — LEBESGUE,
Lecons sur Uintégration, p. 38, — Encyklopddie, t. I, p. 200 et note 71 (article
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subdivisant & nouveau ces rectangles en rectangles élémentaires et
en répélant cette opération un nombre infini de fois, de fagon que
les dimensions des rectangles tendent vers zéro, on est conduit a
deux suites de nombres Ay, Ay, ..., a,, a,, .... Ceux de la pre-
miére suite e vont jamais en croissant et ils dépassent un nombre
fixe; done ils tendent vers une limite . Ceux de la seconde suite
ne décroissent jamais et ils restent inférieurs & un nombre fixe;
donc ils tendent vers une limite &;. Ces deux limites s’appelient
étendue extérieure et élendue intérieure de 'ensemble E ().

Elles sont indépendantes du réseau initial de rectangfes et des
modes de subdivisions ultéricures de ce réseau. lin effet, soient ¢,
et &, les étendues extérieures de Pensemble E qui correspondent
a deux lois différentes de partage initial el de subdivisions ulté-
rieures; désignons par 1, ry, ..., 4, 1, ... Pensemble des rec-
langles que 'on est ainsi amené a teacer (*). La limite obtenue en
considérant une loi de partage dans laquelle figureraient successi-
vement a la fois les cotés des rectangles 1 et #), ry et 7, ... se
confondrait a la fois avee ¢, et &,. Ces deux limites sont dong
égales (3).

(') Nous donnons ici les délinitions de M. Jordan (/. M., 1892, p. 77); on les
appliquera aux ensembles lindaires en remplacant les mots rectangle, étendue
par les mots intervalle, longuewr. Pour définir 'étendue d’un ensemble fermé E,
placé dans un espace & n dimensions, M. Cantor décrit, de chaque point de E
comme cenlre, des sphéres toutes de méme rayon r. Leur ensemble limite une
portion d’espace qui diminue quand r crolt. Par suite, quand r tend vers zéro,
le volume de cet espace a une limite positive ou nulle : cette limite définit
U’étendue de l’ensemble E au sens de M. Cantor (M. A., t. XXI, p. 54). Celte
définition est équivalente A celle de 'étendue extérieure au sens de M. Jordan,

(*) Nous supposons paralléles entre eux les cotés des rectangles; wirs les
nombres auxquels on est conduit sont aussi indépendants de Porientation de ces
cotLés.

(*) On peut aussi définir les nombres &, et &, comme étant les limites infé-
rieure et supéricure des deux ensembles formds respectivement par toutes les
sommes des Lypes A et a lorsqu’on divise de toutes les maniéres possibles le plan
en rectangles élémentaires. Ces limites cxzistent puisque ces ensembles sont
bornés, 'un inféricurement, l'autre supérieurement: de plus, comme on le
prouve aisément, les sommes A, et a, tendent vers ces limites.

En d’autres termes, si l'on désigne par g(z, y) une fonction égale & un en
tout point de E, et A zero hors de cet cnsemble, les sommes £ g(x, y)dz dy
ont des limites supérieure et inférieure, et clles tendent vers ces limites.

Nous appéllerons plus loin ces limites integrales par excés et par défaut de
la fonction g, dans un domuine contenant tous les points de E (n° 161).



50 CHAPITRE 1. — LES FONCTIONS EN GENERAL.

semble. Chaque point intérieur i I'ensemble E est extérieur a
I'ensemble & (1).

Un ensemble parfait est d'un seul tenant (susammenhdingend)
lorsqu’il n’est pas séparable en ensembles partiels qui soient chacun
parfaits : on peut dire aussi que c’est un ensemble parfait tel que
Pon puisse réunir deux points arbitraires de 'ensemble par une
courbe réguli¢re simple située tout entiere dans ’ensemble ().

12. A tout ensemble borné de points situés dans un domaine
d’un nombre quelconque de dimensions, on peut faire corres-
pondre des nombres qui sont, vis-a-vis de 'ensemble, ce que sont
les longueurs, les airves, les volumes pour les segments, les do-
maines plans, les domaines de I'espace. lls jouent un réle impor-
tant dans diverses questions d’analyse, spécialement dans celle de
intégrabilité des fonctions.

Soit E un ensemble borné 4 une ou plusieurs dimensions, par
exemple 4 deux dimensions. Divisons le plan d’une maniére quel-
conque en un nombre fini de rectangles élémentaires; appelons A
et @, la somme des aires de ceux de ces rectangles, considérés ou
non comme fermés (3), qui renferment au moins un point de E, et
de ceux d’entre eux dont tous les points appartiennent & E. En

(') Le point limite differe du point frontiére. Le point limite n’est en méme
temps point frontiére que s'il n’est pas intérienr & ensemble @ inversement, un
point isolé¢ est un point frontiére sans étre un point limite.

Ainsi toul point de I'ensemble z*+ »? =1 est un point limite; les points de la
circonférence de rayon 1 sont de plus points frontiéres. Dans Pensemble formé
par les inverses des entiers, 'origine est point limite et point fronticre. Dans
I'ensemble formé par la suite des entiers, chaque point est point frontiére sans
&tre point limite. Dans Pensemble formé par les points a coordonnées rationnclles,
tous les points sont points frontiéres : il n'y a ni points intéricurs, ni points
extérieurs a I'ensemble.

(?) Cest’le sens de M. M. Jordan (Analyse, 2¢ édition, t. 1, p. 24 et 51) et
Scheenflies (M. A., t. LVIIL, p. 208). M. Cantor donune pour I'ensemble susam-
menhdngend une délinition un peu différente (M. A., t. XXI, p. 575) : le
domaine d’un seul tenant de M. Jordan revient au domaine

susammenhingend -- abgeschlossen
de M. Cantor.

L'ensemble complémentaire d’'un ensemble parfait d’un scul tenant est lui-méme
d’un seul tenant toutes les fois que 'on peut joindre deux points quelconques de
cet ensemble par une ligne appartenant tout entiére a I'ensemble (Scu®nrriks,
M. A., t. LVIIL, p, 210).

(*) Cest-a-dire comme contenant ou non leurs frontiéres.
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méme; un ensemble parfait est toujours dense en lui-méme, mais
il n’est pas nécessairement dense (*).

Un ensemble E n’est dense nulle part dans ® ou non dense,
lorsqu’il n’y a aucune portion de ® dans laquelle 'ensemble E
soit dense partout, en d’autres termes, si toute portion de ® con-
tient une région dans laquelle ne se trouve aucun point de E.

Désignons par K un ensemble ne renfermant pas tous les points
d’un domaine : ceux qui n’appartiennent pas 3 E forment un
second ensemble ¢ complémentaire du premier. On appelle fron-
tiére commune des ensembles E et ¢ I'ensemble form@ par les
points qui appartiennenta la fois a I'un des ensembles et au dérivé
de Pautre. Ainsi un point frontiére de E (et dés lors de &), s'il
appartient a E (4 &), a dans tout voisinage au moins un point
de & (de E). Quand tous les points d’un ensemble ne sont pas
points frontiéres, on peut définir I'intérieur de 'ensemble. Ce
sont les points tels que tout leur voisinage appartienne a l'en-

(') Voici un exemple d’ensemble fermée, qui est non dense dans tout inter-
valle.
A chaque nombre rationnel 5 compris dans intervalle (o, 1) associons Pinter-

(=522 1),
9 T 9 q
D'oii, une infinité dénombrable d’intervalles : soit C Pensemble formé par les

points de ces intervalles. La théorie des fractions continues apprend qu'il existe
des nombres irrationnels £ non compris dans ces intervalles, c'est-a-dire tels

que
|+-3

Soit E lcur ensemble :

1° E est fermé; car, si un point de E' n'appartenait pas & E, ce point serait
intérieur a ¢ (sans coincider avec les extrémités des intervalles formant &), et
par suite ¢ contiendrait des points de E, ce qui n'a pas lieu;

20 E n’est dense dans aucun intervalle, car tout intervalle contient des points
dont Pabscisse est rationnelle, par suite des points n’appartenant pas a E, ce qui
serail absurde si E était partout dense dans cet intervalle, puisque E cst fermé.

Dés lors, il existe aussi, d'aprés le théoréme de Cantor-Bendixson, des ensembles
parfaits jouissant de la méme propriété, car I'ensemble fermé E n'est pas dé-
nombrable.

Cf. Bonki, Theorie des fonctions, p. 3y; Fonctions de variables réelles, p. 12.
— BENDIXSON, A. M., t. 11, p. 416, — CaNTOR, A. M., t. IV, p. 381, — HADAMARD,
J. M., 1898, p. 6g. — BaIre, Thése (1899), p. 38; Fonctions discontinues, p. 54.

F. 4

valle

> 5'—3 quel que soit

QR
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de fonctions continues ('), c’est-a-dire représentables par des
séries a éléments continus, ou, ce qui revient au méme, par des
séries de polynomes (2).

5¢ Les fonctions n’ayant que des discontinuités de premiére
espéce (") : telle est la fonction intégrable de Riemann.

Celles qui de plus sont réguliéres en ces points de disconti-
nuité. La fonction de Riemann rentre encore dans cette catégorie,
ainsi que toutes celles qui satisfont aux conditions de Dirichlet.

6° Les fonclions monotones dans un intervalle, c est-a-dire
celles qui dans cet intervalle ne sont Jamais décroissantes (ou
Jamais croissantes). Une fonction f(2) n'est jamais décroissante
dans un intervalle si Pon a

(ry—zy)| f(2y) —f(x)] 2o,

quels que soient les nombres x, et z, choisis dans I'intervalle (*).

(") Cf. Bare, C. R., 1898, 1*r semestre, p. 88%; Thése, p. b2 ou Annali di
Mat., 1899: Fonctions discontinues, p. 124. M. Lebesgue a démontré simplement
le méme théoréme pour les fonctions de plusieurs variables, C. R., 1899,
1er semestre, p. 811, Voir aussi Bame, B.S. M., 1goo. —- Bonki, C. R., 1903,
2¢ semestre, p. god,

Comme cas particulier, citons les fonctions ayant une infinité dénombrable de
discontinuités, ou plus généralement celles dont Pensemble des discontinuités est
de premicre cspiéce. Cf. Baire, Fonctions discontinues, p. 11 et 17. — LEBESGUE,
B. D., 183,

(*) L'identité de ces deux derniers résultats découle presque immédiatement
du théoréme de Weierstrass (n* 16).

(*) Voici une de leurs propriétés essentielles : étant données deux fonctions
quelconques f(z) et 9(x) de ce type, on peul toujours déterminer une cons-
tante & telle que pour la fonclion F = f+ A2 on ait I (zy,—0)=F (z‘,+ 0),
x, désignant un point de discontinuité de premiére espéce commun aux ‘deux
fonctions. Cette propriété rend les fonctions f et » comparables eutre elles en
leurs points de discontinuité communs. Cf. LEBESGUE, Series trigonometriques,
p. 2.

(*) La fonclion serail croissante dans Uintervalle si le produit ci-dessus était
Loujours positif. Elle serait croissante en un point x, de l'intervalle si on pou-
vail déterminer un nombre & tel que I'on ait

(&= 2) | f(2) ~ f(@)] >0 (o<i®—a,|<d).

Uac fonction croissante dans un intervalle est évidemment croissante en chaque
point de Vintervalle,: on démontre aisément la réciproque.
Nous avons rappelé le role des nombres derivés dans la question de la crois-

I, 5
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Les points de discontinuité d’une pareille fonction sont de pre-
miére espéce, puisque, f(x) ne décroissant jamais quand z croit,
la limite f(,— o) existe toujours, quel que soit le point z,
choisi dans l'intervalle; de méme f(zo+ o) est déterminé. De
plus, ils forment un ensemble dénombrable (*).

Toute fonction monotone est intégrable au sens de Riemann
(n® 159). Lorsqu'une fonction monotone a une dérivée dans un
intervalle, celle-ci n'y change pas de signe. A cc titre, on pour-
rait en rapprocher les fonctions convexzes ct les fonctions concaves
de M. Jeusen. Une fonction réelle, finie et uniforme est dite con-
vexe dans un intervalle lorsque 'on a

S(@1) +f(x3) 5 (@1 2y
v 2f ,
2 2
quels que soient les nombres x, et x, dans I'intervalle. Elle est
concave lorsque, dans la relation précédente, il faul éerire < (2).
Elle est dite linéaire lorsque, dans cette relation, il faut constam-
que, )
ment metire le signe —=.

sance. En particulier, si une fonction ayant une derivée dans (ab) est croissante
dans (ab), cette dérivée n’est jamais négalive. Réciproquement, si la dérivée
existe dans (ab) ct n’est ni négalive en aucun point de (ab), ni nulle sur aucun
segment de (ab), la fonction est croissante dans (ab).

Dans P’étude de la croissance, le cas le plus simple est celui ou (ab) pcut étre
partagé en un nombre fini de partics telles que dans chacune d'elles la fonction
soit monolone, et par suite, si la fonction a une dérivée, en un nombre fini de
parties tellcs que dans chacune d’elles la dérivée ait un signe déterminé ou soit
nulle.

(') En effet, Phypothése a < z, < x,< ... < x,-< b entralne

S(b) = fla)z[f(2,+ o) — f(@,— )] +...+[f(z,+ 0) — f(z,—0)];

par suite les points pour lesquels f(z + 0)— f(2—o) surpasse € sont ¢n
nombre fini, quel que soit e.
(%) Ces dénominations viennent de cc que l'on peut écrire, dans le cas ou la
fonction f(x) a une dérivée seconde continue,
Ty — Xy

f(z,)+f(z‘,)—zf(ﬂ:—x‘)=<———;-—>2f'(x') (< &' < x,).

Par suite dans ce cas une fonction est convexe ou concave suivant que sa derivée
seconde est positive ou négative, ou encore ‘suivant que la courbe y = f(z)
tourne sa convexité ou sa concavité vers les y négatifs.

-Sur les propriétés des fonctions convexes et leurs applications; cf. JENSEN,
A. M., . XXX, p.175.
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o Les fonctions a variation bornée de M. Jordan (').

Soit f(z) une fonction bornée définie dans un intervalle (ab).
Si on partage cet intervalle en un nombre fini de parties (2, Ziy.1),
Pexpression

=2 | f(Zigy) — f(21) |

définit la variation de la fonction dans le mode de subdivi-
sion (i, Ziy ). Lorsque cette somme est bornée, quelle que soit la
mani¢re dont on choisisse les points x;, la fonction f(z) est dite a
variation bornée (*).

Posons

) —f(a)= N [f@w) = f(@)l=p—=n, e¢=p+n
el, par suite,
(1) v =ap+ fla)— f(b), v=oun—~+f(b)—f(a).

[.es nombres p et — n désignent la somme des variations des
quantités f(zi ) — f(2i), qui sont respectivement positives et
négatives, Ces relations montrent que, si 'une des trois quan-
tités v, p, n est bornée, il en est dc méme des deux autres.

Les limites supérieures V, P, Ndesnombres ¢, p, n relatifs a tous
les modes de division possibles de U'intervalle (ab) (ces trois limites
existent si I'une existe) s’appellent variation totale, variation
totale positive, variation totale négative de lafonction f(x) (*);

(') Elles sont importantes a bien des pointd de vue; par exemple, ce sont ¢n
définitive les fonctions développables en séries trigonométriques. Mais les*fonc-
tions continues i variation bornée offrent un intérét spécial, car elles permettent
d’introduire la notion de courbe de longueur finic ou rectifiable (n° 156).

(%) Cf. JorvaN, Analyse, 2¢ édition, t. I, p. 105. — LEBESGUE, Lecons sur inte-
gration, p. 49 ct 54. — StupY, M. A., t. XLVII, p. 312 [il les étudie sous le
nom de fonctions a oscillation totale finie (Funktionen mit beschrénkter Schwan-
kung)].

Remarquons que, si 'on intercale un point de division entre z; ¢t z,,,, lava-
riation ¢ ne peut qu’augmenter; son accroissement est au plus égal au double
de l'oscillation de f(z) dans lintervalle (z,z,,,).

(®) On serait conduit & la méme variation totale V si, a la place d’'un nombre
fini d’intervalles, on en considérait une infinité telle que leurs extrémités forment
un ensemble réductible.
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elles satisfont aux égalités
(2) f(b)—f(a)=P =N, V=P+N,

comme on le déduit des relations (1).

On peut encore remarquer qu'une fonction est & variation bor-
née lorsque la somme de ses oscillations dans les-intervalles (z;2.,.,)
a pour limite supérieure, lorsqu’on divise U'intervalle (ab) de toutes
les manicres possibles, un nombre fini (*).

Tukoeme. — Toute fonction & variation bornée est la dif-
Jérence de deur fonctions monotones, et réciproquement.

En effet, appliquons a un intervalle (ax) la premicre des éga-
lités (2); 1l vient

/‘<z} = [f(a)+ P(x)]—[N(2)],

ce qui justifie le théoréme, puisque P(r) et N(x) croissent avec .

On peut méme faire en sorte que chacune des fonctions crois-
santes, dont f(x) est la dillérence, soit positive : il suftit pour
cela d’ajouter & chaque parenthése une méme quantité croissante
et positive, lelle que | f(«)| + 2 — a. Le probléme admet une in-
finité de solutions.

Laréciproque est immédiate, puisqu’une fonction croissante f(r)
a pour variation totale f(b) — f(«), quantité bornée.

Corollaires. 1. — Etant donnée une fonction a variation bor-
née f(x), on peut toujours trouver une fonction croissante bor-
née F(z) telle que I'on ait

Flz +h)—F(x)z|f(x+h)—f(z)| (h>o0),
c’est-a-dire qui varie plus vite que f(x).

En eltet, il suffit de prendre pour F la somme des deux fonc-
tions croissantes dont f est la différence.

(') La somme, la différence et le produit de deux fonctions a variation bornée
sont des fonctions de méme nature; il en est de méme de l'inverse d’une pa-
reille fonction quand son module dépasse un nombre fixe. Cela tient A ce que
oscillation d’'une somme dans un intervalle est au plus égale a la somme des os-
cillations de ses parties.
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La réciproque est vraie, car, si 'inégalité ci-dessus est satisfaite,
S est la différence des deux fonctions croissantes F et F — f.

lI. — Une fonclion & variation bornée a au plus une infinité
dénombrable de discontinuités (') : elles sont de premiére espéce.
ILa réciproque n’est pas vraic; méme une fonction continuc peut

ne pas étre a variation bornée : telle est dans tout intervalle la
fonction de Weierstrass, et dans le voisinage de l'origine la fonc-

i sin ~ (2
tion z sin — (*).

III. -~ Une fonction i variation bornée est inu'-grablé au sens
de Riemann (n° 159).

Enfin, on voit immédiatement qu’une fonction & nombres déri-
vés bornés est a variation bornée; car sa variation totale ne dé-
passe pas M¢ dans un intervalle d’étenduc 5, M désignant unc
limite supéricure des valeurs absolues des nombres dérivés.

8° Les fonctions développables en séries trigonométriques (voir
n 8%).

9" Les fonctions qui, dans un intervalle («b), satisfontaux con-
ditions de Dirichlet. Elles ont été considérées par ce géometre
dans son Mémoire classique sur la série de Fourier, et il les a
définies par les propriétés suivantes :

. Elles sont uniformes et bornées.

(') On peut aussi raisonner directement en remarquant d’abord que les points
o l'oscillation de la fonction surpasse un nombre arbitraire €(e > o) sont ¢n
nombre fini. Dés lors, soient ¢, &, ... des quantités tendant vers zéro en dé-
croissant : les points pour lesquels P'oscillation surpassera e, sans surpasset ,_,
sont en nombre fini.

(*) Ce n'est pas parce que ces fonctions ont une infinité de maxima et de

minima qu'elles sont & variation non bornée; par exemple, la fonction z? sin 57—

vz
est a variation bornée, bien qu’elle ait aussi unc infinité de maxima ct de mi-
nima dans le voisinage de lorigine. En cflet, elle admet un maximum ou un

L 3
minimum, et un seul, dans chaque intervalle (p=) %, (@ +1 =) *; la valeur

B
2

absolue de ce maximum ou de ce minimum est au plus (pr)” *: dés lors, la va-

riation totale de la fonction est au plus 2 2 (p®) *, nombre fini. Cf. LEBKSGUE,

Legons sur Uintegration, p. 35.
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b. Elles ont un nombre fini de points de discontinuité, tous de
premiére espéce, et elles s’y comportent réguliérement.
Leur variation ne change de sens qu’un nombre fini de
Jois dans Uintervalle considéré (*).

Pour de pareilles fonctions, P'intervalle (ab) peut étre divisé en
un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels la fonction est
monotone; par suite, ces fonctions peuvent étre représentées par
la différence de deux fonctions monotones (2). Clest a celte pro-
priéié, cqraclen:uquc des fonctions & variation hornée, (u’elles
doivent d’étre développables en séries trigonométriques, d’étre
intégrables, ete.

16. Considérons maintenant les fonclions uniformes et conti-
nues dans un intervalle fermé (ab). Au point de vue de la repré-
sentation analylique ct de Papproximation, elles jouissent toutes
d’une propriété fondamentale établie par Weierstrass (3), el que

(') Par exemple, la fonction de Weierstrass ne satisfait dans aucun intervalle
aux conditions de Dirichlet, puisqu’elle a dans lout intervalle une infinité de
maxima et de minima.

Des trois conditions de Dirichlel, la derniére scule est essentielle dans les
applications : les fonctions non bornees ayant une infinité de discontinuités
jouissent des mémes propriétés que celles de Dirichlet, pourvu qu’elles satis-
fassent 4 la condition ¢ et que | f1 ait unc intégrale; nous dirons alors qu’elles
satisfont aux conditions de Dirichlet genéralisées.

(?) Cf. Picanp, Analyse, 2¢ dédition, L1, p. 256. — DE LA VALLEE-PoUsSIN,
Analyse, . 11, p. 3o1. — La réciproque n’est pas vraie

(*) WEIERSTRASS, Berliner Sitzungsb., 1885; J. M. 1886 (traduction Laugel).
— Cf. aussi les démonstrations plus simples données par MM. Leskseve (8. D.,
p. 278; c’est celle que nous donnons dans le texte), Picarp (Analyse, 2* édi-
tion, t. I, p. 275; elle repose sur 'emploi des séries trigonométriques), MiTTAG-
Lerrier (R. del Circolo di Palermo, 1900, p. 217), VOLTEREA (méme Revue,
1897, p. 83), Lencu (A. M., t. XXVII, p. 33g), ainsi que le théoréme plus gé-
néral démontré par M. Stekloff (C. R., 1902, 2¢ sem., p. 848).

Enfin MM. Runge (Zeitschrift M. und P., 1901, p. 229) et Borel (Fonctions de
variables reelles, p. 55) ont montré que la formule d’interpolation de Lagrunge,
bien que fournissant des polynomes P, _ (z; qui servent de valeur approchée a la
fonction f(z) (et coincident avec cette fonction pour n valeurs z, de la variable),
ne peut conduire au théoréme de Weierstrass. L’approximation n'augmente méme
pas forcément avec le nombre n des abscisses z; choisies dans l'intervalle (ab).

Le théoréme de Weierstrass s’étend aux fonctions continues de plusicurs va-
riables et méme, avons-nous vu, aux fonctions de plusieurs variables au plus
ponctuellement discontinues dans tout enscmble parfait (Voir les références
données plus haut),
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nous démontrerons dés maintenant en supposant connus les prin-
cipes les plus élémentaires relatifs aux séries.

Tutorime ronpamentAL. — Toute fonction f(x) continue
dans un intervalle (ab) est représentable dans cet intervalle
par des séries de polynomes absolument et uniformément con-
vergentes.

Montrons d’abord qu’a tout nombre positif ¢, on peut faire cor-
respondre un polynome P(z) tel que |f(x) — P(r)| rlatteigne
pas € pour toute valeur de x dans l'intervalle («b).

Le théoréme est évident pour une fonction continue dans I'in-
tervalle (ab) qui serait nulle dans une partie (@a) de cet intervalle
etreprésentée par un segment rectiligne dans la partie restante (2.6).
En effet, d’abord, par un changement de variable du type

X =mex+n,

on peut remplacer les intervalles (aa), (2b) respectivement
par (—1,0) et (o, +1), par suite traiter le cas d’'une fonc-
tion Y () nulle dans le premier de ces intervalles et représentée
par un segment rectiligne dans le second. Or, une pareille fonction
peut s’éerire

V() = k(x+|z]).

D’autre part, dans Pintervalle (—1, +1), | 2| peut étre déve-
loppé en série uniformément convergente ordonnée suivant les
puissances de 1— 2, carona|z|=y1— (1 — z%). Donc, dans
cet intervalle, ¥(x) peut étre représenté par un polynome avec
telle approximation que I'on voudra.

Cela posé, je dis que la fonction f(x) peut étre remplacée, avec
unc crreur inférieure 4 la moitié de ¢, par la somme d’un nombre
fini de fonctions du méme type que J(z). En effet, entre a et b
insérons des points de division @y, @y, ..., @, ., assez voisins
pour que dans chacun des intervalles (a;, ;) l'oscillation de la
fonction f(.r) n’atteigne pas la moiti¢ de ¢ (n° 19), et désignons
par »(z) I'ordonnée de la ligne bris¢e obtenue en joignant les
points A, Ay, Ay, ..., B de la courbe y = f(z) qui corres-
pondent aux abscisses @, a,, @i, ..., b. La fonction ¢(x) est



72 CHAPITRE 1. — LES FONCTIONS EN GENERAL.

continue et la valeur absolue de f— o n’atteint jamais la moitié
dee ().

Considérons la droite déterminée par les points A et A,
soit by (2) l'ordonnée de cette droite dans l'intervalle (ab). o(z)
est égale & la somme de §,(z) et d’une fonction continue ¢, ()
nulle sur (aa,) et représentée sur (a,b) par une nouvelle ligne
polygonale AJA A, ...

De méme o,(z) est égale a la somme d’une fonction conti-
nue Y,(z) nulle sur (« a,) et représentée sur (a, b) par la droite
qui passe par A} et A}, et d'une fonction continue ¢,(z) nulle
sur (aa,) et représentée sur (a;b) par une nouvelle ligne po-
lygonale A’ A} ....

De proche en proche on remplacera ainsi 9(z) par la somme
de n fonctions continues Ji(z) nulles sur (aa;_,) et définies
sur (a;_y b) par un segment rectiligne. Chacune des n fonc-
tons ¢;(x) étant représentable par un polynome avec une erreur

. . . € < . :
inférieure a YL leur somme ¢ (z) est représentable par un poly-

nome avec une approximation inférieure a la moitié de ¢; la fonc-
tion f(x) elle-méme différera de ce polynome d’une (uantité in-
féricure a ¢ en valeur absolue.

Ce lemme admis, prenons une suite de nombres positifs
$9y €2y vrny Eny v

décroissants et tendant vers zéro. A chacun d’eux &, on peut faire
correspondre un polynome P,(z) qui diflere de f(x) d'une quan-
Lité inférieure a ¢, en valeur absolue : de plus, ces polynomes con-
vergent uniformément vers f(x), puisque les nombres ¢, sont indé-
pendants de z. Dés lors, la série

Py(z) + [Py(z)—Pi(z)] +...+ [Pn(x) — Ppoy ()]

converge vers f(z) et converge uniformément. Sa convergence

(') En effet, dans lintervalle (a,, a,,,),  est de la forme a;+ 9(21,.+;—-a,),
ce qui donne

S(z)—e(2)=(1=0)[f(2) —f(a)]+8[f(x)—fla.,)] (8<1):

les multiplicateurs de (1 —0) et de 6 sont chacun inférieurs a i
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absolue résulte de ce que | P, — P,_, | n'atteint pas e, + &,_, €t

par suite peut étre rendu inférieur par exemple a;‘-,, quel que

soil n.

Revenons a la classification des fonctions continues; on peut
distinguer les catégories suivantes:

1° Les fonctions continues a variation non bornée. Telles
sont la fonction de Weierstrass ¢t la fonction z‘sini-

2" Les fonctions continues a variation bornée et @ nombres
dérivés non bornés. Telle est la fonction 22 sin ;

Les fonctions continues a nombres dérivés bornés, plus souvent
appelées fonctions lipschitziennes ('). Ce sont celles qui satis-
foat dans un intervalle a la condition dite de Lipschits.

| f(z+h)—f(z)| < k|h|,

k désignant une constante positive, z et  + h deux points quel-
conques de l'intervalle (*). On sait le réle important de ces fonc-
tions dans la théorie des équations différentielles, a propos des
théorémes d’existence (*), ainsi que dans d’autres questions: sou-
vent on peul raisonner sur ces fonctions comme sur celles qui ont
une dérivée.

3" Les fonctions continues qui ont une dérivée.

Remarquons qu’étant donnée une fonction continue, méme
ayant une dérivée dans un intervalle (ab), il peut étre impos-

(') Ces fonctions ont été introduites indépendamment de la notion de nombre
dérivé. — Cf. les Mémoires de Lipschitz sur les series trigonométriques (J.
de Crelle, L. 63, p. 296) el sur Uintegration (B. D., 1876, p. 14g).

Les intégrales défimies rentrent dans celte classe.

Nous avons déja remarqué qu'une fonction a nombres derives bornes est a
variation bornée.

(?) En effet, une pareille fonction a évidemment ses nombres dérivés bornés.
La véciproque est vraie.

(®) Le théoréme fondamental d’existence d’'une fonction continue y comme

intégrale de I'équation g‘g = f(&, y) suppose sculement que la fonction f satis-

fait, dans un intervalle convenable, & la condition de Lipschitz.
Cf. aussi MiTTAG-LEFFLER, 4. M., t. XXIV, p. 230.
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sible de trouver dans (@b) un intervalle assez petit pour que la
fonction y soit monotone ().

Inversement, une fonction continue monotone dans un inter-
valle (ab) peut n’avoir de dérivée dans aucun intervalle, si petit
soit-il, de (ab) (3).

Aussi, pour qu’a une fonction corresponde une courbe ordi-
naire, c’est-a-dire analogue & celles que 'on rencontre dans les
éléments et dont l'intuition sensible donne l'idée (courbe divi-
sible en un nombre fini de parties convexes, etc.), il faut ajouter
a la cogtinuité de la fonction deux conditions distinctes relatives
Pune & Vezxistence d’une dérivée, 'autre i l'absence d’un
nombre infini de maxima et minima (3).

4° Les fonctions continues f(x) qui ont une dérivée continue
dans un intervalle («b). On peut les représenter par des séries de
polynomes telles que ces séries et les séries formées par les déri-
vées de leurs termes convergent uniformément vers f(x) et f'(z)
entre a et b (*).

5" Les fonctions continues f(x) qui ont des dérivées de tous
les ordres, toutes finies, et dés lors toutes continues. Ces der-
niéres se rangent en deux classes. Les unes sont analytiques,
c’est-a-dire développables dans le voisinage de chaque point en
séries de Taylor. Les autres ne sont pas analytiques (3) : on

. . . GG 2 ain |} .
(*) Il suffit de considérer la fonction délinie par x*sin . pour x> o eL par
x <

zéro pour I = o, pour constater que ceci peul avoir licu dans le voisinage d’un
point. Pour lc cas général, cf. Cantor, M. 4., t. XIX, p. 591. — ScHWaRZ,
CQEuvres, t. 11, p. 269.

;sin(logz’)l n’a pas de

dérivée a Uorigine. Pour le théoréme lui-méme, ¢f. K&PcKE, M. A.,t. XXXV, p.104.

(%) Pour qu’une courbe soit ordinaire, il faut qu'elle jouisse des propriétés
ci-dessus, quelle que soit Porientation qu’on lui donne dans le plan. La derniére
des conditions énoncées est donc multiple.

Rappelons que méme une fonction a variation bornée peut avoir une infinité
de maxima et de minima.

(*) Cf. PAINLRVE, C. R., 1898, 1** semestre, p. 385.‘

(?) Ainsi la fonction continue et monotone z |1+

(*) Par exemple, la fonction représentée par e  ** pour z 2o et par zéro
pour z = o a & l'origine des dérivées de tous les ordres; néanmoins elle n’est
pas développable en série de Mac-Laurin. Bien que la série de Mac-Laurin relative
4 cette fonction soit convergente. elle ne représente pas la fonction ( Voir n°177).

A de pareilles fonctions pcuvent encore ne pas correspondre des courbes or-
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peut leur donner pour expression analytique une série de la forme

e

s(z) = Z (anx"+ b, cosnnxr + c, sinnrz);

n=0 X
les dérivées de f(xr) sont représentées par les séries formées par les
dérivées correspondantes des termes de s(z), et toutes ces séries
convergent uniformément dans l'intervalle (abd), comme I'a mon-
tré M. Borel (').

Cette derniére distinction conduirait a passer du domaine réel
au domaine complexe ; car, de toutes les fonctions dont nous avons
parlé, scules les fonctions analytiques (variables réelles) con-
servenl leurs propriétés, spécialement restent continues et déri-
vables, lorsqu’on sort du champ réel. [a définition des autres se
trouve limitée au champ réel; leur continuation en dehors de ce
champ, leur prolongement, ne se fait plus d’une maniére natu-
relle et en tout cas ne peut laisser ces fonctions continues et déri-
vables.

17. On peut aussi classifier les fonctions d’aprés les équations
dillérentielles auxquelles elles satisfont; les solutions de certaines
équations différentielles algébriques ont conduit a des fonctions
de premiére importance (€, sin3s, sns, ps, etc.).

A un autre point de vue, on pourra ranger les fonctions d’un
nombre quelconque de variables d’aprés les représentations dont
elles sont susceptibles (séries entiéres, séries de polynomes, séries
trigonométriques, etc.) (*). Par exemple, pour classifier le groupe

dinaires, au scns ci-dessus. C'est ce qui arrive pour la fonction définie par
-1 Q0 . ar 7 —
e *sin— pour Z 20 ¢l par zéro pour x = o.

(') De méme, une fonction de plusieurs variables réelles, continue dans un
domaine et admettant des deérivees partielles de tous les ordres, est dévelop-
pable en une série

o
Z P, (zy ..., z, sinz, cosz, ..., cosz,)
=0

(P, désignant un polynome en z,, ..., cosz, ), série uniformément convergente
et dérivable terme A terme indéfiniment. — Cf. BoreL, 4. E. N., 1895, p. 35;
1896, p. 79; Fonctions de variables réelles, p. 68. — PRINGSHEIM, M. A., . XLIV,
et Chicago Congress Papers, p. 294. — Voir aussi une note du n° {77.

(?) Cf. les notes précédentes et les n** 66, 83, 188, etc.
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des fonctions discontinues qui sont limites de fonctions continues
ou bien limites de limites de pareilles fonctions, voici comment
procéde M. Baire (') : '

Dans une premiére classe, dite classe zéro, il place les fonc-
tions continues : nous venons de dive qu’elles sont développables
en séries de polynomes. (Pour simplifier, nous supposerons qu’il
s'agit de fonctions d’une variable, et nous représenterons celles de
classe O par f,(2), fm,u(Z), ....)

Une série de fonctions de classe 0, si clle ne détermine pas
une foyction de classe 0, définira une fonction de classe 1 : la
classe 1 comprend donc les fonctions discontinues F(x), repré-
sentables par des séries simples de fonctions continues, ct I'on a

F(m;:i,fu(ﬂ.

n—0

Nous avons dit précédemment quelles sont les seules disconti-
nuités possibles dans les fonctions de classe 1 ().

De méme, quand ‘une série de fonctions de classe 1 ne déter-
mine pas une fonction de classe 0 ou 1, la fonction gqu’elle détinit
sera dite de classe 2. Les fonctions F(x) de classe 2 sont donc
représentables par des séries doubles & éléments continus

j(a-)=il*‘m(r>=§: ifm."(‘r)»

m==0 m=0 n—=0

telles que lasommation relative aux valeurs n doive précéder celle
relative aux valeurs m.

La fonctlion de Dirichlet rentre dans cette classe.

On est ainsi amené & définir des fonctions de classe arbitraire
3, 4, ..., ny ... qui seront représentées pardes séries triples, qua-
druples, etc., sans qu’on puisse réduire la série triple & une série

(') C. R., 1898 cL 189y. Thése, p. 68 (Annali di Matem., 1899), et surtout
Fonctions discontinues, 195, et 4. M., t. XXX, ot sont exposces les propriétés
caracléristiques des fonctions des diverses classes.

_(*) Toute fonction semi-continue supérieurement (ou inférieurement), toute
fonction dérivee est poncluellement discontinue, ct dés lors rentre dans cette
catégorie (cf. BAIrg, Fonctions discontinues).
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7
double, etc..., dont les éléments seront des fonctions continues ou
des polynomes.

On peut poursuivre et définir des fonctions de classe v, w 41,
w0, w9, L, en désignant par ces symboles les nombres
transfinis de M. Cantor (').

Il existe effectivement des fonctions de toute classe; en
d’autres termes, on ne peut sans contradiction admettre a la fois
les axiomes ordinaires de I’Analyse et ce théoréme : toute suite
convergente de fonctions des classes égales on inférieures a x a
pour limite une fonction de classe égale ou inférieure a « (2).

On lerminerait cette classification par les fonctions non repré-
sentables analytiguement, fonctions dont on a aussi démontré
Pexistence (*).

18. Le nombre des conditions nécessaires pour déterminer une
foncuion dans son domaine d’existence peut encore servir de base
a leur classification (*).

On remarquera d’abord que, s’il s’agissait de la fonction discon-
tinue la plus générale, ni le nombre des variables, ni I’étendue de
Pintervalle d’existence (dans le cas des fonctions d’une variable)
n’influerail sur le nombre de ces conditions. En elffet, pour déter-
miner une pareille fonction, il faut donner sa valeur en chaque
point : or, 'ensemble des points de U'espace a méme puissance que
I'ensemble des points du segment (o, 1).

Une classe intéressante sera formdée par les fonctions définies au

(') Ainsi, 'ensemble des classes de fonctions, concu logiquement, jouit des
propriétés suivantes :

1° Il n’¢st pas dénombrable;

2° Avant unc classe quelconque, il n'existe qu'un nombre fini ou dénombrable
d’autres classes;

30 Aprés tout ensemble dénombrable de classes, il existe une nouvelle classe.

(?) Cf. Bairg, Thése, p. 71. — Borki, Fonctions de variables reelles, p. 156.
— LeBESGUE, J. M., 1405, p. 203.

(%) La démonstration résulte de la juxtaposition de ces deux propositions :

1° L'ensemble des fonctions a une puissance supérieure au continu (théoréme
da @ M. Cantor);

2° I'¢nsemble des fonctions représentables analytiquemenl n’a pas une puis-
sance supérieure au continu. ( Cf. LEBESGUE, J. M., 1905, p. 213).

(*) Cf. BorkL, Legons sur la théorie des fonctions, p. 123; A. E. N., 1895,

P. 47
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moyen d’une infinité dénombrable de conditions : telles sont les
fonclions continues, les fonctions discontinues sculement en une
infinit¢ dénombrable de points. Parmi ces fonctions, on rangera a
part celles qui sont déterminées dans tout leur domaine d’existence
par leurs valeurs dans le voisinage d’un seul des points de ce do-
utaine : ce sont les fonctions analytiques d’une variable complexe.

Enfin, une séric entiére peut étre envisagée comme ayant le
méme nombre de cocfficients, qu’elle soit & une ou plusieurs va-
riables. Méme I'ensemble de m séries entiéres a p variables ne
présenge pas plus de généralité, au point de vue arithmétique,
qu’une scule série enti¢re a une seule variable : dans les deux cas,
Pensemble des coefficients est dénombrable. Cette derniére re-
marque expliquera cerlains paradoxes que I'on rencontrait autre-
fois dans la définition de I'intégrale générale d’une équation aux
dérivées partielles lorsque, pour y parvenir, on voulait compter
les fonctions arbitraires qui y figurent (n° 209) : cette définition
doit reposer sur d’autres considérations, car le nombre des coeffi-
cients arbitraires qui figurent dans m fonctions analytiques forme
toujours unc infinité dénombrable, quel que soit m.
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LES FONCTIONS ANALYTIQUES.

Dans cet Ouvrage, nous Llraitons spécialement des fonctions
analytiques d’une variable complexe. C'est I'étude des phéno-
ménes naturels et la commodité des calculs qui ont amené, en
restreignant la notion de fonction, & faire les hypothéses complé-
mentaires d’ot estsortie la théorie des fonctions analytiques. Leur
domaine embrasse les fonctions les plus intéressantes dans toutes
les branches des Mathématiques : Théorie des nombres, Théorie
des équations différentielles ou des équations fonctionnelles algé-
briques, Géométrie, Physique mathématique.

Aborder leur étude par les procédés de Cauchy revient a envi-
sager les fonctions qui sonl finies, continues ct ont une dérivée.

Les notions correspondantes se présentent également lorsqu’on se
place au point de vue de Riemann ou de Weicrstrass. Aussi est-il
bon d’en grouper ici les définitions précises en les appliquant aux
fonctions.

§ 1. — Foncrions cONTINUES.

19. Nous avons défini plus haut la continuité en un point en la
rattachant & la notion d’oscillation nulle. Cela revient i dire, d’une
maniére plus classique, qu'une fonction d’une ou de plusieurs
variables, définie en un point (2, y4, ...) et dans son voisinage,
ou simplement définie au point (z,, ¥y, ...) ainsi que sur un en-
semble ayant ce point pour point limite, est continue en ce point,
si elle a pour valeur limite au point (2, ¥, . ..) la valeur qu’elle
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prend en ce point ('). En d’autres termes, la fonction est continue
lorsque & tout nonbre positif donné : on peut faire correspondre
un nombre positif 3, tel que 'on ait

(1) \fle+h y+k ..)—flz,y,...)| <e
oZ|h] <38, o':lk|<6>
( |kt +kl+...>0 )’

les points (z + h, ¥y + A, ...) devant appartenir & 'ensemble on
la fonction est définie. On suppose que la fonction est finie au
point considéré ().

Une fonction définie swur un ensemble fermé K est continue sur
cel ensemble quand elle est continue en tout point limite de I'en-
semble (*). En particulier, elle est continue dans un domaine
continu fermé quand elle est continue en tout point du domaine
et de sa fronticre. Voir n® 23 (*).

Occupons-nous d’abord des fonctions continues d’une variable.

Si une pareille fonction est continue dans un intervalle (ab),
on peut écrire, en prenant les notations de Dirichlet,

Sla--0)=f(a), [fib—o)=f(b).

(') Ainsi la fonction a* définic seulement pour les valeurs ratiounclles de &
est continue pour chaque valeur rationnelle de x (chaque nombre vationnel est
un point limite de I'ecnscmble des nombres rationnels). On s'appuic méme sur
cette propriété quand on définit @* pour les valeurs irrationnelles de . *

On n'¢ludie pas la continuité en un point d'un ensemble lorsque cc point n'est
pas point limite.

(?) D'aprés le second critére de convergence, les inégalités du texte exprimant
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction f(.r) soit continuc
cn un point z peuvent ¢tre remplacées par les suivantes :

<|z'— 8, 0<| 2" — <8

1f(2) = F(&") | <5 (uz Tel<bol]a ”'“).
|o'—z|+|&x"—2| >0

(*) La fouction est ponctuellement discontinue relativement a l'ensemble E

lorsque au voisinage de tout point de E il y a des points de E ou la fonction est
continue relativement 4 E.

(*) Comme nous l'avons dit, on peut aussi définir la continuité dans un
domaine, par exemple dans un intervalle, par les inégalités

1f(2') = f(2")| <5, pour |2'—z"|<3,

quels que soient les points &’ et z" choisis dans l'intervalle.
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La fonction est déterminée dans tout Pintervalle dés qu’on
connait ses valeurs auz points rationnels de I'intervalle (*). En
effet, tout point x peut étre considéré comme point limite dun
ensemble de points rationnels z, , et la continuité exige

fila) = nlj-'l.l. Stap,).

Du reste, ces valeurs aux points rationnels ne sont pas arbi-
traires : les conditions auxquelles elles doivent satisfaire sont méme
des plus compliquées.

A la notion de continuité se rattache celle de continuité uni-
Jorme. Pour la définir, reprenons les inégalités (1) en les appli-
quant par exemple & une fonction de deux variables continue dans
un domaine fermé. Iin chaque point du domaine, & tout nombre
positif donné ¢, corvespond un nombre 3 et méme une infinité de
nombres 8, tels que les indgalités (1) soient satisfaites. Si de plus
on peut satisfaire aux indgalités (1) en tous les points du domaine,
par wune méme valewr de g (), on dit que la continuité de la
fonction est wniforme dans le domaine considéré.

On peut remplacer la définition ci-dessus par la propriété carac-
téristique suivante : une fonction est uniformément contlinue
dans un domaine lorsque 4 tout nombre positif donné = on peut

(') Plus généralement, une fonction continue est déterminée dans un ensemble K,
quand on connait ses valeurs en tous les points d’un ensemble ¢ partout dense
relativement a K,

Le théoréme du texte est du a Heine (Journal de Crelle, t. 74, p. 183).

(%) Soit A(xz, ) la limite supéricure des quantités & au point (z, y), ¢ élant
supposé lixé, Ces nombres A forment un ensemble d’¢léments tous positifs : la
continuité est uniforme si sa limite inférieure est positive (et non pas nulle).

Ici, de fait. ces grandeurs A sont fonctions continues de (x, y) : donc elles
atteignent effectivement leur limite inférieure (n° 20), qui dés lors est positive.
La continuité de A résulte a son tour de ce que la différence des valeurs de A cn un
point (z, y) eten un point M intérieur au cercle de rayon A décrit de (z, y)
ne dépasse pus en valeur absolue la distance de ces deux points, puisque le cercle
déerit de M comme centre, avec un rayon égal a la valcur de A relative a M,
coupe le premier cercle ou lui est tangent. C’est 12 une premicre démonstration
du théoréme que nous établirons bientot, d’apres lequel la continuité entraine la
continuité uniforme, Cf. LUrotn, M. 4., t. VI, p. 319.

La notion de continuité uniforme est un cas particulicr de celle de convergence
uniforme : f(2, y) est uniformément continu, si f(z -t- h, ¥y -+ k) converge uni-
formément vers f(z, y) pour h =k = o,

F. 6
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faire correspondre un mode de division du domaine en éléments,
par exemple en carrés, assez petits pour que, dans chacun d’eux,
Poseillation de la fonction reste inférieure a «.

En effet, d’abord, si une fonction est uniformément continue,
elle jouil évidemment de cette propriété.

Pour établir la véciproque, il suffit de p‘rouver qu’au nombre
arbitraire = correspond un nombre positif fize ¢, tel que la diffé-
rence des valeurs de la fonction en deux points (&', y'), (2, y")
soit inférieure i z, si leur distance n’atteint pas c.

Or, par hypothese, le domaine est divisible en carrés assez
petits pour que, dans chacun d’eux, loscillation de la fonction

. € . ’
n’atteigne pas 5 appelons ¢ le c6té de 'un de ces carrés.

Ou bien les deux poimts (&', "), (2, ") appartiennent au
méme carré, el alors la proposition est évidente.

Ou bien ils appartiennent & deux carrés ayaut au moins un
sommet commun (.r;, ¥;), ce qui permet d’écrire

[ f(x's ') —flxi, yi) | < 5,’ | S, ") ~ flxi, yi)| < ;

et, par suite,
|f(@'s ) = Sl y') | e

Donc cette derniére inégalité est bien satisfaite toutes les fois
que la distance des points (27, '), (2", »") n’atteint pas 8, ce qui
prouve d’abord la continuité de la fonction dans le domaine, puis
sa conlinuité uniforme.

Tutorkme. — Une fonction continue dans un intervalle
Jermé est uniformément continue dans cet intervalle (*).

(') Cf. Darboux, A. E. N., 1875, p. 73.
Le théoréme suppose la fonction continue dans un intervalle fermé; par exemple la

. L1 . .
fonction sin z est continue pour toutes les valeurs de  comprises entre o et 1;

elle n'est pas uniformément continue dans l'intervalle (o, 1).

Le théoréme est vrai des fonctions continugs, définies sur un cnsemble parfait,
continu ou non. En effet, supposons qu’il y ait des points de I’cnsemble p,, ...,
P .- tels que les valeurs des A aux points correspondants

(A> A,>..0.> 8,>...)

aient zéro pour limite. Soit p le point limite des points p,, ..., p,, .... Au .
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Montrons qu’une fonction continue jouit de la propriété carac-
téristique énoncée ci-dessus, et pour cela raisonnons par l'absurde.
Si le théoreme n’est pas vrai et que I'on divise Uintervalle (ab) en
deux parties, chacune de ces parties en deux autres, etc., parmi
les intervalles obtenus aprés chaque opération, il y en a au moins
un ou loscillation dépasse ¢, tel de plus que, si on le divise en deux
parties, au moins I'une d’elles jouisse de la méme propriété, ainsi
qu’une suite indéfinie d’intervalles (@, b,) obtenus dans les mémes
conditions, par suite compris les uns dans les autres. De plus,
ces inlervalles tendent vers zéro. Jappelle z, le nombre que
définit ainsi une suite (ab), ..., (a,b,), ....

La fonction étant continue au point xy, on peul faire corres-
pondre au nombre donné ¢ un nombre 3 tel que U'on ait

@) —fxo) | <2 (Ja—ao| <3).

Par ailleurs n peut éire choisi assez grand pour que les deux
points a, et b, soient compris dans Pintervalle (— 6 -+ x4, 2,4+ 8).
Désignons alors par 2’ et a” deux valeurs quelconques de x
apparctenant a Pintervalle (e, 0,). On pourra éerire
Pl

) = flan | <2 1S = fa) < S

et par suile
[ f(x')— f(a")| <.
Cette conséquence est en contradiction avec 'hypothése d’apres
laquelle, dans Uintervalle («, b,), l'oscillation dépassait e ().

point p correspond un nombre positif déterminé A; done, dans le voisinagede p
il y a des points p, pour lesquels A, ne reste pas inférieur & tout nombre donné,
Phypothése faite était donc absurde.

Voir la thése de M. Baire, p. 13. — Cf. aussi RiQuiEr, A. £. N., 1890, p. 282,

(') La propousition du texte est due & Heine (J. de Crelle, t. T4, p. 188). On
peut dire qu’elle a comme fondement géoméirique cet important théoréme de
M. Borel :

Soit un ensemble L. Si U'on prend une infinité, denombrable ou non, d’en-
sembles K tels que tous les points de C appartiennent a l’un des ensembles K,
on peut trouver dans les ensembles E un nombre vimire d’ensembles tels que
tout point de L soit intérieur a l'un d’euz.

Cf. BoreL, A. E. N., 1895; Legons sur les fonctions, p. 42; C. R., 1*f semestre
1903, p. 1055, — LINDELO¥, C. K., 2° semestre 1903, p. 698. — ScHOENKLIES, C.
R., 1** semestre 1907, p. 22.
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20. Rappelons quelques autres propriétés élémentaires des

fonctions continues :

1° Lorsqu’une fonction continue dans un intervalle prend
des valeurs de signes contraires en deux points o et 3 de cet
intervalle, elle s'annule aw moins une fois entre a et § (*).

On en conclut qu'une fonction continue f(.z) ne peul passer

d’une valeur quelconque f(2) & une aotre f(f) sans passer par
toute valeur intermédiaire C. Ln effet, la fonction continue

Jlx)—G

prend des valeurs de signes contraires aux points « et 3; donc elle
s’annule au moins une fois entre ces points.

.. . . . . , e
La réciproque n'est pas vraie. \insi la fonction égale a sin —

pour z 2o et i zéro pour x =0 est discontinue a lorigine (sa

discontinuité est dgale a 2). Néanmoins, dans tout intervalle
contenant le point zéro, clle ne peut passer d'une valeur a une
autre sans prendre, au moins une fois, toutes les valeurs intermd-
diaires (2).

(') Eu effet, appuyons-nous sur ce que, d’aprés la définition de la continuité.
la fonction garde dans le voisinage d’un point le méme signe qu’en ce point.

Supposons  f(a) <2 o, f(f) > o ct faisons croitre z a partir de a. La fonc-
tion f(.x), négative au point «, est négative dans le voisinage de a: lorsque z
croit, 'ensemble des valeurs de z pour lesquelles f(x) demeure négatif a une
limite supérieure A, puisque f( ) est positif.

S(A) ne peut éure positif, car, pour des valeurs de & inférieures & A, mais auss
voisines de A que Pon veut, f(z) est négatif.

S(X) ne peut etre négatif : sinon f(z) serait négatif dans l¢ voisinage de »
ct dés lors pour des valeurs de o supérieures & A: par suite A ne serait pas la
limite supéricure annoncée.

Donc f(A) est nul.

(*) Considérons encore deux fonctions égales respectivement a siné et — sin%_
pour 2z o0, eL prenant la valeur 1 & Voriginé. Chacune d’elles ne peut passer
d’une valeur & une autre sans prendre toutes les valeurs intermddiaires; mais
teur somme ne jouit pas de celte propriété (puisque cette somme est nulle
pour .z Zo et égale a 2 pour z = 0) : dounc chacune des deux fonctions ne peut

étre conlinue.
Cf. aussi DArboUX, A. E. N., 1875, p. 10y. — HEINE, J. de Crelle, . 74, p. 185.
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2* Une fonction continue dans un intervalle fermé (ab) est
bornée dans cet intervalle (V).

Le théoréme n’est plus vrai quand Uintervalle n'est pas fermé :

L. . i . e . ) )

ainsi la fonction 57 continue dans lintervalle o <.r <1, n'est pas
limitée dans cet intervalle.

3° Une fonction continue dans un intercalle fermé (ab)
atteint, dans Uintervalle, ses limites supérieure et inféricure

Lietl(®).

(') En effet, imaginons une division de Pintervalle (ab) en intervalles (z.z,,,)
assez petits pour que, dans chacun d’eux, Poscillation de la fonction reste infé-
ricure & un nombre donwé a Pavance & U suffit Pétabliv qu’sux limites des
intervalles, c’est-a-dire aux points (a, &, ..., . ..., b), les valeurs de la fonc-
tion nc dépassent pas un nombre fixe, puisque les valeurs de la fonction ne
s'éeartent pas des valeurs en question d’one quantité supérieure a & Or on a

IS ()< fla)yl ~+5
[ f(z,) | << f(z)] ¢

[fCOY | oS, )+ s

En ajoutant membre & membre ces inégalités de méme sens, on voit que les
valeurs absolues de la fonction, aux extrémités des intervalles, restent inféricures
alf(a)|+ ne n désignant le nombre des divisions.

(*) Prouvons, par exemple, l'existence du maximum. Si Pon divise (ab) en
deux parties égales, dans I'une au moins la limite supéricure de f(z) sera L. En
répétant Popération du partage, on obtient des intervalles («b), (a, b)), ...,
(@,b,), ... renfermés les uns dans les autres, tels que, dans chacun d’eux, la
limite supéricure de f(x) soit L, ct deux suites

- - - - ~ . b —
aTa T, R/ R <b,,——a,,: 2”“:8)

qui délinissent un nombre z, appartenant, quel que soit n, a Uintervalle (a,b,).
Prouvons par absurde que f(x,) = L.

D’abord, d’apres la définition de L, f(z,) ne surpasse pas L.

S'il lui est inféricur, posons L — f(x,) = 2¢. Puisque f(x) est coutinu en &,
on peut faire correspondre au nombre positif ¢ un nombre positif 8, tel que

| flzy+ ) —flz)] < (Jh]<8),
ce qui donne, pour toute valeur de | A | inféricure a &,
S(zy+-h) < L-—e

Mais, L étant la limite supérieure de f(x) dans Pintervalle (a,b,), il y a au
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4" Le module d’une fonction continue est continu. [.a somme
et le produit de deux fonctions continues sont continus; il en
est de méme de leur quotient, pourvu que le dénominateur ne
s'annale pas au point considéré.

Remarquons enfin qu’une fonction qui a une dérivée finie, dans
un intervalle, est continue dans cet intervalle. 1] en est de méme
de celle qui a ses quatre nombres dérivés bornés.

21. Toutes les fonctions continues jouissent des propriétés pré-
cédentes : voici une propriélé spéciale aux fonctions continues
variation bornée dans un intervalle (ab).

Si I'on considére un intervalle (ar) contenu dans (ab), les
trois variations totales, relatives & Dintervalle (ax), désignées
plus haut par V(2), P(x), N(2), sont des fonctions croissantes ou
stationnaires lorsque x croit : je dis de plus que ces trois varia-
tions sont continues dans le cas d’une fonction continue f(.r)
a variation bornée.

En effet, il suffit d’établir le théoréme pour l'une d’entre clles
V(z), puisque P(x) et N(x) sont relices lincairement a V(.r)
et f(x). Appelons ¢(x) et ¢(b) les valeurs de ¢ qui correspondent
a une division déterminée quelconque des intevvalles (ax), (ab).
Lorsqu’on augmente indéfiniment les points de division entre «
et z, z et b, tous les nombres ¢(x) et v(b) correspondants ont

moins un point de cet intervalle (représentons-le par x,~+ h) ot f(x,+ i) et L
différent d’une quantité inférvieure a e. On a ainsi

./(1}»"“/’) >L—c

en unc point ou |A| < 4. Ce résultat est en contradiction avec les premicres
iﬁégalitc’s; car on peut concevoir d’abord la détermination dc €, en déduire 2,
et pousser assez loin la subdivision de Vintervalle (ab) pour que 3 soit infé-
rieur a §,.

Le premier de ces théorémes a été établi par Cauchy (Cours d’Analyse,
QEuyres, 2° série, L. 111, p. 278). Gauss et surtout Weierstrass ont attiré I'alten-
tion sur la nécessité de démoniver les autres. — Cf. aussi Dansoux, B. D., 1872,

p. 307. ~—~ Du Bois-Revmonp, Theorie des fonctions, trad. francaise, p. 191, —
BrobeN, Theorie der stetigen Functionen (¢J. de Crelle, L. 118). — Dint, Fun-
damenti per la teorica delle Funzioni di variabili reali. — SroLz, Vor-

lesungen iiber allgemeine Arithmetik,; Differential-und Integralrechnung. Le
dernier théoréme a été étendu dans certains cas. & des fonctions non continues.
Cf. FricreT, C. R., 3¢ sem., 1904, p. 849.
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pour limites supérieures V(z) et V(&) (). Si l'on a intercalé
entre @ et b assez de points de division pour que la différence
entre V(b) et ¢(b) n’atteigne pas ¢, ¢ désignant un nombre donné
a avance, il en sera de méme alors « fortiori de la différence
entre V(z) et ¢(x); car ¢(b) subit les mémes accroissements
que v(.z), lorsqu’on ajoute de nouvelles divisions entre a et z. [l
vient donc, en désignant par £ un nombre positif quelconque tel
que £ + h nc sorte pas de Pintervalle (ab),

Vie+h)—V(x)Z|v(r+h)+e|—v(r)=|flz+h)— f(z)]+e
uisque f(x) est continue, on peut choisie i assez petit pour
Puisque f(z) est t , peut el h petit pour
que le premier terme de cette dernicre expression n’atteigne pase.
On aura done

Vi +h)-—- V)L 2e
ce qui prouve bien la continuité de V(.x).
Corollaire. — Puisque les fonctions P(z) et N(x) sont con-

tinues, toute fonction continue & variation bornée est la diffé-
rence de deux fonctions monotones continues (p. H8).

22. Une fonction de plusieurs variables peut étre continue
séparément par rapport a chacune d’elles sans étre continue (2).
I

(') On démontrerait par les procédés habituels que les sommes v, p, n tendent
vers leurs limites supérieures V, PP, N lorsque la fonction f est continue.

(*) Cauchy se contentait de la continuité par rapport a chaque variable [Cours
' Analyse, etc. ((Wuores, 2¢ série, t. IIl, p. 46)]. Le premicr, Heine remarqua
que cette condition n'était pas suftisante [Ueber trigonometrische Reihen (J. de
Crelle, L. T1, p. 361)].

2T, .
‘yy,, aux autres points

Exemples : 1 La fonction égale a o a Porigine et i =

du plan est, & Uorigine, continue séparément par vapport a x et pav rapport a y,
puisqu’elle s’annule sur chacun des axes. Elle est discontinue quand on marche
dans une direction autre que celle des axes; par exemple, sur la bissectrice z =y,
la fonction saute brusquement de la valeur o 4 la valeur 1.

En partant de cet exemple, M. Baire donne le moyen de former une fonction
continue par rapport & chaque variable, sans qu'il existe aucune aire ou elle soit
toujours continue par rapport a leur ensemble (7'2ése, 1899, p. 16 et 88).

.
.’t"-l—f
est continue quand on pose y = c¢r ou 2 =cy, quelle que soit la valeur finie
de c¢; clle n’est pas continue a lorigine, car si I'on se déplace sur la para-

Remplagons dans la fonction précédente y par y*. La fonction obtenue
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Une fonction continue de plusieurs variables jouit des mémes
propriétés que les fonctions continues d’une variable. Démontrons,
en prenant le cas de deux variables, celle qui est relative & la con-
tinuité uniforme

Tutorizme. —. Une fonction continue dans un domaine fermeé
est uniformément continue dans ce domaine.

Raisonnons encore par 'absurde. Décomposons le domaine en
carrés par des paralléles aux axes. Si le théoréme n'est pas exact,
il y aura toujours, aussi loin que nous poussions les subdivisions,
une suite de carrés dans lesquels Poscillation de la fonction dépas-
sera ¢, el, par suite, un point limite (2,4, 19) (on déterminera ses
coordonnées en raisonnant comme au n® 19), dans le voisinage
duquel Toscillation dépassera . Celte conséquence est en con-
tradiction avec 'hypothése de la continuité de la fonction au
point (4, 17).

Comme pour les fonctions d’une variable, on peut encore établir
les propositions suivantes :

Une fonction continue dans un domaine fermé est sonnir
dans ce domaine, et dés lors admet une limite supérieure et
une limite inféricure.

bole y*= &, la fonction passe brusquement de o a 1. Ainsi une fonction peut
étre continue suivant toutes les droites passant par un poinl sans étre con-
tinue en ce point. On peut méme construire des fonclions discontinues dans
n’importe quel domaine, et néanmoins continues sur toute courbe algébrique et
mémc analytique.

De fait, pour qu'une fonction soit continue en un point, il suffit qu’elle
converge uniformement vers sa valeur en ce point, sur toutes les droites qui y
aboutissent.

2° Considérons la fonction nulle & l'origine et aux points de coordonnées
rationnelles. et (ui aux autres poiunts cst égale a

,7 »
(+=5)5-5)

— (P 8 e —
r .

L 2‘ Z Z (v-2)+-3)

p= @ (fm—w pm—® Sm—o

Elle est continue séparément par rapport a x et par rapport a y; clle est
discontinue par rapport a leur ensemblc en une infinité de points duns un domaine
aussi petit que I'on veul. (Cet exemple a été déduit du premier exemple considéré
dans la note par Papplication du principe de condensation des singularites.)
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2° Klle atteint effectivement, au moins en un point du do-
maine ou de sa frontiére, ses limites supérieure et inférieure,
c’est-a-dire elle a un maximum M et un minimum m.

3 Elle prend une valeur quelconque, comprise entre M
et m, en une INFINITE. DE POINTS appartenant au domaine.

Prouvons cette derniére proposition.

Sovient A et « les points du domaine ou de sa frontiére ou la
fonction auteint ses valeurs maximum et minimum M et m. Si nous
les joignons par une ligne arbitraire ne sortant pas du domaine,
nous aurons, le long de cette ligne, une fonction continue d’une
variable, qui dés lors prendra au moins une fois toute valeur com-
prise entre M et m. Comme il y a une infinité de lignes reliant A
et «, il y aura une infinit¢ de points ot la fonction satisfera aux
conditions énoncces,

23. Une fonction de variable complexe f(5) est continue en un
point 34 lorsqu’on a lim £(3) = f(35,). En d’autres termes, la fonc-

tion est continue lorsque, a tout nombre positif donné e, on peut
faire correspondre un nombre positif 3 tel que I'on ait

(1) | f(30+2)—f(30) ] <c¢ (g1 <o),

le point 3,4~ 3 devant rester dans le champ ot la fonction est
définie.

Une fonction est continue a I'intérieur d’un domaine lorsqu’elle
est continue en tout point intérieur.

Enfin nous dirons qu’elle est continue en un point § de la
Jrontiére de ce domaine, si la fonction f(3) tend vers une méme
valeur bien déterminée f,(§), quel que soit le chemin suivi par s
pour tendre vers &, et si elle prend en ce point la valeur £, (§) (Y).

(') Lorsque la fonction f(3) satisfait a cette condition en tous les points §
d’une portion y de la frontiére C de (9, la fonction f,(%) est fonction continue
de § le long de U’arc v, et f(3) tend uniformement vers f,(5) quand s se vap-
proche de § par un chemin quelconque (le mot uniformement se rapportant aux
divers points § de v).

Réciproquement, si 4 toul point § situé sur une portion y de C correspond un
chemin aboutissant en § et variant d’une maniére continue quand § se déplace
d’une fagon continue suv vy, tel que par ce chemin la fonction f(z) tende uni-
Sorméement vers unc valeur f,(8), alors f(3) tend uniformement vers Si(%)
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Pour (u'une fonction f(5) mise sous la forme « + iv soit con-
tinue, il faut et il suffit que les fonctions « et v jouissent de cette
propriété ().

§ . -~ FONCTIONS ANALYTIQUES EN UN POINT.

24. Soient w«(.x, y), ¢(x, y) deux fonctions rvéelles prenant des
valeurs bien déterminées dans un domaine. La combinaison
w=u(x, y)+ ic(z, y) est fonclion, dans ce domaine, de la va-
riable 5=z =+ &), quelles que soient les fonctions « et ¢, en ce
sens que les valeurs de w et ¢ sont déterminées, lorsqu’on se
donne un point 3, c’est-a-dire . et ).

Mais la généralité méme de cette notion lui enléve tout intérét,
car on est ramend a I'étude de deux fonctions de vartables réelles,
sans que le symbole ¢ joue aucun vole. Aussi Cauchy Pa-t-il res-
treinte en imposant i cette combinaison une propriété fondamen-
tale que possédaient de fait les fonctions particuliéres de variables
imaginaires éludices jusque-la ().

quand 3 se rapproche de 4§ par un chemin quelconque, et f,(%) est fonction
continue de § le long de l'arc y.

Dans ces deux cas, équivalents entre eux, on dit que la fonction est continue
ou encorc bien determinee le long de <.

La démonstration de ces lemmes ressort immdédiatement de la théorie de la
continuité (on les trouvera établis dans la Thése de M. Painlevé, 4. 7%, 1888, B.,
p- 19); ils apprennent spécialement qu’une fonction continue a Pintérieur d'un
domaine et continue sur sa fronticre est continue dans ce domaine considéré
comme domaine fermé,

(") En effet, si les inégalités (1) sont satisfaites, on en déduit, en posant
§ = I+ ik,

Ju(z -t hyy + k) —u(x,y) - |v(x-+h,y+hk)—v(x,y)-< e

par suite, « et v sont continus, puisque le module de chaque différence est infé-
rieur 4 e,

Réciproquement. si « et v sont continus, on peut faire en sorte que le module

de chacune des diflérences ci-dessus soit inférieur & 5 lu somme de leurs carrés
V2
n'atteindra pas &, .

On voit aussi que le module d’une fonction continue est continu,

() Caucny, Cours d’Analyse de U’FEcole Polytechnique (OEuvres, 2* série,
t. L, p. 213). La considération des fonctions de variable complexe sous la
forme w -i- iv a été reprise par Ricmann : il en fait reposer la théorie sur les équa-
ions (H) du n* 5. (QEuvres, Dissertation inaugurale, 1851, p, 1.) .
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Au sens de Cauchy, une fonction « + /v n’est fonction de 3
dans le voisinage d’un point que si elle a une dérivée unique
daps le voisinage de ce point. 11 veut dive par Ia que la limite du
rapport de laccroissement de la fonction w & 'accroissement de la
variable 5 existe et est la méme, quel que soit le chemin suivi
par la variable pour aller du point 5 + Az au point 5 ().

Les fonclions pETERMINEES el CONTINUEs en un poinl qui ont
ainsi une niriver vniQur ont regu le nom de monogénes (*); on

dit aussi qu'elles sont analytiques au point considéré (3).

25, Tuionime. — Pour que la combinaison w = u+ iv,
JSormée avec des fonctions u et ¢ déterminées et continues en

(') Une pareille fonction peut avoir en un point plusieurs déterminations
(telle est la fonction "/E) ct méme une infinité (comme log3z), pourvu qu'elles
ne forment pas une infinité continue (n° 77) et que d’une détermination initiale
choisic on puisse déduire, le long de toute courbe continue, un ensemble de va-
leurs continues et ayant une dévivée (voir Chap. V).

(*) « Nous appellerons monogéne unc fonction dont la dérivée sera mono-
drome » (Cauvcny, Exercices d’Analyse et de Physique mathematique, t. 1V,
1847, p. 346). Cauchy appelait synectiques celles qui restent (inies, continues,
monodromes el monogénes dans tout le plan (¢f. Brior et Bouquer, Fonctions
elliptiques, 1™ édition, p. 11).

Pour que la fonction w« +- v ail une dérivée unique en un point (z, y'), il ne
suffit pas que sa dérivée soit la méme sur tous les rayons aboulissant au point,
Aiusi la fonclion égale & o pour & =+ iy = o0, ct représcntée aux autres poinls

2T)
£yt
I'origine; néanmoins elle n’est pas monogcne.

Ici, comme au n° 22, on peul demontrer qu’une fonction est monogéne si,

f'(3) désignant la valeur de la dérivée par un chemin particulier,

par (& —+&y) » a a lorigine pour dérivée o sur toute droite passant par

S(s+ret)— f(3) .
e 3
tend uniformeément vers o avee r, quelle que soit la direction 6 par laquelle la
variable se rapproche du point 3. Cf. Srorz, Grundsiige, etc., p. Bo.

(*) En adoptant le terme fonction analytique, on a repris une dénomination
dout se servait Lagrange pour désigner les fonctions susceptibles d'un développe-
ment en séries de puissances, et on I'a étendue aux variables complexes (LAGRANGE,
Theorie des fonctions analytiques et Lecons sur le calcul des fonctions;
GEuvres, L. IX et X).

Il y a identité entre ces quatre expressions : fonction monogeéne, analytique,
réguliére, holomorphe en un point. Nous verrons que la fouction synectique est
la fonction analytique uniforme dans un domaine.
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nn point, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre,
soit analytique en ce point, il faut et il suffit qu’en ce point
ces fonctions satisfassent aux équations

Ju o Ju dv
H —_— = - ID e
(1 ar = o oy — T oz

En effet, donnons a 5 l'accroissement Az; v recoil un accrois-
sement Aa, égal & A + (A¢. Transformons d’abord Aw; on a

Au=|u(x -+ Ax, y +Ay)—uwu(r,y +Ay)|+|u(x, y+Aay)—u(x,y)l,

ou bien, en appliquant la formule des accroissements finis & la pre-

. . . . . Ju ..
miere parenlhesc, ce qui est permis puisque ir a une valeur hmc,
I

du(r+OAr. vy + A ulaxr. Ay)—uir,y
_ dula YA YA —uiry)

(
Au o 3 Y <y,

ou bien encore

Ju(a. y Ju(a. y) ,
Au — '—(' Y +s] AJ+[5———'~—2-- - € | Ay,
. Jar 3 Jdy 1

. u - Ju .
puisque -— est conlinu, el que - exisle.
or oy
En wansformant A¢ d’'une mani¢re analogue (') el en associant

les résultats, il vient
[ Ju ) du N\, G/ ov Yo e A
Aw = (;'-+—e> Ar + <@ —e—;)A) +z[<a—r+n) Ar 4+ (\0} +7,) Ay

(55 €, 7, 7' sont des fonctions de x, », Az, Ay dont les modules
lendent vers zéro avec A3).
Cetle transformation faite, le théoréme est évident si on sup-

(') La démonstration ainsi présentée exige seulement la continuité de u et de v,
I'existence des quatre dérivées partielles, satisfaisant aux relations (H), et enfin la

) Lo o,
continuité d’une seule de ces quatre dérivées, par exemple de P En effet, la

. . - Ju .
transformation de Au n'cxige pas la continuité de @ Celle de Av se fait sans

hypothése nouvelle, puisque la continuité de :;E entratne celle de g}% (Cf. Cuntiss,
B. Americ. M. S., 1go1-1902, p. 329.)
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pose, comme le faisait Riemann, que le point 5+ A3 tend vers 5
en suivant une courbe continue ayant une tangente, c’est-i-dire

your laquelle 2 a une limite finie déterminée (que nous représen-
l 9 Az I

terons par m) ou infinie. En elfet, en divisant Pexpression de Aw
par As ou Az + Ay, puis les deux termes du rapport formé par Az,

. Aw ..
on voit d’abord que <7 aune limite

Ju - m Ju ey I -+ Y )

— M — - — + m—

or av o Jv
1= im

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette limite
(fraction rationnelle en m) ne change pas avee le paramétre m
sont

f'-'—f—i—[d‘i = (9—154—;5"—)
Jr o.r L \Jy Jy

Cette égalité ¢quivaut aux deux équations (H) (1).

Plus généralement, laissons quelconque la courbe décrite par
le point 5 + Az lorsqu’il tend vers le point 5. Les conditions (H)
restent évidemment néeessaires (2). Pour prouver qu’elles sont
suffisantes, introduisons-les dans Pexpression de Aw, ce qui

e ou v e, .
ermet d’en ¢liminer, par exemple et —- On peut ainsi éerive
I » F pte, |
Jy Jdy
( Aw  du L dv ‘ (- im)Ar -+ (' + (7)) Ay
1 — = e el — - - .
) As or o Ar 4+t Ay

Or, a tout nombre positif 2, si petit soit-il, on peut faire cor-
respondre un nombre positif ¢ tel que =, ¢/, 0, 7/ aient leurs no-
dules inférieurs a o pour toutes les valeurs de |Ar| et | Ay | infé-
rvicures 4 8. Pour ces valeurs, le module du terme complémentaire
ci-dessus n’atteint pas 4o, puisque |Ax| et ; Ay | sont tous deux

(') Cf. RIEMANN, QEuvres, p. 5. — D’aprés la démonstration, il faut et il suffit
que la dérivée ait méme valeur suivant deux directions, pour qu'elle soit la
méme dans toutes les directions.

(*) On peut démontrer directement que ces conditions sont nécessaires (voir
note suivante).
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inférieurs & |Ar + Ay |. On a donc

lim Aw Ju idv
i o o

ce qui justifie le théoréme (').

26. Corollaires :

I. Supposons que les fonctions # et ¢ aent des dérivées par-

(') Sans faire d’hypothéses a priori sur la continuiteé méme d’une seule des
derivees des fonctions u et v, on peut chercher les conditions pour que la com-
P I
binaison u +- v ait une dérivée unique, lorsque Az et Ay tendent vers zéro indé-
pendamnment 'un de autre.
1° Conditions necessaires. — Laissons ) fixe ¢t donnons a & un accroisse-
ment Az. On a
Aw u(x + Az, v) —u(r. ») (x4 Ar,y) —v(x,))
— = 4+ .
As Az Ar

Pour que le premier membre ait une limite, il faut que chaque fraction au second

membre en ait une, c'est-a-dire que u et v aient des derivees par rapport a x.
Ju . v

Alors, dans ce déplacement paralléle a axe des z, la dérivée de w sera oz Floz

En cherchant la dérivée de la fonction dans un déplacement pamllcle a laxe
des y, on voil de méme que u et v doivent avoir des dérivees par rapport a y.
En égalant les deux valeurs trouvées pour la dérivée de w, on obtient comme
troisiéme condition nécessaire les relations (1),

Mais nous n’avons pas exprimé toutes les conditions nécessaires. Il faul que,
par un chemin quelconque, les dérivées soicnt les mémes.

Si nous appelons w'(3) la valeur que nous venons de trouver pour la dérivée
de w, on devra pouvoir faire correspondre 4 tout nombre positif donné a un
nombre positif 3, tel que 'on ait

Aw

= - (1831 <8).

L4
Dés lors, on aura Aw == Az[w'(3)+4-7m,], m, étant unc fonction de Az qui
tendra vers zéro avec Az. En sépardnl les parties réelles et les parties imagi-
naires, et en s'aidant des condilions nécessaires déja trouvées, c'est-a-dire des
relations (H), on ¢n déduit que Au et Av doivent pouvoir s'écrire

\Au_Ax') +Ay-3——+:. Ar — ¢, Ay,
(6) o
(Av:A.zJ;+Ay(-); + ¢, AT + ¢ Ay,

4, &, tendant vers zéro quand Az et Ay tendent indépendamment I'un de I'autre

vers zéro.
En résumé, pour que la combinaison u + iv ait une dérivée unique au point 3,
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tielles u second ordre, et des dérivées continues. On verra du
reste (n 172 et 76) que, pour les systtmes de fonctions w« et ¢
satisfaisant aux relations H, la continuité des dérivées du premier
ordre entraine Pexistence et la continuité des dérivées de tout
ordre.

On peut alors dériver partiellement les relations (H) et de la
combinaison des équations obtenues déduire

N?u 0?u ay 9?
— e e— =3 ),
Ja? Jdy?

—y - 55 = 0.
dar g T

Ainsi les fonctions u et v'sont des intégrales de I’équation
de Laplace.

Les fonctions de deux variables continues, ainsi que leurs
dérivées des deux premiers ordres, satisfaisant a cette équation,
slappellent fonctions harmoniques.

I’équation de Laplace renferme en germe, comme les deux
¢quations simultanées aux dérivées partielles (H), toute la théovie
des fonctions d’une variable complexe.

11. Chacune des fonctions w et ¢ est harmonique : dés lors au-
cun des deux éléments d'une fonction analytique ne peut étre
choisi arbitrairement.

Du reste, & toute fonction harmonique « corvespond une fone-
lion ¢ déterminée & une constante additive prés, telle que la
combinaison « + /v soit analytique.

En effet, pour la fonction ¢ associée de «, on a

do = dz+ %dy:— :—j;u'.r-(— " dy.

il faut que dans le voisinage de ce point on puisse satisfaire aux relations (H)
et (G).

2v Conditions suffisantes. — Ces condilions sont aussi suffisantes. En eflet, si
on les suppose remplies, on peul mettre le rapport Aw: As sous la forme (1) et
raisonner comme dans le texte.

En particulier, si les dérivées partielles des fonctions w« et ¢ satisfont aux
relations (H) et sont continues, les relations (G) seront vérifiées. Dans ce cas,
les relations (H) donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
combinaison « 4+ iy soit analytique. On voit aussi que sa dérivée (elle pread
quatre formes différeates) est continue,
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La rigle relative 4 'intégration des différentielles totales donne

u=f (——d ”]‘a'y)

MLV R Y

La fonction ¢ est donc bhien déterminée, car Pintégrale est
indépendante du chemin, puisque w« vérifie 'équation de Laplace

(n" 166).

1. Les deux familles de courbes w(z, y) =2, o(z,y)=5
(2 et B varient avec les courbes de chaque famille) forment un
réseaw orthogonal, puisque les égalités (H) entrainent la relation

du o0 du dv
oar or dy Jdy -

IV. Dans la fonction analytique & =+ i¢ mettons en évi-
dence les variables s et y, ce qui donne

w=u(s— iy, y)+iv(s—iy, y)

Supposons que la fonction « soit une fraction rationnelle, ou,
plus géné ralement, ait une expression uuulyt,iqu(‘ telle que, pour
la dériver, on puisse lui appliquer le théoreme des fonctions com-
posées et écrive

(— - —i—

ow .Jdu Ju ( . dy oe"
dy Jdr " ay T Jdr dy)

Le second membre est nul en vertu des égalités (H). La lettre )
a done disparu de Pexpression de « 1 en d’autres termes, z ety
ne figurent dans @ qu’associés par le symbole /.

V: Lorsqu’une fonction w = f(3) est analylique en un point et

qu'une fonction «w, = o(w) est fonction analytique de & au point
corrcspon(lant, w, est fonction andlyu([ue de 3 au premler polnl.

.. .. Aw Aw R .
Car I'existence d’une limite pour et :;' entraine Iexistence
-~
. Aw
'une limite pour =—=L.
d’une limite p v
V1. Une fonction analytique, @ = u + iv, a une dérivée ana-

lytique (en supposanl que « et ¢ aient des dérivées du second
ordre, et des dérivées continues).
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—_—

3 8 Lty NPT . . Ju . Jv
En effet, la dérivée de w, c¢’est-a-dire la fonction o tiss

a une dérivée unique, en vertu des identités (H).

27. Au lieu de considérer des fonctions d’une variable complexe
mises sous la forme w« —+ (v, on peut reprendre la définition des
fonctions analytiques en étudiant directement les fonctions f(3),

ce symbole exprimant au sens général une dépendance entre deux
enscmbles de nombres complexes.
Formons le rapport

Sz D —[f(3)
c b}

s el 5+ $désignant un point i la fonetion est finie et un point
voisin. Si ce rapport tend vers une limite quand g tend vers zéro,
et si cette limite est indépendante du chemin suivi par le point
5+ £ pour se rapprocher du point 3, cette limite s'appelle la dé-
rivée de la fonction, et on la représente par f/(3) (*).

28. Llinterprétation géoméirique des conditions pour qu’une
fonction « + (v soit monogéne, interprétation faite au point de
vue de la représentation d’'un plan 3 sur un plan w, a servi de
point de départ & Riemann pour sa théorie des fonctions.

Détinir une pareille représentation, c’est se donner deux fonc-
tons w(x, v), v(x,y). La considération d’une fonction quel-
conque mise sous la forme w«—+ de, et, par suite, de deux fonc-
tions « et ¢, revient dés lors a I'étude d'une représentation.

Soient D) et w deux domaines continus qui ainsi se .corres-
pondent. Leur représentation estdite continue lorsque la distance

(') Dans tous les cas ou I'cxpression de w en 3 est telle que 'on cn peut dé-

. . L - . dw .
duire, par les régles de la différentiation, une expression de 45 e S la dérivée
ds

est ¢évidemment unique,

Nous venons de voir que 'on peut passer de la forme u + iv A la forme f(3):
pour les fonctions analytiques la réciproque est vraie (n° 317).

Pour qu’une fonction f(3) ait unc dérivée en tout point d'un domaine, il
suffit qu'elle ait en general unc dériyée dans le domaine et y soit partout con-
tinue, le mot en gencral voulant dire sauf peut-étre en un ensemble dénom-
brable de points (voir n° 170).

F.
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de deux points quelconques tend vers zéro en méme temps que
celle de leurs points images.

Elle est biunivogue lorsque a tout point de D correspond un
point de ® et un seul, et réciproquement ().

Elle est conforme ou isogonale en un point lorsque deux courbes
quelconques G et C' de 'un des domaines, passant par ce point,
se coupent sous le méme angle que leurs courbes images T et I :
en ce point, la similitude des figures infiniment petites est alors
conser ée,

La représentation conforme est directe lorsque le sens dans
lequel il faul tourner pour passer de Ci (7 est le méme que pour
passer de I'a T 1 dans le cas contraire, elle est inverse (2).

Ces définitions rappelées, nous allons démontrer la propriéié
caractéristique (*) dont jouissent les représentations auxquelles les
fonctions analytiques donnent naissance.

Tutorime. — A toute fonction analytique en un point cor-
respond, dans le voisinage de ce point, une représentation
conforme directe.

Pour Pétablir, il faut prouver que, si le point 5 décrit deusx
courbes arbitraires G et €' passant par un point m et ayant cha-
cune une tangente, le point & décrit deux courbes I' et IV passant

(') Ces définitions s'appliquent & des ensembles K et & quelconquues, continus ou
non. Ainsi, soient g, .... p,, ... des poiuts de E ayant pour point limite un
point pi gy oo gy e les points correspoundants de L, supposons qu'ils aicent ¢
pour point limite. La représcntation de I'enscmble E sur I'ensemble & est dite
continue, si chacun des points limites p a pour correspondant ¢.

Qugnd un enscmble fermé (ou parfait) E a une représentation finie ¢t con-
tinue &, cet ensemble C est lui-méme fermé (ou parfait).

Si la veprésentation des ensembles E et C est biunivoque, et si  est unc
représentation continue de E, réciproquement E est unc représentation continue
de .

Nous avons donné plus haut (p. 37, note) le théoréme qui établit I'invariance
du nombre des dimensions d’un continu par rapport au groupe de toutes les
transformations biunivoques continues. * -

(*) Par exemple, Ja transformation par rayons vecteurs réciproques est unc
transformation conforme inverse.

(®) En revenant plus tard sur cette théorie (Chapitre X ), nous démontrerons
la réciproque du théoréme ci-dessous.

Pour la commodité des énoncés, nous supposerons que les axes de coordonnées
dans les plans et w sont paralléles et ont la méme disposition.
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par le point w imagé de m, qui onl chacune une tangente et se
coupent sous le méme angle que les courbes C et C'. (Pour avoir la
direction des tangentes, on compare seulement entre elles, & partir
des points m et ., les portions des courbes qui se correspondent.)
De plus, cet angle est encore le méme, si 'on tient compte du
sens dans lequel il faut tourner pour amener C sur C' et T sur I”
On suppose, au point m, la dérivée f(z) diférente de zéro.
1°°On peut donner du théoréme des vérifications de calcul.
Désignons par dz, dy el 3z, 8y les diftérentielles dans les dépla-
cements & partir de m sur C et G (fig. 4). Appelons o et o' les

Fig. 4.

T

m *
o T o

angles que font avec oz les directions des tangentes a ces courbes
définies plus haut; o' — aseral'angle des tangentes aux courbes C
et C'. Soient enfin du, dv, du, ov les diftérentielles dans les dé-
placements sur T' et I'. En les exprimant en fonction de dzx, dy.
ar, 61 et des dérivées particlles de « et v, on constate que les rap-
ports dv : du, dv : du ont une limite en méme temps que dy : dz,
¢y :ox, el par suite que les courbes I' et 1”7 ont une tangente.
Soient § et B les angles qui correspondent i 2 et o'; on a

dz ér + dy oy
V(dz?+ dy?) (dx? + Sy’)’
_ du su + do dv
N V(du? + do?) (Su? + Bv’)‘

cos(a'—a)=

cos(f'—B)

Transformons ce dernier quotient en nous servant des rela-
tons (H); on peut écrire

Ju
9y

Ju Ju
dy, dv = — ——da + = dy,

ou
du = iz dxr + Iy

’ N ~ . .
el opérer de méme pour Gu et 6v. Aprés la suppression du facteur

Ju\? Ju\?
A= <£> +<-J;> (A Zo),
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dans l'expression de cos(3'-—f), on voit que les cosinus des
angles ' — 2 et f/— 3 sont les mémes ().

2° Une démonstration directe (2) met en évidence la raison du
théoréme, en montrant qu’en chaque point 5 le module de la dé-
rivée représente le rapport de similitude des figures correspon-
dantes (w, 3), et que son argument donne en grandeur et sens
Pangle dont doit tourner 'élément d’une courbe s pour devenir
parallele a V'élément correspondant . :

Soient w= f(3) la fonction analytique donnée, f'(3) sa dé-
rivée. Représentons par (5,, w,) deux points des courbes Cet T,
voisins des points (5, w) et convenons (ue les directions des tan-
gentes & ces courbes correspondent au sens du mouvement des
points 3 el a partir des points m et . Enfin, posons

Sf'(3) =9 (cosw+ (sinw) (p::0),
3y — 3= r(cosl + ¢sinf),

wy—w = R(cosg + ising).

L’angle § a une limite «, puisque le point 5 décrit une courbe
qui a une tangente. Comme la définition de f7(5) donne

2= lim 2, o -+ 2km=lim(¢—0),

on en conclut que Pangle ¢ a aussi une limite 3. Les angles 2 et
sont ceux que forment, avec la direction oz, les directions qui se
correspondent sur les tangentes en m et w aux courbes C et ', La
derniere égalité peut s’écrire § — 2 = w, car, en supposant £ = o,
on ne fait qu’augmenter © d’'un multiple de 2x. Donc la direc-

“

(') Au lieu de prouver I'égalité des angles ci-dessus, on peut encore vérifier,
par des calculs analogues, que sur deux courbes correspondantes quelconques le
rapport des longueurs de deux arcs infliniment petits pp, et mm, a pour valeur
limite . On en déduirait la similitude des figures infiniment petites et, par
suite, la conservation des angles.

Ce rapport de similitude A varie d’une maniére continue avec 3.

(*) C’est a peu prés la démonstration donnée par Riemann (QEuvres, p. 5). —
Lc lien euntre la théorie des variables complexes et la représcntation conforme fut
découvert par Lagrange et Gauss : Allgemeine Auflosung der Aufgabe, die
Teile einer gegebenen Fliche auf eine andere gegebene Flache so abzubilden,
dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen dhnlich wird
[ Gauss, (825 (QEuvres, t. IV)].
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tion de la tangente- & chaque courbe «w s'obtient en faisant
tourner d’'un angle constant w la tangente & la courbe z corres-
pondante.

On voit également que, si les axes ont méme disposition dans
les plans z et w, le sens de rotation est conservé, et que | f'(z)]
représente le rapport de similitude (').

Remarque. — Faire suivre d’une symétrie par rapport a I'axe
des u (fig. 5 et 6) une transformation définie par P'égalité

w—+iv=f(x+1iy)

v

revient a la transformation unique
u—iv=f(xr+1iy).

Elle est encore conforme, mais conforme inverse, le sens de ro-
tation des angles étant changé.

(') Les points ou la dérivée cesse d'étre finie et différente de zéro sont dits
points irreguliers de la transformation; en ces points, la représentation peut
cesser d'étre conforme.

Soit p l'ordre de la premiére dérivée de f(z) qui n’est ni nulle, ni infinie.
Désignons par dz,, ds, les différentielles des déplacements sur deux courbes du
plan z; par dw,, dw, celles des déplacements correspondants. On a alors

dw, _ (dz,\r
dw, ~ (d:.,) ’

Par suite, deux courbes du plan w se coupent sous un angle p fois plus grand
que leurs courbes images z.
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§ 111. — FONCTIONS. ANALYTIQUES DANS UN DOMAINE.

29. Une fonction est uniforme dans tout le plan lorsqu’elle a
en chaque point une valeur unique ('). Les fonctions 3™ (m étant
enlier), €%, sinz, etc., et les fonctions rationnelles de ces fonc-
tions sont uniformes.

Une fonction non uniforme est appelée multiforme : elle peut
avoir un nombre fini de déterminations (par exemple, la fonction
algébrique) ou en avoir une infinité (comme le logarithme). En
langage géométrique, on dit alors que la fonction a une infinité de
branches. Sa valeur en un point 3 peut dépendre non seulement
de 3, mais encore du chemin suivi par cette variable pour aller du
point initial au point 3, ainsi que de la détermination choisic pour
la fonction en ce point de départ.

Une fonction peut étre uniforme dans un domaine, sans étre
uniforme dans tout le plan.

Considérons un domaine & connexion simple ou multiple, et
une fonction w définie par une relation f(3, w)= o, telle qua
chaque valeur de s correspondent plusicurs valeurs de w. On con-
¢oil que, sous certaines conditions (nous les préciserons plus
tard), une détermination particuliére w varie (’une manicre
continue quand s décrit une courbe continue intérieure a un
domaine. La branche w, est uniforme dans ce domaine lorsque, a
une courbe fermée quelconque décrite par le point s et ne sor-
tant pas du domaine, correspond une courbe fermée décrite par
le point w,.

Ainsi I'égalité w? = 3 définit deux branches d’une fonction de 3;
chacune est uniforme dans tout domaine simplement connexe qui
n’a pas 'origine & son intérieur. La relation 2= 32— 1 définit
deux branches, uniformes dans le domaine limité par deux cir-
conférences dont l¢ centre est & P'origine et dont les rayons sur-
passent l'unité.

30. Une fonction d’une variable complexe est holomorphe ou

(') On dit aussi que la fonction cst univogue, monotrope, monodrome, bien
déterminée (eindeutig ).
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réguliére en un point intérieur & un domaine continu, lors-
qu’en ce point elle est bicn déterminée, continue, et a une dé-
rivée déterminée.

Klle est holomorphe dans un domaine connexe » quand elle
est holomorphe en tout point intériear & ®. Ainsi, pour qu’une
fonction « + v soit holomorphe dans ®, il suffit que les fonc-
tions « et ¢ soient détermindes et contlinues dans ), ainsi que
leurs d¢rivées partielles du premier ordre, ct que ces dérivées sa-
tisfassent aux relations (H). Pour qu’une fonction f(3) soit holo-
morphe dans ®, il suffit que f(3) soit parlout déterminde et
continue dans i et qu’elle ait une dérivée en chaque point (*).

La définition de fonction holomorphe, ainsi présentée par
Cauchy, n’est pas arithmétique, en ce sens qu’elle ne permet pas de
calculer effectivement les valeurs de la fonction en chaque point :
ce qu’elle indique, ce sont ses propriéiés.

Mais un théoréme fondamental (n° 177) permet, étant donnée
une fonction holomorphe dans un cercle de centre @, de repré-
senter la fonction, a I'intéricur de ce cercle, par une série or-
donnée suivant les puissances de 3 -~ «. Réciproquement, une
pareille série représente unc fonction holomorphe. Dés lors, on
peut, avec Weierstrass, regarder par définition comme fonction
holomorphe ou analytique en un point celle qui est développable
en séric de puissances dans le voisinage de ce point.

Cela posé, on dit qu’une fonction 1 +£v ou f( 3) estanalytique
dans un domaine connexe ® lorsqu’elle est, en général, holo-
morphe dans ©, le mot en général voulant dirve sauf peut-étre en
des points dont la suppression laisse d'un seul tenant 'ensemble
des points ou la fonction est holomorphe (2).

Ainsi, une fonction analytique dans un domaine connexe est
celle qui est, en général, déterminée, continue et monogéne
dans le voisinage de tout point intérieur, ou bien encore celle qui,

(') Cest M. Goursat qui a montré que, pour édifier la théorie des fonctions
analytiques, il suffisait de supposer la continuite de f(3) et 'existence de f'(3),
sans parler de la continuite de f'(3); voir n° 16G8.

Lorsque deux fonctions f£(3) ¢t f, (3) sont holomorphes dans (9, on voit qu'il
en ¢st de méme de leur somme et de leur produit, ainsi que de leur guotient
pourvu que le dénominateur ne s'annule pas duns (9.

(*) A proprement parler, une fonction analytique en. un point est donc celle
qui est analytique reguliére en ce point.
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dans le voisinage de ces points, est en général développable en
série de puissances. Nous prouverons plus tard I'existence de ces
fonctions.

Au lieu de définir ainsi @ priori avec Cauchy la fonction analy-
tique par ses propriétés, on peul mettre en évidence un de ses
modes de génération, et regarder avec Weierstrass comme analy-
tique toute fonction obtenuc en prolongeant une série entiére :
un systéme monogéne de séries de puissances constitue alors une

fonction analytique. Ces deux définitions sont équivalentes, comme
nous le verrons.

31. Soit une fonction f(3) holomorphe en un point @, ou pour
simplifier & Porigine, ce qui permet d’écrire

S2)y=ay+a 3 +...4-@,3"+... (lz] <)

Lorsque les n premiers coeflicients du développement sont nuls,
on dit que Lorigine est un séro d’ordre n. On a alors

J(3)=3"¢(3),

©(z) désignant une séric entiére qui ne s'annule plus & Porigine.

Un zéro d’une fonction est iso/é lorsque la fonction n’a pas
d’autre zéro dans son voisinage : les zéros d’'une fonction holo-
morphe sont isolés (n" 77, 135 et 227).

Quand une fonction, holomorphe en un point, ne s’annule pas
en ce point, Uinverse de la fonction est holomorphe au méme
point (4).

Weierstrass a appelé fonctions entiéres les fonctions holo-
morphes en tout point i distance finie : on les divise en fonctions

entieres rationnelles (ou polynomes) et fonctions enticres trans-
cendantes.

32. A la fonction régulicre dans un domaine on opposc celle
qui a des singularités : un point singulier est un point ou la
fonction n'est pas réguliére. Leur ensemble forme la frontiére du
domaine d’existence de cette fonction.

(') Ce théoréme est évident si I'on adopte pour la fonction holomorphe la
définition de Cauchy. Nous le démontrerons (n® 288) en partant de celle de
Weierstrass.
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Les singularités des fonctions analytiques uniformes sont po-
laires ou essentielles.

Un point a est un pdle lorsque, dans son voisinage, la fonction
peut étre mise sous la forme

Ay Aw . N
f(u)—-z—"_—(—l e o (z-:-;;—)-;-*-?(c) (A,,(;O),

2(5) est supposé holomorphe dans le voisinage de a.

La partie du développement qui renferme les puissances néga-
tives de 5 — a estla partie principale ou caractéristique relative
au péle @: elle a un nombre /imité de termes, comme le dévelop-
pement d’une fraction rationnelle (*).

L’exposant n indique Pordre du pole.

(') De cette définition résultent les propriétés suivantes (nous les groupons ici,
mais nous n'en aurons besoin que plus tard) :

1° On peut trouver un entier positif n tel que le produit (s — a)" f(3) soit
égal a une fonction ¢ (s) holomorphe dans le voisinage du péle a.

La véciproque est vraic. En cffet, 4 (3) étant holomorphe dans le voisinage
de a, on peut écrire,

Y(3)=\,+A, (2—a)+...+ A (z—a)" ...,
et dés lors

=Y _ A .
fz TG oAy i—a Tt GZay

+2(3),
¢ (%) ¢tant holomorphe dans le voisinage de a.

2° Dans le voisinage d’un pile, l'inverse de la fonction est une fonction
holomorphe. En effet, de égalité

(z=a)yf(s)=y¢(z) ly(a):o]
on déduit
1 1
F& TGy

la fouction holomorphe ¢ (s) n’étant pas nulle en @, son inverse est holomorphe.

La réciproque est vraie : une fonction non réguliére en un point @, mais telle
que son inverse soit holomorphe, admet le point a pour pole.

3¢ Un pole est 1s0LE; car, d’aprés la propriété précédente, les poles d’une fonc-
tion uniforme sont les zéros d’une fonction holomorphe.

4> Un point a, dans le voisinage duquel une fonction analytique uniforme
a une infinité de s€ros ou de poles, n'est ni un point ordinaire ni un pdle. En
eflet, s'il y a une infinité de zéros dans le voisinage de a, et si @ n’est pas point
essentiel, @ est un zéro non isolé, ce qui est impossible. $'il y a une infinité de
poles dans le voisinage de a, et si @ n'est pas point essentiel, a est un pdle non
isolé, ce qui est encore impossible .
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Les fonctions uniformes n’ayant @ distance finie que des sin-
gularités polaires sont appelées fractionnaires ou méromorphes :
telles sont les fonctions elliptiques. Souvent aussi on dit qu’une
fonction est méromorphe dans un domaine lovsqu’elle n’y a
d’autres singularités que des poles.

La déricée logarithmique ¥ (z) d'une fonction f(s) méro-
morphe dans un domaine D est elle-méme méromorphe dans
ce domaine. En effel, tout point @ de D) est pour f(3) sqit un
zéro, soit un pole, soil un point qui n’est ni zéro, ni pile. Dans
ce dernicr cas, « est aussi un point ordinaire pour I'(s). Dans les
deux autres cas, c’est un péle. Car, suivant que « est racine ou
pole de f(z), on peul écrire

'f( )
—ayw

S3)=(3—ayd(s), [f(s )= G=o

¥(5) désignant une fonction holomorphe au point a et différente
de 3éro; p cst un entier positif. On en déduit

Ainsi toute racine ou tout pole dordre p pour f(3) est pole
simple pour F(3) : de plus, le résidu est +p ou — p suivant
quil s'agit d’une racine ou d'un pole de f(s).

33. Nous verrons (n° 240) que le point singulier essentiel
isolé (') est caractérisé par la propriété suivante : dans son voisi-
nage, on peut mettre la fonction souns la forme

Al -'\II
Sf(s ).—:—-- e o m-&-...-k?(:),
® (2) est supposé holomorphe dans le voisinage de .

Dans le cas du pole, la partie fractionnairc avait un nombre

limité de termes; ici, c’est une série.

(') En parlant de singularité isolée, on peut exclure de son voisinage toutes
les singularités (cest ce que I'on fait ici), ou seulement les singularités de méme
type ou de type plus compliqué.

Pour le péle, il 'y a pas lieu de faire cette distinction, puisqu’il correspond
a4 la singularité la plus simple,
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34. En géométrie, on considére a P'infini dans le plan une in-
finité de points distincts. Dans les recherches analytiques, on
regarde souvent I'ensemble des points & l'infini comme un point
unique : le voisinage de ce point est 'ensemble des points dont
le module dépasse tout nombre donné.

Pour étudier une fonction en ce point a Pinfini, on le raméne 4
Porigine par le changement de variable 5 ={', et l'on s’occupe
du poin§ zéro de la fonction transformée. Il n’y a rien a changer
aux définitions ci-dessus. Dés lors :

v La fonction f(3) est réguliére & ’infind si, dans le voisi-
nage de { = o, on peul écrire

_/’(:)—,,f(;) =g+ 1§ 4@, {0
N

En ce cas, Uinfini est un zéro de la fonction f£(3) lorsque «, est
nul. L’exposant de la premiére puissance de § dont le coefficient
n’est pas nul donne Vordre du zéro.

2° Si la fonction n’est pas régulicre a linfini, infini est un
point singulier. Cest un point singulier ésolé si, dans son voisi-
nage, il n’y a pas d’autre point singulier. Cette singularité isolée
est polaire ou essentielle.

C’est un péle si, dans le voisinage de =0, on a

AR A A
f(—) =24+ ;—,"' g+ A a4
-

4 4

ce pole est dordre n ('), et la partie principale est le poly-
nome A, 3 ~+4...-—A\,s".

K]

(') On voit ce qu'il faut entendre ici par sero d'ordre n, péole d’ordre n (n est
un entier positif tini). On emploie le mot ordre dans d’autres acceptions, quand
on se sert des locutions : ordre d’une fonction en un point, ordre total d’une
Sonction.

1° Kn un point, 'ordre d'une fonction est zéro, si le point w'est ni une racine,
ni un pole: il est égal & +n ou & — p, si le point est racine d'ordre n ou pole
d’ordre p.

2° L'ordre total d’une fonction ou simplement I'ordre est le nombre total des
poles, comptés avee leur degré de multiplicité, qu’elle admet dans une région,
Par exemple, V'ordre d’une fonction algébrique est le nombre total de ses poles
dans tout le plan; Pordre d’une fonction elliptique est le nombre de ses poles
dans lc parallélogramme des périodes.
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C’est un point essentiel, si la partie principale a un nombre
illimité de termes.

35. Effectuer une substitution, c’est remplacer une ou plu-
sieurs variables par une ou plusieurs fonctions de ces variables.
On représente cette opération par les notations

(3. (?(3)), (Tqu‘z; ‘?(-7', Yy 3), 4‘(’1}’* 3), xir, 3))

ou simplement par
($(2))y (o(x, ¥, 3), ¥(z, ¥, 3), (2, ¥, 3))

Considérons un ensemble de substitutions, en nombre fini ou
infini. Le produit de deux substitutions données dans un certain
ordre est I'opération qui consiste a eflectuer la premiére substi-
tution el, dans le résultat obtenu, i effectuer la seconde (I'ordre
dans lequel on exécute ces deux opérations n’est pas indifférent).
La défimtion de puissance positive d’une substitution en découle.
Les notations

(9(2), ¥(2)), (s(¥(2)), (9"(3))

indiquent, les premiéres le produit des substitutions ¢(z), 4(3),
la derniére le produit de n substitutions consistant & remplacer 3
par ¢ (5) eti répéter cette opération n fois.

On appelle substitution identique celle qui n’altéere pas la
variable.

[a substitution inverse d’une substitution (¢(3)) est Popéra-
tion qui consiste & remplacer 5 par une fonction de 5 telle que
Pon ait 3'=0(5). On la représente par (3, ¢7'(3)).

Une substitution suivie de son inverse, c’est-a-dire le produit
des substitutions (3, ©(3)), (5, 7'(5)) revient & la substitution
identique (3, 5).

La sabstitution inverse ou puissance — 1 d’une substitution
permet de définir les puissances négatives d’une substitution.

-1l est souvent commode de représenter par des lettres S, T, U, ...
les substitutions d’un ensemble : les symboles ST, STU, S=, §-1,
S (ou 1) désigneront respectivement le produit des substitutions S
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et T, des substitutions S, T, U, de m substitutions égales a S, la
substitution inverse de S, la substitution identique (').

Bornons-nous aux ensembles de substitution dont la définition
entraine celle de I'inverse de toute substitution qui y figure, et
qui contiennent P'inverse de toute substitution (et par suite la
substitution identique).

Un tel ensemble de substitution forme un crovrg, lorsque
le produit de deux substitutions quelconques de l'ensemble
appartient ¢ ’ensemble.

Lorsque, dans un groupe, on peut isoler un nombre fini ou
infini de substitutions, telles qu’elles forment un nouveau groupe,
ce groupe partiel constitue un sous-groupe.

Cette notion de groupe peut étre généralisée et appliquée a un
ensemble d’opérations ou de transformations : dans les conditions
précédentes, elles forment un groupe lorsque la succession, ou
produit de deux opérations, est ¢quivalente a une scule opération

appartenant a lensemble (2).

(') Les symboles ST, TS n’indiquent pas, avons-nous dit, la méme succession
d’opérations; aussi Fon n’sa pas toujours ST = TS. Au contraire, on peut écrire

STU = $(TU).

(*) Ainsi, en Géométrie plane, 'ensemble des déplacements d’une figure forme
un groupe (continu), qui a pour sous-groupes I'ensemnble des translations et I'en-
semble des rotations autour d’'un méme point. L'ensemblc des homothéties forme
un groupe, puisque deux figures homothétiques d’une troisiéme sont homothé-
tiques entre elles. L'ensemble des inversions ne forme pas de groupe; car le pro-
duit dec deux inversions n’est pas une inversion.

Ainsi les intégrales d’une équation différentielle linéaire subissent une substitu-
tion linéaire quand la variable décrit dans le plan un contour fermé quelconque :
I’ensemble des substitutions relatives a ‘tous les countours possibles forme un
groupe (discontinu au moins dans une région du plan).

D'une maniére géndrale, soient a, b, ¢, ... un systéme d’éléments de nature
quelconque : on dit qu'ils forment un groupe, quand les conditions suivantes
sont réalisces :

1° Le produit de deux éléments quelconques a et b du systéme est un élé-
ment ¢ du systéme;

2° Les ¢léments ab et ba peuvent étre différents; mais les éléments (ab)c et
a(bc) doivent étre les mémes;
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Prenons comme exemple les substitutions linéaires, c’est-a-dire

. az+ b
les substitutions ( 3, —— ). Elles forment un groupe, car le pro-
‘ez +d o ’

duit de deux quelconques de ces substitutions est une substitution
de méme type ('); il en est de méme de la substitution inverse de
chaque substitution. Nous nous occuperons seulement des
groupes donl les substitutions dérivent d’'un nombre fini de sub-
stitutions.

En particulier, Pensemble des substitutions linéaires pour les-
quelles a, b, ¢, d sont réels forme un groupe (on suppose tou-
jours, ce qui ne diminue pas la généralité, que le déterminant,
ad — be, de chaque substitution est égal & 1) : tout sous-groupe
de ce groupe est appelé groupe fuchsien (*).

Parmi les groupes fuchsiens, on distingue le groupe modulaire
c’est le groupe formé par toutes les substitutions linéaires, dans
lesquelles a, b, ¢, d sont des cntiers (de déterminant +1). Cet
ensemble de substitutions renferme la substitution inverse de
chaque substitution et le produit de deux substitutions quel-
conques, et par suite forme bien un groupe (le déterminant reste
égal d 1); il est fuchsien, puisque ses substitutions dérivent d’un
nombre fini de substitutions (n* 40).

Appliquons ces généralités a I'étude des fonctions.

3¢ Les égalités ab = ab’, ab = a’'b doivent entratner : la premicre, 6 == 6': la
seconde, a = a':

4* Quand, de trois eléments a, b, ¢ de l’ensemble, deux sont donnes arbi-
trairement, on doit pouvoir déterminer le troisiéme de telle sorte que l’on
ait ab = c.

On Yemarquera que, pour les ensembles ayant un nombre fini d’éléments, cette
quatriéme propriété rentre dans les précédentes, ct dés lors on peut se dispenser
de la vérifier directement.

Cette définition montre que tout groupe renferme la substitution identique
(cf. WEBER, Lehrbuch der Algebra, .11, p. 3).

(*) Nous supposerons toujours que le déterminant de la substitution, ad — be,
n'cst pas nul, c'est-ia-dire que I'homographie n'est pas impropre.

(?) Un groupe est discontinu dans une région lorsque, dans le groupe, il n'y
a pas de substitution remplagant un point M de cette région par un point différent
de M et dont la distance & M soit inférieure & tout nombre donné.

Un groupe fuchsien est discontinu dans toute région situcée au-dessus de 'axe
réel ¢t n’ayant avec cet axe aucun point commun; il n’est pas discontinu sur cet
axe.
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Considérons les fonctions uniformes f(z) qui ne changent pas
lorsqu’on effectue sur leur argument s une substitution déter-
minée ¢(z) et la substitution inverse de cette substitution. D’apres
les notations précédentes, on aura

f(o(2)=f(2), f(9"(3) =S(¢7"(2)) =f(2).

Si o(3) est de la forme 35+ a, la fonction est dite périodique.

3+ b . . .
s i» la fonction est dite automorphe

Si o(s) estde la forme

i

cs+d
ou a transformation linéaire.

Plus généralement, on appelle fonctions awtomorphes les
fonctions uniformes qui restent invariables pour les transforma-
tions d’un groupe de substitutions linéaires du type ci-dessus :
en particulier, les fonctions fuchsiennes sont les fonctions uni-
formes qui restent invaviables par les transformations d’un groupe
fuchsien, et les fonctions modulaires celles qui, par les transfor-
mations du groupe modulaire, ne prennent qu'un nombre limité
de valeurs.

Une région fondamentale pour une fonction uniforme est un
domaine dans lequel la fonction prend toutes les valeurs dont clle
est susceptible, et prend chaque valeur une seule fois.

En particulier, pour une fonction automorphe, la connaissance
d’unc région fondamentale permet d’en obtenir une infinité
d’autres. Deux régions fondamentales ne peuvent avoir de point
commun.

36. Plusieurs des définitions et des résultats précédents s’éten-
dent aux fonctions de plusieurs variables. Soit une fonction de
p variables complexes (3, ..., 5p), définie dans un domaine con-
tinu ® a 2p dimensions, formé¢ par Pensemble de p domaines
continus @y, ..., M, chacun i deux dimensions. Au sens de Cau-
chy, ceute fonction est holomorphe ou analytique en un point
(@, +e.y ap) intérieur a ce domaine lorsqu’elle est holomorphe,
par rapport a la variable 3,, dans le domaine ®,, quel que soit r,
les autres variables 3., ..., 3,_y, 3,41, ..., 5p restant fixes dans
les domaines correspondants.

On en conclut qu'une fonction holomorphe admet p dévelop-
pements, procédant respectivement suivant les puissances de
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(si—a), ..., (5p—-ap), cton lui assignera (n* 140, 180, 297),
comme propriété caracléristique, la possibilité d’une représen-
tation par une série multiple

E l\v.....,v',(fq—(h Moo (sp—ap)Vy (Viy ey Yp==0, 1, 2, .0y

a I'mtérieur du domaine formé par 'ensemble de p cercles ayant
pour centres les points «, ct pour rayons des nombres positifs

fixes. Si 'une des quantités «, est infinie, on remplace |5, — a,]
ar !

par o

Weierstrass regarde par définition une fonction comme étant
holomorphe ou analytique véguliére en un point, lorsqu’elle admet
un développement en série de ce dernier type.

La notion de fonction analytique en un point élant admise,
on passe a celle de fonction analytique dans un domaine, soil
en regardant comme telle celle qui est en général holomorphe
dans ce domaine, soit en prolongeant la série initale considérée,
comme nous Pexpliquerons.

FIN DU TOME [I.
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