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AVERTISSEMENT

DE LA PREMIERE EDITION.

On adga plusieurs Traités de Méchanique, mais le plan de celui-ci
est entiérement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette
Science, et |'art de résoudre les problémes qui sy rapportent, a des
formules générales, dont le simple développement donne toutes les
équations nécessaires pour la solution de chaque probléme. Jespere
que la maniere dont j'ai taché de remplir cet objet ne laissera rien a

désirer.

Cet Owrage aurad'ailleurs une autre utilité : il réunira et présen-
tera sous un méme point de vue les différents principes trouvés jus-
qu'ici pour faciliter la solution des questions de M échaniquc, en mon-
trera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra a portée de juger
de leur justesse et de leur étendue.

Je le divise en deux Parties : la Statique ou la Théorie de I'Equi-
libre, et laDynamique ou la Théorie du Mouvement; et chacune de ces
Parties traitera séparément des corps solides et des fluides.

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes
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que j'y expose no demandent ni constructions, ni raisonnements géo-
métriques ou méchaniques, mais seulement des opérations algébriques,
assujetties a une marche réguliére et uniforme. Ceux qui aiment I'Ana-
lyse verront avec plaisir la Méchanique en devenir une nouvelle
branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine.

EXTRAIT DES REGISTRES

DE L'ACADEMIEROYALEDESSCIENCE

Du vingt-sept février mil sevt cent quatre-vingt-huit.

Messieurs DE LA PLACE, COUSIN, LE GENDRE et moi, ayant rendu compte d'un
Ouvrage intitulé : Méchanique analitique, par M. DE LA GRANGE, I'Académie a
jugé cet Ouvrage digne de son approbation, et d'étre imprimé sous son Pri-
vilége.

Je certifie cet Extrait conforme aux registres de I'Académie. A Paris, ce
27 lévrier 1788

L E MARQUIS DE CONDORCET.



AVERTISSEMENT

DE LA DEUXIEME EDITION.

On a dga plusieurs Traités do Mécanique, mais le plan de celui-ci
est entierement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette
Science, €. |'art de résoudre les problémes qui Sy rapportent, a des
formules générales, dont le simple développement donne toutes les
équations nécessaires pour la solution de chague probleme.

Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité : il réunira et présen-
tera sous un méme point de vue les différents principes trouvés jus-
qu'ici pour faciliter la solution des questions de Mécanique, en mon-
treralaliaison et la dépendance mutuelle, et mettra a portée de juger
de leur justesse et de leur étendue.

Je le divise en deux Parties : la Statique ou la Théorie de I'Equi-
libre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et, dans chacune
de css Parties, je traite séparément des corps solides et des fluides.

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes
quej'y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géo-
meétriques ou mécaniques, mais seulement des opérations al gébriques,
assujetties a une marche réguliere et uniforme. Ceux qui aiment I'A-
nalyse verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle
branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine.
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Tel et le plan que j'avais taché de remplir dans la premiére édition
de ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci est, a plusieurs égards, un Ou-
vrage nouveau, sur le méme plan, mais plus ample. On a donné plus de
développement aux principes et aux formules générales, et plus d'é-
tendue aux applications, dans lesquelles on trouvera la solution des
principaux problémes qui sont du ressort de la Mécanique.

On a consarvé la notation ordinaire du Calcul différentiel, parce
qu'elle répond au systéme des infiniment petits, adopté dans ce Traité.
Lorsqu'on a bien congu I'esprit de ce systéme, et qu'on Sest convaincu
de I'exactitude de ses résultats par la méthode géométrique des pre-
mieres et dernieres raisons, ou par la méthode analytique des fonctions
dérivées, on peut employer les infiniment petits comme un instrument
sur et commode pour abréger et simplifier les démonstrations. Cest
ainsi qu'on abrege les démonstrations des Anciens par la méthode
desindivisibles.

Nous allons indiquer les principales augmentations qui distinguent
cette édition de la précédente.

La premiére Section de la premiére Partie contient une analyse plus
compléte des trois principes de la Statique, avec des remarques nou-
velles sur la nature et la liaison de oes principes; elle est terminée
par une démonstration directe du principe des vitesses virtuelles, et
tout a fait indépendante des deux autres principes.

Dans la deuxiéme Section, on démontre d'une maniére plus rigou-
reuse que le principe des vitesses virtuelles, pour un nombre quel-
conque de forces en équilibre, peut se déduire du cas ou il n'y a que
deux forces, ce qui raméne directement ce principe a celui du levier;
on réduit a une forme plus générale les équations qui résultent de ce
principe, et I'on donne les conditions nécessaires pour qu'un systéme
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de forces soit équivalent a un autre systéme de forces et puisse le
remplacer.

Dans la troisiéme Section, on établit d'une maniére plus directe les
formules des mouvements instantanés de rotation et de la composi-
tion de ces mouvements, et I'on en déduit |la théorie des moments et
de leur composition ; ony expose une propriété peu connue du centre
de gravité, et I'on donne une nouvelle démonstration des maxi ma et
minima qui ont lieu dans I'état d'équilibre.

La quatriéeme Section contient des formules plus générales et plus
simples pour la solution des problémes qui dépendent de la méthode
des variations; et, par la comparaison de ces formules avec celles de
I'équilibre des corps de ligure variable, on y montre comment les
questions relatives a leur équilibre rentrent dans la classe de celles
qui sont connues sous le nom de probleme général des isopérimétres, et
se résolvent de la méme maniére.

La cinquieme Section offre quelques problémes nouveaux et des
remarques importantes sur quelques-unes des solutions déja données

dans la premiere édition.

Dans la sixiéme Section, on a ajouté quelques détails a |'analyse
historique des principes de |'Hydrostatique.

On a donné, dans la septieme Section, plus de rigueur et de géné-
ralité au calcul desvariations des molécules d'un fluide, et I'on a rendu
beaucoup plus simple l'analyse des termes qui se rapportent aux
limites de la masse fluide; on a déduit de ces termes la théorie de |'ac-
tion des fluides sur les solides qu'ils recouvrent ou sur les parois des
vases qui les renferment, et I'on en atiré une démonstration directe de
ce théoréeme que, dans |'équilibre d'un solide avec un fluide, les forces

qui agissent sur le solide sont les mémes que si le fluide ne formait
XI. Y
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gu'une seule mase avec le solide. On a gjouté aussi, tant dans cette
Section que dans la suivante, qui traite de I'équilibre des fluides das-
tiques, quelques applications des formules généraes de I'équilibre
des fluides.

La deuxieme Partie, qui contient la Dynamique, offre un plus grand
nombre d'augmentations.

Dans la premiére Section, on a rendu plus compléte et plus exacte
dans quelques points I'anayse historique des principes de la Dyna-
mique.

Il'y a dans la deuxiéme Section une addition importante, ou I'on
montre dans quels cas la formule générale de la Dynamique et, par
conséquent aussi, les équations qui en résultent pour le mouvement
d'un systeme de corps sont indépendantes de la position des axes des
coordonnées dans I'espace, ce qui donne le moyen de compléter une
solution ou I'on aurait supposé nulles quelques constantes, par |'intro-
duction de trois nouvelles constantes arbitraires.

Dans |a troisiéme Section, on a donné plus d'extension aux propriétés
relatives au mouvement du centre de gravité et aux aires décrites par
un systéme do corps; ony a ajouté la théorie des axes principaux ou
de rotation uniforme, déduite de la considération des mouvements
instantanés de rotation par une andyse différente de celle qu'on y
avait employée jusqu'ici; et I'on y démontre quelques théoremes nou-
vealx sur la rotation d'un corps solide ou d'un systéme de corps, lors-
gu'elle dépend d'une impulsion primitive.

La quatriéme Section est, a peu de chose pres, la méme que dans la
premiere édition.

Mais la cinquieme Section est entiérement nouvelle; elle renferme
la théorie de la variation des constantes arbitraires, qui a fait I'objet
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de trois Mémoires imprimés parmi ceux de la premiere Clas del'In-
stitut pour I'année 1808, mais présentée d'une maniere plussimple
et comme une méthode générale d'approximation pour tous les pro-
blémes de Mécanique ou il y a des forces perturbatrices peu considé-
rables par rapport aux forces principales.

Nous observerons ici, pour donner a cette théorie toute |'étendue
dont elle est susceptible, que la fonction V, qui dépend des forces
principales, ne peut étre qu'une fonction exacte des seules variables
indépendantes §, ¢, 4. ... et du temps |, mais qu'il n'est pas néces-
saire que la fonction désignée par @2, et qui dépend des forces pertur-
batrices, soit auss de la méme nature. Quelles que soient ces forces.
s on les décompose, pour chague corps m du systéme, en (rois X,
Y, Z, suivant les coordonnées x,y, z, et tendantes a les augmenter, il
n'y aura qu'a réduire ces coordonnées en fonctions des variables indé-
pendantes £, ¢, 3, ..., €t I'on pourra substituer & la place des diffé-

()
rences partlelles o< 3¢ - les sommes respectives

ar dy oy gz
bln(‘(d,_ Yd.,—lf ) Sm{\ +Y,,:_r i—ff},)
et, par conséquent, a la place de Ad2, laquantité
(XAr =Yy -+ L4,

ol la caractéristique & se rapporte aux constantes arbitraires; de sorte

qu'on pourra changer 3 E en

e d! e
(“3“ dz * ’ )
et ainsi des autres différences partielles de 2. De cette maniére, la
méthode sera applicable a des forces perturbatrices représentées par
des variables quelconques.
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Enfin Ja sixiéme Section, qui est la derniére de ce Volume, et qui
répond au paragraphe premier de la cinquiéme Section de I'édition
précédente, et augmentée de différentes remarques, et surtout de la
solution de quelques problémes sur les oscillations trés petites des
corps; €elle est terminée par la théorie des cordes vibrantes, que j'avais
donnée dans le premier Volume des Mémoires de Turin, et qui est pré-
sentéc ici d'une maniére plus simple et a I'abri des objections que
d'Alembert avait faites contre cette théorie, dans le premier Volume
de ses Opuscules.



AVERTISSEMENT

DE LA TROISIEME EDITION.

LaMécanique analytique est un Ouvrage de premier ordre dont nous
n'‘avons pas besoin defaire ici 1'éloge. 1l nous suffira de rappeler que
les géometres le regardent, d'un commun accord, comme le chef-
d'oauvre de son illustre auteur.

La netteté et I'élégance du style, non moins que |'enchainement
méthodique des diverses parties, témoignent assz que Lagrange ne
Sest pas contenté de mettre au jour des idées neuves @ fécondes, et
que larédaction méme et la revision des détails ont éé pour | ui |'objet
d'un soin minutieux.

En lisant les notes trés courtes placées au bas des pages, on verra
cependant qu'un sz grand nombre dinadvertances subsistaient
dans ladeuxiéme édition. Jai cru devoir les signaler. Mais cettecri-
tique minutieuse, qui porte parfois sur le sens d'un mot ou sur quelques
termes d'une formule, n'implique dans aucun cas |'idée d'une opinion
opposte a celle de Lagrange, et que j'aurais la hardiesse de proposer
au lecteur. Toutes mes notes ont pour but de développer le sens du
textelorsqu'il ne me semble pasassez clair, ou de lerectifier dans des
casou |'incorrection n'est pas douteuse.

Lorsque lesprogrésde la Science ont exigé des dével oppements plus
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considérables, les Notes ont été renvoyées a la fin du Volume. Les lec-
teurs me sauront gré d'y avoir placé, tout d'abord, deux dissertations
remarquablespubliéesdéjadansieJournal deM.Liouvillepar M. Poinsot
et M. Dirichlet, qui critiquent I'un et I'autre, avec beaucoup de jus-
tesse, des passages importants de la premiére Partie, et indiquent en

méme temps de quelle maniére il convient de les modifier.

En reproduisant ces écrits, dans lesquels une partie de la tache que
je m'étais imposée se trouve accomplie avec tant de supériorité, jesuis
heureux de penser que cette nouvelle édition se trouve, en quelque
sorte, placée sous le patronage de deux noms illustres.

Paris, le 15 juin 1853.
.1. BERTRAND.



AVERTISSEMENT

DE LA QUATRIEME EDITION.

Au moment de publier cette nouvelle édition delaMécanique, analy-
tique, nous avons pour premier devoir de rendre hommage au géometre
éminent qui avait entrepris en 1867 la publication des (Euvres de
Lagrange etqui n'aura paseu lajoie de lavoir complétement terminée.
Per les tendances et les affinités de son esprit, M. Serret était admira-
blement préparé a remplir la téche qui lui avait &é confiéc. Recher-
chant avant tout la précision et I'élégance de I'analyse, il avait cultivé
ces qualités précieuses qu'il possédait comme un don naturel, et les
avait encore augmentées par |'étude attentive, longtemps poursuivie,
d'un maitre incomparable. Si, plus tard, comme nous amons a I'es-
pérer, nos descendants lisent encore les meilleurs travaux de notre
époque, plus d'un sans doute, confondant un peu les dates, sera tenté
de considérer M. Serret comme un continuateur et comme un ééve de
Lagrange. Toutes les obligations que le devoir et I'affection imposent
aun disciple pieux et fidéle, M. Serret lesa en effet remplies vis-avis
de notre grand géométre. Sinspirant de son esprit, il a développé ou
continué plusieurs de ses recherches; et surtout il lui a evé le plus
beau monument en publiant, avec I'appui du Gouvernement, cette
magistrale édition des Euvres de Lagrange, pour laquelle il n'a épar-
gné aucun soin, aucun travail, aucun sacrifice.
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Chargé de terminer son cauvre, nous nous sommes conformé a ss
intentions, €. au voal unanime des géométres, en reproduisant la belle
édition que M. Joseph Bertrand a donnée, en 1853, de la Mécanique
analytique. Les notes dont M. Bertrand a accompagné le texte, celles
qu'il a placées alafin des deux Volumes, ont é&¢ lues et étudiées par
tous les géométres; on nous aurait reproché de ne pas conserver cet
admirable commentaire, digne d'un Ouvrage qui méritera toujours
d'ére regardé comme une des plus belles productions de la Science
francaise.

Un jeune géométre, M. G. Robin, qui sest d§ja fait connaltre avan-
tageusement, par plusieurs travaux de Physique mathématique, a bien
voulu nous aider dans la correction des épreuves. Nous nous empres-
onsde le remercier ici du concours dévoué qu'il nous a prété et qui
nous a éteé tres utile.

Paris, le 24 juin 1888.
GASTON DARBOUX.



MECANIQUE
ANALYTIQUE.

PREMIERE PARTIE.

LA STATIQUE-

SECTION PREMIERE.

SUR LES DIFFERENTS PRINCIPES DE LA STATIQUE.

La Statique est la science de I'équilibre des forces. On entend, en
général, par force ou puissance la cause, quelle qu'elle soit, qui im-
prime ou tend a imprimer du mouvement au corps auquel on la sup-
pose appliquée; et c'est aussi par la quantité du mouvement imprimé,
ou prét a imprimer, que la force ou puissance doit s'estimer. Dans
I'état d'équilibre, la force n'a pas d'exercice actuel; elle ne produit
qu'une simple tendance au mouvement; mais on doit toujours la me-
surer par I'effet qu'elle produirait si elle n'était pas arrétée. En prenant
une force quelconque ou son effet pour I'unité, I'expression de toute
autre force n'est plus qu'un rapport, une quantité mathématique, qui
peut étre représentée par des nombres ou des lignes; c'est sous ce
point de vue que I'on doit considérer les forces dans la Mécanique.

L'équilibre résulte de la destruction de plusieurs forces qui se com-

battent et qui anéantissent réciproquement |'action qu'elles exercent
XI. i
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les unes sur les autres; et le but de la Statique est de donner les lois
suivant lesquelles cette destruction sopére. Ces lois sont fondées sur
des principes généraux qu'on peut réduire atrois: celui du levier, celui
delacomposition desforces, et celui desvitessesvirtuelles.

1. Archimede, le seul parmi les anciens qui nous ait laissé une
théorie de I'équilibre, dans ses deux Livres de Aquiponderanubus, ou
de Planorum amyuilibriis, est I'auteur du principe du levier, lequel con-
siste, comme le savent tous les mécaniciens, en ce que s un levier
droit est chargé de deux poids quelconques placés, de part et d'autre
du point d'appui, & des distances de ce point réciproguement propor-
tionnelles aux mémes poids, ce levier sera en équilibre, et son appui
sera chargé de la somme des deux poids. Archiméde prend ce principe,
dans le cas des poids égaux placés a des distances égdes du point
d'appui, pour un axiome de Mécanique évident de soi-méme, ou du
moins pour un principe d'expérience; et il raméne a ce cas simple et
primitif celui despoidsinégaux, enimaginant cespoids, lorsqu'ils sont
commensurables, divisés en plusieurs parties toutes égdes entre elles,
et en supposant que les parties de chague poids soient séparées et
transportées, de part et d'autre, sur le méme levier, a des distances
égaes, en sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids
égaux et placés a distances égades autour du point d'appui. Ensuite il
démontre la vérité du méme théoréme pour les poids incommensu-
rables, a l'aide de la méthode d'exhaustion, en faisant voir qu'il ne
saurait y avoir équilibre entre ces poids, & moins qu'ils ne soient en
raison inverse de leurs distances au point d'appui.

Quelques auteurs modernes, comme Stevin dans sa Statique, et Ga
lilée dans s Diaogues sur le mouvement, ont rendu la démonstration
d'Archimede plus simple, en supposant que les poids attachés au levier
soient deux parallélépipédes horizontaux pendus par leur milieu, et
dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais dont les longueurs
soient doubles des bras de levier qui leur répondent inversement. Car,
de cette maniere, les deux parallélépipédes sont en raison inverse de
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leurs bras de levier, e en méme temps ils se trouvent placés bout a
bout, en sorte qu'ils n'en forment plus qu'un seul, dont le point du
milieu répond précisément au point d'appui du levier. Archimede
avait d§a employé une consdération semblable pour déterminer le
centre de gravité d'une grandeur composte de deux surfaces parabo-
liques, dans la premiére propostion du seoond Livre de I'Equilibre
des plans.

D'autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans la
démongration d'Archiméde, e ils I'ont tournée de différentes fagons
pour larendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu'en altérant la
smplicité de cette démongtration, ils n'y ont presque rien ajouté du
cité de I'exactitude.

Cependant, parmi ceux qui ont cherché a suppléer a la démonsra-
tion d'Archimeéde, sur I'équilibre du levier, on doit distinguer Huy-
gens, dont on a un petit écrit intitulé: Demonstratio oequilibrii bilan-
cis('), e imprimé en 1693 dans le Recuell des andens Mémoires de
I'Académie des Sciences.

Huygens observe qu'Archiméede suppose tacitement que, S plusieurs
poids égaux sont appliqués a un levier horizontal, a distances égales les
uns des autres, ils exercent la méme force pour incliner le levier, soit
qu'ils s trouvent tous du méme cité du point d'appui, soit qu'ils
soient les uns d'un cité et les autres de I'autre cbté du point d'appui ;
et, pour éviter cette suppostion précaire, au lieu de distribuer, comme
Archimede, les parties aliquotes des deux poids commensurables sur le
méme levier, de part & d'autre des points oU les poids entiers sont
censgs appliqués, il les digribue de la méme maniére, mais sur deux
autres leviers horizontaux, e placés perpendiculairement aux extré-
mités du levier principal, en forme de T : de cette maniére, on a un
plan horizontal chargé de plusieurs poids égaux, & qui es évidemment
en équilibre sur laligne du premier levier, parce que les poids se trou-
Vent distribués également e symétriquement des deux cdtés de cette

1) Ca ecrlt dHuygens fait partie do ses (Euvres publiées par SGravesande en 1724
(Lyon), t. 1%, p. 282. (j.Bertrand.)
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ligne. Mais Huygens démontre que ce plan est auss en. équilibre sur
une droite inclinée a celle-1a, et passant par le point qui diviselelevier
primitif en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont il
est suppose chargé, parce qu'il fait voir que les petits poids se trouvent
auss placés a distances égdes de part et d'autre de la méme droite :
dou il conclut que le plan et par conséquent le levier proposé doivent
étre en équilibre sur le méme point.

Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas en-
tierement a ce qu'on peut, en effet, désirer dans celle d'Archiméde.

2. L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont les extrémités
sont chargées de poids égauix, et dont le point d'appui est au milieu du
levier, est une vérité évidente par elle-méme, parce qu'il n'y apasde
raison pour que |'un des poids I'emporte sur I'autre, tout étant éga de
part et d'autre du point d'appui. Il n'en est pas de méme de la supposi-
tion que la charge de I'appui soit égae a la somme des deux poids. |l
paralt que tous les mécaniciens I'ont prise comme un résultat de I'ex-
périencejournaliére, qui apprend que le poids d'un corps ne dépend
que de sa masse totale, et nullement de sa figure (*). On peut néan-
moins déduire cette vérité de la premiére, en considérant, comme Huy-
gens, I'équilibre d'un plan sur une ligne.

Pour cela, il n'y a qu'a imaginer un plan triangulaire chargé de
deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d'un-poids double
a son sommet. Ce plan sera évidemment en équilibre, étant appuyé sur
une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu des deux cotés du
triangle; car on peut regarder chacun de ces cotés comme un levier
chargé dans s deux extrémités de deux poids égaux, et qui a son
point d'appui sur I'axe qui passe par son milieu. Maintenant on peut
envisager cet équilibre d'une autre maniére, en regardant la base

(*) D'Alembert est, je crois, le premier qui ait cherché & démontrer cette proposition ;
mais la démonstration qu'il en a donnée dans les Mémoires de I'Académie des Sciences do
1769 n'est pas entierement satisfaisante. Celle que M. Fourier a donnée depuis dans le
V© Cahier du Journal de I'Ecole Polytechnique est rigoureuse et trés ingénieuso; mais elle
n'est pas tirée de la nature du levier. {Note de Lagrange,)
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méme du triangle comme un levier dont les extrémités sont chargées
de deux poids égaux, €t en imaginant un levier transversal qui joigne
le sommet du triangle et le milieu de sa base en forme de i, dont
une des extrémités soit chargée du poids double placé au sommet, et
I'autre serve de point d'appui au levier qui forme labase 11 e évident
que ce dernier levier sera en équilibre sur le levier transversal qui le
soutient dans son milieu, e que celui-ci sera, par consdquent, en équi-
libresur I'axe sur lequel le plan ex d§a en équilibre. Or, comme I'axe
pase par le milieu des deux cdtés du triangle, il passra auss néces
sairement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle au
milieu de sa base, donc le levier transversal aura son point d'appui
dans le point de milieu et devra, par conséquent, ére chargé égale-
mentaux deux bouts : donc la charge que supporte le point d'appui du
levier qui fait labase du triangle, & qui est chargé a ss deux extré
mités de poids égaux, sra égale au poids double du sommet et, par
conséquent, égale a la somme des deux poids.

Si, au lieu d'un triangle, on considérait un trapeze chargé a s
quatre angles de quatr e poids égaux, on trouver ait delaméme maniére
gue les deux leviers de longueurs inégales, formant les cdtés paralléles
du trapéze, exercent sur leurs points d'appui des forces égales

3. Ceite propostion une fois établie, il est clair qu'on peut, ains
qu'Archiméde le fait, subgtituer & un poids en équilibre sur un levier
deux poids égaux chacun a la moitié de ce poids et placés sur le méme
levier, a disances égales de part et d'autre du point ou le poids es
attaché car I'action de ce poids et la méme que celle d'un levier sus
pendu par son milieu au méme point et chargé, a ssdeux bouts, de
deux poids égaux chacun a la moitié du méme poids; et il et évident
que rien n‘empéche d'approcher cedernier levier du premier, de ma-
nierequ'il en fase partie. Ou bien, cequi est peut-ére plusrigour eux,
il 'y a qu'aregarder ce dernier levier comme éant tenu en équilibre
par une force appliquée a son point de milieu, dirigée de bas en haut,
e égale au poids dont les deux moitiés sont censées appliquées a s
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extrémités; alors, en appliquant ce levier en équilibre sur le premier
levier qui est suppost en équilibre sur son point d'appui, I'équilibre
total subsdera toujours, et, s |'application se fait de maniere quele
milieu du seoond levier coincide avec I'extrémité d'un des bras du pre-
mier levier, la force qui soutient le ssoond levier pourra ére cense
appliquée au poids méme dont ce bras es chargé e qui, éant sou-
tenu, n‘aura plus d'action sur le levier, mais se trouvera ains remplacé
par deux poids égaux chacun a sa moitié e placés de part e d'autre
de ce poids sur le premier levier prolongé. Cette superpostion d'équi-
libres est, en Mécanique, un principe auss féoond que I'est, en Géomé
trie, la superpostion des figures.

4. On peut donc regarder I'équilibred'un levier droit et horizontal,
chargé de deux poids en raison inverse de leurs disances au point
d'appui du levier, comme une vérité rigoureusement démontrée; e,
par le principe de la superposition, il es facile de I'é&endre a un levier
angulaire quelconque, dont le point d'appui serait dans I'angle et dont
les bras seraient tirés en sns contraire par des forces perpendiculaires
a leursdirections. En efet, il et évident qu'un levier angulaire a bras
égaux, e mobile autour du sommet de I'angle, sera tenu en équilibre
par deux forces égales appliquées perpendiculairement aux extrémités
des deux bras, e tendant & les faire tourner en snscontraire. S done
on a un levier droit en équilibre, dont I'un desbras soit égal a ceux du
levier angulaire et soit chargé a son extrémité d'un poids équivalent a
chacune des puissances appliquées au levier angulaire, l'autre bras
éant chargé du poids nécessaire pour |'équilibre, et qu'on superpose
ces leviers de maniére que le sommet de I'angle de I'un tombe aur le
point d'appui de l'autre, e que les bras égaux de I'un et de 'autre
coincident et n'en forment plus qu'un, la puissance appliquée au bras
du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du levier
droit, de maniére qu'on pourra faire abstraction del'un et de I'autre,
e supposr le bras formé de la réunion de ces deux-ci anéanti. L'équi-
libre subsgera donc encore entre les deux autres bras formant un
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levier angulaire tiré a ss extrémités par des forces perpendiculaires
e en raison inverse de la longueur des bras, comme dans le levier
droit.

Or une force peut &re censc appliquée a tel point que I'on veut de
sa direction. Donc deux forces, appliquées a des points quelconques
d'un plan retenu par un point fixe e dirigées comme on voudra dans
ceplan, sont en équilibre lorsgu'elles sont entredles en raison inverse
des perpendiculaires abaisstes de ce point sur leurs directions; car on
peut regarder ces perpendiculaires comme formant un levier angulaire
dont le point d'appui et le point fixe du plan : ces ce qu'on appele
maintenant le principe des moments, en entendant par moment le pro-
duit d'une force par le bras du levier par lequd dle agit.

Ce principe général suffit pour résoudre tous les problemes de la
Statique. La considération du treuil I'avait fait apercevoir désles pre-
miers pas que I'on a faits apres Archimede, dans la théorie des ma-
chines simples, comme on le voit par I'Ouvrage de Guido Ubaldo, inti-
tulé: Mecanicorum liber, qui a paru a Pesaro, en 1577; mais cet auteur
n'a pas su I'appliquer au plan incliné, ni aux autres machines qui en
dépendent, comme le coin & la vis dont il n‘a donné qu'une théorie
peu exacte.

5. Lerapport de la puissance au poids sur un plan inclinéa &é long-
temps un probléme parmi les mécaniciens modernes. Stevin I'a résolu
le premier; mais sa solution est fondée sur une considération indirecte
et indépendante de la théorie du levier.

Stevin conddére un triangle solide post sur sa base horizontale, en
orte que s deux odtés forment deux plans inclinés; e il imagine
qu'un chapdet formé de plusieurs poids égaux, enfilés a des disances
égales, ou plutdt une chaine d'égale grosseur,, soit placé sur les deux
oités de ce triangle, de maniére que toute la partie supérieure s
trouve appliquée aux deux cbtés du triangle, & que la partie infé
rieure pende librement au-dessous de la base, comme s dlle était atta-
chée aux deux extrémités de cette base



8 MECANIQUE ANALYTIQUE.

Or Stevin remarque qu'en supposant que la chaine puisse glisser
librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos; car,
s elle commencait & glisser d'elleméme dans un sens, elle devrait
continuer a glisser toujours, puisque la méme cause de mouvement
subsisterait, la chalne se trouvant, a cause de I'uniformité de s par-
ties, placée toujours de la méme maniére sur le triangle; d'ou résulte-
rait un mouvement perpétuel, ce qui est absurde.

Il'y a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties de la
chaine; or on peut regarder la portion qui pend au-dessous de la base
comme étant déja en équilibre d'elleeméme. Donc il faut que I'effort
de tous les poids appuyés sur I'un des cotés contrebalance I'effort des
poids appuyés sur |'autre coté; mais la somme des uns est & la somme
des autres dans le méme rapport que les longueurs des cotés sur les-
quels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la méme puissance
pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan incliné, lorsque
le poids total sera proportionnel alalongueur du plan, en supposant
la hauteur la méme : mais, quand le plan est vertical, la puissance est
égde au poids; donc, danstout plan incling, la puissance est au poids
comme la hauteur du plan a sa longueur.

Ja rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu'elle et tres
ingénieuse et qu'elle est d'ailleurs peu connue. Au reste, Stevin déduit
de cette théorie celle de I'équilibre entre trois puissances qui agissent
sur un méme point, et il trouve que cet équilibre a lieu lorsgue les
puissances sont paralléles et proportionnelles aux trois cotés d'un
triangle rectiligne quelconque. (Voir les Eléments de Statique et les
Additions a la Satique de cet auteur, dans les Hypomnemata mathema-
tica, imprimés a Leyde en 1605, et dans les (Euvres de Stevin, tra-
duites en francais, et imprimées en 1634 par les Elzevirs.) Mais on
doit observer que ce théoréme fondamental de la Statique, quoiqu'il
soit communément attribué a Stevin, n'a cependant &€ démontré par
cet auteur que dans le cas ou les directions de deux des puissances
font entre elles un angle droit.

Stevin remarque avec raison qu'un poidsappuyé sur un planincling,
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et retenu par une puissance paralléle au plan, est dans le méme cas
que s'il était soutenu par deux fils, I'un perpendiculaire,. et I'autre
paralléle au plan; et, par sa théorie du plan incliné, il trouve que le
rapport du poids a la puissance paralléle au plan est comme |'hypoté-
nuse a la base d'un triangle rectangle formé sur le plan par deux
droites, I'une verticale et I'autre perpendiculaire au plan. Stevin se
contente ensuite d'étendre cette proportion au cas ou le fil qui retient
le poids sur le plan incliné serait aussi incliné a ce plan, en construi-
sant un triangle analogue avec les mémos lignes, |'une verticale, |'autre
perpendiculaire au plan, et en prenant la base dans la direction du fil ;
mais il faudrait pour cela qu'il e(t démontré que la méme proportion
a lieu dans I'équilibre d'un poids soutenu sur un plan incliné par une
puissance oblique au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la consi-
dération de la chaine imaginée par Stevin.

6. Dans les Mécaniques de Galilée, publiées d'abord en frangais par
le P. Mersenne en 1634, I'équilibre sur un plan incliné est réduit a
celui d'un levier angulaire a deux bras égaux, dont |'un est supposé
perpendiculaire au plan et chargé d'un poids appuyé sur le plan, et dont
I'autre est horizontal et chargé d'un poids équivalent a la puissance
nécessaire pour retenir le poids sur le plan; cet équilibre est ensuite
réduit a celui d'un levier droit et horizontal, en regardant le poids
attaché au bras incliné comme suspendu a un bras horizontal formant
un levier droit avec le bras horizontal du levier angulaire. Ainsi le
poids est a la puissance qui le soutient sur le plan incliné, en raison
inverse de ces deux bras du levier droit, et il est facile de prouver que
ces bras sont entre eux comme la hauteur du plan a sa longueur.

On peut dire que c'est |a la premiére démonstration directe qu'on
ait eue de |'équilibre sur un plan incliné. Galilée sen est servi depuis
pour démontrer rigoureusement |'égalité des vitesses acquises par les
corps pesants, en descendant d'une méme hauteur sur des plans diver-
sement inclinés, égalité qu'il s'était contenté de supposer dans la pre-
miere édition de ses Dialogues.

XI. a
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Il e(t é&é facile a Galilée de résoudre auss le cas ou la puissance
qui retient le poids a une direction oblique au plan; mais ce nouveau
pes na é&é fait que quelque temps aprés, par Roberva, dans un
Traité de Mécanique imprimé, en 1636, dans I'Harmonie universelle de
Mersenne.

7. Roberval regarde auss le poids appuyé sur le plan incliné comme
attaché au bras d'un levier perpendiculaire au plan, et il considére la
puissance comme une force appliquée au méme bras, suivant une direc-
tion donnée; il a ainsi un levier a un seul bras, dont une extrémité
est fixe, et dont I'autre extrémité es tirée par deux forces, celle du
poids et celle de la puissance qui le retient. 1l substitue ensuite a ce
levier un levier angulaire & deux bras perpendiculaires aux directions
des deux forces et ayant le méme point fixe pour point d'appui, €t il
suppose les deux forces appliquées aux bras de ce levier suivant leurs
propres directions, ce qui lui donne pour I'équilibre le rapport du
poids & la puissance, en raison inverse des deux bras du levier angu-
laire, c'est-a-dire des perpendiculaires menées du point fixe sur les
directions du poids et de la puissance.

De la, Roberval déduit I'équilibre d'un poids soutenu par deux
cordes qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au
levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d'appui du
levier, et a la puissance une autre corde tirée par une force dans la
direction de cette puissance ; et, par différentes constructions et analo-
gies un peu compliquées, il parvient a cette conclusion : que, si de
quelque point pris dans la verticale du poids, on mene une paralléle
a l'une des cordes, jusqu'a la rencontre de I'autre corde, le triangle
formé ains aura sss cotés proportionnels au poids et aux puissances
qui agissent dans la direction des mémes cotés, ce qui est, comme on
voit, le théoreme donné par Stevin.

Jai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval,
non seulement parce que cest la premiere démonstration rigoureuse
qu'on ait eue du théoréme de Stevin, mais encore parce gqu'elle est
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restée dans |'oubli dans un Traité d'Harmonie, assez rare aujourd'hui,
ol personne ne savise de la chercher. Au reste, je ne suis entré dans
ce détail sur ce qui regarde lathéorie du levier, que pour faire plaisir
aceux qui aiment a suivre la marche de I'esprit dans les sciences, et a
connaitre les routes que les inventeurs ont tenues et les routes plus
directes qu'ils auraient pu tenir.

8. LesTraités de Statique qui ont paru apres celui de Roberval, jus-
qu'a l'époque de la découverte de la composition des forces, n‘ont rien
gjouté a cette partie de la Mécanique; on n'y trouve que les propriétés
déa connues du levier et du plan incliné, et leur application aux
autres machines simples : encore y en a-t-il quelques-uns qui ren-
ferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur I'équilibre
des solides, ou il donne une proportion fausse du poids a la puissance
qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pasici de Descartes, de
Torricelli etdeWallis, parce qu'il sont adopté pour I'équilibreun prin-
cipe qui se rapporte a celui des vitesses virtuelles, et dont ils n‘avaient
pas la démonstration.

9. Le second principe fondamental de la Statique est celui de la
composition desforces. |l est fondé sur cette supposition : que, si deux
forces agissent a la fois sur un corps (') suivant différentes directions,
ces forces équivalent alors a une force unique, capable d'imprimer au
corps le méme mouvement que lui donneraient les deux forces agis-
sant séparément. Or un corps, qu'on fait mouvoir uniformément sui-
vant deux directions différentes a la fois, parcourt nécessairement la
diagonale du parallélogramme dont il et parcouru s&parément les
cOtés en vertu de chacun des deux mouvements. D'ou I'on conclut que
deux puissances quelconques, qui agissent ensemble sur un méme
corps, sont équivalentes a une seule représentée, dans sa quantité et
sadirection, par la diagonale du parallélogramme dont les cotés repré-

0) Lemoat corpsdésgreici un point matériel. (J. Bertrand.)
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sentent en particulier les quantités et les directions des deux puis-
sances données. Cest en quoi consiste le principe qu'on nomme la
composition desforces.

Ce principe (') suffit seul pour déterminer les lois de I'équilibre
dans tous les cas; car, en composant ainsi successivement toutes les
forces doux a deux, on doit parvenir a une force unique qui sera équi-
valente & tontes ces forces, et qui, par conséquent, devra étre nulle
dans le cas d'équilibre s'il n'y a dans le systeéme aucun point fixe;
mais, sil y en a un, il faudra que la direction de cette force unique
pase par le point fixe. Cest ce qu'on peut voir dans tous les livres de
Statique, et particuliérement dans la Nouvelle Mécanique de Varignon,
ou la théorie des machines est déduite uniquement du principe dont
nous venons de parler.

Il et évident que le théoréme de Stevin sur I'équilibre de trois
forces paralléles et proportionnelles aux trois cotés d'un triangle quel-
conque est une conséquence immédiate et nécessaire du principe de la
composition des forces, ou plut6t qu'il n'est que ce méme principe
présenté sous une autre forme. Mais celui-ci a I'avantage d'étre fondé
sur des notions simples et naturelles, au lieu que le théoréme de Stevin
ne I'est que sur des considérations indirectes.

10. Les anciens ont connu la composition des mouvements, comme
on le voit par quelques passages d'Aristote, dans sss Questions méca-
niques. Les géométres surtout 1'ont employée pour la description des
courbes, comme Archimede pour la spirale, Nicoméde pour la con-
choide, etc.; et, parmi lesmodernes, Roberval en a déduit une méthode
ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuvent étre censées
décrites par deux mouvements dont la loi est donnée; mais Galilée est
le premier qui ait employé la considération du mouvement composé
dans la Mécanique, pour déterminer la courbe décrite par un corps
pesant, en vertu de |'action de la gravité et de la force de projection.

(") Ce paragrapho manque d'exactitude : doux forces qui no sont pas dans le méme plan

n'ayant pes de résultante, la remarque do Lagrange no peut méme pas étre appliquée,
d'une maniére générale, au cas d'un systéme solide. (j. Bertrand.)
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Dans la seconde proposition de la quatriéme Journée de sss Dia
logues, Galilée démontre qu'un corps mQ avec deux vitesses uniformes,
I'une horizontale, I'autre verticale, doit prendre une vitesse représentée
par I'hypoténuse du triangle dont les cotés représentent ces deux
vitesses; mais il parait en méme temps que Galilée n'a pas connu toute
I'importance de ce théoréme dans la théorie de I'équilibre; car, dans
le Dialogue troisiéme, ou il traite du mouvement des corps pesants sur
des plans inclinés, au lieu d'employer le principe de la composition
du mouvement pour déterminer directement la gravité relative d'un
corps sur un plan incling, il déduit plutdt cette détermination de la
théoriede I'équilibre sur les plans inclinés, daprés ce qu'il avait établi
auparavant dans son Traité Della Scienza mecanica, dans lequel il ra
mene le planincliné au levier.

On trouve ensuite la théorie des mouvements composés dans les
écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc.; mais,
jusqu'a l'année 1687, dans laquelle ont paru les Principes mathéma-
tiques de Newton et le Projet de la Nouvelle Mécanique de Varignon, on
n'avait point pensé & substituer, dans la composition des mouvements,
les forces aux mouvements qu'elles peuvent produire, et a déterminer
la force composée résultante de deux forces données, comme on déter-
mine le mouvement composé de deux mouvements rectilignes et uni-
formes donnés.

Dans le second corollaire de latroisieme |oi du mouvement, Newton
montre en peu de mots comment les lois de I'équilibre se déduisent
facilement de la composition et décomposition des forces, en prenant
la diagonale d'un parallélogramme pour la force composée de deux
forces représentées par s cOtés, mais cet objet est traité plus en
détail dans|'Ouvrage de Varignon, et laNouvelle Mécanique qui a paru
aprés samort, en 1725, renferme une théorie compléte sur I'équilibre
des forces dans les différentes machines, déduite de la seule considé-
ration de la composition ou décomposition des forces.

11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite les
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conditions de I'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un
point, qu'on n‘avait pu déduire de I'équilibre du levier que par une
suite de raisonnements. Mais, d'un autre c6té, lorsgu'on veut, par ce
principe, trouver les conditions de I'équilibre entre deux puissances
paralléles appliquées aux extrémités d'un levier droit, on es obligé
d'employer des consdérations indirectes, en subgtituant un levier
angulaire au levier droit, comme Newton et d'Alembert I'ont fait, ou en
ajoutant deux forces é&rangeres qui e détruisent mutuellement, mais
qui, éant composiss avec les puissances données, rendent leurs direc-
tions concourantes, ou enfin en imaginant que les directions des puis-
sances prolongées concourent a I'infini, et en prouvant que la puissance
composée doit passr par le point d'appui : cest la maniére dont sy
es pris Varignon dans sa Mécanique. Ainsi, quoique, a la rigueur, les
deux principes du levier e de la compostion des forces conduisent
toujours aux mémes résultats, il ex remarquable que le cas le plus
smple pour I'un de ces principes devient le plus compliqué pour
I'autre.

12. Mais on peut &ablir une liaison immédiate entre css deux prin-
cipes, par lethéoréme que Varignon adonnédanssa Nouvelle Mécanique
(Section |, Lemme XVI), et qui consge en ce que s, d'un point
queconque pris dans le plan d'un parallélogramme, on abaisse des
perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux cdtésqui comprennent
cette diagonale, le produit de la diagonale par sa perpendiculaire es
égal a la somme des produits des deux cdtés par leurs perpendiculaires
repectives S le point tombe hors du parallélogramme, ou aleur diffé
rence sil tombe dans le parallélogramme. Varignon fait voir, par une
congruction trés smple, qu'en formant des triangles qui aient la dia-
gonale e les deux odtés pour basss et le point donné pour sommet
commun, le triangle formé sur la diagonale est, dans le premier cas
égal ala somme et, dansle ssoond cas a la différence desdeux triangles
formés sur les cbtés, ce qui et en si-méme un beau théoreme de
Géoméirie, indépendamment de son application a la Mécanique.
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Ce théoréme aurait lieu également e la démonstration serait la
méme s, sur le prolongement de la diagonale et des ctéson prenait
partout ol I'on voudrait des parties égales a ces lignes; de sorte que,
comme toute puissance peut ére supposte appliquée a un point quel-
conque de sa direction, on peut conclure, en général, que deux puis-
sances, représentées en quantité et en direction par deux droites pla-
o&s dans un plan, ont une compos®e ou résultante représentée en
quantité e en direction par une droite placée dans le méme plan, qui
éant prolongée pase par le point de concours des deux droites, et
qui soit telle, qu'ayant pris dans ce plan un point quelconque, et
abais2 de ce point des perpendiculaires sur ces trois droites, prolon-
géss sil et nécessaire, le produit de la résultante par sa perpendicu-
laire soit égal a la somme ou a la différence des produits repectifs des
deux puissances composantes par leurs perpendiculaires, sdon que
le point d'oll partent les trois perpendiculaires sera pris au dehors
ou au dedans des droites qui représentent les puissances compo-
santes.

Lorggue ce point ed suppost tomber sur la direction de la résul-
tante, cette puissance n'entre plus dans I'équation, et I'on a I'égalité
entre les deux produits des composantes par leurs perpendiculaires;
cest le cas de tout levier droit e angulaire, dont le point d'appui et
le méme que le point dont il Sagit, parce qu'alors I'action de la résul-
tante et détruite par la résstance de I'appui.

Cethéoreme, dii a Varignon, e le fondement de presque toutes les
Satiques modernes, ou il congitue le principe général appdé des
moments. Son grand avantage condste en ce que la composition e la
résolution des forces y sont réduites a des additions & des soustrac-
tions; de sorte que, que que it le nombre des puissances a com-
poser, on trouve facilement la puissance résultante, laquelle doit ére
nulle dans le cas d'équilibre.

13. Jai rapporté I'époque de la découverte de Varignon a celle de
la publication de son Projet, quoique dans I'Avertissement, qui et a
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|a téte de la Nouvelle Mécanique, on ait avancéqu'il avait donné deux
ans auparavant, dans I'Histoire dela République des Lettres, un Mémoire
sur les poulies @ moufle, dans lequel il se servait des mouvements
composés pour déterminer tout ce qui regarde cette machine; maisje
dois observer que cet article manque d'exactitude. Le Mémoire dont
il sagit, sur les poulies, ne se trouve que dans les Nouvelles de la
République des Lettres du mois de mai 1687, sous le titre de Nouvelle
démonstration général e de'usage des pouliesa moufle. L'auteur y consi-
dére I'équilibre d'un poids soutenu par une corde qui passe sur une
poulie, et dont les deux parties ne sont pas paralleles. Il n'y fait point
usage ni méme mention du principe de la composition des forces, mais
il emploie les théoremes déja connus sur les poids soutenus par des
cordes, et il cite les Satiques de Pardis et de Dechales. Dans une
seconde démonstration, il réduit la question au levier, en regardant la
droite qui joint les deux points ou la corde abandonne la poulie,
comme un levier chargé du poids appliqué a la poulie, et dont les
extrémités sont tirées par les deux portions de la corde qui soutient
la poulie.

Pour ne rien omettre de ce qui regarde I'histoire de la découverte
de la composition des forces, je doisdire un mot d'un petit écrit publié
par Lami en 1687, sous le titre de Nouvelle maniére de démontrer les
principaux théoremes des éléments des mécaniques. L 'auteur observe que,
S un corps est pousst par deux forces suivant deux directions diffé-
rentes, il suivra nécessairement une direction moyenne; de sorte que,
si le chemin suivant cette direction lui était fermé, il demeurerait en
repos, et les deux forces se feraient équilibre. Or il détermine la direc-
tion moyenne par la composition des deux mouvements que le corps
prendrait dans le premier instant en vertu de chacune des deux forces,
s elles agissaient séparément, ce qui lui donne la diagonale du paral-
Iélogramme dont les deux cotés seraient les espaces parcourus en
méme temps par |'action des deux forces et, par conséquent, propor-
tionnels aux forces. De la il tire tout de suite le théoréme que les deux
forces sont entre elles en raison réciproque des sinus des angles que
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leurs directions font avec la direction moyenne que le corps prendrait
sil n'é&ait pas arrété, et il en fait I'application au plan incliné et au
levier lorsque sss extrémités sont tirées par des puissances dont lus
directions font un angle; mais, pour le cas ol ces directions sont paral-
ldes, il emploie un raisonnement vague et peu concluant.

La conformité du principe employé par Lami avec celui de Varjgnon
avait fait direal'auteur del’ Histoiredes Ouvragesdes Savants(avril 1688)
qu'il y avait apparence que le premier devait au dernier la découverte
de on principe. Lami ses judtifié de cette imputation, dans une
Lettre publiée dans le Journal des Savants du 13 septembre 1688, a
laquellelejournalistea répondu au moisde décembredela mémeannée;
mais cette contestation, a laquelle Varignon n'a point pris part, n'a
pas &é plus loin, e I'écrit de Lami parait &re tombé dans |' oubli.

Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces &
la facilité de I'appliquer a tous les problémes sur I'équilibre I'ont fait
adopter des mécaniciens aussit6t aprés sa découverte, e |'on peut dire
gu'il sert de base a presque tous les Traités de Statique qui ont paru
depuis.

14. On ne peut cependant sempécher de reconnaitre que le prin-
cipedu levier a saul I'avantage d'ére fondé sur la nature de I'équilibre
congdéré en lui-méme, & comme un éat indépendant du mouvement;
d'ailleurs il y a une différence essentielle dans la maniére d'estimer
les puissances qui e font équilibre dans ces deux principes; de sorte
que, s I'on n'é&ait pas parvenu aleslier par les résultats, on aurait pu
douter avec raison sil éait permis de substituer au principe fonda-
mental du levier celui qui résulte de la consdération érangére des
mouvements composss

En efet, dans I'équilibre du levier, les puissances sont des poids ou
peuvent é&re regardéess comme tels, & une puissance n'es cenge
double ou tripled'une autre qu'autant qu'elle est formée parlaréunion
de deux ou trois puissances égales chacune a |'autre puissance. Mais
la tendance & se mouvoir et supposée la méme dans chaque puissance,

XI. 3
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quelle que soit son intensité; au lieu que, dans le principe de la com-
position des forces, on estime la valeur des forces par le degré de
vitesse qu'elles communiqueraient au corps auquel elles sont appli-
quées, s chacune était libre d'agir séparément, et c'est peut-étre cette
différence dans la maniére de concevoir les forces qui a empéché long-
temps les mécaniciens d'employer les lois connues de la composition
des mouvements dans la théorie de I'équilibre, dont le cas le plus
simple est celui de I'équilibre des corps pesants.

15. On a cherché depuis a rendre le principe de la composition des
forces indépendant de la considération du mouvement, et a I'établir
uniquement sur des Vvérités évidentes par ellesmémes. Daniel Ber-
noulli (*) adonnéle premier, dans les Commentaires de I'Académie de
Pétershourg, tome 1, une démonstration trésingénieuse du parallélo-
gramme des forces, mais longue et compliquée, que d'Alembert a
ensuite rendue un peu plus simple dans le premier Volume de ss
Opuscules.

Cette démonstration est fondée sur ces deux principes :

I° Que, s deux forces agissent sur un méme point dans des direc-
tions différentes, elles ont pour résultante une force unique qui divise
en deux également |'angle compris entre leurs directions lorsque les
deux forces sont égales, et qui est égae a leur somme lorsque cet angle
est nul, ou aleur différence lorsque I'angle est de deux droits; 2° que
des équi-multiples des mémes forces, ou des forces quelconques qui
leur soient proportionnelles, ont une résultante équi-multiple de leur
résultante ou proportionnelle a cette résultante, les angles demeurant
les mémes.

Ce second principe e évident en regardant les forces comme des
quantités qui peuvent sajouter ou se soustraire.

A I'égard du premier, on le démontre en considérant le mouvement
qu'un corps, poussé par deux forces qui ne se font pas équilibre, doit

(') La méme démongtration a é&é roprodune et smplifiée par M. Aimé, Journal de
Mathématiques de Liouville,|™ série, t. 1%, p. 335. (j. Bertrand.)
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prendre, et qui, é&ant nécessairement unique, peut ére attribué a une
force unique agissant sur lui dans la direction de son movement.
Ains |‘on peut dire que ce principe n'e pas tout a fait exempt de la
consdération du mouvement.

Quant aladirection de larésultante dansle cas de I égalité des deux
forces il et clair qu'il n'y a pas plus de raison pour qu'ellesoitplus
inclinée a I'une qu'a l'autre de ces deux forces e que, par conse
quent, elle doit couper I'angle de leurs directions en deux parties
égales.

On a ensuite traduit en Analysele fond de cette démonstration, et on
lui a donné différentes formes plus ou moins smples, en consdérant
la résultante comme fonction des forces composantes et de I'angle
compris entre leurs directions. (Voir le second tome des Mélanges de
laSociétédeTurin, lesMémoiresdel' Académiedes Sciences, de 1769, le
sixieme Volumedes Opusculesded' Alembert, etc.) Maisil faut avouer
qu'en séparant aing le principe de la compostion des forces de celui
de la composition des mouvements, on lui fait perdre ss principaux
avantages, I'évidence e la simplicité, e on le réduit a n'é&re qu'un
résultat de constructions géomériques ou d'Analyse.

16. Je viens enfin au troiséme principe, cdlui des viteses vir-
tuelles. On doit entendre par vitessevirtuelle cele qu'un corpsen équi-
libre est digpost a recevoir, en casquel'équilibre vienne a &rerompu,
cegt-a-dire la vitese que ce corps prendrait réellement dans le pre-
mier ingant de son mouvement; et le principe dont il sagit condste
en ce que des puissances sont en équilibre quand eles sont en raison
inverse de leurs vitessss virtuelles, estimées suivant les directions de
CEs puissances.

Pour peu qu'on examine les conditions de I'équilibre dans le levier
et dansles autres machines, il est facile de reconnaitrecette loi, que le
poids et la puissance sont toujours en raison inverse des eypaces que
I'un et I'autre peuvent parcourir en méme temps : cependant il ne
parait pas que les anciens en aient eu connaissance. Guido Ubaldi e
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peut-&re le premier qui I'ait apercue dans le levier et dans les poulies
mobiles ou moufles Galilée I'a reconnue ensuite dans les plans incli-
nés & dans les machines qui en dépendent, & il I'a regardée comme
une propriété générale de I'équilibre des machines. (Voir son Traitéde
Mécanique et le scolie de la seconde proposition du troisiéme Dialogue,
dans I'édition de Bologne de 1655.)

Galilée entend par moment d'un poids ou d'une puissance appliquée
a une machine I'effort, I'action, I'énergie, I'impdiis de cette puissance
pour mouvoir la machine, de maniére qu'il y ait équilibre entre deux
puissances, lorsgue leurs moments pour mouvoir la machine en sns
contraires sont égaux; et il fait voir que le moment est toujours pro-
portionnd & la puissance multipliée par la vitesee virtuelle, dépendante
de la maniére dont la puissance agit.

Cette notion des moments a auss é&é adoptée par Wallis, dans sa
Mécanique publiée en 1669. L'auteur y poe le principe de I'égalité des
moments pour fondement de la Statique, e il en déduit au long la
théorie de I'équilibre dans les principales machines

Aujourd’hui on n'entend plus communément par moment que le
produit d'une puissance par la distance de sa direction a un point, ou
a une ligne, ou a un plan, €est-&dire par le brasde levier par leque
dle agit; maisil me ssmble que la notion du moment donnée par Ga-
lilée & par Wallis e bien plus naturelle et plus générale, et je ne vois
pas pourquoi on |'a abandonnée pour y en substituer une autre qui
exprime seulement la valeur du moment dans certains cas, comme dans
le levier, etc.

Dexcartes a réduit pareillement toute la Statigue a un principe
unique qui revient, pour le fond, a celui de Galilée, mais qui et pré
snté d'une maniere moins générale. Ce principe est, qu'il ne faut ni
plus ni moins de force pour éever un poids a une certaine hauteur,
qu'il en faudrait pour dever un poids plus pesant a une hauteur d'au-
tant moindre, ou un poids moindre a une hauteur d'autant plus grande
(voir laLettre 73 du tomel ®" publié en 1657, et le Traité de Mécanique
imprimé dans les Ouvrages poshumes). D'ou il résulte qu'il y aura
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équilibre entre deux poids, lorsqu'ils seront disposés de maniére que
les chemins perpendiculaires qu'ils peuvent parcourir ensemble soient
en raison réciproque des poids. Mais, dans I'application de ce principe
aux différentes machines, il ne faut consdérer que les epaces parcou-
rusdans le premier instant du mouvement, et qui sont proportionnels
aux viteses virtuelles, autrement on n‘aurait pas les véritables lois de
I'équilibre.

Au reste, soit qu'on regarde le principe des vitesses virtuelles comme
une propriété générale de I'équilibre, ains que I'a fait Galilée, soit
qu'on veuille le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie cause
de I'équilibre, il faut avouer qu'il a toute la smplicité qu'on peut dé
drer dans un principe fondamental; et nous verrons plus bas combien
ce principe et encore recommandable par sa généralité.

Torricelli, fameux disciple de Galilée, et I'auteur d'un autre prin-
cipe, qui dépend auss de celui des vitesses virtuelles; cet que, lors
que deux poids sont liés ensemble et placés de maniére que leur centre
de gravité ne puise pas descendre, ils sont en équilibre dans cette
situation. Torricelli ne I'applique qu'au plan incliné, mais il e facile
de s convaincre qu'il n'a pas moins lieu dans les autres machines.
(Voir son Traité Demotu gravium naturaliter descendentium, qui aparu
en 1664.)

Le principe de Torricelli en a fait naitre un autre, dont quelques
auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes
quegtions de Statique; cest cdui-ci : que dans un syséme de corps
pesants en équilibre, le centre de gravité es le plus bas qu'il et pos-
sible. En effet, on sait, par la théorie de maximis e minimis, que le
centre de gravité eg le plus bas lorsque la différentielle de sa descente
et nulle, ou, ce qui revient au méme, lorsque ce centre ne monte ni
ne descend, tandis que le syséme change infiniment peu de place.

17. Le principe des vitessss virtuelles peut &re rendu tres général
de cette maniére :
Si un systéme quel conque detant de corpsou pointsquel’on veut, tirés
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chacun par des puissances quelconques, est en équilibre, et qu'on donne a
ce systeme un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point
parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle, la
somme des puissances, multipliées chacune par I'espace que le point ou elle
est appliquée parcourt suivant la direction de cette méme puissance, sera
toujours égale & zéro, en regardant comme positifs les petits espaces par-
courusdanslesensdespuissances, et commenégatifslesespacesparcourus
dansun sensopposg,

Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait apergu cette
grande généralité du principe desvitesses virtuelles, et son utilité pour
résoudre les problémes de Statique. C'est ce qu'on voit dans une de
seslLettresaVarignon, datéede 1717, que cedernier aplacée a latéte
de la Section neuvieme de sa Nouvelle M écanique, Section employée
tout entiere a montrer par différentes applicationsla vérité et I'usage
du principe dont il s'agit.

Cemémeprincipeadonnélieu ensuitea celui queM aupertuisapro-
posé dans les Mémoires de |'Académie des Sciences de Paris pour |'an-
née 1740, sous le nom de Loi de repos, et qu'Euler a développé davan-
tage et rendu plus général dans les Mémoires de |'Académie de Berlin
pour I'année 1751. Enfin c'est encore le méme principe qui sert de base
a celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de I'Académie des
Sciences de Paris pour 1748 et 1749.

Et, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes géné-
raux qu'on pourrait peut-étreencore découvrir dans la science de I'é
quilibre ne seront que le méme principe des vitesses virtuelles, envi-
sagé différemment, et dont ils ne différeront que dans I'expression.

Mais ce principe est non seulement en lui-méme trés simple et trés
général; il a, de plus, I'avantage précieux et unique de pouvoir se tra-
duireen une formule générale qui renferme tous les problémes qu‘on
peut proposer sur |'équilibre des corps. Nous exposerons cette formule
dans toute son étendue; nous tacherons méme de la présenter d'une
maniére encore plus générale qu'on nel'a fait jusqu'a présent, etd'en
donner des applications nouvelles.
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18. Quant a la nature du principe des vitessss virtuelles, il faut
convenir qu'il n'est pas assz évident par lui-méme pour pouvoir &re
érigé en principe primitif; maison peut le regarder commeTexpres-
son générale des lais de I'équilibre, déduites des deux principes que
nous venons d'exposer. Aussi, dans les démongrations qu'on a don-
nées de ce principe, on I'a toujours fait dépendre de ceux-ci par des
moyens plus ou moins directs. Maisil y a, en Statique, un autreprin-
cipe général et indépendant du levier et dela compostion des forces,
quoique les mécaniciens I'y rapportent communément, lequel parait
ére le fondement naturel du principe des vitesses virtuelles : on peul
I'appeler leprincipedespoulies.

S plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une méme chape, on
appelle cat assemblage polispaste ou moufle, et la combinaison de deux
moufles, 1'une fixe et I'autre mobile, embrassées par une méme corde
dont I'une des extrémités ex fixement attachée, et 'autre est attirée
par une puissance, forme une machine dans laquelle la puissance et
au poids porté par la moufle mobile comme I'unité et au nombre des
cordons qui aboutissent a cette moufle, en les supposant tous paralldes
et faisant abstraction du frottement et de la roideur delacorde; car il
es évident qu'a cause de la tenson uniforme de la corde dans toute sa
longueur, le poids et soutenu par autant de puissances égales a cdle
qui tend la corde qu'il y a de cordons qui soutiennent la moufle mobile,
puisgue ces cordons sont paralléles e qu'ils peuvent méme ére regar-
dés comme n'en faisant qu'un, en diminuant, s I'on veut, al'infini le
diamétre des poulies.

En multipliant ains les moufles fixes et mobiles, e les faisant toutes
embrassr par la méme corde au moyen de différentes poulies fixes de
renvoi, la méme puissance, appliquée a son extrémité mobile, pourra
soutenir autant de poids qu'il y a de moufles mobiles, et dont chacun
sra a cette puissance comme le nombre des cordons de la moufle qui
le soutient et al'unité.

Substituons, pour plusde simplicité, un poidsa la place de la puis-
sance, apres avoir fait passr sur une poulie fixe le dernier cordon qui



24 MECANIQUE ANALYTIQUE.

soutient ce poids, que nous prendrons pour |'unité; et imaginons que
les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des poids, soient
attachées & des corps regardés comme des points, et digposts entre
eux en sorte qu'ils forment un systéme quelconque donné. De cette
maniére, le méme poids produira, par le moyen de la corde qui
embrase toutes les moufles, différentes puissances qui agiront sur les
différents points du syséme, suivant la direction des cordons qui
aboutissent aux moufles attachées & ces points, e qui seront au poids
commele nombre des cordonsest al'unité; en sorte que oes puissances
seront représentées dlesmémes par le nombre des cordons qui con-
courent a lesproduirepar leur tension.

Or il eg évident que, pour que le syséme tiré par ces différentes
puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puise pas
descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points
du sygéme('); car, le poids tendant toujours a descendre, Sil y aun
déplacement du syséme qui lui permette de descendre, il descendra
nécessairement et produira ce déplacement dans le syséme.

Désignons par «, & ¥, ... les epaces infiniment petits que ce déblai
cement ferait parcourir aux différents points du syséme suivant la
direction des puissances qui lestirent, e par P, Q, R, ... lenombre
des cordons des moufles appliquées a ces points pour produire ces
mémes puissances, il et visble que les epaces «, B, 1, ... Seraient
auss caux par lesques les moufles mobiles se rapprocheraient des
mouflesfixes qui leur répondent, et que ces rapprochements diminue-
raient la longueur de la corde qui les embrasse des quantités P«, Qp.
Fy, ...; de sortequ'a cause de la longueur invariable de la corde, le
poids descendrait de I'epace

P+ Qf+Ry+....

(1) On aohjecté, avec raison, acette assertion de Lagrange I'exemple d'un point pesant
on équilibre au sommet le plus éevé dune courbe; il est évident qu'un déplacement infi-
niment petit le ferait desoendre, &f, pourtant, ce déplacement ne se produit pes. La pre-
miére démonstration rigoureuse du principe des vitesses virtuelles est due a Fourier(jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, tome H, an VI1). Le mdme Cahier du Journa contient la
démondtration que Lagrange reproduit ici. (j. Bertrand. )
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Donc il faudra, pour I'équilibre des puissances représentées par les
nombres P, Q, R, ..., quel'on ait |'équation

Pa+Qf+Ry+...==0,

ce qui est I'expression analytique du principe général des vitesses vir-
tuelles.

19. Sila quantité Px + QB + Ry +..., au lieu d'étre nulle, était
négative, il semble que cette condition suffirait pour établir|'équilibre,
parce qu'il est impossible que le poids monte de lui-méme; mais il
faut considérer que, quelle que puisse étre la liaison des points qui
forment le systéme donné, les relations qui en résultent entre les
quantités infiniment petites «, #, 4, ... ne peuvent étre exprimées
que par des équations différentielles, et, par conséquent, linéaires
entre ces quantités; de sorte qu'il y en aura nécessairement uno ou
plusieurs d'entre elles qui resteront indéterminées, et qui pourront
étre prises en plus ou en moins; par conséquent, les valeurs de toutes
ces quantités seront toujourstelles, qu'elles pourrontcbangerde signe
alafois. D'ou il s'ensuit que, si dans un certain déplacement du sys-
téme la valeur de la quantité P+ Qf + Ry + ... est négative, elle
deviendra positive en prenant les quantités «, H4, y. ... avec des signes
contraires; ainsi le déplacement opposé étant également possible ferait
descendre |e poids et détruirait I'équilibre.

20. Réciproquement, on peut prouver que, si |'équation
Pa+Qf+Ry+...=0

a lieu pour tous les déplacements possibles infiniment petits du sys-
téeme, il sera nécessairement en équilibre; car, le poids demeurant
immobile dans ces déplacements, les puissances qui agissent sur le
systéme restent dans le méme état, et il n'y a pas plus de raison pour
qu'elles produisent I'un plutdt que |'autre des deux déplacements dans

lesquels les quantités u, P, ¥: ... ONt des signes contraires. C'est e
X1, 4
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eus de la balance qui demeure en équilibre, parce qu'il n'y a pas de
raison pour qu'elle s'incline d'un coté plutét que de I'autre.

Le principe des vitesses virtuelles, étant ainsi démontré pour des
puissances commensurables entre elles, le sera aussi pour des puis-
sances quelconques incommensurables, puisqu'on sait que toute pro-
position qu'on démontre pour des quantités commensurables peut se
démontrer également par la réduction a |‘absurde lorsque ces quantités
sont incommensurables.
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SECTION DEUXIEME.

FORMULE GENERALE DE LA STATIQUE POUR L'EQUILIBRE D‘UN SYSTEME QUELCONQUE
DE FORCES, AVEC LA MANIERE DE FAIRE USAGE DE CETTE FORMULE.

1. Laloi générde del'équilibre dans les machines es que les forces
ou puissances soient entre elles réciproquement comme les vitesses
des points ou elles sont appliquées, estimées suivant la direction «e
CES puissances.

Cest dans cette loi gue consiste ce qu'on appelle communément le
principe desvitessesvirtuelles, principe reconnu depuis longtemps pour
le principe fondamenta de I'équilibre, ainsi que nous I'avons montré
dans la Section précédente, et qu'on peut, par conséquent, regarder
comme une epéce d'axiome de Mécanique.

Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puissances P,
Q, R, ..., dirigées suivant des lignes données, se fassent équilibre.
Concevons que, des points oU ces puissances sont appliquées, on méne
des lignes droites égdes ap, q,r, ..., et placées dans les directions
de ces puissances; et désignons, en général, par dp, dq, dr, ... les
variations ou différences de ces lignes, en tant qu'elles peuvent résulter
d'un changement quelconque infiniment petit dans la position des dif-
férents corps ou points du systéme.

Il est clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus
dans un méme instant par les puissances P, Q, R, ..., suivant leurs
propres directions, en supposant que ces puissances tendent & aug-
menter les lignes respectives p, q, r, .... Les différences dp, dq,
dr, ... seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des puis-



28 MECANIQUE ANALYTIQUE.
sances P, Q, R, ..., et pourront, pour plus de simplicité, étre prises
pour ces vitesses.

Cda posé, ne considérons d'abord que deux puissances P e Q en
équilibre. Par laloi de I'équilibre entre deux puissances, il faudra que
les quantités P et Q soient entre elles en raison inverse des différen-
tielles dp, dg: mais il est @sé de concevoir qu'il ne saurait y avoir
équilibre entre deux puissances, a moins qu'elles ne soient disposées
de maniére que, quand |'une d'elles se meut suivant sa propre direc-
tion, I'autre ne soit contrainte de se mouvoir dans un sens contraire a
la sienne; d'ou il Sensuit que les valeurs des différences dp et dq
doivent étre de signes contraires : donc les valeurs des forces P et Q
étant supposées toutes deux positives, on aura, pour |'équilibre,

¥ L
16 =— g;‘: on bien Pdp+ Qdy=-o;

cest la formule générae de I'équilibre de deux puissances.

Considérons maintenant I'équilibre de trois puissances P, Q, R, dont
les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles dp,
dg, dr. Faisons § = Q'+ Q*, et supposons, ce qui est permis, gue la
partieQ' (') delaforce Q soit telle, qu'on ait

Py + Pdg=o0;

elleferaaorséquilibrealaforceP, et il faudra, pour I'équilibreentier,
que l'autre partie Q" de la méme force Q fasse seule équilibre alatroi-
seme force R, ce qui donnera I'équation

Q'dy +Rdr=u,
laquelle étant jointe a I'éguation précédente, on aura, a cause de

(") Co raisonnement n'est oxact qu'autant que I'on considére un déplacement déterminé
du systéme. S I'on ne fait pes cette restriction, le rapport 2 ‘-'1'3 peut recevoir toutos les

valours possibles, et I'équation Pddp + (' = o NO peut &tre sals‘ate pour aucuno valeur
déterminée de Q.. 1 faudrait, par conssquent, pour compléter ladémonstration de Lagrange,
I'appliquer successvement atwslesdqja:sm’ts posshles du syséme, en introduisant, a
chaque fois, des liaisons nouvelles qui empéchernt les autres déplacements de e produire.
Lagrange, du reste, fait lui-méme cette remarque (Sect. 11, n° 13). (. Bertrand.)
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Q'+ =10, cdled :
Pdp +Qdy + Rdr=uq.

Sil y aune quatriéme puissance S dont la vitesse virtuelle soit repré-
sntée par la différentidle ds, on fera

Q=0+ e IPdp 4 QY'dy=o0,
endlite

R=R+R" et Qdg+Wdr=o,
Alors la partie Q' de la force Q fera saule équilibre a la force P; la
partieR' de laforce R fera de méme équilibre a I'autre partie Q" de la
méme force Q, et, pour I'équilibre total des quatre forces P, Q, R, S
il faudra que la partie restante R" de la force R fasse équilibre a la der-
niere force S, & que, par consdquent, on ait

Rdr +B8ds =0,
Ces trois éguations éant jointes ensemble donneront
Pdp+ Qdy -+ Relr + Bds =o.

Ains de suite, que que soit le nombre des puissances en équilibre.

2. On adonc, en général, pour I'équilibre d'un nombre queconque
de puissancss P, Q, R, ..., dirigées suivant les lignesp, g, 1, ..., &
appliquées a un syséme quelcongue de corpsou points disposés entre
eux d'une maniére quelconque, une équation de cette forme

Pdp + (dg + Rdr+...=0.

C'et la formule générale de la Statique pour I'équilibre d'un sygéme
quelcongue de puissances.

Nous nommerons chagque terme de cette formule, tel que ?dp, le
moment delaforce P, en prenant le mot demoment dans le sns que
Galilée lui a donng, c'es-a-dire pour le produit de la force par sa
vitesee virtuelle; de sorte que la formule générale de la Statique con-
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sistera dans |'égalité a zéro de la somme des moments de toutes les
forces.

Pour faire usage de cette formule, la difficulté se réduira a déter-
miner, conformément a la nature du systeme donné, les valeurs des
différent icilles dp, dg, dr——

On considérera donc le systeme dans deux positions différentes et
infiniment voisines, et |'on cherchera les expressions les plus générales
des différences dont il s'agit, en introduisant dans ces expressions
autant de quantités indéterminées qu'il y aurad'éléments arbitraires
dans la variation de position du systéme. On substituera ensuite ces
expressions de dp, dq, dr, ... dans |'équation proposée, et il faudra
que celle équation ait lieu, indépendamment de toutes les indétermi-
nées, afin que I'équilibre du systéme subsiste en général et dans tous
les sens. On égalera donc séparément a zéro la somme des termes
aifeclés de chacune des mémes indéterminées, et |'on aura, par ce
moyen, autant d'équations particuliéres qu'il y aurade cesindétermi-
nées; or il n'est pas difficile de se convaincre que leur nombre doit
toujours étre égal a celui des quantités inconnues dans la position du
systeme; donc on aura, par cette méthode, autant d'équations qu'il en
Faudra pour déterminer |'état d'équilibre du systeme.

C'est ainsi qu'en ont usé tous les auteurs qui ont appliquéjusqu'ici
le principe des vitesses virtuelles a la solution des problémes de Sta-
tique; mais cette maniére d'employer ce principe exige souvent des
eonslructions et des considérations géométriques qui rendent les solu-
tions aussi longues que si on les déduisait des principes ordinaires de
la Statique : c'est peut-étre la raison qui aempéché qu'on n'ait fait de
ce principetout le cas et I'usage qu'il semble qu'on en aurait da faire,
vu sa simplicité et sagénéralité.

3. L'objet de cet Ouvrage étant de réduire la Mécanique a des opé-
rations purement analytiques, la formule que nous venons de trouver
esttresproprealeremplir. Il ne s'agitque d'exprimer analytiquement,
et de la maniére la plus générale, les valeurs des lignesp, g, r, ..
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prises dans les directions des forces P, Q, R, ..., € I'on aura, par
la simple différentiation, les valeurs des vitesses virluellesadp, dq,
dr, ....

Il faudra seulement faire attention que, dans le Calcul différentiel,
lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu'elles aug-
mentent toutes en méme temps de leurs différentielles; et, s par la
nature de la question quelques-unes d'entre elles doivent diminuer,
tandis que les autres augmentent, on donne alors le signe moins aux
différentielles de celles qui doivent diminuer.

Les différentielles dp, dg, dr, ..., qui représentent les vitesses vir-

tuelles des forces P, Q, R, ..., devront donc étre prises positivement
ou négativement, selon que ces forces tendront & augmenter ou a dimi-
nuer les lignesp, q, r, ... qui déterminent leur direction; mais,

comme la formule générale de I'équilibre ne change pas en changeant
les signes de tous s termes, il sera permis de regarder indifférem-
ment comme positives les différentielles des lignes qui augmentent ou
diminuent ensemble, et comme négatives les différentielles de celles
qui varient en sens contraire. Ainsi, en regardant les forces comme
positives, leurs moments Vdp, Qdg, ... seront positifs ou négatifs,
selon que les vitesses virtuelles dp, dg, ... seront positives ou néga:
tives, et lorsqu'on voudra faire agir les forces en sens contraire, il n'y
aura qu'a donner le signe moins aux quantités qui représentent ces
forces, ou a changer les signes de leurs moments.

11 résulte de 1 cette propriété générale de I'équilibre, qu'un systéme
quelconque de forces en équilibre y demeure encore s chacune des
forces vient & agir en sens contraire, pourvu que la constitution du
systeme ne souffre aucun changement par un changement de direction
de toutes les forces.

4. Quelles que soient les forces qui agissent sur un systéme donné
de corps ou de points, on peut toujours les regarder comme tendantes
vers des points placés dans leslignes de leur direction.

Nous nommerons ces points les centres desforces, et I'on pourra
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prendre pour les lignes p, q, r, ... les distances respectives de ces
centres aux points du systeme auquel les forces P, Q, R, ... sont appli-
quées. Dans ce cas, il et clair que ces forces tendront a diminuer les
lignesp, q, r, ...; il faudrait, par conséquent, donner le signe moins
aleurs différentielles; mais, en changeant tous les signes, la formule
générale sera également

pdp -Qdp+ Rdr +...=o.

Or les centres des forces peuvent étre hors du systéme, ou bien dans
le systéme et en faire partie, ce qui distingue les forces en extérieures
etintérieures.

Dans le premier cas, il est visible que les différences dp, dg, dr, ...
expriment les variations entiéres deslignesp, q, r, ..., dues au chan-
gement de situation du systéme; elles sont, par conséquent, les diffé-
rentielles complétes des quantitésp;, g, r, ..., en y regardant comme
variables toutes les quantités relatives a la situation du systeme, et
comme constantes celles qui se rapportent a la position des différents
centres des forces.

Dans le second cas, quelques-uns des corps du systéme seront eux-
mémes les centres des forces qui agissent sur d'autres corps du méme
systéme, et, a cause de I'égalité entre I'action et laréaction, ces der-
niers corps seront en méme temps les centres des forces qui agissent
sur les premiers.

Considérons donc deux corps (1) qui agissent |'un sur |'autre avec
une force quelconque P, soit que cette force vienne de I'attraction ou
de la répulsion de ces corps, ou d'un ressort placé entre eux, ou d'une
autre maniére quelconque. Soient p la distance entre ces deux corps,
et dp' lavariation de cette distance en tant qu'elle dépend du change-
ment de situation de I'un des corps; il est clair qu'on aura, relative-
ment & ce corps, Vdp' pour le moment virtuel delaforce P. De méme,
s I'on désigne par dp" lavariation de la méme distancep, résultante

() Lo mat corps, ici comme plus haut, désigne un point matériel.  (j. Bertrand.)
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du changement de situation de I'autre corps, on aura, relativement a
ce second corps, le moment RP' dela méme force P; donc lemoment
total d0 a cette force sera représenté par P{dp’+ dg*}; mais il et
visbleque dp' +¥' et la différentidlle compléte dep, que nous dé
signerons par dp, puisgue la disancep ne peut varier que parle dépla-
cement des deux corps : donc le moment dont il Sagit sra exprimé
simplement par Pdp, On peut éendre ce raisonnement a tant de corps
qu'on voudra.

5. 1l suit de la que, pour avoir la somme des moments de toutes les
forces d'un systéme donné, soit que oes forces soient extérieures ou
intérieures, il n'y aura qu'a considérer en particulier chacune des
foroes qui agissent sur les différents corps ou paints du systéme, et
prendre la somme des produits de ces différentes forces multipliées
chacune par la différentielle de la distance respective entre les deux
termes de chaque force, cest-a-dire entre le point sur lequel agit cette
force et celui ou ele tend, en regardant, dans ces différentielles,
comme variables toutes les quantités qui dépendent de la situation
du systéme, & comme congtantes celles qui se rapportent aux points
ou centres extérieurs, c'et-a-dire en considérant ces points comme
tixes, tandis qu'on fait varier la situation du syséme.

Cette somme, &ant égalée a zéro, donnera la formule générale de la
Statique.

6. Pour donner a |'expression analytique de cette formule toute la
généralité aind que la simplicité dont elle est susceptible, on rappor-
tera la postion de tous les corps ou points du syséme donné, ains
que cdle des centres, a dos coordonnées rectangles et paralléles a
trois axes fixes dans I'epace.

Nous nommerons, en général, #, ¥, s les coordonnées des points
auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons ensuite
par un ou plusieurs traits, relativement aux différents points du sys
téme.

XI. 5
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Nous désgnerons de méme par a, b, ¢ les coordonnées pour les
centres des foroes

Il e visble que les disancesp, g, r, ... entre les points d'appli-
cation e les centres des forces seront exprimées, en général, par la
formule

Wiz ey {y—Ep+ (2 —o,

dans laguelle les quantités «, b, ¢ seront congtantes ou du moins de-
vront ére regardées comme telles, pendant que x, y, varient, dans
le cas ol eles se rapportent & des points placés hors du syséme e ol
les forces sont extérieures, mais, dans le cas ou les forces sont inté-
rieures e partent de quelques-uns des corps du systéme méme, oS
quantitésa, b, c deviendront =*, ¥*, %, ..., € seront, par conséquent,
variables.

Ayant ains les expressons des quantités finiesp, g, r, ... en fonc
tions connues des coordonnées des différents corps du syséme, il n'y
auraplusqu'adifférentier al'ordinaire, en regardant ces coordonnées
comme seules variables, pour avoir les valeurs cherchées dos diffé-
rences dp, dg, dr, ... qui entrent danslaformulegénéraledel'équi-
libre.

7. Mais, quoiqu'on puisse toujoursregarder lesforcesP, Q, R, ...
comme tendantes a des centres donnés, cependant, comme la consdé-
ration de ces centres es érangere a la question, dans laquelle on ne
consdére ordinairement comme données que la quantité e la direc-
tion de chaqueforce, voici des maniéres plus généralesd'exprimer les
différences dp, dg, dr, ....

Et d'abord, en supposant, ce qui est toujours permis, quelaforce P
tend aun centrefixe on a

P=yiz—af+{y—0y+(z—c),

et dela, en différentiant sansquea, b, cvarient, s laforce P e exté
rieure,

a—n —b z—¢
— a4 ...Ir_d -+ dz.
do=pmdr At



PREMIfiRE PARTIE. - SECTION I1. 35

Or il et facile de voir que %, -‘l}ﬁ,
angles que la ligne p fait avec leslignes « —a, y — &, = — . Donc,
en general, § Ton nomme =, #, ¢ les angles que la direction de la
force P fait avec les axes des , ¥, 5, OU avec desparallelesa cesaxes,

on aura

2—f oont les cosnus des

=4 _ olm .!‘___.b-msp :E—cog :
L P - L P - rl

par consequent,
dp —eosmdz -+ cos 3 dy + cosy dz,
et aind desautresdifferencesdg, dr, ....
Mais, § la méme force P, &ant intérieure, agit sur les deux points
qui répondent aux coordonnéesx,y, zet X',y' ,Z pour lesrapprocher
ou doigner Tun de l'autre, on aura alors, dans Texpression dep,

a—=ux b=y, r= 3,

€t, par conssquent,
dp = coset (die —da') + cosB(dy — dy' )+ cosy(ds — 42",

On remarquera, par rapport aux angles «, §, y. premierement, que
costa + costP -+ cos'y —1,

ce qui e evident par les formules précédentes; en seoond lieu que,
s Ton nommeze I'angle que la projection de la ligne p sur le plan desxety
fait avec I°axe des x, on aura

T8 o, J—'—f,:sim,
"

en supposant
r=y@—ar T 7 — 0

done, mettant pour x — a, y — & leurs valeurs pcosa, pcos3, on
aura auss

m == py/ros’® + cor? P := /¢ — cos’y = puiny;
done

S22 —sinycone, y;b

= slnysing,
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et, par conséquent,

cose=giny cass,  coaf =siny siar.

8. Je considére ensuite que, puisque dp représente le petit espace
que le corps ou point auquel est appliquée la force P peut parcourir
suivant la direction de cette force, s I'on fait dp = o, ce point ne
pourra plus se mouvoir que dans des directions perpendiculaires a
celle de la méme force. Donc dp=0 sera I'équation différentielle
d'une surface a laguelle la direction de la force P sera perpendicu-
laire.

Cette surface sera une sphéere s les quantités a, b, ¢ sont constantes;
mais elle pourra étre une surface quelconque, en supposant ces quan-
tités variables.

Supposons maintenant, en général, que la force P agisse perpendi-
culairement a une surface représentée par 1'éguation

Ade+Bdy +Cds=n,
Pour faire coincider cette équation avec |'équation
lx—alde+{y—bdy+{s—e€)dfs=a

qui résulte de la supposition dp = o, il n'y aura qu'a faire

cequi donne

A B
.r—uzﬁ(:—c}, y—b:-cv(.'.--.':);

substituant ces valeurs dans |'expression de dp, on aura

Ade+Bdy+Cds.

fp= e %

Ainsi, ayant I'équation différentielle de la surface & lagquelle la force P
est perpendiculaire, on aura |'expression de sa vitesse virtuelle dp.
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On peut supposer
Adr -+ Bdy + Cdz=du,

u éant une fonction de #, ¥, 55 car on sait qu'une équation diffé-
rentielle du premier ordre a trois variables ne peut représenter une
surface, @ moins qu'elle ne soit intégrable ou ne le devienne par un
multiplicateur. On aura ains, par I'algorithme des différences par-
tielles,

_ du Ju N

A_}j__gr’ “:ﬁ}! l’j::d—:—;

e |'expresson de dp deviendra

el

b T ey
V& +(5)+(E)
Donc le moment d'une force P perpendiculaire a une surface donnée
par I'éguation du = o sra

Pdu .
du du? duiT
VS~ G+ ()
On déerminera de la méme maniére les valeurs des autres diffé-

rences dg, dr, ..., d'aprés les équations différentidles des surfaces
auxquelles les directions des forces Q, R, ... sont perpendiculaires.

9. Mais, sans consdérer la surface a laguelle une force e perpen-
diculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par
une ligne, on pourra regarder p comme une fonction quelconque des
coordonnées et la force P comme tendante a fairevarier lavaleur dep.
Alors Pdp sera également le moment virtuel dela force P; e de méme
Qdg, Rdr, ... sront les moments des forces Q, R, ..., en lesregar-
dant comme tendantes a faire varier les valeursdes quantitésaq, r, ...,
uppostes des fonctions quelconques des mémes coordonnées. Cette
maniere d'envisager les moments donne a la formule générale de I'é
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quilibre une éendue beaucoup plus grande et la rend susceptible
d'un plus grand nombre d'applications ().

10. Les valeurs des différences dp, dg, dr, ... &ant connues en
fonction des différentielles des coordonnées des différents corps du
syseme, il n'y aura qu'a les subgtituer dans la formule générale

Pdp 4+ Qdg + Rdr+. .. =0,

e vérifier ensuite cette équation d'une maniére indépendante des dif-
férentidles qu'elle renfermera.

Donc, s le syséme et entiecrement libre, en sorte qu'il n'y ait
aucune relation donnée entre les coordonnéss des différents corps ni,
par conséquent, entre leurs différentielles, il faudra satisfaire a I'équa-
tion préc&dente indépendamment de oss différentielles et, pour cet
effet, égaler Sfparément a z&o la somme de tous les termes qui s
trouveront multipliés par chacune d'dlles; ce qui donnera autant d'é
quations qu'il y aura de coordonnées variables e, par conséquent,
autant qu'il en faudra pour déerminer toutes oes variables e con-
naitre par leur moyen la postion de tout le syséme dans I'état d'équi-
libre.

Mais, s la nature du syséme et telle que les corps soient assujettis
dans leurs mouvements a des conditions particuliéres, il faudra com-
mencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques que
nous nommer ons équationsde condition ; cequi et toujoursfacile. Par
exemple, S quequesuns des corps éaient asujettis a s mouvoir sur
des lignes ou des surfaces données on aurait, entre les coordonnées
de oss corps, les équations mémes des lignes ou des surfaces données:
s deux corps éaient tellement joints ensamble qu'ils dussent tou-

(1) En rapproohant cet article 9 dos articles 6 et 18 (Soct. V), on et condit al'ontendre
de lamaniére suivante : Lorsque des forces auront pour lasomme de leurs moments virtuels
un produit de la forme Pdp, p éant une fonction quelconque des coordonnées, on dira que
le syséme des forces proposées équivaut a une force P, qui tend afaire varier lafonction p.
Cegt laune locution toute conventionnelle. Le mot force sy trouve complétement détourné
de sasignification habituelle. Cette locution, du reste, n'a pes &€ adoptée par les géométres

(J. Bertrand.)
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jours se trouver a une méme distance k |'un de |'autre, on aurait évi-
demment |'équation

M= (@ — P (Y — P (S —

et ainsi du reste.

Ayant trouvé les équations de condition, il faudra, par leur moyen,
éliminer autant de différentielles qu'on pourra dans les expressions
dp, dq, dr, ..., en sorte que les différentielles restantes soient absolu-
ment indépendantes les unes des autres et n'expriment plus que ce
qu'il y a d'arbitraire dans le changement do situation du systéme.
Alors, comme la formule générale de la Statique doit avoir lieu quel
gue puisse étre ce changement, il faudray égaler séparément a zéro la
somme de tous les termes qui se trouveront affectés de chacune des
différentiellesindéterminées; d'ouil viendra autant d'équations parti-
culiéres qu'il y aura de ces mdmes différentielles, et ces équations,
étant jointes aux équations de condition données, renfermeront toutes
les conditions nécessaires pour ladétermination de |'état d'équilibre du
systéme; car il est aisé de concevoir que toutes ces équations ensemble
seront toujours en méme nombre que les différentes variables qui
servent de coordonnées a tous les corps du systeme, et suffiront, par
conséquent, toujours pour déterminer chacune de ces variables.

11. Au reste, si nous avons toujours déterminé les lieux des corps
par des coordonnées rectangles, c'est que cette maniére a I'avantage de
la simplicité et de la facilité du calcul; mais ce n'est pas qu‘'on ne
puisse en employer d'autres dans I'usage de la méthode précédente,
car il est clair que rien n'oblige dans cette méthode a se servir de
coordonnées rectangles plutét que d'autres lignes ou quantités rela-
tives aux lieux des corps. Ainsi, au lieu des deux coordonnées x, y, on
pourra employer, lorsque les circonstances paraitront I'exiger, un
rayon vecteur p=\/F:-__}r"—i et un anglep dont la tangente soiga

ce qui donnera
&= p COI P, y=puing,
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en laissant subsgter la troiséme coordonnée z ou bien on emploiera

un rayon vecteur ¢ = ¥ ¥~ ¥* + z° avec deux angles g et ¢, tels que

lange = 1!, tang}y = — \u"lq?:—;'

ce qui donnera
z=pessoose, ry=peosysing, z==psind,

ou d'autres angles ou lignes quelconques.

Remarquons encore que, comme il n'y a proprement que la cons-
dération des différences dx, dy, dz qui entre dans la méhode dont il
sagit, il ex permis de placer I'origine des coordonnées ou I'on vou-
dra; ce qui peul servira smplifier I'expresson de ces différences.

Ainsi, en subgtituant pcosget psingau lieu de x ety, on aura, en
général,

dx == cosgdp —p sing oy,
dy = sing dp -+ pcosp dp;

mais, en faisant! ¢ = &, ce qui revient a placer I'origine de I'angle @
dans le rayon p, on aura plus simplement dx —=dp ¢t dy = pdp. Et
ainsi des autres cas semblables.

12. En général, que que soit le syséme de puissances dont on
cherche I'équilibre e de quelque maniére ique les points ou eles
ont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours réduire les
variables qui déterminent la position de ces points dans I'espace a un
petit nombre de variables indépendantes en éliminant, au moyen des
éguations de condition données par la nature du systéme, autant de
variables qu'il y a de conditions, cest-a-dire en exprimant toutes les
variables, qui sont au nombre de trois pour chaque point, par un petit
nombre d'entre dles ou par d'autres variables quelconques qui, n'é
tant plus assujetties a aucune condition, seront indépendantes et indé-
terminées. 1| faudra alorsque I'équilibreait lieu par rapporta chacune
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de ces variables indépendantes ('), parce qu'dles donnent lieu a
autant de changements différents dans la postion du syséme

13. En effet, s I'on dénote par &. 4, 9, ... 0es variables indépen-
dantes, en regardant lesvaleursdenp, g, r, ... comme fonctions de ces
variables, on aura

tyr = —-‘-dZ-i— d‘]u +3 d’ +.

7l

dy = 'J"'&+Md\p+0‘?d¢+
._ar
dr =G0 Aok d‘}’d'p+ﬁd?+

et I'équation del'équilibre Pedp -+ Qi +Rdr+... = o deviendra

(PF o +RE )
" ( d++Qg:£ ug—l h..)a&p

( +Q®+n%+”)¢
e =,

dans laquelle, lesvaleurs de o, &, d, ... devant demeurer indéter-
minées, il faudra que I'on ait Sfparément les équations

d"" L -| =1,

05 kg FooosS

%ﬂ Q¥ +ug; .

+0Wﬂn

+Q"” I "5.

T

(1)Cest-a-dire, il faudra que les coefficients des variations do chacune de ces variables
«olent nuls Sparément, (3. Bertrand.)

XI. 6
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dont le nombre sera égal & celui desvariables &, . g, ..., €t qui s-
viront, par conséquent, a déterminer toutes ces variables.

Cliacune de ces équations représente, comme |'on voit, un équilibre
particulier dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des rap-
ports déterminés; et cest de laréunion de tous ces équilibres partiels
que seforme'équilibre général du systeme.

On peut méme remarquer que c'est proprement a ces équilibres par-
tiels et déterminés que sapplique, sans exception, le raisonnement de
I'article i de cette Section; et, comme dans le cas de deux puissances
on peut toujours réduire leur équilibre a celui d'un levier droit dont
les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut, par ce moyen,
faire dépendre le principe général des vitesses virtuelles du seul prin-
cipedu levier.

M. Lorsque laquantité F'dp -+ Q dg + Redr -+ ... ne sera pas nulle
par rapport a toutes les variables indépendantes, les forcesP, Q, R, ...
ne se feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces forces pren-
dront des mouvements dépendant des mémes forces et de leur action
mutuelle.

Supposons  que d'autres forces représentées par P, Q', R, ... €
dirigées suivant les lignes p', q, r', ..., agissant sur les corps du
méme systéme, leur impriment auss les mémes mouvements; oes
forces seront équivalentes aux premiéres et pourront, dans tous les
cas, étre substituées a leur place, puisque leur effet est supposé exac-
tement le méme. Or, si ces mémes forces P, Q', R, ..., en conservant
leurs valeurs, changeaient leurs directions et en prenaient de direc-
tement opposées, il est clair qu'elles imprimeraient auss aux mémes
corps des mouvements égaux, mais directement contraires. Par consé
quent, si, dans ce nouvel état, elles agissaient sur les corps du méme
systeme en méme temps que les forces P, Q, R, ..., ces corps demeure-
raient en repos, les mouvements imprimés dans un sens étant détruits
par des mouvements égaix et contraires. |l y aurait donc nécessai-
rement équilibre entre toutes ces forces, ce qui donnerait |'équation
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(art. 2)
Pdp +Qdy +Rdr+...— P dp'— Pedg'— KW dr'—...=0f
d'ou l'on tire
Pep+ Qdy + Rdr ... .= P dp'+ Qdy + Rdr'+,...

C'et la condition nécessaire pour quelesforcesP', Q', R', ... agis
sant suivant les lignesp', d, r', ... soient équivalentes aux forces P,
Q, R, ... agisant suivant les lignesp, g, r, ...; €, comme deux s/s
témes de forces ne peuvent ére entiérement équivalents (') que d'une
saule maniére, puisque le mouvement d'un corps et toujours unique
et déerminég, il senait que, s deux sygémes de forcessP, Q, R, ...,
P, Q, R, ... sont tels que I'on ait, généralement et par rapport a
toutes les variables indépendantes, |'équation

Pdp+Qdy +Tedr +...=Pdp 4 Q' ey’ 4 Welr'+...,

0es deux sysémes seront équivalents e pourront, dans tous les cas
ére subgtituésI'un al'autre.

15. 11 réaulte de la ce théoreme important de Statique, que deux
sysémes de forces sont équivalents et peuvent é&re subgitués I'un a
I'autre, dans un méme syséme de corps liés entre eux d'une maniere
guelconque, lor sque les sommes des moments des forces sont toujours
égales dans les deux systémes; e, réciproquement, lorsque la somme
des moments des forces d'un syséme et toujours égale a la somme des
moments des forces d'un autre syseéme, ces deux sygémes de forces
ont équivalents et peuvent ére subgtitués1'un a l'autre dans le méme
systéme de corps.

S I'on fait dépendre les lignesp, q, 1, ... deslignes &, ¢. ¢, ...,la

formule
Pdp-+Qdy+ Rdr+..

(1) Clest-ardire que deux systémes qui sont équivalents, en ce sens qu'ils font équilibre
a un méme troisiéme, peuvent étre, par cela méme, considérés commo compléement équi-
vaents. (J. Bertrand.)
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se transforme, comme dans I'article 13, en celle-ci,

Ed+ W+ Dy ...,

dans laquelle
"
= ‘]E+QEE’1 R+
2P ad w
lwﬂ—Qw—t—]iNﬂ '
b= +Odq+l'td—r+‘.,

oo

On a donc également
Polp - Qely + Refr + .. = Edf + Wl - Pafp+.. ..

Ainsi le systéme desforces P, Q, R, .. dirigées suivant les lignesp;,
g, r, ... et équivalent au systéme des forces =, W, ®, ... agissant
suivant les lignes &, ¢, g, ... e peut &re changé en celui-ci, dans le
méme systeme de corps tirés par ces forces ().

(* 11 faut, pour qu'il on soit ainsi, quo les lignes £, %, #, .. . soiont do toile nature, que
leurs différentielles of&, d%, dy, .-. expriment les vitesses virtuelles dos points d'applica-
tion des forces =, ¥, #, ..., c'est-a-diro que chacuno d'elles soit la projection orthogonale
du déplacement du point sur la direction de la force. Voir a co sujot une Note do M. Poin-
sot, insérée dans le Journal do M. Liouvillo (1"°série, t. XI, p. 2I), et que nous reprodui-
sons a la fin du Volume. (. Bertrand.)
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SECTION TROISIEME.

PROPRIETES GENERALES DE L'EQUILIBRE D'U N SYSTEME DE CORPS,
DEDUITES DE LA FORMULE PRECEDENTE.

|. Conddérons un systéme ou assmblage quelconque de corps ou
points qui, éant tirés par des puissances queconques, s fassent mu-
tuellement équilibre. S dans un ingant I'action de oes puissances ces-
st d'ére détruite, le syséme commencerait a s mouvoir et, quel
que pdt ére son mouvement, on pourrait toujours le concevoir comme
compo : 1° d'un mouvement de trandation commun a tous les corps,
2° d'un mouvement de rotation autour d'un point quelconque; 3° des
mouvements relatifs des corps entre eux, par lesques ils changeraient
leur postion et leurs disances mutuelles. 11 faut donc, pour I'équi-
libre, que les corps ne puissent prendre aucun de ces différents mou-
vements Or il et clair que les mouvements relatifs dépendent de la
maniére dont les corps sont digosss les uns par rapport aux autres;
par conséquent, les conditions nécessaires pour empécher ces mou-
vements doivent é&re particuliéres & chaque sytéme. Mais les mou-
vements de trandation et de rotation peuvent ére indépendants de la
forme du syséme e Sexécuter sans que la digpostion e la liaison
mutuelle des corps en soient dérangées

Ains la conddération de oces deux eypéoes de mouvements doit
fournir des conditions ou propriétés générales de I'équilibre. C'et ce
que nous alons examiner.
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§1.— Propriétésdel'équilibred'un systemelibrerel atives au mouvement
detrandation.

'2. Soit un nombre quelconque de corps regardés comme des points
et digposts ou liés entre eux comme on voudra, lesquels soient tirés
par les puissances I, I, P*, ... suivant les directions des lignesp;,p',
#*+ «... On aura (Section précédente), pour |'équilibre de ces corps, la
formule générale

Pdp P dp' -+ Prdp™+...=0,
En rapportant a des coordonnées rectangles les différents points tirés
pa les forces P, P, ..., ains que les centres de ces forces, comme
dans l'article 6 de la Section précédente, on aura, pour les forces
extérieures,

p=yilzr —adry—oP+(—cp,

Py e

Mais, s les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées X,
y, set aux @, ¥, 3, agissent |'un sur l'autre par une force mutuelle que
nous désignerons par ¥, en nommant p la distance rectiligne de ces
deux corps, on aurait

PN e oy e ey

et il faudrait gouter a la formule générale le terme Pap, provenant
de la force intérieure P, et ainsi de suite, s plusieurs forces agissent
sur les mémes corps.

3. Faisons, ce qui est permis,

=+l p=y+mn =g
==, r=y+n, ==z
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e supposons qu'on ait subgtitué ces valeurs dans la formule précé
dente.

Puisque x, y, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par la
force P, il et clair que £, w, % &, ', ¥, ... ne seront autre chose que
les coordonnées relatives des autres corps par rapport a celui-ci, pris
pour leur origine commune; de sorte que la postion mutuelle des
corps ne dépendra que de ces derniéres coordonnées, & nullement des
premiéres. Donc, S I'on suppoe le sygéme entiérement libre, ced-
a-dire les corps smplement liés entre eux d'une maniére quelconque,
mais sans qu'ils soient retenus ou empéchés par des appuis fixes ou
des obgades extérieurs quelconques, il et aist de concevoir que les
conditions résultantes de la nature du syséme ne pourront regarder
que les quantitésk, =, &, &, #', I, ..., & nullement les quantités x, v,
z, dont les différentielles demeureront, par consgquent, indépendantes
et indéerminées.

Ainsi, apres les subgtitutions dont il sagit, il faudra égaler séparé
ment & z&o chacun des membres affectés de dx, dy, dz, ce qui don-
nera ces trois équations (art. 2) :

ﬂf_’ rd_.“‘ :E '7‘_’)5_ —
Pa_a+P dx+P dx+"'+ld.::+"'_o'

P gl pd p L
pd_r+p d);-q—sl”d‘r+...+ ar beve= 0,

O pidf , pe FE
['E +P’d: +P 53 +.A.+!’0= +...==0,

On voit d'abord que les variables x,y, z n'entreront point dans I'ex-
presson dep; aing I'on aura

ce qui fera disparaitre les termes qui contiendront les forces inté-
rieures B,
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On voit ensuite que les valeurs de

o dp Qf. t)p'! o9 dp
PP TR PR R TR

seront lesmémes que cellesde

[J_n dp' 'yt apm dpf
&’ @y W A v e

Or, s I'on nomme «, g, y les angles que la lignep fait avec les axes
des x, y, =, ou avec des paralldesaces a x«, f, ¥ € s anglesque
la lignep' fait avec les mémes axes, ..., on @, comme on I'a vu plus
haut (art. 7, Section précédente),

9 _ /i 9 _ cosy;
il ar = cos 3, 33 =C0syi
et, de méme,
e _ 9 . 9 .
i coua’, = = eas ', 50 = eosy’s

Donc les trois équations d-dessus deviendront
Peose + T cose' -+ PP eosx’+...=n,
Feos? 4 P eos 3 + 1Y cos 8% +

Poosy + 1" ensy' + P coay” +—

=TS

lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans I'équilibre d'un sys
teme libre. Ce sont les équations nécessaires pour empécher le mou-
vement de trandation.

1. S les puissancesP, P, I, ... &aient paralléles, on aurait

rgma—=..., B=8=F=..., ?"_—?l'z'r":.“.

e les trois équations précédentes se réduiraient a celle-ci

P+PF P =a

laquelle montre que la somme des forces paralléles doit &re nulle.
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En général, il et facile de concevoir que, P représentant |'action
totale de la puissance P suivant sa propre direction, Pcosoa représen-
tera son action relative, etimée suivant la direction de I'axe des .x,
lequel fait I'angle o avec la direction de la force P; de méme, Pcos3
e Pcosy seront les actions relatives de la méme force, etimées sui-
vant la direction des axes desy e des s € aing des autres, forces
| LA L S

De larésulte ce théoréme de Statique, que la somme des puissances
estiméessuivant ladirection detroisaxesperpendiculairesentre eux doit
étrenullepar rapport achacun decesaxes, dansl'équilibred'un systeme
libre.

§11.— Propriétésdel'équilibrerelatives au mouvement derotation.

5. Prenons maintenant, ce qui est permis, ala place des coordon-
NEES &y J4 25 ¥4 &0 3" <ous T4 ¥y 110 |65 TBYONS VECLEUS g, g, 7, 4o
Pe -o s QVEC l6S ANQIES 9, 97y 4 «vou e 11 ae QUE CES rayons font avec
Taxe des x; on aura, comme |I’on sait,

¥ =pcasp, y=peing,
et, de méme,

F=geosy, =pEing, ..., w=pcosp, F=psing,

Faisons ces subgtitutions dans la formule générale de I'article 2
€t supposons

o'=p+d, ¢ =g+, caes §=¢+;r R

il e visible que g, ¢, ..., %, ... sront les angles que les rayons ¢,

s «ous ps +e. fOrment avec le rayon p; par conséquent, les distances

des corps, tant entre eux que par rapport au plan des xy et au point

qui e pris pour l'origine des coordonnées, dépendront uniquement

des qUANtités py gs gs o i Brveor T s cane Ty vven By Ty 5% cenr By anns

Donc, s le syséme a la liberté de tourner autour de ce point paral-
XI. 7
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lelement au plan des xy, cest-a-dire autour de I'axe desz qui et per-
pendiculaire & ce plan, I'angle ¢ sera indépendant des conditions du
systéme, et sa différence d% demeurera, par conséquent, arbitraire.
D'ou il suit que les termes affectés de dp dans I'équation générale de
I"équilibre devront étre ensemble égaux a zéro.

Il est facile de voir que tous ces termes seront représentés par N d,
on faisant

_p¥ _
N=P3E o+

[ ap’
5 iy

* . 5 oy
P + P e .....4-F:5+...,

de sorte que I'on aura pour I'équilibre I'équation
N=wo,
En substituant les valeurs de &, ¥, &, ¥, +.., T, ¥, ... dans les
expressions de g, ', v Py -.- (art. 2), et faisant de plus

a=Reosk, b=TDsink, a-=FReasA’, b=Rsnl,

on aura -
p =Vt — G eos (o~ A) -+ W[5 e,
Py I =3 Renslg = ATy - BEG (7 ey,

T T e R )

ou il faudra encore mettre p +4, 3+, .... y+ =, ... a la place de
BB i By e

Par ces derniéres substitutions, on voit d'abord que les quan-
tités 2, ... ne contiendront plusl'angleq ; ainsi 1'on aura g%: W,

par conséquent, les forces intérieures ¥, ... disparaitront de I'équation,
etil n'y restera que les forces extérieuresP, P, ...
Ensuite on aura

ap _pRsin(@—A]' df _ p'Risin(g’— A"
99 ) o ~ 7 ’ '
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et laquantité N deviendra

N PR sir;f_?_:_—ﬁ L PR si:r(_?’— Ay,

Gomme on peut prendre les centres des forces B, I, ... partout ou
I'on veut dans la direction de ces forces, on peut supposer que css
forces soient représentées par les lignes mémes g, p', ..., qui sont les
distances rectilignes de leurs points d'application aux centres respec-
tifs. De cette maniére, on aura plus simplement

N=Rpsin{g—A)+I'p sinfp’'— A') +. ...

Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de I'origine des
coordonnées et qui renferment I'angle 5 — A, sont les cOtés d'un
triangle qui a pour base la projection de la ligne p sur le plan des
Xy, par conséquent, la quantité Rgsin{p — A} exprime le double de
I'aire de cetriangle, et ainsi des autres quantités semblables.

Or, ayant nommé ci-dessus (art. 3) v,y ... les angles que les direc-
tions des forces 1, P, ... font avec I’axe des z ou avec des paraléles
a cet axe, il et clair que les compléments de ces angles seront les
inclinaisons des lignes p, p, ... a plan des xy : donc gsiny,
p'sin y' ... seront les projections de ces lignes; et, si de l'origine des
coordonnées on abaisee sur ces projections des perpendiculaires que
nous nommerons 1, I’, ..., on aura

Rpsin(g —Ay=Hpsiny, Rp'uinie'—A")=1psiny, co
et laquantité N seréduira a la forme
N=IPsiny + I'P'siny’ + [P siny” +...,

enremettant B, I, P, ... & laplace dep, p', p*, ...

6. L'éguation N = o donneraainsi le théoréme suivant :

Dans I'équilibre d'un systéme qui a la liberté de tourner autour d'un
axe et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les autres d'une
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maniére quel conque et sont en mémetempstiréspar desforcesextérieures,
lasommede cesforces, esliméesparallélement & un plan perpendiculairea
|'axe et multipliées chacune par la perpendiculaire menée del'axe a la
direction delaforce projetée sur lemémeplan, doit &renulle, en donnant
dessignescontrairesaux forcesdont lesdirectionstendent a faire tourner
lesystéme dansdessenscontraires.

On énonce ordinairement ce théoréme d'une maniére plus simple,
en disant que les moments des forces, par rapport a un axe, doivent se
détruire pour qu'il y ait équilibre autour de cet axe. Car on entend aujour-
d'hui, en Mécanique, par moment d'une force ou puissance par rapport
aune ligne, le produit de cette force estimée parallélement & un plan
perpendiculaire a cette ligne, et multipliée par son bras de levier, qui
et la perpendiculaire menée de cette ligne sur la direction de la puis-
snce rapportée au méme plan. En effet, cest uniquement de ce
moment que dépend I'action de la force pour faire tourner le systéme
autour de I'axe, puisque, si on la décompose en deux, I'une paralléle a
|'axe, |'autre dans un plan perpendiculaire al'axe, il n'y aura évidem-
ment que cette derniére qui puisse produire une rotation. Nous don-
nerons, en conséquence, a ce moment le nom particulier de moment
relatifa un axe de rotation.

7. Lecoefficient N du terme N.dg (art. 5) exprime, commeon levoit,
la somme des moments de toutes les forces du systéme relativement a
I'axe de la rotation instantanée 4. Ainsi, pour trouver la somme de
ces moments relatifs a un axe quelconque, il n'y aura qu'a transformer
la formule générale
Podp+Pp'+ P ofp"+...,

qui exprime la somme des moments virtuels de toutes les forces, en 'y
introduisant, pour une des variables indépendantes, |'angle de rotation
autour de I'axe donné; le coefficient de la différentielle de cet angle
szra la somme de tous les moments relatifs a cet axe, ce qui peut étre
utile dans plusieurs occasions.
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8. Lorgue le syséme peut tourner en tout sns autour du point
gue nous prenons pour I'origine des coordonnées, il faut consdérer a
la fois les rotations ingantanées autour des trois axes des x, desy,
des s et I'on aura, par rapport a chacun de ces axes, une éguation
semblable a celle que nous venons de trouver e qui renferme la pro-
priété des moments, maisil ne sra pas inutile de résoudre le méme
probléme par une analyse plus smple et plus générale.

Pour cda soit, comme dans |'article 5,

z=peose, y=psing, x=p'eosy, =plang, ..;

en faisant varier smplement les angles @, @' ..., de la méme diffé&
rence dg, on aura

de=—yds, dy=uxdp, do'=--yYdp dyY=s'dyp,

Ce sont les variations de x, y, x’y’ ..., dues alarotation éémen-
tairedg du syséme autour de I'axe des z

On aura de méme les variations dey, zy', Z, ..., dues & une rota-
tion démentaire & autour de |'axe des x, en changeant smplement
dans les formules précédentes 2, y, ', ¥, ... eny, 5, ¥, &', ..., &t
dp en &, ce qui donnera

dy=—sdl, di=ydj, dY=—dy di'=pa,

En changeant, dans ces dernieres formules, y» %, ¥ %' ... respecti-
vement e z, &, z', &', ..., 8t &) en dw, On aura les variations prove-
nant de la rotation éémentaire dw autour de I'axe desy, lesqueles
seront

di=—xdu, dx = zefa, a5’ =— z' dh, dx' =z dw,
S donc on suppose que les trois rotations aient lieu alafos ('), les

0) En rédité, les trois rotations no peuvent avoir lieu a la fois, mais successvement.
11 n'y a.cgpendant aucun inconvénient ales considérer, danslo calcul, comme smultanées,
car checune d'dlles, changeant infiniment peu la position du corps, ne peut exercer, sur los
déplacements que les autres produisent, qu'une influence infiniment petite, et no modifie
le mouvement d{i & oes autres rotations que dune quantité infiniment petite par rapport a
sa propre valeur. (J. Bertrand. )
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variations totales des coordonnéesx,y,zx'y',Z'..... seront, da
prés les principes du Calcul différentiel, égales aux sommes des varia-
tions partielles dues a chacune de ces rotations, de sorte qu'on aura
alors oss expressions completes

de=sdu—yds, dr=zdyp—sd}, di=ydp—1xdn,
o' = 5 d — ¥'dy, dy'=x'dy — 3 dy, da'=y'd) — 2" du,

En substituant ces valeurs dans la formule générale de I'équilibre
(art. 2), on aura les termes dus seulement aux rotations d¥, dew, oy
autour des trois axes des x, des 'y, des s, lesquels devront étre séparé-
ment égaux a z&ro lorsque le systéme alaliberté de tourner en tout
sens autour du point qui fait I'origine des coordonnées.

Or on g, parladifl'érentiation,

A elde Oy by (2 ehds
= ; ,
dpf e TV Yl () 2

dp

dp = (.z‘ —x) ((f._:f_—_rfc;:.) +[r—r) Eﬂ'} —dv)-rls—3) (s — a5}
P

On aura donc, par les substitutions dont il sagit,

{ay —bx)de +{bs—ey)dp+(cx -—a:)dm,
P
g R =V g (B = OVt (St ) o
P '

dp =

Et I'on trouvera dp = o, dg' = o, ..., en mettant pour dz, &, dz, ...
les valeurs analogues 3dw — ¥ dy, & dp — 2y ydy — wdw, ...; d'OU
I'on peut tout de suite conclure que les termes Pdp, P'dp, ... dela
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méme équation, qui résulteraient des forces intérieures du syseme,
disparaitront par ces subgtitutions.

On aura auss dp == o s I'on fait g =0, & = o, c =0, Ced-adire §
le centre des forces P tombe dans I'origine des coordonnées, ce qui
fera auss disparaitre cette force.

9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, Sil y en a, ains
que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coordonnées,

on aura, en général, pour toutes les forces P, P, ..., dirigées suivant
les lignesp;,p', ..., I'équation
Lady+Mduw+Nda—=o,
en faisant
= . i [
L= Dibs—ery  PUMS—eyy
» P
M= Piea— az) - I:_'(c".-r.'"— a'z"y -
i ¥

N

= Play--bmy Plwy —t=)
e I'on aura, pour tout sysémelibre de tourner en tout snsautour de

I'origine des coordonnées, les trois équations

L=o, M=o, N=no,
lesquelles répondent a celle de I'article 5, rapportée aux trois axes des
coordonnées.

Car, en employant, a la place des coordonnéess a, b, ¢, @, ... des
centres de forces les angles =, &, y, &', ... que les directions de oss
forces font avec les trois axes des coordonnées, e faisant par cons®
quent, comme dans I'article 7 de la Section précédente,

==& — ponid, b=y —pcoafl, LI g — pedsy,
e ains des autres quantités semblables, on a

L=Pirceosy—scosf) + Py cosy — o' coafil +...,
M=P(scosa—zcovy)+ P (& cosa’' — o' cony'} +...,
N =P(xrcosf —y coda) + P {z cos@' — y' cosa’) -,...



56 MECANIQUE ANALYTIQUE.

Or, Pcosa, Pcosg.,, Pcosy éant lesvaleurs de la force P, etimée sui-
vant les directions des trois axes des x, y, S, on voit tout de suite que
XPcos § — yPcosa... est le moment relatif & I'axe des z, le termo
yPcosa ayant le sgne négatif & cause que la force Pcosatend a faire
tourner le systéme en sns contraire de la force P ass@. De méme,
zPcosa. — xPcosy, ... sera le moment relatif & I'axe desy, et
yPevay — zPcosB, ... le moment relatif & I'axe des x; et aind des
autres expressons semblables. De sorte que les trois équations L = o,
M =0, N = 0 expriment que la somme de ces moments et nulle par
rapport a chacun des trois axes.

On voit auss que les codfficients L, M, N des rotations instanta-
Nnées i, dw, dy ne sont autre chose que les sommes des moments rela-
tifs aux axes des rotations intantanées dy, dw, dy (art.7).

10. On pourrait douter s les rotations autour des trois axes des
coordonnées auffisent pour représenter tous les petits mouvements
qu'un sygéme de points peut avoir autour d'un point fixe, sans que
leur disposition mutuelle en soit altérée. Pour lever ce doute, nous
alons chercher tous ces mouvements d'une maniere plus directe.

Par le point donné, qui sert d'origine aux coordonnées x, v, z, &
par un autre point du syséme, imaginons une ligne droite, e par
cette ligne et par un troiseme point du syséme, un plan ; rapportons
a cette ligne et a ce plan les autres points du syséme, par de nou-
velles coordonnées rectangles«’, ¥°, s’ ayant la méme origine que les
premiéres X, y, z Il es clair que oes nouvelles coordonnéss ne dépen-
dront que de la situation mutuelle des points du syséme, et seront,
par consdquent, congtantes lorsgue le syséme change de place, tandis
gue les premiéres varient saules par ce changement.

La théorie connue de la transformation des coordonnées donne d'a-
bord ces relations, entre lestrois premiereset lestrois derniéres,

z=ax' +By +y3,
y=ar -y eys,
s=oa A By eyt
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Les neuf coeffidents e, B, . «'. ... ne dépendent que de la position
regpective des axes des deux sysemes de coordonnées et doivientétre
tels que les coordonnées x,y, z se rapportent aux mémes points que
les coordonnées &, ¥, 5' € que, par conséquent, les deux expressons

I P st et @yt

soient identiques; ce qui donne ces Six équations de condition,

o'ty @M=, af + o' A B,
B+ f1+-8"=1, ay-+ray oy —o
Pyt yi=n By FY A =
de sorte que, parmi les neuf quantités =. B, v, &', .... il en retera

troisd'indéter minées.
Lorsque les axes des X', y', Z caincident avec ceux desx, y, z on a
£ =a, y=r =7,
et, par consfquent,
z=1, B=e0, y=0, da'=0, f=i, y=o, «=u f'=o =

Ainsi, en différentiant les formules précédentes et y faisant ensuite ces
subgtitutions, on aura le résultat d'un déplacement quelcongue infini-
ment petit du syséme dans|'egpace autour du point donné.

On aura d'abord, en différentiant les expressons de X, y, z dans
I'hypothése de #, »', 3* condantes et substituant, aprés la différen-
tiation, x,y, za la place de ces quantités,

de—xda +ydd +sdy,
dy =z da' -y d¥ + 3 dy,
do = de'+ydd +zdy.

Mais les Sx équations de condition éant différentiées donnent, par
la subgtitution desvaleurse =1, § = o, ¥ == 0, ... trouvées d-desus
iz =0, df +de'=o,
dff=0, dy-t+da"=o,

&y =0, dy'+ di* =0,
XI. 8
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dou
da' =~ i3,
da" = — ey,
a3 = — dy

Ces valeurs étant substituées dans les expressions de de, dy. dz, on

aura celles-ci
de=—vda' + 34y,

v =  wda'—sdi",
oz == —.rdy + ydd",

qui coincident avec celles de I'article 8, en faisant
da' = ey, dy == diw, d3" = d}.

Css formules des variations de x, y, z ont donc toute la généralité
que I'état de la question peut comporter; et les trois équations L — o,
M = o, N = o, qui résultent de I'évanouissement des termes afectés
ded}, dw, dy, dans |'équation générale de I'équilibre, sont, par consé-
quent, les seules nécessaires pour maintenir le systeme en équilibre
autour du point donné, abstraction faite de ce qui dépend de la dispo-
sition mutuelle des points entre eux; de sorte que, lorsque cette dis-
position est invariable, I'équilibre du syséme ne dépendra que des
trois équations dont il Sagit.

D'Alcmbert est le premier qui ait trouvé les lois de I'équilibre de
plusieurs forces appliquées & un systéme de points de forme invariable,
dans sesRecherches sur la précession deséquinoxes. |1 y est parvenu d'une
maniére trés compliquée par la composition et la décomposition des
forces. Depuis, elles ont &é démontrées plus simplement par divers
auteurs; mais nos formules ont 'avantage d'y conduire directement.

§111.— Delacomposition desmouvementsderotation autour dedifférents
axes, et desmomentsrelatifsa cesaxes.

11. Si I'on prend dans le systéme un point pour lequel les coordon-
nées X, Yy, z soient proportionnelles a &4, 2w, dp, les différentielles
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correspondantes dx, dy, dz seront nulles, comme on le voit par les
formules de I'article 8. Ce point, et tous ceux qui auront la méme pro-
priété, seront donc immobiles pendant I'instant que le systéme décrit
les trois angles d, dw, dp, en tournant a la fois autour des axes des
X,Y, z Et il e facile de voir que tous ces points seront dans une ligne
droite passant par l'origine des coordonnées (') e faisant avec les
axes des x, y, s des angles i, g, ¥, telsque
cos) = ... F »
ot e
Wﬂm’+ dg?
o

COBY = e o
YR - d? 4 it

Cete droite seral’ axeinstantané de la rotation composée
En employant les angles }, g, ¥ e faisant, pour abréger,

A= i (ﬁp' i dat -+ dgi.

dl = deosd, s = dli cos g, dy = décusy,

on aura

et les expressons générales de dx, dy, dz (art. 8) deviendront

do ={z cosp—~ y vosv)dd,
dy =[x cosv — = cos &) df,
dz ={ycosh —zcosp)di.

(*) En rapprochant ces résultats de ceux qui ont éé obtenue dans le paragraphe précédent,
on voit qu'un mouvement quelconque infiniment petit d'un corps solide qui aun point fixe
peuit &tre considéré comme une rotation autour d'un axe. Ce beeu théoréme est dii a Euler,
qui en a donné une démongtration géométrique tres Smple. Euler avait auss traité la ques:
tion andytiquement. (Vair lesMémoires de ' Académie de Berlin pour 1750) Vingt-cing
ansplus tard, Euler reprend ce théoréme dans les Commentaires de Saint-Pétersbourg
pour 1775, et, goreés en avoir donné une démonstration géométrique qui Sappliquo aux
mowementsfinis, il avoue que la preuve andytique exige des cdculs s prolixes, qu'il a
renoncé a les exécuter. Son Mémaire setermine ainsi :,, Nemo vero slupendum hune labo-
rem in se suscipere volet .. . quamobrem egregia ista proprietas geometris pulcherrimam
oocagonem proshere potest vires Ues in ista proprietate penitus enudeanda exercendi. »
(Nooi Commentant, p. 207; 1775.) Dansle Journal de Liouville (I séig, t. V, p. 406),
Olinde Rodrigues a donné, dune maniére tres dégante, cette démondtration désrée par
Euler. (J. Bertrand.)
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Lecarré du petit egpace parcouru par un point quelconque éant
drt+ drt+d3,
il ra exprimé par
[(5 cosp — ¥ cosy) <+ (2 cosv — 5co8AY + { ) coBh — & COsp )] ot
= [+ ¥ 2t [reosd + ¥ COSR -+ 3 cosvP ] @,

acausede
208"k~ cog* it + costv =1,

Or il et facile de prouver que
L GO$h + ) COS - S COsY =0

et I'équation d'un plan passant par I'origine des coordonnées & per
pendiculaire & la droite qui fait les angles %, p, ¥ avec les axes des X,
y, z donc le petit egace décrit par un point quelconque de ce plan
w=a o

diyuet yiyal,
et, comme I'axe ingantané de rotation es perpendiculaire a ce méme
plan, il sensuit que @4 sra I'angle de la rotation autour de cet axe,
composée des trois rotations partielles d¥, dw, dp autour des trois axes
des coordonnées.

12. 11 wit de la que des rotations quelconques instantanées e, des,
dep, autour de trois axes qui se coupent a angles droits dans un méme
point, se composent en une seule = yd}® + dw? -+ dp?, autour d'un
axe passant par le méme point d'intersection et faisant avec ceux-la
desangles’, p, v, telsque

wsizg, mp:%’: £03y = 455

et, réciproguement, qu'une rotation quelconque &8 autour d'un axe
donné peut se décompasr en trois rotations partielles, exprimées par
coshal, cosu db, cosv dl), autour de trois axes qui se coupent per pendi-
culairement dans un point de I'axe donné et qui fassnt avec cet axe
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les angles &, g, v3; ce qui fournit un moyen bien smple de composer
e de décomposer les mouvements ingantanés ou les vitesses de
rotation.

Ainsi, s I'on prend trois autres axes rectangulaires entre eux, qui
fassent, avec I'axe de la rotation de les angles ', 2", X", avec I'axe de la
rotation dw les angles p', g7, p“, et avec l'axe de la rotation y les
angles ¥, ¥, ¥",, la rotation dy pourra se résoudre en trois rotations
cos’ d), cos” d, cosr™ dY autour de ces nouveaux axes; larotation dw
< résoudra de méme en trois rotations cosp’ dw, cosp” da, vosw” dw,
et larotation dp en troisrotations cosv dy, cosv" dp, cosv” dp autour
des mémes axes, de sorte qu'en ajoutant ensemble les rotations autour
d'un méme axe, s I'on nomme &%, &¥*, #° les rotations totales autour
des trois nouveaux axes, on aura

df' = cos}' b + cosp’ d + coeV oy,
a7 = cos}" i) + cosp’ duw + cosv” g,
di" = 203d” i + cosp” dw -+ cosv’ dp.

13. Lesrotations @, dw, dp sont donc réduites de cette maniére a
troisrotations &%, &4, &% autour de trois autres axes rectangulaires,
lesquelles doivent par conséquent donner, par la composition, la méme
rotation 48 qui résulte des rotations ¢, dw, dp, de sorte qu'on aura
(art. 11)

adt= i df" 4 0"t = BN+ dut+ gt
et, comme cette derniére équation doit &re identique, il Sensuit qu'on
aura cesreations :
oMM 4 cOSTAY 4 coptR* =1,
o8 ' + cos'pt + cog’ T =1,
cos™Y + costv 4 coa?T =1y
cos}’ cosp’+ coB R’ cosp® + cosd® coapT=o,
cosd! cosy’ + coal! cokv® 4 cosi”® cosv' = o,
cogp Losy - COSp" cony’ - cospu® cosv' —o,

qu'on peut auss trouver par la Géométrie.
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Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de d§, duw,
de en 49, &%, 46", en gjoutant ensemble les valeurs de &%, %", &v",
multipliées successvement par cosi’, cosh®, €o83™; coBW, COBE”, ...,
on trouvera de cette maniére

= cosd" dif + coBd® d0* -+ cosh” of”,
i = cos ' d8' + cosp’ d¥ 4 cosp”dB”,
dip = cosv' Al 4- cosy” &% 4 cosv™ 45T,

14. S I'on nomme, de plus, =, &°, " les angles que I'axe de la
rotation composfe 9 fait avec les axes des trois rotations partielles
o, 4%, &7, on aura, comme dans|'article 11,

d0' = cosw'd, d¢—rcosw a), df*= cosw"d?;

et si, dansles expressons données d-dessus (art. 12) de df, &, di",
on met pour o, dw, dp leursvaleursen @& de l'article 11, cos 4,
cosudd, eosya¥, la comparaison de ces différentes expressons de 4,
", di” donnera, en divisant par € ces nouvelles relations,

€080’ == COSA COSA' - COSA LOS K’ -+~ DYV cov’,
cosm” == cosk cosR + cOsp COTN” -+ COSY COSV,

08" = cosh COSAT - COBp COIp” 4 COSY CO8YT,

gu'on peut auss vérifier par la Géométrie.

15. On voit par la que ces compostions et décompositions des mou-
vements de rotation sont ontierement analogues a cdles des mouve-
ments rectilignes.

En effet s, sur les trois axes des rotations d§, dw, o, on prend,
depuis leur point d'intersection, des lignes proportionnelles respecti-
vement a &}, dw, dp, € que I'on condruise sur ces trois lignes un
paralldépipéede rectangle, il es facile de voir que la diagonale de ce
paralléépipéde sra I'axe dela rotation composée d% et sra en méme
temps proportionnelle a cette rotation o8, De |3, e de ce que lesrota-
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tionsautour d'un mémeaxes ajoutent ou seretranchent suivant qu'eles
sont dans le méme sns ou dans des sns opposés, comme lesmouve-
ments qui ont la méme direction ou des directions opposées on doit
conclure en général que la compostion e la décomposition des mou-
vements de rotation e fait de la méme maniére et suit les mémes lois
que la composition ou décompostion des mouvements rectilignes, en
subgtituant aux mouvements de rotation des mouvements rectilignes,
suivant la direction des axes der otation.

16. Maintenant, s danslaformuledel'article9,
L2y 4+ M dw -+ N dgp,

laquelle contient les termes dus aux rotations #4, dw, dyp danslafor-
mule générale Pdp + Mdp' + P*dp”+ ..., on subgtitue pour &, dw,
dy les expressons trouvées dans I'article 13, ele devient

{Lcosh’ + Meosp’ -+ Ncosv')dd
-+ {L cosd’ + Mcosp” + N cosv') dii*
+ (L cosd” + M cosp®™ -+ N cosv™) di”.

Donc, par I'article 7, les cofficients des angles éémentair es o', 7, o
exprimeront les sommes des moments relatifs aux axes des rotations
&, &, A", Ainsi, desmomentségaux aL, M, N, et relatifsatroisaxes
rectangulaires, donnent les moments

Loos) -+ Mcosy’ -+ N coav’,
L cosd’ -+ M casp® -+ N eosv',
L coad” -+ M cosp® + N cosv”,

relatifsa trois autres axes rectangulaires qui font respectivement avec
ceux-a les anglesy”, g, ¥'5 &%, ¥, ¥ 5 0%, 7, 0"

On trouve une démongtration géométrique de ce théoreme dans le
Tome V11 des Nova Acta de I'Académie de Pétershourg ().

(") Cette démonstration est d'Euler. (I. Bertrand.)
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17. Si I'on suppose les rotations a, dw, dp proportionnellesal, M,
N, et qu'on fase
H=yITr M 1,
on aura, par l'article 11,
L = Hcosi, M -=H cosw, N = H vosy,

et les trois moments qu'on vient de trouver se réduiront, par les rela-
tions de I'article 14, a cette forme simple

i eosw’, Hcosw®, 1Icosw™

Ore', =", & sont les angles que lesaxes des rotations &%, «*, "
font avec I'axe de la rotation composée . Donc, s |'on fait coincider
I'axe de larotation o avec I'axe de larotation é#%, on an'= o et a*, o
chacun éga a un angle droit; par conséquent, le moment autour de cet
axe sra simplement H, et les deux autres moments autour des axes
perpendiculaires a celui-ci deviendront nuls.

D'oul I'on conclut que des moments égaux a L, M, N, et relatifs a
trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique 11 éga a
VAT N°, et relatif & un axe qui fait avec ceux-la les anglesi, p, »,
tels que

cmi::%. cosp\:r-il-, cogy = %

Ce sont les théorémes connus sur la composition des moments; et

il est évident que cette composition suit aussi les mémes regles que

celle des mouvements rectilignes. On aurait pu la déduire immédiate-

ment de la composition des rotations instantanées, en substituant les

moments aux rotations qu'ils produisent, comme Varignon a substitué
les forces aux mouvements rectilignes (').

(*) Cette assimilation nest pes permise. Uno force qui agit sur un corps solido mobile
autour d'un axe donné produit uno rotation proportionnelle a son moment; mais, pour deux
axos différents, les momonts dinortio jouent un rdle, ot 1'on n‘a pes le droit de substituor
les moments aux rotations qu'ils produisent. {Voir, & ce sUjet, un Mémoire de Poinsot,
Mémoires de I'Institut, t. VII, p. 564.) Bertrand.)
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§ |V. — Propriétés de I'équilibre, relatives au centre de gravtté.

18. Si, dans les formules de I'article 9, on suppose que toutes les
forces B, I, P°, ... agissnt dans des directions paralléles entre dles,
on aura

a=a'=a"=.., ffrempfr= ., pyey=

, tsl X=Pr+-Pe+1"r. .,
par consequent, S T Y=Py +Py +P ¢,

f=Pos4+PF+DMs"+...,

L=V cosy — 7 cosf,
lesquantitésL, M, N de p=% coao — X cony,

N =Xcos5- Y cime,

et les équations de I'équilibre seront

L=uo, M=o, N=uo,
dont la troiséme e ici 1ne qiita dnﬁ dav nremieres. Mais, comme

on adailleurs(Sect. | I( Y, cyves sy N

on pourra déterminer [ 088 = VT Jesa by, el'ontrou-
vera T
LAY, e oray 7
Donc, la position des corps éant donnée par rapport a trois axes il
faudra, pour que tout mouvement de rotation du syséme soit détruit,
XI. 9
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que le systéme soit placé, relativement a la direction des forces, de
maniére que cette direction fasse avec les mémes axes les anglesa, B,
gu'on vient de déterminer.

19. Si lesquantites X, Y, Z étaient nulles, les angles «, g, y demeu-
reraient indéterminés, et la position du systéme, relativement a la
direction des forces, pourrait étre quelconque; d'ou résulte ce théo-
reme: S lasommedes produitsdesforcesparallélespar leursdistancesa
troisplans perpendiculairesentre eux est nulle par rapport & chacun deces
trois plans, I'effet des forces pour faire tourner le systéme autour du point
commun d'inter section des mémes plans setrouver a détruit.

On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement a
la masse; ainsi, dans un systéme de corps pesants, si 'on cherche un
point tel, que la somme des masses multipliées par leurs distances a
un plan passant par ce point soit nulle relativement a trois plans per-
pendiculaires, ce point aura la propriété que la gravité ne pourra
imprimer au systéme aucun mouvement de rotation autour du méme
point. Cest ce point qu'on appelle centre de gravité, et qui est d'un
usage s étendu dans toute la Mécanique.

Pour le déterminer, il n'y a qu'a chercher sa distance a trois plans
perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits des massss
par leurs distances & un plan passant par le centre de gravité et nulle,
la somme des produits des mémes masses par leurs distances a un
autre plan paralléle & celui-ci sera nécessairement égale au produit de
toutes les masses par la distance du centre de gravité au méme plan,
de sorte qu'on aura cette distance en divisant la somme des produits
des massss et de leurs distances par la somme méme des masses; €t de
la résultent les formules connues pour les centres de gravité deslignes,
des surfaces et des solides.

20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins
connue et qui peut étre utile dans quelques occasions, parce qu'elle
est indépendante de la considération étrangere des plans auxquels on
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rapporte les différents corps du systéme, et qu'elle sert a déterminer
leur centrede gravité par la Smple position respective des corps Voici
en quoi dle consge.

Soit A la somme des produits des masss prises deux a deux et mul-
tipliées de pluspar le carré de leur distance respective, cette somme
éant en méme temps divisée par le carré de la somme des masses

Soit B la somme des produits de chaque mase par le carré de sa
distance a un point quelcongue donné, cette somme étant divisée par
la somme des masss

On aure /B — A pour la distance du centre de gravité de toutes les
mases au point donné. Ainsi, comme la quantité A e indépendante
decepoint, s I'on déterminelesvaleursde B par rapport atroispoints
différents prisdansle syséme ou hors du syséme, a volonté, on aura
les distances du centre de gravitéa cestrois points et, par conséquent,
sa postion par rapport a oes points. S les corps étaient tous dans le
méme plan, il suffirait de conddérer deux points, et il n‘en faudrait
qu'un seul s tous les corps éaient sur une ligne droite donnée.

En prenant les points donnés dans les corps mémes du syséme, la
position de son centredegravité sera donnée uniquement par les massss
e par leurs disgances respectives. C'es en quoi consste le principal
avantage de cette maniére de déterminer le centrede gravité.

Pour la démontrer, je reprends les expressonsde X, Y, Z de l'ar-
ticle 18, et, prenant de plustroisquantitésarbitrairesf,g, h, jeforme
cestroiséquationsidentiques, facilesavérifier :

X —(P+P' + P+, 0]

=P+ P P Y [Pz = ) 1 e fP R BT (2 — )t
—PP{x— 2P — PP {z—a =P (o — 2"t —, ..,
[Y—(P+P+D. 08T
=(P+P+ P4 [Py g+ My — gD — g+ )
=PRIy — W =P (y =) =D =)=,
[£—~({P+P+P+, . k]
= (P 4P PP ) [P — R P — AP PP A ]
— PP (s —#P~PP (3= N— PP {5 — "N —....
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Les quantités P, P', P', ... représentent les poids ou les massss des
corps qui leur sont proportionnels, et les quantités «, y, 5, =, ¥, =,
X", ... snt les coordonnées rectangles de ces corps. Or nous avons vu
(art. 19) que, lorsque I'origine des coordonnées e dansle centre de
gravité, lestrois quantités X, Y, Z sont nulles. S donc on fait dansles
trois éguations précédentes X =0, Y =0, Z =0, qu'on les ajoute
ensemble, & qu'on suppose pour abréger,

S+ gtrit=r,
(& —=f+(y —g)l+i{z —&)=(o),
@ — Py =g+ 13— hy={1),
(&= fP (Y — gV =+ (T — B)'= (2},

(& &P (¥ — YV (3 - P (o0
(=2 Pk (y =P+ (2 =3 P= (0]
(& 2 Pk (= PP (5 = S Y= (),

onaura, aprésavoir divisépar (P -+ P+ P+ ... )4,

. Plor+ POYY - PRt _ PP o P4 PP o a) + P PP -
- PP+ .. (Pr P+ F ’

S I'on prend maintenant les trois quantités f, g, h pour les coor-
données rectangles d'un point donnég, il et visible que r sra la dis
tance de ce point au centre de gravité qui est suppas2 dans I'origine
des coordonnées, que (0), (1), (2), ... seront les distances des poids
P, P, P, ... &ce méme point, et que (0,1), (0,2), (1,2), ... seront les
digances entre les corpsou podsP et P, P P', P e P"..... Donc
|'équation d-dessus deviendra

=B84,
dou I'on tire (')
r=fH— A,

é ") On pourra consultor au Sjet de ce théoréme le Mémoire de L?a‘ge Sur une now-
velle propriété du centre de gravité, insré au tome V des Euvres de Lagrange, p. 535,
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8V.— Propriétésdel’équilibre, relatives aux maxima et minima.

21. Nous allons consdérer maintenant les maxima et minima qui
peuvent avair lieu dansl'équilibre; et, pour cela, nousreprendronsla
formule générale

Pdp+Qdg+Rar+...=a
del'équilibre entrelesforces P, Q, R, .... dirigées suivant leslignes
p,q, r, ... qui aboutissent aux centresde ces forces (Sect. | |, art. 4).

On peut supposr (') que ces forces soient exprimées de maniére
que laquantité Pdp 4 Qdy + Rdr+... sOit unedifférentielleexacte
d'une fonction dep, q, r, ..., laquéle soit représentée parm, en sorte
que I'on ait

dl="Pdp+ Qdg+Rdr+....
Alors on aura pour |'équilibr e cette équation dr — o, laquelle fait voir
que le syséme doit ére digpose de maniére que la fonction wt y soit,
généralement parlant, un maximum ou un minimum.

Jedisgénéralement parlant, car on sait queI'égalité d'une différen-
tielle a z&o n'indique pas toujours un maximum ou un minimum,
comme on levoit par lathéorie des courbes.

La supposition précédente a lieu, en général, lorsque les forces P,
Q, R, ... tendent réellement ou a des points fixes, ou a des corps du
méme syséme, e sont proportionnelles & des fonctions quelconques
desdistances, cequi eg proprement lecasdelanature.

Ainsi, dans cette hypothése de forces, le syséme sera en équilibre
lorsgue la fonction st sera un maximum ou un minimum ; c'est en quoi
consiste le principe que Maupertuis avait proposé sous le nom de loi
derepos.

Dansun systéme de corps pesantsen équilibre, lesforcesP, Q, R,....

le Chapitre| | | delaStatique de Poinsot, la quatriéme Lecon des Vorlesungen tber Dynamik
de Jecohi et enfin divers Mémoaires inserés aux tomes VI et VI I du Bulletin dela Société
mathématique de France. ?G. D)

() Lagrange ne veut pas dire qu'il en soit toujours ains; il prévient &uemetgue les
développements qui suivent e rapportent au cas ol cdaalieu. (J. Bertrand.)



70 MECANIQUE ANALYTIQUE.

provenant de la gravité, sont, comme I'on sait, proportionnelles aux
masEes des corps e, par consgguent, congtantes, et les digances P, g,
r, ... concourent au centre dela Terre. On aura donc, dans cecas

N=Pp+Qg+Rr+..;

par consgquent. puisaue les lignesP, g, r, ... sont censées paralldes,

la quantité FronRr SXprimera la digancedu centre degravité

de tout le syséme au centrede la Terre, laguelle sera donc un mini-
mum ou un maximum, lorsque le syséme seraen équilibre; dlesera,
par exemple, un minimum dansle cas de la chainette, & un maximum
dans le cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de
volte. Ce principe es connu depuislongtemps.

22. Si, maintenant, on considére le méme systéme en mouvement,
et &, u'y u", ... Oient lesvitessss, e m', m", m'"" ... lesmassss
respectives des différents corps qui le composent, le principe s connu
delaconservation desforcesvives, dont nousdonneronsune démonsira-
tion directe et générale dansla ssconde Partie, four nira cette équation

'+ mt ™ mT y"t 4, = const. - allL

Donc, puisque, dans|'étal d'équilibre, la quantité st est un minimum
ou un maximum, il s'ensuit que la quantitém’ s +-m"u" - m"u" . ...
qui exprime la force vive de tout le syséme, sra en méme temps un
maximum ou un minimum; ce qui donne cet autre principe de Statique,
que, detouteslessituationsque prend successivement lesystéme, celleouil
alaplusgrandeou lapluspetiteforceviveest aussi celleou il lefaudrait
placer d'abord pour qu'il restat en équilibre. [V oir lesMémoiresdel'Aca-
démiedesSciencesde1748¢et 1749(").]

23. On vient de voir que la fonction st est un minimum ou un maxi-
(") Ce principe y est énoncé, ss démonsiration suffisante, par un géometre: peu connu,

de Courtivron. Lagrange le citait dens|a premiére édition de son Ouvrage ; dans|a seconde,
il afait digparditre son nom pour y substituer la date du Mémoire. 0B 0)
. Bertrand.
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mum, lorsque la postion du syséme est cele de I'équilibre; nous
allons maintenant démontrer que, s cette fonction e un minimum,
I'équilibre aura de la stabilité, en sorte que, le syséme éant d'abord
Uppoe dans I'éat d'équilibre e venant ensuite a &re tant soit peu
déplacé de cat éat, il tendra de lui-méme a Sy remettre en faisant des
oscillations infiniment petites : qu'au contraire, dans le cas ol la méme
fonction, sra un maximum, |'équilibre n'aura pas de stabilité, e qu'é
tant une fois troublé, le syséme pourra faire des oscillations qui ne
seront pas trés petites, e qui pourront I'écarter de plus en plus de
N premier éat.

Pour démontrer cette propostion d'une maniére générale, je cons-
dére que, quelle que puise ére la forme du syséme sa position,
ces-adire cdle des différents corps qui le composent, sera toujours
déterminée par un certain nombre de variables, e que la quantité &
sera une fonction donnée de ces mémes variables. Supposons que, dans
la situation d'équilibre, les variables dont il Sagit soient égales a a, b,
c, ..., et que, dans une situation trés proche de celle-ci, dles soient
a+x, b+y, c+3, ..., lesquantités x, y, z .., &ant trés petites;
subgtituant oces derniéres valeurs dans la fonction & et réduisant en
rie suivant les dimensions des quantités trés petites x,y, s, ..., la
fonction mt (‘) deviendra de cette forme

M=A+Bx+Cy+Dz+...
+ Fa'+ Gy +Hy '+ Koes +-Lys + M4+, .,

les quantités A, B, C, ... éant donnéssen a, b, c,___ Mais, dans
I'éat d'équilibre, la valeur de dr doit &re nulle, de quelque maniere
qu'on fase varier la postion du systéme donc il faudra que la diffé
rentielle de t soit nulle en général, lorsque x, y, s, ... sont égales a

zéro; donc
B=ao, C=q D=—o,

() M. Leeune-Dirichlet a smplifié cette démonstration en la rendant plus rigoureuse.
(Voir Journal de Crelle, t. 32, et Journal de Liowville, Ire e, t. X1 I(,Jp. Bff74.) 0)
. Bertrand.



72 MECANIQUE ANALYTIQUE.

On aura donc, pour une situation quelconque treés proche de celle
de I'équilibre, cette expresson de I

M=A+Fe+Gay + Hy'+ Kazs + Lys - Ma2+. .,
dans laquélle, tant que les variables X, y, z ... sont trés petites, il
affira de tenir compte des sscondes dimensions de ces variables.
24. Maintenant il es clair que, pour quela quantité st soit un mini-
mum, lorsque x, y, z, ... sont nulles, il faut que la fonction
Fol- iy = Wy + Kz Lys +-Ma'+. .,

que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que soient les
valeurs des variables x, y, z
Or cette fonction est réductible ala forme

X=/E+gn+Alt+...,

en faisant
f=F,
E: E 'J‘r+ nf
g:[[—--ﬁ.
n:-_v—r-(l - %) o

K I!

”_M_H'”E‘
s,

Donc, pour qu'dle soit toujours postive, il faudra que les coeffi-
cientsf, g, h, ... soient positifs; et I'on voit en méme temps que, s
css coefficients sont positifs, la valeur de X sera nécessairement posi-
tive, puisque les quantités &, %, {, ... sont rédles lorsque les variables
XY, z ..le sont.

Si, au contraire, la quantité |1 devait &reun maximum lorsgue X,
Y, Z, ... ont nuls, il faudrait que la fonction X ft congamment néga-
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tive, et, par conséquent, que les coefficients f, g, h, ... fussent néga-
tifs; et réciproquement, si ces coefficients sont négatifs, ilinensuivra
que la valeur de X sera nécessairement négative.

25. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimensions
des quantités tres petites x, y, z, ..,
W=A+fE+gn'+ AP+,
et I'équation de la conservation des forces vives (art. 22) deviendra
Mt M e M ™ . < const.—a A —afD —agnt—abit—.. ..
Or, dans |'état d'équilibre, on a, par hypothese,
=T y=no, F=0, A
donc aussi (art. 19))
E=a, W=, L=mn, P

donc, si l'on suppose qu'on dérange le systéme de cet état, en impri-
mant aux corps M’, M*, M™, ... les vitesses trés petites ¥, ¥*, V", ...,
il faudra que l'on ait w'=¥', #'=V* #*=¥", ... lorsque §=u,
% =0y § == 0, On aura donc
MY MTYH - MTV™ | —consl, — 34
ce qui servira a déterminer la constante arbitraire.
Ainsi I'équation précédente deviendra
MV M M7t
=MV LMY MV B gy — AT —
d'ou il est aisé de tirer ces deux conclusions :

1° Que, dans le cas du minimum de m, dans lequel les coefficients
f, & h, ... sont tous positifs, la quantité toujours positive

afit+agnt 1A+,
devra nécessairement étre moindre, ou du moins ne pourra pas étre

plus grande que la quantité donnée M'¥** 4 M*V** - M*¥* .., qui
X1, lo
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es dleméme trés petite; par conséquent, s I'on nomme cette quan-
tité T, on aura, pour chacune desvariables &, =, £, ..., ces limites

entre lesquelles eles seront nécessairement renfermées, d'ou il suit
gue, dans ce cas, le systéme ne pourra que sécarter trés peu de sn
éat d'équilibre e ne pourra faire que des oscillations trés petites et
d'une &endue déterminée;

2° Que dans le cas du maximum de s, dans lequel les coefficients
f5 8 h, ... sont tous négatifs la quantité toujours postive

—afP—agnt—ah{l—. ..

pourracroitreal'infini, et qu'ains le syséme pourra sécarter deplus
en plusde son é&at d'équilibre. Du moins I'équation d-desus fait voir
gue, dans ce cas, rien n'‘empéche que lesvariables§, », §, ... n"aillent
toujoursen augmentant, maisil ne sensuit pasencore qu'eles doivent,
en effet, aller en augmentant; nous démontrerons cette derniére pro-
position dansla sixiéme Section de la Dynamique.

Si tous les coefficients f, g, h, ... &aient nuls, on sait, par les mé
thodes de maximis et minimis, qu'il faudrait, pour I'exisence d'un
minimum ou d'un maximum, que les termes de trois dimensions dis-
parusent & que ceux de quatre dimensons fussent congamment posi-
tifs ou négatifs; e cest auss de cette maniére qu'on pourrajuger de
la stabilité de I'équilibre donné par I'évanouissement destermes de la
premiére dimension, lorsque ceux de deux dimensions sévanouissent
en méme temps.

26. Au reste, oss propriétés des maxima e minima, qui ont lieu
dans I'équilibre d'un syséme queconque de forces ne sont qu'une
consgquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée du
principe des vitesses virtuelles a la fin de la premiére Section.

En efet, soit p la distance entre les deux premiéres moufles, I'une
fixe, I'autre mobile, jointes par P cordons qui produisent une force
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proportionnelle & P, et qu'on peut représenter smplement par P, en
prenant le poids qui tend la corde pour |'unité; soient de memeqla
digance entre les deux moufles qui produisent la force Q, r la disance
entre les moufles qui produisent la force R, Il e évident que Pp
sra lalongueur dela portion de la corde qui embrasse les deux pre-
mieres moufles, pareillement, Qg, Rr, ... seront les longueurs des
portions de la corde qui embrase les autres moufles, de sorte que la
longueur totale de la corde embrasste par les moufles fixes e mobiles
saPp+Qg+Rre+....

Ajoutons a cette longueur celle des différentes portions de la corde
qui se trouveront entre des poulies fixes pour faire les renvois néoes
sares au changement de direction, e que nous désignerons par a;
gjoutonsy encore la portion de la corde qui se trouvera entre la der-
niére poulie de renvoi et le poids attaché al'extrémité de la corde, et
gue nous désgnerons par U\ enfin soit | la longueur totale de la corde,
dont la premiére extrémité est fixement attachée a un point immobile
dans|'espace, e dont I'autre extrémité porte le poids; on aura évidem-
ment |'équation

t=Pp+Qg-+Rr+...+a+uq,
d'ou I'on tire

u=lwa—Pp—0¢g—Rr—....
Or, en supposant lesforces P, Q, R, ... congtantes, c'est-a-dire indé-
pendantes dep, q, I, ..., ce qui e toujours permis dans I'équilibre
ol I'on ne consdere que des déplacements infiniment petits, il est
visble (') que laquantité Pg -+ Qg + Br + ... sera la mome que nous

(1) Cette substitution de forces constantes & des forces variables changerait, au con-
traire, complétement la nature dela fonction mt. Si I'on considere, par exemple, une attrac-
tion inversement proportionnelle a la distance et égale & E. onaura

Sedp = fBip = plogp;

on remplagant, au contraire, P par une constante, on aurait pour intégralo Pp, ce qui
différe beaucoup du résultat précédent. On peut dire seulement que, pour la valeur des
variables qui correspond & I'équilibre, les deux fonctions, quoique trés différentes, ont la
mome variation. (J. Bertrand.)
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avons désignée par |1 dans I'article 21 ; ainsi I'on aura, en général,
w=t—a—1,

ou | et a sont des quantités constantes.

27. Maintenant il est clair que, comme le poids tend a descendre le
plus qu'il est possible, I'équilibre n‘aura lieu, en général, que lorsque
la valeur de u qui exprime la descente du poids depuis la poulie fixe
sera un maximum et que, par conséquent, celle de it sera un minimum ;
et I'on voit en méme temps que, dans ce cas, |'équilibre sera stable.
parce qu'un petit changement quelconque dans la position du systéme
ne pourra gue faire remonter le poids, lequel tendra a redescendre et
a remettre le systéme dans I'état d'équilibre.

Mais nous avons vu que, pour I'équilibre, il suffit quel'on ait dr =o
et, par conséquent, du = o, ce qui a lieu aussi lorsque la valeur de u
es un minimum, auquel css le poids, au lieu d'étre le plus bas, sera,
au contraire, le plus haut. Dans ce cas, il est visible qu'un petit chan-
gement dans la position du systéme ne pourra que faire descendre le
poids, qui aors ne tendra plus a remonter, mais a descendre davan
tage et a éloigner de plus en plus le systeme du premier état d'équi
libre; d'ou il suit que cet équilibre n‘aura point de stabilité et qu'étant
une fois troublé, il ne tendra pas a se rétablir.
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SECTION QUATRIEME.

MANIERE PLUS SIMPLE ET PLUS GENERALE DE FAIRE USAGE DE LA FORMULE
DE L'EQUILIBRE DONNEE DANS LA SECTION DEUXIEME.

1. Ceux qui jusqu'a présent ont écrit sur le principe des vitesses vir-
tuelles & sont plutdt attachés a prouver la vérité de ce principe par
la conformité de s résultats avec ceux des principes ordinaires de la
Statique, qu'a montrer |'usage qu'on en peut faire pour résoudre direc-
tement les problémes de cette science. Nous nous sommes proposé de
remplir ce dernier objet avec toute la généralité dont il et susceptible,
et de déduire du principe dont il Sagit des formules analytiques qui
renferment la solution de tous les problemes sur I'équilibre des corps,
a peu pres de la méme maniére que les formules des soustangentes,
des rayons osculateurs, etc., renferment la détermination de oss lignes
dans toutes les courbes

La méhode exposte dans la deuxiéme Section peut &re employée
dans tous les cas & ne demande, comme on I'a vu, que des opérations
purement analytiques; mais, comme I'éimination immédiate des va-
riables ou de leurs différences par le moyen des équations de condition
peut conduire a des calculs trop compliqués, nous allons présenter la
méme méthode sous une forme plus simple, en réduisant en quelque
maniére tous les cas a celui d'un systeéme entierement libre.

§1.— Méthodedesmultiplicateurs.

2. Soient
L=oM=0N=n0

les différentes équations de condition données par la nature du s/s



78 MECANIQUE ANALYTIQUE.

téme, les quantités L, M, N, ... é&ant des fonctions finies des variables
XY,z X,Y, Z, ...; en différentiant ces équations, on aura cdlesci :

dl=o, dM=o0, dN =po,

lesquelles donneront la relation qui doit avoir lieu entre les différen-
tielles des mémes variables. En général, nous représenterons par

d = o dM = o dN = o ..

les équations de condition entre ces différentidles, soit que ces équa-
tions soient dlesmémes des différences exactes ou non, pourvu que
les différentidlles n'y soient que linéaires.

Maintenant, comme oes équations ne doivent servir qu'a éiiminer un
pareil nombre de différentielles dans la formule générale de I'équi-
libre, apres quoi les coefficients des différentielles resantes doivent
ére égalés chacun a zéro, il n'est pas difficile deprouver, par la théorie
de I'élimination des éguations linéaires, gu'on aura les mémes résul-
tatss I'on gjoute Smplement a laformule dont il sagit les différentes
équations de condition

dL =0 dM =0 dN = o

multipliées chacune par un coefficient indéterminé qu'ensuite on
égale a z&ro la somme de tous les termes qui se trouvent multipliés
par une méme différentielle, ce qui donnera autant d'équations parti-
culires qu'il y a de différentielles; qu'enfin on éimine de ces der-
nieres équations les coefficients indéterminés par lexques on a multi-
plié les équations de condition.

3. De la résulte donc cette regle extrémement smple pour trouver
les conditions de I'équilibre d'un syséme quelconque propost

On prendra la somme des moments de toutes les puissances qui
doivent &re en équilibre(Sect. I |, art. 5), et I'on y gjoutera les diffé-
rentes fonctions différentielles qui doivent &re nulles par les conditions
du probléme, aprés avoir multiplié chacune de ces fonctions par un



PREMIERE PARTIE.- SECTION V. 79

coefficient indéterminé; on égaleraletout azéro, et Ton aura ains une
équation différentielle qu'on traitera comme une équationordinaire
de maximis et minimis, et d'ot I'on tireraautant d'éguations particu-
lieres finiesqu'il y aura de variables. Ces équations éant ensuite dé
barrassées, par |'élimination, des coefficients indéter minés, donneront
toutes les conditions nécessaires pour |'équilibre.

L'équation différentielle dont il sagit sera donc de cette forme,

Pdp+Quidg-~Rdr+.. . +AdL 4 pdM + vaN .. .==0p,

dans laquelle %, g, ¥ ... sont des quantités indéerminées;, nous la
nommeronsdansla suiteéguation généraledel’ équilibre.

Ceite équation donnera, relativement a chague coordonnée, telle
que X, de chacun des corps du systéme, une équation de la forme sui-
vante

dp oo odr oL oM N
pdx"_'QJE"'RJS"'""")'d_x"'FZ&'*’E

EaRRE="1"H

en sorte que le nombre de oss équations sera égal a celui de toutes les
coordonnéss des corps. Nous les appellerons équations particuliéres de
I"équilibre.

4. Toute la difficulté condgtera donc a dliminer de ces derniéres
égquations lesindéterminées , u, v, ...§ Or Cest ce qu'on pourra tou-
jours exécuter par les moyens connus, maisil conviendra, dans chagque
cas, de choisir ceux qui pourront conduire aux résultats les plus sm-
ples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions néces:
saires pour I'équilibre proposg et, comme le nombre de ces équations
sera égal acelui de toutes les coordonnées des corps du systéme moins
celui desindéerminées d, g, 4 ... qu'il afallu diminer, qued‘ailleurs
0ss mémes indéter minées sont en méme nombre que les équations de
condition finiesL =0, M =0, N=0, ..., il senqit que les éua
tions dont il Sagit, jointes & ces dernieres, seront toujours en méme
nombre que les coordonnées de tous les corps; par conséquent, eles
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suffiront pour déterminer ces coordonnées et faire connaitre la position
que chaque corps doit prendre pour étre en équilibre.

5. Je remarque maintenant que les termes % 4L, <M, ... de I'équa-
tion générale de I'équilibre peuvent étre aussi regardés comme repré-
sentant les moments de différentes forces appliquées au méme systéme.
En effet, supposant dL une fonction différentielle des
¥#,.¥" . qui servent de coordonnées a différents corps du sys-
téme, cette fonction sera composée de différentes parties que je dési-
gnerai par éifi.sofle'que.,

dl. = L'+ WL+

dL' ne renfermant que les termes dffectes de d.’, dy', ds'; dL* ne ren-
fermant que ceux qui contiennent dz", dy”, d=”, et ainsi de suite.

De cette maniére, leterme» dL de |'équation générale sera composé
des termes »dl., 2L, . ... Or, s |'on donne au terme % €L’ laforme
suivante

l\/(a"‘)*(rl_n)+(n_) "\/(:L>+ j—}—)’+ %)

il est clair, par cequ'on aditdans I'article 8, Sect. | |, que cette quan-
tité peut représenter le moment d'une force

3 JL LT LT E
WV (5) - (5)+ (%)

appliquée au corps dont les coordonnées sont X', y', Z et dirigée per-
pendiculairement ala surface qui aura pour équation dL'= o, en n'y
regardant que .x', y', Z comme variables. De méme, le terme 2dL"
pourra représenter le moment d'une force

(T TE) - (Y.

appliquée au corps qui a pour coordonnéesx',y"> z' et dirigée perpen-
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diculairement a la surface courbe dont I'équation sra dL” = o, en n'y
regardant que x'y', Z' comme variables, e ains de suite.

Donc, en général, le terme 2 dL sra équivalent a I'effet de diffé
rentes forces exprimées par

dL T dLyT Ly dLN\® LN ALV
WE G &) WE -G @
e appliquées respectivement aux corps qui répondent aux coordonnées
X'y, Zx'y', Z', ... suivant des directions perpendiculaires aux
différentes surfaces courbes représentées par I'équation dL = o, en y
faisant varier premiérement X', y', Z, ensuitex",y", z' et ains du
rese.

6. En général, on pourraregarder letermex dL comme le moment
d'une force (') » tendante a faire varier la valeur de la fonction L, e,
commedL =dL' +dL" +..., leterme » dL exprimerales moments de
plusieurs forces égales a » et tendantes a faire varier la fonction L, en
ayant égard Sfparément a la variabilité des différentes coordonnées
X, ¥, Z,x",y', Z...ll en srade méme destermes u.dM, vdl, ...
(Sect. 11, art. 9).

Gomme, dans I'équation générale de I'équilibre (art. 3), lesforces P,
Q, R, ... sont supposées dirigées vers des centres auxquels aboutissent
les lignes p, q, r, ... €, par consdquent, tendantes & diminuer oss
lignes, il faudra également regarder les forces , g. ... comme ten-
dantes a diminuer les valeurs des fonctions L, M, —

7. 1l résulte de la que chague équation de condition et équivalente
a une ou plusieurs foroes appliquées au syseéme, suivant des directions
donnéss ou, en général, tendantes a faire varier les valeurs de fonc
tions données (%); en sorte que I'éat d'équilibre du syséme sra le

(') Voir, ace e, lanote de l'article 9, Sect. 11. (J. Bertrand.)
() Cette proposition importante a la mme généralité que le principe des vitesses vir-
tuelles, e ele es souvent dune application plus commode. Lagrange ¥ a éé conduit en
XI. n
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méme, soit qu'on emploie la considération de ces forces, ou qu'on ait
égard aux équations de condition.

Réciproquement, ces forces peuvent tenir lieu des équations de con-
dition résultantes de la nature du systéme donné; de maniere qu'en
employant ces forces on pourra regarder les corps comme entiérement
libres et sans aucune liaison. Et de laon voit la raison métaphysique,
pourquoi |'introduction des termes * dL + p4M +... dans I'équation
générde de I'équilibre fait qu'on peut ensuite traiter cette équation
comme s tous les corps du systéme étaient entierement libres : c'est
en quoi consiste I'esprit de la méthode de cette Section.

A proprement parler, les forces en question tiennent lieu desrésis-
tances que les corps devraient éprouver en vertu de leur liaison mu-
tuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du systéme, pour-
raient sopposer a leur mouvement; ou plut6t ces forces ne sont que
les forces mémes de ces résistances, lesquelles doivent étre égdes
directement opposées aux pressions exercées par les corps. Notre mé-
thode donne, comme I'on voit, le moyen de déterminer ces forces et
Ces résistances; ce qui n'est pas un des moindres avantages de cette
méthode.

8. Danslescas ol lesforces P, Q, R, ... ne sont pas en équilibre et
ol I'on demande de les réduire a des forces équivalentes dont les direc-
tions soient données, il suffira d'ajouter ala somme des moments des
forces P, Q, R, ... les moments résultant des équations de condition
L =0, M=o, ..., et l'on aurala somme des moments des forces équi-
valentes aux forces P, Q, R, ... et al'action que les corps exercent les
uns sur les autres en vertu de ces mémes équations de condition.

En employant ainsi toutes les équations de condition données par la
nature du systéme proposé, on pourra regarder comme indépendantes
les coordonnées de chaque corps du systéme et I'on aura pour chacune

suivant analytiquemont les consdouences de sa formule d'équilibre; mas M. Poinsot en a
donné depuis une démoniration directe et fondée sur les principes démentaires de la St
tique. (Voir Journal deI'Ecole Polytechnique, X111° Cahier, t. VI.) (J. Bertrand.)
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de oss coordonnées, telles que X, une quantité de la forme
aq
d.r + U “35 -+,
+1ﬁ ﬂ +\ri‘! +
de TE G Y
(qui exprimera la force résultante suivant la direction de la ligne x,
laquelle devra ére nulle dans le cas d'équilibre, comme on I'a vu dans

I'article3(").

8§11 .— Application delamémeméthodealaformuledel'équilibredes
corpscontinus, dont touslespointssont tiréspar desforcesquel conques.

9. Jusgu'ici nous avons conddéré les corps comme des points, e
nous avons vu comment on déermine les lois de I'équilibre de ces
points, en quelque nombre qu'ils soient et quelques forces qui agissent
sur eux. Or un corps d'un volume e d'une figure quelconques n'éant
que I'assamblage d'une infinité de parties ou points matériels, il sen-
suit qu'on peut déterminer auss les lois de I'équilibre des corps de
figure quelconque par I'application des principes précédents.

En effet, la maniére ordinaire de résoudre les questions de Méca-
nique qui concernent les corps de mase finie consste a ne consdérer
d'abord qu'un certain nombre de points placés a des distances finies
les uns des autres, et a chercher les lois de leur équilibre ou de leur
mouvement; a éendre ensuite cette recherche a un nombre indéfini de
points; enfin a supposr que le nombre des points devienne infini et
qu'en mome temps leurs distances deviennent infiniment petites, et a
faire aux formules trouvées pour un nombre fini de points les réduc-
tions et les modifications que demande le passage du fini a I'infini.

Ce procédé est, comme l'on voit, analogue aux méhodes géomé

(*) Cotte somme, calculée relativement aux points auxquels Une des résultantes doit &tre
appliquée, fournira les composantes de cette résultante. |l faudra, pour les autres points,
I'égdler azéro. On doit remarquer que le probléme pourra éreimpossible ou indéterminé.

(J, Bertrand,)
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triques et analytiques qui ont précédé le Calcul infinitésimal; et si ce
Calcul a l'avantage de faciliter et de simplifier d'une maniére surpre-
nante les solutions des questions qui ont rapport aux courbes, il nele
doit qu'a ce qu'il considére ces lignes en ellesmémes, et comme
courbes, sans avoir besoin de les regarder, premiérement comme poly-
gones, et ensuite comme courbes. |l y aura donc, a peu prés, le méme
avantage a traiter les problémes de Mécanique dont il est question par
des voies directes, et en considérant immédiatement les corps de mases
finies comme des assemblages d'une infinité de points ou corpuscules
animés chacun par des forces données. Or rien n'est plus facile que de
modifier et simplifier par cette considération la méthode générale que
nous venons de donner.

10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que, dans I'ap-
plication de celte méthode aux corps d'une mass finie dont tous les
points sont animés par des forces quelconques, il se présente naturel-
lement deux sortes de différentielles qu'il faut bien distinguer. Les
unes se rapportent aux différents points qui composent le corps; les
autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points et
représentent seulement les espaces infiniment petits que chagque point
peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie infiniment
peu. Comme jusqu'ici nous n‘avons eu que des différences de cette der-
niére espéce a considérer, nous les avons désignées par la caracté-
ristique ordinaire d; mais, puisgue nous devons maintenant avoir égard
aux deux especes de différences alafois, et qu'il est, par conséquent,
nécessaire d'introduire une nouvelle caractéristique, il nous parait a
propos d'employer I'ancienne caractéristique d pour désigner les diffé-
rences de la premiére espece qui sont anaogues a celles que I'on con-
sidére communément en Géométrie, et de dénoter les différences de la
seconde espéce qui sont particuliéres a la matiere que nous traitons
par la caractéristique 3, employée dans le Calcul des variations, avec
lequel celui dont il sagit ici a une liaison intime et nécessaire.

Nous nommerons méme, par cette raison, variations les différences
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affectées de § e nous conserverons le nom de différentiellesa cdlesqui
ont affectées de d. Du reste, les mémes formules qui donnént les dif-
férentielles ordinaires donneront auss lesvariations, en substituant &
a laplace ded.

11. Je remarque enslite qu'au lieu de consdérer la mase donnée
comme un assamblage d'une infinité de points contigus, il faudra, sui-
vant |'esprit du Calcul infinitésimal, la consdérer plutét comme com-
poste d'déments infiniment petitsqui soient du méme ordre de dimen-
son que la mase entiére; qu'ains, pour avoir les forces qui animent
chacun deoss déments, il faudramultiplier par css mémes éémentsles
forces P, Q, R, ... qu'on suppose appliquées a chaque point de oes dé
ments & qu'on regardera comme des forces accé ératrices analogues a
cdles qui proviennent de I'action de la gravité.

S donc on nomme m la mase totale e dm un de s déments quel-
conque, on auraPdm, Qdm, Rdm, ... pour lesforoesqui tirent I'dé-
ment dm suivant les directions des lignesp, g, r,____Donc, multipliant
respectivement ces forces par les variations &g, 3g, &, ..., Onaura
leurs moments, dont la somme, pour chaque éément dm, szra repré
sentée par la formule

(Pdp+ Q¢+ er+...0dm;

€t, pour avoir la somme des moments de toutes les forces du systéme,
il n'y auraqu'aprendrel'intégrale de cette formule par rapport a toute
la mase donnée

Nous dénoterons oes intégrales totales, cest-a-dire relatives a I'é
tendue de toute la mass, par la caractéristique maj uscuIeS, en con-
servant la caractérisique ordinaireﬁpour désgner les intégrales par-

tielles ou indéfinies.

12. On aura aing, pour la somme des moments de toutes les forces
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du systéme, laformule intégrale

S (Mg + Qg+ Radr +...) ding

et cette quantité devra étre nulle, en général, dans|'état d'équilibre du
systéme.

Comme, par lanature du systéme, il y a nécessairement des rapports
donnés entre les différentes variations 3p, ig, 3#, ... relativesachague
point do la masss, il faudralesréduire a un certain nombre de varia-
tions indépendantes et indéterminées, et les termes multipliés par ces
derniéres variations, étant égaés a zéro, donneront les équations par-
ticulieres de I'équilibre. Mais, ces réductions pouvant étre embarras-
santes, il conviendra de les éviter par le moyen de la méhode des
multiplicateurs que nous venonsde donner dansle paragraphe pré-cédent.

13. Pour appliquer cette méthode au cas dont il Sagit ici, nous sup-

poserons que
L—=0, M:=n,

soient les équations de condition qui doivent avoir lieu par la nature
du probléme, par rapport a chague point de la masse, et nous les
nommerons équations de conditionindéter minées.

Les quantités L, M, ., . seront ici des fonctions des coordonnées finies
X, Y, Zqui répondent a chaque point de la masse donnée, et de leurs
différentiellesd'un ordre quelconque.

Ces équations étant différentiéessuivant 3, on auracelles-ci :

dL=e, dM=o,

On multiplierales quantités 3L, 3M, ... par des quantitésindétermi-
nées &, p, ...; on en prendra l'intégrale totale qui sera, par consé
quent, représentée par la formule

QoL+ pi+..,



PREMIERE PARTIE. - SECTION V. 87

ef, gjoutant cette intégrale a celle de I'article précédent, on aura I'é-
quation généraledel'équilibre.

On observera qu'il n'ed pas néoessaire que 3L, 8M. ... soient les
variations exactes de fonctionsdex,y, z,

dy, ..., maisqu'il suffit
que &hienb) ddEgialions de condition indéter mi-
néss entre les variations de x,y, z, dx, dy, ... (art. 2).

Maisil faut remarquer qu'outre les forces qui agissent, en général,
aur tous les points de la mase, il peut y en avoir qui n'agisent que
ur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont ordinai-
rement ceux qui répondent aux extrémités de la mase donnée. Cest-
a-dire au commencement e a lafin de I'intégrale désignée par

De méme, il pourray avoir des équations de condition particulieres
a Css points, & que nous nommerons équations de condition détermi-
nées, pour lesdistinguer decdlesqui ont lieu, en général, danstoute
|'étendue de la masss nous les représenterons par

A=o, B=n, t=uw,
ou plutét par
fh=u, {§B=0, =0, L

Nous marqueronsd'un trait, de deux, detrois, etc., toutes lesquan-
tités qui se rapportent a des points déterminés de la mass, et en par-
ticulier nous marquerons d'un seul trait celles qui se rapportent au

commencement de I'intégrale désgnée par S de deux traits celes

qui serapportent alafin decetteintégrale, detroisou davantage celes
qui serapportent a despointsintermédiair es quelconques.

(M) L'analyse de Lagrango est évidemment incompléte; il semble que I'illustre Autour
ait eu en vue seulement les corps dont les éléments peuvent étre disposés suivant une suite
linéaire. Dans le cas d'un systéme a trois dimensions, par exemple, il peut y avoir des con-
ditions relatives a chaque élément de la surface qui limite le systéme, ou méme de toute
autre surface situéo dans I'intérieur; il peut y en avoir d'autres se rapportant a tous les
points de certaines lignes et non pas seulement a certains points isolés pris sur la surface
ou dans I'intérieur du corps. (G.D)
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Ainsi il faudra ajouter al'intégrale
S(l’é_p+Qﬂq+R6r+.‘.)dm
laquantité
Pt QA e R e P QN - R -,
et al'intégrale
S(16L+p.dM )

la quantité
adh + LB ydC ...,

de sorte que I'équation générale de I'équilibre sera de cette forme :

S(l‘ﬁp—!—Oéq—l—ll5r+...)d’m+S(16L+pﬁH+...)

+DMEp - g W dr 4 PP Ot Q3" R7OFT .
+adh + BB 4y 4. ..o,

11. Comme les fonctions L, M, ... peuvent contenir non seulement
les variables finies x, y, z mais encore leurs différentielles, les varia-
tions 3l., 8, ... donneront des termes multipliés par- 3z, ¥y, 3z, 3dw,
Ady, ..., e |'équation précédente, lorsgu'on y aura substitué les valeurs
de &, ¢, &, ..., 8L, 3M, ... en 3a, ¥y, 32, 3dr, Bdy, Bdz, ..., ANS
quecellesde ¥, Bp". ..., 8¢, 8¢", ..., WA, BB, ... en M2, B2t ...,
W, 8, ..., 8dr, ..., déuites des drconstances particuliéres de
chague probléme, aura toujours une forme analogue a cdles que le
Calcul desvariationsfour nit par ladétermination desmaximaet minima
des formules intégrales indéfinies; aing il n'y aura qu'ay appliquer
les regles connues de ce calcul.

On considérera donc que, comme les caractéritiques et ¥ mar quent
deux epeoes de différences entierement indépendantes entre dlles,
quand oes caractéristiques e trouvent ensemble, il doit &re indifférent
dans quel ordre dles soient placées parce qu'en supposant qu'une
quantité varie de deux maniéres différentes, on a toujours le méme
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résultat, quel que soit I'ordre dans lequel e font oss variations. Ains
3dre srala méme choe que dix, & parellement 3d'x sra la méme
choe que d'3x, & ains de suite. On pourra donc toujours changer a
volonté I'ordre des caractéristiques sans altérer la valeur des diffé
rences, & pour notre objet il sra a propos de transporter la caracté
rigique d avant | a, afin que I'équation propose ne contienne que
les variations des coordonnées e les différentielles de ces mémes varia-
tions.

Il en et de méme des sgnes d'intégration fnu S. par rapport ala
caractérigique des variations b, Ains I'on pourra toujours changer les

symboles sfuu 3§ enfs on Q3.

C'et en quoi congge le premier principe fondamental du Calcul des
variations.

15. Or les différentieles d¥a, o8y, dbs, 3z, ..., qui s trouvent
s le dgne S peuvent é&re éiminées par I'opération connue des
intégrations par parties; car, en général,

fwu:smx—faxm, fsid‘&r:ﬂdax—-max+faxd"ﬁ,

et aind desautres, ou il faut observer que les quantités hors du s'gnef

s rapportent naturellement aux derniers points des intégrales, mais
que, pour rendre oss intégrales complétes, il faut nécessairement en
retrancher les valeurs des mémes quantités hors du signe, lesquelles
répondent aux premiers points des intégrales, afin que tout séva
nouise dans ces points; ce qui et évident par la théorie des intégra-
tions.

Ainsi, en marquant par un trait les quantités qui se rapportent'au

commencement des intégrales totales désgnées par S e par deux

traits cdles qui se rapportent a la fin de ces intégrales, on aura les
X1, 2
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réductions suivantes

S Rddr = s — L' da’ — Sd;dﬂ,

S Qiffde = R edfc” — i G0 — ' dB’ + Q' 80"+ S dx d®i2,

lesquelles serviront a faire disparaitre toutes les différentielles des va
riations qui pourront se trouver sous le signe S Cesréductions con-
stituent le second principe fondamental du Calcul des variations.

16. De cette maniere donc, I'équation générale de I'équilibre se
réduira ala forme suivante

S(E&::+Idy+'l"6:] A

dans laquelle Z. X, ¥ seront des fonctions de Xy, z et de leurs diffé
rentielles, et A contiendra les termes affectés des variations %, %y,
51 82", By, ... et de leursdifférentielles. '

Donc, pour que cette équation ait lieu indépendamment des varia-
tions des différentes coordonnées, il faudra que I'on ait: i =, ¥, &
nuls dans toute I'étendue de I'intégrale S. Cest-adire dans ebaque
point de la masse; |° chague terme de A auss égd azéro.

Les équations indéfinies

=0, X0, W=p

donneront, en général, larelation qui doit setrouver entreles variables
X,Y, z; mas il faudra pour cela en éliminer les variables indétermi-
NEes &, ., ..., lesquelles (art. 13) sont en méme nombre que les équa
tions de condition indéterminées

L=o, M=o,

Or je remarque gue ces équations ne sauraient étre au dela de trois;
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car, puisque ce sont des équations indéfinies entre les trois variables
X, ¥, z e leurs différentielles, il ex clair que, sil y en avaitplus de
trois, on aurait plusd'éguations que de variables, en sorte qu'il faudrait
que la quatriéme f(t une suite nécessaire des trois premiéres, e aing
des autres. Donc il n'y aura jamais plus de trois indéterminéesa, g, v
a éliminer, en sorte qu'on pourra toujours trouver les valeurs de ces
indéterminées en fonction de xy, z Mais les équations qui disparal-
tront par oes diminations seront remplacées par les équations mémes
de condition, de sorte qu'on pourra toujours connaitre les valeurs de
X, Y, z qui doivent avair lieu dans I'é&at d'équilibre de tout le syséme

Au reste, les équations de condition L =0, M =0, ... pourraient
contenir encore d'autres variables M, V, ... avec leurs différentidles,
qui devraient &re éliminées par le moyen d'autres équations telles que

dans ce cas, on pourrait traiter ces nouveles éguations de condition
comme cdlles qui sont données par la nature du probléme, et, prenant
des coefficients indéerminés o, v, ..., il n'y aurait qu'a ajouter aux
termes

Adl+pdM ...,

qui sont sous le sgne d'intégration dans I'équation générale de I'ar-

ticle 13, les termes
o3l +ued¥+...;

et, aprés avoir fait disparaitre toutes les différentielles des variations
M, by, b3, Bu, 3¢, ..., 'éguation finale de I'article 13 contiendra sous
le Sgne des termes affectés des variations %, §», ..., qui devront, par
conséquent, ére égalés sfparément a zéro. On aura aind autant de
nouvelles équations que d'indéerminées o, ¥, ..., par lesquelles il
faudra les éliminer; ensuite on éliminera les nouveles variables u,
V, ... par les équations donnéss U =0, V = 0,....Cette méhode
Sra surtout utile lorsgue, dans les fonctionsL, M, ..., il setrouvera
des quantités intégrales; car, en subgtituant a leur place de nouveles
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indéterminées, on pourra faire dispar aitre tousles sgnesd'intégration,
ce qui rendra le calcul plus facile.

17. A I'égard des autres équations résultantes des différents termes
dela quantité A qui et hors du signe, ce ne seront que des équations
particulieres, qui ne devront avoir lieu que par rapport a des points
déerminés de la mase, e qui serviront principalement a déter miner
les constantes arbitraires que les expressons de X, y, z déduites des
équations précédentes, pourront contenir. Pour faire usage de oss
équations, on y substituera donc les valeurs d§a trouvéesde . g, .- .,
ensuite on en diminera les indéerminées a, B, ... € l'on yjoindra
les éguations de condition A = 0,B=0,..., qui serviront a remplacer
cdles que I'élimination dont il sagit fera disparaitre.

18. Quoique les termes P3p, Q¥g, ..., dus aux forces accléra-
trices P, Q, ..., ne demandent aucune réduction tant que oss forces
agisent suivant les lignes P, g, ..., parce que les quantitésp, g, ...
ne sont fonctions que des variables finies x, y, z il n'en sra pas de
méme lorsgu'on emploiera des foroes dont I'action consgtera a faire

varier une fonction donnée (Sect. | |, art. 9); il faudra alors, s cette
fonction contient des différentielles, employer pour oss termes les
mémes réductions que pour lestermesa 3L, ..., e I'on parviendratou-

jours aune éguation finale dela mémeforme. Ce casalieu lorsquel'on
consdeére des corps dastiques, soit solides ou fluides

§111. — Analogie des problémes de ce genre avec ceux de maximis
et minimis.

19. Non seulement le Calcul des variations sapplique de la méme
maniére aux problémes sur 1'équilibre des corps continus e aux pro-
blémes de maximis et minimisreatifs aux formules intégrales, maisiil
fait naitreentre cesdeux sortes de questions une analogie remarquable
quenousallonsdévelopper.
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Nous commencerons par donner une formule générale pour la varia-
tion d'une fonction différentielle quelconque a plusieurs variables.

On sait que, dans les fonctions de plusieurs variables e de leurs dif-
férentiellesdes ordres supérieurs au premier, on peut toujours prendre
une des différentielles premiéres pour congtante, ce qui simplifie la
fonction sansrien Gter a sa généralité; mais alors, dans les différentia-
tionspar S, il faut auss regarder comme congtante la variable dont la
différentielle a &é supposte congtante; et, s I'on veut attribuer des
variations & toutes les variables, il faudra rétablir la variabilité de la
différentielle suppose congtante.

20. Soit U une fonction de:c,_y. s’ :—;%, +y 0l dx e uppose con-

stant; s I'on fait, comme dans la Théorie des fonctions,

{ dy' o
g =y, = _.}' ' ?)_: =, [
la quantité U deviendra fonction de =, ¥, »", ¥ -.., € lavariation U

era, en employant la notation desdifférentielles partielles, delaforme

W= —ch:+ '393,;«4-:;’,&;'4-6),@*-»-

Maintenant, en faisant tout varier, on aura

dy _ 3dy dy 3de _ ddv ddr__ d(dy —rdre)

W= T dr Tdeder —ds Y A T de T HEA
d(3y — ' 3z B3y — '
Gy =W T30 | pege B P | gy

3 = ﬂ‘h’T‘;.’t@:—} + pria,

Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger,

ty —yde=du

€et, par consdquent,
[!}’: du +fl’-2,
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on aura 1) al all
_ e au . )
§li = (;-—-Lr -+ d_)' ¥ +"—d.y,_l’ + F? kPR ¥
U U ddu  JU d*ée

+-d}6u+F W_‘_d__r'-&;’"_'_“”

Mais, en différentiant par dla fonction U et substituant y' dx pour dy,
y'dx pour dy', on a

7 al!
dUw(ﬂ+a‘?_y+F‘)’+W}’+...)d¢,

d'ou Ton tire
Ju gl au 40

§+a;_y+@y'+”.:m

Doncen . Uy,  oU. o0 dés AU ddu
~dr dy "+3}7'?:"+de‘

Si la quantité U contenait une autre variable s avec ses différentielles
H H . 'z az’ ) A
g—len%, faisant %:z', d—‘”:s’. ... et opérant de la méme
maniére, on trouverait les termes suivants

A dde AU Pde

a0
Eav+ﬂﬁ+m, 4 T

dans lesquels
fv=23:—¥de

a ajouter a la valeur précédente de SU, et ainsi de suite.

21. Dong, si I'on a lafonction intégraleﬁ)dx arendre un maximum

ou un minimum par les principes du Calcul des variations, on fera
af[,ldx:fd(Ud,r)w_—f(Gde+U3dx)=o.

Substituant la valeur de 8l], changeant §dx en ddx et faisant dispa-
raitre, par des intégrations par parties, les différences de ke, ¥, ¥, il



PREMIERE PARTIE.- SECTION IV. 95
ne restera sous le Sgne que des termes de la forme

(28 -+ T du + ¥ dv) dr,

danslexquds
E=dU—dU=n,
U _dN & au
Ty T drdy T dEdy TV
_dU 4 o
bt il el Sl

T

Ces termes doivent &re nuls, quelles que soient les variations &z,
3y, 8z;0r, en remettant  » Suel & leursvaleursdy — ¥ ir, §z — 38,
les termes dont il Sagit deviennent, a cause de = ==,

[Téy +Wds— (X' + VU de )iz,
d'ou I'on netire que les deux équations
Y—o, g,

la troiseme, dépendante de 8z, éant contenue dans ces deux-ci.

On voit par la qu'on peut se dispenser d'attribuer auss une varia-
tion a lavariable x, dont I'élément est uppost congtant dans la fonc-
tion U, puisque les équations nécessaires a la solution du probléme
résultent uniquement des variations des autres variables. C'et une
remarque qui a éé faite dés la naissance du Calcul des variations et
qui es une suite nécessaire de ce Calceul.

Cependant il peut &re utile de consdérer toutes les variations a la
fois, par rapport aux limitesdel'intégrale, parce qu'il peut résulter de
chacune d'dles des conditions particulieres dans les points qui ré
pondent & oess limites, comme nous I'avons fait voir dans la derniére
Legon sur le Caleul des fonctions.

22. La fonction intégrale dont on demande le maximum ou le mini-
mum peut contenir auss d'autres intégrales; mais, quelle qu'dle-soit,
on peut toujours la réduire a ne contenir que des variables finies avec
leurs différentielles et & dépendre d'une ou de plusieurs équations de
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condition entre ces mémes variables, auxquelles on pourra toujours
satifaire par la mé&hode des multiplicateurs.

Supposons par exemple, que U soit une fonction de x,y, z e de
leurs différentielles, e qu'en méme temps la variable z dépende de
I'équation de condition L = o. Cette équation éant différentiée par §
donnera 3L = o; il n'y aura donc qu'a multiplier cele-ci par un coeffi-
cient indéterminé a, ou par % dx, pour I'homogénéité, lorsque L est

une fonction finie, ajouter I'équation intégralefmSde= o al'égua-
tion du maximum ou m i n Bng&::u.e t conddérer enauite les

variations &=, 3y, %z comme indépendantes. Or on a, en regardant L
comme fonction de x, v, ¥, V", ....z Z Z' ....

Al dL L. dL ,
L= vy 6r+-&;dy+d_au+dfdf+ T
Donc, § I'on fait les mémes subsgtitutions que d-dessus pour 3y, 8z,
&y", ..., on aura auss

dl, 4. oL oL ddu @l
ﬁl_d irq-a-—& + s ao..-a o Yo dr

e les termes sous le Sgne provenant de I'équation

f{awﬂ-uux):o

seront de laforme
(B8 + Y du+ ¥Ir)de,

dans lexquels on aura

E=idl,

= dl. 4 (U AR

Ve [ﬂy+1ﬂf ar B_r ) E'_!()a‘Fl?)—---]ﬂ'-r.
ou _ 4L Ll U . 4L

V= [d: REF =i d.; FEdF T +d,.(d,.+l—.,) ‘—..,]d.r.

Or, L —o éant I'éguation de condition, on aura auss dL =0, ce
qui donnera 2 == o.. Ainsi, en égalant a zé&o les coefficients des trois
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variations ¥, 3y, §z, on n'aura que les deux équations
Y=o, W=o,

dont I'une servira a éliminer I'indéterminée *, de sorte qu'il ne restera,
pour la solution du probléme, qu'une seule équation en x, y, s, qu'il
faudra combiner avec I'équation donnée L = o.

23. Comme, en supposant dx constant, on a

T (O S g ds iz

"'“i_‘.' J d;;) ey -] d——r. ,.,_a—;:‘, Y
on voit qu'il suffit de faire varier dans les fonctions U, L, ... les va-
riablesy, z, ..., avec leursdifférentielles; on aura ainsi, en employant

avec la caractéristique & la notation des différences partielles,

Loau, 8 iU
i = 3;6_) -+ mdﬁy+ aa-.}rl'ay I

su., U, Lidl _
+E;a.+6-6~;da,+md-aq+....

et, si I'on veut avoir égard en méme temps a la variation de x, il n'y

. R . dU
aura qu'a ajouter a I'expression de 8U le terme E'[E 3z et changer v en

Sy — %&v, 85 en 85 — ::;Sx. b

De ce . : )
afua::f(ray+ Wiz .. de

ERAE- TR A 1 PP A EETR el - RN

L_dy e 3
B =% dady +n“m—v,“.
i _ AU U
en faisant 'y =Sy —“a?-y""-"'
-y
Y=y T
........ PEUI

X1, 13
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) ar atl a
W g et
., U au
Y= ¥z —-dd—a‘—; ey
all
L -
W= A

€, pour avoir égard ensuite a la variation de x, on ajoutera, dans tous

les termes, — %ﬁx i8yet-- :—Zﬁx i 3.

24. Telle es la mé&hode générale pour les problémes de maximis et
minimis, relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquelles le Calcul
des variations a é¢é d'abord desting et I'on voit qu'en faisant méme
varier toutes les variables, elle ne donne cependant qu'autant d'équa-
tions moins une qu'il y a de variables, ce qui et d'ailleurs conforme ii
la nature de la chose, puisque ce n'ex pas la valeur individuelle de
chacune des variables qu'on cherche, comme dans les quegtions or di-
naires de maximis e minimis, mais des relations indéfinies entre oss
variables, par lesqueles eles deviennent fonctions les unes des autres
et peuvent ére représentées par des courbes a smple ou a double
courbure.

25. Appliguons maintenant la méme méhode aux problemesde la
M écanique e suppasons, pour plus de simplicité, que la formule

Pdp+ Qdg+ Rdr+...

s0it intégrable et que son intégrale soit | |, comme dans'article 21 de
la Section | 11 ; on aura auss

Bip+ Q& +Rér+... =48,
et I'équation générale de I'équilibre (art. 13) deviendra

S(arwm+1a|,+pam+,..):n,
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en faisant ici abdraction des équations de condition relatives a des
points déterminés.

Comme la mase de chague particule dm du syséme ne doit pas
varier pendant que la postion du syséme varie, il faudra supposer
ddm = o e, par conséquent, 3L = Xdm ().

Lorsque le syséme et linéaire, on a, en général, dm = tl d, U &anl
une fonction comme dans I'article 20; on aura donc

dl.=4Udr +~Uddr,
e laformule 81 L donnera sous le signe les termes
(Zda -+ V& +Wér)dr,

dans lesquels on aura (art. 22)

ay ,;r(" ) dr-()‘dr T
vl =0+ 0%
26. Donc, sil n'y a point d'autre condition, I'équation provenant
flestermes souslesigne § sera
3l dm + (Ede -+ Vdu +¥dv)de =0,

qu'on devra vérifier séparément par rapport a chacune des varia-
tions 8x, By, ¥s.
Or, Il éant une fonction dex,y, z on a

Al
ﬂl]...—(h‘-l--a—ﬁ I+ o ds

et; comme
w=ty—Lae, w=3:- T,

(*) En d'autres termes, la premiére des conditions refatives & un point quelconque du
syséme est que la messe de chague particule demeure invariable dans tous les deplace
ments virtuels. (G.D.)
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I'équation précédente devient

( O a4+ Zde — Vily ~ W m) i

i . il
-+ (g} dni ¥ d'.c) By + (:j_z din -i—‘lfdr) 82 == 0,
laquelle donne ces trois-ci :

il o Wi
alr-rfln+_d.r—ldj - Ydz=n,

d—I-!dm 4+ Yer— o,
dy

glg i +=Wdr—u,

Ainsi I'on a ici autant d'équations que de variables, ce qui parait
mettre une différence entre les problemes de ce genre relatifs a la
Mécanique et les problémes de maximis et minimis.

27. Maisj'observe d'ahord qu'a cause de I'indéterminée , les trois
équations se réduisent adeux, par I'élimination de cette indéterminée;
et, quoiqu'on général les équations de condition remplacent toujours
celles qui disparaissent par I'élimination des indéterminées, la condi-
tion introduiteici §dm =@, cest-&dire dm constant, ne peut pas
fournir une équation particuliére pour la solution du probléme, parce
que, suivant I'esprit du Calcul différentiel, il est toujours permis de
prendre un éément quelconque pour constant, puisqu'il n'y a, a32pro-
prement parler, que les rapports des différentielles entre elles, et
non les différentielles ellesmémes, qui entrent dans le calcul. Ainsi
les trois équations seront réduites a deux et ne serviront qu'a déter-
miner la nature de la courbe, comme dans les problémes de maximis
et minimis.

28. Jobserve ensuite qu'on peut aussi rappeler les problemes de
Statique dont il sagit ici a de simples problemes de maximis et
minimis.
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Car, s I'on gjoute ensamble les trois équations trouvées ci-dessus,

aprés avaoir multiplié la premiére par dx, la deuxieme par dy et-la troi-
séme par dz, on aura, a cause de

an al o,
ﬁd"" 3}dy+§?d._fﬂ],

I'équation
dll dm 4 Edat= o3
maison a
Ede=hdU—diU=—1Udh,
et, comme dm = Udx, on aura, en divisant par &m, dif — ¢ ==o; d'0U
I'on tire
=l +a,

a éant une condante arbitraire.

Ainsi, a cause de 3L = 34m, le terme 13L, dans |'équation de I'ar-
ticle 25, deviendra

i dain 4 ad o,

et puisque 31 dm + A¥dm = ¥{Mdm}, cette équation deviendra

Semam) +a §sdn=c,
Ceg-adire
GSI[d'm+a6Sdru =u0;

Cet I'équation nécessaire pour que la formule intégrale S Ildm
devienne un maximum ou un minimum parmi toutes celesou lafor-
mule Sdm aura une méme valeur.

De cette maniere on pourra, comme dans les questions de maximis
e minimis, regarder une des variables comme congtante, relativement
aux variationspar 3, ce qui smplifie I'analyse; mais la méhode géné-
rale a l'avantage de donner la valeur du coeffident %, qui, par la
théorie exposte dans la présnte Section, exprimera (‘) la force avec

(") Voir, ace s, l'article 6, Section 1V, et la note relative a |'article 9, Section 1.
Bertrand.)
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laquelle I'élément dm résiste a I'action des forces P, Q, R, ... qui
agissent sur le systeme.

29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu'il n'y avait
point d'autre éguation de condition; mais, sil y avait de plus I'équa-
tion M = o, M étant une fonction de &, ¥, 2, ¥, ¥\ . .e 2, 5 vuu il
faudrait ajouter au terme % 8L sous le signe, dans I'équation de I'équi-
libre, le terme p.SM, ou plutdt, pour I"homogénéité, Ietermep.RM(fa-,
ce qui donnerait a ajouter aux valeurs de £, ¥, ¥ de I'article 25 les

quantités respectives
aM

'
i

E’.‘z'._f_( oMy | ot g oMy
Ray T dz oy} Taa\Pgs) T
M _d (MY o OMY
b T m\ter ) s eE ) o
Ainsi I'on aurait trois équations de la méme forme que colles de I'ar-
ticle 26, lesquelles, par I'élimination des deux indéterminées® ety
se réduiraient a une seule; mais, en y joignant I'équation de condi-
tion M =0, on aurait, comme auparavant, deux équations entre les

trois variables x, vy, z
Ces trois égquations donnent, comme dans |'article 28, I'équation

I

WMldm+ Edet =0,

Ici I'on a
Edr=—Udh+ pdM;

mais |I'équation M = o donne aussi dM. = o; donc on aura simplement,

comme dans I'article cité,
2dr=—Udi,

et de la on trouvera le méme résultat

6S11d'm+ addm=o.

30. Donc, en général, le probleme de I'équilibre d'un systeme de
particules dm animées des forces P, Q, R, ..., qui agissent suivant les
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directions des lignesp, q, r, ..., et qu'on suppose telles que I'on ait
Pdp+Qdyg +Nedr 4. . _=—dll,

seréduitsimplementarendreIaformuleintégraleSIdm un maximum
ou un minimum, en ayant d'ailleurs égard aux conditions particuliéres
du systéme; ce qui, comme I'on voit, fait rentrer tous les problemes
de I'équilibre dans la classe des problémes de maximis et minimis
connus sous le nom de problémes des isopérimeétres.

Dans le cas de la chainette, en prenant les ordonnéesy verticales,
on all =qy, g étant la force constante de la gravité. Donc il faut que
laformule Sydm soit un maximum ou un minimum parmi toutes colles

dm .
™ est la distance du centre

N N .oy
ou lavaleur deSdm est la méme; malsS

de gravité a I"horizontale; donc, puisque la masse entiere est supposée
donnée, il faudra que cette distance soit la plus grande ou la plus
petite : ce qu'on sait d'ailleurs.

31. Jusqu'a présent nous n'avons considéré que des fonctions de
variables regardées comme indépendantes; mais, si la variable z était
censée fonction de x, y et que I'on edt une fonction U qui contint X,
y, z avec les différences partielles de z relatives ax ety, on pourrait
demander la variation SU en ayant égard aux variations simultanées
de x,y, z

Soit, pour plus de simplicité,

g9 9 Fz_. Hz_ . HE_.
ax= " gyT ¢ 4z 7! dzay " gyt T
@2 W B3 de _ .
g dzrdy dedyd 7"
la quantité U sera fonction dex,y, z, Z z Z', Z, z, ..., et |'on aura

dU ﬂaau- 926::4—...,

__ou au o, U d
GU_B;J.:-+ an+3:&z+a?ch'+—&as,+ds. Fr
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et la difficulté se réduira a trouver les valeurs desvariations 8s', &s,.
3z, ..., en faisant varier a la fois les éléments dx, dy dans les diffé-
rences partielles.

Nous pouvons supposer, pour rendre le calcul plus simple, que la
variatior 3+ est une fonction de x indépendante de 'y, et la variation 3y
une fonction dey indépendante de x. Nous verrons par la suite que
cette supposition a toute la généralité que I'on peut désirer (').

(*) Il 'y aici un point qui appelle quelques explications. Dans |e passage d'une surface &
la surface infiniment voisine, on peut, a coup sir, établir la correspondance do telle ma-
niére que &z, dy aient, en chague point do la surface primitive, telles valeurs que I'on
voudra. Sil sagit d'étudier un probléme do maximum et de minimum, il n'y a donc aucun
inconvénient, mémo pour les conditions aux limites, commo on sen assurera aisément, a
supposer quo . no déponde que do x et dr dey. Mais plus loin (Sect. V, art. 44) Lagrango
applique les formules des articles 32 &34, établies dans cetto hypotheése, au cas ol &, &y dé-
finissent un déplacement virluol quelconque et sont, par conséquent, des fonctions de x et
de Y tout a fait arbitraires. Il ne sera donc pasinutile de rétablir le calcul dans|'hypothése
ou #r, dy sont quelconques.

Posons
6] Jo —s'd--afr = u
on aura
(a) die = dds — 3 ddr — 2@y — de'dx— ds dr.

Ecrivons|'équation aux différentielles totales
de=z'dr+zdr
et difiérentions-la par ¢. Nous aurons
(3) ez = 3'dde + 5, ddy 4 88’ de -+ 32, ),

Ajoutons les équations (a) et (3) et remarquons que I'on peut intervertir I'ordro des carac-
téristiques d, &, co qui fait disparaitre les termes en #d. |l viondra

(@) dio=dzdy-dz dy — ds'dr — oz dy.

Dans cette équation, dx, dy peuvent prendre toutes les valeurs possibles. Supposons d'a-
bord

dy=o0;
on aura

i

di=de, b mdn ey,

et, par conséquent, I'équation (4) nous donnera la formule

%) by — iy,
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32. Gela posé, on aura, en différentiant,

3= g5 985 0z dd=
Ak i T rir =3

qui fora connaitre #2". On trouvera de mdme, en faisant dx = o,
) dx .
(fi) ﬁ‘_“kr— Hde —z dy;

ce sont les doux premiéres formules do Lagrange. Comme elles s'appliquent a une fonc-
tion quelconque, on peut y romplacer s par Z. La valeur do u deviendra alors

33— "dr - 2dy,
et les formules (5) et (6) nous donneront
PR 3y = d' o™i e
d‘_( -- gt — Sy} =& — M — dy,
LT ay gt e .
:‘;(3; mm gt — Ly ) = 35— Sl — 308

On peut se servir encore des équations (5) et (6) pour simplifier les formules précédentes,
ot I'on trouvera alors

M

A L R
&_‘ & o™y 2y,
! . '
E.%.(=3:..—a!h—:.,6;,

A ces relations on peut évidemment gjouter la suivante

:’_f; =4z, — zidr — 34y,
qui compléte I'ensemble de celles que Lagrange démontre dans I'hypothése particuliére ou
il sest placé et par I'emploi de différentiations qui sont |égitimes, mais ne sont peut-étre pas
suffisamment expliquées.

L'affirmation de Lagrango, « nous verrons par la suito quo cotto supposition a toute la
généralité quo I'on peut désirer », paralt so rapporter a une autre partie du calcul, donnéo a
I'article 34, colle qui est relative ala variation de I'élément superficiel dxdy. Dans le casou
d.x dépend de la seule variable x et dr de la seule variable y, lavariation du rectangle dxdy
est en effel trés facile a calculer; car ce rectangle se transforme en un rectangle de cotés
dr + ddr, dy-+ddy, et, par conséquent, sa variation sobtient immédiatement ot est
égdea dx  dd

oy
drddy & dt dde = dedy (?;--.- ?_;-')'

Le calcul serait moins simplesi &, & dépendaient a lafois des deux variables x ety. Mais
ce calcul est complétement développé pour le cas de trois variables aux articles 12,13 et 14
de la Section V11, auxquels Lagrange a eu sans doute |'intention de renvoyer le lecteur.
(GD)
XI. 14
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Il est clair que
dds _ 94z et dox _ dadr,
9T dr Bx — o1’
ainsi I'on aura
dds dd‘z _ s —z 6:)
=7 — T 9r = .3 d.: ez,

ou bien
dz'=—

d{8s — 2'dr — 5, &)

+ —d.r -+ 5t % 2y.

Lzt dx
On aura de méme
__ {8z 8z —z,dv) a5 2% 5
85, = gy -+ a}-az + i gy,
a causede
L, ol a8r
= L
On aura ensuite
B""’G _;_'_ ,da‘:' — .i' &.
= Tdx T Tex dxr dr
Substituant la valeur de %3', on aura
v 85— x5, 8y @S o]
8z = ‘—-——a-;‘——-—-'--‘ -+ ;}-_‘—!G.r 4= -aT,—’B'vA
On aura de méme
3z — _3ti- __ndd g5 iy
o 2 T T
ds,

Substituant aussi la valeur de 3z"

ds = dx dy

On trouvera pareillement

S

et ainsi de suite.

#(éz — dr— gz, 6;-')

J(35— &' dx — 5,81)

, 0N aura, a cause de

il d*3,

gz’
B R

atz,
dy' Ll

33. Donc, si I’on fait, pour abréger,

33——6—‘

dx

F)
awév=m

d-&‘d_}" dr + E—Tx yﬂ‘y‘

ot

_‘F’
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e qu'on observe que

a5 _ 93 9 _ s, ys _ 9 'y, ds”
dr—a’ IO U T R IRl M
Mg ds) sy = as P’ o5,

Oy 0z’ dzdy G o= 7

on aura plussmplement

3
5:’:% %iax+giay.
d

Fde | gs” g5
a._—,, '1"53""'36""
Pkl d:, d:.
-
e Ey Tty
PR - P ‘L' 3,

dy‘ d.r: dy

Faisant ces substitutions dans I'expression de §U,, mettant
du + 6.9: + 5 G_y

a la place de s et ordonnant les termes par rapport a %, %, 3,
on aura

U ds  Jl d¢' dU ds. U @' U g3 o
( d iz E’T da o d_::ij?*"')"
( LU U U os  JUdst M ds ) o
y ey TRy Tyt TEY T
au oUddu  oUdde U Plu U 23u
R e S+ R T T 5t e

Désignons par (gg), (g_;_l) les différences partielles de U, relatives
ax ey, en regardant s comme fonction de ces deux variables; il et
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clair qu'on aura

U dU ol 95  oU @5 40 ds,
E) Tox 0z T dndm
U ds 90U 9=

ab auv U dz b
JJ) ¥ EyTEy TEy T

Ainsi lavariation compléte de U se réduira a cette forme simple
au ou ol
U =(45 )ﬁ.r-t—(ay)ﬁy-'— o au
oU @due  OU odue  gU & U J'du U #8u

FER PR F P A A I Py A P

34. Donc, si I'on a une fonction intégrale double SSdedy a
rendre un maximum ou un minimum, on aural'égquation

8§ vdzay=§§sdray) =

Or, en faisant tout varier, on a ¥{ U dx efy} = §U diz dy -+ U 8(dr vy ], 00
il faut remarquer que, dxdy représentant un rectangle qui est I'élé-
ment du plan des Xy, ce rectangle demeurera rectangle aprés les
variationsba, & des coordonnées X, y, dans la supposition adoptée
que %= ne dépende point dey, ni 8y dex; de sorte que la variation de
dxdy sera simplement dy 8dx <+ dz 3y ; donc, comme

o dir = 8P —agy— Hir
dde = ddr= i Gdy_ady_d—ydy,

puisque 3 et & sont censés fonctions de x seul et dey seul, on aura

déx déy
6(ded_y)_(6l1 + g +0 g )d.rd_y‘.

Substituant la valeur de 3U et faisant disparaitre par des intégrations
partielles les différentielles des variations ¥, iy, du, il restera sous

le double signe SS les termes

(2dr -+ Ty + W du)dedy,
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dans Iaquels

z=(5) - (5) =~
v ( y)— (&)=
() () () (25) (3

en faisant, pour abréger,

lc:

au &
U= bl U= e
1) _an _dau
L= e U= N U= f}_;,,‘ )

et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux
parenthéses représentent les valeurs complétes de ces différences, en
y regardant z comme fonction de x, y.

35, Ainsi, & causede du = 3z — —&r - _f?s_y. les termes sous le
double signe donneront simplement I équation

w (a; — o 3} ay)

d'ou, en égadant séparément & zé&ro les coefficients de &s, &, 3y, on
n‘aura que |'équation ¥ = o, comme s |'on n'avait fait varier quela
seule variable z.

On voit donc que, dans les questions de maximis et minimis relatives
a des intégrales doubles, dans lesquelles une des trois variables est
fonction des deux autres, il n'y arigoureusement qu'une seule équa
tion qu'on peut trouver directement, en ne faisant varier par 3 que la
saule variable qui est censfe fonction des deux autres ('); et cefte

(") Il est évident a priori qu'il suffit do fairo varier z car, quelles que soiont deux sur-
faces infiniment voisines, on peut toujours passer de I'une a |'autre en donnant a s un
accroissement qui- dépende d'une maniere convenable des deux autres coordonnées x ot y.
I pourra étre plus ou moins commode de considérer celles-ci comme ayant ou n'‘ayant pas
la mome valeur aux points correspondants ; mais il est évidemment permis de faire I'une
ou |'autre hypothése. (. Bertrand.)
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équation es cele de la surface qui satisfait a la question. C'est aing
gu'on atrouve I'équation aux différences partielles de la moindre sur-
face, en faisant U=+y1 + () +(s); & ce que nous venons de
démontrer prouve que cette équation remplit complétement les condi-
tions du probléme, quelques variations qu'on attribue aux trois coor-
données de la surface.

36. On peut appliquer les formules des variations que nous venons
de trouver a I'équilibre d'un syséme superficid de particules dm
tirées par des forces quelconques.

En n'ayant égard qu'a la condition de I'invariabilité de dm, on aura
d'abord, comme dans I'article 25, I'équation générale de I'équilibre

SS (M dm + 3 3dm) = o,

Ici la valeur de dm sera de la forme Udxdy, et I'on aura, par conss
quent (art. 34),
" ddx a8y
dddm = (au +u 22 g _}-) dzdy.

Subgtituant cette valeur, ains que cellede 3U de I'article 33, dansla
formule intégrale SSlﬁdm, et faisant disparaitre, par des intégra-

tions par parties, les différences des variations ¥z, 8y, 8, il neresera
ous le double sgne que les termes

(E 8+ Ty + Wiu)drdy,

- {2)-(8)--(2),
()~ (58)-(2).
& (8-

(i) (98)—

en conservant lesvaleursde U', U, U",U", ... del'article 34.

dans lesques

H Il

&I% ﬁ‘l“'

=<

e
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Ajoutons a ces termes ceux qui proviennent de l'in SSSJIdm,
savoir, en subgtituant les valeurs de Su et dm,

(a—ﬁx+‘-’—géy+£6 )ded_y,

et remettons pour 3 savaleur 8 — 2 ‘E - a"&y(art. 33); I'équation
généraledel'équilibrecontiendra, sous le double sgne SS. lestermes

suivants, ordonnéspar rapport aux variations &z, &v, 8z,

(2~ @0l v
- (@) vg oo

i‘-EU+w)a.

d'ol I'on tireles trois équations
gL £ oz
[&E (d.r)]u Y=o

15 ~(5)]v-v5=-

‘;—'fu+w o.

La derniere donne¥ == — U . €t, cette valeur é&ant subgtituée dans

les deux autres, on a, aprésavoir divisé par U,
gz ¥ 9z o8 T \dr

ot A 45 oYy _
3?+3§33F(T)_°'

ol dll s (di\) =o,

Lapremiéredonnex=M--fonct. y; lassoonded onx =M+1et .Xx;

doncon aura
A=H4u,

a éant une congante. Substituant cette valeur dans I'équation géné-
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rale del'équilibre, elle deviendra

SS[a(ndm)+aadm]=n.

6SS]’Idm+ﬂ6SSd’muu.

équation du maximum ou minimum de la formule intégrale §§ dm

savoir

parmi toutes celles dans lesquelles la valeur de laformule SS dm est
la méme.

Ainsi voilale probléme de Mécanique (') réduit a une simple ques-
tion demaxirnis et minimis, dont la solution ne dépend que de la varia-
tion de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction de.xx,y (art. 35).

On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales triples et
en déduire des conclusions semblables.

(*) Lagrange no définit pas d'une maniére compléte le systéme superficiel do molécules
auquel il applique son analyse. Si I'on a en vue une surface flexibio ot inextensible, non
seulement les éléments superficiels restent invariables, mais aussi les ééments linéaires.
Lagrango ne tient pas compte de I'invariabilité des éléments linéairos, et les équations qu'il
obtient no peuvent donner, par conséquent, la solution compléto du probléme. La question
a été reprise dans ces derniers temps par M. Lecornu dans un Mémoire Sur I'équilibre des
surfaces flexibles et inextensibles (Journal de I'Ecole Polytechnique, XLVIII'Cahier) et
par M. Boltrami. Voir le Mémoire Sull' equilibrio délle superficie flessibili ed inestendibili
(Memoric  dell' Accademia délie Scienze dell' Istituto di Bologna, 4° série, t. 111), ol
M. Beltrami résout la question, précisément par |I'emploi du principo des vitessesvirtuollos.

(GD)
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SECTION CINQUIEME.

SOLUTION DE DIFFERENTS PROBLEMES DE STATIQUE.

Nous allons présentement montrer |'usage de nos méhodes dans
différents problémes sur 1'équilibre des corps on verra par |'unifor-
mité e la rapidité des solutions combien ces méhodes sont supé
rieures a cdles que I'on avait employées jusqu'ici dans la Statique.

CHAPITRE 1.

DE L'EQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUEES A UN MEME POINT,
DE LA COMPOSITION ET DE LA DECOMPOSITION DES FORCES.

1. Soit propose de trouver les lois de I'équilibre d'autant de forces
gu'on voudra, P, Q, R, ..., toutes appliquées a un méme point et diri-
géss versdes points donnés.

Nommantp, g, r,... les digances rectilignes entre le point commun
d'application de ces forces e leurs points de tendance, on aura la for-

mule
Pdp+ Qdy+ Rdr ..,

pour la somme des moments de toutes les forces laquele doit ére
nulle dans I'&at d'équilibre.

Soient &, ¥, s les trois coordonnées rectangles du point auquel
toutes les forces sont appliquées; e soient de méme a, b, ¢ les coor-
données rectangles du point auquel tend la force B; £, g, 4 cdles du
point auquel tend la force Q; /, m, n cdles du point auque tend la
force R, e aind des autres, ces coordonnées éant toutes rapportées

XI. 15
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aux mémes axes fixes dans |'espace. On aura évidemment

oWl — el (o =S (5N,
PG = gy G,
r=\{g— - (y=mP+ (s —a),

et laquantité Pdp + Qdg -+ Redr+ ... setransformeraen celle-ci
Xde =Yy fds,

dans laquelle on aura

X = i‘-'-;-f [ "';-"-r()+'£;:--Ir Ra...
y- -.’.';‘!‘.p_,_-i;:f_'iQ_._l__'l_.’E“1 ,
gy _S—¢ s—h a—n

)!.-PP -q-l_!-r ’ﬂ: .

— e , .
~.~.-2 sont égales aux cosinus des angles que la
ligne p, e'est-a-dire la direction de la force P, fait avee les axes des X,
Yy, z, que, de méme, "——Tr £, 3:;'-‘5, i;:_;f sont les cosinus des angles
que la direction de la force Q fait avec les mémes axes; et ainsi de
suite (Sect. I I, art. 7).

§ I. — De I'équilibre d'un corps ou point tiré par plusieurs forces.

2. Cela posé, supposons en premier lieu que le corps ou point
auquel les forces P, Q, R, ... sont appliquées soit entiérement libre;
il n'y aura alors aucune équation de condition entre les coordonnéesor,
y, z, et laquantité Xdx + Ydy+Zdz devra étre nulle indépendam-
ment des valeurs de dx, dy ds (Sect. ||, art. 10); ce qui donnera sur-
le-champ ces trois équations particuliéres

X =01Y =02 =o0
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Ce sont les équations qui renferment les lois de I'équilibre de tant de
forces qu'on voudra, concourantes & un méme point.

3. Si, dans les expressons de X, Y, Z, on fat P=p, Q =y,
R=r, ..., ce qui e permis, puisqu'il et indifférent & quels points
pris dans les directions des forces elles soient supposées tendre, on
aura oes équations

et R—f+w-d .=,
F—bty— gy Ty
Z—fNF—h+zs—n+...=0

d'ou I'on tire, en supposant que le nombre des forces P, Q, R, ...
soit L.,
AL
P

L gam

AT
el
e
et oss expressons de x, Y, z font voir que le point auquel sont appli-
quées les forces es dans le centre de gravité des points auxquels oes
foroes tendent.

De la résulte le tbéoréme de Lebnitz, que, § tant de puissances
qu'on voudra sont en équilibre sur un point e qu'on tire de ce point
des droites qui représentent tant la quantité que la direction de chagque
puissance, le point dont il Sagit sera le centre de gravité de tous les
points auxquels ces lignes seront ter minées.

S donc il n'y a que quatre puissances e qu'on imagine une pyra-
mide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites qui
représentent les puissances, il y aura équilibre entre oes quatre puis-
sances lorsque le point sur lequel elles agissent sera dans le centre de
gravité de la pyramide; car on sait, par la Géométrie, que le centre de
gravité de toute la pyramide es le méme que celui de quatre corps
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égaux qui seraient placés aux quatre coins de la pyramide. Ce dernier
théoréme et d0 & Roberval.

4. Supposons, en second lieu, que le corps ou point sur leguel
agissent les forces P, Q, R, ... ne soit pas tout a fait libre, mais qu'il
soit contraint de se mouvoir sur une surface ou sur une ligne donnée;
on aura alors, entre les coordonnées X, y, s, une ou deux équations
de condition, qui ne seront autre chose que les équations mémes de la
surface ou de la ligne dont il Sagit.

Soit done

L=o
I'équation de la surface sur laquelle le corps ne peut que glisser; on
gjoutera a la somme des moments des forces Xdx +Ydy +Zd3: le
terme adL (Sect. IV, art. 3), et1'on aura, pour |'équation générale de
I'équilibre,
Xdo - Ydy - Zdz-+hdl.-=o,
A étant une quantité indéterminée.

Or, L étant une fonction connue de x,y, z, on aura, par la différen-
tiation,

. oL dl,

dl.= o dr dy =

i d a3

donc, substituant et égalant ensuite séparément a zéro la somme des
termes multipliés par chacune des différences dx, dy, dz, on aura ces
troiséquationsparticulieresdel'équilibre

x+1£&—“ &
N

¥+ o

z +)'d_s_'_':°;

d'ol, chassant |'indéterminée X, on aura ces deux-ci

dL . dL aL oL
YR -X e I X

dr oy =%
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lesquelles renferment, par conséquent, les conditions cherchées de
I'équilibre du corpssur la surface proposée.

5. S I'on appligue maintenant ici lathéorie donnéedansl'article 5
de la Section 1V, on en conclura quela surface doit opposer au corps
une résstance égale a

dLy:  fdLyT saLyE
W@ (5) - &)
et dirigéesuivant la perpendiculairealasurfacequi aurait pour équa-
tion dL = o, c'est-a-dire perpendiculairement a la méme surface sur
laquelle le corps et posg et, commeon a

d aL 7
a;:-_x, 28y, L

h e

il sensuit que la presson du corps sur la surface (pression qui doit
ére égale et directement contraire a la résstance de la surface) sra

surface; ces uniquement a cette condition que se réduisent les deux
équationstrouvées d-dessus pour 1'équilibre du cor ps, comme on peut
sen assurer par la méthode de la composition des forces

6. Au reste, dans le cas d'un seul corps tiré par des puissances
données, on peut trouver encore plus smplement les conditions de
I'équilibre, en substituant immédiatement dans|'équation

Xdx+Ydy+Zdz=o,

alaplace deladifférentielledz, savaleur

tirée de I'équation différentielle de la surface donnée sur laquelle le
corps peut glisser et égalant ensuite séparément a zéro les coefficients
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des différentielles dx et dy qui demeurent indéterminées, suivant la
méthode générale de 'article 10 de la Section | | .
On auraainsi, sur-le-champ, les deux équations

dlL 4.
Cn w7 _
x_"ﬂl!'i_l\._.-_ == 0, Y—ﬂj_r__,u,
ds s

qui reviennent & celles que I'on a trouvées plus haut.

Pareillement, si le corps était assujetti a se mouvoir sur une ligne
de ligure donnée et déterminée par les deux équations différentielles
dy =pdx, dz=qdx, il n'y aurait qu'a substituer ces valeurs de dy
et dz dans Xdx +h Y dy + Z dz = o, et |'on aurait, en divisant par dx,

X+YP+ZQ =0,

pour laconditiondel'équilibre.

Mais, dans tous les cas oul il y aurait plusieurs corps en équilibre,
la méthode des coefficients indéterminés, exposée dans la Section pré-
cédente, aura toujours l'avantage, tant du coté de la facilité que de
celui de la simplicité et de I'uniformité du calcul.

§11. — Dela composition et de la décomposition des forces.
7. L'équation identique
Pdp+Qdg+Rdr+...=Xdx+Ydy+Zdz

trouvée dans I'article 1, montre que le systéme des forces P, Q, H, ...
dirigées suivant les lignesp, g, r, ... est équivalent au systéme des
troisforces X, Y, Z dirigées suivant leslignesx, y, z (Sect. | I, art. 15).
Ainsi les quantités X, Y, Z donnent lesvaleurs des forces P, Q, R; ...,
décomposées suivant les trois coordonnées rectangles X, vy, z et ten-
dantes a diminuer ces coordonnées, comme lesforces P, Q, R, ... sont
upposées tendre & diminuer leslignesp, g, r,_
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8. En général, s des forcesquelconques P, Q, R, ..., dirigées sui-
vant leslignesp, q, r, ..., agisent sur un méme point, on pent tou-
jours réduire toutes ces forces a trois autres dirigées suivant les
lignes&, ¢. %, pourvu que ces trois lignes ne soient pas toutes dans le
méme plan. Car, comme trois lignes placées dans différents plans suf-
fisent pour déterminer la position d'un point quelconque dans|'espace,
on pourratoujoursexprimer lesvaleursdeslignesp, g, r, ... en fonc
tions destrois quantités &, ¢, ¢, e, par lethéoremedel'article 15de
la Section | |, lesforces P, Q, R, ... seront équivalentes (*) aux trois
foroes B, W, ¢ expriméespar lesformules

o A P +Qgg+ﬂ:‘:f .

l’{“I—O—lil:'—-i + ey

o

dp iy
4 _— e}
tb..-ld +Q +“r}q (SR

L
E-bQ

et dirigées suivant les lignes &, 4, 4, ou seulement suivant les dé
ments d%, #§, dp, S qudquesunes de ces lignes &aient circulaires.

Ces formules peuvent étre d'une grande utilité dans plusieurs ooca
sons, et surtout lorsgu'il sagit de trouver lesrésultantesd'uneinfinité
de forces qui agissent sur un méme point, comme I'attraction d'un
corps de figure quelconque.

9. Soit m la mase d'un corps dont chacun des déments dm soit
regardé comme le centre d'une force P proportionnellea dm et a une
fonction f{p} de la distance p; en fajsant_ff (pldp=TF{p), I'dé

ment dm donnera, dans I'expresson de &, leterme ”‘a‘”) dm, dont

I'intégralerdativeatoutelamase m seralerésultat del'attraction de
cette masse, et, comme cette intégration est indépendante de la diffé-

(1) Nous avons remarqué plus haut que ce théoréme est soumis & dos restrictions. La
méme observation sapplique a la conclusion qu'on en déduit ici. Voir une Note de
M. Poinsot alafin du Volume. (J. Bertrand.)
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rentiation relativea &, on pourra donner al'intégrale dont il sagit la

forme %S F(p)dm, de sorte qu'en faisant

SFiprdm =2,
on aura
)3 o ¥
E= V=2, ==,
[ o [

e il ne sagira plus que de substituer au lieu de p, dans la fonc
tion F(p), sa valeur exprimée en fonction des coordonnées qui déter-
minent la postion de chaque particule dm dans I'espace et des coor-
données %, {, ¢ du point attiré, et d'exécuter ensuite séparément
I'intégration relative aux premieres ¢ les différentiations relatives aux
dernieres.
Dansle casde la nature, on a f{ p} = ;j';; done F(p)=— ‘la-. et, par
. dm
conséquent, X =z — S]’a"

Soient a, b, ¢ les coordonnées de chaque particule dm du corps, on
aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par F fonc-
tion dea, b, c,

dm — Tdadb decy
done Tdadbdy
[ S TS

Or, X, y, z &ant les coordonnées du point attiré, on a (art. 1)

plE =ayi iy = b‘r‘#’—"{}—_ﬂ";
donc
Foa b de
=N = s -
Sv‘cr —af+(y— o)+ (s —ef

10. Le cas le plus smple e celui ou le corps attirant est une
sphére. Dans ce cas en faisant T= | & supposant le centre de la
sphére dans I'origine des coordonnées «, ¥, # du point attiré, on a

- m

ST ETrEE
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m éant la solidité de la sphere, qu'on sait ére égalea g-'%". en

prenant a pour le rayon e = pour le rapport de la circonférence au
diamétre.
S ladendtéT était variable dansl'intérieur dela sphére, en la sup-
posant fonction de a, on ferait m = § 4 *h;—“'
On peut encoreavoir lavaleur de 2 lorsque le corps attirant est un
sphéroide eliptique, dont la surface est représentée par |'équation
at B

-A—’+§i+ﬁ=l'

A, B, C éant les demi-axes des trois sections principales, et a, b, cles
coordonnéss rectangles de la surface prises sur les trois axes et ayant
leur origine dans'intersection commune des axes, qui et le centre du
sphéroide. Mais I'expresson générale de cette valeur dépend d'une
formule intégrale assz compliquée et par laquelle il est impossble
d'avoir Z en fonction de x,y, z

Cependant, s I'on suppose que le sphéroide soit peu différent de la
sphére ou que la disiance du point attiré au centre du sphéroide soit
fort grande par rapport & sesaxes, on peut exprimer lavaleur générale
de X par une rie convergente ddlivrée detoute intégration. M. Laplaco
adonné, danssa Théoriedesattractionsdessphéroides ('), unetrésbele
formule par laquelle on peut former successvement tous les termes de
la Srie et qui montre en méme temps que la valeur de %’ m éant la
solidité du sphéraide, ne dépend que des quantitésB?— A%et C? - A?
qui sont les carrés des excentricités des deux sections qui passnt par
le méme demi-axe A.

Jai trouvé gu'en partant do cerésultat e faisant usage du théoréme
quej'ai donné dansles Mémoiresde Berlin de 1792-93 (?), on pouvait

(*) Vair Mécanique célent, t, I'1, Livre 111, Chap, | et IL (J. Bertrand.)
(®) Cuvres de Lagrange, t, V, p. 645.

X1, 16
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construire tout d'un coup la série dont il s'agit, par le seul développe-

ment du radical
r

VEL P S 2hy —acs+ B+ &

suivant les puissances de b et ¢, en ne conservant que les termes qui
contiennent des puissances paires de b et c et transformant chacun de
ces termes, comme Hb3™c?", en

[1.8.5...Cam—n)][1.3.5. .. {an — ) H{B — A" {C' — AT)"
.J"g (zm+ﬂ:¢+3) n

m étant la solidité du sphéroide, qui est exprimée par ix X ABC.

Ainsi, pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les puis-
sances de v et s, on fera

r=yE g,
-
et I'on développera d'abord leradical (#*-- 2by - 263+ b4 7} *
suivant les puissances de y, z, en ne retenant que les puissances
paires, on aura

1 - 3 dtyiyeta o+ Egz L akn Gb'c’,r’s'—i; etat
b ey T I~b“+c')' (P BT+ c')"

L
On développera ensuite les radicaux (£ 4 &*-4¢*} 3, ... suivant les
puissances de b® ,c% et I'on transformera ces puissances en puissances
de B> — A?, C?— A?par la formule donnée ci-dessus. De cette maniére,
si I'on fait, pour plus de simplicité,

Br— At—et, Cl—At=—0,

e et i étant les excentricités des deux ellipses formées par les sections
qui passent par les demi-axes A, B et A, C, on aura pour 2 une expres-
sion en série de cette forme

—miB+ T+ Vo X - Yor'a'+ 2at .},
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dans laquelle
E= 0 gi{et+ )61
=rTa5e 85,7
_ 3¢t pet+3a0
T"a,&r'—"'—"&‘-;r‘ -y
L o+ 3P
V= 2. r‘__fr.";rT T
_ae
& *
Gt #
Y:W 1
g
L=gp

On n'a poussé I'approximation que jusqu'aux quatriémes dimensions
deeetdei; masil et facile de la porter aussi loin qu'on voudra.

Si le sphéroide était composé de couches elliptiques de différentes
densités, alors, en faisant varier dans I'expression de £ les quantités,A,

B, C et par conséquent aussi e et i, on aurait Sras pour lavaleur de £
relative a ce sphéroide.

Ayant ainsi lavaleur de & en fonction des coordonnées rectangles &,
y, z du point attiré, on aura immédiatement, par la diflerentiation,
0% 9% 02
dz dy ds
du sphéroide.

Et si, au lieu des coordonnées x, y et z, on prend le rayon r avec
deux angles w et v tels que I'on ait

les forces suivant ces coordonnées, dues a I'attraction totale

F=reoap, ¥ =rsinpgsinyg, 5= rainpcosy,

on aura l'attraction du sphéroide décomposée, dans le sens du rayon r
qui joint le point attiré et le centre du sphéroide, perpendicul airement
a ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe A, et perpendicu-
lairement au méme rayon dans un plan parallée a celui qui pase par
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les demi-axesB et C, par lestroisdifférentiellespartielles
ox g _x 0%
o L rsing v
Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de la figure de la
Terre.

CHAPITRE I | .

DE L'EQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUEES A UN SYSTEME DR CORPS, CONSIDERES
COMME DES POINTS ET LIES ENTRE EUX PAR DES FILS OU PAR DES VERGES.

11. Quelles que soient les forces qui agissent sur chaque corps,
nous avons vu d-dessus (art. 7) comment on peut toujours les réduire
atrois, X, Y, Z, dirigées suivant les trois coordonnées rectangles oc,
Yy, Z du méme corps et tendantes a diminuer ces coordonnées.
gue toutes les forces extérieures qui agissent sur un méme point soient
réduitesacestrois, X, Y, Z. Ains la somme des moments de ces foroes
sraexprimée, en général, par laformule

par consdquent, la somme totale des moments de toutes les forces du
sygéme sra exprimée par la somme d'autant de formules semblables
qu'il y aura de corps ou points mobiles, en marquant par un, deux,
trois, ... traitslesquantités qui se rapportent aux différents corps que
nous hommerons premier, deuxieme, troiseme,....

De cette maniére, on aura donc, pour la somme des moments des
forces qui agissent sur troisou sur un plus grand nombre de corps, la
quantité

X'de' Yy + Uds' + X' de" -+ Y dy' 70 d7
+ X Yy 2

e il ne sagira plus que de chercher les équations de condition
L=o0M=0NS=0 ..,

résultantesdelanaturedu probléme.
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Ayant L, M, N, ... ou seulement leurs différentielles en fonctions
de x', y', Z, X\ ... et prenant des coefficients indéterminé W, .
vV ... on ajoutera a la quantité précédente les termes

L+ oM+ vdX ...,

et I'on égalera ensuite séparément a zéro les membres affectés de cha-
cune des différences da’, dy', d3', do”, ... (Sect. 1V, art.5).

§ |. — De I'équilibre de trois ou plusieurs corps attachés a un fil
inextensible ou extensible et susceptible de contraction.

12. Considérons premiérement trois corps attachés fixement a un fil
inextensible; les conditions du probléme sont que les distances entre
le premier et le deuxieme corps, et entre le deuxiéme et le troisiéme,
soient invariables, ces distances étant les longueurs des portions de fil
inter ceptées entre les corps.

Nommantf la premiére de ces distances et g la seconde, on aura
d&f=un, dy=—o0,

pour les équations de condition; donc
L= df, dM = dg,

X'de' + Y'dy + Tds' 4+ X' de’ + Y dy'+ 2 ds’

et |'équati
- X Y - 2 - L df - pdgp =

Or il est Visil fo {a"— 2+ (" — 7 F+ (¥ — ¥T,
F=Wa"—F P+ -+ (=W

df =

(=" — ) (dz" — d’) + (¥ — PV (dy" — dy') + (2" — ') {d3" — ')
L f 1

iy =

(" — 2" de" — da"} + (" — )} (dyT— dp’) + (5" — ") (ds" — 5",
z »
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ces valeurs étant substituées, on aura les neuf équations suivantes
pour les conditions de I'équilibre du fil
!

X —3i " =ao,

J

Y _.)".,::.I:zo,

S

Y+

A c
il  _pio®

7
x"+§-‘l'r ;:'r—zo,
L s
Y+ p 7 - =1y
0
Tl

-
B

et il n'y aura plus qu'a éliminer de ces équations les deux inconnues
e i; ce qui peut se faire de pluseurs maniéres, leqqueles fourniront
auss des éguations différentes, ou présntées différemment, pour
I'équilibre des trois corps attachés au fil : nous choisrons cdle qui
paraitra la plussmple.

On voit d'abord que, s I'on ajoute respectivement lestroispremieres
éguations aux trois suivantes e aux trois derniéres, on obtient oes
trois-ci, délivrées des inconnues et i,

Xa+X"-r X" =0,

YY"+ ¥ =0,

AR A
lequelles montrent que la somme de toutes les forces paralldes a
chacun des trois axes des coordonnées doit ére nulle, e ne sont
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qu'un cas particulier des équations générales trouvées dans la S
tionlI1,81I.

Il ne rese donc plus qu'a trouver quatre autres équations, pour
cela, faisant abstraction des trois premieres, j'ajoute respectivement
les trois du milieu aux troisdernieres; j'ai celesci, ol ne se trouve
plus,

»— g

X+ XT AT =,

¥*or Y'—}—il;—zo.

rAl +Z'+J\' : L =o,

et qui, par I'@imination de 4., donnent les deux suivantes :

T .__7.,_@, (X*+X")=o0,

e .i;.(x'-l-x~)=u.

Enfin, consdérant sparément les trois derniéres éguations qui con-
tiennent . seul et dliminant p, on aura oss deux autresci

e

-

Fad —?—K =uo.

Ces sept équations (') renferment les conditions nécessaires pour
I'équilibre des trois corps et, éant jointes aux équations de condition
fet g égales a des quantités données suffisent pour déterminer la
position de chacun d'eux dans |'egpace.

O et apeine besoin de faire observer que ces sept équiations sont, on quelgue sorio,
évidentes a priori, et qu'on pourrait les écrire sans recourir au principe des vitesses vir-
tuelles. Mas le but de Lagrange n'est pes de traiter chegue question pamcullere de la
maniérela plus smple il veut seulement montrer comment on peut se dispenser d'un rai-
onnement spécid a chegue cas, et réduire la Statique a un Smple mécanisme de calcul.
Lagrange, du reste, n'ajamais dit ni prétondu dire qu'il f(it convenable d'aborder ainsi
I'étude de la Mécanique. (J. Bertrand.)
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13. Si le fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre
corps, tirésrespectivement par lesforcesX',Y"', Z*; X",Y",Z"; X", ...,
suivant les directions des trois axes des coordonnées rectangles, on
trouverait, par des procédés semblables qu'il me parait inutile de
répéter, les neuf éguations suivantes pour |'équilibre de ces quatre
corps :

X +X +X"+Xrr=p,
Y +¥%¥ +Y" Y=o,
AR Y AR ALY

—

Y X+ YT— l,——,-, X+ X"+ X"z,
oL -l

Aot e — ;‘:—;, (X" X%+ X = o,

¥ oo Y LT (X X =0
o g Xy=o,

P
AR AL ;;-:.—-_—r, (X" +X")=0,

Yee _‘,“_—'_}: Xr—o,

T
. 5" —z"
LA e T—— Xr=r g,

11 est facile maintenant d'étendre cette solution & tel nombre de
corps qu'on voudra, et méme au cas de la funiculaire ou chainetle;
mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée
dans le § Il de la Section précédente.

11. On aurait une solution plus simple a quelques égards, si I'on
introduisait d'abord dansle calcul I'invariabilité des distancesf, g.. ...

Ainsi, en se bornant au cas de trois corps et nommant ¢, ¢ les
angles que les lignesf, g font avec le plan desz, y, et g, §* les angles
que les projections de ces lignes sur le méme plan font avec I'axe des
X, on aura

It ' = feosp cond, ¥ —y = fuing copy, 3 — 8 = fsing,
Bt geospieosd,  —a'=gaing'eoad’, I — "= gaind.
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Substituant les valeurs de z”, ¥*, 3", =", ¥", 3" tirées de ces équations
dans la formule générale de I'équilibre de trois corps

Xde' +Vdy -+ UVds' + X' de’ +Vdy' +27ds"
+ X do + Yy + 2 edz* = 0,

en faisant varier smplement les quantités &?, y, 7, ¢. ¢, ¥, ¢/, dont
les variations demeurent indéterminées, et égalant séparément a zéro
les quantités multipliées par chacune de ces variations, on aura les
Sept équations XXt X7 o,

Y+¥ +¥' =0,

T+ +I" =0,

(X X®)yajng — (¥ + V") eosg =0,
X'slng'— Y"cosp' =0,
(X" + X" coggpeing + (¥ + V*)uing sing — (2" + I"jcosy =0,
X"cosg sind' + Y sing' sing’ — Z¥ cosd' =0,

dont les cing premiéres coincident immédiatement avec cdles qu'on a
trouvées dans I'article 12 par I'éimination des indéterminées & et a,
et dont les deux derniéres sy réduisent facilement, en éliminant les
Y",Y" par le moyen de la quatriéme e de la cinquiéme.

Mais, S de cette maniére on parvient plusdirectement aux équations
finales, ces qu'on a employé une transformation préliminaire des
variables, laquelle renferme les équations de condition; au lieu qu'en
employant immédiatement les équations avec des coefficients indéter-
minés, comme dans |'article 12, la solution du probléme es réduite a
un pur mécanisme de calcul. De plus, on a, par ces coefficients, la
valeur des forces que les vergesfet g doivent soutenir par leur réss
tance a sallonger, comme on le verra ci-aprés.

15. S I'on voulait que le premier corps fat fixe. alors les diffé-
rences dx', dy', dz seraient nulles et les termea affectés de oes diffé-
XI. 17
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rences dispar aitraient d'eux-mémesdans|'équation généralede ' équi-
libre. Aing lestrois équationsdel'article 12, savoir

-~ o LEE] af_ ot
X2 =, Y*—ALT’L=0, r-aiZf=,,

n'auraient point lieu; donc les équations
XN+ Xr4-X'=0o, Y4+ Y4+ T"=q P+ &+I:0

n‘auraient paslieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les
mémes. Ce cas est, comme I'on voit, celui ou le fil serait attaché
fixement par une de s extrémités.

Et, s lefil éait attaché par s deux extr émités, alorson aurait non
sulement da’ =0, dy'=0, d'=0, Mas aUS dx"=o, dy"=u,
®'= 0, & lestermes affectés de ces sx différences dans I'équation
généraledel'équilibredisparaitraient et feraient, par consdquent, dis-
paraitre auss les six équations particuliéres qui en dépendent.

En général, s les deux extrémités du fil n'éaient pas tout a fait
libres, mais qu'eles fussent attachées a des points mobiles suivant
une loi donnég, cette loi, exprimée analytiquement, donnerait une ou
plusieurs équations entreles différences dx', dy', dZ, qui serapportent
au premier corps, et lesdifférencesdx'', dy" ', dz" , qui serapportent au
dernier; et il faudrait ajouter ces équations, multipliées chacune par
un nouveau coefficient indéterminé, a I'équation générale de I'équi-
libre trouvée plus haut; ou bien on substituerait dans cette équation
générale la valeur d'une ou de plusieurs de ces différences tirée des
équations dont il sagit, et I'on égalerait ensuite a zé&ro le coeffi-
cient de chacune de cdles qui restent, ains qu'on I'a fait d-dessus
(art. 14). Comme cdla n'a aucunedifficulté, nous nenousy arréterons
pas

16. Pour connaitre les forces qui proviennent de la réaction du fil
aur les différents corps, il n'y aura qu'a faire usage de la méhode
donnée pour cet objet dans la Section précédente (art. 5).
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On consdérera donc que I'on a, dans le cas présent,

dl, =df == = —.r](d'.z" dx’)"‘(’; ?’)("Y"—df)-"(‘ — ')(dﬂ’v—dé')

b —dg =20 (dz—do") + (¥ —, r‘);dy"—a')"] o+ (= M) (s — ")

Donc :
1° On aura, par rapport au premier corps dont les coordonnées sont
X, Y,z

8L - . aL _ vy L &,

L A Y AR Y
dL dl) VTP G T
V- ; -

Ains le premier corpsrecevra par |'action des autres une force égale
ax e dont ladirection sera perpendiculaire a la surface représentée
par I'équation dL = df=o, en y faisant varier smplement X', y', Z;
or il et visble que cette surface n'est autre chose qu'une sphére dont
le rayon et f et dont le centre répond aux coordonnées &%, ¥". =*; par
conséquent, la force & sera dirigée suivant ce méme rayon, c'est-a-dire
le long du fil qui joint le premier et le sscond corps.

2° On aura de méme, par rapport au second corps dont les coordon-
néssont &%, ¥, 3

Ao ML_poy d =y
Y S T ] 3 5!
donc

\/(:'la:')"" (gy")'+ %)': yir— oy (.?"f—_v')'+ =7y _,

d'ol il sensuit que le ssoond corps recevra auss une force & dirigée
perpendiculairement a la surface dont I'équation et dL = df =0, en
faisant varier x",y, Z'; cette surface est de nouveau une sphére dont
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lerayon estf, mais dont le centre répondra aux coordonnées X', y', 2

du premier corps, par conséquent, la force & qui agit sur le ssoond

corps sgra auss dirigée suivant le fil/qui joint ce corps au premier.
3° On auraencore, par rapport au sscond corps,

¥ " n
V() ()=

De sorte que le second corps sra pousse de plus par une force égale
a, dont ladirection sera per pendiculaire a la surface représentée par
I'équation dg=o0, en faisant varier X", y", Z'; cette surface n'éant
autre choe qu'une sphere dont le rayon et g, il Sensuit que la direc-
tion dela force u sra suivant ce rayon, c'est-a-dire suivant le fil qui
joint le deuxiéme corps au troiséme.

On fera le méme raisonnement par rapport aux autrescorpset I'on
en tirera des condusions semblables.

17. Il eg évident que la force % produite dans le premier corps
suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force
égale a *, mais directement contraire, qui agit sur le deuxieme corps
suivant la direction du méme fil, ne peuvent ére que les forces qui
résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, c'et-a-dire de la
tenson que souffre la portion du fil interceptée entrele premier e le
deuxiéme corps, de sorte que le coefficient 2 exprimeralaquantitéde
cette tenson. De méme le coefficient 1 exprimera la tension de la por-
tion du fil interceptée entre le deuxiéme et le troiséme corps, et aing
de suite,

Au reste, on a uppo tacitement, dans la solution du probléme
dont il sagit, que chaque portion du fil était non seulement inexten-
sible, mais auss raide, en sorte qu'ele conservait toujours la méme
Jongueur; par consfquent, les forces &, @, ... n'exprimeront lesten-
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sons qu'autant qu'elles seront positives et tendront a rapprocher les
corps;, mais, s dles éaient négatives et tendaient a leséloigner I'un
de l'autre, alors dles exprimeraient plutét les résistances que le fil
doit opposr au corps par le moyen de sa raideur ou incompress-
bilité.

18. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer et pour
donner en méme temps une nouvelle application de nos méhodes,
nous supposerons que le fil auquel les corps sont attachés soit das
tique dans le sns de sa longueur e susceptible d'extenson & de
contraction, et que F, G, ... soient lesforces de contraction des por-
tions du filf, g,... interceptées entre le premier et le deuxiéme corps,
entreledeuxiemeet letroisieme, ....

Il es clair, par cequ'on adit dansl'article9 (') dela Section | |,
que lesforcesF, G, ... donneront lesmomentsFdf + G dg +....

Il faudra donc ajouter ces momentsa ceux qui viennent de I'action
des forces étrangéres, e que nous avons vus plus haut (art. 11) é&re
représentés par la formule

Xtds' + Y dy -+ ' ds’ + X" ds” 4 Y dy” -+ I d="
=X de" - Yy - 2 L,

pour avoir la somme totale des moments du systéme; et, comme il n'y
a, d'ailleurs, aucune condition particulierearemplir relativement a
la disposition des corps, on aura I'équation généraledel'équilibre en
égalant smplement azéro la somme dont il Sagit; cette équation sera
donc
Xido'+ Yy + 1 da + X do'+ Y dy' + If ds”
+ X+ Y Ay - B ", Fdf+ Gdg +... =0

Subgtituant les valeurs de df, dg, ... trouvées ci-dessus (art. 12)

(1) H vaut mieux renvoyer, pour |'évaluation de ces moments, al'article 4 de la Sec-
tion 11; ony trouverala démondration du résultat indiqué ici. Quant al'article 9, nous
avons fait remarquer qu'il suppose I'emploi dune locution détournée .qui n'est pes sans
inconvénients. (J. Bertrand.)
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e égalant a z&o la somme des termes affectés de chacune des diffé
rences dx', dy', ..., on aura les éguations suivantes pour |'équilibre
du fil dansle cas dont il Sagit

x*—F—""‘,—'-.—o,
] 1}

Y'-——F'—}L-—}---Z =g,
* o f

# -—Fi.j...‘ =,

lesquelles sont analogues a celles du méme article pour le cas ou le fil
e inextengble e donnent, par la comparaison, A=F, p =G, ....

D'ou I'on voit que les quantités F, G, ... (), qui expriment ici les
forces desfils supposis élastiques, sont les mémes que celles que nous
avons trouvées d-dessus (art. 16), pour exprimer les forces des mémes
filsdans la suppostion qu'ils soient inextensibles.

49. Reprenons encore le cas d'un fil inextensible chargé de trois
corps, mais supposons en méme temps que le corps du milieu puise

(M) 1 et évident, apriori, quil doit en ére ainsi; et, s Lagrange Sest abstenu de le
faire remarquer, ceest pour la raison indiquée plus hatt (art. 12). On comprend, en effet,
quunefais|'équilibre &abli, lefil ayant prisune certaine longueur qui nevarie plus, peu
importe que celte longueur soit ou ne soit pes assjettie a demeurer eondante.

(J. Bertrand.)
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couler lelong du fil; dans ce cas, la condition du probléme sera que la
somme des distances entre le premier e le deuxiéme corpset entre
le deuxieéme et le troiséme, soit constante; ainsi, nommant, comme
cd-desus fet g coesdisances, on aura f+ g=cond. et, par con$®
quent, gf +dg = o.

On multipliera donc la quantité différentielle df+ dg par un coeffi-
cient indétermir ¥, & on I'ajoutera ala somme des moments des dif-
férentes forces qu'on uppose agir sur les corps, ce qui donnera cette
équation généraledel'équilibre

X'de' Yy + Zas' -+ X"+ Yely' 4 B
+ X" dz®+ Y* dy” - I ez A[df - dg) == 0;

d'oll (en substituant les valeurs de df et dg et égalant a zéro la somme
des termes affectés de chacune des différences dx’, dy', ...) on tirera
les équations suivantes pour 1'équilibre du fil

o

X =,
y mf—;n’izo,
7 J.“';"zo.
X ;‘(“"_;f" _ “f_:;_.f') =q,
Y,+;(£;I_Z:;f)=o,
2 +1(3 ;”'_E:;.if);o,
x‘+lf-—_—£=c,
RS N
Z¥ 4372 ;’ =0,

dans lesqudlesil n'y aura plus qu'a éliminer I'inconnue .
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On voit par la comment il faudrait Sy prendre, sil y avait un plus
grand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement au fil e
dont les autres y pussent couler librement.

§1|.—Del'équilibredetroisou plusieurscorpsattachésauneverge
inflexible et raide.

20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une
verge inflexible, en sorte qu'ils soient obligés de garder toujours entre
eux les mémes distances; il faudra, dans ce cas, que I'on ait non seu-
lement df = © et dg == o, mais que la différentielle de la distance entre
le premier et le troiséme corps, que nous désgnerons par h, soit auss
nulle; par conséquent, en prenant trois coefficients indéterminés, .
M, Vv, On aura cette équation générale de I'équilibre

X' da' + Yy 8 da! -+ X" de” + Y dy’ + 2 st
- XA YOyt B hdf 4 pdg v dh =0,

Les valeurs de dfet dg ont é&é d§a données ci-dessus a I'égard de
cdlededh, il et clair qu'on aura

PO e e ¢ ey

€t, par cons&quent,

dh < (&= ) (de" — da’) +(_y"—y")h(df— dy') + (2~ =) (5" — g’}

Faisant ces substitutions et égalant a z&o la somme des termes affectés
de chacune des différences dx', dy', ..., on aura oss neuf équations
particulieres

r—z  F—a

x'-—?«—-—?——v A =g,
vy ¥ y—-v#:o,
z -—li—:i -—-v"'*" =u,
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_ I— x' -
I LT TR o
X'+ ; o o,

g
T3 7 =

d'ou il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées A, i, v, en
worte qu'il ne resera que Sx équations pour les conditions de I'é-
quilibre.

21. D'abord il e clair, par la forme méme de ces équations, qu'en
ajoutant respectivement les trois premiéres aux trois suivantes et en-
suite aux trois derniéres, on obtient sur-lechamp ces trois équations,

ddlivrées de &, g, v,
X'+ X"4-X =0,

Y+ ¥+ Y=o,
Z+I'+ " =e

Rien n'eg plus facile que de trouver encore trois autres éguations
par I'éimination de &, g, v; mais, pour y parvenir de la maniere la
plus smple e la plus générale, je commence par déduire des équa-
tions de I'article précédent oss neuf transformées

Xy W LEEL PR,
g o) B _,"L”’ —v ir—-—-;‘———"' —=F

SRR ISR F sl AL AN il 4.2
Y& -2y -3 7 v =

Oy

XI. 18
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T S I | L g
X";-'—Y’.s"+‘;\-"'r f.r_r _F_v g.r_) =0,
o — ' g — x's"
X't =8+ A — =—o,
s # I'4 ’
-l ¥ b 13 -
Vg e gy B b sl b S
¥ 7 I3 2 "
L. L
Xy YT -""”; Yy TEE
P SR L
X" — Z'..v’—kpf'—:c, FE 4 EE 22 =0,
3 ]
IV R g L S ]
Y,;._z,].+}l-,ﬂg,vs AN ol

lesquelles étant, comme I'on voit, analogues aux équations primitives,
donneront de la méme maniére, par la smple addition, ces troisci :

xrjr — ‘I‘FJ‘.F -+ x_’lrl_ Yf.!:*_'_ x'f_ Y"t*: o,
X3 it Xfsf— 2 4 X" — fme¥ o,
VI — By + Y3 — B+ VR T =0

Les trois équations trouvées d-dessus montrent que la somme des
forces paralléles a chacun des trois axes des coordonnées doit ére
nulle; les trois que nous venons de trouver renferment le principe
connu des moments (en entendant par moment le produit de la puis
sance par In bras de levier), par leque il faut que la somme des
moments de toutes les forces pour faire tourner le syséme autour
de chacun des trois axes, soit auss nulle. Ains ces six équations ne
ont que des cas particuliers des équations générales données dans la
Sedtion 11, 88 | et II.

22. S le premier corps était fixe, alors les différencesdx’, dy’, dz’
seraient nulles, et les trois premiéres des neuf équations de I'article 20
n'existeraient pas; il n'y aurait donc alors que sx équations, qui, par
I'élimination des trois inconnues , ., ¥, seréduiraient a trois.

Pour arriver a ces trois équations, on peut sy prendre d'une ma-
niere analogue a celle dont on sest servi pour trouver les trois der-
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niéres éguations de I'article précédent, pourvu qu'on ait soin de faire
en rte que les trandformées ne renferment point les indéterminées
A et v qui entrent dans les troispremiéres dont il faut maintenant
faire abstraction; or cest ce que I'on obtiendra par ces combinaisons

X =y )= W ) — p SO ENET ) e = N ),

X ) — B — ) —p (='—z’)(x'--r’lg Gl ] Cabuk 2
V()2 —p -s')(f—:");(f—,g)_(_a_'_-f CAI
XMy — Yot — ) FY H!f_'f.{.); (C it 1 ¥ ook 4 Y
X7 — ) L — ) p (:'*s')(x'—r');(mhx’)f:’— M)
¥R (7 ) 2O ) {a"— :')Lr"u,r');(.r'—_r')( -y o

et, § I'on gjoute maintenant les trois premiéres de ces transformées
aux trois derniéres, on aura sur-lechamp oss troisci

X — ) — Yt — )+ X P — I =Y (2" — ') =0,
X — o) =B (e — ) - XM — 3 ) B (" ) =0,
\"(:'_—s')—i.'.' (J,l_yf) 4+ Yl(sj' _‘sr)_zn(‘?,r_:i) =g,

lesquelles auront toujours lieu, quel que soit I'éat du premier corps
puisqu'dles sont indépendantes des équations relatives a ce corps
Ces équations renferment, comme I'on voit, le méme principe des
moments, mais par rapport a des axes qui passeraient par le premier
corps.

23. Supposons qu'il y ait un quatrieme corps attaché a la méme
verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient =%, 3+,
3’ e les forces parallées & ces coordonnées X, Y, Zv,

Il faudra donc ajouter a la somme des moments des forces la quan-
tité

X g o Y dpt g I
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ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer
constantes, on aura, par les conditions du probléeme, non seulement
df—<o, dg=o, dh = o, comme dans le cas précédent, mais aussi
dl=o0, dm:=o0, dn =0, en nommant |, m, n les distances du qua-
triéme corps aux trois précédents. Ainsi |'éguation générale de I'équi-
libre sera, dans ce cas,
AT W N AT S A AR L P A P
+ N Yy o BT - XA Yl BTl
hedf +pdr +vdh +mdl - pdm - adm=1.

Les valeurs de df, dg, dh sont les mémes que ci-dessus; quant a
celles de dl, dm, dn, il est visible qu'on aura

I Z‘j(‘ru_ _,,JJ:_.’_(J,um_),:}nq_(;-u_ ,..‘)'

= S P T P (= TR
# == = P G =,

et, par conséquent,

o= M A ) i (3 Y ),

o — Em Y — ) o (p— )(a‘r"—-dy’)+(;"—a“)(ds“—d )

(.1“ r') (rfr™ e o™y + iy~ v'} {dy™ — d;r'} +{ar—2" [} (t{s" — nf"}
"

dn

Faisant ces substitutions et égalant a zéro la somme des ter mes affectés
de chacune des différences dx', dy', ..., on trouvera douze équations
particulieres, dont les neuf premiéres seront les mémes que celles de
I'article 20, en ajoutant respectivement & leurs premiers membres les
guantités suivantes

vz
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et dont les trois derniéres seront

Xrrw T¥— zr— 2" -z

=0
7 il S ~aai Y !
. vl‘___ ' T, el 1T ¥
¥ gy ‘.?’_ +P.?'. LA sl 4 =a,
m "
FL—— v ot FrL
FARE R ) —— — —S- =z,
I A

24. Comme il y a en tout douze équations et qu'il y a six indéter-
minées, A, i, v, @, p, o, & éliminer, il ne restera, pour les conditions
de I'équilibre, que sx éguations finales, comme dans le cas de trois
corps, et I'on trouvera, par une méhode semblable a celle de I'ar-
ticle 21, oes Sx équations, analogues a cdles de cet article,

XX+ X4+ X"=o,

Y+ ¥V +¥ Y=o,

UV+I I +Iv =0
XY+ Xy — T+ X"y — Y "+ N — Y vz o,
N X — P X -2+ X s T g,
Yo' By 4+ Y=l Y=y Yy,

Au lieu des trois derniéres, on pourra auss subgtituer les trois sui-
vantes, qu'on trouvera par la méhode de I'article 22, et qui, éant
indépendantes des équations relatives au premier corps, ont |'avan-
tage d'avair toujours lieu, quel que soit I'éat de ce corps :

Xy =y =Y =)+ X (P =) =T (=¥ — ')
+x"(f'-—-y')—f“(3"—-—- E'):‘-O,
X = )= 2 )+ X ') T7 (T — 1)
B SIELEEF B Ty AN E SR S T
V(=) - T ) AV ) 2 (" — )
+Ylt(‘|r__sl}“'_m¢(y.,_y,1 =0

25. On voit maintenant comment il faudrait sy prendre pour
trouver les conditions de I'équilibre d'un nombre queconque de
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corps attachés a une verge ou a un levier inflexible. En général, il
e visble que, pour que la position respective des corps demeure la
méme, il suffit que les digances des trois premiers corps entre eux
soient condantes e que les distances de chacun des autres corps a
ces troisci le soient auss, puisgue la position d'un point quelconque
est toujours déterminée par les distances de ce point a trois points
donnés, On fera donc, pour chaqué nouveau corps qu'on ajoutera au
levier, les mémes raisonnements e les mémes opérations qu'on a
faites dans I'article 23 relativement au quatriéme corps, e chacun
d'eux fournira trois nouveles équations particuliéres avec trois nou-
velles indéterminées a éliminer; en sorte que les équations finales
seront toujours en méme nombre que dans le cas de trois corps et
dles sront de la méme forme que celles que nous venons de trouver
dans|'article précédent.

Au reste, il eg visible que ces équations rentrent dans cdlles que
nous avons trouvées en général, pour I'équilibre d'un syséme libre
guelconque, danslesarticles3 et 9dela Section | | | . En effet, puisque,
a cause del'inflexibilité de la verge, les disances des corps entre eux
ont inaltérables, il sSensuit que I'équilibre doit avoir lieu s les mou-
vementsdetrandation et derotation sont détruits: on aurait donc pu,
par cette saule considération, résoudre le probléme précédent d'aprées
les formules des articles cités; mais nous avons cru qu'il n'éait pas
inutile d'en donner une solution directe et tirée des conditions parti-
culiéres de la question.

811 1.—Del'équilibredetroisou plusieurscorpsattaches
a une verge a ressort.

26. Conddérons de nouveau le cas de trois corps joints par une
verge, e supposons de plus que la verge soit dagtique dans le point
ou et le ssoond corps, en sorte que les distances de celui-ci au pre-
mier et au dernier soient congtantes, mais que L'ange formé par les
lignes de ces digances soit variable, et que I'effet de I'éasticité con-
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sge a augmenter cet angle et, par conséquent, a diminuer |'angle
extérieur formé par un des cités et par le prolongement de I'autre.

Nommons E la force de I'éasticité (‘) et e l'angle extérieur qu'elle
tend a diminuer; le moment de cette force sera exprimé par Ede
(Sect. 11, art. 9), de sorte que la somme des moments de toutes les
forces du syséme sxa

Xde' + Y dy + F ds’ o+ X e + Y dy™+ T s
+ X" de" + Yy + Z"ils® + Ede.

Or les conditions du probléme sont les mémes ici que dans I'ar-
ticle 12, cet-a-dire df=0 et dg=o. Donc on aura cette équation
générale de I'équilibre

Nda'+Ydy'+ Zds + X da'+ Y dy' + I ds”
+ X" de” - Y Ay b Bl + Ede + ddf - pedy = o;

e il ne sagira que dy subgtituer les valeursde de, df, dg; cdles de df
et dg sont les mémes que dans I'article cité.

Pour trouver lavaleur dede, on remarqueraqu'en nommant, comme
dans I'article 20, h la digtance rectiligrle entre le premier corps et le
troiséme, dans le triangle dont les trois cités sont f, g, h, l'angle
oppost au cité h es 180° — € en sorte que, par le théoreme connu,
on aura P gt

+ g*— it
— S == --———-—’jg ;
d'ot I'on tirera par la diflerentiation la valeur de de; et comme, par
les conditions du probléme, on a

df=o e dg=o,

(*) Lemot forceest ici détourné de sasignification habiluolle. Lagrango regarde comme
évident que, I'ensemble des forces qui sont produites per I'élasticité ayant une somme de
momonts égde az&ro lorsque I'angle e est invariable, cotte somme pedtt étre consdérée, en
générd, comme proportionnelleade, et il lareprésente dors par Ede, fi nexprimant une
force que s I'on adopte la convention del'article 9, Section | | . Voir laNote relative acet
article. (J. Bertrand,)
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il suffira de fairevarier e e h, ce qui donnera

Rieth
de= Grdme’
cette valeur éant substituée dans I'équation précédente, il et facile de
voir qu'éelle deviendra de la méme forme que I'équation générale
de I'équilibre dans le cas de I'article 20, en supposant dans celle-ci
yoz - f_:éi'r:_c3 par conséquent, les équations particuliéres seront en-
core les mémes dans les deux cas, avec cette seule différence que, dans
celui de l'article cité, la quantité v est indéterminée e doit, par con-
Sguent, &re diminée, au lieu que, dans le cas présent, cette quantité
est toute connue (') et qu'il 'y a que les deux indéterminées &, w a
éliminer; en sorte qu'il doit rester une équation finale de plus que
dans le cas cité, ced-a-dire sept éguations finales au lieu de six. Or,
comme, soit que la quantité v soit connue ou non, rien n‘empéche de
I'éliminer avec les deux autres &, i, il est clair qu'on aura auss, dans
le cas présent, les mémes équations qu'on a trouvées dans les arti-
des21 et 22; e, pour trouver la septieme équation, il n'y auraqu'a éli-
miner A dans les trois premieres, ou g dansles trois derniéres des neuf
éguations particulieres de I'article 20, et substituer pour v sa valeur
EA

T Frsme

27. Au redte, S dans la valeur de de on n'avait pas voulu supposer
dfet dg nuls, on aurait eu une expresson de cette forme

Mﬁdfa

de=— Freine + Adf+ Ndg,

A e B éant des fonctions de f, g, h, sine; alors les trois termes
Bde + Ldf + poly
(*) 1l faudrait, pour quevfit consdéré comme quantité connue, que E et e le fussent

oux-mémes, or il n'en e pes aind : E est une fonction inconnue de e et ne pardit pes
susoeptible d'une détermination directe. (J. Bertrand.)
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de I'équation générale seraient devenus

~7x 'medk+{&l + k) df + (BB -+ p)dg.
Mais * et @ éant deux quantités indéterminées, il et visble qu'on
peut mettre a leur place® — B4, g — EB, moyennant quai la quantité
dont il sagit deviendra

- ;s:udn-;-mdf+ wdg,
comme s fetg n'‘eussent point varié dans I'expresson de de.

S plusieurs corps éaient joints ensemble par des verges éagtiques,
on trouverait de la méme maniére les équations nécessaires pour |'équi-
libre de oss corps; et, eh général, notre méhode donnera toujours,
avec la méme facilité, les conditions de I'équilibre d'un syséme de
corps liés entre eux d'une maniére quelconque & animés de telles
forces extérieures qu'on voudra. La marche du calcul e, comme I'on
voait, toujours uniforme, ce qu'on doit regarder comme un des princi-
paux avantages de cette méhode.

CHAPITRE 111,

DR L'EQUILIBRE D'UN FIL DONT TOUS LES POINTS SONT TIRES PAR DES FORCES QUELCONQUES,
ET QUI EST SUPPOSE PLBXIBLE , OU INFLEXIBLE, OU ELASTIQUE, ET EN MEME TEMPS
EXTENSIBLE OU NON.

28. Cet ici le lieu d'employer la méhode que nous avons exposée
dansle § 1l dela Section I'V.

Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes les
forces extérieures qui agissent sur chague point du fil soient réduitesa
trois, X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, s de
ce point. Ainsi, en nommant dm I'éément du fil, lequel es propor-
tionnel a I'éément ds de la courbe multiplié par I'épaisseur du fil, on
aura, pour la somme des moments de toutes ces forces relativement

XI. 9
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alalongueur totaledu fil, cette formule intégrale (Sect. 1V, art. 12)

S{Xdo + Yy -+ Zds) dm;

et, comme la quantité X&x+ Y 8y +Z8s n'et quune transformée
de Pdp + Qdy +Rdr+... (art. 1), s lesforces P, Q, R, ... sont
telles que cette quantité soit intégrable, en nommant |1 son intégrale,
on aura, comme dans |'article 25 de la Section |V,

Xdr+ Yy + Adz =4I,

et la somme des moments sera exprimée par- § 811 dm.

§ |. — De I'équilibre d'un fil flexible et inextensible.

29. Considérons d'abord le cas d'un fil parfaitement flexible et inex-
tensible; I'élément ds de la courbe de ce fil étant exprimé par

V£ d ke,

il faudra, par lacondition de I'inextensibilité, que ds soit une quantité
invariable et qu'ainsi I'on ait, par rapport a chaque éément du fil,
cette équation de condition indéfinie 8 ds = o. Multipliant donc =0
par une quantité indéterminée & et prenant I'intégrale totale, on aura

S$1dds; et, si I'on n'a point d'autre équation de condition, on aura
I'équation générale de I'équilibre en égalant a zéro la somme des
deux intégraleg, Vet + dy* - dsd,

Oé 'y a n U nauaendifférentiantsui-vant

3o o0 dy By o o,

donc ie y »
o= QaZiade+ L ady + Qg ads:

changeant & en dd et intégrant par parties pour faire disparaitrele d
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avant 8, suivant les régles données dans I'article 15 de la Section 1V,
on aura ces transformées

Sm‘%’am:r P r APV Sd“’a,,

S Zsar =v Bty v Loy~ §ar oy,

g o =15 v w55 v - Qat2 g,
Ains |'équation générale de I'équilibre deviendra

b[(""’“’ dlﬁ)¢x+(¥m a"?’)ay»r(fdm d%)d.]

+ 3 -—-—ﬁ.c-t—).' 6y"+1‘—;é‘z'—1‘ M wh -dy—l’a‘, HESTN

30. On égalera d'abord a zé&ro (Sect. 1V, art. 16) les coefficents
de &, 8y, 83 sous le signe S, e |'on aura oss trois équations particu-
lieres & indéfinies

xdm—-dl—if E=F'N

k'
Y dm—a‘—m?: =4,

7 dm— di\—(b— =0
i

d'ol, liminant I'indéterminée &, il restera deux égquations qui servi-
ront a déterminer la courbe du fil.

Cette éimination e trés facile, car on n'a qu'a intégrer les équa-
tions précédentes, ce qui donnera celesci

32 = A v K e,
—..B+f‘l’dm

]g :C-l-‘fz dm,
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A, 8, C étant les congtantes ar bitr air es; ensuite on aur a, en chassant &,
dr R+f\'d’m
= A-+-/de

a3 _l.+.f2dm

4" Kt [Xda'

équations qui Saccordent avec lesformules connues de la chainette.
S I'on veut parvenir directement a deséquations purement différen-
tielles & sans sgne f, on mettra les équations tr ouvées sous cette forme

de—ln‘%-—gdl:o,
Ydm—ad‘éf-’ dr Y dr=o,
” d= ds

Zam -—lda - dl =0

d'oll, éiminardd,, on aurad'abord cesdeux-ci :

Xdv- Yde , . rdy de  dr dy
T A= d g - 2;“&?)’
\d.—?d.z’ d: dr  d

r ,dz
;- dm=1 a;“‘m———‘d.)

Ensuite, s I'on multiplie les mémes équations respectivement par

da dy ds N
it oo onaura, acaus de
de dr n"rddv dzdds rd.d.r’+n‘y'+ds'
a T EHE T L E T RCE T dn =0
I'éguation
X v 2%V dm = e
oy s

e il n'y aura plus qu'a subgtituer successvement dans cette derniére
équation lesvaleursde  tirées des deux précédentes.

31. Comme laquantité A 8ds peut représenter le moment d'une
force & tendante a diminuer la longueur de I'dément ds (Sect. 1V,
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art. 6)» leterme Sl $dr de I'équation générale de I'équilibre du fil
(art. 29) représentera la somme des moments de toutes ces forces &
qu'on peut supposer agir sur tous les déments du fil; en effet, chaque
dément résiste par son inextensibilité a I'action des forces extérieures,
e |'on regarde communément cette réssance comme une force active
qu'on nomme tension. Ains la quantité & exprimera la tenson du fil.

32. A l'égard dela Condition del’inextensibilité du fil, représentée
par l'invariabilité de chague élément de la courbe ds, on ne peut pas
I'introduire dans I'équation de la courbe, en remplacement de I'indé-
terminée i, comme dans le cas ol le fil forme un polygone, parce que,
par la nature du Calcul différentiel, la valeur absolue des déments
de la courbe €t, en général, de tous les déments infiniment petits
demeure indéterminée; mais auss, par la méme raison, il n'ed pas
nécessaire qu'il y ait autant d'équations que de variables, et il suffit
d'une équation de moins pour déterminer une ligne, it & smpleou a
double courbure. Ainsi la solution que nous venons de trouver par
notre méhode et compléte a I'égard des équations différentielles e
ne demande plus que des intégrations qui dépendent des expressons
desforoesX, Y, Z.

33. Conddérons maintenant les termes de |'équation générale de
I'article 29 qui sont hors du sgne S; e supposons premierement que
le fil soit entiérement libre. Dans ce cas, les variations é=*, &, 83 e
8a*, &, 85", qui répondent aux deux points extrémes du fil, seront
toutes indéerminées et arbitraires; par conséquent, il faudra que
chaque terme affecté de ces variations soit nul de lui-méme. Donc il
faudra que I'on ait A== 0 et X*= o, cCed-adire que la valeur de &
devra ére nulle au commencement &t a lafin du fil. On remplira cette
condition par le moyen des congtantes. Ainsi, comme les trois pre-
mieres équations intégrales de I'article 30 donnent pour le premier
point du fil, ou les quantités affectésdefdeviennent alors nulles,
dr'

vor =

,d"__ dl'__
A, azl,_n. V=G
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e pour ledernier point du fiI,-ofse changeen S.

et
o =

wh A §Xdm, ¥ =B+ §vam, ¥ =+ Szdm,

on aura, dansle casdont il sagit,

A=0B—o0oC=o0
SXdm=o, S¥dm=o, §Zdm=o.

Cestrois équations répondent, comme I'on voit, acdlesde I'article 12
de la Section présente.

34. Supposons, en second lieu, que le fil soit attaché par un de sss
boutsou par touslesdeux; et, S cet le premier bout qui et fixe, les
variations8a’, 8, &8s’ seront nulles, e il suffira d'égaler & zé&ro les
coeffidents de 8a”, 8y*, 83", Ces-a-diredefaire A* = o.

Par la méme raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira de
faire W = 0. Mais, § les deux bouts éaient fixes a la fois, alorsil n'y
aurait aucune condition particuliérearemplir, puisquelesvariations
', 8y, 8, Bw, 3y*, 85" seraient toutes nulles.

35. Supposons, en troiséme lieu, que les extrémités du fil soient
attachées a des lignes ou surfaces courbes le long desquelles dles
puissent glisser librement; et soient, par exemple,

di'=a'dr -+ by, ds' = a'dz* + Hdy'

les équations différentielles des surfaces auxquelles le premier et le
dernier point du fil sont attachés. On aura par eillement, en changeant
dersé,
8:' = a'3c" 4+ ¥ 3y, 2= a" "+ H' 3y
on subgtituera donc ces valeurs dansles termesdont il sagit, et I'on
égalera ensuite a zé&ro les coefficients de 8, 8y, 3a~, 8.
En général, on traiterala partie qui es hors du Sgne dans I'équa-
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tion générale de I'équilibre comme s dlle était seule & qu'ele repré
sntdt I'équation de 1'équilibre de deux corps $parés e placés aux
extrémitésdu fil.

36. Supposons par exemple, que le fil soit attaché par s deux
bouts aux extrémités d'un levier mobile autour d'un point fixe. Soient
a, b, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent dans |'egpace
la posgtion de ce paint fixe, cest-a-dire du point d'appui du levier; e
soient, de plus, fa distance entre ce point d'appui et I'extrémité du
levier & laquelle et attaché le premier bout du fil; g la digance entre
le méme point d'appui et I'autre extrémitédu levier a laquelle et atta-
ché le ssoond bout du fil; h la distance entre les deux extrémités du
levier, e, par conséquent, auss entre les deux bouts du fil : il es clair
gue ces Sx quantités a, b, ¢, f, g, h sont données par la nature du
probléme, et il et visble en méme tempsque, X', y', Z éant les coor-
données pour le commencement de la courbe du fil e x"y", Z' les
coordonnées pour la fin de la méme courbe, on aura

S=le — 2R (3 ZyP+(e — 3,

g=la = BFF =y T Y,

N T EY e e By

Or, os quantités f, g, h &ant invariables, en difl'éentiant par & ces
trois équations de condition déterminées, on aura

(@— &30 4 (b — ¥} 6y + (¢ -3} 8 =0,
(8 — &84 (b — )8y +(c— 5" ) =g,
{2~ 2 (B — )+ (" — Y HY — 8V + (7= ) (- 81" ) e,

lesquelles, é&ant multipliées chacune par un coefficent indéterming,
devront &re ains gjoutées a |'équation générale de I'équilibre. Aing,
prenant &, B, ¥ pour les trois coeffidents dont il sagit et égalant a z&o
les codffidents des six variations &#*, 8y, 8s', 8", 8y, 82", on aura
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autant d'éguations particuliéres déterminées, qui seront

a{f— &) ey (2" — 2 — W % =0,

&by )=y — J’)—?-‘ .—o,

a3’

aje—3) —yla" — &) ¥ Pl

' ey 3

Bla— 2"y - yla"— =)+ N il
)

Blb )+ 37~ )+ Y =,

: PR

P(c-—-:’)-ﬁy(s‘-—s}-t—lﬁ_,o,

et qui, par I'diminationdo =, B, y, seréduiront a trois.

Ces trois éguations, éant ensuite combinées avec les trois équations
de condition d-desus serviront & déterminer la postion des deux
extrémitésdu fil.

On voit par la comment il faudra Sy prendre dans d'autres cas srn-
lilables.

37. Enfin, s, outre les forces qui animent chaque point du fil, il y
en avait de particuliéres appliquées aux. deux extrémités du fil, e
représentées par X', Y', Z' pour le premier bout du fil, et par X", Y",
Z' pour le dernier bout, ces forces donneraient les moments

X' - ¥y o+ Fas'+ X'+ Yy 4 T,

e il faudrait ajouter encore cette quantité au premier membre de
I'équation générale de I'équilibre, ces-a-dire a la partie qui et hors
du sgne, laguelle deviendrait alors

(x*+1' )ax+(¥'+r )ey+(z'+1'r)a.-.'

+(x'—rw)a:' (\”—).‘ )ay+(z* P )a'
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e sur laquelle on opérerait, dans les différents cas, comme on vient de
le vair dans les articles précédents.

38. Supposons maintenant que le fil, animé dans tous ses points par
les mémes forees X, Y, Z e tiré de plus, dans ss deux extrémités,
par les forees X', Y', Z', X", Y", Z", doive ére couché sur une surface
courbe donnée, dont I'éguation soit

s = pdr + g dy,

e que I'on demande la figure et la postion de ce fil sur la méme sur-
face pour qu'il soit en équilibre.

Ce probleme, qui serait peut-ére difficile (") a traiter par lesprin-
dpes ordinaires de la Mécanique, s résout trés facilement par notre
méthode e par nos formules; en efet, par I'équation de la surface
donnée, on a, en changeant den &,

d3=plxr+q8y;
aing il n'y aura qu'a subgtituer cette valeur de 8z dans les termes sous
le 9gne de I'équation générale de I'équilibre du fil (art. 29), e ensuite

égaler parément a z&o les quantités affectées de 8z e de y. On
aura par ce moyen ces deux équations indéfinies

Ads Ad

Xdm—d=—r +p(3dm —d—d;) =g
Ay 4, Aoz

Y dm—at +g(£d|n—dmw)=o.

lesquelles serviront a déterminer la courbe du fil, é&ant combinées
avec |'équation dz= pdx+qdy dela surface e éant débarrassées
par |'édimination, del'indéer minée &.

(*) On ne comprend pas comment Lagrange a pu considéror ce probléme comme difficilea
a traiter directement. Les équations auxquelles il parvient expriment simplement que les
deux tensions aux extrémités d'un élément, étant combinées avec les forces qui sollicitent
cet élément, donnent une résultante normale a la surface. Cette condition est évidonto
a priori. (J. Bertrand.)
XI. 20
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39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa lon-
gueur a la méme surface, on aura aussi, pour ses deux points ex-

trémes,
O it mgtdyt el 35— ptdat+ gt

On fera donc encore ces substitutions dans les termes hors du signe de
I"équation générale, ou plutdt dans la formuledonnéedans I'article 37,
danslaquelle on aeu égard aux forces X', Y"', Z', ...; on égalera ensuite
séparément a zéro les quantités affectées de chacune des quatre varia-
lions restantes &2, &, 8z, &"; on aura ces quatre nouvelles équa-
tions déterminées

X ¥ E,-+p(z' gt )
]

A q'(Z'—-).' )

X*+ 1’% +p (Z'—n—}\’d’ ):

dz oz’

L3 L LN L3 L J—

Yo S 7 ( + m*)”“"
auxquelles il faudra satisfaire par le moyen des constantes.

40. Mais, au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire,
la valeur de &z en &x ot d tirée del'équation 85 — plr — gy = n,
on pourrait regarder cette méme éguation comme une nouvelle équa-
tion de condition indéter minée; il faudrait alorsmultiplier cette équa-
tion par un autre coefficient indéterminé p, en prendre l'intégrale
totale et I'ajouter a I'éguation générale de I'équilibre (art. 29). De
cette maniére la partie sous le signe deviendrait

S l (de—-dlﬁf —p.p)d.v+ (Ydm d)—i‘—r -—pq) &y

-+ (Zdtu —(d'!:-!,:%-7 +p.) d:.l.
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et I’on aurait immédiatement ces trois équations indéfinies

X dm ~ dijf — pp=o,

. EX::
¥ dll'l-"-d"&;r--;.lq:ﬂ,
hds

Ldm —d—d; +pn =0,
lesquelles, par I'élimination de p, redonneront les mémes équations
déja trouvées (art. 38). Mais ces derniéres ont de plus |'avantage de
faire connaitre en méme temps la pression que chaque élément du fil
exerce sur la surface, d'aprés lathéorie donnée dans I'article 5 de la
Section V.

En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes

plds—pdr —qdr),
provenant de I'équation de condition

dz—pir —géy=o,

peuvent représenter reflet d'une force égale a pu v’t-o-p"—i— q"' et appli-
quée a chaque élément ds du fil dans une direction perpendiculaire a
la surface qui a pour équation

-—pdr—gdr=o, ou hien  ds—pdr—ygdy=u,

c'est-a-dire a la surface méme sur laquelle le fil est supposé couché.
Cettesurface, par sarésistance, produit la forcep 1 & p* + ¢, laquelle
sera, par conséquent, égaleet directement contraire a la pression exer-
cée par le fil sur la méme surface (Sect. 1V, art. 7); de sorte que la

u\,l +p’+q
Tdr

pression de chaque point du fil sera égale a =—— » ou bien, en

substituant les valeurs de [, |k [&4 tirées des équations ci-dessus,

\/(x:fm d"“") (Ydm —d%l’)'..,(zgm ~d3£3)'
- .




136 MECANIQUE ANALYTIQUE.

On appliquera ensuite les mémes raisonnements a la partie de I'é-
quation générale qui est hors du signe S et Ton en tirera des conclu-
sions analogues.

11. Si le fil couché sur la surface donnée n'était tendu que par des
forces appliquées a ses extrémités, on aurait X =0, Y =0, Z= o0, €,
par conséquent, k= a (art. 30); donc A est éga a une constante.
Ainsi latension du fil serait partout laméme (art. 31 ), ce qui Saccorde
avec ce qu'on sait d'ailleurs. Dans ce cas, la formule générale de I'é-
quilibredufil seréduiraita

J.Szidt+Sp(6;—p6.:-—q&y)zn,

dont le premier terme est la méme chose que RSS dsou %8s Ainsi
cette équation exprime que la longueur de la courbe formée par le fil
sur la surface représentée par I'éguation ds — pdx — qdy = o doit
étre un maximum ou un minimum; et la pression exercée par lefil sur
chague point de cette surface sera alors

s

Or on sait que \/ (d ‘(‘;‘:) -+ (& “"J (d "") iexprime |'angle de con-

tingence de la courbe, lequel est égal a%" , en nommant p le rayon oscil -

lateur. Ainsi la pression sera égde éA:t, par conséquent, en raison
P

inverse du rayon osculateur.

§ 1I. — De I'équilibre d'un fil, ou d'une surface flexible et en méme
temps extensible et contractible.

12. Jusqu'ici nous avons supposé que le filetait inextensible; regar-
dons-le maintenant comme un ressort capable d'extension et de con-
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traction, et soit F la force avec laquelle chaque éément ds de lassourbe
du fil tend a se contracter; on aura, comme dans|'article 18 (en met-
tant ds & la place defet en changeant den 8), F € ds pour le moment
de cette force, e SFSds pour la somme des moments do toutes les
forces de contraction qui agissent sur toute la longueur du fil. On
ajoutera donc cetteintégrale SFS dsal'intégrale

S[X&x+‘l’6_y+3&:]dm.

qui exprime la somme des moments de toutes les forces extérieures
qui agissent sur le fil (art. 28), et, égalant le tout a zéro, on aura
I'équation générale de I'équilibre du fil a ressort.

Or il egt visible que cette équation sra de la méme forme que celle
de I'article 29 pour le cas d'un fil inextensible, e qu'en y changeant
F en X les deux équations deviendront identiques. On aura donc, dans
le cas présent, lesmémes équations particuliéres pour |'équilibre du fil
gu'on a trouvées dansI'article 30, en mettant seulement dans celes-ci
Falaplacede % ; et, s I'on dimine la quantité F commeon a éliminé
laquantité &, on aura, pour la courbe formée par un fil extensble,
deux équations qui seront identiquement les mémes que cdles qui ont
lieu pour un fil inextensible.

43. A I'égard dela quantité F qui représente I'dagticité ou la force
de contraction de chaque dément ds, il est naturel de I'exprimer par
une fonction de I'extenson que cet édément subit par I'action des
forces X, Y, Z. Ainsi, en supposant que dv soit la longueur primitive

deds, on pourra regarder F comme une fonction donnée de g‘;; mais,

comme par la nature du Calcul différentiel la valeur absolue des éé-
ments ds demeure indéterminée, la valeur de F sera auss indéter-
minée e ne pourra é&re connue que par le moyen d'une des trois
équations del'équilibredu fil. Ainsi, quoique dansle cas présent notre
analyse paraisse donner une équation detrop, elle ne donne néanmoins
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que les équations nécessaires pour déterminer la courbe du fil et la ré-
sistance de chacun de ses éléments.

Puisque la quantité % de la solution de I'article 30 répond exacte-
ment a la quantité F qui exprime la force réelle avec laquelle chaque
élément du fil est tendu par I'action des forces extérieures, il s'ensuit
qu'on peut aussi regarder cette quantité comme représentant la ten-
sion du fil inextensible. C'est ce que nous avons déja trouvé a priori
dans I'article 31.

44. Appliquons les mémes principes a la détermination de I'équi-
libre d'une surface dont tous les éléments dm soient extensibles et
contractibles. L'élément d'une surface dont les coordonnées sont x, v,
z, et ou I'on regarde z comme fonction de X, y, est exprimé par la

formule
e fds
Vi I d.r) de dy.

Ainsi, en appelant F (') laforce d'élasticité avec laquelle cet élément
tend a se contracter, la somme des moments de toutes ces forces sera
exprimée par |'intégrale double

88 ve[y/ ()~ ()

qui, étant ajoutée a I'intégrale double

dr dyl,

SS e+ vay +zazyan,

(*) Cette maniére d'évaluer I'ensemble des forces que développe I'élasticité sur un point
n'est pas suffisamment justifiée. Il est vrai qu'ici, comme dans plusieurs passages précédents,
Lagrango détourne le mot force do sasignification habituelle; mais il n'est nullement évi-
dent que la somme des moments des forces qui agissent sur un élément soit proportionnelle
a la contraction de |'él/ément. Nous pouvons mémo ajouter que cela n'est pas exact. Poisson
en a fait la remarque dans les Mémoires de I'Institut pour I'année 1812; du reste, la solu-
tion qu'il donne manque olle-méme de généralité : elle suppose les tensions d'un éément
rectangulaire perpendiculaires aux cotés do cet élément, ce qui n'a pas lieu en général.

(J.Bertrand,)
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ol dn et I'dément de la surface, donnera la somme des moments de
toutes les forces, laquelle doit &re nulle dans I'équilibre.
En faisant, comme dans I'article 31 de la Section 1V,

9 o _ gt
m‘_d. = el Vi-Esvk =11,

on aura
dn—=Udedy o o5 = AL

PR T PRkl
donc(Sect. 1V, art. 33, 34)
al U Vf L ddu
aU:-d;ar+ Fé‘y-l-ﬁ(z Tﬂ'“'-"W)'
! . déz A3y
a(wmn_[au-a-u(ﬁ- +??)] dzdy.
Substituant ces valeurs dans I'intégrale double §§ F 8(U dx dy) et fui-

sant disparaitre par desintégrationspar partieslesdifférencespartielles
des variations marquéespar &, on aura

N (U6y+ %an) Fdr+ S(Uax+ %6«)]’4&

U JRU U IRy
+8S [(r - :)?) 6.v+(FH— - ‘a}‘) ﬁy—-VGu]dxdy‘

PLP L
= e — =81 =g'dr -z . Cités).
= iy 4 ¥ rk du =& ar dy (art. cités)

Les intégrales smples relativesa x et ay se rapportent aux limites
e digparaissent d'dlesmémes, dans le cas oU I'on suppose que les
bords de la surface sont fixes, parce qu'alors les variations éx, 8y, 8z
ont nulles dans tous les points du contour de la surface.

Les termes sous le double sgne SS éant ajoutés a ceux de I'inté-

grale double SS {X&r + Y &y + Z82)U dx dy, on égalera séparément
a zé&ro les codffidents des variations &z, &y, és, & |'on aura les trois
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équations (%)
al  duF -
K+ F———T"—+V- o,
JU  JUF
1U+FE—-—W +¥Ya=o0,
W —V=0n

Les deux premiéres donneront la valeur de la force F qu'il faudra
subgtituer dans I'expression deV delatroiséme, de sorte qu'on n'aura,
on derniére analyse, qu‘une seule équation a différences partielles pour
déterminer la surface d'équilibre.

En effet, quoique la force F doive é&re supposte une fonction connue
de I'dément dm de la surface dans son éat de contraction ou d'exten-
sion, elle n'en demeure pas moins indéterminée, parce que la gran-
deur absdlue des déments de la surface ne peut entrer dans le calcul;
de sorte que la valeur de F ne peut é&re déterminée que par les condi-
tions mémes de I'équilibre : ces ici un cas semblable & celui de I'ar-
ticle 43.

@ Pour diminer la quantité F, on substituera dans les deux pre-

() Il importe de remarquer ici que les condusions do Lagrange ne subssteraient plus
s |'on supposdt dx fonction dela seule variable x et dy fonction do la saule variablo-y,
comme on serait tenté de le faire en se rappelant los hypotheses dans lesquelles ont éé
éablies (Soct. 1V, art. 33,34) les formules que Lagrange appliqueici. En effet, pour quune
intégre

S§Sadz +BEy+Caydedy

soil nulle dans ces hypothéses, il n'est plus nécessaire que I'on ait en chaoue point

A=B=C=n;
mas il suffit quo I'on ait
de)’= o
pour toutes los vaeurs de .,
SBdJ‘=o
pour toutes les valeurs de y ot ¢
=0

pour toutes les valeurs do x et dey. Repprocher cette remarque de la Note rolative a
I'article 32 de la Section IV. (G.D)
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miéres équationsla valeur do V tiréedela derniere; elles deviendront

u(x+228)+r g 2,
u(x+238)+ P G
oUF

gl
b(x+2g) P g - LF =

Soit, comme dans|'article 28,
XNde+Ydy+ZLds =dll;

on aura, puisqu gm s ol _ dz
3 =X +Tg o= Y+ ZE”

et les deux équations deviendront en divieant nar U,
Al _ 4F dl'l ik

FER Ty =%

lesquelles donnent smplement celle-ci

oll = dF,
d'ou
F=IO-+a,
résultat conforme a celui de I'article 36 de la Section 1V. Ensuite la

troiséme équation donnera, en regardant |11 comme fonction dex , y, z,

Fz Fs
gt _2e¢_Ju_
T dy — !

ce sral'équation de la surface.

S la surface différait trés peu d'un plan, en sorte que I'ordonnée z
fat tres petite, alors, en négligeant les quantitéstres petites du sscond
ordre, on aurait

or

XI. 21
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«étant une constante, et I'équation de la surface serait

o1 dz
4(m oI ==
{ +a)35_ _(“_+a)a{u_

all
=a.

PE ax “dy

lin supposant qu'il n'y ait d'autres forces que la gravité g qui agisse
suivant I'ordonnée z pour I'augmenter, on aura [l = — g=; par consé-
quent, en négligeant toujours les secondes dimensions de z,

a0 P
EPER Y &

équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires
qui rendent cette solution peu susceptible d'application.

8 NI. — De I'équilibre d'un fil ou lame élastique.

46. Reprenons le cas d'un fil inextensible; mais, au lieu de le sup-
poser en méme temps parfaitement flexible, comme on I'a fait jus-
qu'ici, supposons-le élastique, en sorte qu'il y ait dans chague point
une force, que j'appellerai E, qui soppose a I'inflexion du fil et qui
tende, par conséquent, & diminuer I'angle de contingence (‘). Nom-
mant cet angle e, on aura, comme dans l'article 26 (en changeant
seulement d en 8), E8e pour le moment de chaque force E; donc

SEé& sra 1a somme des moments de toutes les forces d'élasticité qui
agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra donc étre gjoutée
au premier membre de I'équation générale de I'équilibre dans le cas
d'an fil inextensible et parfaitement flexible (art. 29).

Toute |a -difficulté consiste & ramener l'intégrale § E4de ala forme

(«) L'expression adoptée par Lagrange pour |'évaluation do la somme des moments dos
forces d'éladticité n'est pes admissble pour les courbes a double courbure, Binet en a
fat laremarque densle lome X du Journal del'Ecole Polytechnique. Voir auss un Mé-
moire de Poisson qui fait partie du tome | 11 delaCorrespondance sur I'Ecole Polytechnique.
Ces géométres remarquent avec raison qu'il doit entrer, dans I'expression de la somme des
moments, un terme proportionnel a la variation de I'angle de deux plans osculateurs con
<éeutifs. (Voir une Noie a lafin du VdUme) (J Bertrand.)
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convenable; pour cela, il faut commencer par chercher lavaleur dee
or nous avons trouvé plushaut (art. 26)

g

~— COAsF = 'Jf}-_“,
dou I'on tire
YAl il Vil o 8

s

slnte=

Pour appliquer cetteformuleau cas présent, il suffit deremarquer que
les coordonnées «, ¥, &, &, ¥, &, &, ¥", =¥, par lequdles nous
avons exprimé les quantitésf, g, h (art. 12 et 20), deviennent ici
&, ¥ 53 x+de, y+dy, s4+ds; v+ 2de+ dr, y 4 ady +diy,
5+ 2ds5 -+ d"5; en Ortequ'on aura

= dr' - dy' + dat= i,

F=lda Fdte)t+ (dy + @y (da+d=p
=drtedytwdt - a(drdz - dydty +de dBa) + [ aP + [Py P+ (dan
2 d + ads ey - (2 + (DY P+ (D),

W= (9dy + d' "+ (ady + aty Py (ads + )
= fdf o hdadts + () 4= () 4 [l 5)

donc
Sl g — A= —ad—adidis
Core— g my
= f et Seda" 5 - f e [{dV Y (¥ )0 (P 2)] — § (o + dr s}t
= 4t (P 2P+ (dy P+ (ds)— (deP),

Donc enfin on aura, en négligeant lesinfiniment petits du troiséme,
ordre,

siate = LRV (AP ey ),

Comme cettevaleur desine? es infiniment petite du deuxiémeordre,
il senauit quesine, e par consfguent auss I'angle e, sera infiniment
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petit du premier ordre; de sorte qu'on aura

0 B G S T 2 GO
= - ;
cest l'expression de I'angle de contingence dans une courbe quel-
conque a double courbure, et qui revient acelle de I'article 41.

17. On différentiera maintenant suivant &, pour avoir la valeur de
8¢, et comme, par la condition de I'inextensibilité du fil, on a d§a
ddr=o (art. 29) et, par conséquent aussi, déds=~&ds =0, On
pourra traiter, dans la différentiation dont il sagit, ds et d2s comme
constantes; ainsi 1'on aura

A el -+ dly ddly 4 oty 33

T @) () (@ — (e

Substituant dans §E e et faisant, pour abréger,

—_ e = ,V__,__..,.E R—
T &V (Fr i @

(S

oy
on aura
SEde = Q1 ddie + §Tany adty + § 15 ddes,

Ces expressions étant traitées suivant les regles données dans I'ar-
ticle 15 de la Section IV, en'y changeant d'abord 8< en d8 et intégrant
enstite par parties pour faire dispareitre le davantd, on aura les trans-
formées suivantes :

Qtdtaddie =+ V2 ddz’ — d(Udr o) 42

~ Ve dde' - A e’ ) d2' + § (1 P )b,
Sty idty =+ vy diy —d(rdy) 8y

—Vaydy ATy 3y + § P ALy Y,
Sldz gz = + Fars dde’ —d(P ) 3w

— U s ddx' 4 Al e ) 8 + QP 1drs) 2o,

On gjoutera donc ces différents termes & ceux qui forment le pre-
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mier membre de I'équation générale de I'équilibredel'article29, et
I'on aura I'éguation de I'équilibre d'un fil inextensible et dagique.

48. Egalant d'abord & z&ro les codffidents des variations 8z, 8y, 63
qui se trouvent sous le sgne S on aura oes trois éguations indé-

finies
Xdm — d% +d(ldx)=o0,

Ydm -2 gy =,

% dm — d"_‘" +a(ldtsy=o;

d'ou il faudra éiminer I'indéterminée X, cequi lesréduira a deux, qui
auffiront pour déterminer la courbe du fil.
Une premiereintégration donne

1“’-5 ~d(Ide) = & -+ [X dm,
Y _a1y)= 8+ f¥ do,
lyz‘n—d'(ld's)zﬂ “+ [7 dm,
A, B, C &ant des condantes arbitraires, e I'dimination de & donnera

dadildty) —dyd(ldz)=(A+ [Xdm)dy — B+ ¥ dm)dz,
drd(Id's) —dsd(Ida) = (A + X dm)ds —(C + [T dm) dz,
dyd(ld's) —dzd(1dy) = (B -+ ¥ dm) ds — (C + [ dm} dy,

dont la derniére et d§a contenue dans les deux autres.
Ces équations sont de nouveau intégrables, & I'on aura

[(dedy—dy dz)=F +f(;\+fxdm}dy-—f(3+f\'dm]dx.
Ndedis —dadiz) =6+ f(A+[Xdm)ds — f(C + [Zdm)da,
Kdy dts —ds dy) =H-+ [ (B+[Ydm)ds — [(C + Zdm)dy,

F, G, H éant de nouveles congantes
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Or nous avons supposé plus haut (art. 47)

E

T d (A [Py (@
le carré du dénominateur de cette quantité est

Aa[{ P+ [ty Y -+ (e ] — de (dVs)?
= {thx'- dyr+ st [ 2+ (el I+ (s | — {dr P+ dy Ty - do i3
mi{dedly —dy d'a)t -+ (dod's —ds Pz ) - (dy Pz — dedy 0.

Donc, s I'on ajoute ensemble les carrés des trois équations précé-
dentes, on aura celle-ci, sans différentielles,

Et=a [F +fu\+fxdm)dy—f(n+fwm)d_x1=
+[G+f(.\ + X dm)ds uf(c + [ dm)de ]t
+[H+ﬁu +f¥ dm}ds _f(c -+ [7 dm) dr

et s I'on divise ensemble deux des mémes équations, on aura celle-ci,
oul’élasticitén'entre pas,

drdts _dadin +f(A+fX¢'m)ds—-f(C-! [fidmyds
dedy —drdc g _,_f(,.\_g_fxdm}dy-—f(l) a.fwm)dr

Cesdeux équations sont ce qu'il y ade plus simple pour détermiaer
la courbe élastique, en ayant égard ala double courbure.

49. On suppose communément que la force éastique qui? soppose
al'inflexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi, en nom-
mant p ce rayon, on aura B = 5, K étant un coefficient constant.

Mais on sait que p= é; d (B= -I-f : ainsi Iaquantité I, que
Nous avons supposée égae a a-a!, (art. 47) dewendra ; et, par con-

séguent, constante, en supposant, ce qui est permis, ds constante.
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Ains les trois premieres équations (art.-48)seront

) dz K
X dm — th— +K.---~—..—0,

Y dn— d%}’ =0,

A dz L.
£ dm— a‘—&- +ﬂ_¢f.F =0,

S I'on gjoute ensamble ces trois équations, apres avoir multiplié la
premiére par % la deuxiéme par ‘;—-—: e la troiséme par “_:, on aura,
acausede

(dr' -+ dy’ -+ d:')

I'éguation
a‘m drdte 4 dyd y+ dydiz

(Redr+ Yy +2ds) 32 Le

+ K- = dR,

Soit T I'épaisseur du fil; on aura dm = Tds. L'équation précédente
éant intégrée, en supposant ds congtant, donnera

1= Ti(Xdr +Ydv+ Bdn

K deda+dydy +didis  (d's)+ ()4 (Day

Cette valeur de® exprime l'a tenson de la lame éagtique, ¢ est-a-dire
la réssance avec laquelle elle soppose a la force qui tend a I'allonger,
comme dans I'article 31

50. Le casle plussmple et le plus ordinaire et celui dans lequel
les forces X, Y, Z qu'on suppase agir sur tous les points de la lame
éastique sont nulles, e ou la courbure de la lame vient uniquement
des forces appliquées a ses deux extrémités. Dans ce cas les équa-
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tions intégrales de I'article 48 donnent, en mettant pour | sa va-

K
leur il
dxdly — dfy_d'x

K le*

=F+Ay—Hr,
drdts —dzdta
T
dy Py — ded'y

213

K =06-+As—Lr,

—=H+B: —Cy:

mais I'intégration ultérieure de cdlesd ed peut-ére impossble en
général (1.

Lorsque la courbure de lalame est toute dansun mémeplan, en pre-
nant pour ce plan cdui des x etyet faisant dy = dssing, dx = ds cosp.
la premiere équation, qui et alors la seule nécessaire, devient

o

71% =¥+ A foinpds—T foosy b,

laquelle, éant différentiée, donne
@ .
ﬁ = Ading — Beosg;

multipliant par dep et intégrant derechef,

3
: r—;‘l:-; = Aeoep + Baing 4D,
d'ou I'on tire
o= ———om o dy
vzl - aAcong + alising
et, deld,

cosq dy .

..... H

dr =
Vall+3Acosp + aBaing

() Cette intégration a été effectuée par Binet, qui a méme considéré les équations
plus générales auxquelles on est conduit en rétablissant dans la somme des moments des
forces d'éasticité le terme proportionnel a lavariation de I'angle de deux plans osculateurs
conséeutifs. (Comptes rendus de I'Académie des Sciences, 1844, 1% semestre, p. 1115.)

(J. Bertrand.)
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et, ommeon apar lapremiereéquation F+ Ay — Ba = ff,on aura

J_sz;—I- —i 2V + 3 A cosg -+ aBsing.

Ains tout se réduit aintégrer les valeurs de ds et dx; maiscesinté
grations dépendent de la rectification des sections coniques. Jusgu'a
présent, il ne parait pas qu'on ait &é plusloin dans la solution géné
rale du probléme de la courbe dastique.

54. Congdérons maintenant les termes de I'équation générale qui
sont bors du signe § 5 ces termes sont

[1- fd"?' - d{['d':c'}-l(!.v'—i— I dic
" d]‘l
+ l"é—f —d(l'nﬂy')]ﬁxw Paty ddy
- [1-% — d(rwz)] 3 4 P s das
- ']
- lr 4= —d(l'd’x’)]sm'w—l'd'x’dﬁ.r'
-i' dy’ NG : ] ' ‘ ]
- - (I ') | 2y -ld.‘_;rdé‘y

- [r g;‘; —dl n"s‘]]th’ — s dds

et il faudra les faire disparaitre indépendamment des valeurs de éx*,
&y", 83t dia”, ...

Donc : 1° g lefil et entierement libre, il faudra que les coefficients
des douze quantités Bz, &, 8s", ddx*, d8y*, d8s", 8, Bv, 8z,
déz, d8y’, d & soient nuls, chacun en particulier.

Or, d'apréslespremiéres équationsintégralesdel'article 48, on voit
qu'en faisant commencer les intégrations au premier point du fil, les
coefficients de 8a, &y*, 85" sont égaux & A, B, C, et ceux de da", &,
85" deviennent A+ § Xdm, B+ §Ydm, C+ §Zdm. Ains il faudra

XI. 22
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que l'on ait, dans le casdont il s'agit,

A=0 B=O c=0
et
S,\'d&ll:u, SYdm =a, SIdm =u,

Ensuiteil faudraquel'on ait auss
el — o, ety =0, 1Pdta"—o
e
l'dtr'=o0, Fdty'=a, I'd*s'=o,
pour faire disparaitre les termes affectés de d'éx, d8y", ...; et il est
clair que les secondes équations intégrales du méme article donne-

ront
F=0G=o01I =0
et

S(ﬂ:l‘f?{ dm — .-l.z'f‘l’dm) = S(d:fx dm — :irfi!’.dm) =o.
S(d;ff dm —dv [Lemy =,
2° Si lapremiére extrémité du filest fixe, alors

d='=a, 3'=uq, dx'=ny

par conséquent, A, B, C ne seront pas nuls; mais la condition que les
coefficientsde 8=*, 8y, 8s* soient nuls donnera

A=—fXdm, B=—§Ydm, t=—§Zdn;
et, s la position de la tangente a cette extrémité était donnée aussi, on
aurait, de plus,
déz'=—g9, ddy'=o, dis'—o;

par conséquent, F, G, H ne seraient pas nuls, mais la nullité des coef-
ficients de d 8z, d &y*, &8z donnerait

F = QB fY dm) do— (A-+ X dm) dy),
6=§Ice + [Z dm)dz — (A + X dm) ds],
H=§(C + 2 dm) dy — (8 - ¥ dm) da].
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On raisonnera de la méme maniére par rapport a I'état de la ssconde
extrémité du fil.

3° Enfin, si, outre les forces qui agissent sur tous les points du fil,
il y en avait de particulieres X', Y', Z' X", Y", Z", appliquées a I'une
e a l'autre extrémité, il n'y aurait qu'a ajouter aux termes d-dessus
les suivants )

X'é2+ Ydy + 288 + X' x"+ Y* &' + 7' 82",

e sil y avait, de plus, d'autres conditions relatives a I'éat de ces ex-
trémités, on opérerait toujours de la méme fagon et d'aprés les mémes
principes.

52. Si I'on voulait que lefil fit doublement élastique, tant a I'égard
de I'extensibilité qu'a I'égard de la flexibilité, alors on aurait, dans
I'équation générale de I'équilibre, ala place duterme § & o 8s, celui-ci
S Fdds, cet-a-dire smplement F a la place de &, en nommant F la
force d'dadticité qui résste a I'extension du fil (art. 42). Mais il fau-
drait, de plus, dansce cas, regarder ds comme variable dans I'expres-
don dede; par conséquent, il faudrait ajouter & la valeur de & del'ar-

ticle 47 ces deux termes
. edds _ d”sﬁd'x_
ds & dn

On aurait donc a agjouter a la vale § Kds du mémearticlelestermes

_ S%.;’ad, - SE:“ ddts.

Ledernier seréduit d'abord a

~ Bt B ane + Qat it s

donc il faudra ajouter & lavaleur de §E 8¢ les termes

Efd's” E'd's .., Eds Ee
b SO S(“_" )dr.
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Ledernier terme de cette expression, éant analogue au terme §F s,
sera susceptible de réductions semblables; al'égard des deux autres, il
n'y auraqu'ay subgtituer pour d8s sa d‘"dax"'"dfdf‘b"" Ldes

en marquant toutesleslettresd'un trait ou de deux.
Delail es faciledeconclurequ'on aura, pour lasolution du caspr ésent,
les mémes formules quedans le cas ou le fil élastique et uppok inex-

tensble, en y mettant seulement F + d!:f—'u' — a la place diketajou-

E,i,‘, ade— 585 250

Comme, dans|'équation de la courbe, la quantité & doit &reélimi-
née, il sensuit que I'équation de la lame éastique sra la méme, soit
gu'on la suppose extensble ou non. Mais la tenson du fil, qui et
expriméepar & ou par F, lorsque le fil n'est pas dagique (art. 43),

sraaugmentée, par |'dasticité E, delaquantité dnﬂs‘f"’ — % A cause

dee= %"(art. 49).

tan t aux termes hors du sgr§ les deux termes

§1V. ~ Del'équilibre d'un fil raide et defigure donnée.

53. Venons enfin au casd'un fil inextensible et inflexible : on aura
ici, pour la somme des moments des for ces, la méme formule intégrale
que dansle ces del'article 28, ces-a-dire §(X 8+ Y8y + Z8z)dm;
enguite la condition de I'inextensibilité du fil donnera, comme dans
le méme article, §ds = o, & cdle de I'inflexibilité donnera e = o.
puisque I'angle de contingence doit &re invariable; mais ces deux con-

, ditions ne suffisent pas encore dans le cas ou la courbe est a double
courbure, comme on valevoir.

Pour traiter la question de la maniére la plus smple et la plus
directe, je remarque que tout condge a faire en sorte que les diffé
rents points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les
mémes distances : or, en consdérant plusieurs points successifs dont
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les coordonnées soient
&yo¥y & E+dr, yady, a4 d,
24 adie + dlx, »otady + d'y, 5+ zds g3, ey

il est clair que les carrés des distances entre le premier de ces points
et les suivants seront exprimés par les quantités

det+dyt - de?,  (adr o PP+ (ady + iy ) o (ads o 2,
(3de -+ 3Pz + P (3dy + 38y + Py ¥+ (3ds 4 35+ BV, L.,

drt <+ dyt + ds' ==,
Supposons, pour & (P EW -+ {dy R+ (PP =g,
() (P + (dsl=1,

T H

-
les quantités i nt
bGa+ada—+ @,

Il faudra don(j‘qqgol‘gg _y‘agbagi_q”@d@_ce%q@@ﬁ;?i ent nulles dans

toute I'étendue de la courbe, ce qui donnera ces équations indéfinies

da=p,
4z +adda+ 3P =0,
08z +gdda+ 338+ 38w 4-33dB - dy =0,

mais, §x étant égal & o, on a aussi

dde=ddn—a; done  dE=0;

de laon aura, deplus,
Me=2de=o, d¥i=ddi=0; donc Iy=0o;
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et aind de suite. De sorte que les éguations de condition pour I'inex-
tensibiiité et I'inflexibilité du fil seront $a=a, 8 =0, &y=o0,...,
Cest-a-dire, en diflerentiant et changeant &d en d8,

dedir +dydiy +dodd:s =0
'y e 4 dty dtdy + s iz =0,
Az Pdr o+ Py Py + ds iz =0,

Il est clair qu'il suffit de trois de ces éguations pour déterminer les
troisvariations &z, 8y, 833 d'ol I'on peut d'abord conclure que, dés
qu'on aura satisfait aux trois premiéres, toutes les autres, qu'on pour-
rait trouver a l'infini, auront lieu d'dlesmémes: cest auss de quoi
on peut se convaincre par le calcul méme, comme on le verra plus bas
(arl. 60) (").

(") Ces équations expriment que w, [, % conservent la mome valeur pendant le déplace-
ment do la courbe. Cotte condition équivaut aux trois équetions suivantes :

(£ + @) (E) =
(880 (5 (52 -
(58" (5" (38 o

La premioro est évidente; la deuxiéme exprime que la courbure de laligne consdérée est
une fonction déterminée de I'arc s; la troisiéme, enfin, combinée avec les deux autres, ox-
prime que la ssoonde courbure est une fonction déterminée de s En écrivant les équetions
do condition sous cotte forme, qui no différe de celle de Lagrange que par les diviseurs ds?,
dsd’, quo nous avons introdits, les calculs resteraient sbsolument les mémos; saule-
ment les multiplicateurs désignés plusloin par », , v seraient finis, tandis qu'il faut, dans
la notation de Lagrange, leur supposer des vaeurs infinies de différents ordres. Cette cir-
congance a éé sgndée comme un inconvénient de la méthode. En adoptant, on effet, la
locution s souvent employée par Lagrange, les mulltiplicateurs 3, u, » représenteraient les
foroes qui tondent a faire varier lesfonctions =, B, 7, €t il doit ssmbler extraordinaire que
oes forces soient infinies et surtout quiune transformation tout agébrique suffise pour leur
faire prendre dos vaeurs finies; maison se rend compte de cette singularité en remarquant
que les coefficients %, #, » ne sont nommés forces que par une locution figurée, familiere a
Lagrange. Nous avons averti plusieurs fois qu'il ne fallait pes prendre cette locution & la
lettre. {Voir la Note rdlative a I'art. 9, Sect. 11.) @) Bertrand.)
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54. On auradonc par notreméhode cetteéquation génér aledel'é
quilibre
o=+S(xa.=+\’6_y+36=)dm
+Sl(dxdé‘x +dy ddy - ds d ds)
+Sp(d"x Ade -y dUdy + s 1)
+ Qv itz Pic + &y dly o 3 P82)

laquelle, par les trandformations enssignées se réduira a la forme
uivante:
o+ § (X dm — dihde) + d*{pdiz) — o (s 1)) 85
+ § ¥ dm — dhdy) +di(pdiy) — P (v )] dy

-+ S[»‘r dm —d{ids) +d'{pda) —d'(v Pz)]ds
o [A et — it dte®) 4 dt (W )] At
- [t A Y] d B i v P G
+ [Wayt —d{g" By} [V )] &y

+ W dy — d{vdy )] d 3y vy
+ [Melsm — d{p ")+ P (V)] 6

+ [pfel's® — d(v a3 - v s E
—[¥dz —d{p'dz') -+ d(V d'2'Y] e

— [ — A (v PV d b — v i 3
—[¥dy —d(pdy'yd' @y dy

— [ty — ()] By — v Py Yy
— [ ¥ — A E) (v A )] 8
—[p'dt — gy P ) d s v P E

55.Egalant d'abord & z&o les codfidients de 8z, 8y, &5 sous le
sgne S on aura ces trois équations indéfinies
Xdm — diddz) +P{pdz)—divdxi= 0,
Ydm —d(ddy) + d*(pdty} —d'{vdty) =0,
Zdm —d(dds) + P{pd's) —d{udis) —o,

lesquelles, renfermant trois variables indéerminées X, g, ¥, ne servi-
ront qu'a déterminer cestrois quantités; en sorte qu'il n'y aura aucune
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éguation indéfinie entre les différentes forces X, Y, Z qu'on suppose
appliquées a tous les points de la verge; et les conditionsdel'équilibre
dépendront uniquement des termes qui sont hors du signe S Mais,
comme 0ss termes contiennent les inconnues h, ., ¥, il faudra com-
mencer par déterminer ces inconnues.

Pour cda, il faut intégrer les équations précédentes, ce qui et
facile, e I'on aura cestrois-ei

SXdm —hdr - dipdia) —d(ras) = A,
fYdn —idy +dipdy) —d(hdy =T,
',I'.de wr hdls - d(pd sy~ i 2) =1,

A, B, C éant trois condantes arbitraires.
Ces équations donnent, par I'éimination de *, ces trois autres-ci

dy [ X dm — dor ¥ din + dy dip e} — dx dip diy)
—dyd(vPat - drd(vPy) A dy — Bdr,
@z [ X el - dr fEdm - dad(peie) — ded{pdis)
— d3 (v dx) + de (v )=z Ads — Cer,
ds [Y¥dm —dy [Zdin 4 dsd(pdiy) — dy dipd*z)
—dedi{vdiy) - dy P {ve'z) =Bz — Cdy,

yf¥dm ~x[¥dm—f(Xy - Yoidm
epldydier —dedty) — dy divdiz) + dodivdy)
ity dr —dedy)=Ay—llxr+F,
s Xdm— = [Zdar — f(Xz-— Zr)dm
o+ plds By dr dz) - da d(va?2) - drd{vdiz)
+v{dlady — drds)=As — Lz + G,
sfYam—yftam— f(¥: —Zy)rdm
+p(dsdty —dydiz) —dsd{vdly) +dyd{sd'z)
+v(dtsdPy —dlyas)=Bs-Cy-+H,

e

F G H é&ant de nouvdles congdantes ar bitr aires
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Ces trois derniéres équations serviront a déterminer les trois quan-
tités ., v, et les trois premiéres équations intégrales donneront
lesvaleurs de, dj, d'. Ainsi |'on aura toutes lesinconnues qui entrent
dans les termes qui sont hors du signe S; il suffira pour cela de mar-
quer, dans les six équations qu'on vient de trouver, toutes les lettres
d'un trait ou de deux, a |I'exception des constantes arbitraires, de sup-
poser nulles, dans le premier cas, les quantités affectées du signef
lesquelles sont censées commencer au premier point du fil, et de chan-
ger, dans le second cas, f en S dans les mémes quantités, pour les
rapporter au dernier point du fil.

56. Cela posé, voyons maintenant les conditions qui peuvent ré-
sulter de |'anéantissement des termes hors du signe S dans |'équation
générale de I'équilibre (art. 54).

Et d'abord, si I'on suppose la verge entierement libre, lesvariations
sz 8V, 83, 8k, diy, diz, d¥8x, dtdy, d* 83 et Sxv. &, 85,
«#8&x", ... seront toutes indéterminées; par conséquent, il faudra égaler
a zéro chacun de leurs coefficients, et il est visible qu'il faudra pour
cela que les quantités ¥, &', ¥, d', &', v, ainsi qued”, m*
v, %", soient nulles.

Donc les trois premieéres équations intégrales de I'article précédent,
étant rapportées au premier et au dernier point du fil, donneront ces
six conditions

BT TAN

A=0B=0C=o0 8Xdm=A 8SY¥dm=8 Szdn=r;
et les trois dernieres intégrales donneront de méme les six suivantes ;

Ay —Bz'+F=o,
A —~Cz'+G—0o,
Ba'—Cy +H=0;

P S%dm — ' §Vdm —§(Xy — ¥5)dm = Ay'— Ba'+ F,
S8 Xdm—QZdm — §(Xs —Zor)dm =As' - Cats §i,

S8Ydu—yQ2dm — §(¥:-Zy)dm =B~ Cy+H,
X1. 23
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Donc
A=0, B=o, C = o F = 0o G=0, H = o0

et, par conséquent,

SX Wi .o, S\'dm =, S'Ldm =0,
S(\_}‘—Ya:]dlu:u, S(X:—Z.t‘)dlu:a, S(‘I":-—Z’y) el == a,

Os six équations sont donc les seules qui soient nécessaires pour
I'équilibred'unevergeinflexible, lorsqu'il n'y apasdepoint fixe; cest
ce qui saccorde avec ce que nous avons remarqué plus haut (art. 25),
et c'est auss ce qu'on aurait pu déduire immeédiatement de la théorie
donnéedanslaSection | | 1, ainsi que nous I'avons observédans I'article
cité.

57. Supposons maintenant qu'il y ait dans la verge un point fixe et
qgue ce point soit la premiére extrémité de laverge ; dans ce cas, on aura

de'=n, ar'=o, dz'=n;

en sorte que les termes affectés de ces variations disparaitront d'eux-
mémes; il suffira donc d'égaler a zéro les coefficients de d8x", 48y,
diz, 282, 8y, 23z, aind que les coefficients de &=, &, 35,
dev, d S_y", R

Or il et aisé devoir que, pour cela, il suffiraquel'on ait

wE=n,  v=a, dv=n,
et ensuite

=, pi=o, W=, dut=—u, A"=o, ar—=y,

comme dans le cas précédent; et I'on trouvera les mémes conditions
que dans|'article précédent, al'exception de ce que A, B, C ne seront

pas nulles.
On auradonc

A=§Xdn, B=8Ydm, C=§Zdm,
ensuite

F=Br—aAy, fG=Cz'=As, H=0p-R
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et lestroisautres équations seréduiront a celesci

—S(Xy ~Yz)dn=Ba'— Ay,
—~§(Xs —Zr)dm - Cam A,
—SQ(Ye—Zy)dm=Cy'—Bs,
Ceg-adirea
NiXy—Yardm- o' § ¥ din— p' § X din = o,
SiX:—2Za)dm+ 2 §2am— = §Xdn=o,
St¥s—zy)dm+y §Zdm— o §¥dm =0,

ou, cequi et la méme chos, a

QX0 — ) —Y(e —#)ldm =0,
_ QIX(z —#)—Z{a— o)l dm =0,
S[\’(: —&)—Z{p— Y dn =0,

Ce nt les saules conditions nécessaires pour |'équilibre, e il et
clair qu'dlesrépondent & celles quel'on a trouvées dans I'article 24.

58. S la verge était fixement attachée par sa premiere extrémité,
en sorte que non seulement le premier point de la courbe fGt fixe,
maisauss la tangente a ce premier point, alors on aurait non seule-

ment
jr=uo, dy'=o, dg'=0,
mais auss

ddr’=diz'-=0, ddy'=diy'=o, ddz'=da'= 0}

par conséquent, tous les termes affectés de ces quantités disparal-

traient d'eux-mémes et il ne resterait qu'a faire évanouir les termes

affectés de o &, A&y, 4785 et de 82, 8y, 82", dix*, A8, ....
On n'aura donc, dans ce cas, que cesconditions

VY=o, W=no, w=o, =0, du’ = o, & —o, [ TS
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Donc les constantes A, B, C auront encore les valeurs
A=8%dm, B=8¥dm, C=874m

ensuite les trois derniéres intégrales de I'article 55, étant appliquées
au dernier point de la verge, donneront

Fo§(Vo-Xpydin,  G=8Ze—Xzydm, W=§iZy--¥Ys)dm.

VA, si I'on applique ces mémes équations au premier point, on aura

Wity e — ety ) — A [y — AP Y= Ay — B+ F,
widd e — A B - (A —de P = A — L G,
Wi iy Ayl — b (st Py dy P2 =R Gy H,

d'ou, éliminant p' et dV', résulte I'équation

M Py 4 Bs'de'— o'l 4 Clatdy' = s
4 Fods'— Gdy'+ de— 0.

Cette équation est nécessaire pour empécher que la verge ne tourne
autour de sa premiére tangente, qui est supposée fixe, et il est facile
de voir que son premier membre devient nul lorsque la verge est une
ligne droite.

59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la lon-
gueur de cette solution, qui est, en effet, plus longue que celle de
I'équilibre d'un fil flexible; tandis que, par les méthodes ordinaires,
ee dernier probléme est beaucoup plusdifficile que celui de I'équilibre
d'une verge raide tirée par des puissances quelconques, parce qu'il
faut déterminer, par la composition des forces, la courbe que le fil doit
prendre pour étre en équilibre, au lieu que, dans le cas de la verge,
cette courbe est donnée et que I'équilibre ne demande que la destruc-
tion des moments des forces. Mais, lorsqu'on veut suivre pour tous ces
problémes une marche uniforme et passer de |'un a I'autre graduelle-
ment, & mesure qu'on y ajoute de nouvelles conditions, il est évident
que lecasd'un fil inflexible est moins simple que celui d'un fil flexible,
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parce que l'inflexibilité exprimée analytiquement condste dand’inva
riabilité des disances mutuelles des points du fil. Et si, dans ce cas,
la courbe éant donnée, ele ne doit plus &re un résultat du calcul
comme dans le cas d'un fil flexible, cest une drcongance que I'ana-
lyse doit indiquer et qu'dle indique, en effet, par les trois indéter mi-
nées &, ». v qui restent dans les trois équations indéfinies entre x y,-
z de l'article 55, et qui font que oes éguations peuvent sadapter a une
courbe quelcongue donnée. Ains I'on ne doit pas regarder oes égua-
tions comme une superfluité inutile; outre qu'dles servent a déter-
miner les trois inconnues &, i, v, d'oll dépendent les conditions de
I'équilibre, et qui expriment (') en méme temps les forces qui soppo-
sent & ce que les valeurs des trois fonctions «, B, 4 varient par |'effet
des forces qui agissent aur lefil.

Il est vrai que lestrois indéterminées i, p., v doivent &re remplacées
par les trois équations de condition qui consstent en ce que les fonc
tions différentiellesa, f, y doivent ére censées données. Mais, comme,
par lanature du Calcul différentiel, la valeur absolue des différentielles
rege indéterminée et qu'il n'y a que leur rapport qui puise ére
donné, oes trois conditions ne peuvent équivaloir qu'a deux, qui ren-
ferment les rapports des trois quantités «, 3, v; € ces deux rapports
suffisent pour déterminer la courbe.

En effet, par ce qu'on a démontré plus haut (art. 46), on voit que
I'angle de contingence formé par deux cités successfs de la courbe
ViaP —da®

T .

s trouve exprimé par: s en oonservant les valeurs de e, f§.

v de l'article 53; de sorte que le rayon osculateur sera exprimé par
SIELTCEEYON rayon éant donc supposé donné, la courbe sera donnée

VP — 2

s elle ex a smple courbure, et, pour les courbesa double courbure, il
ne sera pas difficile de prouver que la ssoonde courbure, provenant de
I'angle de contingence formé par les plans qui passent successvement
par deux ééments contigus de la courbe. dépendra du rapport des

() Voir la note refative a l'article 53. (3. Bertrand))
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troisquantités =, ]'3, ¥ ("). Ainsi lestrois conditions dont il s'agit, rap-
portées a la courbe, se réduisent a ce qu'elle soit donnée, comme le
probléme le suppose (2).

On pourrait étendre I'analyse de ce probléme au cas d'une surface
ou d'un solide dont tous les points seraient tirés par des forces quel-
conques; mais nous allons faire voir comment on peut la simplifier en
partant des mémes équations de condition et en déterminant d'avance
par ces équations la forme des variations des coor données.

CHAPITRE V.

DE L'EQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE DE GRANDEUR SENSIBLE ET DE FIGURE QUELCONQUE,
DONT TOUS LES POINTS SONT TIRES PAR DES FORCES QUELCONQUES.

(il). Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce que
lotis ses points conservent constamment entre eux la méme position et
les mémes distances, on aura entre lesvariations &, 8y, 8 les mémes
équations de condition qu'on a trouvées dans |'article 53; car il est
visible qu'en imaginant dans I'intérieur du corps une courbe quel-
conque, il suffira que tous ses points gardent les mémes distances entre
eux, quelque mouvement que le corps regoive; ainsi I'on pourra, par
leur moyen, déterminer immédiatement lesvaleurs de ces variations.

Pour cela, je remarque que, comme en passant aux différences
secondes il est toujours permis de prendre une des différences pre-
miéres pour constante, on peut supposer dx constante et, par consé
quent, d> = o, d®x — o, ..., moyennant quoi la deuxiéme et la troi-

%) Cette seconde courbure dépend auss de di. (J. Bertrand.)

(9 On voit, dapres les résultats précédents, que deux courbes sont superposables lors-
que les rayons de premiere et do seconde courbure Sexpriment, dans I'une et dans|'autre,
par une méme fonction do I'arc. Si donc deux courbes ont I'une et I'autre leurs rayons de
courbure constants ot égaux chacun a chacun, ces courbes sont identiques; et, comme on
peut toujours déterminer une hélice dont les rayons de courbure soient donnés, toute
courbe qui a ses rayons do courbure constants est une hélice. Plusieurs géométres ont
donné des démonstrations élégantes de ce théoreme. Voir deux Not&s |'une de M. Puiseux,
I'autre do M. Serret, Journal de MalhemaUques de Liouville, j'® série, t. VII, p. 65, et
t. XVI, p. 193. . Bertrand)
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séme équation de I'article cité deviendront

diydidy +dsdda=o et diydidy Pz,

'z

La premiére de ces équations donne d'abord a8y = — Z- "8z e,
différen tiant, ‘
_ s N 2 !.f'sd“r' -
Poy=— Gt [E'Tv”“_—(d'n‘_ iz
cette valeur éant subgtituée dans la seconde équation, ele se trou-
vera toute divisible par o5 — -‘f-d-ﬁ};;f»et I'on aura, aprésladivision,

&y e
d* 8z — ad‘dz_o.

d'au I'on tire, en intégrant,
13z = gL a5y,

2L é&ant une congtante. Ayant «* 8z, on trouvera

gy = — L dls;
donc, intégrant de nouveau et ajoutant les congtantes — &M dur, 8N dix
on aura

d, oes valeff & &t Qinefiids dand i preflidieradilidion de condi-
tion, savoir drdir+dyddy +didds—e,
il viendra
ddz=—dNdy+ M ds.
Enfin on aura, par une troiséme intégration e par I'addition des
nouvelles condantes &, ém, &n,

S0 =& —y dN -+ s3M,
Oy =dm + o8N — s dl.,
g3 =dn —xdM 4y L,

Et il et facile de s convaincre que ces expressons ne satisfont pas
seulement aux trois premiéres équations de condition de I'article 53,
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mais aussi a toutes les autres qu'on pourrait trouver a |'infini, et qui
sont toutes renfermées dans cette équation générale

L L L A L LY

Telles sont donc les valeurs de &, 3_)'. ¢z pour un systéme quel-
conque de points unis ensemble de maniere qu'ils conservent toujours
entre eux les mémes distances; ainsi ces valeurs serviront non seule-
ment pour le cas d'une courbe quelconque mobile et invariable dans
sa figure, mais aussi pour le cas d'un corps solide de figure quel-
conque.

Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour
exprimer les variations des coordonnées de tous les points d'un corps
solide mobile dans I'espace. 11 y est parvenu par des considérations
tirées du Calcul différentiel, mais différentes de celles qui nousy ont
conduit, et, ce me semble, moins rigoureuses ('). Voir, dans le Volume
de I'Académie de Berlin pour 1750, le Mémoire intitulé : Découverte
d'un nouveau principe de Mécanique.

6l. Puis donc que les valeurs précédentes de s, &y, 8z satisfont
déja aux équations de condition du probleme, il est clair qu'il suffira
de les substituer dans la formule

S(Xd‘:+‘i5_y+za:.)dm

et de faire en sorte qu'elle devienne nulle, indépendamment des quan-
tités 84, &m, &a, 8L, 8M, 8N, qui sont les seules indéterminées qui
restent.

Or, comme ces quantités sont les mémes pour tous les points du
corps, il faudra dans la substitution les faire sortir hors du signe S: et
I'on aura conségquemment cette équation générale de I'équilibre d'un

(%) Ladémonstration d'Eulor e, il est vrai, moins directe que cdlo de Lagrange mas
il n'faetelmposblededewuvnrlepomt dovueamleq on peut 'accuser de man-
quer de rigueur. (J. Bertrand.)
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corps solide de figure quelconque

SIS X dir dm § Vdfm -+ 3n § 2
+ N Q (Yo —Xp)dm + M § (X3 —Z2) dm + L §(Zy — ¥5)dm =0,

d'ou I'on tirera les équations particuliéres de I'équilibre, en ayant
égard aux différentes drcondances du probléme.

62. Et d'abord, s le corps e suppos? entierement libre, les sx va-
riations 8, 8m, &n, 8L, &M, 8N seront toutes indéterminées, et il faudra
égaler sparément a z&o les quantités par lesquelles dles s trouvent
multipliées; ce qui donnera ces six équations d§a connues

Sde.—_o, S\'d‘m:o. SZd’m:o.
S[Y.z—)ly}dm:o. S(X:—Z:)d‘m:u, S(Z_y—‘i':)d’m:n.

En seoond lieu, Sil y a dans le corps un point fixe autour duquel il
ait smplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sns et qu'on
nomme a, b, ¢ les valeurs des coordonnées X, y, z pour ce point, il

faudra que I'on ait
da=o, 34 =—o, dc—o;

donc
H—biN M=o, dm—cdl+adN =0, dn—adM +43L=0u;
d'ou I'on tire
G=0IN —c3M, dm =¢dL —adN, dn =adéM—biL.
On subgtituera cesvaleurs dans I'équation générale de I'article pré
cédent et, mettant sous lesgne S les quantités a, b, ¢, qui sont con-
gtantes par rapport aux différents points du corps, on aura cette

transformée )
+ §[¥(z —a) — X(y — b)] dm

+IM§ [X(x— ) —Z{x—a)ldm

+8LS[Z (y—¥)—¥ (s —o)]dmn =0,
XI. 24
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laquelle ne fournira plus que Crais équations, savoir

SiVir—a) =Xy —8))dm=o,
S[K(s —c}—Z{x —w)ldn=c,
S[Z (y—8)—Y{(z —ejldm =10

En troisiéme lieu, s'il y adans le corps deux points fixes et quef,
g, h soient les valeurs de x,y, z pour le second de ces points, on aura,

deplus,
4f = g 3N — hiM,

dm = &dL — f4&N,
dn = M — g 8L

donc, comparant ces valeurs de &/, ém, 8r avec les précédentes, on

aura
(g —b)oN —(h —ejdM=—n,

(f—a)dN —{h —e)dl = o,
(f—a)dM—(g—0dL =,
Les deux premiéres de ces équations donnent
31.-.——-‘{—-_—“'31\[, all:lg_baN.
L —

h—e

et, comme ces valeurs satisfont auss ala troisieme équation, il Sensuit
quelavariation 8N demeure indéterminée.
Faisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée ci-dessus,
on aura
+ (ke —e)§ Y (2~ ) — X(p — b)]dm
N+ (g~ B Q1K (s — o) —Z (2~ a))dm | =o;
+(F—a§{E(y = H— V(2 —c)]em
ainsi les conditions de I'équilibre seront renfermées dans cette seule
équation
+(h—e)QI¥(x—~a)— X{y— 8} dm
+{g— 5 QX2 ~c)—Z (x—a)] din
+(f—a)§[Z(y =)= Y(s—c)]dm=o.
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63. Cesdifférentes équations répondent a celles que nous avons don-
néessdansla Section | | |, pour I'équilibre d'un sysémede points isolés
deformeinvariable; et nous aurions pu appliquer immédiatement les
conditions de cet équilibre a celui d'un corps solide de figure quel-
conque, dont tous les points sont tirés par des forces données. Mais
nous avons cru qu'il n'éait pasinutile, pour montrer la fécondité de
nos méthodes, de traiter cette derniére question en particulier e sans
rien emprunter desproblémesdgarésolus.

Au reste, S les deux points du corps que nous venons de supposer
fixes éaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données, ou méme
jointsentre eux d'une maniére quelconque, on aurait alorsune ou plu-
seurs équations différentielles entre lesvariations des coordonnées a,
ab, ¢, f, g, h qui répondent a cespoints; et, substituant ala place de ces
variations leurs valeurse &, 8, $a, 8L, €M, &N, d'aprés les formules
générales de I'article 60, on aurait autant d'équations entre ces der-
niéresvariations, au moyen desquelles on déter miner ait quelques-unes
de ces variations par les autres; on substituerait ensuite ces valeurs
dans |'équation générale, et I'on égalerait azéro chacun des coefficients
des variations restantes, ce qur fournirait toutes les équations néces-
sarespour |'équilibre.

La marche du calcul est, comme I'on voit, toujoursla méme, e cest
ce qu'on doit regarder comme un des principaux avantages de cette
méthode.

64. Lesexpressonstrouvées plus haut (art. 60) pour les variations
8x, 8y, 8z font voir que ces variations ne sont que les résultats des
mouvements de trandation e de rotation que nous avons consdérés
en particulier dans la Section 1'11.

En effet, il e visible que les termes &4, 8m, 8a, qui sont communs
a tous les points du corps, représentent les petits espaces parcourus
par le corps, suivant les directions des coordonnéss x, y, z en vertu
d'un mouvement quelconque de trandation; e I'on voit, par les for-
mulesde I'article 8 de la méme Section, que les termes 58M — y 8N,
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£ N — 58L, yOL — &M représentent les petits epaces parcourus
par chague point du corps, suivant les mémes directions, en vertu de
trois mouvements derotation 8L, M, 8N autour des trois axes des X,
Y, z ces quantités 8L, &M, 8N répondant aux quantités dip, dw, dy de
I'article cité. Ains I'on aurait pu déduire immédiatement les expres-
sons dont il sagit de la seule considération de ces mouvements, ce qui
aurait é&é plus smple, mais non pas § direct. L'analyse précédente
conduit naturellement a ces expressons et prouve par |a, d'une ma-
niére encore plus directe & plus générale que celle de I'article 10 de
la Section I 1 1, que, lorsgue les différents points d'un syséme conservent
leur postion relative, le syséme ne peut avoir a chaque instant que des
mouvements de trandation dans I'espace et de rotation autour de trois
axes perpendiculaires entre eux.
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SECTION SIXIEME.

SUR LES PRINCIPES DE L'HYDROSTATIQUE.

Quoique nous ignorions la congtitution intérieure des fluides nous
ne pouvons douter que les particules qui les composnt ne soient ma-
térielles, & que par cette raison les lois générales de I'équilibre ne leur
conviennent comme aux corps solides. En effet, la propriéé principale
des fluides, et la seule qui les distingue des corps solides, condse en
ce que toutes leurs parties cedent a la moindre force & peuvent s
mouvoir entre eles avec toute la facilité possble, quelles que soient
d'ailleurs la liaison et I'action mutuelle de ces parties. Or, cette pro-
priété pouvant aisfment é&re traduite en calcul, il Sensuit que les lois
de I'équilibre des fluides ne demandent pas une théorie particuliéere,
mais qu'elles ne doivent &re qu'uneas particulier de la théorie géné-
rale de la Statique. C'est sous ce point de vue que nous allons les con-
sidérer; mais nous croyons devoir commencer par expose les différents
principes qui ont &é employésjusqu'ici dans cette partie de la Sta-
tiqgue qu'on nomme communément Hydrostatique, pour compléter
I'analyse des principes de la Statique que nous avons donnée dans la
Section | .

1. Cet encore a Archimede que nous devons les premiers principes
de I'équilibre des fluides. Son Traité De insidentibus humido ne nous
est pas parvenu en grec; il y en avait seulement une traduction latine
asxz défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque Commendin entreprit
deleregtituer et del'éclaircir par desnotes; il parut, par lessoinsde ce
savant commentateur, en 1565, sousletitr e Delisquoevehuntur in aqua.



190 MECANIQUE ANALYTIQUE.

Cet Ouvrage, qu'on peut regarder comme un des plus précieux restes
del'Antiquité, est divisé en deux Livres. Dansle premier, Archiméde
pose ces deux principes, qu'il regarde comme des principes d'expé-
rience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie : 1° que la nature des
fluides e telle, que les parties moins pressées sont chassées par celles
qui le sont davantage, et que chague partie est toujours pressée par
tout le poids de la colonne qui lui répond verticalement ; 2° que tout
ce qui est pousst en haut par un fluide est toujours poussé suivant la
perpendiculaire qui passe par son centre de gravité.

Du premier principe, Archiméde conclut d'abord que la surface d'un
fluide, dont toutes les parties sont supposées peser vers le centre de la
Terre, doit étre sphérique pour que le fluide soit en équilibre. Ensuite
il démontre qu'un corps auss pesant qu'un égal volume du fluide doit
sy enfoncer tout a fait, parce qu'en considérant deux pyramides égdes
du fluide supposé en équilibre autour du centre de la Terre, celle ou
le corps ne serait plongé qu'en partie exercerait une plus grande pres-
sion que l'autre sur le centre de la Terre ou, en général; sur une
surface sphérique quelcongue gu'on imaginerait autour de ce centre.
Il prouve, de la méme maniere, que les corps plus légers qu'un égal
volume du fluide ne peuvent sy enfoncer que jusqu'a ce que la partie
submergée occupe la place d'un volume de fluide auss pesant que le
corps entier; d'ou il déduit ces deux théorémes hydrostatiques, que
les corps plus légers que des volumes égaux d'un fluide, y étant plon-
gés, en sont repoussés de bas en haut avec une force égde a I'excés du
poids du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les corps
plus pesants y perdent une partie de leur poids égde a celui du fluide
déplacé.

Archiméde se sert ensuite de son second principe pour établir les
lois de I'équilibre dos corps qui flottent sur un fluide; il démontre que
toute section de sphére plus légere qu'un volume égal du fluide, y
étant plongée, doit nécessairement se disposer de maniére que la base
en soit horizontale; et sa démonstration consiste a faire voir que, si la
bese était inclinée, le poids total du corps, considéré comme concentré
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dans son centre de gravité, & la pouse verticale du fluide, consdérée
auss comme concentrée dans le centre de gravité de la partie submer-
gée, tendraient toujours a faire tourner le corps jusqu'a ce que sa base
fat redevenue horizontale.

Tels sont les objets du premier Livre. Dans le second, Archimede
donne, d'apres les mémes principes, les lois de I'équilibre de diffé-
rents solides formés par la révolution des sections coniques, e plongés
dans des fluides plus pesants que ces corps; il examine les cas oU ces
conoides peuvent y demeurer inclinés, ceux ou ils doivent sy tenir
debout et ceux ol ils doivent culbuter ou seredresser. CeLivre es un
des plus beaux monuments du génie d'Archimede e renferme une
théorie de la stabilité des corps flottants a laquelle les modernes ont
peu ajouté.

2. Quoique, d'apres ce qu'Archimedc avait démontré, il ne fit pas
difficile de déterminer la presson d'un fluide sur le fond ou sur les
parois du vase dans lequd il est renfermé Stevin et néanmoains le
premier qui ait entrepris cette recherche et qui ait découvert le para-
doxe hydrostatique, qu'un fluide peut exercer une presson beaucoup
plus grande que son propre poids. C'et dansletome | | | desHypomne-
mata mathematica, traduits du hollandais par Snellius et publiés a
Leyde en 1608, que se trouve la théorie hydrostatique de Stevin. Aprés
avair prouvé qu'un corps solide de figure quelconque et de méme gra-
vité que I'eau peut y rester dans une situation quelconque, par la
raison qu'il occupe la méme place & pée autant que s c'éait de l'eau,
Stevin imagine un vase rectangulaire rempli d'eau et il fait voir aiss
ment que son fond doit supporter tout le poids de I'eau qui remplit le
vae |l suppose ensuite qu'on plonge dans ce vase un solide de figure
quelconque e de méme gravité que I'eau; il es clair que la presson
reserala méme de sorte que, s I'on donne au solide plongé une figure
telle qu'il ne reste plus qu'un canal de fluide d'une figure quelconque,
la pression du canal sur la base sera encore la méme et, par conss
quent, égale au poids d'une colonne verticale d'eau qui aurait cette
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méme base. Or Stevin observe qu'en supposant ce solide fixement ar-
rété a sa place, il n'en peut résulter aucun changement dans I'action
de I'eau sur le fond du vase; donc la pression sur ce fond sera tou-
jours égde au poids de laméme colonne d'eau, quelle que soitla figure
du vase.

Stevin pase de 1a a déterminer la pression de I'eau sur les parois
verticales ouinclinées; il diviseleur surfaceen plusieurspetites parties
par des lignes horizontales et il fait voir que chague partie est plus
presste que s elle était horizontale et a la hauteur de son bord supé-
rieur, mais qu'en méme temps elle et moins pressée que s elle était
placée horizontalement & la hauteur de son bord inférieur. D'ou, en
diminuant'lalargeur des parties et augmentant leur nombre al'infini,
il prouve par la méthode des limites que la pression sur une paroi
plane inclinée est égdle au poids d'une colonne dont cette paroi serait
la base et dont la hauteur serait la moitié de la hauteur du vase.

11 détermine ensuite lapression sur une partie quelconque d'une
paroi plane inclinée, et il la trouve égae au poids d'une colonne d'eau
qui serait formée en appliquant perpendiculairement a chaque point
de cette partie des droites égdes a la profondeur de ce point sous
I'eau. Ce théoréme étant ainsi démontré pour des surfaces planes
situées comme I'on voudra, il est facile de I'étendre & des surfaces
courbes et d'en conclure que la pression exercée par un fluide pesant
contre une surface quelconque a pour mesure le poids d'une colonne
de ce méme fluide, laquelle aurait pour base cette méme surface, con-
vertie en une surface plane s'il est nécessaire, et dont les hauteurs ré-
pondantes aux différents points de la base seraient les mémes que les
distances des points correspondants de la surface a la ligne de niveau
dufluide; ou, ce qui revient au méme, cette pression sera mesurée par
le poids d'une colonne qui aurait pour base la surface pressée et pour
hauteur la distance verticale du centre de gravité de cette méme sur-
face a la surface supérieure du fluide (').

(*) Cette proposition relative & la pression sur une surface courbo est inexacte. L'auteur
ne I'énonce ici quo par inadvertance. (7. Bertrand.)
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3. Les théories précédentes de I'équilibre et de la pressiondes
fluides sont, comme I'on voit, entierement indépendantes des prin-
cipes généraux de la Statique, n'éant fondées que sur des principes
d'expérience particuliers aux fluides;, et cette maniere de démontrer
les lois de I'Hydrostatique, en déduisant de la connaissance expéri-
mentale de quelquesunes de ces lois celle de toutes les autres, a
&é adoptée par la plupart des auteurs modernes et a fait de I'Hy-
drostatique une sdience tout a fait différente et indépendante de la
Statique.

Cependant il éait naturel de chercher a lier ces deux sdences cn-
semble et a lesfaire dépendre d'un seul & méme principe. Or, parmi
les différents principes qui peuvent servir de base a la Statique et dont
nous avons donné une exposition succincte dans la Section |, il et
visble qu'il n'y a que celui desvitessss virtuelles qui sapplique natu-
rellement a I'équilibre des fluides. Auss Galilée, auteur de ce prin-
cipe, sen es srvi également pour démontrer les principaux théorémes
de Statique et d'Hydrostatique.

Dansson Discorsointorno allecosechestannosul'acqua, ochein quella
simuovono, il déduit immédiatement de ce principel'équilibredel'eau
dans un siphon, en faisant voir que, s I'on suppose le fluide a la méme
hauteur dans les deux branches, il ne saurait descendre dans I'une
& monter dans I'autre sans que les moments soient égaux dans la
partie du fluide qui descend et dans celle qui monte. Galilée démontre
d'une maniére semblable I'équilibre des fluides avec les solides qui y
sont plongés; il es vrai que sss démondrations ne sont pas bien
rigoureuses, et, quoiqu'on ait cherchéay suppléer dans les notes ajou-
tées a I'édition de Florence de 1728, on peut dire qu'dles laissent
encore beaucoup a désirer. Descartes et Pascal ont également employé
le principe des vitesses virtuelles dans I'Hydr ostatique; ce dernier sur-
tout en afait un grand usagedans son Traitédel' équilibre desliqueurs
e sen est servi pour démontrer la propriété principale des fluides,
gu'une presson quelconque appliquée a un point de leur surface ser é-
pand également dans tous les autres points.

XI. 25
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4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient
encore trop hypothétiques et, pour ainsi dire, trop laches pour pouvoir
servir aétablir unethéorierigoureuse sur I'équilibre desfluides. Aussi
ce principe a-t-il é&é abandonné depuis par la plupart des auteurs qui
ont traité de I'Hydrostatique, et surtout par ceux qui ont entrepris de
reculer les limites de cette science en cherchant les lois de I'équilibre
des fluides hétérogenes, dont toutes les parties sont animées par des
forces quelconques ; recherche trés importante par le rapport qu'elle a
avec la fameuse question de la figure de la Terre.

Huygens (') a pris dans cette recherche, pour principe d'équilibre,
la perpendiculaire dela pesanteur ala surface. Newton (2) est parti du
principe de I'égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer(®) a
remarqué ensuite que, souvent, ces deux principes ne donnaient pas
le méme résultat, et en a conclu que, pour qu'il y et équilibre dans
une masse fluide, il fallait que les deux principesy eussent lieu a la
fois et saccordassent & donner la méme figure a la surface du fluide.
Mais Clairaut () adémontré de plus qu'il peuty avoir des cas ol cet
accord ait lieu, et ou cependant il n'y aurait point d'équilibre. Maclau-
rin (°) agénéraliséle principe de Newton, en établissant que, dans une
mas= fluide en équilibre, chaque particule doit &tre comprimée égale-
ment par toutes les colonnes rectilignes du fluide, lesquelles appuient
sur celte particule et se terminent a la surface; et Clairaut (6) I'arendu
plus général encore, en faisant voir que I'équilibre d'une mass fluide
demande que les efforts de toutes les parties du fluide, renfermées dans
un cana quelconque, aboutissant ala surface ou rentrant en lui-méme,
se détruisent mutuellement. Enfin il a déduit le premier de ce prin-
cipe les vraies lois fondamentales de I'équilibre d'une masse fluide
dont toutes les parties sont animées par des forces quelcongues, et il a

) Voir Dissertatio de causa gravitatis, additamentum; Opera posthuma, t. |1, p. 116.
(?) Dans le livre des Principes, livre |11, proposition 49.
(®) Mémoires de I'Académie des Sciences;, 1734.
(‘5.) Théorie de la figure de la Terre, p. 28, 2° édition; Paris, 1808.

(®) Théorie de la figure de la Terre. (Notes de M. J. Bertrand.)
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trouvé les équations aux différences partielles par lesquelles onspeut
sexprimer ces lois; découverte qui a changé la face de I'Hydrostatique
et ell afait comme une science nouvelle.

5. Le principe de Clairaut n'est qu'une conséquence naturelle du
principe de I'égalité de pression en tous sens, et I'on peut déduire im-
médiatement de celui-ci les mémes équations qui résultent de I'équi-
libre des canaux. Car, en considérant la pression comme une force qui
agit sur chague particule, et qui peut sexprimer par une fonction des
coordonnées qui déterminent le lieu de la particule dans la mase
fluide, la différence des pressions qu'elle souffre sur deux faces oppo-
s et paralléles donnela force qui tend & la mouvoir perpendiculaire-
ment & ces faces, et qui doit étre détruite par les forces accélératrices
dont cette particule est animée; de sorte qu'en rapportant toutes ces
forces aux directions des trois coordonnées rectangles, et supposant la
mas fluide partagée en petits parallélogrammes rectangles ayant pour
cotés les éléments de ces coordonnées, on a directement trois équa-
tions aux différences partielles entre la pression et les forces accéléra-
trices données, lesquelles servent a déterminer la valeur méme de la
pression et la relation qui doit avair lieu entre ces forces. Ce moyen
simple de trouver les lois générales de I'Hydrostatique est dO a Euler
{Mémairesde Berlin de 1755) et il es maintenant adopté dans presque
tous les Traités de cette science.

6. Le principe de I'égalité de pression en tous sens et donc jus-
qu'ici le fondoment de la théorie de I'équilibre des fluides, et il faut
avouer gue ce principe renferme, en effet, la propriété la plus simple
et la plus générale que I'expérience ait fait découvrir dans les fluides
en équilibre. Mais la connaissance de cette propriété est-elle indispen-
sable dans la recherche des lois de I'équilibre des fluides? Et ne peut-
on pas dériver ces lois directement de la nature méme des fluides
considérés comme des amas de molécules tres déliées, indépendantes
les unes des autres et parfaitement mobiles en tout sns? Cest ce que
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je vais lacher de faire dans les Sections suivantes, en n'employant que
le principe général del'équilibre dont j'ai fait usagejusqu'ici pour los
corps solides; et cette partie de mon travail fournira non seulement
une des plus belles applications du principe dont il sagit, mais ser-
viraauss a simplifier a quelques égards la théorie méme de I'Hydro-
statique.

On sait que les fluides en général se divisent en deux especes : en
fluides incompressibles dont les parties peuvent changer de figure,
mais sans changer de volume, et en fluides compressibles et élastiques
dont les parties peuvent changer a la fois de figure et de volume et
tendent toujours a se dilater avec une force connue qu'on suppose
ordinairement proportionnelle a une fonction de ladensité.

L'eau, le mercure, etc., appartiennent a la premiére espéce; et |'air,
la vapeur de I'eau bouillante, etc., appartiennent a la seconde.

Nous traiterons d'abord de I'équilibre des fluides incompressibles,
et ensuite de celui des fluides compressibles et élastiques.
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SECTION SEPTIEME.

DE L'EQUILIBRE DES FLUIDES INCOMPRESSIBLES.

1. Soit une mass fluide m, dont tous les points soient animés par
des pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, ..., dirigées suivant
les lignesp, q, r, ...; on aura, suivant les dénominationsde I'article 12
dela Section |V, pour la somme des moments de toutes cesforces, la
formule intégrale

SPp+Qéz--Rér...)dm,

laquelle devra ére nulle en général pour qu'il y ait équilibre dans le
fluide.

§1.— Del'équilibre d'un fluide dans un tuyau treés étroit.

2. Supposons d'abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau
infiniment étroit & de figure donnée e imaginons ce fluide divisg en
tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds e la
largeur w; on pourra prendre dm = wds, a cause que la largeur w du
tuyau e supposte infiniment petite, ds éant |'éément de la courbe
du tuyau. Or, en imaginant que le fluide regoive un petit mouvement,
et change infiniment peu de place dans le tuyau, soit & le petit epace
gue la tranche ou particule dm parcourt dans le tuyau ; il et clair
que wds sra la quantité du fluide qui passra en méme temps par
chacune des sections® du canal. Donc, a causedel'incompressibilité
da fluide, il faudra que cette quantité soit partout la méme; de sorte
que, faisant wés = w, la quantité « sra condante par rapport a la
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courbe du tuyau. On aura ainsi & = a% et, par conséquent, dm == Eg;

de sorte que la formule qui exprime la somme des moments des forces
deviendra, en faisant sortir hors du signe intégral la quantité con-
stante a, y
5
«§P3 + Q¥ +Rér+.. )5

Maintenant il est visible que, puisque Sp, Sq, &r, ... sont les varia-
tions des lignesp, q, r, ... résultantes de lavariation 8s, ces variations
doivent avoir entre elles les mémes rapports que les différentielles
dp, dg, dr ..., ds, a cause de la figuré du canal donnée; ainsi |'on aura

g dp E’; ] 6£_a_"f.'
g% T ds 3 ds’ T !

ce qui réduira la formule précédente a cette forme
cS(l‘dp—i—qu +Rdr+...0

ou les différentielles dp, dq, dr, ... se rapportent a la courbe du canal,
et le signe S indique une intégrale prise par toute |'étendue du canal.
Faisant donc cette quantité égale a zéro, on aura |'équation

S[Pdp+Qrfqr+1'tdr+...)=:o,

laquelle contient la loi générale de I'équilibre d'un fluide renfermé
dans un canal de figure quelconque.

3. Si, outre les forces P, Q, R, ... qui animent chaque point du
fluide, il y avait de plus a |'une des extrémités du canal une force
extérieure |'1' qui agit par le moyen d'un piston sur la surface du

fluide et perpendiculairement aux parois du canal; alors, dénotant
par 8¢ le petit espace parcouru par la tranche du fluide qu'on suppose
pressée par la force | | ', tandis que les autres tranches parcourent l'es
différents espaces 8¢, il faudra ajouter & la somme des moments des
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forces P, Q, R, ... le moment de la force I | ', lequel sera représenté
pur TF &', Or, 5 I'on nomme w'la section du canal a I'endroit ol agit
laforcel 1", onaura w’ &' pour la quantité de fluide qui pase par la
sction w', tandis que, par une autre section quelconque w, il pase
laquantitédefluide w &s.

Mais I'incompressibilité du fluide demande que oss quantités soient
partout les mémes;, donc, ayant d§a Uppos? w és = &, on aura auss

w8 = «, par congguent &' = % Donc la somme totale des mo-

ments des foroes qui agissent sur le fluide sera représentée par la for-
mule
l'll'
& [J‘ + S(P dp+ Qg+ Nedr 4+, .)];

de sorte que I'équation de I'équilibre sra
LA Sirg ty + Rer =
Ayl p+ Qg+ Relr +. .1 =0,

4. 1l e évident que, dans I'éat d'équilibre, la force | 1* doit ére
contre-balancée par la presson du fluide sur le piston dont la largeur
et a/; d'ou il sensuit que cette presson sera égalea — |1* e, par
conséquent, égalea

w Q(Pdp+Qdg+Rdr+...)%

Donc, en général, la presson du fluide sur chague point du piston
sra exprimée par la formule intégrale

QiPdp+0Qdg+Rdr+..,

en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette
presson sera auss la méme s, au lieu d'un piston mobile, on suppose
un fond immobile qui fermele canal d'un coté.

5. Si, al'autre extrémité du canal, il y avait une autre force r éagis-
sante de méme par le moyen d'un piston, on trouverait pareillement,
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en nommant «” la section du canal dans cet endroit, I'équation

" L
B o - SPdp+Qdg+Rdr+...) =0

pour I'équilibre du fluide.

G. Donc, s le fluide n'est pressé que par les deux forces extérieures
I1" et TI* appliquées aux surfaces w’ et w*, il faudra, pour I'équilibre,
que I'on ait g + ?F’ =0; d'ol I'on voit que les deux forces TI" et TI*
doivent étre de directions contraires, et en méme temps réciproque-
ment proportionnelles aux surfaces w’, w” sur lesquelles ces forces
agissent, proposition qu'on regarde communément comme un principe
d'expérience, ou du moins comme une suite du principe de I'égalité de
pression en tout sens, dans lequel la plupart des auteurs d'Hydrosta-
tique font consister la nature des fluides.

7. La connaissance des lois de I'équilibre d'un fluide renfermé dans
un cand trés étroit et de figure quelconque peut conduire & celle des
lois de I'équilibre d'une masse quelconque de fluide renfermée dans un
vage ou non.

Ca il est évident que, s une mas fluide est en équilibre et qu'on
imagine un canal quelconque qui la traverse, le fluide contenu dans
ce canal seraauss en équilibre de lui-méme, c'est-a-dire indépendam-
ment de tout le reste du fluide. On aura donc pour I'équilibre de ce
canal, en faisant abstraction des forces extérieures (art. 2),

S(Pdp+qu+Rn'r+,,.)=o.

Et, comme lafigure du cana doit étre indéterminée, |'équation pré-
cédente devra étre indépendante de cette figure; d'ou I'on pourrait
conclure tout de suite, comme Clairaut I'afait dans sa Théorie de la
figure de la Terre, que la quantité Pdp+Qdq + Rdr + -... doit é&re
une différentielle exacte. Mais on peut arriver a cette conclusion par
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I'analyse méme e trouver en méme temps les relations qui doivent
evorr lieu entre les quantités P, Q, R_Pour cda, il n'y aqu'afaire
variur l'intégrale
SiPdp+Qdg+Rdr+...)

par laméthodedesvariationset supposer savariation nulle.

8. Dénotons en général par ¥ lavaleur del'intégrale

SiPdp+Qdg+Rdr+..)

prise par toute la longueur du canal; il faudra que I'on ait
W —=aq,

=3 (Pdp + Qdg+Rdr+...)
=8Qa(ldp+ Qdg+ Rar-..)
=S(Pidp +Qidg+Radr ... 43P dp+ 8Qedy+ Mdr+..3,

Changeant & un o8 & faisant ensuite disparaitre le double sgne #¢
par desintégrations par parties, on aura

M =Pdp + Qdg+Midr+...
+ 8§ (3P dp — ol 3p + 8Q dg — dQ &g + M dr — dRér + ...},

ou les termes qui sont hors du S'gneS serapportent aux extrémitésde
I'intégrale représentée par ce signe &t répondent, par conséguent, aux
bouts du canal; de sorte qu'en supposant ces bouts fixes, les varia-
tions 8p, &g, 8r, ... qui y répondent seront nulles, et les termes dont il
sagit sévanouiront d'eux-mémes.

Maintenant, comme les quantités P, Q, R, ... qui représentent les
forces sont ou peuvent toujours ére supposies des fonctions dep, q,
r.., il es clair que la partie de 8¥ qui es affectée du s't_:nes n'ex
plus susceptible de réduction; donc, pour que I'on ait en général

XI. 2
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8% = o, il faudra que cette partie soit nulle d'elleméme et que, par
conséquent, on ait pour chague point de la mase fluide I'équatien
identique

vy — dldp 4+ 60 dy — dQ 5 + S Ar —dRdr4-... =0,

En regardant les expressions des forces P, Q, R, ... comme des fonc-
tions quelconques dep, g, r, ..., on aura, suivant la notation regue,

’
P — ggd;;-w— %dqq— %d}‘ﬂ- el
de méme
oP o dF

GP:@ap+E6q+a;ér+,.,,

et ainsi des autres différences. Substituant ces valeurs dans I'équation
précédente et ordonnant les termes, elle deviendra de cette forme

o (20 _ 90 -
(IR (t}q @ ) (g dp — dg dp)

(d[‘ an

Wi Io-)(ar dp — dr ap)

40 gl
-+ (—‘}; — -‘E) (8r dy — dr dq)

et devra avoir lieu indépendamment des différences dp, dq, dr, ...;
Sp, Bq. Br, ...

Donc, s'il n'y aaucune relation donnée entre lesvariablesp, q, r, ...,
il faudrafaire séparément

o _ a0 _
g dp
ar _ R _

dr dp 7
@Q dR_
ar dg ~

Ce sont les équations de condition connues pour I'intégrabilité de la

formule
Pdp + Qdg + Rdr+...
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9. Lorsque les lignesp, q, r, ... se rapportent a un point dans I’ es-
I1"ce, comme dans le cas présent, elles ne peuvent dépendre que des
trois coordonnées de ce point et lesforcesP, Q, R, ... peuvent toujours
seréduireatrois, suivant ces coordonnées (Sect. V, art. 7). Ainsi, en
prenantp, g, r pour ces coordonnées, soit rectangles ou non ('), et P,
Q, R, ... pour les forces qui agissent sur chague particule du fluide,
dansla direction des mémes coordonnées, il faudra que les quantités
P, Q, R, regardées comme des fonctions dop, q, r, satisfassent a ces
trois équations

s _oQ_ - 0P _JR_ 40 _dR_

og  ep dr  dp ' ar g
Ce sont les conditions nécessaires pour que la mese fluide puisse
étre en équilibre, en vertu des forces P, Q, R qui agissent sur tous ses
points.

Au reste, on a fait abstraction jusqu'ici de la densité du fluide, ou
plutdt on I’ aregardée comme constante et égdle al'unité; mais, si I'on
voulait la supposer variable, alors, en nommant F la densité d'une
particule quelconque dm, on aurait (art. 2)

ddm =Twde;

et lesquantités P, Q, R, ... se trouveraient toutes multipliées par F.
Ainsi, I'on aura pour I'équilibre des fluides de densité variable les
mémes lois que pour |'équilibre des fluides de densité uniforme, en
multipliant seulement les différentes forces parla densité du point sur
lequel elles agissent, c'est-adire en écrivant simplement TP, TQ,
TR, ... alaplacede P, Q, R, ....

() Cette assertion n'est pas exacte. Si P, Q, R désignaient les composantes parall&les &
trois axes obliques dp, g, r les coordonnées relatives & ces axes, la somme dos moments
virtuels no serait pas Pdp + Qdq + Rdr et les raisonnements qui précédent ne pourraient
pas sappliquer. (J. Bertrand.)
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§11. — Ou l'on déduit les lois générales de I'équilibre des fluides
incompressibles de la nature des particules qui les composent.

10. Nous allons maintenant chercher les lois de I'équilibre des
fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en
regardant ces sortes de fluides comme formés d'un amas de particules
mobiles en tout sens, et qui peuvent changer de figure, mais sans
changer de volume.

Supposons, pour plus de simplicité, que toutes les forces qui agis-
sent sur les particules du fluide soient réduites a trois, représentées
par X, Y, Z et dirigées suivant les coordonnées rectangles X, vy, s,
c'est-a-dire tendantes a diminuer ces coordonnées. Nous avons donné,
dans le Chapitre | de la Section V, les formules générales de cette
réduction.

Nommant dm la masse d'une particule quelconque; on aura, pour la
somme des moments des forces X, Y, Z, la formule intégrale

S{X dr + Yy +£dz)dm;

or le volume de la particule dm peut étre représenté par dxdydz;
ainsi, en exprimant par T la densité, il est clair qu'on aura

i = Dedr dy ol3;

et le signe d'intégration S appartiendra a la fois aux trois variables x,
Y.z

Il faudra, de plus, avoir égard a I'équation de condition résultante
de I'incompressibilité du fluide, laquelle, étant supposée représentée
par

L=o

donnera, en diflérentiant selon 8, multipliant par un coefficient in-
déterminé A et intégrant, la formule SlSL a ajouter a la précé-
dente.

S'il n'y a point de forces extérieures qui agissent sur la surface du
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fluide, ni de conditions particuliéres a cette surface, on aura simple-
ment, pour |I'équation générale de I'équilibre (Sect. IV, art. 13),

S(Xdr + Yoy + %) dm + ik =0,

dans laquelle il faudra prendre les intégrales relativement a toute la
masse du fluide.

11. La condition de I'incompressibilité consiste on ce que le volume
de chaque particule soit invariable; ainsi, ayant exprimé ce volume
par dxdydz, on aura dxdydz = const. pour |'équation de condition ;
par conséquent, on aura

L= drdyds —eonst.,  3L=3({drdyd:).

Pour avoir lavariation 8{dadyd=), il semble qu'il n'y aurait qu'il
différenticr simplement dxdydz selon &; maisil y a ici une considéra-
tion particuliére a faire, et sans laquelle le calcul ne serait pas rigou-
reux. Laquantité 4= dy ds n*exprime le volume d'une particule qu'au-
tant qu'on suppose la figure de cette particule un parallélépipede
rectangulaire dont les cftés sont paralléles aux axes des x, y,z, cette
supposition est trés permise, puisqu'on peut imaginer le fluide partagé
en éléments infiniment petits d'une figure quelconque. Or &{dxdy ds)
doit exprimer la variation que souffre ce volume lorsque la particule
change infiniment peu de situation, ses coordonnées X, y, z devenant
x4 8o, y+ &, s+8s; et il et clair que si, dans ce changement,
la particule conservait la figure d'un parallélépipéde rectangle, on
aurait

Hdedyds) =dydsdde +dads ddy + dody ids.

Par les principes du calcul des variations, on peut changer les &dixr,
Sdy, &da en ddz, ddy, dd3; mais il est nécessaire de remarquer que
les variations 8, &y, 83 pouvant étre regardées comme des fonctions
indéterminées et infiniment petites de x, y, z pour que e&x repré-
sente la variation du coté dx de la particule rectangulaire dxdydz,
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lequel est formé par I'accroissement dx que la coordonnée x recoit
tandis que les deux autres, y et z, ne varient pas, il faut que, dans la
dilférenliationde &+, la seule x soit censée variable : ainsi, suivant la
notation des différences partielles, au lieu d'écrire simplement d &, il

faudra écrire ’( -rh, de mémo, et par un raisonnement semblable, on

.,} dy ol '—" ¥ dz au lieu de d&y et s, De cette maniére, dans

I'hypothese que la partlcule dxdydz demeure rectangulaire apres lu

écrira

variation, on aura
e v dir f}:?_‘y aas
lededdy dz) iz e oy s ( ij_i’_ T _)

Il en serait encore de méme si l'on supposait que la particule
dxdydz devint, par la variation, un parallélépipéde dont les angles
différassent infiniment peu de I'angle droit; car on sait, par la Géomé-
trie, que, si a, b, c sont les trois cotés d'un parallélépipéde qui for-
ment un angle solide, et,fi, ¥ les trois angles que ces cotés forment
entre eux, la solidité, ou le contenu du parallélépipéde, est exprimée
par la formule

byl — et = e0s1f - l-.-os‘y -} 2 L0% O LOS|

Or les cotés deviennent, par la variation,

fh'(l‘ d—;}" ). r."_r(|+ 9031)’ n’;(n—i— d;';)s

et les cosinus de &, f#, ¥ deviennent infiniment petits; ainsi, en substi-
tuant ces valeurs au lieu de a, b, c, et négligeant les infiniment
petits des ordres supérieurs au premier, on aura, pour la variation de
dxdydz, la méme expression qu'on vient de trouver.

Mais, quoique cette derniére hypothéese soit |égitime, nous ne vou-
lons pas |'adopter sans démonstration, pour ne rien laisser a désirer
sur I'exactitude de nos formules. Nous allons donc chercher, d'une
manieére rigoureuse, la variation de dxdydz, en ayant égard a la fois
au changement de position et de longueur de chacun des c6tés d'un
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paralléépipede rectangulaire, e en supposant seulement, ce quiest
exact dans|'infiniment petit, que ces cités demeurent rectilignes.

12. Pour simplifier cette recherche, nous commencerons par ne con-
sdérer qu'une des faces du parallélépipéde dxdydz, par exemple la
face dxdy, dont les quatre angles répondent a oss quatre sysemes de
coordonnées,

() T N &

(2) F4+dr, ¥
®) o ydy, s
(4) ey, yrdy, 3

Supposons que les coordonnéss x y, z du premier syséme devien-
nent = + éx, y + &y, s + &5, & regardons les variations 8a, 8y, 8
comme des fonctions infiniment petites de x, y, z en faisant croitre
successvement les x, y de leurs différentidlles dx, dy, on trouvera ce
que doivent devenir smultanément les coordonnéss des trois autres
sysémes Ainsi, en marquant par les mémes numéos les sysémes
variés, on aura

(0 w+dr, y+dy s+

@é ddy J 3z
(a) .v+d'.z:+&‘.v+—d;:d'.z. yq—ﬁ_}f—f—-j;ldx. -8z +SE— dr,
ddx 03 d3z
(3) z+6r+d—!d_y. y+d_r+6y+m-(-‘d_p, .+d.+-§i;-({y,
.z‘+d.r+5r+-d-§£d-‘r ai:cdy.
(4) ¥+ dy +dy + dafdr+dd?dy,

PLE a8z
7+ B3 +—cfx+ -;-—d_y
Gomme oes quatre sysémes de coordonnées répondent aux quatre an-
ges du nouveau quadrilatére dans lequel sest changé le rectangle
dxdy, il et clair qu'on aura les cdtés de ce quadrilatére en prenant
la racine carrée de la somme des carrés des différences des coordon-
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nées pour les doux angles adjacents a chaque coté. Ainsi, en mar-
quant la droite qui joint deux angles par la réunion des deux numéros
qui répondent & ces angles, on aura

[ 1}._;hv( dnx) (flﬁ_vj_'_(%?)ll
(1,3):.&“/( ; ( duu )+(u}.
(

(3§ =dr ( """) (-%)F ’dr)

b=t (o (e Y (T,

d'ot I'on voit que les cotés opposss (1, 2), (3,4) sont égaux entre eux,
ains que les cotés opposts (1,3), (2,4), et que, par conséquent, le
quadrilatére est un parallélogramme dont les deux cités contigus
(1,2), (1, 3) seront, en négligeant sous le signe les quantités du second
ordre vis-a-vis de celles du premier,

I L _ o dy
{|,A]._t£.|-(1- E]’ u,s;_dy(]u..df.).

13. A l'égard de I'angle compris par ces deux cotés, on le trouvera
par le moyen de la diagonale (2, 3), laquelle, en prenant de méme la
racine carrée de la somme des carrés des différences des coordonnées
respectives des systemes (2) et (3), devient

) . dac {Mr da_fr _f!ﬂj"_ I ,jaz_‘:"i
[ 8)= v (dr Y -ty — o d)’) (ﬂ’ -+ iy oy M—da‘) (d rx'.r W rﬁ) .
Or, en nommant a I'angle dont il sagit, le triangle formé par les
trois cités (1,2), (1,3), (2, 3) donne

e+, -3, 3]’

rose= T a3

Substituant dans cette expression lesvaleurstrouvéesde (1,2), (1, 3)
(a, 3), effacant les ternies qui se détruisent et négligeant les infini-
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ment petits du sscond ordre et des ordres supérieurs, on aura

dix  ddr

cha:-'-d—!— ?;‘-1

ou I'on vait que I'angle a ne différe d'un angle droit que par des quan-
tités infiniment petites, puisque son cosinus et infiniment petit.

14. S I'on applique la méme analyse aux deux autres faces dxdz,
dydz du rectangle dxdydz, on trouvera que ces faoes se changent
auss en paralléogrammes; de sorte que les trois faces opposées seront
auss des paralléogrammes, comme on peut le démontrer facilement
par la Géométrie. Par conséquent, le nouveau solide sera un parallé
|épipéde dont les cités qui forment un angle solide seront

&z

d.r(x—r-%—-i:). dy(z+%‘r ) dz{r+ %—)v

e nommant &, B, v les angles compris entre ces cotés, on aura

cosg=— d?j—: -+ %’—i!)
cosp:%a?’ -+ %af.

LL dés
COoRYy = T-HZ -+ -a-}_*;

d'ol Ton peut conclure que la variation du parallélépipéde rectangu-
laire dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée
plushaut (art. 11).

15. On voit auss par 1a que, § les variations &x, y, &z n'éaient
fonctions respectivement que dex, y, z on aurait rigoureusement
Lo = o, cosf =o, cosy =o;

de sorte que le parallélépipede rectangle dxdydz demeurerait rec-
tangle apreés la variation. Or, comme le changement de forme de ce
XI. 27
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parallélépipede n'est qu'infiniment petit et n'influe point danslavaleur
de sa solidité, il sensuit que, sans rien Oter a la généralité du résul-
tat, on peut supposer que les variations &x, &y, 8z soient simplement
fonctions de .x; dey et de -, comme nous |'avons fait dans I'article 31
dela Section IV.

16. Ayant ainsi la vraie valeur de &{dr dy &z), on la prendra pour

cellede 21 et I'on aura
dr  ady ids
AL = dutm‘.( e+ 57 +.3=_).

On substituera donc cette valeur dans |'équation générde de I'ar-
ticle 10, et mettant en méme temps pour dm sa valeur Tdxdydz, on
aura |'éguation

d&‘r dar da
T{X Gr o ¥ By + £35) 43 dedyds=
Slrocsee vaynsor (G G+ ) astyde=o.

et il ne sagira plus que d'y faire disparaftre les doubles signes ¢ par
la méthode exposée dans le § Il de la Section 1V.

17. Considéronsd'abord la quantité

dhx .
SrSy drdy s,

ol lesigne § dénote une triple intégrale relative aoc, y, z il et clair
que, comme la différence de &z n'est relative qu'alavariation de ne, il
ne faudra auss pour la faire disparaitre qu'avoir égard al'intégration
relative a x ; c'est pourquoi on donnera d'abord a cette quantité la

forme
Qaras §24%2 oo,
ensuite on transformera |'intégrale simple

Slﬂa—"dz en Mas'— Mz — Sgaxa;
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les quantités marquées d'un trait se rapportent au commencementde
I'intégration, et cellesqui en ont deux serapportent aux points ou clle
finit, suivant la notation adoptée dans|'endr oit cité. Ainsi la quantité
dont il sagit se trouvera changée en celleci

S dr dzvaar—wazy —Qaras § g—;&rd;r,
ou, ce qui es la méme chosg,
S oeaer—vazty dyde — QP s do dy d.

Dela méme maniére e par un raisonnement semhlable, on changera

les quantités
dd . 94s
Sm-a}’-'d,zdyd. el Sn—d-:-dxdydz
en cdlesa

Scray' l’dy)dzdz—s 3y dedy ds
e
S()'d: —Videdy — S -8z du oy de.

Faisant ces subgtitutions, on aura donc, pour I'équilibre de la mase
fluide, cette équation générale

N [(rx— ﬂ)awr(r\fm ﬂ)aﬁ.(r?- —)6.]:3".::{}'(!..
+§ 0 g — ¥ ax')dy ds
+S(1'ay—1*ay'}mda+ Qe —waydedy =o,

dans laquelleil n'y aura plus qu'a égaler séparément a zéro les coeffi-
dents des variations indéterminées &, 8y, 8z (Sect. 1V, art. 16).

18. On auradonc d'abord ces trois éauations

ok _ o __ [
FX_E_G’ TY—Tr_o, l‘?.-—Es_..o.

lesquelles doivent avair lieu pour tous les points de la mase fluide.
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Ensuite, § le fluide egt libre de tous cdtés, les variations &, 8",
8z’ &«*, g¥", 85", qui se rapportent aux points de la surface du fluide,
seront auss indéterminées, et, par conséquent, il faudra encore égaler
parément a z&o leurs codfficients, ce qui donnera & =e, ¥ =o,
Ceg-a-dire en général . =o, pour tous les points de la surface du
fluide, et cette équation servira a déterminer la figure de cette sur-
face.

I en sra de méme lorsque le fluide est renfermé dans un vase, pour
la partie de la surface ol le vae et ouvert; mais, al'égard dela partie
qui egt appuyée contre les parois, lesvariations 8, 8y, 85, &=, 8",
§z* doivent avoir entre eles des rapports donnés par la figure de os
parois, puisque le fluide ne peut que couler le long des parois; et
nous démontrerons plus bas que, quelle que puise é&re leur figure,
les termes qui renferment les variations en question seront toujours
nuls d'eux-mémes, de sorte qu'il n'y aura aucune condition relative-
ment & cette partie de la surface du fluide.

19. Lestroiséquations qu'on vient de trouver pour les conditions de
I"équilibre du fluide donnent
a_ o

o
2=T%  Z=T%  g=TZ

donc, puisque
_ & A an
= ad-ﬂ-!— a}d_}' -+ Ed«.

on aura
di=T(Xdz+ Ydy +Zds);

par conséquent, il faudra que la quantité
I'{Xdx +Ydy -+ Zds)

soit une différentielle compléte en x, y, z e cette condition renferme
saule les lois de I'équilibre des fluides
S I'on dimine la quantité * des mémes équations, on aura les sui-
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vantes :
ITX _ oTY
day - gz '
oTX _ T
a5~ ox
aTY _ aTZ

o At
équations qui saccordent avec cdles dye I'article 9.

Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide puisse
éreen équilibreen vertu desforcesX, Y, Z. Lorsqu'dlesont lieu par
la nature de ces forces, on est asuré que I'équilibre est possible, et il
ne reste plus qu'a trouver la figure que la mase fluide doit prendre
pour éreen équilibre, c'ex-a-dire I'équation de la surface extérieure
du fluide.

Nous avonsvu, dans|'article précédent, qu'on doit avoir dans chague
point de cette surface = 0. Donc, puisque da =T (X dx + ¥ dy + Zdz),
on aura, en intégrant,

i:fl‘(xd«:-i—t’dy—i-Zd:)-v-wml.;
par conséquent, |'équation dela surface extérieuresera
STXde+Ydy +2ds) =K,

K éant une congante quelconque; et cette équation sera toujoursen
termes finis, puisque la quantité T{X 4z + Ydy + Z4dz) et supposée
une différentielle exacte.

20.Laquantité X do + Ydy + Zds et toujours d'dleméme une
différentidlle exacte lorsque les forces X, Y, Z sont lerésultat d'une
ou deplusieursattractions propor tionneles a desfonctions quelconques
des distances aux centres, puisqu'on a en général, par l'article 1 dela
Section 'V,
Xdz+Ydy+2ds=Pdp+Qdg+Rer+....

Nommant cette quantitédl, on aura alorsd = ¥*dIl; donc, pour que
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A4 soit une différentielle compléte, il faudra que T soit une fonction
deTl., Par conséquent, & =_ f I'dll sera aussi nécessairement une fonc-
tiondell.

On aura donc dans ce cas, qui est celui de lanature, pour la figure
de la surface, I'équation

fonction de M=K,
savoir || éga & une constante, de méme que si la densité du fluide
était uniforme. De plus, puisgue |l est constante a la surface et que F
est fonction de | |, il Sensuit que la densité T doit ére la méme dans
tous les points de la surface extérieure d'une masse fluide en équi-
libre.

Dans l'intérieur du fluide, la densité peut varier dune maniére
quelconque, pourvu qu'elle soit toujours une fonction de Il : elle devra
donc étre constante partout ou la valeur de |1 sera constante; de sorte
que T == % sera en général I'équation des couches de méme densité,
h éant une constante. Donc, différentiant, on aura

dll=o ou Xde +Ydy +2da=o

pour I'équation générale de ces couches; et il est visible que cette
équation est celle des surfaces auxquelles la résultante des forces X,
Y, Z et perpendiculaire et que Clairaut appelle surfaces de niveau.
D'ou il sensuit que la densité doit étre uniforme dans chague couche
de niveau formée par deux surfaces de niveau infiniment voisines.
Cette loi doit donc avoir lieu dans la Terre et dans les planétes,
SUPPOsE que ces corps aient éé originairement fluides et qu'ils aient
conservé, en se durcissant, la forme qu'ils avaient prise en vertu de
I'attraction de leurs parties, combinée avec laforce centrifuge.

21. A I'égard de laquantité & dont nous venons de déterminer la
valeur, il est bon de remarquer que leterme §x 3L de I'équation gé-
nérale de I'article 10 représente la somme des moments d'autant de
forces & qui tendent a diminuer la valeur de lafonction L (Sect. 1V.art.7)
art. 7); de sorte que, comme on afait 4L = &(dxdydz) (art. 11), on
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peut direque laforce d (') tend & comprimer chaque particule dxdydz
du fluide par conséquent, cette force n'est autre chose que la pression
que cette particule du fluide souffre également de tous cdtés e a la-
quelle dle résgte par son incompressibilité.

On a donc, en général, pour la presson dans chagque point de la
masee fluide, I'expresson

ST(Pdz + Qdy + Rdsy;

et, comme la quantité sous le signe doit toujours ére intégrable pour
que le fluide soit en équilibre, il Sensuit que la presson pourra tou-
jours ére exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives a
la particule qui éprouve cette pression; propostion fondamentale de
la théorie des fluides donnée par Euler (?).

22. Pour donner une application de I'équation I = congt., que
nous avons trouvée pour représenter la surface d'une mase fluide en
équilibre (art. 20), nous alons consdérer 1'équilibre de la mer, en
supposant qu'edle recouvre la terre regardée comme un solide de
figure dliptique et peu différent de la sphére, & que chacune de s
particulessoit attirée a la fois par toutes les particules de la terre et de
la mer, e soit animée en méme temps de la force centrifuge prove-
nant de larotation uniforme dela Terre autour de son axe.

Cet ici le lieu d'employer les formules que nous avons données
dans I'article 10 de la Section V. Nous avons désgnépar Z la valeur
de la fonction IJ[, lorsque les forces sont le résultat des attractions de
toutes les particules d'un corps de figure donnée, & nous avons donné
I'expresson de & pour le cas ol I'attraction et en raison inverse du
carré des distances et ol le corps attirant est un sphéroide dliptique
peu différent de la sphére. En conservant les dénominations employées

(*) La condusion et exacte, quoigue la démondration ne soit pes suffisante Nous avons
dga re‘magge;(flmajrs fois guon ne I%JI considérer a comme uno force que s 1'on con-
@t & dendre la Sgnifiction habituelle du mot force. (J. Bertrand.

() Mémoaires de |'Académie de Berlin; 17%5. J. Bertrand.
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dans cat article & en sarréant aux termes qui contiennent les s=
condesdimensions des excentricitéseet i, on atrouvé

. T ey Y £y - 1Y
z__m(?'_m.ﬁr‘ 4 2.5 )’

ol X, Y, z sont les coordonnées rectangles du point attiré;
r=y* =5 et la digance de ce point au centre du sphéraide,
e m e la mase du sphéroide égale a 4-3—“ ABC, A, B, C é&ant lesdemi-
axesdu sphéraide.

S I'on dénotepar T la densté du sphéroide supposé homogene, il
faudra multiplier cette expresson de .E par T; e d§ I'on suppose que
le phéraide ait un autre sphéroide pour noyau, dont la densté soit
différente, il n'y aura qu'ay ajouter la valeur de £ relative a ce nou-
veau sphéroide, multipliée par la différence des denstés. Ainsi, en
marquant par un trait les quantités relatives au sphéraide intérieur
et supposant que sa dendité soit T + TV, on aura, pour la valeur totale

b
de = s TmaTm | Tm(el ) + P (¢ )

r 3.5
Tme! +T'm'e" Tmits T i
—3 P T P

23. Supposons que le point attiré par le sphéroide soit en méme
temps sollicité par troisforcesreprésentéespar fi, gy et Az dirigées
suivant les coordonnéss x, y & s € tendantes a les augmenter, on
aura — fadw, — gy dy et — hzds pour leurs moments, et il en résul-
tera les termes — £ — &2° _ "—':—‘ a ajouter a la quantité X pour
avoir la valeur de Il due a toutes les forces qui agissent sur le méme
point. Ains |'équation de I'équilibre sra

T Jx -+ gyt + hdd
z

=gonsl.

24, Pour appliquer maintenant oes formules a la question dont il
Sagit, on supposra que le sphéroide extérieur et la mer, dont la
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densité e T, et que le noyau intérieur et la terre, ayant la dépaite
I'+I", e I'on placerale point attiréa la surface de la mer, en faisant
coincider les coordonnées x, v, z de ce point avec les coordonnées a,
b, c de la surface du sphéroide extérieur. On aura alors, pour que
cette saurface soit en équilibre, 1'équation

m+1'm'  Tmie'+ A+ T'mi(e"+ ) & f
r ERTL 1

Tme'+DI'm'e o

+( —ages Tt ;)-"'

] L |
(IR 1),

T

==canst.

Cette équation, dans laquelle r= y=* + "+ 53, donne la figure
de lasurface ; mais nous avons supposé dans lesformulesde I'article 10
de la Section V que cette surface e représentée par |'équation

en prenantici x,y, z au lieu dea, b, c; donc il faudra que ces deux
équations coincident.
Tirons de cdle-ci lavaleur derenyet z, et, pour cela, subgtituons

dans #* = & -+ ¥+ 3* pour x2 savaleur A*— -“;——f‘ - %;onaura,

en mettant pour B2 et G*lesvaleurs A* + 3, A*+ #(articlecité),

A ﬂ’!l _““I .
Sl v gl e

d'oli I'ontire, en rgetant les puissancesde e et | supérieuresa e* et &,
auxquelles nous n‘avons point égard ici,

1_t &yt
rTA FY U

On subgtituera donc cettevaleur de i, ains que celle de a7 dans
X1. 28
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la premiére équation, et reetant toujourslestermes qui contiendraient
oL P, e, L onaura

lm + I‘ rn ‘l‘m{e’-+- :")+1"m {et -+ a") { :
a

2.9A%
I gTmel +Tmle™ g fA* (Tm o Dwnfyet ] -
.5 AY a a aAd A
l'mt —|—I"|n':"' A ('.'\' (Tm+T'ni'yit s

Cette équation devant ére identique, il faudra que les coefficients
des quantités variables y? et & soient nuls, ce qui donnera les deux
équations

oyt {_ "m t. STm'ye & FAY
TREAE sar TR TARE T
AT'm'it (2aTm+5 n'y a2 A AT
TabAr T RS r‘ AP i R

qui serviront a déterminer les deux excentricités e et ide la surface
dliptiquedela mer.

25. On sait que la force centrifuge es proportionnelle a sa disance
de I'axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation.
Donc, s I'on prend l'axe 2A, qui e auss |'axe des coordonnées X,
pour |'axe de rotation, e que f soit la force centrifuge a la disance A

deTaxe, on aura EL‘ pour la force centrifuge d'un point quelconque du

sphéroide, en falsant w=y"+ 5'; cette force, é&ant dirigée suivant
fuds

laligneu e tendant a I'augmenter, donnera le moment — i’ dont
I'intégrale — Z—";. savoir — ?(—"—: ), devra &re gjoutéea la quantité

Z, pour avoir égard & I'effet de la force centrifuge. Ainsi on aura les

conditions del'équilibre de la mer, en vertu de I'attraction réciproque

de toutesles particulesde lamer e delaTerre, é de laforce centrifuge

due a larotation defla Terre. en faisant dans les deux équations précé-
T

dentes f=o, g= X h= i
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Puisque les deux congtantes get h sont égales, on voit, par oss egna-
tions, que, S les excentricités€ eti' dela Terre sont égales, on aura
auss les deux excentricités e et i de lafigure de la mer égales entre
dles; de sorteque, s laTerre es un sphéroide de révolution, la mer
ne le ssra pas non plus, & les deux équations dont il sagit donneront
les valeurs de s deux excentricités e, i, qui seront différentes des ex-
centricités€ et idelaTerre.

26. Au reste, cette solution n'est exacte qu'aux quantités e, i2 €22
i"> prés, e s I'on voulait avoir égard, dans les valeursde X et der,
aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de ces quan-
tités, il ne serait plus possible de vérifier en général I'équation

1 =
X I'{_y:—}.__! == consl.

pour la surface d'équilibre; d'ou il faudrait conclure que cette surface
n‘a point rigoureusement la figure d'un sphéroide éliptique.
Jedisengenéral, parce que, dansle cas ol le sphéroide est homogene
e sans noyau intérieur d'une densté différente, on a trouvé que les
attractions sur un point quelconque de la surface, suivant les trois
coordonnéss x, y, z, sont représentées exactement par les formules

Ly, mMy, mNs
ou L, M, N snt des fonctions de A, B, C données par desintégrales
définies, d'oli I'on déduit pour X cette expression rigoureuse
i= % {Lz?-+ Myt Nat).
Ains, l'éguation de E— f—(-"’T'K-—a'—} = cong.. &ant delaméme
formequel'équation du sphéo'l'dei—: + E + t—’, ==1, ON peut, a caue

de la congante arbitraire, les rendre identiques par ces deux condi-

tions
mM—I_A' mN—f_A

WL B ol T
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lesquelles donnent B = C, parce que les quantités M et N sont (') des
fonctions semblablesde B, C et de C, B; elles se réduisent ains a une
saule, qui sert adéterminer lerapport deA aB.

Ce cas e, jusqu'a présent, le seul pour lequel on ait trouvé une
solution rigoureuse qu'on doit a Maclaurin; de sorte que le probléme
de lafigure de la Terre, envisagé physiquement, n'est résolu exacte-
ment qu'en supposant le sphéroide fluide & homogéne. Dans ce cas
les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. 24), donnent,
en faisant

. )
I'=1, T'—=aq, g:k_“i et €= i,
cdledci :
ame’ .
T — 1=

S I'on compare la force centrifuge a la gravité prise pour I'unité, la-
quelle e, aux quantités e? prés, ‘\ﬂ,. il nN'yaraquaf a :?—, =1, et
I'on aura

21 BY— At

=f=2

5A¢ TAT

R 1
= \/n o
)

Oronefl= ;%g; donci-—--:.—i") a trés peu prés, comme on le sait de-
puis longtemps.

dou l'on tire

§ 111 — Del'équilibred'unemassefluideavec un solidequ'ellerecouvre.

27. Les lois particulieres de I'équilibre d'un fluide avec un solide
qui y e plongé ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les points
du fluide & du solide sont sollicités par des forces quelconques, dé-

(") En examinant ces éguations de plus prés, on voit quielles admettent une auitre solu-
tion, & qu'un dllipgoido & trois axesi peut 3/ sjfare. Cette remarque e3 de Jaooh ;
dle a &é dévdoppée par M. Liowville {Journal de I'Ecole Polytechnique, t. XI11). Voir
une Note & lafin du volume. ?J. Bertrand.)
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pendent des termes de I'équation générale (art. 17) qui se rapportent
aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations doubles.
Ces termes donnent cette équation aux limites

Swiset dyds + &y de dz - 33 de dy)

—Si\'(&.:’d_yn‘:+3fdxd:+d’:'rf.rd.y) —n,

laquelle doit s vérifier dans tous les points ou le fluide et contigu au
solide.

28. Conddérons d'abord le cas d'une mass fluide dont la surface
extérieure et libre, e qui environne un noyau solide fixe de figure
guelconque.

En prenant I'origine des coordonnées dans un point de I'intérieur
du noyau, les quantités marquéesd'un trait serapporteront ala sur-
face du noyau, et 1és quantités mar quées de deux traits se rapporteront
a la surface extérieure du fluide. Ains I'on aura d'abord, pour tous
les points de cette surface, I'équation ** = o, laguelle donne, comme
on l'ad§a vu plus haut (art. 19),

§r(Xde+Ydy+-2dz) =K,

pour la figure de cette surface.
Il ne restera donc a vérifier quel'équation

S¥(axt dyds + 8y deds + 3¢ de dpy =,
dont tous lestermes serapportent a la surface du noyau.

29. Commel'intégration de cestermes est relative aux coordonnées
dont les différentielles entrent dans I'expression des déments superfi-
cids dedy, deds, dyds, il faut commencer par réduire ces déments
a une méme forme; ce qu'on peut obtenir en les rapportant a I'dé-
ment de la surface auqud ils répondent.

Désgnons par d<? I'dément de la surface qui répond a I'édément
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dxdy du plan des xy et nommons ¥ |'angle que le plan tangent fait
avec le méme plan des xy; on aura, par Ja propriété connue des plans,
drdy=ds'vosy', et |'intégrale§ ¥ 8’ de dy deviendra § Meosy dals®,
laquelle devra sétendre a tous les points de la surface du fluide.

Deméme, s d® est I'élément de la surface qui répond a I'élément
dxdz du plan des xz, et qu'on nomme @ I'angle que le plan tangent
fait avec ce méme plan desxz, on aura dx#a = da*cos, etl'intégrale
S 8y dar dz deviendra § ¥ cosp’ 8y ds*, laquelle devra sétendre égar
lement pour toute la surface du fluide.

30. Je remarque maintenant que, quoique les deux ééments ds? et
g de la surface puissent n'étre pas égaux entre eux, néanmoins,
comme les deux intégrales qui renferment ces ééments se rapportent
a la méme surface, rien n'empéche d'employer le méme éément dans
ces deux intégrales, puisque, par la nature du Calcul différentiel, la
valeur absolue des élémentsest arbitraire et n'influe point sur celle de
l'intégrale. Ainsi I'on pourra changer l'intégrale § A’ cosfi’ 3y’ da* en
S cosfr 8y .

Parle méme raisonnement, SR‘&«:’Jy ds pourrase mettre
sous laforme § 1" cosa’ 8= s?,, ennommant «" I'angle que le plan tan-
gent fait avec le plan des xy.

D'ailleurs, il est évident qu'on peut toujours prendre les ééments
dx, dy, dz tels qu'ils satisfassent aux conditions

dody=:cosy'ds, drd:i—coesf'ds®, dydi=cosa'ds,

o EEeesy

dr = uy \/_ "

oy = d cos’ cosy'
¥ = cosp
o fcose cosF
7 = ds W_'

lesquelles donnent
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Par oss transformations, I'équation aux limites deviendra enfin
S ¥(casa’ 3z' + cos’ & + cosy’ 3 ) di =,
I'intégrale devant séendre sur toute la surface du fluide contigu au
noyau.
31. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par
I'équation différentielle
Ads' + Bdy' 4+ Cdd =

En nommant &, B, ¥ les angles que le plan tangent fait avec les plans
des xy, des xzet desyz, on a, par la théorie des surfaces,

cofx = ”_;“;"‘!‘““'i ]
O e
- B
vy i
T PR —
Uy o

Donc I'équation de I'article précédent, relative a la surface, deviendra

S[ Al + By +C6:]d"__o.
VAT B O

Gomme cette surface est donnée de figure et de position, les variations
8", 8y, 8z’ des coordonnées des particules qui y sont contigués doivent
avoir entre dles une relation dépendante de I'éguation de la méme
surface, ains, ayant suppost cette équation

Adz'+ Bdy' + Cds' =0,
on aura auss nécessairement
Ads' + B +Cds=nq,

ce qui satisfait a I'équation aux limites de I'article précédent, sans
qu'il en résulte aucune nouvelle équation.
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32. Soitp' une ligne perpendiculaire a la surface dans le point au-
quel répondent les variations &z*, &y, 8s', et terminée a un point fixe.
Puisgque «' e I'angle que le plan tangent fait avec le plan desys, ce
sra auss |'angle que la perpendiculairep' a ce plan fait avec I'axe
des x, qui es perpendiculaire au méme plan desys. De méme, 3’ sra
I'angle de cette perpendiculaire avec I'axe des y et y* sra 'angle de
la méme perpendiculaire avec I'axe dess Donc, quelles que soient les
variationséx, 8y', &z, on aura, en général, par I'article 7 de la Sec-
tion | I, en changeant den &,

8p' = cosa’ 3¢’ + cos i’ 3¥' + cosy’ da';

et I'équation de I'article 30, relative a la surface du fluide, pourra se
mettre ous la forme
Swdpart=o,

ol I'on voit que chaque dément ' ds* 8p’ de cette intégrale représente
le moment d'une force %' ds* appliquée a I'dément ds* de la surface
e dirigée suivant la perpendiculairep’ a cette surface, de sorte que
l'intégrale § % &' d* représntera la somme des moments de toutes
les forces & appliquées a chaque point de la surface et agissant per-
pendiculairement a cette surface

Cette force égale a & es évidemment la presson exercée par le fluide
aur la surface du noyau, et qui et détruite par la résstance du noyau.
Maison peut, en général, réduirealaforme Sl&pd;' tous les termes
de I'équation aux limites qui se rapportent a la surface du fluide, soit
que cette surface soit libre ou non; e il est évident que la presson
doit &re nulle dans tous les points ol la surface es libre; ce que nous
avons dga trouvé d'une autre maniere (art. 18).

33. Si lenoyau recouvert parle fluide était mobile, alorsil faudrait
augmenter les variations &, 8y, 83 des variations dépendantes du
changement de position du noyau.

Pour distinguer ces différentes variations, nous désignerons par 6x,
8y, 8z les variations dues smplement au déplacement des particules
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du fluide, relativement au noyau regardé comme fixe, e nous dénote-
rons par €&, &y, & les variations qui dépendent du déplacement du
noyau. Cellesci sont exprimées par les formules suivantes, que nous
avons trouvées dans |'article 60 de la Section V :

=3 +5dM—yN,
dn=1dm — 3 dL + 2N,
& =de +yol — oM.

Ainsi, dans I'équation générale de I'article 17, il faudra mettre
&x +- 8, 8y + dn, 8z +- &% alaplacede Se. 8y, 85, e ensuite égaler &
7&0 les termes affectés desvariations €x, 8y, &z, ains que ceux qui s
trouveront affectés des nouvelles variations &f, &m, &r, 8L, &M, 8N,
aprésles avoair fait sortir hors des signes §, puisque ces variations sont
les mémes pour toutes les particules du fluide.

On voit d'abord que I'introduction desvariations 8, &5, & n'ap-
porte aucun changement aux équationsqui doivent avoir lieu pour tous
les points du fluide, et qui résultent des termes affectés d'une triple
intégration, parce qu'en égalant a zéro les coefficients de &x, 3y, &z
dans oes termes, lesvariations 8§, 8n, & disparaissent en méme
temps. D'ou il suit que les lois générales de ' équilibr e contenues dans
les formules de I'article 19 sont indépendantes de I'état comme de la
figure du noyau.

34. 1l n'y adonc a consdérer que I'équation aux limites, que nous
avons r éduite, dans I'article 30, a la forme

Sl’(wsa&z'+eos]3 dy' + coay 3 ) dit =0,
En y subgtituant pour 87, 8, &' les valeurs &x'+ 88, &y + 3y,

&z -+~ &' marquées d'un trait, pour lesrapporter ala surfacedu fluide
contigué au noyau, dle devient

Sl'(cou 3’ + cosf 8y’ + copy e’y
+ Q¥ (conu 8’ + cos dn' + cony &'y e = o.
XI. 29
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La partie qui contient les variations 8x’, 8y, §2' e nulle d'elleméme,
comme nous |'avons démontré dans I'article 31. L'autre partie du pre-
mier membre de I'équation devra donc auss é&re nulle. On 'y substi-
tuera les valeurs de 3%, &v’, 8%, et I'on égalera ensuite séparément a
Z&o les quantités multipliéts par &, &m, &n, 8L, 8M, 8N on aura ces
sx éguations
Svemado=o, Swcosfdr=0, S¥oosydr=o,
Si\‘(:’ casy — &' eosB)di"=o,
S'A‘ o' cose — &' cosy) dd =0,

2z cosf — ' cosa) dst = o,

qui seront nécessaires pour 1'équilibre complet du fluide et du solide.

Ces équations répondent a celles de I'article 62 de la Section V, en
subgtituant ds? pour dm et ¥ cosa, X' cosfB, ¥ cosy pour X, Y, Z. En
eflet, % éant la force de pression qui agit perpendiculairement sur la
aurface du noyau solide, A cosa, A" cosf, &’cosy seront les forces qui
en résultent, suivant les directions des coordonnées x,y, z € il fau-
dra que le solide soit en équilibre, chacun des points de sa surface
éant sollicité par oes mémes forces.

35. Mais, lorsgu‘un fluide est supporté par un solide de figure don-
née, & que l'un e l'autre sont sollicités par des forces quelconques,
il e plus smple de tirer directement la solution du probléme de I'é-
guation fondamentale de I'article 16, en y subgtituant immédiatement,
pour 8z, 8, 83, leurs valeurs complétes &% + 8, By + v, 35+ &
(art. 33).

Les variations 8x, 8y, &2, éant indépendantes des autres variations
3, &m, ..., donneront une équation semblable & celle de I'article 17
et fourniront les mémes résultats pour I'équilibre du fluide que dans
le cas ol le solide est suppose fixe.

A I'égard desautresvariations, 8§, &, &, il et d'abord aisé de voir
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qu'dles ne donnent rien dans les valeurs des différences partienes

d—;t-i-ff. ‘%’-’: %; puisque lesvariations 84, &z, &r, 8L, M, 8N sont cen-

gesindépendantesde x,y, z.
Ains il suffira de subgtituer Bk, 3y, & alaplacede x, 8y, 8z dans
laformule
SXdx+Viy + 28T drayd:

et d'égaler Sfparément a zé&ro lesquantitésmultipliées par chacune dos
dx variations &, &m. &, 8L, &M, &N, aprésles avoir fait sortir horsdu
sgne 8. 11 est visible qu'on aura de cette maniére les mémes équa-
tions qu'on a trouvées dansla Section V (Chap. | V), pour I'équilibre
d'un corps solide dont chaque particule dm, qui et ici Tdxdydz, et
animée par des forces quelconques X, Y, Z; de sorte que I'on a, pour
I'équilibre d'un fluide sur un noyau mobile, les mémes équations que
S le fluide devenait solide.

36. Il résulte de oes deux manieres d'envisager les variations que
la presson du fluide sur la surface du noyau équivaut a I'action de
toutes les forces qui sollicitent chaque particule du fluide, en suppo-
sant que le fluide soit consdéré comme solide e que le noyau soit
augmenté de toute la masse du fluide devenu solide.

Comme ce théoréme de Statique et important, nous croyons devoir
montrer d'une maniére plus directe comment il se déduit de nos for-
mules.

Tout se réduit a démontrer que |'équation

QX &+ Yin+2&)Tdrdydz=o

donne les mémes réaultats que I'équation aux limites
SQuta'dy dz + &' drds + 3¢ de dy) = o,

Par les conditionsdel'éauilibredu fluide. on asilrt. 19)

_ R - O
rx._d;, IY——-‘—,}’ I'Z—E,
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et, comme les valeursde &, 3y, 8¢ (art. 33) sont respectivement indé-
pendantes de X, y, z, on aura auss

TxiE= 2, I'Yan:%an. rZa = g‘i‘a::

aing la premiére éguation deviendra

A P ah ”
S(d_xas -+ @ay,q- E;at)d.rdyds =0,

Le premier terme ous le Sgne et intégrable par rapport a x, le
deuxiéme par rapport ay, le troiséme par rapport a z donc, s I‘'on
exécute ces intégrations partielles, comme on I'a fait dans 'article 17,
il en réaulte I'équation aux limites

S dy ds -+ én*de dz + 8¢ dz dy)
- Sl’{{!&‘ dyds + v’ de ds + ' dzdy)—o.

Maison a(art. 23)

=0
a caud que la surface extérieure du fluide est supposte libre; donc il
ne restera que I'éguation

S¥etdy dz + du'dwds + &'drdy) =o,
Ains les deux équations reviennent exactement au méme.

37. Puisque, relativement aux variations dépendantes du déplace-
ment du noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre comme sil
ne faisait qu'une mase solide avec lui, lorsque tous les points du
noyau seront auss sollicités par des forces quelconques, il n'y aura
gu'a tenir compte de ces forces, comme de celles qui sollicitent les
particules du fluide, et appliquer a I'équilibre de la masse composée
du fluide & du solide, comme s €lle ne formait qu'un solide continu,
les solutions données dansle Chapitre IV de la Section Y.
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§1V.—Del'équilibredesfluidesincompressiblescontenus
dansdesvases.

38. L'éguation générale aux limites de I'article 27 doit se vérifier
pour tous les points des parois du vase dans lequel le fluide et ren-
fermé.

Mettons cette équation sous la forme

S(J.'Jx'-— Miz')dy ds
+ Sy — vy drds

+ §M8s* — N3¥ ydwdy = o,

et congdérons d'abord les termes §(¥* 85" W83') dz dy,, dans les
quels 8s* et §x* sont les variations de |'ordonnée s, en tant qu'dle s
rapporte aux deux points de la surface du fluide qui répondent aux
mémes coordonnées x e Y.

11 et évident que lesvariations 8z* tendent a faire sortir lesparti-
cules de la surface hors de la mase fluide, et que les variations 8", en
les supposant toutes deux positives, tendent a faire rentrer dans cette
mase les particules de la surface opposée; de sorte qu'en donnant &
cdle-ci le signe négatif, lesvariations 8" et — &3’ tendront également
afaire sortir hors de la mass fluide les particules de la surface; & la

doubleintégrale
Sinds'— v as) dedy

repr ésenter a la somme de toutes les quantités k  zdxdy qui répondent
a tous les points de la surface du fluide et danslesquelles les varia-
tions Uz seront censées avoir la méme tendance du dedans de la mase
fluide au dehors : ainsi, avec cette condition, nous pouvons donner a
cette intégrale cette forme plus simple §A 83 dx dy.

De la méme maniére & avec lesmémes conditions, on pourrarame-
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ner les deux autres intégrales doubles

Sorsy—viyydeds oo §Urder—¥ir)dyds

alaforme §A 8y deds, §hdwdy dz,
Ains I'équétion aux limitesdont il Sagit pourra se mettre sous cette
forme
Sl&:d‘.::d_y +Sla_yd.rds +Sidsdyds,

gu'on peut encore réduire, par I'analyse de I'article 33, a cdle-ci
Sl(cns« 8x + cosBdy oty dsydi*=n,

dans laquelle w, 3, ¥ sont les angles que le plan tangent a la surface,
dans le point qui répond aux coordonnéss x, Y, z fait avec les trois
plans desyz, des xz e des xy. L'intégration de cette équation devra
séendre a toute la surface du fluide; et lesvariations 8z, 8y, 8z s
ront censes toutes dirigées du dedans de la mase fluide au dehors

39. Dans les points ol la surface eg libre, les variationsz, &y, 85
demeurant indéter minées, on ne peut satifaire a I'éguation qu'en fai-
sant h =wo¢ ce qui donnera la figure de cette surface, comme nous
l'avonsvu dans|'article 18.

Pour tous les autres points de la surface ol le fluide est contigu aux
parais du vase, s I'on marque d'un trait les quantités qui Sy rappor-
tent, on aura, relativement a ces parois, la méme équation qu'on a
trouvée par rapport a la surface du noyau recouvert d'un fluide
(art. 30). Ainsi, toutes les conclusions qu'on a tirées de cette équa-
tion, depuis|'article qu'on vient de citer jusqu'a la fin du paragraphe
précédent, peuvent sappliquer aux parois du vase dans lequel le fluide
e renfermé, quelle que it sa figure, et soit qu'il demeure fixe, ou
qu'il doive ére en équilibre par la presson du fluide e par I'action
des forces érangéres qui le tirent dans des directions quelconques.
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SECTION HUITIEME.

DE L'EQUILIBRE DES FLUIDES COMPRESSBLES ET ELASTIQUES.

1. Soient, comme dans I'article 10 de la Section précédente, X,Y,Z
les forces qui agissent sur chaque point de la mase fluide, réduites
aux directions des coordonnéss x, y, z et tendantes a diminuer oes
coordonnées, on aura d'abord

SiXda+Yay+ 2iz)dm

pour la somme de leurs moments.

Dans les fluides dagtiquesil y a, de plus, une force intérieure qu'on
nomme élasticité ou ressort et qui tend a les dilater ou a augmenter
leur volume. Soit donc ¢ I'dasticité d'une particule quelconque dm ;
cette force, tendant a augmenter le volume dxdydz de la méme parti-
cule, aura ou pourra ére cenge avoir pour moment la quantité
— e&{da dy ds) par 'article9 dela Section | | . Je donneici le signe —
au moment de cette force, parce que celle-ci tend a augmenter la va-
riable dxdydz, tandis que les forces X, Y, Z tendent a diminuer les
variables x, y, z Ainsi la somme des moments provenant de I'éasti-
cité de toute la masse fluide sera exprimée par — §e §(drdy dz).

Donc la somme totale des moments des forces qui agissent sur le
fluide sera

S(X 8z + Yy +Zds)dn — Qe d{dwdy ds);

et commeil n'y aici aucune condition particuliere a remplir, on aura
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I'équation générale de I'équilibre en égalant smplement cette somme
azéo.

2. On auradonc pour I'équilibr e des fluides agtiques une équation
de la méme forme que celle que I'on a trouvée dans la Section précé-
dente (art. 10) pour I'équilibre des fluides incompressibles, puisque
I'on a, dans cdleci (art. 11),

SL-= &{dr dy dz},

cequi rend leterme S')LSL,, provenant dela condition de I'incompres-
sibilité, entiérement semblable au terme § ¢ &{dwdy dz) d0 au moment
des forces éagtiques.

Il sensuit de la que les formules trouvées pour I'équilibre des
fluides incompressbles sappliquent immédiatement e sans aucune
restriction a I'équilibre des fluides dlastiques, en y changeant Smple-
ment le coefficient » en —e, cet-a-dire en supposant que la quan-
tité' qui exprimait la presson dans les fluides incompressibles, éant
prise négativement, exprime la force d'élagticité de chague éément
d'un fluide éastique.

3. L'dadticitée dépend dela densité et dela température de chaque
particule du fluide, et I'on doit la regarder comme unefonction connue
de oss deux quantités; mais la densté de chaque particule et incon-
nue, parce qu'elle dépend du rapport dela masse dm dela particule a
on volume dxdydz et le Calcul différentiel ne peut déterminer ce
rapport, qui dépend du nombre de particules éémentaires contenues
dans I'édément différentiel dxdydz de la masse fluide.

On ne peut donc connaitre la valeur de I'@agticité qu'a posteriori,
par le moyen des forces qui tiennent le fluide en équilibre. Ains il
faudra déterminer lavaleur de & comme on a déterminécellede & dans
|"article 19 de la Section précédente.

4. En changeant & en — &, on aura par cet article les équations

ae — de _
5;+rx_u, Ty"'rY_D'

dt

7: +‘I‘Z=o,
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lesquelles donnent
de+T{Xde + Yoy +Zda) =0

€t, par conséquent,
= Sl‘(xdx + Y dy + Lds) + const,

Ains laquantité T{X da + Ydy + Zd3s) doit &re une différentiele
compléte pour I'équilibre des fluides élagtiques, comme pour celui des
fluides incompressibles.

Dela on condura auss, comme dans |'article 20 de la Section pré
cédente, que, lorsque la quantité Xde -+~ Ydy +Zdz et eleméme
une différentielle compléte, la densté T devra ére uniforme dans
chaque surface de niveau.

5. En désignant par  la chaleur qui a lieu dans chaque endroit de
la mase fluide, on suppose ordinairement, pour I'air, € proportionnelle
al'}, en faisant absraction des autres causes telles que les vapeurs,
I'électricité, qui peuvent influer sur son élasticité.

Subgtituons dans I'équation

de+T{Xds + Yy +Zds)=0

pour T savaleur =%»» elledeviendra

m 3t + xax+‘lt’ady +Zds _

La chaleur éant produite par des causss locales, la quantité 0 sra
une fonction donnée de X, vy, s, et il faudra, pour que I'équation pré
cédente puise subsiger, que la quantité

Xdr+Ydy+Zds

soit une différentielle exacte.

6. Donc, dans le cas de la nature ou

Xdz+ Ydy + Zds=dll
XI. Ko
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(Sect. VII, art. 20), il faudra que 9 soit une fonction de ET; par con-
squent, on aura 44 =0 lorsque dil = o; d'ou il suit que la chaleur
doit étre congante dans chaque surface de niveau a laquelle la pesan-
teur e perpendiculaire, autrement il sera impossble que I'atmo-
sphére puise ére en équilibre. Aing il faudrait, pour que I'air pQt
ére en repos, que la température fOt égale sur toute la surface de la
Terre, e gqu'ele ne variat, en séevant dans I'atmosphére, que d'une
couche de niveau a l'autre.

7. A l'égard de I'éguation aux limites pour la surface du fluide, en
employant la réduction de I'article 32 de la Section précédente, elle
devient

Ss&pd&’ =q,

et, sous cette forme, ele e évidente par eleméme, car a la surface
il 'y a a consdérer que la force d'dadticité € qui agit suivant la
ligne p perpendiculaire & la méme surface; et s le fluide et contenu
dans un vasg, Iesvariationsap ont nulles, et I'équation a lieu d'ele-
méme, mais, s une partie de la surface &ait libre, il faudrait que
I'8adticité ¢ y ft nulle; autrement le fluide, n'é&ant pas contenu, s
dissiperait.

8. L'dadicité £, dans |'atmosphére, e proportionnéle a la hauteur
du barometre, que nous désgnerons par h. SoitZ la force de la pesan-
teur; prenons |'ordonnée z perpendiculaire a la surface de la Terre et
dirigée de bas en haut; I'éguation de I'article 5 deviendra

mdh + Zds —0
I I
laguelle donne par I'intégration, en prenant H pour la hauteur du
baromeétre lorsque z— o,
mlog% :fz:‘:

I'intégrale éant supposie commencer au point ol s = o.
On voit par la que le logarithme du rapport des hauteurs du baro-
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métre ne donne rigoureusement qu'une quantité proportionnelle a la
valeur del'intégralef%"f comprise entre les hauteurs des deux da-
tions, et que, pour en déduire la différence de hauteur des stations, il
faut supposer connue la loi de la chaleur & en fonction de z

9. On sait que la pesanteur décroit en raison inverse du carré de la
distance au centre de la Terre. Donc, prenant r pour le rayon de la
Terre & supposant que z soient les hauteurs verticales au-desus de
lasurfacedelaTerre ona

g H]
(+3)
r

g éant lagravitéa la surfacedelaTerre; e, dela,

=

oz
i — &4,
i+ =
(--3)
» de sorte qu'on aura
H dx
mlog-ﬁ =gf—;

e la difficulté se réduit aavoir 4 en fonction de x.

tdiz gy

en faisant 2 = -2

i+

i

10. En supposant @ congante et faisant, pour a b r é"‘Tg =Kpn
trouvera
z=l(|og%=l((logll-—log#),

e I'on aura lavaleur de z par laformule = =

r
S I'on néglige leterme g, qui et toujours insensible pour les hau-
teurs s qui ne sont pas trés grandes, on a smplement z=x, ce qui
donne la régle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le baro-
métre.
L e coefficient K doit &re déterminé par I'observation. M. Deluc avait
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trouvé, pour la température uniforme de 16°,75 du thermométre de
Réaumur, ce codfficient égal & 10000, en prenant les logarithmes des
Tables et les hauteurs en toises Pour les autres températures, il I'aug-
mentait ou le diminuait de sa 215° partie, pour chague degré au-des-
s ou au-desous de 16°,75, et, pour les températures variables d'une
dation a l'autre, il se contentait de prendre la moyenne arithmétique
entre les températures des deux stations Depuis, on a perfectionné
cdtte régle par des données plus exactes e par de nouveles correc-
tionsappliquéesau coefficient K.

11. Au redte, en prenant, pour la température uniforme, la moyenne
arithmétique entre les températures extrémes de la colonne d'air, on
uppoe que la chaleur diminue en progression arithmétique. Pour
voir ce que cette hypothése donne, on fera & =@(1 — »3), ou plutét
0=8(1 — nx), pour smplifier les calculs, & éant la température
lorsgue x=0. Subgtituant cette valeur dans la formule %f, intégrant
e remettant ensuite pour n sa valeur tirée de I'équation précédente,
onaura

[zt (L Taliee ),
en faisant @ =&+ T, b=k -+, e prenant k pour une température
fixe & T, tpour les degrés du thermométre au-dessus de cette tempé-
rature.

La formule de I'article 9 donnera ainsi, en faisant "—’g =K & ne

poussant I'approximation quejusqu'aux sscondesdimensonsdeT et t,

o T+e (T—u H
”*K["'” Y3 Y ]"’ 3
Les deux premiers termes répondent a la régle de Delucet le troiseme

sra preqjue toujours insensble.
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SECONDE PARTIE.

LA DYNAMIQUE.

SECTION PREMIERE.

SUR LES DIFFERENTS PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE.

La Dynamique e la stence des forces accdératrices ou retarda-
trices & des mouvements variés qu'dles doivent produire. Cette
stience et due entierement aux modernes, & Galilée est celui qui
en ajeté les premiers fondements. Avant lui on n'avait consdéré les
forces qui agissnt sur les corps que dans I'état d'équilibre; e quoi-
qu'on ne pit attribuer I'accélération des corps pesants & le mouvement
curviligne des projectiles qu'a I'action congante de la gravité, per-
onne n'avait encore réuss a déterminer les lois de ces phénomeénes
journaliers, d'aprés une cause s simple. Galilée a fait le premier ce
pas important et a ouvert par la une carriére nouvelle et immense a
I'avancement de la Mécanique. Ceite découverte ed exposte & déve
loppée dans I'Ouvrage intitulé : Discorsi e dimostrazioni malematiche
intorno a due nuove scienze, lequel parut, pour la premiére fois, a
Leyde, en 1638. Elle ne procura pas a Galilée, de son vivant, autant
de cdébrité que cdles qu'il avait faites dans le ciel; mais elle fait
aujourd'hui la partie la plus solide et la plus réelle de la gloire de ce
grand homme.

Les découvertes des satellites de Jupiter, des phasss de Vénus, des
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taches du Soleil, etc., ne demandaient que des télescopes et de I'ass-
duité mais il fallait un génie extraordinaire pour démder les lois de
la nature dans des phénoménes que I'on avait toujours eus sous les
yeux, mais dont I'explication avait néanmoins toujours échappé aux
recherches des philosophes.

Huygens, qui parait avoir &¢é dedtiné a perfectionner et compléter
la plupart des découvertes de Galilée, ajouta a la théorie de I'accéléra-
tion des graves cdle du mouvement des pendules et des foroes centri-
fuges ('), e prépara aing la route a la grande découverte de la gravi-
talion universdle. La Mécanique devint une sdence nouvelle entre les
mainsde Newton, et sssPrincipesmathématiques, qui parurent, pour la
premiere fois, en 1687, furent I'époque de cette révolution.

Enfin I'invention du Calcul infinitésmal mit les géoméres en &at
de réduire a des équations analytiques les lois du mouvement des
corps, e la recherche des forces et des mouvements qui en résultent
e devenue, depuis, le principal objet de leurs travaux.

Je me suis propose ici de leur offrir un nouveau moyen de faciliter
cette recherche; mais, auparavant, il ne sera pas inutile d'exposer les
principes qui servent de fondement a la Dynamique, et de présenter la
suite et la gradation des idées qui ont le plus contribué a &endre e a
perfectionner cette science.

1. Lathéorie des mouvements variés et des forces accélératrices qui
les produisent e fondée sur oss lois générales : que tout mouvement
imprimé a un corps e, par sa nature, uniforme et rectiligne, e que
différents mouvements imprimés a la fois ou successvement a un
méme corps se composent de maniére que le corps s trouve a chagque

(') Galilée avait certainement I'idée de la force centrifuge, ot, dans un de ses dialogues,
il explique clairement que la rotation do la Terre ferait prendre au corps une vitesse vor-
licalo apparente dirigée de bas eu haut, sils n'étaient retenus par la pesanteur. Mais il se
trompe en ajoutant quo la pesanteur, quelque petite qu'on la supposét, suffirait pour em-
pécher un pareil mouvement. Malgré cette erreur grave, |le passage des Dialogues me parait
renfermer la promiére idée do |a grande découverte d'Huygens. Voir Dialogo sopra le due
massimi sistemi del mondo..., p. t85 et suiv. (édition de Florence; 1710).

(J. Bertrand.)
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ingant dans le méme point de I'epace ou il devrait se trouver, en
effet, par la combinaison de ces mouvements, sils existaient chacun
rédlement et sfparément dams le corps. C'et dans ces deux lois que
consgent les principes connus de la force d'inertie e du mouvement
compos2 Galilée a apercu le premier ces deux principes et en a déduit
les lois du mouvement des projectiles, en composant le mouvement
oblique, efet de I'impulsion communiquée au corps, avec sa chute
perpendiculaire due a I'action dela gravité.

A I'égard des lois de 'accélération des graves eles se déduisent
naturellement de la considération de I'action congtante et uniforme de
la gravité, en vertu de laquelle, les corps recevant dans des ingtants
égaux des degrés égaux de vitesse suivant la méme direction, la vitesse
totale acquise au bout d'un temps quelconque doit ére proportionnelle
acetemps, e il et clair que cerapport congtant des vitesses au temps
dait é&re lui-méme proportionne a l'intensité de la force que la gravité
exerce pour mouvoir le corps, de sorte que, dans le mouvement sur
des plansinclinés, ce rapport ne doit pas ére proportionnel ala force
absolue de la gravité, comme dans le mouvement vertical, mais a sa
force relative, laquelle dépend de I'inclinaison du plan et se détermine
par les régles de la Statique; ce qui fournit un moyen facile de com-
parer entre eux les mouvements des corps qui descendent sur des
plans différemment inclinés.

Cependant il ne parait pas que Galilée ait découvert de cette maniere
les lois de la chute des corps pesants. Il a commencé, au contraire,
par supposer la notion d'un mouvement uniformément accéléré dans
lequel les vitesses croissent comme les temps; il en a déduit géométri-
quement les principales propriétés de cette epéee de mouvement et
surtout la loi de I'accroissement des espaces en raison des carrés des
temps, ensuiteil Ses assuré, par des expériences, que cetteloi alieu
effectivement dans le mouvement des corps qui tombent verticalement
ou sur des plans quelconques inclinés. Mais, pour pouvoir comparer
entre eux les mouvements sur différents plans inclinés, il a éé obligé
d'abord d'admettre ce principe précaire, que les vitesses acquises en
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descendant de hauteurs verticales égales sont auss toujours égales, et
ce n'es que peu avant sa mort, e aprés la publication de ss Dia-
logues, qu'il a trouvé la démonstration de ce principe par la consdé
ration deI'action relative de la gravité sur les plansinclinés, démon-
dration qui a &é ensuite insérée dans les autres éditions de cet
Ouvrage

2. Le rapport congant qui, dans les mouvements uniformément
accdérés, doit subsster entre les vitesses e les temps, ou entre les
eyacss et les carrés des temps, peut donc ére pris pour la mesure de
la force accélératrice qui agit continuellement sur le mobile; parce
gue, en effet, cette force ne peut ére estimée que par I'effet qu'elle
produit dans le corps & qui consste dans les vitessss engendrées ou
dans les espaces parcourus dans des temps donnés.

Ains il suffit, pour cette estimation des forces, de consdérer le
mouvement produit dans un temps quelconque, fini ou infiniment
petit, pourvu que la forco soit regardée comme congante pendant ce
temps, par conséquent, quels que soient le mouvement du corps e la
loi de son accélération, comme, par la nature du Calcul différentid,
on peut regarder comme congtante, pendant un temps infiniment petit,
I'action de toute force accdératrice, on pourra toujours déterminer la
valeur de la force qui agit sur le corps a chague instant, en comparant
la vitesse engendrée dans cet ingtant avec la durée du méme instant,
ou l'epace qu'dle fait parcourir pendant le méme instant avec le
carré de la durée de ot ingtant; et il n'es pas méme nécessaire que
cet eyace ait &é rédlement parcouru par le corps, il suffit qu'il
puise ére cens® avoir &é parcouru par un mouvement composg
puisque reflet de la force et le méme dans I'un et dans |'autre cas
par les principes du mouvement exposts plus haut.

Cet ains qu'Huygens a trouvé que les forces centrifuges des
corps mus dans des cercles avec des vitesses congantes sont comme
les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles, et qu'il a pu
comparer ces forces avec la force de la pesanteur a la surface de la
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Terre, comme on le voit par les démongrations qu'il a laissées de s
théorémes sur la force centrifuge, publiés en 1673 a la fin du Traité
intitulé: Horologium oscillatorium.

En combinant cette théorie des forces centrifuges avec cdle des
développées, dont Huygens et auss |'auteur, e qui réduit a desarcs
de cerdle chaque portion infiniment petite d'une courbe quelconque,
il lui é&ait facile de I'é&endre a toutes les courbes Mais il éait réservé
a Newton de faire ce nouveau pas et de compléter la science des mou-
vements variés et des forces accdératrices qui peuvent les engendrer.
Cette stience ne congste maintenant que dans quelques formules diffé-
rentielles trés smples, mais Newton a consamment fait usage de la
méthode géomérique simplifiée par la conddération des premiéres
e derniéres raisons, et, Sil set quelquefois servi du calcul analy-
tique, cet uniquement la méhode des s&ries qu'il a employée,
laquelle doit &re distinguée dela méhode différentielle, quoiqu'il soit
facile de les rapprocher e delesrappeler a un méme principe.

Les gbométres qui ont traité, apres Newton, la théorie des foroes
accdératrices s sont presque tous contentés de généraliser s théo-
rémes & de les traduire en expressons différentielles. De la les diffé-
rentes formules des forces centrales qu'on trouve dans pluseurs
Ouvrages de Mécanique, mais dont on ne fait plus guére usage, parce
qu'éles ne sappliquent qu'aux courbes qu'on suppose décrites en
vertu d'une force unique tendante vers un centre, et qu'on a mainte-
nant des formules générales pour déterminer les mouvements produitn
par des forces quelconques.

3. S I'on congoit que le mouvement d'un corps et les forces qui le
sollicitent soient décomposées suivant trois lignes droites perpendicu-
laires entre elles, on pourra consdérer séparément les mouvements
et les forces relatives a chacune de ces trois directions. Car, a cause de
la perpendicularité des directions, il et visible que chacun de ces
mouvements partiels peut ére regardé comme indépendant des deux
autres et qu'il ne peut recevoir d'altération que de la part de la force

XI. 31
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qui agit dans la direction de ce mouvement; d'oll I'on peut conclure
que ces trois mouvements doivent suivre, chacun en particulier, les
lois des mouvements rectilignes accdérés ou retardés par des forces
donnéss Or, dans le mouvement rectiligne, I'effet de la force accdlé-
ratrice ne congdant qu'a altérer la vitese du corps, cette force doit
ére mesurée par le rapport entre |'accroissement ou le décroissement
de la vitesse pendant un instant quelconque & la durée de ¢t instant,
Cet-a-dire par la différentielle de la vitesse diviste par cdle du
temps, et, comme la vitesse dleeméme et exprimée, dans les mouve-
ments variés, par la différentielle de I'epace diviste par cdle du
temps, il sensuit que la force dont il Sagit sera mesurée par la diffé-
rentielle ssoonde de I'epace divisée par le carré de la différentiele
premiére du temps, suppose constante. Donc auss la différentiele
soonde de I'espace que le corps parcourt, ou est censé parcourir, sui-
vant chacune destrais directions per pendiculaires, divisée par le carré
de la différentielle congtante du temps, exprimera la force accdéra-
trice dont le corps doit é&re animé suivant cette méme direction et
devra, par conséquent, ére égalée a la force actuedle qui est supposte
agir dans cette direction. C'est ce qui condtitue le principe s connu
des foroes accdératrices.

Il n'ed pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rap-
porte le mouvement ingtantané du corps soient absolument fixes, il
auffit qu'dles le soient pendant la durée d'un instant. Ainsi, dans les
mouvements en ligne courbe, on peut prendre a chaque ingtant ces
directions, I'une dans la tangente e les deux autres dans les perpen-
diculaires a la courbe. Alors la force accdératrice qui agit suivant la
tangente, & qu'on nomme force tangentiele sera toute employée a
atérer la vitesse absolue du corps et sera exprimée par I'éément de
cette vitese divisé par I'édément du temps.

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la direc-
tion du corps et dépendront de la courbure de la ligne qu'il décrit. En
réduisant les forces normales a une saule, cette force composée doit se
trouver dans le plan de la courbure et é&re exprimée par le carré de
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la vitese divisé par le rayon oscillateur, puisqu'a chaque ingtant le
corps peut ére regardé comme mi dans le cercle osculateur.

C'et ains qu'on a trouvé les formules connues des forces tangen-
tielles e des forces normales, dont on sest servi longtemps pour
résoudre les problémes sur le mouvement des corps animés par des
forces données. La Mécanique d'Euler, qui a paru en 1736, et qu'on
doit regarder comme le premier grand Ouvrage el I'Analyse ait &é
appliquée a la sdence du mouvement, et encore toute fondée sur ces
formules; mais on les a presque abandonnées depuis, parce qu'on a
trouvé une maniere plus smple d'exprimer I'effet des forces accééra-
trices sur le mouvement des corps

Elle condste a rapporter le mouvement du corps €t les forces qui le
sollicitent a des directions fixes dans I'epace. Alors, en employant,
pour déerminer le lieu du corps dans I'espace, trois coordonnées rec-
tangles qui aient css mémes directions, les variations de ces coordon-
néss représenteront évidemment les egpaces parcourus par le corps
suivant les directions de ces coordonnées, par conséquent, leurs diffé
rentielles ssoondes, divisées par le carré de la différentielle congante
du temps, exprimeront les forces accélératrices qui doivent agir sui-
vant ces mémes coordonnées; ainsi, en égalant ces expressions a cdles
des forces données par la nature du probléme, on aura trois équations
samblables qui serviront a déterminer toutes les drcongances du
mouvement. Cette maniére d'établir les équations du mouvement d'un
corps animé par des forces quelconques en le réduisant a des mouve-
ments rectilignes est, par sa simplicité, préférable a touteslesautres;
elle aurait dii se présenter d'abord, mais il parait que Maclaurin es
le premier qui I'ait employée dans son Traité des fluxions, qui a paru,
en anglais, en 1742; elle ex maintenant univer sellement adoptée.

4. Par les principes qui viennent d'ére exposés, on peut donc dé
terminer leslois du mouvement d'un corps libre sollicité par desforces
quelconques, pourvu que le corps soit regardé comme un point.

On peut auss apppliquer oss principes a la recherche du mouve-
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ment de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une attrac-
tion mutuelle, suivant une loi qui soit une fonction connue des dis-
tances enfin il n'ex pas difficile de les é&endre aux mouvements dans
des milieux résgants, ainsg qu'a ceux qui se font sur des surfaces
courbes données, car la résistance du milieu n'es autre chose qu'une
force qui agit dans une direction opposée a celle du mobile; et lors
qu'un corps e forcé de se mouvoir sur une surface donnée, il y a
nécessairement une force perpendiculaire a la surface qui I'y retient,
e dont la valeur inconnue peut se déterminer d'aprés les conditions
qui résultent de la nature méme de la surface.

Mais, s I'on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent
les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédiate-
ment comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou de
leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général par
guelque autre moyen que ce soit, alors la question est d'un ordre plus
éevé et les principes précédents sont insuffisants pour la résoudre.
Ca ici les forces qui agiseent sur les corps sont inconnues, et il faut
déduire ces forces de I'action que les corps doivent exercer entre eux,
suivant leur digposition mutuelle. 11 ex donc nécessaire d'avoir recours
a un nouveau principe qui serve a déterminer la force des corps en
mouvement, eu égard a leur mase et aleur vitesse.

5. Ce principe condse en ce que, pour imprimer a une mase
donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit
gue cette mase Soit en repos ou en mouvement, il faut une force dont
la valeur (") soit proportionnelle au produit de la mase par la vitese

(*) Il faut entendre ici par valeur dune force le produit de cette force par le temps
pendant lequel ele agit, ou, plus générdement, I'intégrale du produit de I'élément du
temps par I'intensité do laforce. Le mot force est pris par Lagrange dans le mome sens
que Descartes adoptait quand il écrivait aMersenne : « Jai parlé delaforce qui sert pour
lover un poids, laquelle a deux dimensions, non do celle qui sort en chaque point pour o
soutenir, laquelle n'a qu'une dimension. » (Edition de M. Cousin, t. V1, p. 329.) On com-
prend quelle confusion doit apporter dans|es raisonnements cette double signification du
mot force. Les géometres y ont hourousement renoncé et I'on n'entend plus aujourd'hui
par force qu'un effort exprimable en kilogrammes. (J. Bertrand.)
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e dont la direction soit la méme que celle de cette vitese. Ce pro-
duit de la mase d'un corps multipliée par sa vitesse sappele com-
munément la quantité de mouvement de ce corps, parce qu'en effet
ces la somme des mouvements de toutes les parties matérielles du
corps. Ains les forces &2 mesurent par les quantités de mouvement
qu'dles sont capables de produire, e réciproguement la quantité de
mouvement d'un corps et la mewure de la force que le corps et ca-
pable d'exercer contre un obstacle, et qui Sappelle la percussion. D'ou
il Sensuit que, s deux corps non éagiques viennent a se choquer
directement en sns contraire avec des quantités de mouvement égales,
leurs forces doivent s contre-balancer & e détruire, par consgquent
les corps doivent sarréer e demeurer en repos Mais, 9 le choc s
faisait par le moyen d'un levier, il faudrait, pour la destruction du
mouvement des corps, que leurs forces suivisent la loi connue de
I'équilibredu levier.

Il parait que Decartes a apercu le premier le principe que nous
venons d'exposer; mais il sest trompé dans son application au choc
des corps, pour avoir cru que la méme quantité de mouvement absolu
devait toujours se conserver (').

Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ce
principe & qui Sen soit servi avec succes pour découvrir les lois
de la communication du mouvement dans le choc des corps durs ou
éagiques, comme on le voit dans les Transactions philosophiques
de 1669 et dans la troiséme Partie de son Traité de Motu, imprimé
en 1671.

De méme que le produit de la mase e de la vitesse exprime la force
finie d'un corps en mouvement, ains le produit de la mase e de la

(*) Dans aucun des nombreux écrits de Doscartes, on ne trouve un énoncé net et com-
préhensible du principe Quant aux applications, los erreurs qu'il commet sont bien plus
graves que ne semble I'indiquer ici Lagrango. |1 affirme, entre autres propositions erro-
nées qu'un corps qui en choaue un autre ne peut lui imprimer de mouvement que s'il a
une mese plus grande que la Sienne; dans tout awtre cas, le corps choquant sera réfléchi,
et |o corps choqué ne bougerapas. (Edition deM. Cousin, t. I X, p. 195.)

(J. Bertrand.)
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force accdératrica, que nous avons vue ére représentée par |'éément
delavitesse divisé par I'éément du temps, exprimera la force éémen-
taire ou naissante, e cette quantité, s on la consdere comme la
mesure de I'effort que le corps peut faire en vertu de la vitesse élémen-
taire qu'il aprise ou qu'il tend a prendre, congtitue ce qu'on nomme
pression; mais, § on la regarde comme la mesure de laforce ou puis-
sance néoessaire pour imprimer cette méme vitesse, ele et alors ce
gu‘on nomme force motrice. Ainsi, des pressons ou des forces motrices
s déruiront ou s feront équilibre s elles sont égales et directement
OpposEes, ou S, éant appliquées a une machine quelconque, elles sui-
vent les lois de I'équilibre de cette machine.

6. Lorsque des corps sont joints ensemble, de maniére qu'ils ne
puissent obéir librement aux impulsions regues et aux forces accéléra-
trices dont ils sont animés, ces corps exercent nécessairement les uns
ur les autres des pressons continuelles qui altérent leurs mouve-
mentset en rendent la détermination difficile.

Le premier probléme et le plus smple de ce genre dont les géo-
meétres s soient occupés et celui du centre d'oscillation. Ce probleme
a é@¢é fameux, au commencement du sécle dernier et méme dés le
milieu du précédent, par les eforts et les tentatives que les plus
grands géométres ont faits pour en venir a bout; & comme cet
principalement a ces tentatives qu'on doit les progrés immensss que
la Dynamique a faits depulis, je croisdevoir en donner ici une histoire
succincte, pour montrer par quels degrés cette stience sest devée a
la perfection ou elle parait ére parvenue dans ces derniers temps.

Les Lettres de Descartes offrent les premieres traces des recherches
aur le centre d'oscillation. On y voit que Mersenne avait proposé aux
géomeétres de déterminer la grandeur quedoit avoir un corpsde figure
guelconque, pour que, éant sugpendu par un point, il fase ss oscil-
lations dans le méme temps qu'un fil de longueur donnée & chargé
d'un saul poids a son extrémité. Descartes observe que cette question
a quelque rapport avec celle du centre de gravité et que, de méme que,
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dans un corps pesant qui tombe librement, il y aun centre de gravité
autour duque les efforts de la pesanteur de toutes les parties du corps
< font équilibre, en sorte que ce centre descend de la méme maniere
que s le reste du corps était anéanti ou qu'il f(t concentré dans le
méme centre; ainsi, dans les corps pesants qui tournent autour d'un
axe fixe, il doit y avoir un centre, qu'il appelle centre d'agitation, au-
tour duquel les forces d'agitation de toutes les parties du corps s
contre-balancent, de maniére que ce centre, éant libre de I'action de
ces forces, puise ére mi comme il le serait 9 les autres parties du
corps étaient anéanties ou concentrées dans ce méme centre; que, par
consdquent, tous les corps dans lesquels ce centre sra également
doigné de I'axe de rotation feront leur vibration dans le méme
temps.

D'aprés cette notion du centre d'agitation, Descartes donne une mé-
thode générale de le déterminer dans les corps de figure quelconque ;
cette méthode consgte a chercher le centre de gravité des foroes d'agi-
tation de toutes les parties du corps, en estimant oes forces par les
produits des massss multipliées par les vitesses, qui sont ici propor-
tionnelles aux distances de I'axe de rotation, et en supposant que les
parties du corps soient projetées sur le plan qui pase par son centre
de gravité e par I'axe de rotation, de maniere qu'dles conservent
leurs distances a cet axe.

Cette solution de Descartes devint un sujet de contestations entre
lui & Roberval., Cdui-ci préendait qu'elle n'était bonne que lorsque
toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent ére censées
placéss dans un méme plan passant par I'axe de rotation, que dans
tous les autres cas il ne fallait consdérer que les mouvements per pen-
diculaires au plan passant par I'axe derotation e par le centre de gra-
vité du corps, & qu'on devait rapporter chague particule au point ou
ceplan es rencontré par la direction du mouvement de cette particule,
direction qui est toujours perpendiculaire au plan mené par cette par-
ticule et par I'axe de rotation. Mais il et facile de prouver que, par
rapport a I'axe de rotation, les moments des forces etimées de cette
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maniére sont toujours égaux a ceux des forces estimées suivant la mé
thode de Descartes ().

Roberval prétendit, avec plus de fondement, que Descartes n'avait
cherché que le centre de percussion, autour duquel les chocs ou les
moments de percussion sont égaux, et que, pour trouver le vrai centre
d'oscillation d'un pendule pesant, il fallait auss avoir égard a I'action
de la gravité, en vertu de laquelle le pendule s2 meut. Mais, cette
recherche éant supérieure a la Mécanique de ces temps-a (2), les géo-
meétres continuérent a supposer tacitement que le centre de percussion
était le méme que celui d'oscillation, et-Huygens fut le premier qui en-
visagea ce dernier centre sous on vrai point de vue; auss crut-il
devoir regarder ce probléme comme entiérement neuf (%) et, ne pou-
vant le résoudre par les lois connues du mouvement, il inventa un
principe nouveau, mais indirect, lequel est devenu célébre depuis
souslenom deconservation desforcesvives.

7. Un fil, consdéré comme une ligne inflexible sans pesanteur et
sans mase, éant attaché par un bout a un point fixe et chargé, a
I"autre bout, d'un petit poids qu'on puisse regarder comme réduit aun

(') Cetto obsorvation prouvo que I'objection doRoberval n'éait pes fondée; meis il nen
a pes moins ou raison daffirmer que la régle de Doscartes et fautive quand il ne sagit
pes dune figuro plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. On doit mame gjouter
quo Roberva a indiqué sans démongtration la position oxacto du centre d'agitation d'un
secteur circulairo tournant autour duno perpendiculaire & son plan menée par le centre
du secteur. Voir les obsarvations de Roberval sur une Lettre de Descartes ((Euvres de
Descartes, t. | X, p.521; édition de M. Cousin). (J. Bertrand.)

(d On st que le centre d'oscillation ne differe pes du centro de percussion. |l semble-
rait donc résulter de I'appréciation de Lagrange que la régle de Descartes est exaclo,
quoique non suffisamment démontrée 11 et oependart facile do sassurer quiil nlen et
rien, et quelle conduit & dos résultats fautifs toutes les fois que le pendule ne se réduit
pes & ure figure plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. (J. Bertrand.)

() Huygens rappelle, au contraire, en commencart |a quatriéme Partie de son Traité,
que le probléme du centre d'oscillation |ui a & proposé autrefois par Mersenne, ainsi qua
dautres géometres; mais dorsil était presgue un enfant et n'apu trouver de solution satis-
fasante 1l goute, en parlant de Descartes : « Qui vero rom s confedsse sperabant
viri indgnes, Cartosius, Honora tus Fabrius, aliiquo, nequaquam scopum attigerunt, nisi
in paudis quibusdam facilioribus, sod quorum demongtrationom nullam idoneam, ut mihi
videtur, attulerunt. » (Euvresd'Huygens, t. |, p. 118; édition de SGravesande; Lyon,
1724) (J. Bertrand.)
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point, forme ce qu'on appelle un pendule simple; et laloi desvibrations
de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, ces-a-dire de la
digance entre le poids e le point de sugpenson. Mais, s a cefil on
attache encore un ou plusieurs poids, a différentes distances du point
de suspension, on aura alors un pendule compos2 dont le mouvement
devra tenir une epéce de milieu entre ceux des différents pendules
smples que I'on aurait § chacun de ces poids était suspendu seul au
fil. Car, la force de la gravité tendant d'un cdté a faire descendre tous
les poids également dans le méme temps, e de l'autre l'inflexibilité
du fil les contraignant a décrire dans ce méme temps des arcs inégaux
e proportionnels a leur disance du point de sugpension, il doit s
faire entre ces poids une espece de compensation e de répartition de
leurs mouvements; en sorte que les poids qui sont les plus proches du
point de suspenson héteront les vibrations des plus éoignés, et ceux-
ci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers. Ains il y
aura dans le fil un point ou, un corps éant placé son mouvement ne
serait ni accdéré ni retardé par les autres poids, mais serait le méme
que sil était seul suspendu au fil. Ce point sera donc le vrai centre
d'oscillation du pendule composs, et un tel centre doit se trouver auss
dans tout corps solide, de quelque figure que ce soit, qui oscille autour
d'un axe horizontal.

Huygens vit qu'on ne pouvait déterminer ce centre d'une maniére
rigoureuse sans connaitre la loi suivant laquelle les différents poids du
pendule composé altérent mutuellement les mouvementsque la gravité
tend a leur imprimer a chaque instant; mais, au lieu de chercher a
déduire cette loi des principes fondamentaux de la Mécanique, il s
contenta d'y suppléer par un principe indirect, lequel consse a sup-
pos que, S plusieurs poids, attachés comme I'on voudra a un pen-
dule, descendent par la seule action de la gravité, & que, dans tin
ingant quelconque, ils soient détachés et Sparés les uns des autres,
chacun d'eux, en vertu de la vitesse acquise pendant sa chute, pourra
remonter & une telle hauteur que le centre commun de gravité se trou-
vera remonté & la méme hauteur d'ou il était descendu. A la vérité.

XI. 32
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Huygens n'éablit pas ce principe immédiatement, maisil le déduit de
deux hypothéses qu'il croit devoir ére admises comme des demandes
de Mécanique : I'une, cest que le centre de gravité d'un syseme de
corps pesants ne peut jamais remonter & une hauteur plus grande
que cdle d'all il es tombé, quelque changement qu'on fase a la dis-
position mutuelle des corps, parce qu'autrement le mouvement perpé
tuel ne serait plus impossible; I'autre, ces qu'un pendule compos2
peut toujours remonter de lui-méme a la méme hauteur d'ou il et
descendu librement. Au reste, Huygens remarque que le méme prin-
cipe a lieu dans le mouvement des corps pesants liés ensemble d'une
maniére quelconque, comme auss dans le mouvement des fluides.

On ne saurait deviner ce qui a donné a cet auteur I'idée d'un tel
principe; mais on peut conjecturer qu'il y a &é conduit par le théo-
réme que Galilée avait démontré sur la chute des corps pesants, les-
quels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans inclinés,
acquiérent toujours des vitesses capables de les faire remonter aux
mémes hauteurs d'oul ils éaient tombés. Ce théoréme, généralise e
appliqué au centre de gravité d'un syséme de corps pesants, donne le
principe d'Huygens.

Quoi qu'il en sait, ce principe fournit une éguation entre la hauteur
verticale d'ol le centre de gravité du syseme est descendu dans un
temps quelconque et les différentes hauteurs verticales auxqueles les
corps qui composent le syséme pourraient remonter avec leur svitessss
acquises, et qui, par les théorémes de Galilée, sont comme les carrés
de ces viteses Or, dans un pendule qui oscille autour d'un axe hori-
zontal, les vitesses des différents points sont proportionneles a leurs
digances de I'axe; ains on peut réduire I'éguation a deux saules in-
connues, dont I'une soit la descente du centre de gravité du pendule
dans un temps quelconque, e dont I'autre soit la hauteur a laquelle
un point donné de ce pendule pourrait remonter par sa vitesse acquise.
Mais la descente du centre de gravité détermine celle de tout autre
point du pendule; donc on aura une équation entre la hauteur d'ou
un point quelconque du pendule et descendu et celle a laquelle il
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pourrait remonter par sa vitesse, due a cette chute. Dans le centre
d'oscillation, oss deux hauteurs doivent ére égales, parce qurles
corps libres peuvent toujours remonter 4laméme hauteur d'ou ils sont
tombés; et |'équation fait voir que cette égalité ne peut avoir lieu que
dans un point de la ligne perpendiculaire a I'axe de rotation et pas
sant par le centre de gravité du pendule, lequd soit éoigné de cet axo
de la quantité qui provient en multipliant tous les poids qui com-
posnt le pendule par les carrés de leurs distances a I'axe et divisant
la somme de oes produits par la mase du pendule multipliée par la
disgance de son centre de gravité au méme axe. Cette quantité expri-
mera donc la longueur d'un pendule smple dont le mouvement serait
égal a celui du pendule composd

Cette théorie d'Huygens est exposée dans I’Horologium oscillatorium
¢ elley est accompagnée d'un grand nombre de savantes applications.
Elle n'aurait rien laissé a désirer s elle n'avait pas é&é appuyée sur un
principe précaire; et il restait toujours a démontrer ce principe pour
la mettre hors de toute atteinte.

En 1681 parurent, dans le Journal des Savants de Paris, quedques
mauvaises objections contre cette théorie, auxqueles Huygens ne
répondit que d'une maniére vague et peu satisfaisante. Mais cette con-
testation, ayant excité |'attention de Jacques Bernoulli, lui donna
occason d'examiner a fond la théorie d'Huygens et de chercher a la
rappeler aux premiers prinoipes de la Dynamique. Il ne consdéere
d'abord que deux poids égaux attachés a une ligne inflexible et droite,
e il remarque que la vitesse que le premier poids, celui qui et le plus
prés du point de suspension, acquiert en décrivant un arc quelconque
doit é&re moindre que celle qu'il aurait acquise en décrivant librement
le méme arc, et qu'en méme temps la vitesse acquise par I'autre poids
doit ére plus grande que cdle qu'il aurait acquise en parcourant le
mémearelibrement. Lavitesseperdue par lepremier poidsses donc
communiquée au second, & comme cette communication se fait par
le moyen d'un levier mobile autour d'un point fixe, dle doit suivre la
loi de I'équilibre des puissances appliquées a ce levier; de maniére
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que la perte de vitese du premier poids soit au gain de vitesse du
seoond dans la raison réciproque des bras de levier, ced-adire des
distances au point de sugpension. De |a, e de ce que les vitessss
rédles des deux poids doivent ére dlesmémes dans la raison directe
de oss distances, on détermine facilement ces vitesses et, par conss
quent, le mouvement du pendule.

8. Tel et le premier pas qui ait &é fait vers la solution directe de
ce fameux probléme. L'idée de rapporter au levier les forces résultantes
des vitessss gagnées ou perdues par les poids egt trés fine e donne la
clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli ses trompé en cons-
dérant les vitessss acquises pendant un temps quelconque fini, au lieu
qu'il n‘aurait d0 consdérer que les vitesses éémentaires acquises
pendant un instant, et les comparer avec cdles que la gravité tend a
imprimer pendant le méme ingtant. C'es ce queL'Hdpital a fait depuis
dans un Ecrit ingéré dans le Journal de Rotterdam de 1690. Il suppose
deux poids quelconques attachés au fil inflexible qui fait le pendule
compost, et il établit I'équilibre entre les quantités de mouvement
perdues e gagnées par ces poids dans un instant quelconque, cest-
adire entre les différences des quantités de mouvement que les poids
acquierent rédlement dans cet instant, et de celles que la gravité tend
aleur imprimer. Il détermine, par ce moyen, le rapport de I'accééra-
tion ingantanée de chaque poids a celle que la gravité seule tend a lui
donner et il trouve le centre d'oscillation en cherchant le point du
pendule pour lequel ces deux accéérations seraient égales |l éend
ensuite sa théorie a un plus grand nombre de poids, mais il regarde
pour cda les premiers comme réunis successvement dans leur centre
d'oscillation, ce qui n'ex plus S direct, ni ne peut ére admis sans
démonstration ().

Cette analyse fit revenir Jacques Bernoulli sur la senne et donna
enfin lieu & la premiere solution directe et rigoureuse du probléme des

.(*) On peut méme gouter que cette méhode condit & des résultats inexacts.
(J. Bertrand.)
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centres d'oscillation, solution qui mérite d'autant plus I'attention des
géométres qu'elle contient le germe de ce principe de Dynamique qui
et devenu s fécond entreles mains de d'Alembert.

L'auteur consdere ensemble lesmouvementsquela gravitéimprime
a chaque ingtant aux corps qui composant le pendule, et, comme ces
corps, a cause de leur liaison, ne peuvent les suivre, il congoit les
mouvements qu'ils doivent prendre comme composés des mouvements
imprimés et d'autres mouvements, ajoutés ou retranchés, qui doivent
se contre-balancer, e en vertu desques le pendule doit demeurer en
équilibre. Leprobléeme setrouve ains ramené aux principesdela Sa-
tique et ne demande plus que le sscoursde ' Analyse. Jacques Ber noulli
trouva, par ce moyen, des formules générales pour les centres d'oscil-
lation des corps de figure quelconque, en fit voir I'accord avec le prin-
cipe d'Huygens et démontra I'identité des centres d'oscillation et de
percussion. Cette solution avait &€ ébauchée, des 1691, dans les Actes
de Leipsick; mais elle n'a é&é donnée d'une maniére compléte qu'en
1703, danslesMémoiresdel' Académiedes SciencesdeParis.

9. Pour nerien laissr a désirer sur cette histoire du probléme du
centre d‘oscillation, je devrais rendre compte de la solution que Jean
Bernoulli en a donnée ensuite dans les mémes Mémoires e qui, ayant
éédonnéeauss a peu présen mémetemps par Taylor dans|'Ouvrage
intitulé Methodusincrementorum, a éé I'occason d'une vive dispute
entre oss deux géométres, mais, quelque ingénieuse que soit I'idée
sur laquelle est fondée cette nouvelle solution et qui condste a réduire
tout d'un coup le pendule compost en pendule Smple, en substituant
a s différents poids d'autres poids réunis dans un seul point, avec
des masss e des pesanteurs fictives, telles qu'dles produisent les
mémes accélérations angulaires e les mémes moments par rapport a
t'axe de rotation et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale
a leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette-idée
n'es ni s naturelle ni s lumineuse que celle de I'équilibre entre les
guantités de mouvement acquises et perdues.
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On trouve encore dans la Phoronomia d'Herman, publiée en 1716,
une nouvelle maniére de résoudre le méme probléme, & qui est fondée
ur ogt autre principe, que lés forces motrices dont les poids qui
forment le pendule doivent é&re animés pour pouvoir &re mus con-
jointement sont équivalentes a celles qui proviennent de I'action de
la gravité, en sorte que les premiéres, éant supposées dirigées en
snscontraire, doivent faire équilibrea cesderniéres.

Ce principen'est, danslefond, que celui de Jacques Bernoulli, pré-
snté d'une maniére moins simple, et il es facile de les rappeler I'un
al'autrepar lesprincipesdela Statique. Euler I'a rendu ensuite plus
général & sen et servi pour déterminer les oscillations des corps
flexibles, dans un Mémoire imprimé en 1740, dans le Tome vll des
anciens Commentairesde Pétersbourg.

Il serait trop long de parler desautres problémes de Dynamique qui
ont exercé la sagadité des géométres, aprés celui du centre d'oscillation
e avant quel'art deles résoudre fiit réduit a desréglesfixes. Cespro-
blémes, queles Bernoulli, Clairaut, Euler seproposaient entre eux, se
trouvent répandus dansles premiersVolumes desMémoiresde Péters-
bourg et deBerlin, dansles Mémoiresde Paris (années 1736 et 1742),
dans les Euvres de Jean Bernoulli et dans les Opuscules d'Euler. s
consgent a déterminer les mouvements de plusieurs corps, pesants
ou non, qui se poussent ou se tirent par des fils ou des leviers
inflexibles ot ils sont fixement attachés, ou le long desques ils
peuvent couler librement, et qui, ayant regu des impulsons quel-
conques, sont ensuite abandonnés a eux-mémes, ou contraints de se
mouvoir sur des courbes ou des surfaces données.

Le principe d'Huygens éait presgue toujours employé dansla solu-
tion de ces problémes; mais, comme ce principe nedonnequ'une saule
équation, on cherchait les autres par la considération desforcesincon-
nues avec lesquelles on concevait que les corps devaient se pousser ou
setirer, e qu'on regardait comme des forces dagtiques agissant éga-
lement en sans contraire. L'emploi de ces forces dispensait d'avoir
égard a la liaison des corps e permettait de faire usage des lois du
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mouvement des corps libres; ensuite les conditions qui» par la nature
du probléme, devaient avoir lieu entre les mouvements des differents
corps servaient a déterminer les forces inconnues qu'on avait intro-
duites dans le calcul. Mais il fallait toujours une adresse particuliere
pour déméler dans chague probléme toutes les forces auxquelles il
était nécessaire d‘avoir égard, ce qui rendait ces problemes piquants
et propres a exciter I'émulation.

10. Le Traité de Dynamique de d'Alembert, qui parut en 1743, mit
fin a oss epéees de défis, en offrant une méhode directe et générale
pour résoudre, ou du moins pour mettre en éguations tous les pro-
blémes de Dynamique que I'on peut imaginer. Cette méhode réduit
toutes les lois du mouvement des corps a celles de leur équilibre et
ramene ains la Dynamique a la Statique. Nous avons d§a remarqué
que le principe employé par Jacques Bernoulli dans la recherche du
centre d'oscillation avait |'avantage de faire dépendre cette recherche
des conditions de I'équilibre du levier; mais il était réservé a d'Alem-
bert d'envisager ce principe d'une maniére générale et de lui donner
toute la simplicité et la fécondité dont il pouvait étre susceptible.

S I'on imprime a plusieurs corps des mouvements qu'ils soient
forcés de changer a cause de leur action mutuelle, il et clair qu'on
peut regarder ces mouvements comme composss de ceux que les corps
prendront rédlement, et d'autres mouvements qui sont détruits; d'ou
il suit que ces derniers doivent ére tels, que les corps animés de ces
seuls mouvements se fassent équilibre.

Tel et le principe que d'Alembert a donné dans son Traité de Dyna-
mique e dont il a fait un heureux usage dans plusieurs problémes, et
surtout dans celui de la précesson des équinoxes. Ce principe ne
fournit pas immédiatement les équations nécessaires pour la solution
des problémes de Dynamique, mais il apprend a les déduire des con-
ditions de I'équilibre. Ainsi, en combinant ce principe avec les prin-
cipes ordinaires de I'équilibre du levier ou de la compostion des
forces, on peut toujours trouver les équations de chaque probleme
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mais la difficulté de déerminer les forces qui doivent ére déruites,
ains que les lois de I'équilibre entre cess forces, rend souvent I'appli-
cation de ce principe embarrassante e pénible; e les solutions qui en
résultent sont presque toujours plus compliquées que s eles éaient
déduites de principes moins Smples & moins directs, comme on peut
sen convaincre parla seconde Partie du méme Traité de Dynamique ().

11. S I'on voulait éviter les décompaositions de mouvements que ce
principe exige, il n'y aurait qu'a éablir tout de suite I'équilibre entre
les foroes e les mouvements engendrés, mais pris dans des directions
contraires. Car, s I'on imagine qu'on imprime a chaque corps, en sns
contraire, le mouvement qu'il doit prendre, il et clair que le syséme
sra réduit au repos, par consdquent, il faudra que oss mouvements
détruisent ceux que les corps avaient regus et qu'ils auraient suivis
sns leur action mutuelle; aind il doit y avoir équilibre entre tous ces
mouvements, ou entre les foroes qui peuvent les produire.

Cette maniére de rappéder les lois de la Dynamique a cdles de la
Statique es a la vérité moins directe que celle qui résulte du principe
de d'Alembert, mais elle offre plus de simplicité dans les applications;
dlerevient a celle d'Herman et d'Euler, qui I'a employée dans la solu-
tion de beaucoup de problémes de Mécanique, e on la trouve dans
quelques Traités de M écanique souslenom de Principeded' Alembert.

12. Dansla premiére Partie de cet Ouvrage, nous avons réduit toute
la Statique a une saule formule générale qui donne les lois de I'équi-
libre d'un sygéme quelconque de corps tiré par tant de foroes qu'on
voudra. On pourra donc auss réduire a une formule générale toute la
Dynamique; car, pour appliquer au mouvement d'un syséme de corps
la formule de son équilibre, il suffira d'y introduire les forces qui pro-
viennent des variations du mouvement de chague corps, e qui doivent

() Ce qui contribue encore & compliquer ces solutions, Cest que I'auteur veut éviter
de faire les dt, ou @éments du temps, condants, comme il en avertit lui-méme (art. 94).
(Note de Lagrange.)
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&redétruites. Ledéveloppement de cetteformule, en ayant égard aux
conditions dépendantes de la nature du systéme, donnera toutedes
équations nécessaires pour la détermination du mouvement de chaque
corps, et il n'y auraplusqu'aintégrer oes équations, ce qui et I'affaire
del'Analyse.

13. Un des avantages de la formule dont il Sagit e d'offrir immé-
diatement les équations générales qui renferment les principes ou
théor émes connus sousles noms de conser vation desforcesvives, de
conservation du mouvement du centredegravite, de conservation des
momentsderotation ou Principedesaires, et dePrincipedelamoindre
quantité d'action. Ces principes doivent é&re regardés plutét comme
des résultats généraux des lois de la Dynamique que comme des prin-
dpes primitifs de cette science; mais, éant souvent employés comme
tels dans la solution des problémes, nous croyons devoir en parler ici,
en indiquant en quoi ils consstent e a quels auteurs ils sont dus,
pour ne rien laisser a désirer dans cette exposition préliminaire des
principesdela Dynamique.

14. Lepremier de cesquatre principes, celui de la conservation des
forces vives, a &é trouvé par Huygens, mais sous une forme un peu
différente de celle qu'on lui donne présentement; et nous en avons
dga fait mention a I'occason du probléme des centres d'oscillation.
Leprincipe, tel qu'il a &é employé dans la solution de ce probléme,
consggte dans |'égalité entre la descente et la montée du centre de gra-
vité de plusieurs corps pesants qui descendent conjointement, e qui
remontent ensuite séparément, éant réfléchis en haut chacun avec la
vitese qu'il avait acquise. Or, par les propriétés connues du centre de
gravité, le chemin parcouru par ce centre, dans une direction quel-
conque, est exprimé par la somme des produits de la mase de chaque
corpsparlechemin qu'il a parcouru suivant lamémedirection, divisée
par la somme des masses D'un autre cbté, par les théorémes de Gali-
Iée, le chemin vertical parcouru par un corps grave est proportionnel
au carréde lavitese qu'il a acquise en descendant librement, et avec

XI. B
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laquelle il pourrait remonter ala méme hauteur. Ainsi le principe de
Huygensse réduit a ce que, dans le mouvement des corps pesants, la
omme des produits des mases par les carrés des vitessss a chaque
ingant est la méme, soit que les corps se meuvent conjointement d'une
maniéere quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mémes hau-
teurs verticales. C'es auss ce que Huygens lui-méme a remarqué en
peu de mots, dans un petit Ecrit relatif aux méhodes de Jacques Ber-
noulli et de L'Hdpital pour les centres d'oscillation.

Jusqueda ce principe n'avait &€ regardé que comme un simple théo-
rémede Mécanique; mais, lorsque Jean Bernoulli eut adoptéla digtinc-
tion éablie par Lebnitz entre les forces mortes ou pressions qui
agissnt sans mouvement actuel e les forces vives qui accompagnent
ce mouvement, aind que la mesure de ces derniéres par les produits
des massss e des carrés des vitesses, il ne vit plus dans le principe
en quedtion qu'une consdquence de la théorie des forces vives & une
loi générale dela nature, suivant laquelle la somme des forces vives de
pluseurs corps s consrve la méme, pendant que oes corps agissent
les uns sur les autres par de smples pressions, e et consamment
égale a la smple force vive qui résulte de I'action des forces actuelles
qui meuvent les corps. Il donna ains a ce principe le nom de conserva-
lion desforcesvives, et il Sen servit avec succes pour résoudrequelques
problémes qui n'avaient pas encore é&é réolus et dont il paraissait dif-
ficile de venir a bout par des méthodes directes.

Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d'extension a ce principe et
il en a déduit les loisdu mouvement des fluides dans des vases matiére
qui n'avait &é traitée avant lui que d'une maniére vague & arbitraire.
Enfinil I'a rendu trésgénéral, dans les Mémoires de Berlin pour I'an-
née 1748, en faisant voir comment on peut I'appliquer au mouvement
des corps animés par des attractions mutuelles quelconques ou attirés
vers des centres fixes par des forces proportionnelles a quelques fonc-
tions des distances que ce soit.

Le grand avantage de ce principe es de fournir immédiatement une
équation finie entre les vitesses des corps et les variables qui déter-



SECONDE PARTIE. - SECTION I. 30

minent leur pogtion dans I'epace; de sorte que, lorsque par la nature
du probleme toutes ces variables se réduisent a une seule, cette équa-
tion suffit pour le résoudre complétement, et cest le cas de celui des
centres d'oscillation. En général, la conservation des foroes vives donne
toujours une intégrale premiére des différentes équations différentielles
de chague probléme, co qui est d'une grande utilité dans pluseurs
occasons.

15. Le seoond principe est dii a Newton, qui, au commencement do
s Principes mathématiques, démontre que I'éat de repas ou de mou-
vement du centre de gravité de plusieurs corps n'es point altéré par
I'action réciproque de ces corps quelle qu'dle soit; de sorte que le
centre de gravité des corps qui agissnt les uns sur les autres d'une
maniére quelconque, soit par des fils ou des leviers, ou des lois d‘at-
traction, etc., sns qu'il y ait aucune action ni aucun obgade exté
rieur, et toujours en repos ou se meut uniformément en ligne droite.

D'Alembert a donné depuis a ce principe une plus grande éendue,
en faisant vair que, s chaque corps est sallicité par une force accdé
ratrice congtante e qui agise suivant des lignes paralldes, ou qui
soit dirigée vers un point fixe e agise en raison de la digance, le
centre de gravité doit décrire la méme courbe que s les corps éaient
libres; a quoi I'on peut ajouter que le mouvement de ce centre e, en
général, le méme que S toutes les forces des corps queles qu'dles
soient, y éaient appliquées, chacune suivant sa propre direction.

Il es visble que ce principe st a déterminer le mouvement du
centre de gravité indépendamment des mouvements respectifs des
corps, € qu'aing il peut toujours fournir trois équations finies entre
les coordonnées des corps & le temps, lesquelles seront des intégrales.
des équations différentielles du probléme ().

16. Le troiseme principe es beaucoup moins ancien que les deux

() Il faut cependant mettre cette restriction, que les forces qui sollicitent ces corps no
dépendent pas de leur position inconnue. (J. Bertrand.)
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précédents, et paralt avoir &é découvert en méme temps par Euler,
Daniel Bernoulli et d'Arey, mais sous des (ormes différentes.

Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce que, dans le
mouvement de plusieurs corps autour d'un centre fixe, la somme des
produits de la masse de chaque corps par sa vitesse de circulation au-
tour du centre et par sa distance au méme centre est toujours indé-
pendante de I'action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns
sur les autres, et se conserve laméme tant qu'il n'y aaucune action ni
aucun obstacle extérieur. Daniel Bernoulli adonné ce principe dansle
premier VVolume des Mémoires de I'AcadémiedeBerlin, qui a paru en
1746, et Euler I'adonné la méme année dans le tome | ®' de ses Opus-
cules; et c'est auss le méme probléme qui les y a conduits, savoir la
recherche du mouvement de plusieurs corps mobiles dans un tube de
figure donnée et qui ne peut que tourner autour d'un point ou centre
fixe.

Leprincipeded'Arey, tel qu'il I'adonné al'Académie des Sciences,
dans lesMémoaires de 1747. qui n'ont paru qu'en 1752, est quela somme
des produits de la mase de chague corps par |'aire que son rayon vec-
teur décrit autour d'un centre fixe sur un méme plan de projection est
toujours proportionnelle au temps. On voit que ce principe est une
généralisation du beau théoréme de Newton sur les aires décrites en
vertu de forces centripétes quelconques; et pour en apercevoir I'ana-
logie ou plutdt I'identité avec celui d'Euler et de Daniel Bernoulli, il
n'y a qu'a considérer que la vitesse de circulation est exprimée par
I'élément de I'arc circulaire divisé par I'élément du temps, et que le
premier de ces éléments, multiplié par la distance au centre, donne
I'élément de I'aire décrite autour de ce centre; d'ou |'on voit que ce
dernier principe n'est autre chose que I'expression différentielle de
celui de d'Arey.

Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme qui
le rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce que lasomme
des produits des masses par les vitesses et par les perpendiculaires
tirées du centre sur les directions du corps est une quantité constante.
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Sous ce point de vue» il en a fait méme une expéece de principe méta-
physque qu'il appelle la conservation del'action, pour |'opposer
plutét pour lesubstituer a celui delamoindrequantitéd action; comme
s des dénominations vagues e arbitraires faisaient I'essence des lois
de la nature et pouvaient, par quelque vertu secréte, ériger en causss
finales de smples résultats des lois connues de la M écanique.

Quoi gu'il en sait, le principe dont il sagit a lieu généralement pour
tous les sysémes de corps qui agissent les uns sur les autres d'une
fagon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois d'at-
traction, etc., e qui sont de plus sollicités par des forces quelconques
dirigées a un centre fixe, soit que le syséme soit d'ailleurs entiere-
ment libre, ou qu'il soit assujetti a se mouvoir autour de ce méme
centre. La somme des produits des masses par les aires décrites autour
de ce centre e projetées sur un plan quelconque est toujours propor-
tionnelle au temps, de sorte que, en rapportant ces aires a trois plans
perpendiculaires entre eux, on a trois équations différentielles du pre-
mier ordre entre le temps et les coordonnéss des courbes décrites par
les corps, & cest proprement dans css équations que consste la
nature du principe dont nous venons de parler.

17. Jeviensenfin au quatriéme principe, quej'appelle dela moindre
action, par analogie avec cdui que Maupertuis avait donné sous cette
dénomination et que les écrits de plusieursauteurs illustres ont rendu
ensuite s fameux. Ce principe, envisagé analytiqguement, consse en
ce que, dans le mouvement des corps qui agissent les uns sur les
autres, la somme des produits des masses par les vitesses et par les
epaces parcourus et un minimum. L'auteur en a déduit leslois de la
réflexion e de la réfraction de la lumiére, ains que cdles du choc
des corps, dans deux Mémaires lus, I'un a I'Académie des Sciences
de Paris, en 1744 ¢ |'autre, deux ans apres, a cellede Berlin.

Mais oss applications sont trop particulieres pour servir a établir
la vérité d’un principe général; dles ont d'ailleurs quelque choe de
vague et d'arbitraire, qui ne peut que rendre incertaines les conss
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guences qu‘'on en pourrait tirer pour |'exactitude méme du principe.
Aussi I'on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe, présenté
ainsi, sur la méme ligne que ceux que nous venons d'exposer. Mais il
y auneautre maniére de |'envisager, plus générale et plus rigoureuse,
et qui mérite seule I'attention des géométres. Euler en a donné la pre-
miéere idée a la fin de son Traité des isopérimétres, imprimé a Lausanne
en 1744, en y faisant voir que, dans les trajectoires décrites par des
forces centrales, I'intégrale de la vitesse multipliée par I'élément de la
courbe fait toujours un maximum ou un minimum.

Cette propriété, qu’' Euler avait trouvée dans le mouvement des corps
isolés, et qui paraissait bornée a ces corps, je I'ai étendue, par le
moyen de la conservation des forces vives, au mouvement de tout sys-
téme de corps qui agissent les uns sur les autres d'une maniére quel-
conque; et il en est résulté ce nouveau principe général, que la somme
des produits des masses par les intégrales des vitesses multipliées par
les éléments des espaces parcourus est constamment un maximum ou
un minimum.

Tel est le principe auquel je donne ici, quoique improprement, le
nom de moindre action, et que je regarde, non comme un principe
métaphysique, mais comme un résultat simple et général des lois de
la Mécanique. On peut voir dans le tome Il des Mémoires de Turin (')
I'usage que j'en ai fait pour résoudre plusieurs problemes difficiles de
Dynamique. Ce principe, combiné avec celui des forces vives et déve-
loppé suivant les regles du calcul des variations, donne directement
toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque probléme;
et de la nait une méthode également simple et générale pour traiter
les questions qui concernent le mouvement des corps; mais cette mé-
thode n'est elle-méme qu'un corollaire de celle qui fait I'objet de la
seconde Partie de cet Ouvrage et qui a, en méme temps, |'avantage
d'étre tirée des premiers principes de la M écanique.

(*) Euvresde Lagrange, t. I, p. 365.

e A — -
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SECTION DEUXIEME.

FORMULE GENERALE DE LA DYNAMIQUE POUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTEME DE CORPS
ANIMES PAR DES FORCES QUELCONQUES

1. Lorgque les foroes qui agissent sur un syséme de corps sont dis-
pogies conformément aux lois exposies dans la premiére Partie de ce
Traité, oss foross e détruisent mutuellement e le syséme demeure en
équilibre. Mais, quand I'équilibre n‘apas lieu, les corps doivent néces-
sairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en partie a l'action des
forces qui les sallicitent. La détermination des mouvements produits
par des forces données et I'objet de cette ssoonde Partie.

Nous y consdérerons principalement les forces accdératrices e re-
tardatrices dont I'action et continue, comme celle de la gravité, e qui
tendent & imprimer a chague ingtant une vitesse infiniment petite et
égale a toutes les particules de matiére.

Quand oss forces agissent librement e uniformément, dles pro-
duisent nécessairement des vitesses qui augmentent comme le temps;
e l'on peut regarder les viteses aind engendrées dans un temps
donné comme les efets les plus smples de ces sortes de forces et, par
consggguent, comme les plus propres a leur servir de mesure. 1l faut,
dans la Mécanique, prendre les efets Smples des forces pour connus,
e l'art de cette sdence consge uniquement & en déduire les efets
composss qui doivent résulter de I'action combinée et modifiée des
mémes forces

2. Nous supposrons donc que I'on connaisse, pour chaque force
accdératrice, la vitese qu'dle es capable d'imprimer a un mobile en
agissant toujours de la méme maniére, pendant un certain temps que
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nous prendrons pour 1'unité des temps, et nous mesurerons la force
accélératrice par cette méme vitesse, qui doit Sestimer par I'espace que
le mobile parcourrait dans le méme temps si elle était continuée uni-
formément; or on sait, par les théoremes de Galilée, que cet egpace
est toujours double de celui que le corps a parcouru réellement par
|'action constante de |a force accél ératrice.

On peut dailleurs prendre une force accélératrice connue pour
I'unité et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour
I'unité des espaces le double de I'espace que la méme force continuée
également ferait parcourir dans le temps qu'on veut prendre pour
I'unité des temps, et la vitesse acquise dansce temps par |'action con-
tinue de la méme force sera I'unité des vitesses. De cette maniére, les
forces, les espaces, les temps et les vitesses ne seront que de simples
rapports, des quantités mathématiques ordinaires.

Par exemple, s I'on prend la gravité sous la latitude de Paris pour
I'unité des forces accélératrices, et que I'on compte le temps par s=
condes, on devra prendre aors 30,196 pieds de Paris pour I'unité des
egpaces parcourus, parce que 15098 pieds est la hauteur d'ou un
corps abandonné a lui-méme tombe dans une seconde sous cette | ati-
tude; et I'unité des vitesses sera celle qu'un corps pesant acquiert en
tombant de cette hauteur.

3. Ces notions préliminaires supposées, considérons un systéme e
corps, disposés les uns par rapport aux autres comme on voudra et
animés par des forces accélératrices quelconques.

Soit m la mese de |'un quelconque de ces corps, regardé comme un
point; rapportons, pour la plus grande simplicité, atrois coordonnées
rectangles x, y, z la position absolue du méme corps au bout d'un
temps quelconque t. Ces coordonnées sont supposées toujours paral-
ldles a trois axes fixes dans I'espace, et qui se coupent perpendiculai-
rement dans un point nommé Yorigine des coordonnées; elles expri-
ment, par conséquent, les distances rectilignes du corps atrois plans
passant par les mémes axes.
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Ainsi, a cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées
X, Y, Z représentent les epaces par lesquels le corps en mouvement
sdoigne des mémes plans, par conségquent,

de d ds

& 9 &
représenteront les vitesses que ce corps a dans un instant quelconque
pour séoigner de chacun de ces plansla & s mouvoir suivant le
prolongement des coordonnées x,y, zZ € cesvitesses, 9 le corps était
ensuite abandonné a lui-méme, demeureraient condantes dans les
ingants suivants, par les principes fondamentaux de la théorie du
mouvement.

Mais, par laliaison des corps et par I'action des foroes accdératrices
qui les sollicitent, ces vitesses prennent, pendant I'instant dt, les ac-
croissements

a%, 4F, 4%

gu'il sagit de déterminer. On peut regarder ces accroissements comme
de nouvelles vitessss imprimées a chaque corps, €t, en les divisant par
dt, on aura la mesure des forces accdératrices employées immédiate-
ment a les produire; car, quelque variable que puise ére I'action
d'une force, on peut toujours, par la nature du Calcul différentie, la
regarder comme congtante pendant un temps infiniment petit, et la
vitese engendrée par cette force es alors proportionnéle a la force
inultipliée par le temps; par conséquent, la force eleméme sra ex-
primée par la vitese divisée par le temps.

En prenant I'éiément dt du temps pour congant, les forces accdé
ratrices dont il Sagit seront exprimées par
et, en multipliant ces forces par la masse m du corps sur lequel eles
agissent, on aura

dz d'y. d'z
m??.-; mm-g’ m?‘—.
X1. A
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pour les forces employées immédiatement & mouvoir le corps m pen-
dant le temps dt, parallélement aux axes des coordonnées x, y, z. On
regardera donc chague corps m du systéme comme poussé par de
pareilles forces; par conséquent, toutes ces forces devront ére équiva-
lentes & celles dont on suppose que le systéme est sollicité, et dont
I'action et modifiée par la nature méme du systéme; et il faudra que
la somme de leurs moments soit toujours égale &la somme des moments
de celles-ci, parle théoréme donné dans la premiére Partie (Sect. |1,
art. 15).

4. Nous emploierons dans la suite la caractéristique ordinaire d
pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dénote-
rons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la caracté-
ristique&, comme nous I'avons déja fat* dans quelques problemesde la
premiere Partie.

Ainsi I'on aura

&'z

da* iz
m E-u, Rl d—t{ay,

m‘&FG‘

pour les moments des forces

a1 aty iz

mawr Mg Mg

qui agissent suivant les coordonnées X y, z et tendent a les aug-
menter; la somme de leurs moments pourra donc étre représentée par
la formule

e g dtz
S|1.(?§ax+m~§ay+aﬁaa),

en supposant que le signe d'intégratior § sétende & tous les corps du
systéme.

5. Soient maintenant P, Q, R, ... les forces accélératrices données,
qui sollicitent chaque corps m du systéme vers les centres auxquels
ces forces sont supposées tendre; et soient p, g, r, ... les distances
rectilignes de chacun de ces corps aux mémes centres. Les différen-
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tielles &p, 89, 8r, ... représenteront les variations des lignesp, qyr,...
provenantes des variations &z, &y, §5 des coordonnées x, y, z du
corps m; mais, comme les forces P, Q, R, ... sont cengées tendre a
diminuer oss lignes, leurs vitesses virtuelles doivent é&re représentées
par —ép, —8g, —8r, ... (Part.l, Sect. |1, art. 3); donc lesmoments
desforcesmP, mQ, mR, ... seront exprimés par — mPSp. —mQ3dq,
~mRér, ..., & la somme des moments de toutes oes forces sra
repr ésentée par

-_Sm(Pap-i—Qaq-t-Har-k‘..).

Egalant donc cette somme & celle de ' article précédent, on aura
o
Sm (d: dz + d:r"’“" dz:"‘)=—S‘“(P°‘P*Qﬁa+ﬂﬁr+m)

€, trangposant le second membre,

T8+ g Sy 4+ —odz )+ Nm(Pdp + Qég+ Rdr ... 1=
S (G o Ghr+ Z502)+ §

C'es laformule générale dela Dynamique pour le mouvement d'un
syséme quelconque de corps.

6. 11 et vishble que cette formule ne differe de la formule générale
dela Statique, donnée dansla premiére Partie(Sect I'1), quepar les
te'mesdusauxforosmﬁt,, m'—%%; mog 2 qui produisent I'accdléra-

tion du corps m suivant les prolongements des trois coordonnées X,
y, z En €ffet, nous avonsvu dans la Section précédente (art. 11) que
css forces, étant prisss en sns contraire, Cest-a-dire éant regardées
comme tendantes a diminuer leslignesx, y, z doivent faire équilibre
aux forces actudles P, Q, R, ..., qui sont supposées agir pour dimi-
nuer leslignesp, q,r,...; desortequ'il n'y aqu'aajouter aux moments

de oes derniéres foroes ceux des forces m%‘-, m‘;{, m f, pour

chacun des corps m, pour passer tout d'un coup des conditions de
I'équilibre aux propriétés du mouvement (Part. |, Sect. | |, art. 4).
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7. Les mémes régles que nous avons données dans la premiére
Partie (Sect. I1), pour le développement de la formule générale de la
Statique, sappliqueront donc auss a la formule générale de la Dyna-
mique.

11 faudra seulement observer :

1° Que les différences quenous avions marquées par la caractéris-
tique ordinaired, pour représenter les variations, seront toujours mar-
quées dorénavant par la caractéristique 83

2° Que la caractéristique d sera toujours relative au tempst, ains
que la caractéristique correspondante f* pour les intégrations, excepté
dans les différences partielles, ou il es indifférent quelle caractéris-
tique on y emploie;

3° Que, pour représenter les déments d'une courbe ou d'une sur-
face, ou, en général, d'un syséme compast d'une infinité de parti-
cules, on emploiera la caractérisique D, qui répond a la caractéris-
tique intégrale S Ainsi, lorsgu'on voudra éendre au mouvement les
formules que nous avons données pour |'équilibre, dans la premiére
Partie (Sect. V, Chap. | I | et 1V), il faudra changer partout la caracté-
ristique d en D, pour avair |'expresson de la somme des moments de
toutes les forces

8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant, on peut
regarder la résstance du milieu comme une force qui agit en sens con-
trairede la direction du corps et qui peut, par conséquent, ére sup-
pose tendante & un point de la tangente.

Supposons que la résistance soit R; pour avoir son moment — R &r,
il 'y aqu'a consdérer qu'on a, en général,

r=ylz—I+ {y—mpi+i{s—a},

/, m, n &ant les coordonnées du centre de la force R; done

a»:f‘__r"_‘ax+@ay+‘*"as.

>

Prenons le centre de la force R dans la tangente de la courbe décrite
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par le corps et trés prés de lui ; on fera, pour cela,

r—il=dr, y-—m=dy s pn=ds
ce qui donnera, en prenant dspour I'dément de la courbe,

goi_ds yom_dy  zen_ds
r T e’ o

B

€t, par conséquent,
dy

dr= 'f—‘:ﬂxﬂ- E’—Gy+ gaz.

S le milieu résstant était en mouvement, il faudrait composer ce
mouvement avec celui du corps pour avoir la direction de la force de
réssance. Nommons dz, df, dy les petits epaces que le milieu par-
court paralléement aux axes des coordonnées x,y, z pendant que le
corps décrit I'espace ds; il n'y aura qu'a retrancher ces quantités de
dx, dy, dz pour avoir les mouvements relatifs; et, comme

ds = \det 5 dy - dit,
s I'on fait

de = /{dx — da )+ (dy — dp)i+ (ds —dy 1\,

on aura, dans ce cas,

dr—d dy — g
dr=dEm By, y*¢3y+ % 2.

A |'égard de la rédstance R, elle et ordinairement une fonction de
la vitese %; mais, dans le cas ol le milieu et en mouvement, elle ssra
fonction de la vitese relative %’-

De cette maniére, on pourra appliquer nos formules générales aux
mouvements qui se font dans des milieux réssants, sans avoir besoin
d'aucune considération particuliére a ces sortes de mouvements

9. Il et important de remarquer que I'expression

dadz + dydy+-diads,
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par laquelle laformule générale delaDynamique difféerede cellede la
Statique (art. 5), est indépendante de la position des axes des coor-
données x, v, z
Car, supposons qu'a la place de ces coordonnées on substitue d'au-

tres coordonnées rectangles &', 3", =° qui aient la méme origine, mais
(qui se rapportent a d'autres axes. Par les formules de la transforma-
tion des coordonnées, données dans la premiére Partie (Sect. |11,
art. 10), ona

Foe s 4y oy,

yrEaT o+ ey,

EE S e
Difiérentions ces expressions de X, Y, z, en y regardant tous les coeffi-
cients &, . y. &', ... comme constants et les nouvelles coordonnées X'
Y, Z comme seules variables, on aura

Ar=o s+ 8 &y +y &2,

dy=a' dia'+ 3 dy'+ f'd‘:',

o =o' P’ Adty'+ sl
On aura de méme dr—a dac'+ 3 &'y 35,
gy = o' du’ + Bldy + ¥ ds,
s = ada'+ BTy i,

Substituant ces valeurs et ayant égard aux équations de condition
données dans I'article cité, entre les coefficients a, B, y, &', ..., On
aura

dxdr -y iy -+ dsds= Atz ir'+ # Yy .

Si I'on fait les mémes substitutions dans I'expression des distances
rectilignes entre les différents corps du systéme, représentées par p,
q,..., il et facile de voir que les quantités «, 8, v, «', ... disparaitront
également et que les transformées conserveront la méme forme. En
effet, on a

P — X =P+ (s —z),

X,y, Z étant les coordonnées d'un corps met x, Y, z celles d'un autre
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corps m rapportées aux mémes axes. Par le changement des axes, les
premiéres deviennent X', y',Z, €t, § I'on dédgne par X, y', Z ceque
les derniéres deviennent, on aura auss

x=ax’ + By +y7,

J"=¢'l'+ ﬁrf‘+f"'-

z = a"x"+ [y pTal
Substituant e ayant égard aux mémes équations de condition, on
aura

p=y{@— XY=y i+ (F=2p,

e ains des quantités analogues q, r, ...

10. Il sensuit delaque, s le syséme n'est animé que par desforces
intérieures P, Q, ... proportionnelles a des fonctions queconques
des digances p, q, ... entre les corps, e que les conditions du syseme
ne dépendent que de la disposition mutuelle des corps, do maniére que
les équations de condition ne soient qu'entre les différentes lignes p,
g, .... laformule générale de la Dynamique (art. 5) sera la méme pour
les coordonnées transformées X', y, Z que pour les coordonnées pri-
mitives x,y, z Donc, aprés avoir trouvé, par I'intégration des diffé-
rentes équations déduites de cette formule, les valeurs des coordon-
néss X, Y, z de chague corps m, exprimées en temps, s I'on prend oss
valeurs pour X', ¥, Z, on aura, pour les coordonnéss x, v, z 0es va-

leurs plus générales
wa &+ By ey,

y=d -y
s =a"a By ys,

dans lesquelles les neuf coefficients a, B, 1, .-, renferment troisquan-
tités indéterminées, puisqu'il n'y a entre dles que sx équations de
condition.

S les valeurs de X', ¥, Z renferment toutes les condantes arbi-
traires nécessaires pour compléer les différentes intégrales, les trois
indéterminées dont il Sagit se fondront dans ces mémes constantes
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arbitraires; mais dles pourront suppléer celles qui mangueraient, et
dont le défaut rendrait la solution incompléte. Ainsi, au moyen de ces
troisnouvelesarbitraires qu'on peut introduire alafin du calcul, on
sra libre de supposer nulles ou égales a des quantités déterminées
autant d'autres congantesar bitrair es, ce qui servira souvent afaciliter
et smplifier lecalcul.

11. Quoiqu'on puisse toujours calculer les efets de I'impulsion et
de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cependant, lors
gu'on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut se dispenser
de consdérer s accroissements successifs; et 1'on peut, tout de suite,
regarder les foroes d'impulson cemme équivalentes aux mouvements
imprimés.

Soient donc P, Q, R, ... lesforces d'impulsion appliquées a un corps
guelconque m du syséme, suivant leslignesp, q,r,...; SUpposONS que
la vitesse imprimée a ce corps soit décomposée en trois vitesses repré-
sentées par X, Y, z suivant les directions des axes des coordonnées oc,
Yy, Z, on aura, comme dans I'article 5, en changeant les forces accdé

. oF F . 'z . P~
rairloa-‘:,—‘,‘-, 3‘2,.% dans les viteses X, y, z I'éguation générale
Sm{.iv&n+j’3_y+$d:)+S(P6P+Q6q+llar+...):o.

Cette équation donnera autant d'équations particulieresqu'il y resera
de variations indépendantes aprés avoir réduit toutes les variations
marquésspar & au plus petit nombre possble, d'aprés les conditions
du systéme.
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SECTION TROISIEME,

PROPRIETES GENERALES DU MOUVEMENT DEDUITES DE LA FORMULE PRECEDENTE.

1. Considérons un systéme de corps disposés les uns par rapport
aux autres et liés ensemble comme I'on voudra, mais sans qu'il y ait
aucun point ou obstacle fixe qui géne leur mouvement; il est évident
gue, dans ce cas, les conditions du systéme ne peuvent dépendre que
de la position respective des corps entre eux; par consequent, les
équations de condition ne pourront contenir d'autres fonctions des
coordonnées que les expressions des distances mutuelles des corps.
Cette considération fournit, pour le mouvement d'un systéme, des
équations générales indépendantes de la nature du systéme et ana-
logues a celles que nous avons trouvées pour I'équilibre dans la pre-
miére Partie (Sect. | 11, §1).

§ |. — Propriétés relatives au centre de gravité.

2. Soient X, ¥y, Z les coordonnées d'un corps quelconque déter-
miné du systéme, tandis que X, y, z représentent, en général, les
coordonnées d'un autre corps quelconque. Faisons, ce qui est toujours

permis,
g=x'+i y=y+mn, =i+

il est visible que les quantités x', y', Z n'entreront point dans les

expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces distances

ne dépendront que des différentesquantig, », tui expriment pro-
XI. K3
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prement les coordonnées des différents corps, rapportés a celui qui
répond a x, Yy, Z; par conséquent, les équations de condition du
sydéme sront entre les saules variables &, ¥, § e ne renfermeront
point X', y', Z.

Donc, s dansla formule générale de la Dynamique (Sect. | |, art. 5)
on réduit toutes les variations a &, 8, 8z & qu'on substitue, pour 3z,
3, 82, leurs valeurs &’ + 8k 8y'+ &, 8'+ &, les variations 8¢,
4y, &=’ sront indépendantes de toutes les autres e arbitraires en
dlesmémes; aing, il faudra égaler Sfparément a zéro la totalité des
termes affetés de chacune de oes variations, ce qui donnera trois
éguations générales et indépendantes de la congtitution particuliere

du syséme
Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir les
uns sur les autres, & que nous dénotons par P, @, ..., comme dans

la premiere Partie (Sect. | |, art. 2), n'entreront point dans ces équa-
tions, parce que, les distances mutuelles p, g, ... éant indépendantes

dex,y, Z, lesvariations 8, 3, ..., relatives & oes variables, sront
nulles.
A I'égard des forces extérieures P, Q, R, ..., S on les réduit aux

trois foross X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées X, y, z et ten-
dantes a les diminuer, d'aprés les formules données dans la premiére
Partie (Sect. V, Chap.1),ona

1‘6p-rQ&q+R6r+‘..=Xax+‘l"6j+?}6z,

e la formule générale devient
S n'a(%,‘%'f:,E +X)8r+Sm(%{ +‘{)6y+ Sm(gﬁ +z)a;=a,

laquelle, en n'ayant égard qu'aux variations 8«*, &', 85°, qui sont indé-
pendantes de toutes les autres, donnera

B.r'Sm(%?-d-x) -+ &y Sm(%’ +Y) +6:'Sm($ e z):o;
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d'ou I'on tire sur-lechamp ces trois équations

Sm (‘::,’+x)_o,

lesquelles auront toujours lieu dans le mouvement d'un sysgeme
quelconque de corps, lorsque le syséme et entierement libre.

3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coor-
donnéss X', y, Zsoit placé dans le centre de gravité de tout le syséme
On aura, par les propriétés connues de ce centre (Part. |, Sect. 111,
81V), leséguations

Qui=o, §mamo, KQmi=o,
lesquelles, en diflerentiant par rapport a t, donneront cdlesc :
ME drg L
Sma—,_o, Sma,-_o, Smm-.v_c.
Donc on aura
Sm md‘.p' W’
ar = = @

parce que X' ayant la méme valeur pour tous les corps, et indépen-
dante du signe §; on aura pareillement

S d'.?’ d‘}’sm’ bmd‘. d’s'

Ains les trois équations de I'article précédent prendront cette forme
plus smple : ,
d—;%s m -+ Smx =a,

%’:Sm +8mY =0,

dl’ Sm+Sm? =0,
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Ces équations serviront a déterminer le mouvement du centre de
gravité de tousles corps, indépendamment du mouvement particulier
de chacun d'eux; et, comme les valeurs de SmX, SmY, SmZ ne ren-
ferment point les forces intérieures du systéme, le mouvement de ce
centre ne dépendra point de I'action mutuelle que les corps peuvent
exercer les uns sur les autres, mais seulement des forces accélératrices
qui sollicitent chague corps. C'est en quoi consiste le principe généra
delaconservation du mouvement du centredegravité.

Ce principe subsiste auss dans le cas ol les corps, dans leurs mou-
vements, viendraient & se choquer; car, de quelque nature que soient
les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans le choc se
fasse par le moyen d'un ressort interposé entre les corps et qui, aprés
la compression, tende a se rétablir ou non suivant que les corps seront
élastiques ou non. De cette maniére, |'effet du choc sera le produit de
forces de la nature de cdlles que nous avons désignées par P, Q,, ...,
et qui disparaissent dans laformule générale (art. 2).

4. On voit, au reste, que les équations du mouvement du centre de
gravité sont les mémes que celles du mouvement d'un seul corps qui
serait animé a la fois par toutes les forces accélératrices qui agissent
sur les différents corps du systéme. En effet, si I'on congoit que tous
Ces corps soient réunis en un point qui réponde aux coordonnées X,
y', Z, on aaors, danslaformule générale,

] -

= y=y, =7z

et, égaant a z&o la totalité des termes affectés de chacune des trois
variationséz’, 8y, 8’, on aura les mémes équations que ci-dessus.
Delarésulte ce théoréme général :

Lemouvement du centredegravité d'un systémelibrede corps, disposés,
lesunspar rapport aux autres, commel'on voudra, est toujoursleméme
quesi lescorpsétaient tousréunisdansun seul point et qu'en mémetemps
chacun d'euxfat animé desmémesforcesaccél ératricesque dansleur état
naturel.
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5. Ce théoréme a encore lieu lorsque les corps qui composent un
syséme libre ne regoivent que des impulsons quelconques, car, en
substituant, dand'équation de I'article 11 de la Section précédente,
o’ + 88, 8y'+ 8w, 85+ 3( & la place de 3=, 8y, 8z, e réduisant les
forcesP, Q, R, ... aux forces X, Y, Z, on prouvera, commedans|'ar-
ticle 2, que les variations 8=*, &/, 8=’ doivent demeurer arbitraires, ce
qui donnera les trois équations

S(m.é+X)=o, S(m_jf+‘i')=o, S(miﬂ-!):o.

Or, § I'on rapporte les coordonnées X', ¥, Z au centre de gravité du
syséme, on a, par les propriétés de ce centre,

#8m=§mz, »r§m=8my, ) #8m=8ms.
Donc auss, en différentiant relativement at, et faisant
dx =z dt, dy =¥ dt, ds =3 dt,
de'=a'dl, dy'spd, di=2dl,
on aura
é'Sm:Sm}., j-’Sm=Smjf, é'Sm_—.Smi
et, par consdguent,
.:':‘Sm+SX=o. j‘Sm+SY=o, E’Sm+SZ:o,

ce qui fait voir que les vitesses &', j/, * imprimées au centre de gra-
vité sont les mémes que S tous les corps, éant réunis dans ce centre,
recevaient a lafoislesimpulsons X, Y, Z.

6. La formule générale (art. 2), aprés la substitution 8+ &€,
8 + 89, 0z’ + 48 a la place de 8z, By, 83 & I'évanouissement des
termes affectés de 8=, 8y, 8, seréduiraa

Qo (G + G on+ G H X Yon - 28) =,
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Subdtituant &'+ §, ¥’ +%. #-+§ pour £ ¥, s dans les différen-
tielles dtr, oy, d's, € faisant sortir hors du sgne S les différen-
tielles g1a, &y, d?5', les termes affectés de ces différentielles seront

ds' Sm3£+7'—Sm5n+ J—Smd

Mais, en rapportant au centre de gravité les coordonnéss &', ¥', ', on
a (art. 3)
Qui=o, Kmu=c, §{mi=o;

donc auss, en différentiant par &, onaura
Sm&i:o, Smﬁn:a, Smdt:o,

ce qui fait évanouir les termes dont il sagit.
Ains la formule générale seréduira a

Sm(“as + a0+ TEX X8+ Vo +n;)

qui e tout a fait semblable a la premiére formule, les coordonnéss ar,
y, z dont I'origine es fixe dans I'espace, étant changéss en §, =, %,
dont I'origine e au centre de gravité.

On peut conclure de 1a ('), en général, que, dans un syséme libre,
on aura, par rapport au centre de gravité, les mémes équations et les
mémes propriétés que par rapport a un point fixe hors du syséme.

8§11 . — Propriétés relatives aux aires.

7. Conddérons maintenant le mouvement du syséme autour d'un
point fixe, et supposons qu'il soit entierement libre de tourner en tout

(*) Cette conclusion est trop absolue. L'équation différentielle qui lie & =, ¥ est, en effet,
de méme forme que celle qui lie x, y, z; mais les forces X, Y, Z n'auront pas des expres-
sons de méme forme par rapport aux deux systémes de variables. Ainsi, par exemple, S
I'on considére deux points qui Sattirent mutuellement avec une force réciproquement pro-
portionnelle au carré de la distance, ils décriront des ellipses par rapport aux axes mobiles
passant par le centre de gravité. Par rapport a des axes fixes, les trajectoires seraient
boaucoup plus compliquées. (J. Bertrand.)
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sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouvements res-
pectifs des corps du syséme les uns a I'égard des autres, la rotation
autour de chacun destrois axes desx, y, z fournira, comme on I'a vu
dans la premiere Partie (Sect. 111, art. 8), les expressons suivantes
des variations &z, 8y, 8z,

de=sdo—yip, Yr=axdp—1d), dr=pdfwrie,

dans lesquelles &g, dw, &) sont les rotations démentaires par rapport
aux trois axesdes s, y, X, qui doivent demeurer arbitraires.

Ces expressons sont générales pour les variations des coordonnées
de tous les corps du systéme, et il ne sagira que de les subgtituer dans
la formule de I'article 5 de la Section précédente, aprés avoir réduit
touteslesvariationsa &, 8y, &z, e d'égaler ensuite a zéro Séparément
les quantités affectées des trois indéter minées 8g, S, &b

On trouvera d'abord, commedans|'article cité dela premiére Partie,
que la variati(aﬁ devient nulle, et qu'aing les termes dus aux forces
intérieures? du syséme, nerenfermant point lesvariations 3y, 8w, 83,
ne donneront rien dans les éguations dont il sagit. On trouve ausd,
comme on I'a vu dans le méme article, que la variation & es nulle
lorsque la force P tend vers|'origine des coordonnées, et qu'ains cette
force n'entrera point dans les mémes équations.

En faisant donc simplement pour 8=, 8y. &z les subgtitutions indi-
quées, aprés avoir changé lesforces P, Q, R, ... en X, Y, Z, comme
d-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations &g, dw, &,
I'équation a e

(:W —y?F+Yx—XJ)Gq

Sm +(= %'g—wg‘—: +x=—£.r)éu =0;
p a
+(_ra-§ —:a-‘{ +2y — ‘l’s)&ja
et, comme les variations &g, &, Sw sont les mémes pour tous les corps
du syseme, eles n'entreront pas sous le signe d'intégration s; de
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sorte qu'on aura les trois équations relatives a chacune de oss varia-
tions
S (.rJ --_yT —j-xY-—yX) =0,

e dt
Sm( P x-&g; +5X—m?) =o,

Sm(y%us%-{»yz—z\'):o.

Ces éguations auront lieu a la fois, lorsque le sysémeaura la liberté
de tourner autour de chacun des trois axes, c'es-a-dire toutes les fois
que le sygéme sera digpost de maniére & pouvoir pirouetter librement
en tout sensautour du point fixe qui est I'origine des coordonnées.

Et il es bon deremarquer que ces équations ont toujourslieu indé-
pendamment de I'action mutuelle des corps, de quelque maniére que
cette action puisse sexercer, méme par le choc mutuel des corps du
systéme, comme dans I'article 3 et par la méme raison; elles sont, de
plus, indépendantes des foroes qui tendraient vers le point fixe ol es
I'origine des coordonnées.

8. Pourse former une idée plus nette de ces équations, on remar-
quera:
1° Que les quantités

xdy —ydy, sdx—xdz ydi—szdy
ont les différentielles de cellesci
xdy —ydr, sdy —~xds, ydz—zdy,

lesquelles représentent le double des secteurs démentair es décrits par
le corps m sur le plan des xy, desxz & desyz, €et-a-dire sur les
plans perpendiculaires aux axes des s, desy e des x. En effet, § dans

zdy —ydsz
on subgtitue pour x ety lesvaleurs g cosg, psing, ona

*ap
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double de I'aire comprise entre le rayon vecteur p et le rayon consé
cutif qui fait avec lui I'angle dg;

2° Que les quantités X, Y, Z représentent les forces qui sallicitent
chaque corps m suivant les coordonnéss x,y, z et vers leur origine, e
qui résultent detoutesles forces P, Q, R, ... agissantes sur ce corps
suivant des directions qudconques (Sect. |1, art. 5), et qu'ains les
guantités

¥X—a¥, xZ— 33X, ¥ —yl

expriment les moments des forces qui tendent a faire tourner les corps
autour de chacun des trois axes des coordonnées z, y, X, en prenant le
mot moment, dans le sas ordinaire, pour le produit de la force et de
la perpendiculaire menée sur sa direction.

9. S le sygéme n'éait animé par aucune force extérieure, ou sil
|‘était seulement par des foroes tendantes au point que nous avons
pris pour I'origine des coordonnées, les trois équations précédentes
se réduiraient a cdlesci

Sm(.g‘i:_x“a"_f =0,
S m(;r%:; —3 %) =a,

lesquelles, éant intégrées par rapport a la variable t, donneront, en
prenant trois condantes arbitrairesA, B, C,

Sm(x‘é—: —-_y‘f—..";-):ﬁ.
Sm(s %—x%):ﬂ.
Sm(yg —=§f—}é) =A.

Ces derniéres éguations renferment évidemment le principe des aires,
dont nous avons parlé dans la premiére Section.
XI. H
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10. Il et & propos de remarquer que ces équations sont dans le cas
Ho I'article 10 de la Section précédente; de sorte qu'on y peut intro-
duire trois nouvdles congantes arbitraires, par le changement des
axes des coordonnées.

Soient .X", ¥, Z'les nouvelles coor données; on aura également

dy' dr
Sm(:'% -—‘y'?‘-):':c',
Sm(z -——'——:c' ):B',
ds! , v
Sm(y T -3 dt) - Af,
les quantités A", B', C &ant auss des congtantes arbitraires, mais
différentesdo A, B, C.
Subgtituons maintenant dans I'expresson xdy — ydx les valeurs
de x, y en X', ¥, Z données dans I'article cité de la méme Section;
on aura

wdy - ydr — 1 (o — o'y (' dy' = y da'} o+ (ya' — ay') (¢ ' — ')
+igy — B ¥ — o dy),

On trouvera de méme

s iz < (JaT— AT )ty — p e ) (o — et ) (2l — T dE)
+ (3T By e -2l

rds —cdy =g (@B = Ba) (#dy e Y ) o (paT— 2y ) (3 e’ — ' d3')
- {,ralsn_ lsrr() (“,stu___ 3 &}")'

S I'on affecte tous les termes de ces équations du signe §, aprés les

avoir multipliées par m et divisées par dt, et qu'on y subdtitue, a la

place des intégrales affectées de S leursvaleursA, B, C, A", B', ¢, on

aura
G (=3I [y — ay VB + (By — yB)A,

B={(Bo’ ~ af" )T + (ay’ — yo')B' + (yf" — By 3N,
A=W~ BaYC + (' af VB (= YN
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On peut réduire ces formules a une expresson plus smple, en obser-
vant quel‘on a identiquement

(o — flo’ Y - (P’ — P’} + (o ' — P’ Y
= (&t o' - ) (B P ) — {aB - 2B+ & B
guantité qui se réduit a l'unité, en vertu des équations de condition
delapremiérePartie(Sect. I | 1, art. 10). On a, deplus, ces équations
identiques
ala'f'— fla’) +a'(fa’— af') + ' (B — B’} =
Ble'f' — fa"y + ' (fa"— =) + (' (of — ') =0,

S donc on compare ces équations avec les trois équations de condition
PHytyi=1, ay+ayaty=o, B+ By +87y =0,

il et facile de conclure de cette comparaison qu'on aura
z'ﬂ'—- pral: ¥s .axa___apf:yl' “pr__lsa;zr‘

Les quantités y. ¥', ¥* pourraient avoir également le sgne — ; mais

comme, dans la coincidence des axes des X', y', Z avec ceux desx, Y,
z,on doit avoir (Part. |, Sect, 111 ,art. H)
=1, =0, y=o a'=¢ =1, y=aq, =0 f'=u ¥=1
cette condition ne peut avoir lieu gu'en prenant y' postivement, et
par CNS” ywor —aty*=B, a—ya’=B,  pa—ap=p
On trc rAr L} ¥ r L} L}
YE-fy=a B'—B=w, —f=e

desorteque l'on aura

A=ak + (B =0,

B o'h + B +y'C,

Cma"a'+ B B4 "0
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d'ou I'on tire, par les équations de condition de I'article 10 (Part. I,

Sect. 111),
A=Az +Ba'4Co',

B'= AR B+ Cf",
C=Ay +By +Cy

A B Q= A B O,

Il résulte de cette derniére équation qu'on a, en général,
d| o t dr 1
[0 %~ @]+ {80 % - 3)]+[S=(r
- Y o' de\]! R AN
(8= -]+ [§n( % =% )]+ [Sml % —=F)]’
d'ou I'on peut conclure que la fonction

[$e(et 45T+ [Sn(c )] (oY

a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de la po-
sition des axes des coordonnées X, y, z dans I'espace, pourvu que ces
coordonnées soient rectangulaires entre elles.

-
1

11. Ces expressions de A, B, C en A', B', C qu'on vient de trouver
sont semblables a cellesdex, y, zen x', ¥, Z de I'article 9 de la Sec-
tion précédente; par conséquent, s I'on prend

=4, y=BF I=0

on aura
A=x, B=y, =g,

et réciproquement
=4 y=B, 2=C

donnera

M=o, B=py, O=¢;
cest-a-dire que A, B,C et A", B', C 'seront deux systémes de coordon-
nées qui répondent a un méme point, le premier étant relatif aux axes
des x,y, z et le second aux axes des x'y', Z.
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On voit tout de suite par 1a qu'on peut faire

Al=a, P=o,

en faisant passer Taxe des C ou Z par le point auquel répondent les
coordonnéss A, B, C, e qu'alors la coordonnée C aura sa plus grande

valeur égalea A"+ B G%. On aura, dansce cas,
A=yl B=y¢'C," C=pL,

e il et facile de voir que les coefficients ¥, ¥, ¥* ne seront autre
chose que les cognus des angles que la ligne C fait avec les axes des
A, B, C.

Ains la résolution des équations

So(% %)

So(s - %) =

]

o,

les quantités y, ¥, " éant trois condantes telles que
Py rt=

et dont deux sont arbitraires.

Leplan perpendiculaire a I'axe des C' lorsque C' devient un maxi-
mum, e celui que M. Laplace nommeplan invariable, et dontil ale
premier démontré |'existence et la position.
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Cette position e facile & déterminer par les équations

A= }TC" B:y'l:', C?:'}"Gru

car, puisque les quantités y, ¥, y" sont les cosinus des angles que
I'axe desC’ ou Z, qui est perpendiculaire au plan variable, fait avec
les axes des x, y. z du systeéme, en nommant ces angles I, m, n, on
aura, & cause de

=VATBEY 6,
ctsd = A cosm = . “’ e LOSH — ~; ¢
CVALL W TR B D _VA'+B'+C’

12. Si le systeme et libre, c'est-a-dire s'il n'y a aucun des points
du systéme qui doive étre fixe, on peut prendre |'origine, supposée
fixe, des coordonnées x, y, z partout ou |'on voudra; par conséquent,
les propriétés des aires et des moments que nous venons de démontrer
auront lieu par rapport a un point fixe quelconque pris a volonté dans
I'espace.

Mais, par ce que nous avons démontré dans I'article 6, ces mémes
propriétés auront lieu également par rapport au contre de gravité de
tout le systéme, soit que ce centre soit fixe ou non. En effet, si, dans
les trois équations de I'article 7, on substitue pour X, y, z les quan-
tités &+ &, ¥"-~n, 3"+ . en rapportant, comme dans 'article 3, les
coordonnées &', ¥', 5° au centre de gravité du systeme, et qu'on ait
égard aux trois équations de ce dernier article, on aura ces transfor-

mées
S“‘(Ej‘—‘:l Ky +EY—HX)—0,
Sm( A Ed.s' +"‘*53)=0.
S'“( LAY n')_o.

qui sont, comme Ton voit, semblables a celles de I'article 7, et dont
toute la différence condste en ce que, a la place des coordonnées x,
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y, z partant d'un point fixe, il y a les coordonnées§, . £ dont I'orignie
e dans le centre de gravité du systéme.
Ainsi, lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les inté-

grales
Sm(E z—':—n%)zc..
S E RIS
SM('!'I% —t%)-‘zh-

sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues a celles que
nous avons faites sur les équations de I'article 9.

13. Quand un des corps du syséme es retenu fixement par un
obgade quelconque, en plagant dans ce corps I'origine des coordon-
nées on a le cas de I'article 7. Mais, s deux corps du systéme sont
upposss fixes on regardera la ligne qui pase par ces deux corps
comme un axe fixe autour duque le syséme peut tourner librement,
et, prenant cet axe pour celui des coordonnées z, on aura Smplement,
par le méme article,

dr=—ydy, =iy,

$ éant la rotation démentaire autour de cet axe, laquelle doit de-
meurer indéterminée. On n‘aura aind qu'une seule équation relative
acdtevariation 8p, laqudle sra

Sm(xi——g —yg; +xY—yX) =0;

e lorsgue le moment x Y — yX des forces extérieures par rapport a
Taxe de rotation e nul, on aura par I'intégration, comme dans I'ar-

ticle 9,
Sm(w% —y%):&

éguation qui donne le principe des aires par rapport au plan des xy
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perpendiculaire a l'axe derotation, et sur lequel lesaires décrites par
les corps doivent ére projetées.

S trois corps du systéme éaient supposss fixes, alorsla postion de
chacun des autres corps dans I'espace serait déterminée par s dis
tancesa cestroiscorps, €t il n'y aurait plus devariationsindépendantes
de la nature du syséme et de la disposition respective des corps entre
eux, d'oll I'on pQt déduire des équations générales pour le mouvement
d'un syséme quelconque.

81| | .— Propriétésrelativesaux rotationsproduitespar desforces
d'impulsion.

14. Quand un systéme libre de tourner en tout sns autour d'un
point fixe regoit des impulsons quelcongues, on peut auss employer,
dans I'éguation de I'article 11 dela Section précédente, les expressons
de 8z, 4y, 85 del'article 7, aprésavoir réduit aX, Y, Z lesforcesd'im-
pulson P, Q, R, ...; €t, en égalant séparément a zéro les termes mul-
tipliés par lesvariations &g, 8w, 8, on auralestrois équations

§Im{zy —ya) + 2¥ — yX]=r0,
S[m(zé——-xi)+z!(— TE]=u0,
Smps —syp)+yT—:z¥] =0
pour le premier ingant du mouvement produit par les impulsons
X, Y, Z
Dans les sygémes qui sont tout afait libres, on peut prendre le point

fixe partout ol I'on veut dans I'epace, e les équations précédentes
auront toujours lieu par rapport ace point.

15. Dans ces sysémes, on peut auss rapporter leurs rotations a
troisaxes qui passent par le centre de gravité; car, en faisant, comme
dans|'article 5,

do=dr'+ 8, H=%'+d B=i+x
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les variations &z, 8y, 8s' donneront d'abord les trois équationsrela-
tives au mouvement du centre de gravité trouvées dans ce meme
article.

Il restera ensuite I'équation

Stz + X1 & + oy + ¥1dn+ (ms + L) &1 =0

Or, en rapportant lesrotations &}, dw, &p aux axes des coordonnéesE,
# £, e n'ayant égard qu'a ces rotations, on a, comme dans I'article 7,

& =1 dw—ndp, n==Lde L&, &:ngq;-—ﬁau.

e les trois variations indéterminées &, &w, 8 donneront les trois

équations
Sim 5 —nae) +EY —nX]=o,
SImgs —§2) +iX ~ {2} =a
Mai Sim (s —&y)+nZ —F¥] =0
ais

r=r+E y=y+n =8
donc, substituant ces valeurs, faisant sortir hors du sSgne S les quan-
tités x' )y, Z, qui ne serapportent qu'au centre de gravité, et obser-
vant que, par lespropriétés de ce centre, on a
SmE=°9 Smn =0, SmC:O.

les trois équations précédentes deviendront

SImgn —nd) +E¥ —nX)=o,

Sim g~ +iX— 2] =0,

Slml~f) +aZ—t¥] =0
qui sont tout a fait semblables a celles de I'article précédent, et dans
lesquelles les coordonnées &, w, & ont leur origine au centre de gravité»

e les vitessesE, w, £ sont relatives & ce centre.
XI. 37



20 MECANIQUE ANALYTIQUE.

Ains les &uationsreativesa un point fixesubsstent aussi, lorsque
lesysémeed libre, par rapport & son centredegravité.

16. Les équations que nous venons de trouver, pour I'effet desim-
pulsons dans le premier instant, ont lieu auss dans les instants sui-
vants, sil n'y a point de forces accélératrices, en regardant comme
congants les termes qui dépendent desimpulsions X, Y, Z; car, X, Y, Z
éant les vitessss parallélement aux axes desx,y, z on a

dr=rtdt, dy=ydt, dz=3dt,
e les équations de I'article 9 deviennent
8mizy—yx)=Cc,
Sm(z:r — a3y =B,
Qmp: —spy=a,
lesquelles, éant comparées a celles de I'article 14, donnent
C=QorX—~av),
B= S(.::Z —zX)
A=SY —p2),

Ains on a les valeurs des condantes A, B, C exprimées par les im-
pulsions primitives données a chaque corps, e I'on voit que ces va-
leurs ne sont autre chose que les sommes des moments de cesimpul -
gons par rapport aux axes desx, desy et des s

I en sra de méme des équations relatives au centrede gravité, en
comparant les équations de I'article 12 avec celesdel'article 15.

17. S I'on necongdére quelesmouvementsderotation par rapport
aux trois axes des coordonnéss x, y, z et qu'on désgnepar ¥}, w,
les vitesses de ces rotations, les variations 8, &y, 8z seront propor-
tionnelles aux viteses x, y, z € les variations &}, &, 8¢ seront en
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méme temps proportionnelles aux vitesses ¢, w, ; les formules de
|'article 7 donneront ains
J:SN—J?‘ y:xﬁ—.‘.t{;, 3:]‘;’—‘”&;:

Ces valeurs de x, y, z ne sont que les parties qui dépendent des trois
rotations, pour avoir les valeurs complétes des vraies vitesses Xy, z
il fauty ajouter les parties qui dépendent du changement de situation
des corps du sygéme entre eux, e qui sont indépendantes des rota-
tions.

Mais lorsque le syséme est invariable, ce qui a lieu dans tous les
corps solides d'une figure quelconque, css parties des vitesses sont
nulles et les valeurs de X, y, z se réduisent smplement a celles que
nousvenons de donner. On pourra donc substituer ces valeurs dans les
equatlons précédentes et, faisant sortir hors du sgneS les quantités
4, o, 9, on aura, pour un solide de figure quelconque, en mettant
I'éément Dm a la placede m (Sect. I |, art. 7), les équations

#8224y D — p Q== Dm — & §ya P =C,
(;S(.t’-l-:')Dm—livSa'JDm—é s m =R,
4§+ #Dm—6 §zy Dm — ¢ §wsDm =4,

par lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations initiales
. 0, 9, produites par les impulsons X, Y, Z appliquées a des points
gudconques du corps et dont les moments par rapport aux axes desx,
y, Zzsont A, B, C.

Comme les vitesses de rotatioa sont proportionnelles aux angles
infiniment petits décrits en méme temps par les rotations respectives,
il senauit de ce qu'on a démontré dans la premiére Partie (Sect. | I 1,
art. 11) quelestroisvitesses . w, g se composent en une seule vitesse

telle que
b=t ot g,

avec laquelle le corps tournera rédlement autour d'un axe ingantané,
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faisant, avec les axes des x,y, z, des angles’k, g, v, tels que

b ot 3.
cosl_.e wsp—g, oosv...a

Ains lestrois équations précédentes donneront la postion de I'axe
autour duque le corpstournera dans le premier instant, e la vitese
derotation autour de cet axe. C'et celui qu'on appelle axe spontané

derotation.

18. Dans les ingants suivants, le corps continuera a tourner par sa
force d'inertie, & les trois équations qu'on vient de trouver auront
encore lieu, en regardant comme congtants les termes qui contiennent
lesforcesd'impulsion X, Y, Z, commeon I'avu dans|'article 16; mais
les quantités §{x* + ") Dm, §ayDm, ... deviendront variables &
raison de la variation des coordonnéssx, y, z pendant la rotation.

Mais une consgquence remar quable qu'on tire de ces équations, cest
gue, dans un ingant quelconque, le corps a le méme mouvement de
rotation qu'il recevrait dans cet ingant par I'impulsion des mémes
forces qui I'ont mis d'abord en mouvement, s ces forces lui éaient
appliquées de maniére a produire les mémes moments autour des axes
desx,y, z

Et comme oss équations ne sont que les équations générales de I'ar-
ticle 16 pour un syseme quelconque de corps, appliquéesa un corps
solide de figure quelconque, il Sensuit que, s le syséme qui a regu
des impulsions primitives devient, par I'action mutuelle et successve
des corps, un sygéme invariable ou un solide quelconque, les mémes
équations auront encore lieu ; de sorte que le solide aura a chaque
ingant le méme mouvement derotation qu'il recevrait par les mémes
impulsions primitives, s dles lui éaient appliquées immédiatement
de maniére a produire les mémes moments.

Donc auss une mase fluide, agitée primitivement par des forces
qudcongues, abandonnée ensuite a elleméme et devenue solide par
I'attraction mutuelle de s parties, aura, a chague instant, le méme
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mouvement de rotation que les forcesprimitives lui imprimeraient s
elles agissaient de la méme maniére sur la masse solide.

19. Lestrois éguationsdel'article 17 donneront lesvaleurs des mo-
ments A, B, C de toutes les forces primitives, en connaissant la posi-
tion ingtantanée du corps et s trois vitesses derotation ¢, ©, ¢ par
rapport aux axes fixes desx, y, z ou la vitesse composée § autour de
Taxeingtantané, avec lesangles &, u, v de cet axe avec les axes fixes
desx, y, z et réciproguement, ayant ces moments, on peut en déduire
les valeurs des vitesses de rotation.

On voit auss par oes équations que les moments seront nuls 9 les
vitessss sont nulles; mais, les moments étant supposss nuls, il ne sen-
suit pas évidemment que les vitesses de rotation doivent ére nulles.
Car, en faisant

on atroiséquationslinéairesentre {, w, $; et il faudrait prouver que
ces trois équations ne peuvent pas subsster ensemble, a moins de sup-
poser § =0, 0 =0,p=0,

En éiminant deux de cesinconnues, on a une équation qui donne
latroisémeinconnuenulleou ar bitrair e, maisavec la condition

S+ 1D x § (@' + 5*) D x § {1+ %) Dm
=+ 82+ y Dm x< (§ 2y Dmp+ §{zt+ 22) B x (§ 25 D)t
+ 8t +2) Dm x (Syst)’+sSxme XS"E’D"‘ = § y3Dm;
et il faudrait prouver que cette condition et impossiblea remplir, ce
qui parait tresdifficile (*) . Maisnous démontreronsplusbas (art. 31)

que, lorsgue les moments sont nuls, toute rotation sévanouit auss.
D'ou nous pouvons d'abord conclure qu'il et impossible qu'un sys

(") On trowera & la fin du Volume la démonstration de ce théoréme, qui rickfre pes
a beauooup prés, la difficulté que Lagrange semble [ui attribuer. M. Binet en a publié uno
depuis longtemps dans le Bulletin de la Société philomathique. (J. Bertrand.)
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téme de points isolés ou une mas= fluide quelconque puisse former un
corps solide qui ait un mouvement de rotation, a moinsque lesimpul-
sons primitives n'aient é&é tellesqu'il en soit résulté un moment par
rapport al'axedecetterotation.

20. Par les trandformations exposées dans I'article 10, on peut
changer les trois équations de I'article 17 en des équations semblables
dans lesquelles les quantités x, y, z, A, B, C soient remplacées par les
guantités analoguesx', y', Z, A', B', C'.

Désignons par {/, w', §' lesvitesses derotation par rapport aux nou-
veaux axes des X', Y, Z; on aura auss

de' = a2 dt = (0 — y '),
Ay =y dt (.a:'@'-— = g},’}d{,
ot = 3 dt = (' — 20y ey

e les trois premiéres équations de I'article 10 deviendront, par ces
subgtitutions, en changeant m en Dm,

¥ Sz + pDm — QJ'S.:V‘:.’Dm - ri:‘Sy’:’Dm:C‘,

r;a’S(:" + 2y Dm — @'Sx’y' Pm— ¢ S_r';’Dm = B,

¢ §lyt+ 211 Dm — ot §a'y bm — ¢ §os B = A",
danslesquelleson aura, par lemémearticle,

A= ha+Ba'4-Co,
B'== AB + Bp/+ CB",
T=Ay + By +Cp

Ces égquations ont |'avantage que la position des axes de rotation y
e entiérement arbitraire, puisqu'ele ne dépend que des quantités «,
3. v «, ...; e, conme dles ne sont que du premier ordre, rien
n'empéche de donner & oes axes une position différente d'un ingtant a
I'autre et deles prendre de maniere qu'ils soient fixes dans|'intérieur
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du corps et, par consgquent, mobiles avec lui dans I'espace. Alorsles
quantités § (#?+ y*)Dm, S’y Dm, ... deviendront congtantes;
mais les quantités A', B', C' seront variables, a cause de la variabilité
des quantitésa, B, ¥, ', . ... Nous donnerons dans la suite des moyens
directs de parvenir a css équations, qui sont d'une grande utilité dans
le probleme de la rotation des corps

21. On avu dans|'article 16 que les congantes A, B, C expriment
les sommes des moments des impulsions primitives données aux corps,
relativement aux axes des x, y, s Or il et facile de prouver que les
quantités a, @, a' représentent les cosnus des angles que I'axe des x'
fait avec les axes des x, y, z que les quantités 8, B, B* représentent
les cosnus des angles que I'axe des y fait avec les mémes axes des X,
y, S & que les quantités vy, ¥, ¥* représentent les cosnus des angles
que l'axe des Z fait avec ces mémes axes Donc, par ce qu'on a
démontré dans la premiére Partie sur la compostion des moments
(Sect. I 11, art. 16), lestrois quantités A', B', C' seront les moments des
mémes impulsions rapportés aux axes des X, y', Z, Cet-a-dire aux
axes de rotation fixes dans le corps & mobiles dans I'espace. Ains I'on
pourra appliquer a oss axes les mémes condusions qu'on a trouvées
dans|'article 19.

§1V.— Propriétésdesaxesfixesderotation d'un corpslibre
defigurequelconque.

22. Nous résrvons pour un Chapitre particulier la solution com-
pléte du probléme général de la rotation d'un corps solide de figure
quelconque ; nous allons seulement examiner ici le cas ol I'axe ingan-
tané de rotation demeure immobile dans I'espace, ou au moains tou-
jours paralléle a lui-méme lorsque le corpsa un mouvement progressif,
parce que ce cas s réout facilement par les formules du paragraphe
précédent et qu'il conduit aux belles propriétés des axes qu'on nomme
principaux, ou axesnaturelsderotation.
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Reprenons les équations fondamentales de |'article 17; faisons, pour
abréger,
J=S£’Dm, m:Sy'Dm, u=Ss' D,

_f:Syst, g:Sarzl)m, k:Sa{me.
et substituons pour ¢, &, ¢ leursvaleurs 8 cosh, 8 cosp, Bcosy, § étant
la vitesse de rotation autour de |'axe instantané qui fait les angles &,

W, v avec les axes fixes des x,y,z  ces équations deviendront ainsi, en
les divisant par 4,

{m-+njcond —hecosp— gopaw == 7

(I +n)cosp—Acosd — feosv =

-

=218 el ol

(¢ +m)eosv—geosd — foogp=

23. Les six quantités &, m, #. f, g, & sont variables; en les différen-
tiant, substituant pour d#, dy, ds les quantités @ dt, jm&, sdi, et
ensuite pour,&:,jf, 5 leursvaleurs (articlecité), on aura

df =a{gcosp —hcosy)dde,
dm = 3{k coav — fcosd)fde,
dn = a(feosh — g cosp)fdi,
df =[(m— r)cosh+geosv —heosplddr,
dg =[(r — ! Ycaap + & cosh — feosv ]d dt,
dh =[(! —m)cosy + Feosp — geoarlédi.

«Ces six équations, jointes aux troisde |'article précédent, renferment
la solution générale; mais nous ne considérons ici que le cas ou les
angles A, s ¥ demeurent invariables, et il sagit de voir sous quelles
conditions ces quantités peuvent étre constantes.

24. Pour cela, il n'y aqu'adifférentier les trois premiéres équations
dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différentielles dl.
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dm, ...; on aura, aprés avoir divisé par 8 dt, cestrois-ci :

fleosty — cag'z) — g coshcosp+ Acosh cosy

A dé

+{m — n)cosp cosy=—— ma
Jroosdcosp + giooa'd — cos™v) — & cosp cosy

+{n— ) eosd cosu—— ;_: ;g,
— feosd eosy 4+ g eosp coav -+ k(cos'pn — costd)

+({—m}eoshcosp =— L 44

R = g ar’

Si |'on gjoute ces trois équations ensemble, gpres avoir multiplié la
premiére par cosh, la deuxiéme par cosy, la troisiéme par cosv, on a
I'équation

A cosd + B cosp + C cosv df

B &>

di=o,

laquelle donne

ou bien
A cosd -+ B eosp 4 Ceosv=o.

Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité
Ad+Bu+Co,

qui est la méme chose que
(Acosd -+ Beosu + Cooav)d,

exprime la force vive du corps, laguelle ne peut jamais étre nulle tant
que le corps est en mouvement.

Il faut donc supposer en général

d'é-_—o,
et, par conséquent, la vitesse de rotation 8 constante. Alors les trois
équations ci-dessus se réduisent a deux, qui donnent les rapports des
cos A, COBM, OBV, €L, COMMEON a
cos' ) -+ cos'p + costv =1,
ces rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus.
XI. 3B
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25. Supposons

L

’_“00_!).’

les trois équations précédéntes deviendront, a cause de #¥ = n,

Jlut—y—pgr +Fhu{m—nlsw—on
gl —#")— A+ 5 +{n —! }u —o,

Ris— 1 )+ gou—fu+ (i —mls =o

Laderniéredonne
Als 1y - {I—m}s,
g T (e
F— s

cette valeur éant subgtituée dans la premiére ou dans la seconde, ou
plutét dans la somme de ces deux, aprés avoir multiplié I'une par g et
I'autre par f, pour en chassr letermeen u? on a

[ghim—n)+ flgt—Am)]et
gt mym = n) - fh(n a2l -+ m) - glgt = 2 )]0
Sl —mYlm--B)+ghin—am-+ {)+ F 1+ 0 —agl)]s
+ R —n)Y gl A — AN o

Cette éguation, é&ant du troiseme degré, aura nécessairement une
racdne réelle; aing I'on aura une valeur de s et une valeur correspon-
dante de u, par le moyen desquelles on pourra déterminer la position
d'un axe invariable e de rotation uniforme. Mais, comme cette déter-
mination dépend des quantités 4, =2 n, f, g. A qui varient avec le
temps t, il faut encore prouver que la variabilité de ces quantités
n'influe point sur la valeur des deux quantités set u.

26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres des

trois équations de I'article 22; les premiers membres des équations de
i dF d) 4R

I'article 24 seront 74 54 da en y mettant pour dl, dm, ... leurs
valeurs. Or il et facile de voir qu'on a, par la subgtitution de ces
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mémes valeurs,

dP = (Rcosu — Qrosv)dde,

) = (I cosy — R coad )G,

dlt = (Q cosk — P cosp)fde,
D'aprés oss équations, dans lesquelles A. . y atd n t des quantités
congantes, il et facile de voir que, si les valeurs ‘.:,E, ‘%g., gy
nulles lorsque t e nul ou éal a une quantité quelcongque donnea
celes de 'FP, ‘2:?’ ":',‘, de ﬁ:, “:"Q ‘H‘. et aind desuiteal'infini,
seront auss nulles pour la méme valeur del.

Or on sait, par le théoréme de Taylor, que la valeur d'une fonc-

tlon de/ lorsque t devient t +t', devient en méme temps

dp _ d'B, cdP I &P
wr Attt
. dp . . ;
Donc, s @« nul lorsque l'on at' = o, on aura toujours
dp _
@wE.

guel que soit t'. Et la méme chose aura lieu pour les valeurs de %
aR
e T
Il senauit dela que, s leséquationsde ' article25 qui ne sont que
B Pis]

les tranformées des équations TS =, d‘ =e, ont lieu
dans un instant quelconque, dles auront lieu, quel que soit le temps|,
dans I'hypothése des quantités s e u condantes Par conséquent, les
valeurs de oss quantités seront indépendantes de la variabilité des
quantités ¢, m, a, f, g A de sorte qu'il suffira de déterminer les
valeurs de ces derniéres quantités pour une postion quelconque du
corps a l'égard des axes fixes des x, y, z pour avoir cdles des quan-
titésset u qui déterminent la position de I'axe derotation, lequel doit
demeurrimmobiledans|'egpace ou du moinstoujoursparalldealui-
méme s le corps a un mouvement progressif.
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Et comme cet axe, par sa nature, e fixe dans I'intérieur du corps
pendant un instant, puisque le corps es censé tourner autour de lui,
il sensuit qu'il y doit toujours demeurer fixe; car il est évident que
si, dansI'ingtant suivant, il changeait de place dans le corps, il chan-
gerait nécessairement de place dans I'espace, ce qui et contre I'hypo-
these

27. Ayant trouvé la postion de cet axe dans |'espace, rien n'em-
péche de supposer qu'il coincide avec I'axe des &, dont la position est
arbitraire.

On pourra ains sUpposy 4 =0 €t, par conséquent, coshA = 1, ce
qui donnera

=0 =0,
Delaon trouve, par les équationsde |'article 25,

&—o, h=o,

Ains cet axe a la propriété qu'en le prenant pour I'axe des x, les
valeurs des deux intégrales Sxme, Nas Dm (art. 22) deviennent
nulles.

Suppasons maintenant dans nas formules

F=uo0, =uo,

et dédgnons par J*, ¥, s, n° ce que deviennent les quantités /, 4, .,
n dans ce cas Cette supposition donne d'abord

cegt le cas précédent. Ensuite elle donne auss s et u infinis et, par
cons&quent,

COEA =0, )= go*;
cette valeur répond aux deux autresracines de I'équation en sdu troi-
seme degré et, par conséquent, a la position des deux autres axes Or
la premiére des éguations en s et u (art. 25) devient, lorsque g et h

ont nuls,
Fiu— M+ {m' —ru=o,
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e, substituant pour s et u leursvaleurs,

S(e0s™y —- cos? i) 4+ (m' — R'}coSpCOSY =0

mais, en faisant cosk = 0 dans
cos'h + costp + coshv =1,

coBv =1 — cop = sinp;

e |'équation précédente sp r &t 3 ~dlani

angzp = ;;—_'Tu
laguelle donne pour I'angle i deux valeurs dont I'une surpase I'autre
de 90°.

Ainsi, ayant pris|'axe des = dansle premier axe derotation, les deux
autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des ¥s & feront
avec |'axe desy les angles i et p. 4+ go®, de maniére que les trois axes
de rotation seront rectangulaires entre eux, comme ceux des coordon-
néss On pourra donc prendre auss oes deux derniers axes pour Ceux
desy et des s on aura alors

p=c
€t, par conséquent,
de sorte que lavaleur de l'intégfake e syz sxra auss nulle.

28. |l exige donc, pour chaque corps solide, queles que soient sa
figure et sa condtitution, e par rapport a un point quelconque du
corps, trois axes rectangulaires, qui se coupent dans ce point, autour
desqués le corps peut tourner librement et uniformément; & cestrois
axes sont déterminés par les conditions suivantes

Sxy Dm=0, Sxy Dm=o, SYZ Dm=o,

en prenant ces axes pour ceux des coordonnéss Xy, S
L orsque oss axes pasent par le centre de gravité, on les nomme axes



fxo  g=o fh=o

LN o L
de ™ T dt — 7

M d'm P
@& an
i
f:!T’I =maf(a - ) cos'w —(§ — m)costy]é,
% = af(d —wm)easty — (m— n)costi]in,
L]
{:;; =3[{m - H)icos?? — (0 — Yycostu]f
2
it
d*n W
dit di
il d'm
a8 T ar

dm | dn
aF T an
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du corps relativement a ces axes; ils sont pour le mouvement de rota-
tion ce que les smples niases sont pour le mouvement progresl,
puisque cet par ces moments qu'il faut diviser les moments des
forces d'impulson pour avoir les vitesses de rotation autour des
MEmes axes.

C'et par la considération des plus grands et des plus petits moments
d'inertie qu'Euler a trouvé les axes principaux; maintenant, on les
détermine ordinairement par les trois conditions

Sxy Dm — o, SxzDm”o, SyzDm=0.

30. Puiggu'on et asuré par I'analyse de I'article 27, que I'équa-
tion en s (art. 25) a sstrois racines rédles, il sera toujours facile de
les trouver en comparant cette équation, dégagée de son ssoond terme,
avec |'équation connue

The e — arieosg = o,

dont les trois racines sont

nrcos%, —-:rcos(Go'-{-%), --uarcos(so-—g).

On aura ains les trois valeurs de s, que nous désignerons par s, S, S,
et les valeurs corregpondantes u, u’, u”. Et, s |'on désgne de méme
par &, &', ¥ les angles que les trois axes principaux font avec I'axe
des  x?, w, ', p* les angles qu'ils font avec I'axe desy, & par v, V', V'
Ceux que oss mémes axes font avec Taxe des z on aura, par les articles
24 & 25,

1
08 = orrmescozy
VR
oA ey
Vi+ai+o
[
o8y = ——,
Y1+ +ut

e I'on aura des expressons ssmblables en marquant les lettres X, g,
v, s, u d'un trait ou de deux. Ains la déermination des trois axes
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principaux pourra toujours seffectuer par ces formules dans tout corps
solide de figure quelconque, homogéne ou non, pourvu que I'on con-
naise les valeurs des quantitésf, g, h, I, m, n pour une postion quel-
conque donnée du corps, relativement aux axes fixes des x, y, z

En substituant ces valeurs de aosk, oosys,, cosv dans les trois équa-
tions deI'article 22, on aura les valeurs des moments A, B, C qui &
ront néoessaires pour faire tourner le corps, avec une vitesse congante
donnée 4, autour d'un axe fixe dans I'espace, dont la position sera don-
née par les mémes angles A, @, v & qui Sra en méme temps un des
trois axes principaux du corps sdon qu'on prendra pour set u l'une
destrois racines de I'éguation en s

31. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre eux,
on pourra les prendre pour les axes des X' y', Z dans les formules de
I'article 20. On aura aing, par la nature de oes axes,

Xy Dm=o0, SXzZDm =o, Sy'zDm=0;
e s I'on fait
4 -.:.S.z:“-I Dm, m':Sy" Dm, = Ss"Dm,

les trois équations de I'article cité prendront cette forme trés smple

{(m'+ A=A,
(4 m’ =B,
=0,

par lesquelles on a tout de suite les vitesses derotation §, w’, ¢ autour
des trois axes principaux.
Cet ici le lieu de démontrer la propostion que nous avons indi-
quée dans I'article 19. En effet, en faisant
A =0B=0C=nq
onauraauss (art. 20)
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donc les équations précédentes donner ont

=0, w'=0, ¢'=o,

puisque les quantités/, m, n ne peuvent jamais ére nulles pour un
corps detroisdimensions. D'oll I'on doit conclure qu'il ne peut y avoir
de mouvement de rotation s lesmoments primitifs sont nuls.

Quand, parmi lestroismomentsA', B', C', deux sont nuls, comme
B' et C', cequi alieu lorsque I'impulsion sefait dansle plan desy Z,
les deux vitesses de rotation a, p seront auss nulles et le corps tour-
neraautour del'axeprincipal desx' avecla vitese ¢ Or, par lesfor-
mulesdel'article20, on a

A12 + BlZ+C12 - AZ + BZ + CZ]
a cause des équations de condition entre lesquantitése, B8, v, &, ...;

donc, faisant
F=eo C'=e,

PO ey -1

et, par consdguent, A' sera congtant; donc, par la premiére équation,
la vitese §/ sera auss congtante.

on aura

32. A I'égard des valeursde /', m', n', il sera facile de les déduire
decdlesde/, m, n, f, g, h; car lesexpressonsdex,y, zenx', y Z,
en vertu deséquationsde condition (Part. |, Sect. 1 | |, art. 10), donnent

réciproquement
=ar+aytay,

Y=pz+Py+pa
s=yr+yy +ya

Or, en prenant les axes des X', Y, Z pour les axes principaux, on
voit par I'article 21 que les quantités x, x', X" sont identiques avec
cosk, OS5, COBY, Jue pareillen @, ', p* seront identiques avec
cos X!, cosp’, conv', aby, ¥, 77 veC cosX”, eosp’, cosv’, Ainsi, en sub-

XI. 39



0 MECANIQUE ANALYTIQUE.

stituant les valeurs de ces cosinus données ci-dessus (art. 20), on

aura
' r+a’z+u.
T =
|/I+:'+u'

i .r+s’y+a*
Ear
r+s’y+u’-

Y e

d'ot Hon tirera, en carrant et intégrant gorés avoir multiplié par Dm,

' I+s'm+u‘n+ush+uug-+asqf
FEar Ty
‘o R i e L Rk 1 ek L ’_,r

L
148"t

L b m e g+2s'u'f
A= T O g

On trouve, dans la plupart des Traités de Mécanique, ladétermination
des aXes principaux dans différents corps; dans ceux dont la forme est
symétrique, I'axe de figure est toujours un des axes principaux : on
peut trouver ensuite les deux autres par la formule de I'article 27.

§ V. — Propriétés relatives aux forces vives,

33. En général, de quelque maniére que les différents corps qui
composent un systéme soient disposés ou liés entre eux, pourvu que
cette disposition soit indépendante du temps, c'est-a-dire que les
équations de condition entre les coordonnées des différents corps ne
renferment point la variable t, il est clair qu'on pourra toujours, dans
la formule générale de la Dynamique, supposer les variations &, &y,
4z égaes aux différentielles dx, dy, dzqui représentent les espaces
effectifs parcourus par les corps dans I'instant dt, tandis que les va-
riations dont nous parlons doivent représenter les espaces quelconques
que les corps pourraient parcourir dans le méme instant, eu égard a
leur disposition mutuelle.
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Cette supposition n'est que particuliére et ne petit fournir, par con-
Sguent, qu'une saule équation; mais, éant indépendante déla forme
du systéme, ele a |'avantage de donner une équation générale pour le
mouvement de quelque systéme que ce Soit.

Substituant donc dansla formule de l'article 5 (Section précédente),
ala place desvariations &z, 8y, 3s, les différentidles dx, dy,dz, e,
par conssquent auss, les différentieles dp, dg, dr, ... au lieu des
variations#p, &g, &r, ..., qui dépendent de &z, §gnds,  aura cdte
équation générale, pour quelque systéme de corps que ce soit,

Sm(dz’ dJ’+;Fdl+Pdp+qu+ndr+ )d‘o

34. Danslecas ol la quantité
Pdp 4+ Qdg+ Redr+...
et intégrable, leque a lieu lorsque les forcss P, Q, R, ... tendent &

des centres fixes ou a des corps du méme syséme e sont fonctions des
distances)p,q,r, ..., enfaisant

Pdp+Qdg - Relr- .. == dIl,

I'équation précédente devient

dtz 'z
S (de+ ?Za'y+ T d..+a‘Il)
dont l'intégrale es
1 fdat dj’ dz
Sm [; (ds’ +uF Js') * llj =1,

danslaquelle H désigne une congtante arbitraire, égale ala valeur du
premier membre de I'équation dans un ingtant donné

Cette derniere éguation renferme le principe connu sous le nom de
conservation des forces vives. En effet, dx? +dy>+ dZ2 éant le carré de
I'egpace que le corps parcourt dans I'instant dt,

dat & dst
a8t ar v an
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sralecarré de sa vitese, &

L
ol %)

det  dyt  do
S ’“(m? + S w)
sra la somme des forces vives de tous les corps, ou la force vive de

tout le syséme et I'on voit, par I'équation dont il sagit, que cette
force vive es égale a la quantité

sa force vive. Donc

aH—a Sllm,

laquelle dépend smplement des forces accélératrices qui agissent sur
les corps, et nullement de leur liaison mutuelle, de sorte que la force
vive du sygéme es a chague ingtant la méme que les corps auraient
acquise S, éant animés par les mémes puissances ils sé&aient mus
librement chacun aur la ligne qu'il a décrite. C'est ce qui a fait donner
le nom de conservation desforces vives a cette propriété du mouve-
ment.

35. Ceprincipe a lieu auss lorsgu'on rapporte les mouvements des
corps a leur centre de gravité, car, en nommant, comme d-dessus,
(art. 3) X', ¥, Z les trois coordonnées du centre de gravité, et faisant

=5+ y=y+mn s 4,

les coordonnéess E, . % auront leur origine dans le centre de gravité.
Onauraaing

(§n(% )
-l )G 1S (2 5)

dz' df  d dn | dv o
+WS“’3§+;§S‘“:§+WS"°E'
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Par la nature du centrede gravité, on a (article cité)

L dn L.
Sma;_o. Sm;?_o, Sma_o.
Donc, I'équation précédente éant différentiéc et retranchée de cellede
I'article 33, on aura

%‘i,dx+ :!'d-""" szm+S ( -—dn-+-ar‘-;dc)

+Qm(Pdp + Qdg +Rdr ...} =

Metonsalaplacede
Pdp+ Qdg+Rar+...

la quantité équivalente
Xdr+Ydy-Ldz,
et subgtituons pour dx, dy, dz les valeursdx'+ d%, dy’ + d, &’ + a7

la derniére équation s réduira, en vertu des équations différentielles
de |'article? A r‘t:vllp.r‘l d‘C

at
(T i+ G+ TE&) + §m(XE +Ydn +2) =0,
qui es analogue a celle de I'article 33, mais ol la quantité

Xdt4+Ydn+ 4

neseraintégrablequ’ autant quelesforcesseront dirigéesverslescorps
mémes du syséme et proportionnelles a des fonctions des distances.
Dans ce cas, on aura

i 5m (%*T %)AL

équation qui renferme la conservation des forces vives par rapport au
centredegravité.

36. Aureste, il n'en e pasdu principe desforces vives comme de
ceux du centre degravitéet desaires, qui ont lieu, quelle que soit I'ac-
tion que les corps du syséme puissent exercer les uns sur les autres,
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méme en e choquant, parce que toutes les forces intérieures digpa-
raissent des équations qui renferment ces deux principes.

L'équation do la conservation desfor cesvives contient touslestermes
dus aux forces tant extérieures qu'intérieures et n'est indépendante
quedel'action des corps provenant de leur liaison mutuelle. Auss ce
principe a-t-il lieu dansle mouvement des fluides non éastiques, tant
qu'ils forment une mase continue et qu'il n'y a point de choc entre
leursparties; et, s laquantitédeforcesvivesest lamémeavant et apres
le choc des corps dastiques, cest qu'on suppose que les corps s sont
rétablisapreésle choc dans le méme éat ol ils éaient auparavant; de
sorle que les ternies dep de I'expresson I, qui proviennent des
foroes P dues au ressort descorps, et dont lavaleur et la plus grande
lor sque la compression est a son terme, décroissent ensuite par degrés
égaux pendant larestitution e redeviennent nulsalafin du choc. C'est
uniquement dans cette hypothese que la conservation des forces vives
peut avair lieu dansle choc des corps éastiques.

Dans tout autre cas lorsqu'il y a des changements brusques dans
les vitessss de quelques corps du systéme, la force vive totale se trouve
diminuée de la quantité des for ces vives dues aux forces accélératrices
qui ont pu produire ces changements; & cette quantité peut toujours
sedimer par lasommedes masses multipliéespar lescarrésdesvitessss
que 0ss masss ont perdues, ou sont censdes avoir perdues dans les
changements brusgues des vitessss rédlles des corps. C'edt le théoréeme
queM. Carnot avait trouvé dansle choc des corpsdurs.

37. On peut auss, dansI'équation del'article 11 de la Section pré-
o&dente, supposy les variations 8z, 8y, 8s proportionnellesaux vi-
teses X, Y, z que les corps regoivent par I'impulsion. On aura aing,
I'équation

Simlat+ p 42 + Xa+ Yy + L]=0,

dans laquelle lapartie §m(#*+ y*+ =*} représente laforce vive de
tout le syséme
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Ceite équation, éant combinée avec les trois équations de I'ar-
ticle 14, donne lieu a une propriété de maximis et minimisrelativea la
ligne autour de laquelle le syséme tourne au premier instant, lorsqu'il
a regu une impulsion quelconque, ligne qu'on peut auss nommer axe
derotation spontané.

S I'on nomme @, B, y les parties des viteses #, y, = qui dépendent
du changement de postion respective des corps du sygeme ('), &
gu'on les ajoute a celes qui résultent desrotations (art. 17), on aura
les valeurs complétes de &, y, 2, exprimées aing :

r=su—yg e,  y=opesbef smyde—zoatg

Supposons maintenant qu'on différentie ces valeurs, en ne regar-
dant que§, @, § comme variables, & qu'on dénote ces différentielles

(') Ces quantités &, B, 1 ne sont pas suffisamment définios. Quel que soit, on effet, le
déplacement d'un systéme variable do forme, on peut le regardor comme résultant d'un
mouvement arbitraire imprimé au systéme solidifié, puis d'un second mouvement produi-
sant le changement de position respective des points considérés. L'indétermination des
quantités =, B, 7 rend cet articlo 37 extrémement obscur. Je dois avouer qu'il m'a éé
impossible de comprendre le raisonnement de Lagrange et d'attacher méme aucun sens
précis au théoréme qui termine le paragraphe. Les notes qui suivent se rapportent donc
au seul cas d'un systeme solide. (J.  Bertrand.)

Tout en souscrivant aux remarques précédentes, nous proposerons |'interprétation
suivante du résultat obtenu par Lagrange : si, dans les formules qui donnent i,)‘n z,0n
considére & f§, ¥ comme des fonctions données de X, y, z et t, écoinme des arbi-
traires variables, cela revient a considérer tous les mouvements du systéme dans lesquels
la déformation est la méme au bout d'un instant infiniment petit: car, si I'on cherche, par
exemple, la dérivée de la distance de deux points du systéme par rapport au temps. on
reconnalt aisément que cette dérivée ne dépend nullement dos arbitraires @, g, § et
demeure, par conséquent, la méme quand ces arbitraires prennent toutes les valeurs pos-
sibles. Le théoréme de Lagrange peut donc sénoncer comme il suit :

S I'on compare la mouvement que prend le systéme sous les impulsions données a tous
ceux dans lesquels la déformation serait la méme au bout d'un instant infiniment petit, la
force vive acquise par le systeme dans le mouvement naturel sera toujours un maximum
ou un minimum.

Il résulte d'ailleurs de la démonstration donnée par M. Bertrand dans la note suivante
que cette force vive sera toujours un maximum.

Au reste, la proposition de Lagrange est comprise comme cas particulier dans un théo-
réme trés général que I'on doit & Sturm, et que I'on trouvera énoncé dans une Note
insérée aux Comptes rendus de I'Académie des Sciences, tome XIII, pago 1045, et dé-
montré dans un Mémoire posthume de Sturm publié par M. Prouhet. (Voir Sturm, Legons
de Mécanique, t. I1.) G.D.
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par lacaractéristique € ('}, on aura
dr=2dm—ydp, =rdp—edlh I=yih—ciu.

Or les trois éguations de I'article 14, éant multipliées respectivement
par &, dw, &) et ajoutées ensemble, en faisant passr sous le signe S
les différentielles 31-3, Sw, 8!.}!. qui sont les mémes pour tous les corps,
donnent, par la substitution des valeurs précédentes,

Sim(zde+ydy +333)+ Xex + Yoy +Zd] =o.

Mais I'équation de la force vive trouvée ci-dessus éant différentiéc
relativement a8 (*). donne

Riom{edr+ydp+3ss)+ Xz + Xy +Léf =0,

Donc on a, par la comparaison de ces deux équations,
Sm.(.r..‘a.t"-d-_};a):-}-::aav):o

et, par conséquent,
o SEm{et + i+ sy =0 i :

ce qui fait voir que la fo'Se \(/R/e q{le ié %/ste’ne acquiert par I'impul-
sion est toujours un maximum ou un minimum (%), par rapport aux

(") Ces variations, représentées par la caractéristique d, se rapportent aux changements
quiéprouvont les vitessos par suite do I'introduction de liaisons nouvelles, les forces mo-
trices restant les mdmes Ainsi, par exemple, dansle cas d'un.corps solide, lesvariations 4
pewvent résulter de I'introduction d'un axe fixe dans le syseme. (7. Bertrand.)

(® S I'on suppose que les variations désignées par & soient finies, on aura, en différen-
tiant I'équation des forces vives,

S{amieds +p & 38y + mUSE P+ (PP + K EF AV + TH } =
et § |'on continue le rasonnement on ayant égard aux nouveaux termes introduits par
cdte hypothése, on trouvera

B Gmiar 41 2=~ Qm[(820 + (4 + (8],

ce qui montre quo I'accroissement des foroes vives et négatif et égd ala somme dos
forces vives dues aux vitesses perdues par les différents points. (J. Bertrand.)

(3 Il résulte de la note précédente quielle est toujours un maximum. Cetlo remarque
aé&é fate pour la premiére fois par M. Ddaunay, qui lajustifie dune maniére trés diffé-
rente. {Journal de Liouwville, i" srie, t. V, p. 255.) (J. Bertrand.)
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rotations relatives aux trois axes, et, comme ces trois rotations s
composent en une rotation unique autour de Taxe spontané, il sen-
auit que la pogtion de cet axe e toujours telle que la force vive de
tout le syséme et la plus petite ou la plus grande, par rapport a ce
méme axe.

Euler avait démontré cette propriété de Taxe spontané de rotation
pour les corps solides d'une figure quelconque; on voit par I'analyse
précédente qu'elle est générale pour un systéme de corps unis entre
eux d'une maniére invariable ou non, lorsque ces corps regoivent des
impulsions quelconques.

38. Lorgque le syséme est un corpssolide qui peut tourner librement
autour d'un point et qui n'et animé par aucune force accélératrice,
on peut tirer dela combinaison de I'équation des forces vives avec celle
desairesune relation digne d'é&re remarquée par sa smplicité, et qui
ne |'avait pas encore &é, queje sache, entre les vitesses derotation ¢,
@, ¢ par rapport aux trois axes fixes des coordonnées x, y, z Dans ce
cas, on asmplement (art. 17)

dr = adi= (20— yo)dt,

dy =y dt =(z¢ — 5{)dt,

ds = idt = (3 —2o)dl,
Donc, s I'on gjoute ensemble les trois derniéres équations de I'ar-
ticle 9, aprésles avoir multipliées par g, o, §, qu'on fasse passer ces
quantités sous le sgne S & qu'on subditue ﬁ, %, 5; a la place de
leursvaleurs, on aura

d 11 d d L3 +
Sm(—&% +3§ + a,%):&@-hﬂw%—cv;
mais |'équation de I'article 34 donne, lorsquen = o,
1 dot  dyt  ds%\ _
;S“‘(?r:‘f an "'E?")"“'

A+ B+ Cp=aH,
XI. 4o

Donc onaura
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A, B, C éant les moments des forces primitivesd'impulsion et H éant
une condante arbitraire, qui doit é&re nécessairement positive.

Si, dans cette équation, on subgtitue pour A, B, C les expressons
del'articleil,

?Gi’ rrcf, Y'Crl
a
C'cod, C'oogm, C'oom,

e pour ¢, w, ¢ cdles del'article 17,

ficosh, Oceosp, fcosy,
on aura

ficosi cosh -+ cOSm COSp + COSR COSY) = ?‘—I;I-

Dans cette formule, I, m, n sont les angles que I'axe perpendiculaire
au plan invariable fait avec les axes fixes desx, y, z e &, g, v sont
les angles que I'axe instantané de la rotation composée, dont O et la
vitessg, fait avec les mémes axes donc, S 1'on nomme I|'angle que
I'axe ingantané de rotation fait avec I'axe perpendiculaire au plan
invariable, on aura, par une formule connue,

€085 = c05{ 2087 -+ COI AL COS A -+ CRI N COSY

€, par conséquent,

él:Diﬂ' = ?C—I,I!

ol laquantité %I,' es une congtante qui dépend de'état initial ; ce qui

donne un rapport, indépendant de la figure du corps, entre la vitesse
rédle de rotation a chaque instant et la position de I'axe de rotation
relativement au planinvariable.

Aureste, s I'on prend le plan desxy de maniére qu'il pase par le
centre du corps et par la droite suivant laquelle se fait I'impulsion, les
congtantes A et B deviendront nulles (art. 16), et I'équation générale
trouvée d-dessus e réduira a

Gé::ﬂ,
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laquelle fait voir que la vitese de rotation par rapport a I'axedess,
Ces-a-dire paralléement au plan de I'impulsion, demeure toujours la
méme.

8V |.— Propriétésrelativesalamoindreaction.
39. Nous allons maintenant considérer le quatriéme principe, celui

delamoindreaction.
En nommant u la vitesse de chaque corpsm du systéme, on a

da? d‘r‘ L
| —_—
W= gE et g

et |'équation des forces vives (art. 34) devient

Qu(% +n) =H,
laquelle, éant différentiée par rapport ala caractéristique 8, donne

Sm(uﬁ‘uﬁ-&ﬂ)zo.

Or, |l &ant une fonction dep, g, r, ...,on a

M=Pdp+Qdg+RIr+....
Donc
Sm(Pip+Qﬁq+l’lﬂr+‘.,)-_——Smnau.

Et cette équation aura toujourslieu, pourvu que
Pdp+Qdg+Rdr+...
it une quantité intégrable et que la liaison des corps soit indépen-
dante du temps, dle cesserait d'ére vraie s I'une de ces conditions
n'avait pas lieu.
Qu'on subgtitue maintenant I'expression précédente dans la formule
générale dela Dynamique (Sect. | |, art. 5), elledeviendra

Sm(—,a“- Loy + Ta:_uau)_n
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Or
x dr + Pty dy +d*sds =d{drdr 4 dydy +dsds)

—deddr—dyddy —dsdis.

Mais, parce que les caractéristiques d et & représentent des différences
ou variations tout a fait indépendantes les unes des autres, les quan-
tités Az, diy, dds doivent étre la méme chose que 3dx, Sdy, &ds.
D'ailleurs, il est visible que

dir dde + dy Sy + dsddz = § &{dr + dy' + d57).
Donc on aura
/by -+ dy &y + @72 85 = d{dr dx 4 dy dy + oz 5) — } St oy + 3%,
Soit s I'espace ou I'arc décrit parle corps m dans le tempst; on aura

P s
l [
a5 =y dat+ dy‘-—o-d di= m

Donc
Pade+dydy + dsds = d{dv 3z + dy 8y + dsd3) — drdds;

et, de |2
@ iz of (dzdr - dydy + dads) dds
b dz:+ i d_r-f— &Fa‘ = g —~ u’—d?<

Ainsi la formiile aénérale dont il sanit deviendra

didedr + dv 3y + J=d3)
ot .

u'g-—udu] —=ua,

ou, en multipliant tous les termes par |I'élément constant dx:é—: et
remarquant que udds - ds fu = S{uds),

Sm[d(d.:ra&' +i'.':af+d= 82} _a(uda)] =

Comme le signe intégral S n'a aucun rapport aux signes différen-

tiels d et 8, on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-1a; et |'équation
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précédente prendra cette forme

dSn(i':'—:a.e+

Intégronspar rapport au sgnedifférentiel d, et dénotonscetteinté-
gration par lesgneintégral ordinairef; nous aurons

S (?Gx + lay + ;Ea:)-f&Smuds == gonst.
Or lesigne f, dans!'expression

fr!Srnu o,

ne pouvant regarder quelesvariablesu et set n'ayant aucunerelation
avec les Sgnes S et 8, il e clair que cette expresson et la méme

GSmfuds;

et, 5 1'on suppose que, dans les points ol commencent les intégrales
Suds onait

Zays §§as) — S muds=

chose que cdleci

& = 0, dy=o, d=a,

il faudra que la congante arbitrair e soit nulle, parce que le premier
membre del'équation devient nul dans ces points. Ainsi on aura, dans
ce cas
_ dx dy ds
GSmfuda_Sm(I&r+ I#yd—-&?h).

Donc, s I'on suppose de plus que lesvariations &, 8y, 85 soient
auss nulles pour les points ou les intégralesfuds finissent, on aura

smplement
d8Qm fudi=o,

ceg-a-direquelavariation dela quantité Smfmb sranulle; par
conséquent, cette quantité sera un maximum ou un minimum.
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De la résulte donc ce théoréme général :

Danslemouvement d'un systéme quel conque de cor psaniméspar des
forcesmutuellesd'attraction, ou tendantes a des centresfixes, et propor-
tionnellesa desfonctions quel conques des distances, les courbes décrites
par lesdifférentscorps, et leursvitesses, sont nécessairement tellesquela
sommedes produitsde chaquemasse par I' intégrale delavitesse multipliée
par I'élément de la courbe est un maximum ou un minimum, pourvu que
I'onregardeles premierset lesderniers points de chague cour be comme
donnés, en sorte que les variations des coordonnées répondantes a ces
pointssoient nulles.

C'es le théoréme dont nous avons parlé alafin de la premiére Sec-
tion, sous le nom de Principe dela moindreaction (*).

40. Mais ce théoréme ne contient pas seulement une propriété tres
remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir a déter-
miner ce mouvement. En effet, puisque laformule Smfmk doit &re
un maximum ou un minimum, il n'y a qu'a chercher, par la mé&hode
desvariations, les conditions qui peuvent la rendre telle; et, en em-
ployant I'équation générale de la conservation des foroes vives on
trouvera toujours toutes les éguations nécessaires pour déterminer le
mouvement de chaque corps. Car, pour le maximum ou minimum, il
faut que la variation soit nulle et que, par conséquent, on ait

6Smfud.::u;

et de |3, en pratiquant dans un ordre rérograde les opérations expo-

(") Lintégrale Smfuds est un maximum ou un minimum, si on la compare aux inté-
grales analogues refatives & tout autre mouvement du systéme qui serait produit par les
mémes forces et dans lequel, malgré I'introduction de liaisons nouvelles laissant subsister
le principe des forces vives, les positions initiales et finales resteraient les mémes. Peut-
étre cet énoncé, qui résulte évidemment do la démonstration, n'est-il pes rendu asez ex-
plicite dans lo texte (J.Bertrwid))

On pourra consulter, au sujet de ce principe, un article d'Olinde Rodrigue» inséré dans
la Correspondance de I'Ecole Polytechnique, t. 111, p. 159, et les Vorlesungen uber Dyna
mik de Jacobi.
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s d-desus on trouvera la méme formule générale d'oul lion était
parti.

Pour rendre cette méthode plus sensible, nous allons I'exposer ici

en peu de mots. La condition du maximum ou minimum donne, en

général,
BSmfuds:o,

et, faisant passer lesignedifférentiel & sous les signes § otf (cequi
e évidemment permis par la nature de ces différents signes), on aura

I'éguation
Smfd(u ds)—o,

ou bien, en exécutant la différentiation par &,

SQm f{dedu-+ udds)=a.

Je conddére d'abord la partie

Srnfn‘;iu;

en mettant pour ds sa valeur udt, elle devient

Smfuﬁud:,

ou, changeant I'ordre des signss et_f. qui sont absolument indé-
pendants I'un de I'autre,

Or I'éguation généraledu pr%ﬁ&i?%"dé"saf‘&oesvivesdonne (art. 34)
Smu':aﬂ — 1 Sm]],

dil éant égal a
Pdp+Qdy+Rdr+...3

donc, différentiant suivant &, on aura

Smadu=—Qmill=—Sm(Pap+Qdg+Rer+...},
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parce que, |1 éant supposfe une fonction algébrique dep, g, r,
la différentielle 8T est la méme que du, en changeant seulement d
en g, Aind la quantité

Qo de e

sréduira a cetteforme
—fa@t§m(pdp +Qdg+Rar+.. .1

Je conddére ensuite I'autre partie

Sm fudds,

et j'y subgtitue, ala place de ds, sa valeur exprimée par des coordon-
nées rectangles, ou par d'autresvariables quelconques. En employant
les coordonnées rectangles xy.z, on a

ds == st YT - daty
donc, différentiant suivant &,

=% dr ds
Buds = - 8dw + ady+ a:-ad..

ou bien, en transposant les signes d, 8 et écrivant &8 au lieu de &4,
ce qui et toujours permis a cause de I'indépendance de ces Sgnes,
o
Bels = —~d6x+ Iday+ T diz;

on aura ainsi, en substituant cette valeur et mettant dt ala place de ‘-if.

fum_f( ddz + -ldd_r+ uaaz).

Comme il setrouve ici, sous le signeintégral f. des différentielles
des variations 8z, &y, 4z, il faut les faire disparaitre par I'opération
connue des intégrationspar parties, suivant les principes de la méhode

desvariations. On transformera donc laquantité f%? dox en celle-ci,
qui lui est équivalente,
6-: f drd it =
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et, supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en sorte
que les coordonnéss qui répondent au commencement & a la, ftn de
I'intégrale ne varient point, on aura smplement

.

i d'a.r:—J d.z-d

On trouvera de méme

o dv
f%d&y:——f&ydm

ds
fa-‘-dh:—fasd'd‘,

de sorte qu'on aura cette transformée

jbuads':—f(dxd%f —l-dyd'% + 3z d's;:)-

e, pareillement,

Donc la quantité

Smfuéds

deviendra, en transposant les sones § et f e supposant dt constant,
~ fa Sm(am"' oG v aa gl

1 1 Amiimbimn At maas

fmimarima A~ »l
&£ diz
fd:Sm(l’ﬁp+Q&‘q+Ra;+ —&-fa ‘ﬂ, 3y+a—6-. =0,
laquelle devant avoir lieu, en général, pour toutes les variations pos
sbhles, il faudra que la quantité sous le s'gne_f soit nulle a chague
instant; on aura aing I'éguation indéfinie
Sm(laay+Qaq+nar+.,.+Fax+%%’ay+§.,a:)_o.

éguation qui es la méme chose que la formule générale de la Dyna-
mique (Sect. I'l, art. 5), et qui donnera par conséquent, comme celle-

, toutes les équations nécessaires pour la solution du probléme.
XI. 4
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41. Au lieu des coordonnées X, y, z, on peut employer d'autres
indéterminées quelconques, et tout se réduit a exprimer I'éément de
I'arc fisen fonction de ces indéterminées. Qu'on prenne, par exemple,
le rayon ou la distance rectiligne a I'origine des coordonnées, qu'on
nommera p, avec deux angles, dont I'un ¢ soit I'inclinaison de ce
rayon sur le plan des xy et |'autre @ soit I'angle de la projection du
méme rayon sur ce plan avec Taxe des x; on aura

s==pslng,  y=peosfsing,  ==peosdcosy,
et, dela, on trouvera
det=< o+ dy - A dpt -+ pH{ Y -+ cogt dpt),
expression qu'on pourrait auss trouver directement par la Géométrie.
Différentiant donc par dd changeant fden d, onaura
e d ey = alp o Go 4 p (A 4 conV gty dp
+ gR (Y B — sin vosd dot 86 - coaty) do d p);

I
d'oll, en divisant par df == T: et en intégrant, on aura
. dp d djl
f rrﬁd::fn‘t[df up +p(df, -+—c|:m‘¢ )ép]
-o-fds(p'—*- -i——p sm‘aww 6¢+p ms'q: 71)

On fe’adispara?trededeﬁouslesignef les doubles signesdé par
des intégrations par parties et I'on rejettera d'abord les termes qui
contiendraient des variations hors du signef, parce que ces varia-
tions, devant alors se rapporter aux extrémités de I'intégrale, de-
viennent nulles par la supposition que les premiers et derniers points
des courbes décrites par les corps soient donnés et invariables. On
aura ains cette transformée

Jrddi= fdudi=~ m,(‘“’ pﬂ-—pma 3'-)

da
r{ 1,
- [p rainieony & f(if?)]w +d(°°:' $)£
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par consdquent, I'équation du maximum ou minimum sera

fdcSm}Pap+06q+R6r+.‘.+(§;§—p t:-—PCDB'&Ps?.:)"P
!'.'!_‘E *

Egalant & zé&o la quantité qui est sous le s'gnef. on aura une
égquation indéfinie, analogue a cdle de I'article précédent, mais qui,
au lieu de variations &z, 8y, &z, contiendra les g, ¢3, 8 ; e l'on en
tirera les équations nécessaires pour la solution du probléme, en ré
duisant d'abord toutes les variations au plus petit nombre possble et
faisant ensuite des équations $parées des termes affectés de chacune
des variations restantes.

En employant d'autres indéterminées, on aura des formules diffé-
rentes, & I'on sera'assuré d'avoir toujours, dans chaque cas les for-
mules les plus smples que la nature des indéterminées puisse com-
porter. Voir le second Volume des Mémoires de I' Académie de Turin,
ou I'on a employé cette méthode pour résoudre différents problemes
deMécanique(').

42. Au regte, puisque ds— udt, la formule

Smfn dt,

qui e un maximum ou un minimum, peut auss se mettre sws la
forme §m fu’ dt, on
j’d‘tSmu',

dans laquelle Smu® exprime la force vive de tout le syséme dans un
instant quelconque. Ains le principe dont il Sagit se réduit propre-
ment & ce que la somme des forces vives ingtantanées de tous les corps,

(') Voir auss une Note remarqueble dOlinde Bodrigues, Correspondance sur I'Ecole
Polytechnique, tome 111, pege 159. (J. Bertrand.)
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depuis le moment ou ils partent des points donnésjusqu‘a celui ou ils
arrivent ad'autres points donnés, soit un maximum ou un minimum.
On pourrait donc I'appeler, avec plus de fondement, le principe de la
plus grande ou pluspetiteforce vive; et cette maniere de |'envisager
aurait |'avantage d'étre générale, tant pour le mouvement que pour
J'équilibre, puisque nous avons vu, dans la troisieme Section de la
I"®Partie (art. 22'), que la force vive d'un systéme est toujoursla plus
grande ou la plus petite dans lasituation d'équilibre.
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SECTION QUATRIEME.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES POUR LA SOLUTION DE TOUS LES PROBLEMES
DE DYNAMIQUE.

1. Laformule a laquelle nous avons réduit, dansla deuxiéme Sec-
tion, toute la théorie dela Dynamique n'a besoin que d'ére déveoppée
pour donner toutes les équations nécessaires a la solution de quelque
probléme de cette stience que ce soit; mais ce développement, qui
n'es qu'une affaire de pur calcul, peut encore &re smplifié a plu-
sSeurs égards par les moyens que nous alons employer dans cette
Section.

Comme tout consge a réduire les différentes variables qui entrent
dans la formule dont il sagit au plus petit nombre possble, par le
moyen des équations de condition données par la nature de chagque
probléme, une des principales opérations et de substituer a la place
de oes variables des fonctions d'autres variables. Cet objet est toujours
facile aremplir par les méhodes ordinaires; maisil y a une maniére
particuliére d'y satisfaire relativement a la formule proposée, qui a
I'avantage de conduire toujours directement a la transformée la plus
smple.

2. Cette formule e composée de deux parties différentes qu'il faut
consdérer séparément.
La premiére contient les termes

dl: & a
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qui proviennent uniquement des forces résultantes de I'inertie des
corps

La seconde et composte des termes

Sr_n (Pdp+ Qg +Har+...),

dus aux forces accélératrices P, Q, R, ... qu'on suppose agir effecti-
vement sur chague corps suivant les lignesp, g, r, ..., € qui tendent
a diminuer ceslignes. La somme de ces deux quantités, éant égalée

zéro, condtitue la formule générale de la Dynamique (Sect. | I,
art. 5).

3. Congdérons d'abord la quantité
A i - dydy +dsbs;

il e clair que, s I'ony gjoute celle-ci
dr dis + dy diy + dz dds,

la somme sera intégrable et aura pour intégrale
dx G + dy gy + dz 8z,

D'oU il aar dir - el y By 4 a2 82 = of (i 2 + ely 3y + 3 3z)
— dz ddz — dy diy — dz ddz,

Or, le double Sgne dé étant équivalent & 84 par les principes connus,

laquantité de d8z -+ dy dBy + dzd8x peut seréduirealaforme
dir ddox + dy Sdy - dz ids,
cet-adire a
F3{dr 4 )+ dsth
Ains I'on auracetteréduction
dtrde 4+ dty 8y o dis 8z = didi do + dy 3y + ds ds)—§ Hdet+ dy - dath,
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par laquelleon voit que, pour calculer la quantité proposée

ade +dydy +dPids

il suffit de calculer cesdeux-ci, qui ne contiennent que des différences
premiéres,

drdz +dydy +dzds, dat+dy'+ ds,
et de différentier ensuite I'une par rapport a d et 'autre par rap-
port a ¢.

4. Supposons donc qu'il sagse de subgtituer a la place des va-
riables x, y, z des fonctions données d'autres variables & $. g, ...+
différentiant cesfonctions, on aura des expressons de la forme

de=Adi+B dp+Cdp...,
dy=Adi +Ddl+Cdp+....
d: = A"H + B+ Cllg+...0

dans lesqudles A, A', A", B, B', ... seront des fonctions connues des
mémes varg, §, g, ...1 e lesvaleursde éx, 8y, 85 seront expri-
mées auss de la méme maniére, en changeant ssulementd en 8.

Faisant oes subdtitutions dans la quantité da 8z + dy 8y + dz 8z,
elle deviendra de cette forme

FaZdZ v G(aEd) + A dE) +~ Wb 8 + T(dEdp + dp Ty +...,

ouF, G, H,I, ... seront desfonctionsfiniesdek, 4, g, ....
Dongc, changeant & en d, on aura auss la valeur de

deto- dyt o dat,
laquelle sera
Fdit+ aGaidy + Hdr+al Bep+.. ..
Qu'on différentie par d la premiére de ces deux quantités, on aura
la différentielle

A(Fdf) 8 + F df dif
+ d(GdE) Y + (G o) 8 + G A d3 + G hddE
+d(Hdp)¢f+ Hdbddp +...3
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différentiant ensuite la seconde par 9, on aura celle-ci :

3F ) aF o
+ 200G didf + 26 dY 38 + 3G df ddy
T F TIPS T ¥ N

Si donc I'on retranche la moitié de cette derniére différentielle de
la premiére, e qu'on observe que #8 et 82 sont la méme chose, on

aura
d(Fdi)ydi —1dF &
o (G ) B + o (G ) 8 — 86 dE ol
e d{ M) i em  SH s,

pour la valeur transformée de la quantité
rdz +dydy -+ dtsds.

Or il et visible que cette valeur peut se déduire immédiatement de
la derniere différentielle, en divisant tous les termes par 2, en chan-
geant les sgnes de ceux qui ne contiennent point la double caracté
ristique 8d, e en efacant dans les autres le d aprés le 8, pour I'appli-
quer aux quantités qui multiplient les doubles différences affectées
de £d. Ains le terme §Fd¥® donne — L8F W2, le terme uF % 24
donnera #(F a%) 3%, le terme a8G A% dy donnera — 8G # 44. le terme
26 o} Edf donnera d(G )&%, et ains des autres.

5. D'ol il Senguit que, S I'on désigne par® la fonction de §, ¥, 5. ...
etde g%, @, dp. ... dans laquelle se transforme la quantité
Vdzt - dptaedaty

par la substitution des valeurs de x, y, z en & . ¢. ..., on aura, en
général, cette transformée

a8z + 'y oy + etz d‘...——f—(—- +r£;:£)&..

+(-E +dm)aq. +(—g+d‘%)6? Fo.
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en dénotant, suivant |'usage, par g le coefficient de & dans la diffé-
rence 80, par ¥ coefficient de 3% dansla méme différence, et ains
des autres.

6. Cequ'on vient de trouver d'une maniére particuliere aurait pu
I'étre plus smplement e plus généralement par les principes de la
méhode desvariations.

Sait, en effet, @ une fonction quelconque de x, y, z ..., dx, dy,

dz, ..., d', &y, &5, ..., laguelle devienne une fonction de &, .
%1 oo by B, dyp, oo, E B, dY, ..., par la substitution des va-
leurs de x, y, s, ... exprimées en &, 4, g, ...; en différentiant par

rapport 8, on aura cette équation identique
_ o &b %
LR R Pt L L LR
+_gb+%idj+a—%8d‘y+...
+g5:+%dd:+3%6d'= ‘..
— ?éas-.-gaqﬁga”...

- a‘% 2aE + 3‘% ek + ;‘%ddy _

Qu'on y change les doubles signes 8d, &4, ... en leurs équivalents
48, a8, ...; qu'ensuite on intégre par rapport adet qu'on fase dis-
paraitre, par des intégrations par parties, tous les doubles sgnes 8,
&8, ... smsles'gneintégralfqui serapporte au sgnedifférentiel d;
on aura une équation de cette forme

JAds + By +Cda +..) +2Z
=fINE+ B+ Cdp+..) + T,
XI. 42
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dans laqudle w0 w »
A:a—x—-dm+d’m‘—wv
] o LLd
1':3}_‘3@""{'3?‘?—”"
_ e 1 30
C._E--bfm-i-d'awl—— )
L ob 3 3
A_.-'E a‘a—d—q.+d'm .
. 0
B_w-—qu-d'm s
- Ll b
C.—-a}:—-dm+(ﬂ€&.—-‘i-— 1
o i Ly d
kA ‘+(3d_’; ._dm +.,.)3S+a——'ﬁ;—-ffaz‘+
L d kL]
+(m—d§d,—.}_+.‘.)6y+ﬁ-}-’d5y+
H Ll
+(m—aa—m+ )as+w-da.+
i
ﬂ=+(a —d g +..‘)6£+:—:?d6£+,..

23
i
(o i?++.,.)a¢-»$¢a&p+...
% _dfi% +‘..)6p+£,-‘$d69+,..
Donc, redifférentiant et trangposant, on aura I'équation
AdT+Bly+Cds+...~AU— B —Cdp—...=dl'— dZ,

laguelle doit é&re identique et avair lieu quelles que soient les varia-
tions ou différences marquées par lalettre &,

Ainsi, puisque le ssoond membre de cette équation et une diffé
rentielle exacte par rapport a la caractéristique d, il faudra que le prc-
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mier membre en soit une aussi par rapport a la méme caractéristique,
et indépendamment de la caractéristiquea; or c'est ce qui ne se peut,
parce que les termes de ce premier membre contiennent simplement
les variations 8@, 8y, 82, ..., 85, 8¢, 8¢, ..., et nullement les diffé-
rentielles de ces variations.

D'ou il suit que, pour que I'éguation puisse subsister, il faudra
nécessairement que les deux membres soient nuls chacun en particu-
lier; ce qui donnera ces deux équations identiques

Ade + By +Cds +. . =AM B+ BN+ Cdy+...,
dt =dZ,
lesquelles peuvent étre utiles dans différentes occasions.
Soit, par exemple,

b= L{det - oy - Al57),

on aura F7 E Y p b

F 2 E ¥ T Pz

et ainsi des autres quantités semblables; donc
A==—atr, B==—dy, [ -, ¥

ensuite, comme & ne contient que des différences du premier ordre,
on aura simplement

30 i
"‘“3? dm»
E dr,
=$—-dm’

Donc on aura |'équation identique
—Pado—dyly—drdsn (%g -d:-;'g)ag

(- ) (oo

qui saccorde avec celle de I'article 5.
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7. 1l réaulte de la que, pour avair la valeur de la quantité

d'.:r d's
S (Gt + FE+ %)
on fonction de §, ¥, ¢, .... il suffira de chercher la valeur de la
quantité : dor o
;Sm(E’F ‘an T Tﬂ?)

en fonction de &, ¢, ¢. -.- e de leursdifférentielles; car, nommant T
cette fonction, on aura sur-le-champ la transformée

(g~ ) %+ (Fsap — 3) o+ (g — 55 oo+

Et cette transformation aura lieu également quand méme, parmi les
nouveles variables, il se trouverait le tempst, pourvu qu'on le re-
garde comme congant, cest-a-dire qu'on fase 8t <o

Deplus, il et facile devoir qu'une paréille transformation aura lieu
auss dans le cas oll les variations 8, &}, &9, ... ne seraient pas des
différentielles exactes, pourvu qu'dles représentent des quantités indé-
terminées & que la variation 8T soit de la forme

. 8T T aT sy
a7 _E£+mdﬂ+w6¢+mdaq‘+...,
quelles que soient d'ailleurs les coe‘ficients‘-g, g-? g'—i.
8. Au rede il est bon de remarquer que, S I'expresson de T ren-
ferme un terme dA, qui soit la différentielle compléte d'une fonction A
dans laguelle une des variables, comme E, n'entre que sous la forme

finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée précédente, relati-
vement a cette variable. Car, faisant

oy A . A
T=dh=F &+ Fpd+..,
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T _ oA
ig=x®
TSN

%=_&3§d&+—§*d¢+...: B - =dg

oT iTF - .
Donc dm - % coefficient de 8%, deviendra

A ok _
dﬁl—daf-_ﬂ-

Il Senauit de Ia que, S I'expresson de T contenait un terme de la
forme BdA, A éant fonction de &, ¢, ..., sans &%, et B une fonction
quelconque sans £, ce terme donnerait simplement, relativement a la

variation de &, leterme %% dB.

Car, donnant au terme BdA la formed(BA) — A dB, on voit d'abord
que le terme d(BA) ne donnerait rien relativement a la variation de &,
puisque AB contient ¥ sans #; ensuite, comme dB ne contient point
Znidf et que A contient § sansd%, on voit qu'en faisant T =— AdB,
onaura

T 4T A
m:a et —EE:———GEJB,

de sorte que le coefficient de 4§ seréduiraa %‘—E‘ dB.

9. A I'égard de la quantité P8p~ Q87 +Rdr+..., dle et tou-
jours facile & réduire en fonction de & ¢, ¢, ..., puisqu'il ne sagit que
d'y réduire sfparément les expressons des digances p, g, r, ... € des
forces P, Q, R, — Mais cette opération devient encore plus facile,
lorsque les forces sont telles que la somme des moments, c'et-a-dire

la quantité
Pdp+ Qdg-+Rdr+...,

est intégrable, ce qui, comme nous |'avons dé§ja obsarvé, et propre-
ment le cas de la nature.
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Car supposant, commedans|'article34delaSection| | |,
dl=Pdp+ Qdg+ Radr+...,
on aura |l exprimé par une fonction finiedep, q, r, ...; par cong
quent, on aura auss
M=P3p+Qdg+Rér+....

Multipliant par m et prenant lasomme pour touslescorpsdu systeme,
on aura
Sm(Pap-+ Qdg +Rdr+...)={§m =2 §mll,

puisque le Sgne s est indépendant du signe 8.

11 n'y auraaing qu'achercher lavaleur delaquantitésmll en fonc-
tion de £, ¢, 4. ...; cequi nedemande que la substitution desvaleurs
de x,y,z ..en& ¢ 9, ..., dans les expressons de p, q, ...
(I"® Partie, Sect. | | , art. 1); et cette valeur de Smll é&ant nomméeV,
on aura immédiatement

6V-—-—6£+a¢6¢+ gL

10. De cette maniére, laformule générale dela Dynamique (art. 2)
sratransormée en celleci
T+ ddo4.. .=

danslaquelle on aura

qT T 3¥
E=dr --ﬂ—-{n—ﬁ-g
oT 4T 4V
Y=dsm—n sy
T AT 4oV

en supposant
T:-;-Sm(%’+%§+§), \"=SmlI

dl=Pdp+Qdy+Rdr+.._..
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S les corps m & m'du syséme, regardés comme des points dount la
disance mutuelle es p, Sattiraient avec une force accélératrice repré-
sentée par P fonction de p, il es facile de voir que le moment de cette
force serait exprimé par mm'p dp, et il faudrait ajouter a la valeur deV
la quantité mm"fp(n e aing sil y avait dans le sygéme d'autres
forces d'attraction mutuelle.

En général, s le sydéme renfermait des forces queconques F,
G, ..., tendantes a diminuer la valeur des quantitésf, g,.... on aurait
F&f, G&g, ..., pour les moments de ces forces (1'° Partie, Sect. Il.
art. 9); e en regardant F comme fonction de f, G comme fonction
de g, etc,, il faudrait ajouter a la valeur de V autant de termes de la
forme f'Fdf, deg, ... qu'il y aurait de pareilles forces

Or, s dans le choix des nouvellesvariables%, ¢, ¢. ... on aeu égard
aux équations de condition données par la nature du syseme proposg
en sorte que oss variables soient maintenant tout a fait indépendantes
les unes des autres, e que, par conséquent, leurs variations 8%, &b,
&g, ... demeurent absolument indéerminées, on aura sur-lechamp
les équations particulieres

E=u, Y=g, d=o, -

lesquelles serviront a déterminer le mouvement du syséme, puisque
oss équations sont en méme nombre que les variables &, ¢, g, ... d'od
dépend la position du syséme a chague instant.

il. Mais, quoiqu'on puise toujours ramener la question a cet état,
puisqu'il ne sagit que d'diminer, par les équations de condition, au-
tant de variables qu'dles permettent de le faire, e de prendre ensuite
pour &, ¢, ¢, ... les variables restantes, il peut néanmoins y avair des
cas ol cette voie Soit trop pénible et ol il soit & propos, pour ne pas
trop compliquer le calcul, de conserver un plus grand nombre de
variables. Alors les éguations de condition auxquelles on n'aura pas
encore satisfait devront &re employées a éliminer, dans la formule
générale, quelquesunes des variations &, &), ...; mais au lieu da
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I"élimination actuelle, on pourra aussi faire usage de la méthode des
multiplicateurs, exposée danslal " ®Partie (Sect. I V).

Soient

L=—o M=o, N=o, e
les équations dont il sagit, réduites en fonctions de §, §, g, ..., en
sorte que L, M, N, ... soient des fonctions données de ces variables.
On ajoutera au premier membre de la formule générale (article précé-
dent) la quantité
W3l p M 4 veN -, .,

dans laquelle ®, M, ¥ ... sont des coefficients indéterminés; et I'on
pourra regarder alors les variations 8§, 84, &9, ... comme indépen-
dantes et arbitraires.

On aura ainsi I'équation générale

EX W+ Ddyp+. ..+ + pdM+-yN+... =0,

laquelle, devant étre vérifiée indépendamment des.variations SE. 3'#,
3'.?. +..» donnera ces équations particulieres pour le mouvement du
systéme
iL M &N
E-}-la—E +}A-6E +va—£~+,..':n,

5L 4 3
‘F+la—$ +p3%{-+y3!—; 4 =0,

¢+1§;¢+p%+vg-g+,..:c,

d'oll il faudra ensuite éliminer les inconnues &, w, ¥, ..., ce qui dimi-
nuera d'autant le nombre des équations; mais, en y ajoutant les équa-
tions de condition qui doivent nécessairement avoir lieu, on aura tou-
jours autant d'équations que de variables.

12. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus ou
moins simples, et surtout plus ou moins propres pour |'intégration,
il n'est pas indifférent sous quelle forme elles se présentent d'abord;
et c'est peut-étre un des principaux avantages de notre méthode, de
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fournir toujours les équations de chaque probléme, sous la famé la
plus smple relativement aux variables qu'on y emploie» et de mettre
en éat de juger d'avance quelles sont les variables dont I'emploi peut
en faciliter le plus I'intégration. Voici, pour cet objet, quelques prin-
cipes généraux, dont on verra ensuite I'application dans la solution de
différents problémes

Il es clair, par les formules que nous venons de donner, que les
termes différentiels des équations pour le mouvement d'un syséme
quelconque de corps viennent uniquement de la quantité T qui ex-
prime la somme de toutes les quantités %“’(T + %-'—1- relati-
vement aux différents corps; chague variable f|n|e comme E, qui en-
trera dans I'expresson de T donnant leterme— X *® e chaquevariable
différentielle, comme %, donnant leterme dii??{' D'ouI'on voit d'abord

que les termes dont il Sagit ne pourront contenir d'autres fonctions
des variables que cedles qui s trouveront dans I'expresson méme
deT; par consjquent, si, en employant des sinus et cosnus d'angles,
ce qui s présente naturellement dans la solution de plusieurs pro-
blémes, il arrive que les snus e codnus disparaissnt de la fonc
tion T, elle ne contiendra alors que les différentielles de ces angles, et
les termes en question ne contiendront auss que ces mémes différen-
tielles. Ains il y aura toujours a gagner, pour la smplicité des équa-
tions du probléme, & employer ces sortes de subgtitutions.

Par exemple, s, a la place des deux coordonnées x, y, on emploie
le rayon vecteur r, mené du centre des mémes coordonnées et faisant
avec I'axe desoc I'angle ¢, onaura

a=rcosg, y=riing
et, différentiant,

dx —congdr—reingde, dy=sinedr+ rcoagdy;
donc
dad+- dyv=dr + ridg,
XI. 43
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expresson fort smple, qui ne contient ni Snus ni cosnus de ¢.
mais seulement sa différentielle dp. De cette maniere, la quantité
de? - dy’ + ds* ®trouvera changéeen 7' dp* -+ drt -+ ds.

On pourrait encore substituer, au lieu der e s, un nouveau.rayon
vecteur p avecl'angle ¢ que ce rayon fait avecr, qui en est la projec-
tion; ce qui donnerait

r=geoad, a=paing

et, par conséquent,
drt  dst = dpl + plaif;

de sorte que la quantité
x4 dy? - o

serait transformée en celeci :

p*(coetd dp? + B 4 dp?.
Ici il et clair que ¢ sera le rayon mené du centre des coordonnées au
point de |'espace ou et le corps m, § sera l'inclinaison de ce rayon
aur le plan des xy, e ¢ I'angle de la projection de ce rayon sur le
méme plan avec |'axe des x; et I'on aura, commedans |'article 4 dela
Setion |1, 1" Partie,

rx=peoadensy,  p=qcoidsing,  s—=psing.

Enfin, on pourra employer a volonté d'autres substitutions, et,
lorsque le syséme et composé de plusieurs corps, on pourra les rap-
porter immédiatement les uns aux autres par des coordonnées rela-
tives, les circongances de chaque probléme indiqueront toujours
cdlesqui seront le plus propres. On pourra méme, aprésavoir trouve,
d'apres une substitution, une ou queques-unes des équations du pro-
bléme, déduire les autres d'autres substitutions; ce qui fournira de
nouveaux moyens de diversifier ces équations, e de trouver les plus
smples et les plus facilesa intégrer.

13. Les autres termes des équations dont il sagit dépendent des
forces accélératrices qu'on suppose agir sur les corps et des équations
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de condition qui doivent subsster entre les variables relatives la
postion des corps dans I'espace.

Lorsque les forces P, Q, R, ... tendent a des centres fixés ou a des
corps du méme systeéme et sont proportionnelles a des fonctions quel-
conques des distances, comme cda a lieu dansla nature, la quantitéV,
qui exprime la somme des quantités

mf(?dp+ Qdg--Rdr+...)

pour tous les corps m du systeme, sera une fonction algébrique des
distances et fournira, pour chaque variable E dont ele se trouvera
composée, un terme fini de la forme %

De méme, les équations de condition

L=uo, M=o,

fourniront pour la mémevariable E les termes 7\%‘, ‘%. oy €t aing

des autres; de sorte qu'il n'y aura qu'a ajouter a la valeur de V les
quantités kL, M, ..., en regardant ensuite &, p, ... comme con-
dantes dans les différentiations en &.

S donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction T
n'entrent point dansV, ni dansL, M, ..., leséquations relatives a ces
variables ne contiendront que des termes différentiels, et I'intégration
n'en sra que plus facile, surtout s cesvariables ne s trouvent dans
Tque sus la forme différentielle. C'est ce qui aura lieu lorsque, les
corps étant attirés vers des centres, on prendra, pour coordonnées, les
distances a ces centres et les angles décrits autour d'eux.

14. Uneintégration qui a toujours lieu, lorsgue les forces sont des
fonctions de digtances et que les fonctions T, V, L, M, ... ne contien-
nent point la variable finie t, ex celle qui donne le principe de la con-
servation des forces vives. Quoique nous ayons d§a montré comment
ce principe résulte de notre formule générale de la Dynamique
(Sect. 111, art. 34), il ne sera pas inutile de faire voir que les équa-
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tions particuliéres déduites de cette formule fournissent toujours une
éguation intégrable, qui et celle de la conservation des forces vives.

Ces équations, congdérées dans toute leur généralité, éant chacune
delaforme(art.il)

L.13 AT Y 3L M
TETETETIgtEE T

s on les gjoute ensemble aprés les avoir multipliées par les différen-
tielles regectives o%, d¢, ... & qu'on fase attention que les quan-
tités V, L, M, ... sont par I'hypothése des fonctions algébriques des
variablest, ¢ ... sanst, il et clair qu'on aura I'équation

(ﬂ';:—g—%?)dH(d,%—%—;)w«.'+¢v+m.ﬂ‘m+.,..___o;

mais,
L=o, M=o

éant les équations de condition, on aura généralement
dl=o, dM =o, RN
par conséquent, I'équation précédente se réduira a
(d%_% & 4. .- d¥ =0.
Orma

et comme T est une fonction algébrique des variables E, ¢, ... e de
leurs différentielles &, di, ... sanst, on aura

AT a1 aT 4T .
d‘r._-agi+a—d£d'i+a¢d¢+ mdﬁp .o
donc I'équation deviendra

d(a%d!+3%dp+‘..)—ﬂ+ﬂ=o,
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laquelle est évidemment intégrable et dont I'intégrale est

g%dia- %dcp-i-.‘ v T+ ¥V =z conat.

Maintenant, puisque
. dat dr’ dat
T= S’ ( + W)'
il est évident que, quelques variables qu'on substitue pour X, y, z, la
fonction résultante sera nécessairement homogéne et de deux dimen-

sions relativement aux différences de ces variables; donc, par le théo-
réme connu, on aura

T T
mlﬁ -+ mti‘{l e, =
Donc I'intégrale trouvée sera simplement
T + ¥ =const.,

laquelle contient le principe de la conservation des forces vives
(Scct. 111, art. 34).
Si laquantité V n'était pas une fonction algébrique (‘)¢ on n‘aurait
bee Lid
¥d§+. L= dY,

et si les quantités T, L, M, ... contenaient aussi la variable t, alors

(») Il faut, pour comprendre ce pessago, se rappeler la définition de lafonction V. Ona

¢ (art. 9
pos2( ) Al =Pdp +Qdg -+ Bedr ...,
puis ensuite .
¥ = Sa1l.
Pour que V soit, suivant I'expression de Lagrange, une fonction agébrique, il faut et il
Uffit que t en soit une, cest-ardire que

Pdo +Qdg+~Ndr+...
soit une différentielle exacte; S cdan'apeslieu, lafonction 7t n'existe plus, et il en est de
mémede V : fonction agébrique signifie smplement ici fonction, et cette expresson ne

doit, en aucune fagon, étre regardée comme opposée a cdlle de fonction non algébrique.
(J. Bertrand.)
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leurs différentielles o1, 4L, €M, ... contiendraient auss les termes
M, M, M . S . e
A dt, " gty L donc les réductions qui ont rendu I'éguation

intégrable n'auraient plus lieu, ni par conséquent le principe de la
congervation des forces vives.

15. Quoique le théoreme sur les fonctions homogénes dont nous
venons de parler soit démontré dans différents ouvrages, & qu'on
puisse, par conséquent, le supposer comme connu, la démongration
que voici est § smple que je ne crois pas devoir la supprimer. S F est
une fonction homogéne de différentes variables oc, y, ..., e qu'dle
soit de la dimension n, il etclair qu'en y mettant ax, ay, ... a la
place dex, y, ..., €lle deviendra nécessairement a" F, quelle que soit
la quantité a. Donc, faisant a— | + X, et regardant a comme une
quantité infiniment petite, I'accroissement infiniment petit de F, da
aux accroissments infiniment petits xX, Xy, ... dex.y,.., sra nxF.
Mais, en faisant varier x, y, ... de ax, ap, ..., on a, en général, pour
lavariation deF,

oF aF
Friainy 35,“—"*'---
Donc, égalant css deux expressions de |'accroissement de F e divisant
par a onaura
nF= g;""‘g?"*'"“

16. L'intégrale relative a la conservation desforces vives es d'une
grande utilité dans la solution des problémes de Mécanique, surtout
lorsque la fonction T ne contient que la différentielle d'une variable
qui ne s trouve point dans la fonction V; car cette intégrale servira
alors a déterminer cette méme variable e a éliminer des équations
différentielles.

A |'égard des intégralesqui serapportent a la conservation du mou-
vement du centre de gravité et au principe des aires, et que nous avons
déa trouvées d'une maniere générale dans la Section I | |, elesse pré-
senteront d'dlesmémes dans la solution de chague probléme, pourvu
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gu'on ait soin, dans le choix des variables, de sfparer le mouvaient
absolu du systéme des mouvements relatifs des corps entre eux, ains
que nous I'avons fait dans la Section citée.

Les autres intégrales dépendront de la natur e des équations différen-
tielles de chaque problémc, e Ton ne saurait donner de régle générale
pour lestrouver. Il y a cependant un cas trés éendu qui et toujours
susceptible d'une solution compléte en termes finis : cest celui ou le
systéme ne fait que de trés petites oscillations autour de sa situation
d'équilibre. Nous degtinons une Section particuliére a ce probléme, a
cause de son importance.

17. Lorsque le syseme dont on cherche le mouvement est composé
d'une infinité de particules ou ééments dont |I'assemblage forme une
masz finie de figure variable, il faut employer une analyse semblable
a celle que nous avons exposte dans le § Il de la Section 1V de la
1" ¢ Partie; mais a la place de la caractérigtique d, que nous y avons
employée (art. 11 et suiv.) pour désgner les différences des variables
relatives aux différents ééments du syseme, il faudra substituer la
caractérisique D, qui répond a la caractérigique intégrale S, relative
a tout le systéme, afin de pouvoir conserver |'autre caractéristiqued
pour les différences relatives au temps, auxquelles nous I'avons des
tinéedansla Section 11 delal | ¢ Partie, article7.

Ainsi, en nommant m Ja mase entiére e Dm un de s déments,
il faudra mettre Dm au lieu dem dans lesexpressonsde T e de V de
I'article 10.

Sil y a pour chaque dément du corps des forces F, G, ... qui
tendent a diminuer les quantités f, g, ... dont ces forces sont fonc-
tions, il faudra ajouter a la valeur de V les expressons Sfl?df,

Sdeg,
Et sil y a des équations de condition
L=o, M=0,

qui doivent avoir lieu a chague point de la masse m, il faudra mettre
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NASL, § 18, ... dlaplacede A 8L, pdM, ..., dans les formules de
I'article 11.

Les quantitésf,g,.... ains quelL, M, ..., pouvant renfermer des
différences des variables relatives a la caractéristique D, il faudra alors
faire dispar aitre les doubles signes £D, 80", ... par I'opération connue
des intégrations par parties, de maniére qu'il ne reste sous le signe S
que les variations smples marquées par §; et les termes hors du
sgne S e rapporteront uniquement aux extrémités des intégrales.

Il faudra enfin avoir égard auss aux forces et aux équations de con-
dition relatives a des points dé&erminés de la mase m, & en tenir
compte dans la formule générale; mais eles ne donneront que des
termes indépendants du signe S.

Les variations qui resteront sous le sgne S donneront, en égalant
leurs coefficients a zéro, autant d'équations indéfinies pour le mouve-
ment de chaque éément du systéme; et les variations hors du sgne
donneront des éguations détcrminées pour certains points du systeme.
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SECTION CINQUIEME.

METHODE GENERALE D'APPROXIMATION POUR LES PROBLEMES DE DYNAMIQUE,
FONDEE SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES.

Les équations générales que nous avons données dans la Section pré-
cédente, étant du second or dre, demandent encore des intégrations qui
surpassent souvent les forces de I'analyse connue; on et obligé alors
d'avoir recours aux approximations, et nos formules fournissent auss
les moyens les plus propres aremplir cet objet.

1. Toute approximation suppose la solution exacte d'un cas de la
question proposée dans lequel on a négligé des déments ou des quan-
tités qu'on regarde comme tres petites. Cette solution formele premier
degré d'approximation, et on la corrige ensuite en tenant compte suc-
cessvement des quantités négligées.

Dans les problémes de Mécanique qu'on ne peut résoudre que par
approximation, on trouve ordinairement la premiére solution en
n'ayant égard qu'aux forces principales qui agissent sur les corps;
t, pour é&endre cette solution aux autres forces qu'on peut appeler
perturbatrices, ce qu'il y a de plus smple, ces de conserver la forme
delapremiére solution, maisen rendant variablesles consantes arbi”
trairesqu'ele renferme; car, s les quantités qu'on avait négligées et
dont on veut tenir compte sont tres petites, les nouvelles variables
seront a peu prés congantes, e 1'on pourra 'y appliquer les méhodes
ordinaires d'approximation. Ains la difficulté se réduit a trouver les
éguationsentre ossvariables.

On connait la méhode générale de faire varier les congantesar bi-
traires des intégrales des équations différentielles, pour que css inté

XI. 24
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gralcs conviennent auss aux mémes équations augmentées de certains
termes, mais la forme que nous avons donnée, dans la Section précé-
dente (art. 10), aux équations généralesde la Dynamique al'avantage
defournir unerelation entre lesvariations des condantes ar bitraires
que l'intégration doit y introduire, laquelle smplifie singuliérement
les formules de oss variations, dans les problémes oll eles expriment
I'effet des forces perturbatrices. Nous allons d'abord démontrer cette
relation; nous donnerons ensuite les équations les plus smples pour
déterminer lesvariations des congtantes ar bitr air esdansles problémes
dont il sagit.

§1.— Oul'on déduit deséquationsdonnéesdansla Section précédente
unerelation généraleentrelesvariationsdesconstantesarbitraires.

2. Soit un sygéme quelconque de corps m, animés par des foroes
accdératrices P, Q, R, ... qui tendent a des centres quelconques, fixes
ou non, et qui soient proportionnellesa des fonctions quelconques de
leurs distancesp, q, r, ... & Ces centres.

Supposons que, en ayant égard aux équations de condition du sys
téme, on ait exprimé les coordonnées #, ¥, = de chacun des corps en
fonctionsd'autresvariables §, ¢, g, ... qui soient tout afait indépen-
dantes entre dles et qui suffisnt pour déterminer la postion du sys-
téme a chaqueinstant.

On aura, pour le mouvement de tout le systéme, les équations de
I'article 10 de la Section précédente, et il est facile de voir que oss
équations seront du second ordrepar rapport aux variables§, §, g,...3
de sorte que les valeur s complétes de cesvariables, qu'on trouvera par
I'intégration et qui seront exprimeées en fonctionsdu tempst, contien-
dront deux foisautant de congtantesar bitrairesqu'il y adevariables.
Comme css congantes doivent demeurer arbitraires, on peut les faire
varier a volonté aind I'on pourra différentier les équations dont il
sagit relativement a oes constantes, qui sont SUpposEEs contenues
dans les expressions desvariables ¥, ¢, gy ««u.
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3. Faisons, pour plus de simplicité,

WE=dt, dy=d, dp=9'd, ..;

laquantité T deviendra une fonction de &, ¢, &, ... et do &, ', ¢ .. .;
e g lesforcestendent a des centres fixes ou a des corpsdu méme sys-
téme, la quantité V sera une simple fonction de &, ¢, g, .... Dans ce
cas en fasantZ=T —V, on aura

T _ & I T 1 X
FE—di® IR T @E  Tdy— at oy e
ou I'on pourra changer la caractérigtique 8 en d, puisqu'dle ne st
qu'a représenter des différences partielles.

Ains les équationsdifférentielles du mouvement du systéme (art. 10,
Sect. 1V), éant multipliées par dt, se réduiront a cette forme plus
smple o

a7 A
d;j‘? —- Es‘tﬂzol

0f  aZ

H?‘V-_ﬂd‘=o‘
W gk -
d;—?;—-ﬁdtzo.

4. Différentions oes équations par rapport & la caractéristique € ('),
gue nous regarderons comme relative uniquement aux variations des
condantes ar bitrairesqui sont censées contenues dans les expressons
des variables &, ¢, ¢, ... dont Z eg fonction; et comme la caractéris-
tique d, qui affecte les termes d%?—.» d%; «++y N'ed relative qu'a la
variable / qui représente le temps, on pourra, par les principes du
calcul des variations, changer la double caractéristique 3 en @8; de

(") On suppose ici que, ces équations ayant été intégrées, on ait substitué aux variables
k4 ... leurs expressions générales fournies par cette intégration. Les équations devien-
nent alors identiques et I'on peut les différentier par rapport aux diverses lettres qui y
figurent. (J Bertrand.)
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orte qu'on aura les équations

dad_E,‘ -—-G—gda_o.

[: X o7

dﬂﬂv --6 d't_,.o.
(J'G:—? — ggd{—r,,

De méme, S, pour représenter des variations différentes des mémes
condtantes arbitraires, on emploie la caractéristique A, onaura

d;ig?..—', —A%?ds:o.
oz

dﬂ-—,—-ﬁ dt= )

P A

a7 ot , _
(MT —A—a;a’l =u,

5. Multiplions maintenant les premiéres équations respectivement
par A%, A}, A, ..., e retranchons de leur somme cele des der-
niéres équations multipliées respectivement par 8§, 84, 82, ...; on
aura

da£
Afrﬁd}_‘— o-ﬁvdddq'r+dp:ﬁdv,
_— ,:m 5 d'd &n‘.’A——
% o E‘ P ey

-(nsa.~ +Ap 3 ETF + g a%-: +,..)m
( E‘E--f'stp a‘i‘&p A% +--..):f.t:_-o.

Or aEd&g;‘; =d(4;83?) —daESgg—’,; mais F4 =Ad;=AVds, &

cause de of = 5'd1; donc

ams% = d(azag;) *u'a%m.



SECONDE PARTIE.- SECTION V. 349
On aura pareillement
a’,dﬁ% :d(ﬂiﬁ%)—-&i‘a%d’r,

e aing des autres formules ssmblables
Par le moyen de csstransformations, |'équation précédente deviendra
de cette forme

dj AE&%+A¢3%+A¢ 5‘;%—,-1—...
!-a“a%qxpn%maq a%h...
_! Agag—f e ag—g Ay ag% o ads
f+a5'a§§ ~apegy AT e i

S a7 a7
3 Ay +d AT i A Ll
| 3 # & ‘d‘_o

.
t + 6&'&:—?, +a¢-a‘% +6¢'A% s

6. Or, s I'on dévdoppe les expressons 8‘%,8%...‘, aind que les

expressons semblables.ﬁ%» A +-» en regardant Z comme fonc-

7z
EE,!
tion de &, 4 ¢, ... et de &', 9", ..., il ez facile de voir que les
termes multipliés par dt dans I'équation précédente se détruisent mu-
tuellement. En effet, on a

% _ 97 azx PL o PE L,

0% __ OE &z [ IV T

A L, DT M . dT
35&1—@6&4‘64'—5‘?“#-.“*‘ ﬁﬁ GE+W6V o

JZ _ &L L o PL ..
GW_WJE+WG¢+...+Wﬁ+ b 3 +...,
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ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux différences
partiellesde Z, ce développement

azadl. |-A,aﬂ+ 4ozt +.sq.'a-—+

¥ 4,
--+T&35+d-d¢(4£ﬁ¢+ﬁ¢5€)+ aq45¢+
+ W(MG‘E'H\E'BEH-W(AE S A B+

f d‘z r '
Epﬁf (&4 8+ A a¢)+W(a¢&p + AP+

d T 3 * ' i’ ’ i
A ar+w(aa 3+ AY ae)-‘--q:,-a;. A+

\in changeant les caractérigtiques &, 4 I'unedans I'autre, on aurale
développement de I'expresson semblable

a;a-é +3vﬂd-¢+ O aa—_,+a¢*a$ -

Mais on voit que ce changement n'en produit aucun dans le développe-
ment précédent; d'ol il suit que les deux expressions sont identiques :
de sorte que, comme dles s« trouvent dans I'équation ci-dessus avec
des signes différents, elles doivent sy détruire.

7. Ains I'on aura smplement I'équation

Az %% L aps9t o ags 9%

p E EEF+ 'P d‘!"_‘_ ¢ d‘?u"t’ —.
—asaag—aqaa agn ‘

danslaquelle on peut changer Z en T, puisqueZ =T — V et que V ne
doit point contenir lesvariables¥', ¢, ¢, ...(art. 3).
On voit par cette équation que la quantité

A.Ed% +A‘pa% +aga§§, .

-azn_% _aq.n%r, -—epag—:', —
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&gt toujours nécessairement congtante relativement au tempst auouel
e rapportent les différentidles marquées par la caractérigtique d;
que, par conséquent, s I'on y subgtitue les valeurs des variables &,
¢, ¢, ..., eXprimées en fonctions de t et des condtantes arbitraires
déduites des éguations d'un probleme quelconque de Mécanique, la
variable t sévanouira d'dleméme, quelles que soient les variations
qu'on fera subir a ces congtantes dans les quantités affectées des carac-
téristiquess et A; cequi et une nouvelle propriéé trésremarquable
dela fonction T, qui représente la force vive de tout le syséme, et ce
qui peut fournir un critére général pour juger de I'exactitude d'une
solution trouvée par quelque méthode que ce soit. Mais I'usage prin-
cipal de cette formule e pour lavariation des congantes arbitraires
dans les questions de M écanique, comme nous allons le montrer.

§11.—Oul'on donneleséquationsdifférentiellesles plussimplespour
déterminer lesvariationsdesconstantesarbitraires, duesadesforces
perturbatrices.

8. Supposons maintenant qu'apres avoir résolu le probléme contenu
dans les équations différentielles de I'article 3 par I'intégration com-
pléte de ces équations, il sagisse de résoudre le méme probléme,
mais avec |'addition de nouvelles forces appliquées au mémo syséme,
tendantes a des centres fixes ou mobiles d'une maniére quelconque,
et proportionnelles a des fonctions des disances aux centres. Ces nou-
velles forces, qu'on peut regarder comme des forces perturbatrices du
mouvement du syséme, éant d'une nature semblable aux forces P,
Q, R, ... d'ou dépend la fonction V» ajouteront a cette fonction une
fonction analogue que nous désignerons par — £&. De sorte qu'il n'y a
qua me¥ -1 alaplace deV, dans les éguations de I'article 10
de la Section précédente, et, par consdquent, Z — 1 alaplacede Z,
dans les termes de celles de I'article 3 qui contiennent les différences
partiellesdeZ rdativesa & &, g3 .. ., pour avoir les équationsdu nou-
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veau probléme, lexquelles seront ains

455~ Fdi= G
[ R
da—-q? ‘N‘d‘ (”’ de,
gt o o2
[’ g il S iy I
gy oo d¢

9. S I'on suppose connues les expressions des variablesk, §, ¢, ...
ent e en congantes arbitraires dans le cas ou les seconds membres
de ces équations sont nuls, on peut, en conservant ces mMémes expres-
sons mais en rendant variables leurs congantesarbitraires, faire en
sorte qu'dles satisfassnt auss a la totalité de ces équations; et I'objet
de I'analyse que nous allons exposer et de donner les formules les
plus smples pour la détermination de ces congtantes devenues va-
riables.

Nous remarquerons d'abord que, puisque ces congantes sont en
nombredoubledecelui desvariables &, ¢ 9, ..., comme nous I'avons
dga obsrvé (art. 2), et, par conséguent, en nombre double de celui
des équations auxquelles il faut satisfaire, on pourra encore les assu-
jettir a un nombre de conditions arbitraires égal a celui de ces va-
riables.

Les conditions les plus smples et en méme temps les plus appro-

priéesala chose sont queI&svaIeursde ‘ﬂ o ZIT - conservent auss
la méme forme que s les congtantes n'y variaient point. De cette ma-
niére, non saulement les espaces par courus par les corps, mais encore
leur s vitesses seront déterminés par des formules semblables, soit que
les congantes ar bitrair es demeur ent invariables, comme lorsqu'il n'y
apoint deforces perturbatrices, soit qu'elesdeviennent variables par
I'effet de ces forces.

Ces conditionsauront de plus I'avantage de réduireau premier ordre
les équations différentielles entre les* nouvelles variables, de sorte
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qu'on aura un nombre double d'équations, mais du premier ordre
Seulement,

10. En employant, comme dans I'article 4, la caractéristique $ pour
désgner les différentielles dues uniquement a la variation des con-
gantesar bitrair es, tandisquela car actéristique d ne serapportequVux
différentielles relatives au temps t, les conditions dont nous venons
de parler seront exprimées par les équations

E=o, =0, dy=nun, veay

danslexquelesil faut remarquer que toutes les congantes arbitraires
doivent devenir variables a la fois, de sorte que la caractéristique &
indiquera dans la suite la variation simultanée (‘) de toutes les con-
dantes arbitraires, au lieu que, dans lesformules de I'article 4 et sui-
vants, la méme caractérisique dénotait en général les différentielles
relativesa la variation de toutes les congtantes, ou seulement de quel-
quesunes d'entre eles a volonté, ainsi que I'autre caractéristique .

Donc, en faisant tout varier, les différentiellesde &, 4, g, ... sront
smplement @&, &%, dg, ..., oubien ¥'ds, V' de, g'dt, ..., commes le
temps seul variait.

Ainsi, dans leséguations de I'article 8, la fonction Z sra la méme,
it que les congantes arbitraires soient censfes variables ou non;
mais, en regardant ces congantes comme variables, les différences
d%, dg%, d%. «+« devront &re augmentées des terme8%, 3;%,
8‘%-,. <.+, dusalavariation des congantes.

D'un autre cbté comme, par I'hypothése, les fonctions de t et des
congtantes qui représentent lesvaleursde &, ¢, g, ... satisfont identi-
guement aux mémes équations, sans leurs ssoonds membres, dans le
cas ou oes congantes ne varient pas, quelles que soient d'ailleurs leurs

(1) C'est-a-dire la variation des fonctions qui remplacent ces constantes et qui, dans
chaque probléme, sont parfaitement déterminées, de telle sorte que leur valeur soit une
fonction du temps dont la variation n'a rien d'arbitraire. (J. Bertrand.)

X1, 45
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valeurs. il et clair que les termes

L oF o7 92 o
A =g dyp— gl dg— g

e déruiront d'eux-mémes et pourront, par conséquent, ére effacés
On aura donc smplement, pour la variation des congantes ar bi-
traires, les équations

[ oI _ o a9z _ ok
a}‘{‘_dfd“ aw_w—’dt. 60‘?,_3;4:, -

gu'il faudra combiner avec les éguations données di-desus
=0, &]a:l), 6@:0,

Ces éguations, éant en nombre double de celui des variables &, ¢,
. .. €, par conséguent, en méme nombre que les congtantes ar bi-
traires (art. 2), serviront a déterminer toutes ces condantes devenues
variables.

11. Leséquations qu'on vient de trouver, éant multipliées respec-
tivement A%, Ad, A9, ... & ensuite ajoutées ensamble, donnent

o7 dZ a7
AE(?E-E; +mpaw +n¢ad?, e

R a0 a0
= (5{“"’ aq,».n.t|.v+ Eﬁ@+.A.)df.

ICiAE, 44, Ag, - .. indiquent, comme dans I'article 4, desdifférentielles
des fonctions &, ¢. @, ... prises en faisant varier seulement les con-
gantes arbitraires d'une maniére quelconque, soit qu'elles varient
toutes en méme temps, ou quequesunes seulement a volonté.

Or, en regardar@ comme une fonction de k, ¢, ¢, ..., on aura, en
différentiant par rapport a 4.

a2 dan 0
AR = E&Eﬂvﬁﬂ&bd‘v&;ﬂ@dﬁ...

Doncon aura
um:aza% -.-mpa% +a,a$ .
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Retranchons du second membr e de cette équation la quantité
% ok oz
A— Ao +dpd
A TR
qui est nulle en vertu des équations de condition
=0, dp=n dyp=e¢, e

97 02
w-kﬂq{!d?, o—Ea & i ﬂvﬂa—?i-—..,

= LY aE _
ﬁ;ddg,ﬁ-mpd +AQ3W -J'Ed;e-,--agbﬂw—ﬁydw, e

Al = AEG =+ A S —.54.5

en changeant Z en T, commedans |'article 7.

On voit que le second membre de I'équation précédente est la méme
fonction que nous avonsvue devoir étre iadépendante dutemps (art-7);
d'ou il suit qu'aprésy avoir substitué les valeurs de & ¢, g, ... en
fonctions de t et des constantes arbitraires, on pourray fairet nul ou
égal a une valeur quelconque.

12. Donc, si I'on suppose, ce qui est toujours permis, que ces fonc-
) - . . T oT oT
tions, ainsi que celles qui représentent les valeurs de;E, d_tF’ d_q” vy

soient développées en séries de puissances ascendantes de t, de cette

maniére
[ ol ol S of o AP

f=RB R F O,
sy A,

AN O,
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e qu'on subgitue ces valeurs dans le ssoond membre de I'équation de
I'article précédent, on pourray fairet — o, ce qui lesréduira aux seuls
premierstermesa, By s ««es Ay s ¥y o

Cetteéquation seréduiraains alaforme

AR — Axdh + AR dp - Qy v+, — Ao —Ap O — Avdy —. ...

13. Lesquantitésa, B, Y, -+, &, . ¥, .-. Ne peuvent &re que fonc-
tions des condantes arbitraires que la double intégration introduit
dans les expressons finies des variables &, §, g, ..., & I'on peut auss
les prendre pour oss mémes condantes.

En effet, les congantes arbitraires qui donnent a la solution d'un
probléme de Mécanique toute I'éendue qu'ele peut avoir sont lesva-
leurs initiales des variables, ains que celles de leurs différences pre-

- g & dy j
mieres, ces-adire les valeurs de €, 4 ¢, ... etde 55, 38, Sh oy
lorsque t==o: ces valeurs sont donc, dans les expressonsdef, ¢, g. ...
que nous avons adoptées, &, B, ¢, ...y &% B, ¥, ... Or, T &ant une

. . e 8k 4. . d
fonction donnée de £, ¢, g, ... et de B'= 32, 4;’_%, [ S
L
Y e
lesréduita &, p, v, ..., 05 condantes &, w, v, ... seront les mémes
fonctions des condantes «, §, ¥, ..., &, P, 1’ ... que les fonctions

%,$,%,_--- le sont des variables &, 4, ¢, ..., & ¥\ ¢/, ... Par

il es clair qu'en faisant t = 0 dans les fonctions -5 CEQUI

conséquent, au lieu de prendreimmédiatement «', &, ', ... pour con-
dantesarbitraires, on peut prendre cellesci, X, ., v, ..., qui en dé
pendent. Ainsi I'onaura e, B, ¥» «+ s A e ¥, ..., POUr les congtantes
arbitraires des expressonsde &, , . ... € I'on voit que le nombre
de ces condantes sera précisément double de cdui des variables &,
LN

De cette maniére, la différentielle 4fl, dans laquelle la caracté
ristique 4, ne doit affecter que les congtantes arbitraires contenues
dans@, araison desvaleursde §, §, %, ... qui renferment ces con-
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gantes, deviendra

_ a2 % o an a2

Al = Eﬂad—$A13+Way+...+ﬁﬂ+a‘—ﬁp+ﬁ&v+....
En la subgtituant dans le premier membre de I'éguation de I'article
précédent et ordonnant les termes par rapport aux différences mar-
quées par &, onaura

(%?dr_n)nu+ (g-gd:—-ap)éﬁ+ (gm-— au)ar% ..

+(%¥dt+&a) Ah + (g-gd;+di3) A+ (%?d’:-r- ay)nw-.‘ o,

Comme on peut donner aux différences Aa, 4B, ... marquées par
la caractéristique A une valeur quelconque, il faudra que I'équation
soit vérifiée indépendamment de oess différences, ce qui donnera autant
d'équations particulieres, telles que

P ., o,
;’;tﬂ:ai, a-ﬁ-d‘._a.u. = dt=dv, Caea
o8, o . _ om,
?—l-l!f_—-aﬂ, a—;d{-—dﬁ, Ed“- &7,

14. Les différences marquées par la caractéristique ¢ sont propre-
ment les différentielles des constantes arbitraires devenues variables
(art. 10); ains, comme oes différentielles peuvent maintenant étre
rapportées également au temps t, il et permis et méme convenable de
changer lesd en d, et I'on aura, pour la détermination des nouvelles

variablese, e ¥y -+ s A by ¥ .20, les équations
da__ o AR _ o gt__f’“
Pl R T T AN T '
dh a2 dp__ a8 dv_ 4%
EE=+5E, 2?—+3B-s 5‘?‘*’??‘ [ERN

qui sont, comme I'on voit, sous une forme tréssimple, et qui fournis-
sent aing la solution la plus smple du probleme de la variation des
congantes arbitraires.
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15. Comme la fonction & renferme les quantités &, fa s «.vt &y s
¥, «.ry il faudra les regarder auss comme variables dans les différences
partielles de cette fonction; mais, lorsque la valeur de R, qui dépend
des forces perturbatrices, es supposte fort petite, il et clair que les
variations de ces quantités seront auss fort petites, e qu'on pourra,
dans la premiere approximation, les regarder comme consantes dans
les différences partielles de £ et n'avoir égard a leur variabilité que
dans les approximations suivantes.

Dénotons par &, &, ¢, ...; &, m, n, ... les parties congantes de «, B,
Troweed R P ¥y o, 6 par e, B v N, wL ¥ L leurs parties variables,
qui, éant de l'ordre de la quantité @, seront nécessairement trés
petites, et soit O la valeur def en'y changeant &, By ¥u ... Ay by ¥4 «on
ona, b,e,...05mn, ...,

On auraaing

a=a+a, p=b+f, y=c+¥, i

A=W, pE=mag, S+ aes
e |'on aura, par le développement,

A=0«+ gga’-i- %%p% %f+

Les équations différentielles de I'article précédent donneront
92 98 ___ 0%
de=—Spds,  d¥=—Smdn  dy=—35Ed, .,

dadt, o

o 0% a2 _., %
d' =+ = di, dp'—-+d—£d¥, w‘_-e—dv

da
car il et évident que les différences partielles relatives a a, e ¥u « -2
hy 1 ¥, .00 peUvent &tre rapportées aux quantités analogues 4, &, e, ...:
Lmyn, ...
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Pour la premiere approximation, on aura

n=09

0 é&ant une smple fonction de t; donc on aura par I'intégration

wa—fdn g [P, =[P4 .,
l':+f%gd:. F’=+f%g-dt. v’=+f§dt, -

En subgtituant ces valeurs dans I'expresson de &, on aura, pour la
seoonde appr oximation»

ﬂ—_-0+do dof—a—n‘l
+%0 ;,—d:*-a—fa_&:
Fraan s i a ey

e aind de wite.

16. Il y aici une remarque importante a faire. Si la fonction 0 ne
contient le temps que sous les signes de Snus e cosnus, il et clair
que la valeur de £ ne contiendra, dans la premiere approximation, que
les mémes sinus e cosnus. Mais on pourrait douter s, dans I'approxi-
mation suivante, elle ne contiendrait pas des termes ou le temps t
serait hors des Sgnes de sSnus e de cosinus e qui, croissant conti-
nuellement, augmenteraient a I'infini la valeur ded} et rendraient, par
conséquent, |'approximation fautive.

Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes ne
pourraient venir que d'une partie congante de &, ces-a-dire dégagée
de tout Snus ou cognusrenfermant letempst.

Soit donc A cette partie qui sera fonction des condantes arbitraires
# B, v vei & o % - Ains O contiendra une pareille fonction de a,
&, ¢, ...3 L, my m, ..., quenousdénoteronsencorepar A.

En subgtituant A au Heu de O dans I'expresson de & de I'article
précédent, on aura la partie de @ due a la congante A dans la ssconde
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approximation, et cette partie sera

dA A dA dA dA JA oA dA
Ar i dat  dad T amdb' T dbom

ou I'on voit que les termes affectés de t se détruisent mutuellement.

Ainsi I'on est assuré que la seconde approximation ne donne dans3
aucun terme qui croisse avec letemps t; maisil resterait avoir s'il en
pourrait naitre dans les approximations suivantes.

Au reste, le méme terme constant A pourrait donner encore dans
des termes multipliés par t, étant combiné avec des termes non con-
stants de la méme fonction &; mais alors let qui se trouverait dégagé
des sinus et cosinus serait en méme temps multiplié par des sinus ou
cosinus d'angles proportionnels au temps. La méme chose aurait lieu
s le coefficient det sous les signes de sinus et cosinus était fonction
des congtantes arbitrairesa, @, y. ..., parce qu'alors les différentiations
partielles dela, relatives a ces constantes, feront sortir t hors des sinus
ou cosinus. Mais on peut remarquer, en général, que, lorsque les
approximations successives font paraitre des termes de la forme dont
il sagit, dans lesquels des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par
I'angle qui est soUS ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont
presgue toujours le résultat du développement d'autres sinus ou cosi-
nus, et I'on peut les éviter en intégrant directement les équations dif-
férentielles entre les constantes arbitraires devenues variables.

17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées
soient celles qui se présentent le plus naturellement et qui donnent
les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes inté-
grations introduisent a leur place d'autres constantes, mais qui ne
peuvent étre que des fonctions de celles-la.

Nous désignerons, en général, les constantes arbitraires qui sont
censées entrer dans les expressions des variables E, ¢, Pr - P 3 b,
C, ..., dont le nombre doit ére également double de celui des va
riables; et, pour avoir les relations entre ces nouvelles constantes et
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les premiéres, il wffira de suppos ¢ =0 dans les valeurs des fonc-

tions &, §. @, .. d"’d«p' 35;, ... e d'égaler les réaultats aux quan-

tités &, B 7, ve3 e v, ... DeCEtte Maniére on auraautant d'équations
entre ces différentes congtantes, par lesquelles on pourra déterminer
lesvaleursdea, b, c, ..., en fonctions de e, B, s «vo3 3y fha ¥y v ens

Nous supposerons donc oss fonctions connues, e la differentiation
nous donnera tout de suite

o = Edw+3ﬁr3i3+3fdy+,,,
+adl +$Jp+g-fdu+.,..

Donc, substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de dx,
df, ..., et divisant par dt, on aura
do_  dadld de 9 da g
W“"’W&’E*‘Eﬁﬁf'kﬁﬁi-k
da o da 4 da AR
BECE N K i
Il en et de méme des valeurs de g;, 5-:-- -+ pour lesqueles il n'y
aura qu'a changer dans|'équation précédenteaenb, enc

18. Mais ces formules contiennent encore les différences partielles
de {2 relatives aux constantes . f, ¥, ..., € ii sSagit do les changer en
différences partielles relatives a a, b, ¢, ..., ce qui et facile par les
opérations connues.

En effet, comme 2 e ong®e maintenant fonction de a, bc, ... et
que ces quantités sont elesmémes fonctions de &, §, v, +i; Av pe

., on atout de suite, par I'algorithme des différences partielles,

a2 dﬂda 60 ab dﬂdc

da gada HaaT e
9% _d80a  IRJE  IRdc
FE=dadB BB T IR

XI. 46
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e il n'y aura plus qu'a subgtituer ces valeurs dans cdles de%» g?:
del'article précédent.

En faisant ces subgtitutions & ordonnant les termes par rapport aux
différences partielles de 4, on voit d'abord que le coefficient de %

e nul dans la valeur de—-, que celui de 5 est nul dans la valeur de
ot

[ ]
Ensuite, s, pour représenter la valeur de , on emploie la formule

g:(a,b)%+(a,cj%?+

on aura

dadd odadh  dadd
(ﬂ,b)—+dl”+—d#—5 Fa

dadh dadbh  gadb

dade dxde  dade
la, &)= +_Xd¢ dﬁldﬂ+a()_?+

_Qade dade geg:
Jzdh dap dpes

Et, pour avoir la valeur de » il n'y aura qu'a changer dans ces for-

mulesaenbeben a en remarquantquelona

(b o) =—(a b}

on aura aing a5 o
o N U (oL

o dbde  abde  dboc
b=+ gt Bt EF T
c)&de a4 de ab de

THeTHN
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En général, s k représente une quelconque des congtantes ar bi-
traires a,b,c, ..., e qu'on observe que la valeur des symboles repré-
sentés par deux crochets devient nulle lorsque les deux lettres renfer-
mées entre les crochets sont identiques, et qu'elle change simplement
designe lorsqu'on change I'ordre de ces lettres, on aura ces formutes
générales

AeaB kBB

_ 0kda ok da  dk da
f")“)—+ﬁa:+a';aa+;:a+.”
dh da gk da ok da

19. Le principal usage de ces formules es dans la théorie des pla-
nétes, pour calculer I'effet de leurs perturbations en le réduisant a la
variation des congtantes arbitraires qui sont les déments du mouve-
ment primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer lesvariations
que les astronomes appellent séculaires, parce qu'dles ont des périodes
tres longues & indépendantes de cdles qui ont lieu dans les variables
primitives.

Comme les équations de I'article 18 ne contiennent d'autres fonc-
tions du temps que les différences partielles de la fonction £, s I'on
cherche, par la résolution en <fries ou autrement, la partie A de la
fonction 1 qui es indépendante du temps t et ne contient que les
condantes arbitraires a, b, c,..., il suffira de substituer dans ces équa-
tions A au lieu de &, et I'on aura directement les équations entre les
guantités a, b, ¢, ..., devenues variables, et le temps t, lesquelles ser-
viront a déerminer leurs variations séculaires, parce qu'dles sont
débarrassées de tout Snus ou cosinus.
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§111. — Ou I'on démontre une propriété importante de la quantité qui
exprime la force vive dans un systeme troublé par des forces perturba-
trices.

20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner lesvaria-
tions dépendent de la nature de chaque probléme et ne peuvent étre
déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a cependant une qui
a lieu, en général, pour tous les problemes ou V n'est fonction que de
£ t{a. % .-+, Cest celle que I'intégration doit ajouter a t; car, comme
les équations différentielles ne renferment alors que I'élément dt, il
est clair que, dans les expressions finies des variables en fonction det,
on peut toujours mettre t plus une constante arbitraire a la place
de t.

Désignons cette constante par K et rapportons-y les différences mar-
quées par lacaractéristique & dans la formule générale de I'article M.
Onauraainsi

ae= 22k,  ag=%ax, =%aKk, ..

Mais, puisque E, ¥, 4, ... sont fonctions de t + K, il est clair qu'on
aura

& _&E_,
oK — dt T
et, de méme,

-E

K=F=4

313
il

M2
35
il
-a-

Donc
A% =F'AK, AY = /4K, Ap = ¢'AK,

Par lamémeraison, on aura

d
EE’ % _ "oy
Ada,_ ~ K ASE AK,
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Mais les équations différentielles de I'article 3 donnent

adl a’Z
Feg W=k
T X’ T
Doncon aura - ;o
_ 9z a7t _ ok
ﬁd?_débl(. hI}-’_d«pM"

Ains la formule générale de I'article 11 deviendra par ces substitu-
tions, et aprés ladivison par AK,

LI APUPY. SRR SN TR FOR. P
ﬁd:_gadz,+|yad¢,+qod?,+... 3&"3’ dq;‘”" d?w
Orona
A L d . OE
.Ead—E-,‘H;a&W-t-qarv,-o-m
_, 8% a7 i/A a7 .74 of
=gfE e e e LY.
G VGG Y)W e

et comme Z e cengée fonction de &, . g, ... et de &, ¥, ¢, ..., On
aura

o7 & Iz

d’£:+;’-§65+}—¢a¢+a—? B +...
% o a9z
ey 4 ¢ e
+d£,5£+d—4; q4+a?a¢+

Donc I'équation précédente deviendra

R S dE 0 Ok
EK""‘"(ET&"'*W*""E?*“'_Z)'

dont le ssoond membre doit &re une fonction des congtantes ar bi-
traires, indépendante det.

21. En effet, s Ton changeZ en TV ot £, ¢/, ', ... en 55, 24, ¢,

(art. 3), il et facilede voir quela quantité

ok 0L , 9L
‘d‘.?‘"‘yﬂ’"'?dp"" —Z
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serfla méme choe que la quantité

aT 5T 3T
a_d_adE+ md‘.}-+md¢+...—1‘+\’,

gue nous avons vue ére toujours égale a une congante et qui e réduit
aT +V (Sect. 1V, art. 14), d'ou résulte I'équation T+V =H, laguelle
exprime la conservation des foroes vives du syséme.

Ainsi, en prenant H pour une des congtantes arbitraires, on aura,
pour savariation due aux forces perturbatrices contenues dans la fonc-
tion ik, cette formule trés smple

=By,

22. On pourrait auss arriver a cette formule par un chemin plus
court. En effet, d I'on reprend les équations de I'article 8, qu'on les
gjoute ensamble aprés les avoir multipliées respectivement par &, o,
dg, ..., & qu'on intégre en employant les mémes réductions que nous
avons pratiquées dans I'article 14 de la Section précédente, on par-
viendra directement a |'équation

T+V= llf(—aé—dz—r- d4-+ dq:+...).

dans laquelle la quantité qui es sous le sgne n'es pas intégrable en
général, parce que la fonction £, a cause de la mobilité qu'on peut
upposer aux centres des forces perturbatrices, e cens®e contenir,
outre lesvariables §, ¥, §, ..., encore d'autres variables indépendantes
decdlesla

Dansle casou il n'y a point de forcesperturbatrices, on a Smplement

T+V=H.

Or il eg évident qu'on peut conserver cette forme a I'intégrale qu'on
vient de trouver, en rendant variable la congante H et en faisant

tﬂl—&s-d'E-i- d¢+§§dv+
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mais il e3 visible que la quantité

gdza- %mp-'-%dv o

n'ex autre chase que la différentielle de £, en ne faisant varier que
les quantités §, ¢, ¢, ..., qui dépendent des équations différentielles
primitives et qui sont supposées connues en fonctions det + K, en
nommant K, comme dans I'article 20, la consante qui peut toujours
sajouter a la variable t. Ainsi, comme les variables £, §, g neva-
rient qu'avec le temps t, il et facile de voir que la quantité dont il
sagit sera la mdme chose que g—{é dt; par conséquent, on aura, comme

lus haut, I'équation
p € s
@ T

23. Cette éguation peut donc auss se mettre sous la forme

dH _ g

I T
pourvu que, dans la différence partielle de @1, on ne fase varier te t
qu'autant qu'il et contenu dans les expressons des variables §, ¢.
$. ... €t il résulte de cette formule que, s la fonction @ ne contient
letemps t que sous les Sgnes de Sinus & cosinus, comme cda a lieu
dans la théorie des planétes, I'expresson de % ne pourra contenir
que des termes périodiques, parce que tout terme congtant de £1 Sen
ira par la différentiation relativeat. Ainsi, dans la premiére approxi-
mation, ol l'on regarde comme absolument congtantes les congtantes
arbitraires qui entrent dans la fonction , I'intégrale de %dt, Ced-
a-dire la valeur de H, ne pourra pas contenir des termes tels que Nt
qui croissent avec letempst. Nousavonsvu plushaut (art. 16) quela
seconde approximation ne peut donner a @ aucun terme qui ne soit
périodique; donc la méme concluson relative a la valeur de H aura
lieu encore dans le ssoonde approximation.
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24. Laquantité T exprime la force vive du syseme, et elle et égale
aH— V. Lorsque le systeéme n'es troublé par aucune force perturba-
triee, la quantité H ed condante, & la force vive ne dépend que des
foroes accélératrices contenues dans I'expression de V, comme on I'a
vu (Sect. | I I, art. 34). Cette quantité devient variable quand il y ades
forces perturbatrices, par consdquent la force vive sera altérée par
I'action de ces forces, mais, par ce que nous venons de démontrer, on
voit que ses altérations ne pourront ére que périodiques S I'expres
son des forces perturbatrices et périodique, du moins dans les deux
premieres approximations. Ce résultat et d'une grande importance
dans le calcul des perturbations.
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SECTION SIXIEME.

SUR LES OSCILLATIONS TRES PETITES D'UN SYSTEME QUELCONQUE DE CORPS.

Les équations différentiellesdu mouvement d'un systéme quelconque
de corps sont toujoursintégrables dans le cas ou les corps ne sécartent
que trés peu de leurs points d'équilibre; et I'on peut alors déterminer
les lois des oscillations de tout le systéme. L'analyse générale de ce
cas qui et tres étendu, et la solution de quelques-uns des principaux
problemes qui Sy rapportent sont I'objet de cette Section.

§1.— Solution généraledu problemedesoscillationstréspetitesd'un
systémedecor psautour deleurspointsd' équilibre.

1. Soient a, b, c les valeurs des coordonnées rectangles x, y, z do
chaque corps m du syséme proposé dans le lieu de son équilibre.
Comme on suppose que le syseme, dans son mouvement, séoigne
trés peu de sa situation d'équilibre, on aura, en général,

XxX=a+ay=b+Bz=c+y,

les variables a, 3, y &ant toujours trés petites; il suffira, par congs
quent, d'avoir égard a la premiére dimension de ces quantités dans les
équations différentielles du mouvement. La méme chose aura lieu pour
les autres quantités analogues, qu'on distingue par un, deux, ... traits.
relativement aux différents corpsm’', m", ... du méme syseme.
Conddérons d'abord les équations de condition qui doivent avoir
lieu par la nature du systéme, et qu'on peut représenter par
L=0o0M=0 ..

L, M, ... &ant des fonctions algébriques données des coordonnées x,
XL 47
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¥, 3, 2, ¥, .... Comme la postion d'équilibre est une de cdles que
le syséme peut avoir, il sensuit que les mémes équations L = o,
M =0, ... devront subsster en supposant que &, ¥, 5, &, .. de
viennent a, &, ¢, a', ...; d'ou il et facile de conclure que ces équa-
tions ne sauraient renfermer le tempst.

Soient A, B, ... ce que deviennent L, M, ... lorsque &, ¥, 5, &, ...
deviennent,a, &, ¢, &, ...; il et clair qu'en subgtituant pour =, ¥, z.
2, ... leursvaleurse + e, b+, e+, '+, ..., ONaAUra, acause
delapetitessede a, By ¥, & .. s

_ dA, A dA
L_“+'_¢+d_5p+jir+ﬁ?“'+""

M:B—u-g-gz—o—%,ﬂ-r%grﬂ-g—gﬂ'+»m
e ains de suite. Donc:
1°Onaura
A=0B=0o
relativement al'équilibre;
2° On aura les équations

g%m+g%ﬂ-l—- %y+%¥+..,=o.

o o L] [ 3]
Jat TRl Gt g =

lesquelles donneront la relation qui doit subsister entre les variables
R

En négligeant d'abord les quantités trés petites du sscond ordre et
des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par lesquelles
on déterminera les valeurs de queques-unes de ces variables par les
autres, ensuite, par ces premiéres valeurs, on en trouvera de plus
exactes en tenant compte des sscondes puissances & des puissances
plus hautes, comme on voudra. On aura aing les valeurs de quelques-
unes des variables &, B, y, & ..., exprimées par des fonctions en série
des autres variables, e oes variables restantes seront alors absolu-
ment indépendantes entre elles.
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On pourra auss, dansla plupart des cas, en ayant égard aux condi-
tionsdu probleme, réduire les coordonnées, immédiatement par des
substitutions, en fonctions rationnelles et entiéres d'autres variables
indépendantes entre elles et tres petites, dont la valeur soit nulle dans
|'état d'équilibre.

Nous supposerons donc, en général, quel'on ait

=gl +aprmet. . a B,
y=brhi+bb+bp+ . - HD+
=e+abt+ed+ap+ B+,

e ains des autres coordonnées a7, ¥, ...i les quantités &, &, ¢, a,,
&, .., Ot constantes, et lesquantitésk, ¢, ¢, ... sont variables, trés
petites, et nullesdans|'équilibre.

2. 1l ne sagira que defaire ces subgtitutionsdans lesvaleursde T
e V del'article 10 de la Section | V; et il suffira de tenir compte des
secondes dimensions pour avoir des équations différentielles linéaires.
Et d'abord il et clair quelavaleur de T seradecetteforme

=§[(x}§ +(u)";,*3+(31ﬁ+---]
B oS g,
en supposant, pour abr éger,
(1= §mia}+ o3+l
(3) =8 m{a + &) + e},

(3= §mlal -+ bt +ef),

(re9)=§m @@+ by by + 210l
{x ,3}=Sm(a|a.+ byl + £,04),

(2, 3)= Sm(ﬂ.a,+ byby+ oty
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ol le dgne S dénote des intégrations ou sommations relatives a tous
les différents corps m du systéme, & en méme temps indépendantes
dos variations &, ¢. @ ++0a @iNS Que du temps .

Ensuite, § I'on dénote par F la fonction algébrique H, en y met-
tant m, &, ¢ & la place de & ¥, 2, il et clair que la valeur générale
dell sera représentée aing

F ot (@ + ayp o g o) G
¥

e (B E g+ Iy 4. )::b
(ko a9+ )"‘F

{a.E-I—-M-h(j_?-l- 3 a'F

da*
(@ aad - aap ot ) (B bt g )

(hiE+ bbbyt PF
T 5

ou il suffit d'avoir égard aux sscondes dimensionsE, 4. g, ...
Multipliant donc cette fonction par m et intégrant aveclesigne S, on
aura, en général,

Vel Hif o+ Hag+ Hyp . 4 LB (210 [S)p
A ln ]l o, 3]Ep + a3 -, r

H:SmF,
m:Sm( F 0 OF ab e g:)
H«:Sn ( 3 532 +b,§£ -+-c,d:)

H.:;Sm( +bs— +c.§§)s
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O'F 1 9'F
+b'-—-+ '3

“l '] LT3
l‘]'—'—”Sm \ da o
-2 -+ 380y

i S ¢ |
Fade TG R

gl L g OF  aF
_qm K 'db' TagE
fal=\

b &F
' da db

+aa b, J;——- }-a:x,c,ag-g--p:b.r, J:‘l:c
*F PF L &F
a’—-+b'a&, +c'dc’

=8a{ *

+amb, 5‘2']-?— +

t, ) 2y
pirs v Fave TN db ¥

{ F o
“'“’da’ —o—b.b.g-b—,-—o—c,c. P

F
[1al= Sm +{a,b,+a,&,)aaab-q-(a,c,-;.a.c.)dd 3

MF
(B - Byey) 5 dbde

L3 L]
a,a. +b‘b'§£ ERP N Ry ‘;:
[1,3] = bm —r—(mb;+a.b1)d :{‘—n—fa.c.-o-a,c.]d—-—

+{diea + By8) —F‘E

’ ﬂ:“l da' ‘Pblbtm +¢|¢'a df:'

[s,&]:Sm

+ (b aba) 5= ::b +{ma-+ae) = gc v

+ (B oy + b'ca)d&f"

3. Ayant ains lesvaleursde T e V exprimées en fonctions des va-
riables, ¢, ¢. ..., indépendantes entre elles, on n’aura plus aucune
équation de condition aemployer; et commela quantité T ne contient
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que les différentielles des variables, on aura sur-lechamp, pour le
mouvement du syséme, les éguations suivantes :

4T v
dm-i--gg_o,

T &Y
dm+ﬂ=n'

JT iV
dm+3$-=0v

dont le nombre sera, comme I'on voit, égal a celui des variables.
Ceséquationsdoivent avoir lieu auss dans!'éat d'équilibre, puisque
le systeme, y éant une fois, y resterait toujours de lui-méme; or, dans

I'équilibre, on a condamment # =&, y =b, s =¢; &'=4a', ..., par
I'hypothése, donc
(=0, d=0, g=u, .
ains que
af _ aii iy
&a=N E= FoamEe

L1 4T BY 4V
Donc les termesn‘m, ri“q,._--- sront nuls, et les termes T

gF:-ra -+« sréduiront & H,, H,, H,, .... Par conséquent, on aura
Hy=e¢, Hi=0, Hi=uv,

Ce sont les conditions nécessaires pour que &, &, ¢, @', ... Soient les
valeursde @, ¥, s, ' ... pour |'éat d'équilibre, comme on le sup-
pose

En efe, il es visble que

dV=§m(Pdp+ Qdg+ Rdr+...)

exprime la somme des moments de toutes les forcesmP, mQ, mR, ...
appliquées & tous les corps m du sygeéme et qui doivent se détruire
mutuellement dans I'éat d'équilibre; donc, par la formule générale
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donnée (Part. I, Sect. I 1), il faudraquel'on ait

d¥ =o,

par rapport a chacune des variables indépendantes ; par conséquent,
xX= o E =0, ‘5‘ =y

seront les conditions de I'équilibre, lequel é&ant suppost répondre a
=0, d=u0 g=0, A

on aura
H, =0, H,=o, Hy= o, Ceen

de sorte que les premieres dimensions des variables &, ¢, g, ... dans
I'expresson de V disparaitront toujours.

Subsgtituant donc dans les équations générales lesvaleursde T &
deV, et faisant Hy Hy, Hg, ... nuls, on aura, pour le mouvement du

PRTTOY s SUPROL. SNPRE s SEY 1) 1 S T (IR D

o=+ G +GHTT o+ LI+ [k + [0 30p .

o= B+ HTE 0T+ (310 + (13 + 2,314,

équations qui, éant sous une forme linéair e avec des coefficients con-
sants, peuvent étreintégrées rigoureusement et généralement par les
méthodes connues

4. On peut suppos d'abord que les variables, dans ces sortes
d'éguations, aient entre eles des rapports congants, ces-a-dire que

Ton ait
y=sE p=gk veed
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par ces subgtitutions, dles deviendront

[0+ (10 317+ 0y g+ 1 B (G141 21+ [ 318+ N =0,
33/ + 1,2) + (3,318 .. 158 + (a1 + [al+ (3, 3] +.. M=o,

)5+ (13) + (2,31 + . 1 TE + (Blg+ [1,3)+ [2, 317 +. =0,

lesquelles donnent

PE
-n +hEi=o0,
en faisant PR ) LR ETE) Al EPE D F

TN S 0L g
_ el el 3+
TS+, 0, 38 .

= Blg+[r, 3] [9,3] 7 +...
Mg+ +{3Df+...

Le nombre de oss éguations est, comme I’on voit, égal a celui des
inconnues f, g, ..., k; par consdquent, dles déterminent exactement
Ces inconnues, e comme, en retenant pour premier membre le terme k
e le multipliant regpectivement par le dénominateur du second, on a
des équations linéaires en f, g, ..., on pourra leséiminer par les mé
thodes connues, e il n'ex pas difficile de voir, par les formules géné
rales d'élimination, que la résultante en k sera d'un degré égal a celui
des équations, et, par consgquent, égal k celui des équations différen-
tielles proposées, de sorte que I'on aura pour k un pareil nombre de
différentes valeurs, dont chacune, étant subgtituée dans les expressons
def, g, ..., donnera les valeurs corregpondantes de oss quantités.

Maintenant I'équation

i +kE=0

donne par I'intégration
E=Esin{tyk +1},
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E, € &ant des congtantes arbitraires; ainsi, comme on a ppose
$=/fE ¢=g% ..., onauraauss lesvaleursde, g, ....

Cette solution n'est que particuliére, mais elle e en méme temps
double, triple, etc., sdon le nombredesvaleursdek; par conséquent,
en lesjoignant ensemble, on aura la solution générale, puisque d'un
odtéla somme des valeurs particulieresde £, ¢, ¢, ... satisfera égale-
ment aux équations différentielles, a cause de leur forme linéaire, et
quede I'autre cette somme contiendra deux fois autant de congtantes
arbitrairesqu'il y ad'équationset, par conséquent, autant quelesin-
tégralescomplétes peuvent en admettre.

Dénotant par ¥, #, &7, ... les différentes valeurs de k, c'es-a-dire
les racines de I'équation en k, et par f*, &y «...; f* & o3 S
& . .- -« lesvaleurs correspondantes de /. g .... € prenant un
pareil nombre de coefficients arbitraires R, E*, EF, ... & d'anges
ausd arbitraires €, ¢, £, ..., On aura ces valeurs complétes de &,

b e

i= Esin(eyF o)+ Esin(iyF+s")+ Esin{ey® +¢)+....

r.p.-:j"E’sln(:nyd—c‘)+j'E'nln(.s‘ﬂ’+l')+j'E'sin(s\/_+¢"}+
g‘E'sln(nf_+t')+g‘E'sin(uf—+c'}+g'E'nin(.t\/k’+x’}+

danslesgudlleslesarbitraires E', &7, E*, ...; €, ¢, ¢", . ..dépendront
desvaleursde & 4, ¢4 -+ %- ;‘f- ;‘;- < lorsgque t est égal a o, et,
par consdquent, del'état initial du systéme.

En effet, si, danslesexpresionstrouvéesde £, ¢, g, ..., on fait t=o,
€t qu'on suppose données lesvaleursde&, ¢, g, ..., on auradeséqua-
tions linéaires entre les inconnues E'sins, E'sine", .... par lesquelles
on pourra déterminer chacune de ces inconnues. De méme, s I'on
fait t = o dans les différentielles des mémes expressions, & qu'on

regarde auss comme données les valeurs de ﬁ, %, s}. <.y ONaUra

un seoond systéme d'équations linéaires entre E'cose’, E'cose”, ...,
XI. 438
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lesquelles serviront a leur détermination. De laon tirera aisément les
vaeursdeF', E*, ... ains que de tange', tange",...et enfin celles des
angles mémes«’, ¢, ...

Maisvaici un moyen plus simple de déterminer ces inconnues direc-
tement & sans les embarrasde I'é@imination.

5. Je remarque qu'en ajoutant ensamble les équations différentielles
de I'article 3, apres avoir multiplié la deuxieme par f, la troiseme
par g, e aind de suite, e faisant, pour abréger,

Pty ) g,
P=[r] +[nz2]f+[n3lg-+...u
g=(a)f+{2) +(3,8)g+...
Qe=[a]f+1a] +[a8]g-+...,
e (A H 03 s 3V
B=[3g+0,31 ~+[23]f+...,

on al'éguation
£y o
PR qd—;i' +J'-di?- 4 +PE+ Qb+ Ry .o=o0.

Mais les équations de I'article 4 donnent
P=1Ip, Q=Fq, A=4r
Donc I'équation précédente deviendra de la forme
o {pk ’f'_?_ﬂ;}"t.f.f,.""::_:_)_ Ak (pEgb o4, S =0,

dont l'intégrale est
2+ g +ro-+...=Lun{eyk +3),

L et’» éant deux constantes arbitraires.

Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les différentes
valeurs de k qui résultent des mémes équations de condition et que
nous avons dénotéespar &, ¥, .... Ainsi, déignant de mémepar g,
Fy oo gy .o lesvaleurs correpondantes de p, g, ..., €t prenant
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différentes congantesarbitraires Iy L7, ..., ¥, ¥, ..., on aura les
éguations suivantes :

PErgirot. . . =Lsin(yF +2)
PErfy+ e+ ==L sin{eyi = 17),
PTE+ "+ g .. .= L¥gin{ ¢ AT 27,

Ceséquations serviraient généralement a déter miner lesvaleursdek,
% e .o. €l e clair que ces valeurs devraient coincider avec celes
qu'on a trouvées d-dessus (art. 4), puisqu'dles résultent les unes e
les autres des mémes équations différentielles. Ainsi, en substituant
les valeurs de l'article cité dans les éguations précédentes, dles
devront devenir entiérement identiques.

D'ou il et facile de conclure que, pour la premiére équation, on
aura

VY=¢, L=i{p'+fg+gr+..IE,
ensuite

PSP e P g ey,

que I'on aura de méme, pour la seconde équation,
Wee, L'=(p'+fy+ge+.0F,

ensuite
PSR E T =0 PN+ =
e aing des autres.
Donc, subsgtituant dans les équations ci-dessus, pour &', 7, &, L7,
P P I B !|n(tvlp e )= E_E_t_‘?i‘l’_“*‘_f’_?ij__:, dles-ci

g g
B sin(ey® e § = %‘?T:E_E_ng{m

» +g'*+r’$+
S am(t\/P—H’}_P G

qui sont les réciproques de cdles de I'article 4.
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Maintenant, la dé&ermination des arbitraires B, B, ..., &, ¢, ...
n'a plus de difficulté; car :

1° En supposant t = o, les premiers membres des équations précé-
dentes deviennent E'sine’, E"sine"s", ..., et les seconds sont tous
connus, en supposant les valeurs de ¥, ¢, ¢, ... donnéesdans le pre-
mier ingtant;

2° En differentiant les mémes équations et supposant ensuitet = o,
les premiers membres seront

VFE cose’, Vi*E cose, ...,

e les ssoonds seront auss tous connus, en regardant comme données

les quantités %: ﬁ, %, «-- lorsgue t = o. Donc, etc.

G. Lasolution du probléme e donc réduite uniquement a la déter -
mination des quantités k.f, g, h, ...; & nous avons vu dans I'article 4
gue cette détermination dépend de la résolution des équations

pk—-P=o, gk—Q=u rk--R=o, cea

en conservanten les expressons(p, ¢, +. ..., P, Q. R, ... del'article5.
Or,s I'on représente par A ceque devient la quantité T en y chan-

t dz ‘ﬂ' d: ~ene, f, g ..., & par B cequedevient lapartie
dela quantltev oll lesvariables E, 4. g ... forment ensemble deux
dimensions, en changeant de méme ces variables en ef, g,..., il et
aist devoir, e I'on pourrait méme sen convaincre apriori, que I'on

aura
ok 2 A
p:_—dg, :_df’ = oz’ st

_ 4B _aB L
=9 Q=3 BR=go

en faisant ensuitee= 1.
Donc, en général, s I'on fait
Ak-B=K,
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les équations pour la détermination des inconnues &, f. &+« ront

oK _

-dK-ﬂ dK"_ﬂ o
] -‘?“' E}—., aeea

en supposant e =1. Ainsi, comme la quantité K se forme immédiate-
ment des quantités T et V, on pourra aussi trouver directement lés
équations dont il s'agit, sans avoir besoin de les déduire des équations
différentielles du mouvement du systeme.

Je remarque maintenant que, puisque K est une fonction homogéne
de deux dimensions de e, f, g, ..., on aura, par la propriété de ces
sortes de fonctions démontrée (Sect. |V, art. 15),

aK dK dK
n‘l(ze-é; +fd_f 4-,;'3}- i

Donc on aura aussi

par conséquent, les inconnues f, g, h, ... doivent étre telles que non
seulement la quantité K soit nulle, mais que chacune de ses différen-
tielles relatives a ces inconnues le soit aussi; d'ou il sensuit que la
quantité k, regardée comme une fonction de ces inconnues dépendante
de I'équation K = o, devra étre un maximum ou un minimum.

Si I'on fait d'abord e= 1, et qu'on remplace par K = o I'équation

%‘% ==0, On aura, pour la détermination des inconnues f, g, h, ..., les
équations
K oK _

K=o, 5}':o, EE_O'

Si donc on tire d'abord la valeur de f de I'éguation g =, et qu'en

la substituant dans K = o0 on change cette équation en

K'=o,
il n'y aura qu'a faire ensuite

iy =

[7 e

et substituer de méme la valeur de g tirée de cette derniére équation
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dansK ' =0; alors, nommant
K'"-0

I'équation résultante, on fera de nouveau

JK"
T

e aind de suite. Par ce moyen, on parviendra a une éguation finale
qui ne contiendra plus les inconnues f, g, h, ..., mais seulement la
quantité k, et qui sera I'équation cherchée en k dont les racines ont
dé nomméss ¥, &, &,

On peut méme réduire cette équation en une formule générale, en
congdérant que, puisque les quantitésf, g, h, ... ne forment ensemble

dans la valeur de K que deux dimensions, la quantité 2K WI,{ ‘—;}S;
seranécessairement sans f, sa différentiellerelative a/etant 2K 5 oK df
e par consdquent nulle. De sorte qu'on pourra faire

Kd‘K JK®

K= akpm — o

et comme, dans cette quantité K', les inconnues redantes g, h, ...
ne montent auss qu'a la ssoonde dimension, on pourra faire de méme

PE aKt.
? ——
K= —=aK' — {’,J." dg"
e aind de suite. La derniére des quantités K, K, K*, ..., éant égée

a zé&ro, Fra I'équation cherchée en k. Il et vrai que cette équation
pourra monter a un degré plus haut qu'il ne faut, a cause desfacteurs
érangers introduits dans les équations K* =9, K*=o0, ...; mais s,
en développant ces équations, on a soin de les débarrasser successve
ment de oss mémes facteurs & de ne prendre ensuite pour les valeurs
deKs, K*, ... queleurspremiers membresainsg smplifiés, |'équation
finale se trouvera rabaiss®e d'dleméme a la forme et au degré dont
dle doit ére.
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Quant aux valeurs de f, g, ..., on les déterminera ensuite par les
éguations
K, K
df -t dg‘ =t (AL}

en commengant par laderniére, et remontant a la premiére par la sub-
stitution successve des valeurs trouvées.

7. Comme la solution précédente et fondée sur la supposition que
lesvariables &, ¢, g, ... soient trés petites, il faut, pour qu'ele soit
|égitime, que cette suppostion ait lieu en effet; ce qui demande que les
racines &, &, ... soient toutes réelles, postives e inégales, afin que
le tempst, qui croit & I'infini, soit toujours renfermé sous les Sgnes
de sinus ou cosnus. S queques-unes de ces racines devenaient néga-
tives ou imaginaires, dles introduiraient dans les snus ou cosnus
correspondants des exponentielles réelles, et s dles devenaient sim-
plement égales elesy introduiraient des puissances algébriques de
I'arc; cest de quoi on peut sasurer, par les méhodes connues, en
mettant dans le premier cas a la place des snus ou cosnus, leurs
expressons exponentielles imaginaires, e en supposant, dans le s
cond, que les racines égales différent entre eles de quantités infini-
ment petites indéterminées, mais, comme le développement de ces cas
egt inutile pour 1'objet présent, nous ne nousy arréterons point.

S la condition de la réalité e de I'inégalité des coefficients de t

a lieu, il est visible que les plus grandes valeursde &, ¢, ... seront
moindres que les sommes des quantités E', E*, E*, ..., F'E, /*E",
SB" ..., en prenant toutes ces quantités positivement; par conse-

quent, S ces différentes sommes sont fort petites, on sera asuré que
les valeurs des variables le seront toujours auss.

Mais, comme les coefficients ¥, K, B", .., sont arbitraireset dé
péndent uniguement du déplacement initial du syséme, il et pos
sble que les variables &, §, ... restent fort petites, quand méme,
parmi les quantités ¥, ¥, ..., il y en aurait d'imaginaires ou
d'égales car il suffit pour cda que les quantités correspondantes E',
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E", ... soient nulles, ce qui fera disparaitre lestermes qui croitraient
avec le tempst. Alors la solution, sans étre exacte en général, le sra
néanmoins dansle cas particulier ot la condition précédenteauralieu.

8. On a des mé&hodes pour reconnaitre s une équation donnée, de
quelque degré qu'elle soit, a toutes ses racines rédles ou non, et pour
juger, dans le cas de la réalité, de leur sgne e de leur inégalité;
mais, |'application de ces mé&hodes éant toujours un peu pénible,
voici quelques caractéres smples et généraux qui serviront ajuger de
la forme des racines dont il sagit, dans un grand nombre de cas

En prenant I'équation K=o ou Ak —B=o (art. 6), on a # = f—:;
or il et facile de se convaincre que la quantité A a toujours nécessaire-
ment une valeur positive, tant que f, g, ... sont des quantités réelles;

. . . df d:
car la fonction T, d'ou elle résulte en changeant & %‘F, 37‘3, ceenl,

S+ & ... (art. cité), et composte de la somme de plusieurs carrés
multipliés par des coefficients nécessairement positifs. Donc, s la
quantité B es auss toujours positive, ce qui a lieu lorsque la partie
de la fonction V ou lesvariables &, ¥, g, .., forment ensemble deux
dimensions ex réductible a la méme forme que la fonction T, parce
gue la quantité B résulte auss de cette partie de Y en changeant &, 4,
$r .. tnx, f, g ..., ON et assuré que les valeurs de k, cest-a-dire
les racines de I'équation en k, seront toujours positives toutes les fois
qu'eles seront rédles.

Au contraire, s la quantité B est toujoursnégative, cequi arrivera
guand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés par des codf-
ficients négatifs, les valeurs rédles de k seront toutes négatives. Dans
ce dernier cas, la solution ne pourra pas ére bonne, parce que, les
racines de I'équation en k ne pouvant &re qu'imaginaires ou rédles
négatives, les expressons des variables E, ¢, ... contiendront néces:
sairement le tempst hors des Sgnes de snus & cosnus.

Dans le premier cas ou B e positive, on voit seulement que, S les
racines sont rédles, elles sont nécessairement positives, e il serait
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peut-étre difficile de démontrer directement qu'dles doivent ére
toutes réelles; mais on peut se convaincre, d'une autre maniére, que
cdadoit &reains.

Car le principe de la conservation des forces vives, que nous avons
démontrédansle8V delaSection | | | , donnel'équation T+ V=cong.
(Sect. 1V, art. 14), laquelle a toujours lieu puisque T et V sont fone-
tionssanst (Sect. V, art. 21). Or, s I'on désigne par V' la partiedeV
qui contient les termes de deux dimensions, en sorte que

V=H+V,
acausede
Hl =0 H2= o, H3:O, .y

on aura (art. 3)
T+ H4 ¥ =conet. = (T) + I+ (¥,

en dénotant par (T) et (V') lesvaleursde T et V au premier ingtant;
donc
T+V'=(T)+ (V).
Donc, puisque T e, par sa forme, une quantité toujours positive, s
V l'est auss, on aura nécessairement

Y=o, V<(T)4+ (V)

de sorte que la valeur de V et, consdguemment auss, cdles des va-
riables & ¢. ¢, ... seront renfermées dans des limites données e
dépendantes uniquement de I'éat initial. Ces variables ne pourront
donc pas contenir le temps t hors des Sgnes de sinus & cosinus,
parcequ'alorsellespourraient aller en croissant al'infini. Or, lorsque
la valeur de B et congamment postive, cele de V I'est aussi; par
conséquent, lesracines de l'équation en k seront nécessairement toutes
rédles, postives et inégales (art. 7), et la solution sera toujours
bonne.

Dans ce cas |'éat d'équilibre d'olu le syséme a é&é déplacé sra
stable, puisquele sysémey reviendra, ou tendratoujoursay revenir,

XI. 29
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par des oscillations trés petites; du moins il ne pourra jamais sen
écarter que tres peu.

9. Ces de cette maniére que nous avons démontré (Part. |, Sect. 111,
art. 23 e suivants) que, lorsque la fonction |1 et un minimum dans
I'éat d'équilibre, cet éat et stable; car il eg facilc de voir que la
fonction nommée| |, dans|'article 21 de la Section citée, est la méme
gue nous représentonsici par V, puisque l'une et l'autre et I'intégrale
de la totalité des moments des forces agissantes sur les différents corps
du syséme, totalité qui doit ére nulle dans I'équilibre. Or, comme
lona¥=H4+V, & que V ne contient lesvariables &, §, g, ...qu'a
la seoonde dimension, il Sensuit queV sera un minimum ou un maxi-
mum, sdon que lavaleur de V sera postive ou négative, en donnant
a oes variables des valeurs quelconques. Donc I'équilibre sera néces
sairement sable danslecasdu minimum deV (art. 8).

Au contraire, dansle casdu maximum deV, laquantitéV éant tou-
jours négative, la quantité B le sra auss, puisqu'on faisant

y=st =gk Ty

la valeur de V devient §'B (art. 6); et, par ce que nous avons démon-
tré dans|'article précédent, les expressons des variables contiendront
nécessairement des termes ol t sera hors des Sgnes de sinus et cos-
nus; I'équilibre ne pourra donc pas ére stable, car le syséme, en &ant
tant soit peu déplacé, sen éoignera toujours davantage. Cette seconde
partie du théoréme énoncé dans|'endr oit cité dela Statique n'avait pu
y ére démontrée faute des principes nécessaires ; nous en avions remis
la démongration a la Dynamique, et celle que nous venons de donner
nelaisse plusrien a désrer.

10. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-stabilité
absolue, dans lesques I'équilibre, éant tant soit peu dérangé d'une
maniére quelcongue, tend a se rétablir de lui-méme ou a se déranger
de plus en plus, il peut y avoir des éats de stabilité conditionnelle
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e relative, dans lesques le réablissement de I'équilibre dépendra
du déplacement initial du sygéme Car, s quelques-unes des valeurs
dev sont imaginaires, les termes correspondants dans les valeurs des
variables contiendront des arcs de cercle, e I'équilibre ne sera pas
gable en général; mais, g les coefficients de ces termes deviennent
nuls, ce qui dépend de I'éat initial du systéme, lesarcs de cercle dis-
paraitront, et I'équilibre pourra encore étre regardé comme stable, du
moinspar rapport a cet &at particulier.

11. Lorsgue toutes les valeurs de & sont rédles et inégales & que,
par consdquent, I'équilibre et stable, les expressions de toutes les
variables seront composées d'autant de termes de la forme

Esin{tyE 1)
qu'il y a de variables.
Or ce terme représente les oscillations trés petites et isochrones d'un

pendule smple dont lalongueur et i—', en prenant g pour laforcedela

gravité. Donc les oscillations des différents corps du syséme pourront
ére regardées comme composies d'ostillations smples analogues a

cdles des pendules dont les longueurs seraient %, fj. f.,

Mais, les coefficients E' E", ... éant arbitraires et dépendant uni-
guement del'état initial du syséme, on peut toujours supposer cet état
tel que tous ces coefficients, hors un quelconque, soient nuls; alors
tous les corps du syséme feront des oscillations simples, analogues a
celles d'un méme pendule; e I'on voit qu'un méme syséme et UEP-
tible d'autant de différentes oscillations smples qu'il y a de corps mo-
biles (*). Donc, en général, les oscillations quelconques d'un systéme
ne sront composées que de toutes les oscillations smples qui pour-
ront y avoir lieu par la nature du syséme.

(*) Le nombre des oillations smples n'est pas égal au nombre des corps mobiles, mais
au nombre des variables indépendantes. C'est, du reste, ce que Lagrange dit lui-méme
au commencement du paragraphe. (J. Bertrand)
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Danid Bernoulli avait remarqué cette compostion d'oscillations
smples e isochrones dans le mouvement d'une corde vibrante char-
oée de pluseurs petits poids, e il I'avait regardée comme une loi gé&
nérale de tous les petits mouvements réciprogques qui peuvent avoir
lieu dans un syséme quelconque de corps. Un seul cas comme celui
des cordes vibrantes, ne suffisait pas pour éablir une telle loi; mais
I'analyse que nous venons de donner établit cette loi d'une maniere
certaine et générale e fait voir que, quelque irréguliéres que puissent
paraitre les petites oscillations qui sobservent dans la nature, eles
peuvent toujours se réduire a des oscillations smples, dont le nombre
sraégal a celui des corps oscillants dans le méme systéme.

C'et une suite de la nature des équations linéair es auxquelles seré-
duisent les mouvements des corps qui composent un syséme quel-
conque, lorsgue ces mouvements sont trés petits.

12. S les valeurs des quantités &, y#, #", ... sont incommen-
arables il ex clair que les temps de ces oscillations seront auss
incommensurables et que, par conséquent, le sysémenepourrajamais
reprendresapremiérepostion.

Mais, s ces quantités sont entre elles comme nombre a nombre et
que leur plus grande commune mesure soit |, on verrafacilement que
le syséme reviendra toujours a la méme position au bout d'un temps
0="1% & gant I'angle de 180°. Ains G seraletemps de I'oscillation
composie de tout le syséme.

13. La solution que nous venons de donner demande que les coor-
données puissent éreexprimées par desfonctionsen rie de variables
trés petites, et qui soient nullesdans|'état d'équilibre, ains que nous
I'avons supposé dans I'article 3.

Or C'est ce qui et toujourspossible, comme nousl'avonsvu, lorsque
les équations de condition, réduites en érie, contiennent les premiéres
puissances des variables supposées trés petites, parce que ces termes
donnent d'abord des équations résolubles rationnellement, e qu'en-
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suite on peut toujours, par la méhode des séries, avoir des solutions

rationnelles de plus en plus exactes.

Il peut néanmoins arriver que les termesde la premiére dimension
manquent dans une ou plusieurs des équations de condition, ce qui
aura lieu, par exemple, s, dans I'équation L =0, les valeurs des
coordonnées pour 1'équilibre sont telles, qu'eles rendent non seule-
ment L nulle, maisauss chacune de ss différences premiéres; car on

aura alors
A A

E:o. 3F =% -

e |'équation L = 0 ne contiendra que les secondes puissances et les
puissances ultérieures de &, f, y, &', ... (art. 1). Dans ce cas s I'on
réduit les coordonnées en fonctions de variables indépendantes, ces
fonctions ne pourront plus é&rerationnelles, e les équations différen-
tielles ne sront ni linéaires, ni méme rationnelles. Ains la supposi-
tion des mouvements trés petits du syséme ne servira pas alors a
simplifier la solution du probléme, ou du mains ne la rendra pas us
ceptible'de la mé&hode générale que nous avons exposée

Pour résoudre ces sortes de questions de la maniére la plus smple,
on ferad'abord abstraction des équations de condition ou les premiéres
dimensions des variables ne se trouveraient pas; on parviendra ains a
desexpressonsdeT et deV dela forme de celesdel'article2. Ensuite
on ajoutera a cette valeur de'V les premiers membres des équations de
condition auxquelleson n'aura pas encore eu égard, multipliés chacun
par un coefficient indéterminé et qu'on Supposra congtant dans les
différentiations pard; et il suffira, dans ces termes dus aux équations
de condition, detenir compte des plus bassss dimensonsdes variables
tréspetites. Delaon trouveraleséquationsdifférentidlesal’ordinaire,
et il sagirad'en diminer les codffidents indéterminés.

S les équations de condition éaient du second degré et que les cod-
ficients indéterminés pussent étre supposés condants, la valeur de V
serait encorede la méme forme quedans la solution générale; par con-
séquent, on pourrait I'appliquer auss a ce cas on déterminerait en-
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suite les coefficients, en sorte que les équations de condition fussent
satisfaites. On pourra donc toujour s commencer par adopter cette sup-
position, on verra ensuite s les valeursqui en résultent pour lesva-
riables peuvent satisfaire aux équations de condition, auqud cas la
suppostion sxra légitime et la solution exacte; sinon il faudra cher-
cher aintégrer les équations différentielles par des méhodes particu-
lieres.

§1|.— Desoscillationsd'un systémelinéaire de corps.

14. Lorsque les corps qui composent le syséme propose sont dis-
posts, les uns par rapport aux autres, d'une maniére uniforme et
réguliére, on peut smplifier lecalcul et parvenir a desformulesgéné
rales et symétriques, en employant la notation et I'algorithme des dif-
férences finies. Nous allons en donner un exemple, en examinant le
cas ol un nombre quelconque de corps, rangés sur une ligne droite
ou courbe, oscillent en vertu de forces quelconques combinées avec
leur action réciproque.

Soient a, y, z les coordonnéss rectangles d'un quelcongue des corps
du systeme, que nous déncterons par Dm, en employant la lettre
majuscule D pour dénoter les différencesfinies(Sect. 1V, art. 17). On
aura d'abord s ) ,

r= 3§ - e ) om
la caractéristique Sreprésentant lessommesreativesatout le syseme.

La fonction V doit contenir la somme SIIDm provenant des forces

accdératricesP, Q, R, ..., qu'on suppose telles que I'on ait
H:f{Pdp+qu+Rdr+...}.

Cette fonction doit contenir aussi la somme §_f@Ds, en supposant

que ¥ it la force avec laquelle deux corps voisins qui sont a la dis-

tance Ds I'un de I'autre Sattirent, & que cette force soit une fonction
de la méme distance Ds, en sorte que f(ﬁ d Ds S0it une quantitéinté
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grable dont la différentielle par & soit @ $Ds. Cette force &, que nous
upposons fonction de DS, pourra varier d'un corps a l'autre et sera,
par conséquent, auss fonction du nombre ou de la quantité qui repré
sente la place de chaque corps dans la série de tous les corps, e a
laquelle se rapporte le Sgne sommatoire S. S les corps, au lieu de
Sattirer, se repoussaient, il faudrait prendre ® négativement.
On auraaing

v=8pm+§ fedDs
€et, par consdquent,

V=8 Dm + §# 305,

Et il et bon de remarquer que cette expresson de 8V serait la méme
S les corps éaient liés entre eux de maniére que leurs disances mu-
tuelles fussent invariables; car on aurait dans ce cas I'équation de con-
dition éDs= o, laquelle donnerait dans I'expresson dé&V e terme
84 3Ds (article cité).

15. En exprimant I'éément Ds par les différences finies de X, y, z
il et clair qu'on aura
s = Do + Dyt + D
donc, différentiant par &,

M= Dx&Dw—r—D_y_I;}‘Dy—i-D:éDz_

Subgtituant cette valeur, et faisant, pour abréger, T?: =¥, fonction
de Ds on aura

AV — QAT Dm -+ SW(Dz 3D + Dy 3Dy + Dz dD=).

Comme les caractérigtiques D et § sont indépendantes entre eles, on
peut changer £D en D&, et I'on aura

3V =S aMbm+ §¥{Dz DIz + Dy Déy + s Bds),

On peut auss faire disparaitre le D avant le &, par I'intégration par
parties appliquée aux différences finies.
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16. En effet, on a, en général,
Pry =y =¥y Dr+DeDy={z+D2)Dy +y Dz =2,Dy + y D,

on dénotant par x, le terme qui suit x dans la série des termes consé-
cutifse, # + Da, .... Donc, en passant des différences aux sommes,
on aura

Syl):c:.ry— S.:r, Dy.

On trouverait dela méme maniére
S_}f DMr—yDr—z l)y+Sx, Dy,

et ainsi desuite, «, x,, x,, ... étant les termes qui se suivent dansla
méme série.

Pour compléter ces sommations, il faudra rapporter les termes hors
du signe S au dernier point de I'intégrale finie SyDx et en retran-
cher les mémes termes rapportés au premier point. Ainsi, en marquant
par un zéro et par un i placés au bas des lettres les termes qui se rap-
portent au premier et au dernier point, on aura ces sommations com-
plétes

ol =z yi— s ye— § 2,0y,

S.;'ll‘,v =3y mp By — ye Dty 3 2, Dyo+ Sx,, Dy,

Lorsquela caractéristique Sindique des sommestotales d'un nombre
de termes donné, il est clair qu'on peut, a la place destermes x, Dy,
X, Dy,... souslesigne S, prendre les termes précédents, que nous dé-
noterons par +-N,y, #0, ¥, ..., en marquant d'un trait, de deux, ...,
placés a gauche, les termes,y, ,¥ qui précédent y dans la série indé-
fiNi€ ey J X ¥y Fr ¥ s vene

17. Cea posé, mettons dans lesformules précédentes &= ala place
de x et ¥ Dx ala place dey, on aura ces transformations

SW Dz Dz = (¥ Drdz)— (¥ Dz ds)— s D (I Da);
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et, deméme,

§¥ Dy D3y = (W Dy dy)i— (W Dy 42— Sy D, (¥ Dy,
S‘I"'Dz Dds ={¥Dsda),— (WDs az)..-Sa.-: D,{FDas),

et I'on fera ces subgtitutions dans I'expression de 6.

S le premier corps et le dernier sont supposssfixes, les variations
82y, S¥y, 83, 0t Sz, 8yu 855, qui Sy rapportent, seront nulles. Nous
adopteronsd'abord cette hypothése, qui smplifielesformules, et nous
aurons, en conséquence,

8V == Q3 Dm — § &z D, (¥Dx) —§dr D, (¥ By) — §4: b, (¥ D).

En général, commeil faut quelesvariations disparaissent toujours,
s lepremier ou ledernier corps, ou tous lesdeux, n'étaient pas fixes,
il faudrait supposer la valeur de¥ nulle au commencement ou a la fin.
On aurait ainsi, a causede W = D‘ls‘ la condition & remplir &, =« 0ou
&, =0, 9 le premier ou le dernier corps es suppost mobile; e s
tous les deux éaient mobiles, on aurait les deux conditions €, = 1
e P, =0

18. Lavariation ¥ éant réduitea cette forme simple, les équations
généralesdela Section 1V (art. 10), étant rapportéesaux variables x,
y, zde chacun des corps du systéme, donneront pour oes variables les
trois équations suivantes, dans lesquellesjeremets® au lieu d¥ Ds:

TDm+:§Dm—D (QDI:‘”)zo,
TDm-r—a Dm — D(——Z)—o.
@y oDz

aF Dm+—a;Dm B( )_o

Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des
corps, mais, lorsque ces mouvements sont trés petits, les équations
s smplifient et deviennent linéaires, comme nous I'avons vu plus
haut (§1).

XL 5Q
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19. Supposons que, dans I'éat d'équilibre du syséme, les coordon-
néssx, y, zdeviennent a, b, c, et qu'dles soient, dans le mouvement,
a+5b+y e+ les quantitésE :1. { &ant trés petites. La fonc-
tion 11 deviendra II -~ mE N+ —t Ainsi, en regardant doré
navant 11 oomme une smple fonctlon de a, b, c, les trois différences
part|e||e£ EE’ prad '8_ pourront sexprimer aing :

dl‘I al an M
Jar b maa“*am‘)

m_l AL P B
G \gadsct @ VT utde )

ol LaLl il
BE"'( ch+ndn+ 5= r)

Par les mémes substitutions de & + %, &4+, ¢ +§ au lieu de x,
Y, z, les différences Dx, Dy, Dz deviendront

Da-D:, Dé+ Dy, De-- D5,

A I'égard de la quantité @, qui et supposée fonction de Ds, S I'on

fait, pour abréger,
Dy = yDai+ D5+ Tdd,

onaurad'abord

D= Df»ﬁ—nfi ﬂfbnn+$

ensuite, § I'on nomme F ce que devient la fonction @ lorsqu'on y

change Us en Df, e qu'on fase :;:; F}. on aura, par le dévelop-
pement,

_ BeDi  DdDm Do I{
o=+ F (57 15+ 7 17 + 5 1)

€et, par consdquent,

0 F'— Fi{DaD Db n De D2
St (57 By + f 7 + 7 )

20. On fera oes subgtitutions dans les trois équations trouvées ci-
dessus & comme, dans I'éat d'équilibre, les variables &, 4, £ sont
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upposées nulles, il faudra que ces éguations se vérifient dans cette
hypothése. Ainsi les termes congtants devront se détruire, ce qui don-
nerad'abord lestrois équationsde condition

vz Dm D( Df) =u,
]l
n ==s | = 0
é]l
o om—b (F —-f)
Ces équations donneront les valeurs que les coordonnéss a, b, ¢
doivent avoir dans la situation de I'équilibre; et il es facile de voir
qu'eles représentent d'une maniere générale celles que nous avons
trouvées dansla Section V delal"® Partie, pour I'équilibredeplusieurs
corpsliés par un fil extensble ou non.

'I

21.Onauraen: G=E-E
| PN
—I’},! - Dfl — l]j.)
'E [iad1] a1
an+(a——£+—?b + mst)nm
les trois -‘D[ —E-Ga( 17 ygﬂ -1..;»"::})]:0,

P
-J—Dm—f-(;E——EA» db‘"*dbdé‘)nm

—n,[ i -—Gb"(a'DE - "'n/ +a"’;)]

& Dm—t—(aachﬂ—;%cn-t-?;gt)Dm
- frgp (g v o )] =

Ce sont ceséquationsqui serviront a déterminer les oscillations du
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systéme supposées trés petites; elles sont du genre de celles qu'on
nomme & différences finies et infiniment petites, et comme elles sont a
coefficients constants, elles sont susceptibles de la méthode générale
exposée dans le paragraphe précédent.

22. Les équationsde |'article 20, qui renferment les conditions de
I'équilibre, donnent, en passant des différences aux sommes,

her an

FD] J“Dm-l-.l‘t
Db o

Fllj I Do+ B,
e ol

Fl)f z ——Dm+t..

A, B, C étant trois constantes arbitraires; d'ou I'on tire tout de suite

F= \/ d“Dm-a—A) ( gf_nm+B) ( %‘c!um-'-c)

Lorsque la quantité F est une fonction donnée de Df, ce qui alieu
quand on suppose que les corps s'attirent ou se repoussent par une
force @ fonction de leurs distances Ds, la valeur précédente de F don-
neralavaleur deDf qui doit avoir lieu dans I'état d'équilibre.

Mais, lorsque les distances Ds sont supposées données et invariables,
alors la quantité ®, qui tient lieu du multiplicateur X (art. 14), est
inconnue et doit se déterminer par la formule précédente; mais, dans
cecas, on a

]'Js:!)f
et, par conséquent (art. 19),

Ba
D}—,Dﬁﬂ- Wﬂﬂ-&— 70(—-0,

ce qui simplifie les équations de I'article précédent.

23. L'esprit de la méthode de I'article 4 consiste & supposer que
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chaque variable soit exprimée par une mémefonction det, multipliée
par unequantitédifférente pour chaquevariable.
S I'on désigne par 0 cettefonction, on fera

E=4X, a=dY, L=9$2,
et, apresavoir substitué ces valeursdans les équations de I'article 21,

on verra aisfment que, pour vérifier ceséquations, il est nécessaire que
la variabled soit déterminée par une éguation de la forme

%:g—kkﬂzo;

‘;Lj savaleur — k8, & divisant tous les

termes par 0, on aura ces trois équations aux différences finies

car alors, en mettant pour

_yen,  om Pl
X om= (G GV s

R !

z) Pm

R S

Dy DX Y DI
~D,[FTJ?—G£: (aﬁf--r-b’wﬂ-c’ﬁ? ).

. N, o0
x+ 2y, Bc—,z) Dm

k2 Dm = (BTdE 35 3e

DE bX DY  ,DZ
-D,[Fn—f—[ic'(c'-b—f+b 7 +c‘5})]‘
24, L'équation en # sintégre facilement; elle donne

8 =Esin(tyE ),

E et & é&ant deux congtantes ar bitraires.

A I'égard des équations en X, Y, Z, ellesne sont, en général, inté-
gralesen termesfinis, par lesméhodes connues, que lorsgu'elles sont
a codfficients congants, mais, s I’on développe les différences finies
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marquées par D, elesdeviennent delaforme (art. 16)

AX,+BY, +CL + AX+BYLCZHAX +BY+CZ=0;

les coefficients A, B, C, A", B, ... sont congtants ou variables, mais
indépendants de t, e la quantité k n’entre que dans lesvaleurs de A,
B', C', e seulement a la premiére dimension.

S maintenant on désgnepar X,, X,, X,, X,. ... les valeurs cong>
cutives de X, en commengant par la premiére, qui répond au premier
corps du syséme, e de méme par Yo, Y., Yoy Y5 oouy Zoy Z,, %,
Z,. ... les valeurs consécutives correspondantes de Y et Z, et qu'on
substitue successvement ces valeurs dans les trois équations, réduites
a la forme précédente, il est aisé de voir que les trois premiéres don-
neront les valeursde X, Y2, Z, en fonctions linéaires de Xo, Yo, Zo,
X1, Y1, Z1, ; que les trois suivantes donneront X3, Y 3, Z3 en fonctions
linaires de Xy, Y2, Z,, X1, Y1, Z1, lesquelles, par la subgtitution des
valeursde X ,, Y3, Z,, deviendront auss desfonctions linéaires de X,
Yo,Zo,X1,Y1,2Z4,6€t ains de suite.

Donc, en général, lesvaleursde Xyvis Yarss Zawy SONL de la forme

AXy+BY,+ G+ A'X, +B'Y, + C'Z,

e il et facile de sasurer, par le calcul, que les quantités A, B, C
sront des fonctions rationnelles et entiéres de k de la dimension
n — 2, e que les quantités A", B, C* sont de parellles fonctions de la
dimendon n — 1.

Nous avons suppos2 (art. 17) que le premier et le dernier corps du
syséme étaient fixes, le premier corps appartient a I'indice o, e s
I'on désigne par n le nombre des corps mobiles, le dernier corps, qui
doit érefixe, appartiendra a J'indice n + 1. |1 faudra donc que I'on ait

X;=n, Yi=n, =0, Xerizmoy Y=o, Zeii=0,

ce qui donnera entre Xy, Y1, Zy, trois équations linéaires de la forme
AX,+BY,+CZ =0, dans lexqueles les coeffidents A', B', C'
seront des fonctionsrationnelles et entiéres de k de la dimension n.
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En éiminant les quantités X, Y 4, Z4, 0n aura une équation en k du
degré 3n, nombre desinconnues X, Y, Z, et qui aura, par consequent,
3n racines.

Les mémes éguations donneront les rapportsentre les trois quantités
Xa, Y4, Z4 ; de sorte qu'on pourra prendrea volonté la valeur d'une de
ces quantités. Comme oss rapports e trouveront exprimés par des
fonctions rationnelles de k, on pourra exprimer les valeurs des trois
quantités Xy, Y4, Z4, par des fonctions rationnelles et entieres de k, et,
par ce moyen, les inconnues X, Y, Z seront auss exprimeées, en géné
ral, pardes fonctions connues, rationnelles et entieres de k.

25. Nous dénoterons par #. #. &, ... . &' |es différentes racines
de I'équation en k, dont la résolution doit ére supposée connue; et
nous déncterons pareillement par X, X*, X", ..., Y, ¥, Y, .... 2,
Z', Z% .... les valeurs correspondantes des quantités X, Y, Z, qui
résultent de la substitution de ces différentes racines a la place de k.

Donc, puisqu'on a trouvé (art. 23 et 24)

E == XEsin(tyE +¢),
n=YE sin{¢y/% +¢),
C = 2B sin{eyF 4+,

en substituant successvement les différentes valeurs de k, e en pre-
nant différentes congtantes arbitrairesE et ¢, on aura autant de valeurs
particulieresde&, . %, dont la somme donnera les valeurs complétes
do cesvariables, par la nature des équations linéaires.
Cesvaleursparticuliéresde E, n, % sont analogues a celles qui repré-
sentent les petites oscillations d'un pendule dont la longueur serajt%
(art. 11), pourvu que k soit une quantité rédle et positive; et le mou-
vement de chaque corps sera composé d'autant de pareilles oscilla-
tions qu'il y aura de valeurs différentes de k; de sorte que, S toutes
ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera impossible que
le syséme reprenne jamais sa premiére position, a moins que les
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valeurs &, %, § neseréduisent aux valeur sparticulieresqui répondent
a une seule des racines k. Dans ce cas, en faisant t = o0 dans les for-
mules précédentes, on aura XE sin &, YE sin &, ZE sin € pour les valeurs
a,
i
Ainsi, pour que ce cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacements

de &, n. §, et XEcose, YEcose, ZEcose pour celles de 'a,!f-, %’-:-

o, dn
PTar ATl
portionnelsa X, Y, Z; et il y aura autant de maniéeres de satifaire a

primitif<k, %, . aind que les vitesses initiales 3 # sient pro-

css conditions qu'il y a de valeurs différentes de k.

26. S I'on désigne, par des traits supérieurs, des congtantes ar bi-
traires différentes, on aura
Eo= X Esin{tyF + o)+ X E sin{e /& +¢") + X"E"sin{ e/F" +¢*) + ...,
7= YEn{ty®F + o)+ YEsin{eyF )+ Y E*sin{e B ") ...,
¢ DE sinf{ey® o o) + I'E sin{ey/® + ") - Z7E" sin(e/F + ") - ...,
pour les valeurs complétes des variables &, v, § qui représentent les
ocillations de chacun des corps du syséme donné, quel que soit leur
éat initial.

On peut représenter oes valeurs d'une maniére plus simple, en em-

ployant le Sgne X pour exprimer la somme de toutes les valeurs cor-
respondantes aux différentes valeurs de k; on aura ains

§= 5 [XEsin(evE )]
2= [VE sin{tyE +3}},
¢ =Y [ZE sin(tyk + o],
et I'on aura les expressons particuliéres des variablesE,, %, %5 K

ae Las - -+, pOUr chacun des corps du syséme, en changeant, dans les

et ¢ différentes condantes arbitraires Ey, Ey, ..., €,, €, ..., qui d&
pendent del'éat initial du systéme.
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27. Pour déterminer ces congantes de la maniére la plus smple, je
reprends les équations en £, %, & de l'article 21, et je les gjoute
ensemble, apres avoir multiplié la premiére par X, la seconde par Y
et latroiseme par Z; je prends ensuite la somme de toutes oes égua-
tions aind composées, relativement a tous les corps du syseme, e je
dénote cette somme par la caractéristique S; s I'on fait attention que
cette caractéristique e indépendante de la caractéristique d des diffé-
rentiellesreativesat, on aura I'équation

%S(XE+YH+ZUDN
*'Sg‘ll L Y+ r.‘ad
S-_.a..x-;-‘;_;f;' v+:'§ )nl)m
d—i’l;_cx+£gc¥+ on )CDm
_Sjw,[r --—-Ga'(an5,+b'—f-+c’:5.)]

-S>, [Fl—'f-_. o P_§+,,.D/ nc)*'
~§zn [y oo (e gy oo =

Dans cette équation, les termes qui contiennent des différences mar-
quées par D sous le sgne sommatoiro S sont susceptibles de réduc-
tions analogues a cdles des intégrations par parties, et dont nous
avons donné le type dans I'article 16. Pour cela, conddérons en général
un terme quelconque de la forme §X D (¥ DE); nous aurons, par les
réductions de I'article cité, en faisant attention queles quantités X et &
ont nulles au commencement e a la fin des intégrations marquées
par D (art. 24),

Sxpve)=— S¥EpX =8 D(VDX).

Or§E D(VDPX) et la méme choxe que §ED,(¥ DX), en prenant a la
place du terme ¥, B{¥ DX} celui qui le précede.
XI. 5
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Donc, en général, on aura
SXD(vhE) =80, (VDX),
et il en sera de méme des termes semblables. Ainsi I'équation précé
dente deviendra de laforme

o

AR+ Yo+ 20D+ §EX) b+ (Vin+ (ER] =0,

dans laquelle les quantités désignées par (X), (Y), (Z) contiendront
les mémes termes qui composent les seconds membres des équations
de I'article 23, de maniére que ces équations donneront

(X} = kX Dm, (Y) =&Y Dim, (Z) = &L Dm;
d'ou il suit que I'équation ci-dessus deviendra

!

ZESXE+Yn+20) Do+ k §IXE+ Vo + 20 Dm =0,

laquelle donne tout de suite, par I'intégration,
SQUXE+ Yo+ 28) Dm = Liin {eyk +2),
L et & étant deux constantes arbitraires.

28. 11 e facile de voir, par la nature du calcul, que, s I'on substitue
dans cette équation pour k une des racines de I'équation en k que nous
avons dénotées par K k", k™, ... (art. 25), on devra avoir un résultat
identique avec les expressions de £, v, § del'article 26, de sorte qu'en
substituant ces mémes expressions dans |'équation précédente, elle
devra devenir absolument identique pour toutes les valeurs de k.

On auradonc ainsi |'éguation identique

X ¥ [XEsin(evE +¢]]
+Y X [YEsin{ey® +¢}]¢ Dm = Lain(ey& 3],

f+z N (ZE sin(evE + )}

N
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pour chacune des valeurs k', k", k''*, ... de k; et comme cette identité
doit avoir lieu indépendamment de la valeur de t, il ne sera pas diffi-
cile de se convaincre que tous les termes qui contiendront le méme
arclﬁ devront étre identiques dans le premier et dans le second
membre de |I'éguation; d'ou il suit d'abord qu'on aura nécessairement
A =€ pour toutes les valeurs de A et dé «.

Ensuite, si l'on fait attention a la valeur des signes sommatoires
Set X dont le premier S représente la somme des quantités sous le
signe qui appartiennent a tous les corps du systéme, et que nous avons
dénotées par des nombres placés en forme d'indices au bas des lettres
(art. 24), et dont le second X représentela somme des quantités sem-
blables qui répondent & toutes les racines &, &, &7, ..., K™, et que
nous dénotons par des traits supérieurs (art. 25), on trouvera, par la
comparaison des termes affectés des mémes sinus, |'équation

ES(Xr+ Yoz bm = L,

Donc on aura, en général,

Esin(syF 4 1) == Loin{tyk +3)
S (Xt ¥12%) Dim
et, par conséquent, par l'article 27,

X Y Z0n
Esin{eyh ) = DU Yo+ ZDa
S(X’ + ¥+ by

équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de k.

29. Soient maintenant, lorsquet = o,
F=a, m=f L=y
& _- dn_ =
a.-;-a. 3;—3, dt_"'

ces six quantités seront données par I'état initial du systéme : si donc
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on lesintroduit dans I'équation précédente e dans sa différentielle
rativeat, eny faisant t = 0, on aura les valeurs suivantes des con-
dantesarbitraires:

SXa+¥p +2y) D

Esine= 1
S+ Y1+ 24 Dan

Eoost— X+ YA +Zy) Den
o o e ———— e -

VE QX+ Y+ 21 Dm

Donc enfin, s I'on substitue ces valeurs dans les expressonsde E.
%, § del'article 26, on aura

£=+2( S(Xe+ VB +z;«)nm f()

§(X*+-Yir2t) Dt

X Y3 +Z I
+z 2‘_&5 o+ A+ }') msin!ﬁ).

VE QX" V' 2 i

(X'-o-‘I"-o—?’)D

(Xa+ Y23
+3 ls._im.m“/x),

VE Xt Tt 20) D

a+Y
- *2( QiXa+ 13+Zy)llm stv’ﬁ)

QX1+ V- 2 Dm

+2( 7 S(xa-n'ﬁ +Zy)Dm aine ﬁ)_

Ve S(X'+Y‘+Z’)D

X Y FA2D L
= -\-2 S—-————-————t 2+ VP + iy b sn/i—)

Cesformules, remarquablespar leur généralité autant quepar leur
simplicité, renferment la solution de plusieurs problémes dont I'ana-
lyse serait fort difficile par d'autres méhodes. Nous allons en faire
I'application & deux problémes d§a résolus dans différents Ouvrages,
mais d'une maniére plusou moins compléte.
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811 1.—Oul'on appliquelesformulesprécédentesaux vibrationsd'une
cordetendueet chargéedeplusieurscorps, et aux oscillationsd' un fil
inextensible, chargéd'un nombre quelconquede poids et suspendu par
sesdeux boutsou par un seulement.

30. Les expressons des variables§, v, { que nousvenons de trouver
e smplifient beaucoup lorsque, dans les équations différentielles de
I'article 21, les variables dont il sagit se trouvent séparées Alors les
variables X, Y, Z s trouvent auss $paréss dans les équations aux
différences finies de I'article 23; et chacune de ces équations donne,
par le procédé de I'article 24, une équation particuliére en k du
degré m. Si I’on dénate par k, ki, k, les valcurs des k qui répondent
aux quantités X, Y, Z données par ces trois éguations, et que I'on con-
srve les dénominations de I'article précédent, les expressonsde, v,
{ seréduiront, dans le cas précédent, a cellesci :

s:E(xS com/‘)+2( —«)-‘—'—]-]—m—alnt\ff).
n=, (Y SSW]::’ cas:\/ﬂ) +¥ ('/% Ssl;?:: slns \/E).

2 ) 2 )

31. Ce cas a lieu premierement lorsque les corps sont supposss
placés en ligne droite dans I'éat d'équilibre; car, s I'on prend cette
ligne pour I'axe des x, les ordonnées b et c deviennent nulles aind
que leurs différences Db, Dc; et les éguations de condition de I'ar-
ticle 20 exigent que I'on ait

oH _ am_
FT wT™
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c'est-a-dire que les forces perpendiculaires a I'axe soient nulles. On

aura donc aussi
[ T atll

d3g6 " ™ Fageo o

et les équations de I'article 21 deviendront, & cause dea’'=1, ¥ =n,
rF=oneldeG=F—F,

g ;

Fr Dm+ EDm D, (F “f)_..:).
iy mY __

P bm 1y (FIU)__O,

arr ey

T bm IJ,(F llj') =0y

par conséquent, les équations de I'article 23 se réduiront a celles-ci :

Lfr— )xnm +D, (r' )._u.

o
EXDm—+D ( Uf)

=,

&Z P+ B, (Fllf
dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de maniére
qu'on peut les déterminer chacune en particulier.

La constante indéterminée k pourra donc étre différente dans ces
trois équations, et chacune d'elles donnera une équation du n'®*® degré
pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les formules
de I'article précédent.

32. Puisqu'on a, dans le cas dont il Sagit, Dd=0o0, De=o0, on
auraD}f==Da {art. 19}, et les équations de I'équilibre (art. 22) donne-

ront
F:Sggnm+ﬁ.

Mais, pour avoir la valeur dela quantité F' (art. 19), il faudra con-
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naitre la valeur de F en fonction de Df ou Da; et I'on déduira par la
différentiation, la valeur de F' en fonction de F.
Si, par exemple, on suppose ® =K({Dsy*, onaura F=EK(D/)" ,

dela,
F=mK(D/)"=mF,

Dans le cas ou I'on ferait abgtraction de toute force érangere, on
auraitgg =un, ce qui donne F=A ¢, par consgquent, F congante
pour tous les corps. Mais la valeur de F' pourra varier d'un corps a
I'autre, @ maoins que l'intervalle Da entre les corps congecutifs ne soit
auss le méme pour tous les corps Dans ce dernier cas, lesxjuantités F
et F' seront deux congtantes qu'on pourra déterminer a posteriori, sans
connaitre la loi delafonction ®.

Ce cas est celui d'un fil ou corde tendue, dont les deux extrémités
sont fixes, & qui est chargée d'un nombre quelconque de corps placés
a digances égales entre eux; la quantité F exprime alors la tenson de
la corde ou le poids qui peut la produire; mais, pour la quantité F',
on ne peut la déduire de F sans connaitre la loi de I'dadticité de la
corde.

Ceprobléme, qui est connu souslenom de probléme descordesvi-
brantes, mérite un examen particulier, tant parce qu'il est susceptible
d'une solution générale, que parce qu'il es intimement lié avec le
fameux probléme des vibrations des cordes sonores.

33. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le fil est chargé
soient égaux entre eux et sans pesanteur, e que les intervalles Df ou
Da qui les sfparent dans I'éat d'équilibre soient auss tous égaux.

Comme n e le nombre des corps mobiles, s I'on désgne par M la
mase entiére ou la somme de toutes les massesDm, en y comprenant
la derniére, qui es supposte fixe, e par | la longueur de la corde dans
I'état d'équilibre, il ex clair qu'on aura

M {

Dm::m el Df:Da:;T—FT;
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et lestrois équations en X, Y, Z del'article 31 deviendront

Mk
WF;K+D’,X:O,
iMk
"t apF Y+ Y —p,
Mk

ey R A

lequelles éant semblables entre dles, il suffira de résoudre la pre-

miére, e il n'y aura plus qu'a changer F' en F pour avoir auss la réso-
lution des deux autres.

34. Soit r I'exposant ou I'indice du rang qu'un terme quelconque X
tient dans la rie des X; nous désignerons en général ceterme par X,,
et le terme précédent X sera X,_,; ains la premiére équation sera

IM&
mx,-;- DX, =0,
Supposons, pour résoudre cette équation,

X,=Isin{ry+c),

H et eétant deux congtantes ar bitraires; on aura, par les formules con-
nues de la multiplication des angles,

X, = X, — 3X, -+ Xp = — 4 sin(re 4 e} sin? E,
et cesvaleurs éant subgtituées dans I'équation précédente, ele devien-
dra, aprésladivison par X,

IME

Ta iy — 4 Bill'g =

laquelle donne
F
VE=2(a+1) mam E-
Or on a (art. 24) lesdeux conditions a remplir

X=ao el . P
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la premiére donne e = 0; la seconde donne sin{# <+ 1}¢ == 03 d'ol I'on
tire{n + l)q; = pf, % étant I'angle de 180° et p un nombre quelcoirque

entier. Donc on aura § == n-—%; par conséquent, en faisant, ce qui est

permis, H = 1, on aura, en général,
. r
X, =s5in IPT
o

Et I'on aura la méme expression pour ¥, et pour Z,, qu'on substituera
ala place de X, Y, Z, dans les expressions de E, T ¥ del'article 30.

La méme valeur de ¢, étant substituée dans I'expression de v‘f
trouvée ci-dessus, donne

VE=alnan0y/ oo s;n,(n+l)

ou I'on peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jusqu'a n
inclusivement; car p=n + 1 donne X, Y, Z nuls, et, au-dessus de
n +1, les sinus de WP:-__} reviennent les mémes.

Ainsi I'on aura autant de valeurs différentes de k qu'il y a de corps
mobiles; ce seront les racines de |'équation en k.

En changeant F' en F, on aura les valeurs des racines £, et &, des
deux autres équations en k.

On fera donc ces substitutions dans les formules générales de I'ar-
ticle 30, et I'on observera que la caractéristique sommatoire S doit se
rapporter uniquement aux exposants ou indices de rang r, depuisr= 1
jusqu'a r = n, et que la caractéristique sommatoire X doit se rap-
porter aux indices p des différentes racines depuis p=1jusqu'a p=n.

A l'égard de la valeur de SX2Dm = DmSX?2, on aura, a cause de

e PR
L falryray

+ la sommation suivante :

SX': sin'p + sin"ag 4- 83 .. .+ pintug

= ::-u— i(cusn?+cusdq =+ Co36P ... CO82 5}

3
XI. 5i

=zn_1[wm_:]=e_u.
a 1 2(r-- cosa¢) 1
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On aura do méme

SY,:SZ.: u:—l_

35. Comme les valeurs de k sont incommensurables entre elles, la

corde ne pourrajamais reprendre sa premiére position, a moins que

les expressions de E, W, ¥ ne se réduisent & un seul terme (art. 25).

Dans ce cas, en mettant dans les formules de |'article cité, pour X, Y,
Z et k, les valeurs qu'on vient de trouver, et faisant, pour abréger,

on aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conservé l'angle ¢ ala
PH’

+1

place de sa valeur o ’

£ =Euinrg sin(&’tsing +:).

n:=E ginrg sin(m sin E +s),
== K siorp sin (M sin E -+ e);

mais il faudra que les valeurs initiales &, ﬁ,T, d. [3, ').'. qui répondent a
t = 0, soient proportionnelles a sinrg. C'est la solution connue, dans
laquelle on suppose que les corps ne font que des oscillations simples

et isochrones.

36. Pour avoir des expériences générales applicables & un état ini-
lial quelconque, il faut employer les formules de I'article 30, en y sub-
stituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 34). Nous appliquerons,
pour plus de clarté, aux variables £ 'q,( I'exposant ou indice r placé
au bas de ces lettres, pour marquer le rang du corps auquel elles se
rapportent, et a I'égard des quantités &, B, ¥, «, ﬁ. T et X, Y, Z, qui
sont sous le signe sommatoire S, nous emploierons |'exposants au lieu
der, parce que cet exposant est uniquement relatif au signe S, lequel
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indique qu'il faut prendre la somme de tous les termes qui répondent
aux valeurs des, depuisojusqu'an.
On aura aing cette formule générale

Sa, slnz¢ cas [:(n “+ )A' slng]

& —-E I:T_':? . S“' dinse sinl a(n_ﬂﬁ'tsinz] 5)

afn+ l}k’ninz

e pour avoir les e<pr-ons de n, & 4. il Ny auraqu'achanger & en
heta,aenf,feteny, ¥

Lesvariables &, représentent les excursions longitudinales des corps
dans la ligne droite ou axe qui pase par les deux extrémités fixes de
la corde, et lesvariables y,, &, représentent leurs excursions transver-
sdles ou latérales dans la direction perpendiculaire a I'axe, les saules
gu'on ait consdéréesjusqu'ici dans la solution du probléme des cordes
vibrantes.

A I'égard du sgne X, on se souviendra qu'il exprime la somme de
toutes les quantités, sous ce Sgne, qui répondent 4 p =1, 13, 3, ..., a3
d'ol I'on voit que les excursions de chague corps, tant longitudinales
que transversales, seront composées en général d'autant d'excursions
particulieres, analogues a celes de différents pendules dont les lon-
gueurs seraient

— £ o0 £
ﬁ(n—o—;}’k"sin'g d(n—r—l)’k'sin’;

L

qu'il y a de corps mobiles, g é&ant la force de la gravité.

Pour que lesvaleurs de h et h' soient réelles, il faut que Iés quan-
tités F et F' soient positives (art. 35); donc, suivant I'hypothese de
I'article 32, il faudra que I'exposant m soit positif. S les corps s
repoussaient» F serait une quantité négative, et il faudrait aors que
I'exposant m flit auss négetif, et que, de plus, on eit § = o, ﬁ: 0,
¥=ua, -}L—. o, pour rendre nulles les excursons transversales n et L.
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37. Il yauneremarqueimportantea faire sur I'expresson générale
de &, que nous venons de trouver. Quoique nous ayons suppos que le
nombre n des corps mobiles et donné, et que la corde, dont la lon-
gueur e auss donnée, et fixe par sss deux bouts, le calcul n'es
pas arrété par ces suppositions, e I'expresson dont il sagit donne
la valeur de &, pour tout corps placé sur la méme ligne droite dont le
rang serait exprimé par un nombre quelconque r entier, postif ou
négatif.

En effet, puisque ce nombre m'entre que dans sn re, il est visible
qu'on peut lui donner telle valeur que 1'on veut, et I'on voit en méme

temps que, comme g = h":r, ce snus ne changera pas de valeur s

I'on y met 2{n+1)+r & la place de r, et deviendra smplement
négatif s I'on y change r en 2{r + 1} — r, & éant un nombre quel-
conque entier, positif ou négatif. D'ol il Sensuit qu'en imaginant, sui-
vant |'esprit du calcul, que la corde sé&ende indéfiniment de part et
d'autre, et qu'ele soit chargée, dans toute sa longueur, de corps égaux
et placés a disances égales entre eux, les mouvements de ces corps
seront tels, qu'on aura toujours

E:lu-ﬂ =g

Or il eg facile de voir que laformule a&{s + 1) = # peut représenter
tous les nombres entiers, postifs ou négatifs, en suppasant r compris
entre 0 e n + 1; car, ayant un nombre entier quelconque, S on le
divise par 2(n + 1) jusqu'a ce que le reste, positif ou négatif, soit
moindre que n + 1, ce qui et toujours possble, e qu'on prenne
pour le quotient et + r pour le reste, ce nombre sera représenté par
2h{n+1}xr, Ains la valeur do E relative & un corps quelconque
placé sur la méme ligne, a telle disance qu'on voudra de I'origine de
I'axe |, se réduira toujours a la valeur de € pour un des corps placés
ur cet axe.

Comme la relation que nous venons de trouver entre les différentes
valeurs de E es générale, quel que soit le nombre r, s I'on y met
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Afrn+1)+ralaplaceder, e qu'on prenne les Sgnesinférieurs, elle

devient
Entwrii—r=— Bimetber

D'ou il e facile de conclure que, s 1'on imagine toute la longueur
indéfinie de la corde divisée en parties égales a I'axe | de la corde
donnée, les valeurs de &, dans chacune de ces parties, seront les
mémes a égale digance des points de division, mais de sgnes diffé
rents dans les parties contigués. S donc on représente les valeurs
de &, pour tous les corps placés sur I'axe |, par les ordonnéss des
angles d'un polygone décrit sur cet axe, il n'y aura qu'a transporter ce
polygone alter nativement et symétriquement au-dessous et au-dessus
de I'axe prolongé des deux cités a I'infini, de maniere que les cités
qui aboutissent aux points de divison soient les mémes, mais placés
en sns contraire et dans la méme direction; on aura ains a chaque
ingtant les valeursde § pour tous les corps qu'on supposera distribués
ur la méme ligne droite prolongée a I'infini par les coordonnées des
angles de ce polygone compost d'une infinité de branches. Ces valeurs
seront nulles dans chaque point de division, de sorte que les corps
placés dans ces points seront d'eux-mémes immobiles; et cest aing
que le calcul satisfait a la condition que les deux bouts de la corde
donnée soient fixes

Ce que nousvenons de démontrer par rapport aux variables£ alieu

également pour les différentidles 5—%; car, en différentiant I'expresson
de &, par rapport at, on a une expresson de % a laquelle on peut

appliquer les mémes raisonnements.

Donc les valeurs de a e de a, qui représentent cdlesde ¥ e de g%

au premier instant, e qui sont arbitraires pour tous les corps placés
aur I'axe |, seront représentées par une pareille condruction dans
|'é&endue de la corde de longueur indéfinie.

Comme les expressons des deux autres variables v et § nedifferent
de cdlle de ¥ que par les valeursinitiales B, B et 1, ¥, qui sont & la
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place de a, a, les mémes résultats auront lieu auss par rapport a ces
autresvariables.

38. On conclura donc, en général, que, s une corde tendue, d'une
longueur quelconque, est chargée de corps égaux et placés a disances
égales entre eux, et qu'ayant divisé cette corde en plusieurs parties
égales, comprises chacune entre deux corps, tous les corps, a l'excep-
tion de ceux qui sont dans les points de division, soient éoranlésala
fois, de maniére que I'ébranlement soit le méme, mais dans un sns
0pposs, pour ceux qui sont a distances égales de part e d'autre de
chague point de division, les corps placés dans ces points de divison
demeureront immobiles d'eux-mémes, e chaque partie de la corde
aura le méme mouvement que S dle était isolée, e que s deux
extrémités fussent absolument fixes.

H réaulte de la qu'une corde tendue, de la longueur |, fixe par s
deux extrémités et chargée d'un nombre n de corps, éant divisée on
v parties égales, v é&ant un diviseur den + 1, § I'éat initial et tel
que les corps placés dans les points de divison n'aient regu aucun
ébranlement, e que ceux qui sont en dega et en dela d'un point de
divison a distances égales aient regu des ébranlements égaux, mais
en sns contraire, la corde oscillera comme S les points de divison
éaient fixeset que la corde n'elit que lalongueur ;‘

39. La S¥paration des variables dans les équationsen &, ¥, ¥ peut
encore avoir lieu sans supposer que les corps soient digposés en ligne
droite dans I'éat d'équilibre, mais en supposant que leurs disances
mutuelles ne varient pas dans le mouvement. Nous avons remarqué
dans I'article 14 que ce cas dépend des mémes for mules générales, en
y regardant la quantité @, et, par consgquent ausd, la quantité F,
comme indéter minées; et nous avons vu, dans I'article 22, que l'on a
alorsl'équation de condition

BDa 13 De
Wn5+wnn+—ﬁjm—o,
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laguelle fait disparaitre, dans les équations générales de I'article 21,
tous les termes multipliés par G.

En n'ayant égard qu'a la pesanteur des corps, € prenant I'axe des
abxisesx et a, vertical et dirigé de bas en haut, on aura % égale a
la force accdératrice de la gravité, que nous désignerons par g, et, de
plus, % =, %]c—l = 0; ¢ les équations de I'article cité deviendront

pid
an

“* b —D,(Fg.’i) =o,

Pm —n,(rg—}) =0,

e 7,
A3 D,(F]ﬁ]}) -

ol les variables sont Séparées.
Lavaleur deF sra(art. 22)

F={/(s§Pm+ Ay + B -
Leséquationsen X, Y, Z deviendront donc (art. 23)
DX
#XDm+D,(FT)~j—)_o,
4Y Bm + D, (F%) =0

7
#Z Dm +D, (F-i?):o.

qui sont, comme I'on voit, tout a fait semblables entre elles; de sorte
gu'on pourra supposr X =Y =Z, parce que les congantes arbitraires
par lesquelles ces quantités peuvent différer, devant ére déterminées
par les mémes conditions, deviendront auss les mémes Ains les
valeurs &, #, &, données par les formules générales de I'article 30, ne
seront différentes que par les valeurs initiales &, B, . &, B, ¥» qui
peuvent ére queconques.

Toute la difficulté se réduit donc a trouver I'expresson générale
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de X; mais cet a quoi I'on ne saurait parvenir par les mé&hodes
connues

Ce cas et celui d'un fil inextensible chargé de plusieurs poids et
fixement arrété dans ses deux extrémités.

40. Lorsque le fil n'est arréé que par une de s extrémités, que
nous prendrons pour |'extrémité supérieure, le corpsle plus bas devant
ére libre, il faudra, par I'article 17, que la valeur de® ou de F soit
nulle & I'extrémité inférieure. Or, en prenant cette extrémité pour
I'origine des abscisses, que nous supposons dirigées de bas en haut,
et y faisant commencer la somme SDm, la valeur de Fy sra nulle,
pourvu qu'on ait A=0,B=0,C=0. Onauraaind F= g SDm.

Comme on a, dans ce cas,

o oll oll

T = R T™
les équations de I'article 22 donneront Da = Bf, Db =0, Dc= o,
Cest-a-dire que les ordonnées b, ¢ sront congtantes, de sorte qu'on
aura, pour |'éat d'équilibre, une ligne droite paralléle a|'axe vertical
des abstises a. Ainsg Ton peut faire b=o0, c =0, en prenant pour
Taxe des a la verticale qui pase par le point de sugpenson du fil.

Ce cas qui et cdui des oscillations trés petites d'un fil supendu a
un point fixe e chargé d'un nombre quelconque de poids, et auss
susceptible d'une solution générale lorsque les poids sont tous égaux
entre eux e placés a disances égales les uns des autres.

41. Dans ce dernier cas, en hommant n le nombre des corps, M la
somme de leursmasses Dm et | lalongueur du fil, on a

Dm:%a bBf=Da=-;

et d I'on nomme, de plus, r le nombre des corps, a commencer du
plus bas jusqu'a celui auque répondent les variables &, 9., &, onaura

Sbm=(r—13bm= —-——~—(r_:")M;
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et, de |3, on aura
F=g(r—(!ll_
"

L'équation en X del'article 39, éant multipliée par 8—;(. deviendra,

en mettant X, au lieu de X, et observant que ,X devient X._, e que
X, devient X,.,,.

123
o Xe+Dlr—DDX, ]=0,

savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caractéris-
tique D, suivant la formule de I'article 16,

i
x-"'n Xt (Kpir = Xl (= (X — 2 X+ Xy ) ==,
Cette éguation, a cause du coefficient variable r, ne peut pas ére

traitée comme cdles qui donnent les suites récurrentes ordinaires;
mais on peut en déduire successvement les valeurs de X, Xo,

Pour cdla, il n'y a qu'a la mettre sous cette forme, oul # = -f;

ar—h—1 e
Xpo= == X=X,
Xe=0(1— X,
De I3, enfxa‘;ﬁxr~xl_(:—m+ )x,.
X=320 %~ 2%, = (1—3a+ 20 B,

(l—ﬁk—k LI f—."i;-.-m)x‘,

et ains de suite; de sorte qu'on aura, en général,

Xr= [l— rk -+ r(r;'):\‘— ’("‘R;'_”m-'-.‘.]x. ().

Y Le terme générdl et (e SET e AT 2 0y J. Bertrand.
14,0l 38, . p
X1, 53
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L'extrémité supérieure du fil devant étre fixe, on peut supposer
qu'elle réponde au corps dont le rang serait n + 1; ainsi il faudra que
I'onait X,., = o, cequi donne |'éguation suivante, en remettant pour

i
h savaleur —»
,gn

7 + Rg Tonis ceE=

h (n—8k {a—1 (=218 -

laquelle sera, par rapport ak, du degré n, et donnera, par conséquent,
les n valeurs de k, que nous désignerons en général par £%,

42. 11 n'y aura donc qu'a substituer, dans les formules de I'ar-
ticle 30, I'expression précédente de X, a la place de X, de Y et de Z,
et celle de 4" ala place dek, et ensuite exécuter les sommationsindi-
quées par les signes S et X. Mais il faut observer que dans le cas
présent, ou I'on suppose Db = 0, Dc = o (art. 40), I'équation de con-
dition del'article 39 donne B% = o et, par conséquent, & égale & une
constante pour tous les corps, mais qui peut ére une fonction de t;
donc on aura, pour le commencement du mouvement, a et a égdes a
des constantes; or, le premier corps étant supposé fixe, les valeurs
initiales a et a sont nulles pour ce corps, donc elles seront auss
nulles pour tous les autres. Par conséquent, I'expression générale de
lavariable § deviendra nulle. Cela a lieu en négligeant, comme nous
I'avons fait, les carrés et les puissances supérieures des variables &,
%, &, supposées trés petites. En effet, I'équation Ds = Df de I'ar-

ticle 19, a cause de
D= Dzt Dy* - Dt

e de
Dd=a, De=o,
donne
Dat== (Da -- TE P+ I + IK",
dou I'on tire
_ Dt
DE=— gla ?

de sorte que les variables § seront du second ordre par rapport a x
el
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Désignons maintenant par @, cette fonction de r,

1= {r—r)—

&n (r—-;){r--x}(wn)-
e A b5

g."
i) 3y (Y
X (gn)'P o

et mettons dans I'expression générale de la variablen del'article30,a
I'imitation de ce que nous avonsfait dans |'article 36, n,, au lieu de ¥.
et @ au lieu de Y dans les termes qui sont hors du signe S; mais, dans
ceux qui sont sous ce signe, nous changerons r en s, et nous mettrons
8., 8, au lieu de Bet A. On aura ainsi, pour un corps quelconque dont
le rang est » en montant,

&, iz, P, '
n.zz[wbw wst\M“P’J-t—Z[ St aine yFE |,

. Sion Sty yFE

ou le dgne S exprime la somme des termes qui répondent as=1, 2,
3, ..., n, & ledgne X représente la somme des termes qui répondent
Wp=1,4,3,..., 4, en supposant que &*, B, 4, ..., ¥ sojient les
racines de I'équation en &*, représentée par

@.—ﬂ =0

On aura une expresson tout a fait ssmblable pour lavariable §, en
changeant smplement &, f en v, s

Le probléme des oscillations infiniment petites d'un fil chargé d'un
nombre quelconque de poids égaux est donc complétement résolu; il
ne rese qu'a déterminer les racines de I'équation en &%, ce qui ne
parait pas possble en général.

43. Au reste, quoiqu'on ne puise pas déterminer cesracines, on
peut néanmoins étre asuré qu'dles doivent étre toutes réelles, pos-
tives et inégales; autrement les valeurs de &, 1. § contiendraient des
termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce qui ne peut étre,
puisgu'il e évident, par la nature du probléme, que les oscillations
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du fil doivent toujours étre de peu d'étendue, si lesvaleursinitiales de
£, v, § sont trés petites.

Le contraire aurait lieu si 1'on supposait laquantité g, qui exprime
la gravité, négative, c'est-&dire agissant en sens opposé; car ce serait
le cas ou, le point de suspension du fil vertical étant placé & son extré-
mité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu'il fat déplacé de la
situation verticale. En effet, en faisant g négative dans |'équation en k,
tous s ternies deviennent positifs, de sorte qu'elle ne peut avoir que
des racines imaginaires ou réelles négatives.

On peut auss trouver ces résultats a priori, par les principes établis
dans |'article 8, ce qui peut servir a montrer la justesse de ces prin-
cipes. En effet, si I'on aégard alacondition del'inextensibilité du fil,
laquelle donne (article précédent), en prenant les sommes comptées
du corps le plus bas,

t]
=i Slln ".'_E_,

la valeur de V sera simplement SIIDm, et I'on aura
W= po=ga+xk.

Mais, puisque le corps le plus haut, qui répond an +1, es sup-
posé fixe, la valeur de § y devra étre nulle; ainsi 1'on aura

e (§ )

en supposant que la somme renfermée entre deux crochets soit la
somme totale. Donc on aura
o QU Dl

ou le signe S' dénote les sommes prises a rebours, a commencer par
le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme totale et
des sommes partielles dénotées par S, lesquelles doivent commencer
au corps le plus bas, ou est I'origine des abscisses.
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Onauradoncaingd
V= gSaDm -+-gs DmS Dﬂh" n:’

ou I'on voit que la partie de V qui contient les sscondes dimensions
des variables v et %, qui sont maintenant indépendantes, est nécessai-
rement toujours positive, e que, par conséquent, les racinesde I'équa-
tion en k seront toutes réelles, postives e inégales. Ce serait le con-
traire s I'on donnait a g une valeur négative.

§1V.— Sur lesvibrationsdescordessonores, regardéescommedes cor des
tendues, chargées d'une infinité de petits poids infiniment proches I'un
de l'autre; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires.

44, La solution générale que nous avons donnée du probléme des
cordes vibrantes a lieu, quel que soit le nombre n des corps mobiles,
e quel que soit auss leur éat initial; par conséquent, elle doit sap-
pliquer auss au cas ou le nombre n deviendrait infiniment grand, &
les intervalles entre les corps diminueraient a I'infini, de maniere
que la longueur de la corde restat la méme : alors le mouvement de
chagque corps e trouvera représenté par une série infinie de termes
dont la somme sra équivalente a une fonction finie différente de
celle de chacun de ses termes. Ce cas et celui d'une corde sonore uni-
formément épaisse, et I'on a coutume de le résoudre directement par
le Calcul différentiel; cependant il peut ére intéressant pour I'Analyse
de faire voir comment on peut le déduire de la solution générale, sur-
tout parce que, de cette maniere, on sra assuré d'avoir une solution
applicable a quelque figure que la corde puisse avoir au commence-
ment de son mouvement.

45. Nous remarquerons d'abord qu'en supposant n infini, la valeur
de & (art. 34) devient \/;%pw, parce que la derniere limite de

a{n -+ 1)sin et pw, de sorte que lesracines de I'éguation en k.

_
afk+ 1}
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qui éaient toutes incommensurables entre elles, tant que le nombren
des corps mobiles était fini, deviennent toutes commensurables lor sque

=T
n et infini, ayant pour commune mesure = IlTl dans les excursions

longitudinales &, et ﬂ\/?% dans les excursions transversales v et §;
d'o il suit quela cordereprendratoujourssapremiérefigurepar rap-
port & Taxe, au bout d'un temps égal a 2\/%, guel que puise ére
on éat initial.

Il e vrai que, le nombre p pouvant auss devenir infini, il y aurait
des cas ou I'on ne pourrait plus supposer 2{n + l)sma—(-u—_'_—l) L
mais, comme cda ne peut avoir lieu qu'aprés un nombre infini de
termes dansles Sries infinies marquées par X il s'ensuit de la théorie
connue de oss sries que oes cas particuliers ne sont point une excep-
tion au résultat général.

On peut d'ailleurs sen convaincre directement; car, dans le cas de
n infini, les différences finies marquées par D deviennent infiniment
petites; aind I'éguation en X de I'article 33 devient, en changeant D
en d, & mettant pour n + 1 savaleur %

X
i P

=u,

laquelle, éant intégrée, donne

x:ustn(aﬁ%+.)

11 faut que X soit nul lorsque a =0 et lorsque a =1, parce que les
deux extrémités de la corde sont fixes; la premiére condition donne

€ = o, et la seconde donne !\/g =pr, d'ol |‘ontireﬁ=pﬁ\/§-
comme plus haut.

On n'a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne
toujours a son premier état, de supposer qu'elle ne fase que des oscil-
lations smples et semblables a cdles d'un pendule, comme dans I'ar-
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ticle 35; car, quel que soit son éat initial, on est assuré que sesvibra-
tions seront toujours isochrones entre elles, et synchrones a cellesd'un
pendule smple de longueur égale a %; mais la loi de ces vibrations
sra différente de cdle des vibrations des pendules, e dépendra de
I'éat initial dela corde.

Pour connaltre cette loi, il faut voir ce que deviennent les expres-
sons générales de &, n, { dans le cas de n infini; cest ce que nous
allonsexaminer.

46. Faisons, dans la formule générale de I'article 36, les substitu-
tionsde np:.:. alaplacede et de an-%T) la place de sin . en sup-
posant n infini ; et au lieu des exposants ou indicesr et squi dénotent
le rang des corps auxquels appartiennent les variables § e a, em-
ployons, ce qui est plus simple, les parties mémes de I’axe ou les
absdisses qui répondent & ces corps, en dénotant par X I'abscise rela-
tivea § et par a I'absdse relative a a & a a. Comme la longueur
totale de la corde et supposée égale a |, on aura

ro_ e s
a1 4 e

@ i
= R+ = Da’

et la formule dont il sagit donnera cette expression générale des ex-
cursions longitudinales §

A i 7y
ta=a Y ain£5F [,\w cos(prhit) + AP %—‘Jl

Alpt =S(!in E_';E 1};3)!
APl = S(sin %‘-‘ :5-‘?3)-

Le signe X dénote ici une suite infinie de termes qui répondent a
g=1,2, % ..., al'infini; e le sgne S dénote d'autres suites infinies
determesqui répondent a touteslesvaleursde a, Da, 2Da, 3Da, ...,
al'infini, a causede Dainfiniment petit.

en faisant
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On aura de pareilles expressions pour les excursions transversales y
e ¢ en changeant &' en ket e, w en B, B et en v, v.

47. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du probléme des
cordes vibrantes donnée par Taylor, était parvenu a une formule sem-
blable & la précédente, mais dans laguelle les coefficients A® étaient
nuls et les coefficients A® dénotaient simplement des constantes ar-
bitraires dépendantes de la figure initiale de la corde (Mémoires de
Berlin, 1753); et il avait cru pouvoir expliquer, par les différents
termes de sa formule, les sons harmoniques qu'une corde sonore fait
entendre, avec le son principal. Notre formule, dans laquelle ces coef-
ficients sont exprimés par les valeurs initiales a, a, nous met en éat
d'apprécier cette explication, qui a &€ adoptée par plusieurs auteurs
aprés lui.

En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde sera
donné par le premier ou les deux premiers termes de la série, qui
répondent & ¢ = 1. €t que les sons harmoniques successifs, cest-a-dire
I'octave, la douziéme, la double octave, la dix-septiéme, etc., seront
donnés par les termes suivants, qui répondenta p==2, 3, 4, 5, -...
Donc, pour que le son principal domine parmi tous les autres, et qu'il
n'y ait que les premiers des harmoniques qui se fassent entendre en
mdme temps, il faut supposer que les coefficients A™, A" soient beau-
coup plus grands que tous les autres pris ensemble, et que les coeffi-
cients suivants :

FC YUY U1 AR 10 R T I 10N

forment des séries extrémement convergentes. Mais, par la maniére
dont ces coefficients dépendent des valeurs initiales a et a, on voit que
cette supposition est inadmissible, en regardant I'état initial de la
corde comme arbitraire; on voit méme que, dans la plupart des cas, ces
coefficients formeront des séries divergentes, ce qui n‘empéchera pas
que la corde ne fase des vibrations isochrones ou d'égale durée, seule
condition nécessaire pour la formation d'un ton.
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48. Quoique les formules de I'article 46 donnent rigoureusement
le mouvement de la corde au bout d'un temps quelconque t, les Sries
infinies qui entrent dans ces formules empéchent néanmoins qu'eles
ne représentent ce mouvement d'une maniére nette et sensible; mais,
en envisageant sous un autre point de vue la formule généralede I'ar-
ticle 36, on peut en tirer une congtruction smple et uniforme pour
déterminer I'éat de la corde a chague instant, quel que puisse ére
on éat initial.

Reprenons cette formule, & mettonsla sous la forme suivante, ce
qui es permis a cause de I'indépendance des sgnes sommatoires S
(=

III'Ir'
a4

-+ Snr,z ’:I_T_rl? sinszg

Nous tirerons d'abord de cette formule une consiquence qui nous
sera fort utile. Comme on a supposé que « egt la valeur initiale de &
(art. 29), il faut qu'en faisant t = o dans I'expression précédent de k.,
elle seréduise a o, et qu'on ait, par consdquent, cette équation iden-
tique

=

sinﬂa'cos [n(n +t}A't sin E] ‘

sin [ntn + 1)kt sin%]

g B
(n+l).ﬁsu|,

inr
a,:Su, 2: l‘x alnsy.

Il et évident que le ssoond membre de cette équation ne peut se
réduired m,, & moinsque I'on n'ait, en général,

faginrs —
I s =0,
tant que s et différent der; et que, lorsque s=r, on ait
1 .
z ?-ﬁ%fnm FE =1,

9 &ant égal h "'H, e le sgne ¥ éant rapporté aux valeurs sucoes-

X1, 54
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svesl, 3,3 ....ndep : cequi donne unesérieformée des produits

de snus d'angles multiples de et -—‘, dont la somme devra

ot
éretoujours nulle dans le premier cas et egalea~—-;— dans le second.

Cet auss ce qu'on peut démontrer directement par les formules con-
nues, pour la sommation de ces sortes de suites.

Dans ces formules, r e s sont supposss des nombres quelconques
entierscomprisentre o et n + 1; mais, a causede ¢ = ”P:[, ¢ éant

auss un nombre entier, § I'on met ak(z+ )=+ ala place der,
* é@ant un nombre quelconque entier positif ou négatif, on aura

sin{ad{a -0 % rlp = =sinrg:

par conséquent, on aura, en général,

sinsgl==r eu —o,

E }:sm['ﬂ\(n-p Nxrlp
Lol |
sdon quessra égal ar ou non.
Laformuleak{s +-1} = » peut représenter tous les nombres entiers
postifs ou négatifs, comme nous Favons vu dans I'article 37; aing,
ayant un nombre quelconque entier N, on peut faireN = z{s +1}tF,

ce qui donnera
r=xN—akin+1],

et Ton aura, en général, que que soit N,

2‘ o EinNg ulnw

—ou =g,
R

sdon que s sra égal & =[N — ak{# -+ 1] ou non, sé&ant un nombre
entier entreoetn+ 1.

49. Cda post, comme I'expresson de £, et composée de deux par-
ties, dont la premiére contient les valeurs initiales a de la variable &,
et dont la ssoonde contient les valeursinitiales a des différa"ltielles'ii,
nous considérerons oes deux parties Séparément, e nous désignerons
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la premiére par E; et la seconde par E:, de maniére que; lion ait
E=b+8

En supposant n infini, I'angle ¢ = ;EE—[ devient infiniment petit, et
sinE s¢ réduit 2 E {art. 46}, Faisant cette substitution dans I'expres-

sion de &, on aura (art. 48)

=S=&2 I _’H sinry singy coafx + 13 en;
et développant le produit sinrg cos(n + 1)A&tg,

b 2!5:&[!+[u+l)&’l]qsi 3?2 S zlsin{r‘—fn-kl}ﬁ’t]?sink?_

L

Comme n est supposé un nombre infiniment grand, on pourra tou-
jours regarder comme un nombre entier le nombre (n + 1)h't, quel
que puisse étre le nombre exprimé par ht.

Ainsi, en faisant, dans la derniere formule de I'article précédent,

=r+(R1)k'e

onaura stolr 4 (n 1))
Sa.zl M_H___._?si 69| = b
ou
s=mE{ra(n+lft—ad{a+1)];
et faisant N < {safr — 219 s | o=
SWE)L‘_‘L,’%‘*I;L‘_]Yuimp = 4ja,
ou

Pk [r—~(a+ 0k t—a¥(n+1)),
% et W étant des nombres entiers quelconques, ou zéro.

Donc, réunissant ces deux valeurs, on aura simplement
E=fiEata)
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ol les sgnes ambigus de & e de ag répondent a ceux des valeurs
deset des.

50. Mais, ala place des exposants ou indicesr et s qui dénotent le
rang des corps auxquels appartiennent les variables § et a, il est plus
commode d'employer les parties mémes do la corde comprises entre la
premiére extrémité fixe et ces mémes corps.

Désignons, comme dans |'article 46, par x la partie de I'axe ou
I'abscisse qui répond a §, et para cele qui répond a o; la longueur
de la corde éant |, on aura

L ] T,
Py T’ A+t ¥
& de méme \ ,
£ I3
Bt 1
ce qui dor~~

J":-(E—-;i‘?’ 1= (n+1)a: = L‘:—-‘;—I)—a—,;
e a laplace de E., =, &, on pourraécriresmplement B ety
Subdtituant cesvaleurs der, s, s dans les formules de I'article pré

cédent, multipliant par | et divisant par n + 1, on aura
a =k (x4 —aki),

a'= e (e — altdy,

fe=f{Eaatan)
les 9gnes ambigus de &, otz répondant a ceux dea e a'; e I'on dé&
terminera oes signes aing que lesvaleursde a et de @ par la condi-
tion que oss valeurs soient positives e moindres que .

51. Représentons par A et A'les valeursde == a, et == 2,, en sorte

ue I'on ait, en général,
d g A A

g=224,
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Donc:

I°Sx+Ihtetentreoet |, on prendrag=x+ H'tet & = + o,;

2°Six+Ihtes entrel et 2, on prendra @ = —{@-+ #'t — al) et
A= —ug

3 S x+Ihtet entre 2 et 3, onprendraa=a + #'t —alet
A = + &, Et aing de suite.

De méme:

1°Sx—Ih'tet entrel et o, onprendrae’ == — 't et A'= u,;

2 S x—Ih't et entreo & — |, on prendra a'= ~ (= — #") &
A= — g

3 Six—Ih'tetentre—let — 2, onprendra @' =2 — &'t -+ af
e A'=a,, Et aing de suite.

On voit que ces différents cas se réduisent a déterminer les absissss a
ou &, en gjoutant ou en retranchant de I'absdise x la ligne Ih't, de
maniére que, lorsqu'ele passera I'une ou I'autre extrémité de l'axe |,
elle soit repliée en arriére et comme réfléchie par des obstades placés
a oes deux extrémités, et a prendre I'ordonnée correspondante o ou
o, positive, si le nombre des réflexions et pair, ou négative, s ce
nombre e impair.

52. Maisil e encore plus smple de continuer la courbe des a sur
le méme axe | prolongé des deux cdtés de maniere qu'on ait directe-
ment les ordonnées o, et o, qui répondent aux absdses x + Ih't e
x—Ih't.

Pour cela, ayant décrit sur I'axel le polygone d'uneinfinité de cdtés
ou la courbe dont les coordonnées sont o, pour une abscisse quel-
conque x, et qui sera donnée par lesvaleurs initiales des excursionsg,
de tous les points de la corde, il n'y aura qu'a transporter cette méme
courbe alter nativement au-dessous et au-dessus du méme axe prolongé
indéfiniment des deux cotés, de maniere qu'il en résulte une courbe
continue formée de branches égales stuées symétriquement autour de
I'axe et sejoignant par les mémes extrémités, danslaquelle les ordon-
nées prises a disances égales, de part et d'autre de chacune des deux
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extrémités de I'axe |, soient toujours égales entre eles & de signe
contraire.

En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux
abdses = + Hfi et x — W't on auralesvaleursde A e de A', e la
variable E, sera représentée, au bout d'un temps quelconque t, par

la formule
o= (tpurnr+ @amipi)s

On aurait pu déduire tout de suite cette continuation dela courbe
qui représente les valeurs de a, de ce que nous avons démontré en
général dans I'article 37, en supposant que la corde, au lieu d'é&re
terminée aux deux poaints fixes, séende de part et d'autre al'infini;
le polygone que nous avons imaginé dans cet article deviendra ici une
courbecontinue, laquelle, é&ant appliquéeau premier instant du mou-
vement, sera la courbe des valeurs dea prolongée a I'infini.

53. Conddérons maintenant la ssoonde partiede &, que nous dési-
gnonspar £, e qui est représentée (art. 46) par laformule

L sin a(u+|).ﬂ'tsini‘]

£ = S&.E 3-;:'—:’[—? sinsg ——-[——-——--—‘—, '

ala +1)A sin%
Il faut commencer par la délivrer du. dénominateur sin E, pour la

rendre ssmblable a cellede ¥, et susceptible des mémes réductions.
Pour cela, je prends la différence DE;., et comme I'exposant r n'entre

que dans sinre, il suffira d'affecter ce sinus de la caractéristique D.
Or, par les théorémes connus, on a

Dsinrg =sin{r+1)¢g—sinrp=1gsin 2 cos{r +4)9.
Subgtituant donc cette valeur dans|'expresson de DE',.. onaura

e = mLWS&‘E ,Msimq sin ['x(n + )4’ enin E] ‘

()
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Faisant, pour le casde n infini, sn E = E. et développant le pro-

duit cos(r =+ §)p sin(» - 1}A'ty, on aura

- snfr +in-+1K+1]
Bt 9 B e

1 . infr—i{n -0+ s .
_(u-l-:)h’S“'z L S snag.

Cette expresson de DE,. et composie de deux parties ssmblables &
cedles de§,. (art. 49); on peut doncy appliquer les mémes raisonne-
ments et la ramener & une construction semblable.

Ayant donc tracé sur |'axel le polygone d'une infinité de cités ou
la courbe dont les ordonnées pour chague abstisse X soient o, et qui
sera donnée par les vitessesinitiales a, on la transportera alter native-
ment au-dessous e au-dessus du méme axe prolongé indéfiniment des
deux cdtés, de maniére que I'on ait une courbe oontinue semblable a
celle de I'article précédent. Alors, en mettant IJa ol DL alaplace de

n + 1, et négligeant comme nul le terme —— a(n_‘_], visavis de x, on
trouvera

Di= ;}; [ RPORY SAT
e passant des différences aux sommes,
f= ;':p Qersins = dammms) Dz

54. Ces ommes ou oss intégrales représentent, comme I'on voit,
des aires de la courbe dont les coordonnées sont a; et il faut que ces
aires ne commencent qu'aux points oll X =0 et ou les abstisss sont
It ot — Ih'e; maisil e pluscommode de les faire commencer al'ori-
gine commune des absdisses, qui ext |'extrémité antérieure del'axel.
Pour cdla, il faudra retrancher de I'aire qui commencea ce point, et
qui répond a I'abstisse &+ ¢, I'airequi répond al'absdise 1 h't, pour
que |'aire restante ne commence gqu'au point ol X =0; et quant a
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|'aire qui répondra a I'absdssex — Ih't, il faudra y ajouter I'airerela-
tivea — Ih't, pour en rapporter le commencement au méme point de
I'origine des absdises

Dénatons en général par (f&a’.r), toute aire qui commence a cette
origine e qui répond a une abstise queconque x; d'aprés ce que
nous venons de dire, on aura, dans I'expression de ¥},

Sm;n Da = (_f& A Vg i — (f‘;‘ )i

S%—M‘I Da= (f‘ o'x),_“-,—p—(f& [-E N

On subdtituera donc ces valeurs, e I'on remarquera qu'on a, en gé
néral,
(f&d'x)m-,+(f£:d.r)_m,: o,
puisque, par la nature de la courbe des a, les ordonnées qui répondent
a des abtisses égales, mais de sgne différent, sont auss égales e de
signe différent; de sorte qu'on a constamment aggy + - = ©.
Donc on aurasimplement (article précédent)

L= -‘i'}ﬁ’ [ f e dhramma— ([ @ doYeopms].

55. Donc enfin, réunissant lesvaleurs de &, et de £,, on aura cette
expression générale de £, au bout d'un temps quelconque t,

Ere= M Rarins - Bzo i) + ;T:E [(f&d-'-')aai'a“" (fﬂ A2 )zmine]

On aura des expressons semblables pour les variables 5, &g, en chan-
geant seulement h' en h et a, aen B, et v, ¥, € en supposant qu'on
ait tracé de la méme maniére les courbes correspondantes aux valeurs
initialesp, f ety 1.

Ayant ains les excursonslongitudinales &, et les excursons laté-
rales vj=+ & de chague point de lacorde qui répond a I'abscisse x prise
dans I'axe, on connaltra I'éat de la corde au bout d'un temps quel-
conque t écoulé depuis le commencement du mouvement, et comme
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les valeurs initiales &, B. ¥, aind que &, §, v, sont absolument ar bi-
traires, on voit que rien nepourra limiter cette solution, tant que les
courbes formées d'aprés ces valeurs auront une courbe continue e ne
formeront point d'angles finis, ce qui produirait des sauts dans les
expressons des vitesses e des forces accéératrices.

On a suppost (art. 35) & == \/Il;. ﬁ':\/;;, ¢ é&ant la longueur
de la corde ¢ M la mase de tous les poids dont elle es chargée
(art. 33); aind M sra la mase ou le poids de toute la corde, qui e
upposée uniformément épaisse; de sorte que, s I'on nomme P sa
pesanteur spécifique, qui dépend de la densité et de la grosseur, on
aura M = IP; par consgguent, on aura

1 [F LT '
I;—_"ZVI—), h,_?ﬂ.

A I'égard des quantités F e F', nous avons vu que ce sont deux con-
stantes, dont I'une, F, exprime la tendon de la corde et est, par congg
guent, proportionnelle au poidsqui la tend; mais F' dépend dela loi
de cette tension relativement a I'extension de la corde (art. 32).

56. Pour peu qu'on examine la nature des courbes qui représentent
lesvaleursde a e 4, il et facile de voir que les ordonnées éoignées
entre dlesdel'intervalle 2| seront toujours égales et de méme signe,
e que lesaires qui se termineront a ces ordonnées seront auss égales
entre elles, parce que toute aire qui répond a un intervalle 2|, pris
dans un endroit quelconque de t'axe prolongé a I'infini, est toujours
nulle, é&ant composée de deux parties égales entre elles, maisde sgne
contraire.

Il suit dela quelavaleur de §; demeureralamémesi I’on augmente
letempst dela quantité;:; ou d'un multiple quelconque de cette quan-
tité; donc les excursions longitudinales de la corde reviendront les
mémes au bout d'un intervalle de temps égal a ;—, ou ai\/:-,; Ccet la

duréedesvibrationslongitudinales.
XI. %
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Il en sera de méme des valeurs de ¥, et de £, en changeant h' en h,
cest-adire F en F; ainsi la durée des vibrations transversales sera

2!‘/::-

Tous les auteurs qui ont traité jusqu'a présent des vibrations des
cordes sonores n'ont considéré que les vibrations transversales, et ils
ont trouvé pour leur durée la méme formule que nous venons de
donner.

A I'égard des vibrations longitudinales, M. Chladni et le seul, que
je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité d'Acous-
tique, § 43; il donne le moyen deles produire sur une corde de violon,
et il remarque que le ton qu'elles rendent n'est pas le méme que celui
des oscillations transversales, d'ou il suit que F' est différent de F;
par conséquent, dans I'hypothése trés vraisemblable que la force élas-
tique par laquelle chague élément de la corde résiste & étre allongé,
ou tend & se raccourcir, soit proportionnelle & la puissance m de cet
élément, cest-a-dire qu'on ait @ = K{Ds)™ {art. 1), il faudra quem
soit différent del'unité (art. 32); et si, comme M. Chladni parait |'in-
sinuer, Je ton longitudinal est toujours plus élevé que le transversal,
il faudra que F'>F et, par conséquent, m > 1.

57. Nous avons vu (art. 36) qu'une corde tendue, de la longueur |
et chargée de n corps, peut se mouvoir comme s elle n‘avait qu'une

longueur ;f, v étant un diviseur de n +1. Lorsque n est un nombre
infini, v peut &re un nombre entier quelconque; ainsi une corde
sonore de la longueur | pourra osciller comme une corde dont la lon-
gueur serait ‘-(', c'est-a-dire une partie aliquote de |, et la durée de sss

. . o N 3 . . . .
oscillations se réduira aors a “\/IF’ pour lesoscillationslongitudi-

v
nales, et a “{\/}?. pour les oscillations transversales.

En effet, si les valeurs initiales et arbitraires a et a sont telles, que
les courbes ou les lieux de ces valeurs sur Taxe | coupent cet axe en
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deux ou en v parties égales, et que les branches qui répondent a ces
parties soient les mémes, mais situées alternativement au-dessus et
au-dessous de Taxe, de maniere qu'a distances égales de part et d'autre
de chacun de ces points d'intersection les ordonnées soient égales et
de signe contraire; ces courbes, étant ensuite prolongées a I'infini, sui-
vant la construction de |'article 49, auront la méme forme que si elles

provenaient d'une corde dont la longueur ne serait que 5; et I'expres-
sion générale de ¥, (art. 52) fait voir que lesvaleurs de £ qui répondent
aux points d'intersection sont toujours nulles; de sorte que la corde,
dans ses oscillations longitudinales, se partagera d'elle-méme en autant
de parties égales, qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient
fixes.

Il en sera de méme par rapport aux oscillations transversales repré-
sentées par les variables v et §.

58. Comme le ton que donne une corde sonore ne dépend que de la
durée de ss oscillations isochrones, laquelle, pour une méme corde
tendue, est proportionnelle a sa longueur, il s'ensuit qu'une corde, en
se partageant ainsi d'elle-méme en parties aliquotes, rendra des tons
qui seront au ton principal, dans lequel |'oscillation est entiére, comme
les fractions qui expriment ces parties sont a l'unité. Ainsi, si la corde

se partage en deux, trois, quatre, ... parties égales, ces tons seront
exprimés par les fractions §» 3+ 3+ §» + .+ €t Seront, par conséquent, a
I'octave, a la douzieme, a la double octave, a la dix-septiéme, ... du

ton fondamental.

On appelle ces tons qu'une méme corde peut donner d'elle-méme
tons harmoniques, et I'on sait qu'on peut les produire a volonté en tou-
chant légérement la corde pendant sa vibration, dans un des points
de division qu'on nomme ncauds de vibration d'apres Sauveur, qui a
expliqué le premier, par ces nceuds, les sons harmoniques de la trom-
pette marine et des autres instruments, dans les Mémoires de I'Aca-
démie des Sciences de 1701. Wallis les avait déja observés dans les
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cordes qui sont a I'octave, a la douziéme, a la double octave, ...
aurdessous d'une corde qu'on fait résonner, et qui frémissent en se
divisant naturellement en deux, trois, quatre, ... parties égdes, dont
chacune donnerait le méme ton que la corde qu'on fait résonner. ( Voir
le Chapitre 107 de son Algebre.)

59. La théorie et I'expérience sont bien d'accord sur la production
des sons harmoniques; mais il n'est pas auss facile de rendre raison
de ce qu'on appelle, d'apres Rameau, qui en a fait la base de son Sys
teme, la résonance du corps sonore, et qui consiste dans la réunion
des sons harmoniques avec le son principal de toute corde qu'on fait
résonner d'une maniére quelcongue.

Si ces sons harmoniques sont, en effet, produits par la méme corde,
en méme temps que le son principal, il faut supposer que la corde fait
a la fois des vibrations entieres et des vibrations partielles, et que
s vibrations effectives sont composées de ces différentes vibrations,
comme tout mouvement peut étre composé ou regardé comme com-
post de plusieurs autres mouvements.

Nous avons dgavu plus haut (art. 47) qu'on ne peut expliquer d'une
maniére plausible la coexistence des sons harmoniques par la formule
de Daniel Bernoulli; on peut gjouter que les séries qui pourraient
donner ces différents sons disparaissent de la formule lorsqu'on sup-
pose le nombre des corps infini, et qu'il en résulte, pour chagque point
de la corde, une loi disochronisme simple et uniforme qui dépend
immédiatement et simplement de I'état initial, comme nous venons de
le démontrer.

Au reste, si I'on voulait a toute force expliquer la résonance mul-
tiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la
figure initiale, par exemple, comme formée de différentes courbes
superposées 'une a l'autre, de maniere que l'une serve daxe a la
suivante, et dont la premiére ne forme qu'une branche dans toute
I'étendue de la corde; la seconde forme deux branches égdes et pla-
cées symétriquement, qui divisent les axes en deux parties égales; la
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troiséme forme trois branches égales qui divisent I'axe en trois parties
égales, e ains de suite.

Alorsles vibrations de la corde pourront étre regar dées comme com-
poséss de vibrations entiéres dans toute la longueur de la corde, e de
vibrations qui ne répondent qu'a la moitié de la corde, au tiers, au
quart, — Mais cette compostion de courbes et de vibrations n'éant
qu'hypothétique, les consdquences qu'on pourrait en déduire, rela-
tivement a la coexisence des sons harmoniques, seraient tout a fait
précaires.

60. Revenons a la formule générale trouvée dans ' article 55. Comme
les quantités a, . ¢t @ ONt les coordonnées d'une courbe donnée,
qui répondent aux abstisses @ -+ #°t et o — #'2, on peut les repré-
senter par des fonctions de ces absdsses de la méme forme. Ainsi, en
désignant par la caractéristique F une fonction indéterminée, on aura

trerre=F{@ + W) otepne= Fla — 1)
Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la caracté-
ristique f, on pourra faire

(fadelowm=fla ),  (fade)mi=fla—e.
Ains I'expresson de &, (art. 55) pourra se mettre sous cette forme

Fiz+ W)+ Fle— W) | fiz+ et — flo— il
== CE T

Et

dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F et f
ont arbitraires, puisgu'eles dépendent de I'éat initial de la corde.

On peut méme réduire cette expresson a une forme plus smple,
en observant que K& * we f(”}kfh) ne représente proprement
gu'une fonction de x+lh't gu'on peut marquer par la caractéris
tique @, et que Ei'ﬁ—_;ﬂ’-ﬂ — ﬂ%ﬂr—‘l ne représente auss qu'une
saule fonction de x — Ih't, mais différente de la précédente, et qu'on

peut marquer par une autre caractéristique W'
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De cette maniére, I'expression générale de & deviendra simplement
E=0{z+ 0+ Wiz—UW0,

61. On peut parvenir directement a cette expression par |'équation
différentielle qui détermine lavariable ¥ (art. 3i). Ceite équation, en
faisant ;,; =o e F constant, comme dans I'article 32, et changeant
la caractéristique D des différences finies dans la caractéristique d des
différences infiniment petites, devient

@ I3
PL tm — 1 d( _,r) o

S maintenant on fait df = e, dm = ?dx et A= \/‘%, cette

équation devient

laquelle est aux différences partielles du second ordre, entre les trois
variables§, x et |, et qui a pour intégrale compleéte

Exie + )+ W{x— W,

les signes @ et I dénotant deux fonctions arbitraires comme ci-dessus.

Ces fonctions doivent étre déterminées par |'état initial de la corde
et par les conditions que ses deux bouts soient fixes. S on les décom-
pose en deux autres fonctlons marquées par les signes F et f, et telles

que ¢ = nﬁ el "= - — Q':,'., de maniere que I'on ait

»_ Fla ik e) - -Flae— k') f(.z-!—l‘hl)—f(-t-—!hl)
EETTTTTTT T Py

comme nous I'avons déduit de notre construction, la premiéere condi-
tion donnera, en faisant t = o,

o

I=Flay=a el -Ei—_—.f(‘r)-:é;
dou I'on tire
Sy = fade;
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aind on a tout de suite les valeurs des fonctions F{=) el =) dans
toute I'é&endue | de la corde, par le moyen des valeursinitialesa et a

Les conditions de I'immobilité des extrémités de la corde donnent
E—=o, lorsque x = 0 e lorsque x =1, quelle que soit la valeur de't,
En assujettissant Séparément, ce qui est permis, a ces deux conditions,
les deux fonctionsF et f, on a, pour la premieére,

F{— ey =—F(#h's), F+We=—Fi—Ws,
et, pour la seconde,
S =f(ke, [+ 8= (-8
cequi donnepar ladifférentiation
~ U= =R, U W= I,

d'ou I'on voit que les conditions de la fonction f' sont les mémes que
cdles de la fonction F.

Ces conditions déter minent les valeur s des fonctions F{x), #*{+) pour
les abxdises x négatives ou plus grandes que |, d'apreés les valeurs de
ces fonctions pour les abstisses comprises entre o e |; et il et facile
de vair qu'il en réaulte les congtructions données dans les articles 52
e 53.

Si, au lieu des excursions longitudinales &, on considére les excur-
sons transversales x et ¥, on ala méme équation différentielle et, par
conséquent, auss la méme intégrale e les mémes congtructions, en
changeant seulement A" en &, et &, @ en 3, B oucen v, ¥

Ces congtructions sont semblables & celle qu'Euler avait donnée pour
déterminer lafiguredela corde dansun instant quelconque, d'apréessa
figure initiale, en faisant abstraction des vitesses imprimées au com-
mencement du mouvement. Mais il faut remarquer que, comme elles
ne sont fondées ici que sur les fonctions qui représentent les inté-
grales des équations aux différences partielles, elles ne peuvent avoir
plus d'éendue que ne comporte la nature des fonctions, soit algé-
briquesou transcendantes. Or, I'équation différentielle é&ant la méme
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pour tous les points de la corde et pour tous les ingants de son mou-
vement, la relation qu'dle représente doit régner constamment et uni-
formément entre les variables, quelque é&endue qu'on leur donne; par
cons&quent, quoique les fonctions arbitraires soient en dlesmémes
d'une forme indéter minée, néanmoins, lorsque cette forme est donnée
dans une certaine &endue par I'éat initial de la corde, il est naturel
d'en conclure qu'elle doit demeurer la méme dans toute I'é&endue de
la fonction, et qu'il n'est pas permis de la changer pour la plier aux
conditions qui dépendent de I'immobilité supposte des extrémités de
la corde.

Auss d'Aleinbert, a qui on doit la découverte de cette intégrale en
fonctions arbitraires, a toujours soutenu que la construction qui en
résulte n'es légitime que lorsque la courbe initiale es telle qu'dle
ait par sa nature des branches alternatives égales e semblables, toutes
renfermées dans une méme équation, pour que la méme fonction puisse
représenter cette courbe avec toutes s branchesa l'infini. Euler, au
contraire, en adoptant la solution analytique de d'Alembcrt, a cru qu'il
suffisait de transporter la courbe initiale alter nativement au-dessus ou
au-dessous de I'axe a I'infini pour en former une courbe continue, sans
sembarrassr § s différentes branches pouvaient é&re liées par une
méme équation et assujetties a la loi de continuité des fonctions ana-
lytiques. Voir lesMémoiresdeBerlin de1747,1748, et lesTomes| et |V
desOpusculesded' Alembert.

62. Gamme les formules qui donnent le mouvement d'une corde
tendue & chargée d'un nombre indéfini de corps égaux ne sont sujettes
a aucune difficulté, parce que le mouvement de chaque corps est dé-
terminé par une équation particuliére, il et évident que, s I'on peut
appliquer ces mémes formules au mouvement d'une corde uniformé-
ment épaisse, en supposant le nombre des corps infini & leurs dis-
tances mutuelles infiniment petites, la loi qui en résultera pour les
vibrationsdela corde sera entiérement indépendante de son état initial ;
et, d cette loi s trouve la méme que celle qui se déduit de la considé-
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ration des fonctions arbitraires, il sera prouvé que ces fanetions
peuvent ér e d'uneforme quelcongue, continue ou discontinue, pourvu
qu'dles représentent I'éat initial de la corde. C'et ains que je dé
montrai, dansle premier Volume desMémoiresde Turin, la construc-
tion d'Euler, qui n'était encorefondée que sur des preuvesinsuffisantes.
L'analyse quej'y employai est, a quelques simplificationsprés quej'y
ai apportées depuis, la méme quejeviensde donner, et j'ai cru qu'dle
ne srait pas déplacée dans ce Traité, parce qu'dle conduit directe-
ment a la solution rigoureuse d'une des questions les plus intéressantes
de la Mécanique.

La généralité des fonctions arbitraires e leur indépendance de la
loi de continuité é&ant démontrées pour I'intégrale del'équation rela-
tive aux vibrations des cordes sonores, on et fondé a admettre ces
fonctions, de la méme maniére, dans les intégrales des autres équa-
tions aux différences partielles; j'ai méme fait voir, dans le sscond
Volume des M émoires cités, comment on pouvait intégrer plusieursde
Css équations sans la considération des fonctions arbitraires, e par-
venir aux mémes solutions que I'on trouverait par le moyen de ces
fonctions, envisagées dans toute leur éendue.

Maintenant, le principe de la discontinuité des fonctions es regu
généralement pour les intégralesde toutesles équations aux différences
partielles; et les congructions que M. Monge a données d'un grand
nombre de ces équations, jointes a sa théorie de la génération des
surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent plus aucune incer-
titude sur I'emploi des fonctions discontinues dans les problémes qui
dépendent des équations de ce genre.

63. C'es une choe digne de remarque que la méme formule
E=®{a + &t) W (x ~ ki),

qui satisfait a I'équation endrjéffé'mm nartiglles
b T o =
XL 5%
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satisfait auss a la méme équation en différences finies, qu'on peut
représenter par

DR LDk

e Tyl

pourvu qu'on y suppose Dx = kDt, et Dt constant. En effet, on a en
ne faisant varier que x,

I Bfr + M) == B{x + Dx = A1) = a2 - &) 4- D2 — Dx + &2},
et, en ne faisant varier que let,
D ®(r + Aty =D(a - &t 5+ kDe)—a®(2 + k) + P+ ke — & De),

expressions qui deviennent égaes en faisant Dx — kDt; et I'on trou-
vera la méme chose pour la fonction W {a: ~ kt).

Dans I'infiniment petit, la condition dx=kdt disparait, et l'inté-
grale a toujours lieu; la raison en est qu'alors Iexpresson E, qui
parait représenter la différence seconde de € divisée par le carre dela
différence de t, n'est plus qu'un symbole qui exprime une fonction
simple de t, dérivée de la fonctionprimitive £ et différente de cette
fonction, laquelle et tout a fait indépendante de la valeur de dt. Il en
est de méme de Iexpron "“ .+ par rapport & x; c'est dans ce chan-
gement de fonctions que consste réellement le passage du fini a l'infi-
niment petit et I'essence du Calcul différentiel.

64. Jajouteral encore ici une remarque qui peut étre utile dans
plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d'interpo-
lation qui résulte des formules de I'article 48.

Nous avons vu que la formule

ARG C)

devient égde a o, lorsque r— 1,2, 3, ..., n. Donc, sil'on a une suite
de quantitése,, u,, 2, ..., a,, dont le nombre soit n, on pourra repré-
senter par la formule précédente un terme quelconque intermédiaire
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dont lerang serait marqué par un nombre quelconquer, entier ou frac-
tionnaire, puisgu'on faisant successvementr=1, 2, 3, ...,n, la for-
muledonnea,, &y, Rsy - -0 Tne

Le dgne Sindique la somme de tous les termes qui répondent a

s=1,2 3, ...,n, e ledgne X la somme de tous les termes qui ré
pondent ap=1, a 3, .... n, la quantité 1c &ant I'angle de deux
droits.

SQupposons qu'il n'y ait qu'un terme a, donné, on feran =1, s =1,
p =1 etl'on aura, pour |'expresson générale de a,

oty ar, sin 2
N =y a

Soient n = 2, et les deux ternies donnés o,o,; on fera s =1, 2,
p=1,2,etI'on aura

2= %(A’!;inﬂr + A'sin 3'-:;3).

3
en supposant
A’:m.sing +=.sin3§=

A=y sin% +m,sin'ﬁTﬂ-
Soient n = 3, et les termes donnés o, a,, ,,; on feras =1, 2, 3, et
p=1,2, 3, et ’on aura

o= %(A‘ sin 7 4 A% sin 225 4 A% sin iﬁf),

4

v T in
A =asin +=.sin3&- by 2l 5=

=
i i

ol les coefficient A" = o sin ’—? + oy 8in %E +«ssin6—4ﬁ» formules

-1 4 &n . gn
A _n,sm-ﬁ— +a,sin—§-+m,sm-a—;

a aingd de glite
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Dans la méhode ordinaire d'inter polation, on suppose qu'on fase
pasxr, par les extrémités des ordonnées qui représentent les termes
donnés, une courbe parabolique de la forme

y=a-rhz+ex'+dei+.. ..

Dans la méhode précédente, au lieu d'une courbe parabolique, on
uppose une courbe de la forme

- . . -1 ¥
_y:.s\'sm'—:;x— —}—A'sm"—%ﬁ +A"sm—’:x—” o

et il y abien descasou cette suppostion peut ére préférable comme
plusconforme a la nature de la question.
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NOTE |.

Sur un point fondamental de la Mécanique analytique de Lagrange;
par M. POINSOT.

1. On sait que Lagrange, dans ce Livre célébre qu'il a intitulé Mécanique
analytique, a eu pour objet de réduire la Mécanique a des formules générales,
toutes tirées du seul principe des vitesses virtuelles, ou plutot de la formule
différentielle qui est I'expression de ce principe. Pour la perfection méme de
son Ouvrage, |'auteur a soin de n‘employer, dans aucune des questions qu'il
traite, ni figures, ni aucun raisonnement tiré de considérations géométriques
ou mécaniques; tout se fait par le calcul et de simples changements de coor-
données, et ce n'est mémo que sous une forme purement analytique qu'on
y voit présentée la question si naturelle et si simple do la composition des
forces appliquées sur un point.

« Si des forces quelconques P, Q, R, ..., dirigées suivant les lignesp, g,
r, ..., agissent sur un méme point, et qu'on veuille réduire toutes ces forces
atrois autres &, |, Z, dirigées suivant les lignes £, =, s, il n'y aura, dit I'au-
teur, qu'a considérer 1'équilibre des forces P, Q, R, ... et &, . . appli-
quées a ce méme point et dirigées respectivement suivant les lignes p, g,
#vop —& — %, -4, et former, en conséquence, I'équation

Pdp+Qdg+Rar+.. —~ZE—Fdf—0dy=09,

laquelle doit étre vraie de quelque maniére qu'on fasse varier la position du
point de concours de toutes les forces. Or, quelles que soient les lignesé,
®, 4, il est clair que, pourvu qu'elles ne soient pas toutes dans un méme plan,
elles suffisent pour déterminer la position de ce point; par conséquent, on
pourra toujours exprimer les lignes p, q, r, ... par des fonctions de §, n, &,
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et I'équation précédente devra avoir lieu par rapport aux variations de ces
trois quantités en particulier; d'ou il Sensuit qu'on aura

da
2.
2-- —+ 0 05
—pt ar
Il--Pd—ﬂ_—r-Q +R¢Jﬂ‘+"'
e g g .
z"_l)d:+oda o"zd' e B
Telles sont les formules données par Lagrange pour réduire des forces P,
QR, ..., appliquées sur un méme point et dirigées suivant des lignes p, q,
r, ..., atrois autres forces & I, X, dirigées suivant trois lignes quelconques

données £, -, #; expressions d'ailleurs toutes semblables acelles qu'on aurait
pour transformer un systéme quelconque de forces qui agissent sur différents
points liés entre eux, comme on voudra, en un autre systéme équivalent de
forces Z, 11, X, ..., qui seraient appliquées aux mémes points suivant d'autres
directions &, m, &, .. ..

2. Mais il y a, sur ce point de doctrine, une remarque essentielle afaire,
et qui parait avoir échappé a I'auteur de la Mécanique analytique : c'est que
les formules dont il sagit ne conviennent point, comme on pourrait le croire,
a toute espéce de lignes ou coordonnées &, =, &, - . ., bien que ces lignes
soient propres a déterminer les lieux des corps. Les formules ne sont bonnes
gu'autant que ces lignes nouvelles seront (comme les premiéresp, q, r, ...)
les distances de ces corps, soit a des centres fixes, soit a des plans fixes,
comme il arrive dans le cas des coordonnées ordinaires X, y, z, lesquelles
marquent les distances du point que I'on considére a trois plans fixes rectan-
gulaires entre eux; et, en général, on peut dire que, pour |'exactitude de ces
formules, il faut que les lignes €, w, &, ... soient de telle nature, que leurs
différentielles o, er, da, ... expriment les vitesses virtuelles mémes du point
d'application des forces &, W, X, ..., Cest-a-dire que chacune d'elles, d§, soit
la projection orthogonale, sur la direction de la force &, du déplacement
quelconque infiniment petit qu'on suppose donné a ce point dans I'espace :

() Loslignes qui précddent sont extraites de la I" édition, pege 62; dles ont éé lége-
rement modifiées par Lagrange, dans la 2° édition publiée par ui {voyez p. 119 de ce
Volume); maisles remarques de M. Poinsot sappliquent alarédaction nouvelle auss bien
qua l'ancienne. (J.Bertrand.)
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sans quoi toutes ces transformations analytiques, quoique exactes en pure
Analyse, seront en défaut dans la Mécanique et conduiront a de fausses con-
séquences.

3. Supposons, par exemple, qu'il sagisse d'un seul point tiré par des forces
quelconques P, Q, R, ..., dirigées suivant les lignes ou rayons vecteurs p,
g, r, .... et qu'on veuille réduire ces forces a trois autres, &, H, X, suivant
les trois coordonnéesE, , =, paralleles a trois axes fixes obliques entre eux :
il semble, d'apres |'auteur, qu'on aurait pour les forces cherchées

+Q +R-=+ .

m= +qu+“ﬁ+"’

“_d_e. 9 L m%
Edea FQ v-n-ll e

ce qui n'est pas vrai, car on peut prouver que la résultante des forces P, Q,
R, ... n'est pas la méme que celle des trois forces &, H, Z, déterminées par
ces équations.

Soit, en effet, /(p, qr, ...) une fonction quelconque des rayons vecteurs
p, q, r, ...; et désignons par £ {p3 fig) Fir), ... les fonctions primes de
cette fonction prises relativement aux lignes p, q, r, .... Jai démontré (%)
que des forces P, Q, R, ..., proportionnelles a ces fonctions primes et diri-
gées suivant les lignes respectives p, g, r, ..., ont une résultante perpendi-
culaire a la surface courbe qui serait donnée par |'équation

Fipqrs ...} =const.,

eny regardantp, g, r, ... comme variables.

Or supposons maintenant trois axes obliques, non situés dans le méme
plan, et soient s #, & les trois coordonnées du point d'application des forces
par rapport a ces axes : on pourra toujours exprimer les lignesp, q, r, ...
par les trois coordonnées &, %, ¢; et si I'on met ces expressions au lieu de p,
g, r, ... danslafonction f(p, q,r, ...), onaura

fipary - d=welk,m, ) = consl.;

(*) Voyezla Satique de M. Poinsot et un Mémaire intitulé : Théorie générale del'équi-
libre et du mouverment des systémes (Journal del'Ecole Polytechnique, X111 Cahier).
(J. Bertrand.)
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d'ou I'on tire, en différentiant successivement par rapport a & %, «,
FOE+ I DF+r G+ =0,
P+ 1@ =y,
FPEL+ P P05 =)

Donc, suivant les formules de Il'auteur, les trois forces &, I, X, auxquelles
les forces f'ip}, f'{g) f'{r} ... se trouveraient réduites, seraient expri-
mées par

=gk O=eim)h  E=¢'(a)
Ainsi il faudrait que ¢'(E), 9'{m), ¢'{o) représentassent trois forces dont la
résultante fit la mome que celle des proposées £ { gl F'igl, F'irkh ... €,
par conséquent, flit perpendiculaire a la surface donnée par I'équation

fip.gor ...} =canst.
Or cette surface est la mdme que celle qui serait donnée par I'équation
¢(£, w9} = consl,

entre les coordonnées obliques &, w, #. Donc, en considérant la surface repré-
sentée par |'équation
¢(E, |, o) == consl

entre les trois coordonnéesé, m, @, relatives a trois axes obliques, on pourrait
dire que trois forces dirigées suivant ces coordonnées et proportionnelles aux
trois fonctions primes (£}, #'{m), ¢'(z) donnent une résultante perpendi-
culairc a la surface dont il sagit, ou se font équilibre sur cette surface; ce
qui est faux, comme on peut sen assurer immédiatement par le principe
mome des vitesses virtuelles.

Et, en effet, pour I'équilibre du point auquel lestrois forcese’ (3, ¢*(n), ' (=)
sont appliquées, il faudrait que la somme des moments virtuels de ces forces
fat nulle pour tout déplacement infiniment petit ds qu'on voudrait donner a
ce point sur la surface. Si donc on désigne par &%, 4=, d# les trois projections
orthogonales de ds sur les trois axes obliques des &, m, il faudrait, pour I'é-
quilibre, qu'on et toujours I'éguation

¢ {E} 8 4+ 9" [w) dn + 9' (g} o = 0;
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ou bien, comme ds est ladiagonale d'un rhomboide dont lesdifférentiellesd,
dm, dx sont les arétes, et que les trois projections de ds sur les directions de
ces arétes sont exprimées par

A& =df + i dx 4 uds,
fn=dn-tvder -+ dE,
dr=dy+pdf +vdx

(A pn v étant les cosinus des angl&sfw?,ﬁ,ﬁ que les axes forment entre
eux), il faudrait que, en mettant, au lieu de 3, &=, ds, ces valeurs, on elt tou-
jours, entre les différentielles &, o, d=, |'équation

(¢ (5 + A (m) + pg ()] + [ (m) + v o' (o)} + 9" (§)] dn

v + [9(0) A (5 )] de = 0,

D'un autre c6té, le point mobile restant toujours sur la surface, il faudrait
qu'on elit en méme temps |'équation

(2) PEYOE + ¢ (m}dm + ' {9} dr =0,

Or il est clair que ces équations (1) et (2) ne peuvent subsister ensemble a
moins que les coefficients de &%, @, do dans |'une d'elles ne soient propor-
tionnels aux coefficients des mémes indéterminées dans I'autre, et, par con-
ségquent, & moins qu'on n‘ait les deux équations

PEIve' (o) + gD ¢ (R e (m) - py(e)) =0,
P () e (] — (@) [Ae'(n) +pe{al) =0,

équations qui ne peuvent avoir lieu en général, c'est-a-dire indépendamment
des variables &, &, = et, par conséquent, de la position du point sur la surface
que |'on considére.

Ainsi le point mobile, aux coordonnées quelconques E, #, & ne peut étre
tenu en équilibre sur la surface par les trois forces ¢'{E}, @'{®), 9'{) : laré-
sultante de ces forces n'est donc pas normale a cette surface, et, par consé-
quent, elle n'est pas la méme que celle des forces proposées f*{ph f'i¢}w
Frir) .3 ce quil fallait démontrer,

4. Les formules de Lagrange pour laréduction desforces sont donc en défaut
dans cette hypothese de coordonnées obliques & w, #; il n'y aqu'un cassin-
gulier ou I'erreur pourrait sévanouir : c'est le cas ou les coordonnées§, &, &

X1 5;
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satisferaient aux deux équations précédentes, en méme temps qu'a |'équation
de la surface

p{E, ™ @) =consl,,
ce qui ne répond, comme on voit, qu'a un certain point de celte surface, ou
a une certaine proportion déterminée entre les trois forces ¢(3, 9' (), 3’ (o).
Mais, dans ce cas singulier méme, si la résultante des trois forces & I, X ala
méme direction que la résultante des forces proposées f'{p}. /' {gh -... On
trouverait qu'elle n'a pas la méme grandeur, de sorte qu'il y aurait encore
erreur de ce coté.

Lorsque les cosinus i, u, ¥ sont tous trois nuls, les deux conditions précé-
dentes ont toujours lieu d'elles-mémes, et les formules de Lagrange sont tou-
jours exactes. C'est le cas des coordonnées &, #, & relatives a trois axes
rectangulaires entre eux. Et en effet, pour de telles coordonnées, les diffé-
rentielles &, dr, do sont les expressions mémes des vitesses virtuelles du
point décrivant estimées suivant ces lignes, et I'équation différentielle

Vel @ (Y - ' (S =q,

tirée de I'équation de la surface, exprime |'égalité a zéro de la somme des
moments virtuels des trois forces ¢'(E}, #'(x}, ¢"(«) et, par conséquent,
I'équilibre de ces forces sur le point qu'on suppose assujetti a décrire cette
surface.

Mais, dans toute autre hypothese que celle de &, j, v tous les trois nuls, les
deux conditions ne peuvent étre remplies indépendamment de , «, o, €t les
formules sont toujours fautives.

5. Soit, par exemple, le cas trés simple d'un point posé sur la circonférence
d'un cercle fixe. Si I'on prend I'équation de ce cercle en coordonnées rec-
tangles x et y, on aura

Sflx, ¥) =2+ y*=rconst.,
d'ou
playde + fipidy =2xds+aydy=o;
w1 |'on pourra tres bien dire ici que deux forces X et Y, étant prises le long
des coordonnées dans le rapport des fonctions primes /() {3, donnent
leur résultante perpendiculaire a la circonférence du cercle et tiennent ainsi
le point d'application en équilibre sur cette circonférence.

Mais si, au lieu de ces coordonnées rectangles x et y, on en prend deux

autres £ ettde méme origine, et par exemplel'une, §, suivant lesx, I'autres,
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inclinée d'un angle a sur la premiére, ce qui donnera

a#=Ei+mcosa, y=rnsina,
on aura, en substituant,

Jix, ) =5 (£, %) =&+ £+ ank 000 & == comil. ;

PEVE + 4 (R de=a(} + neonn) el +alx +Leosa) dr =o0.

Or il est évident que deux forces proportionnelles ag*(E) et g°{z), C'est-a-dire,
ici, aff + mcosm) €1 (x + £ cenal. ne donnent point leur résultante perpendi-
culaire a la circonférence du cercle dont il s'agit; car il faudrait pour cela que
cette résultante allat passer par le centre, et que, par conséquent, ses deux
composantes le long de £ et xt fussent simplement proportionnellesa§ et =,
et non pas a{f + m cos«) et {x + £ coso).
Donc, quoiqu'on aitici, en faisant ¢/({) = &, ¢’{n) =1, les équations
I= -»—+Y-*E =X vy

on ne peut pas dire que les deux forces X oY, dirigées suivant les axes rec-
tangles x et y, soient réductibles aux deux forces & et I, dirigées suivant les
axes obliques§ eL .

Pour que I'on elt
C+rmeoswiw+Ecosaiilm,

il faudrait que I'on e(t
cosSa=0;

ce qui est le cas des coordonnées £ et it rectangulaires entre elles.
Ou bien il faudrait £=; ce qui ne serait qu'un cas particulier de la posi-
tion du point proposé M sur la circonférence du cercle dont I'équation est

§ (£, %) == canst,

Mais, dans ce cas singulier méme, ol la résultante des deux forces & et Il
aurait la méme direction que celle des deux forces X etY, on trouverait que
ces deux résultantes

VErallicgaa+ 1P et VX+ T

n‘ont pas la méme valeur, et que lapremiére est alaseconde comme 1+ ttam
est al'unité.
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Ainsi, tant que cosa n'est pas nul, ou, ce qui est la méme chose, tant que
les coordonnées§ et m seront obliques, les forces proposées X et Y ne seront
jamais réductibles aux deux forces £ et T données par les formules de La-
grange.

6. Dans l'analyse qui précede, j'ai pris simplement, pour représenter les
forces P, Q, R, ..., qu'il sagissait de réduire a d'autres, les fonctions primes
dune méme fonction quelconque f(p,gr, ...) des rayons vecteurs p, q,
r, ..., suivant lesquels ces forces sont dirigées : ce n'est qu'une maniéere de
reconnaitre tout d'un coup la direction de la résultante par la direction de la
normale a la surface courbe qu'on aurait en posant |I'équation

f(P,q, r,...)=const.

Mais, comme on pourrait croire que cette hypothése a quelque chose qui res-
treint notre démonstration au cas de certainesforces, il est bon de remarquer
qu'elle convient a des forces P, Q, R, ... données comme on voudra. Et, en
effet, quelle que soit la fonction f que I'on ait choisie, comme on est le
meaitre de placer les centres des forces partout ou |'on veut sur leurs direc-
tions p,g, r, ..., on peut toujours donner a ces lignes des longueurs qui

rendent
Jipn=Pp, Figy=14a, Sir) =R, inen

Au reste, il est évident que, si I'on propose des forces de grandeurs quel-
conques A, B, C, ..., on peut toujours les regarder comme étant les fonctions
primes de la fonction linéaire

Ap+Bg+Cr+...,

prises relativement aux lignesp, q, r, ..., suivant lesquelles ces forces sont
supposées dirigées. Ainsi notre hypothése est toujours permise et notre dé-
monstration a toute la généralité désirable.

7. On voit donc que, dans la Mécanique céleste, qui est uniquement
fondée sur le principe des vitesses virtuelles, les seules coordonnées qu'il
soit permis d'employer doivent étre de telle nature, que leurs différentielles
représentent, sur ces coordonnées, les projections droites de la petite ligne
que le point d'application des forces est supposé avoir décrite dans I'espace.
C'est ce qui a lieu pour les coordonnées p, q, r, ..., X,y, z dont nous avons
parlé, et encore pour celles qui consistent dans un rayon vecteur p, avec deux
angles ou arcs de cercle ¢, 4 perpendiculaires ace rayon; etc. Mais il faut
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exclure toutes les coordonnées , x, &, qui nejouiraient pas de la méme pro-
priété. Ainsi il n'est pas exact de dire que, dans celte méthode analytique,
rien n'oblige & se servir de coordonnées rectangles, plutdt que dautres lignes
ou quantités relatives aux lieux des corps, etc. (Mécanique analytique,
4. édition, p. 39); et I'on doit méme remarquer, a ce sujet, que le principe
des vitesses virtuelles ne donne pas une méthode aussi générale qu'on parait
lecroire.

Et, par exemple, dans le cas de plusieurs forces P, Q, R, S, etc., en équi-
libre sur un point, le principe des vitesses virtuelles dit simplement que les
forces, étant projetées perpendiculairement sur une droite quelconque menée
par ce point, doivent faire une somme nulle. Car, en nommant du laligne
quelconque qui marque le déplacement du point d'application dans I'espace,

les lignes dp, dq, dr, ... ne sont autre chose que les projections droites de
du sur les lignes p, q, r, .., qui marquent les directions des forces P, Q,
R, — En nommant donc#, &, &, ... les inclinaisons de ces forces sur la
ligne du, on a

dp = ducosi, dqg = du cosi’, dr = du cosi",

et I'équation des vitesses virtuelles
Pdp+Qdg+Rdr+...=0
devient, en divisant tout par le facteur commun du,
Pcoai+4 Qeoal + Reoal'+.. .—=e;

ce qui signifie que les forces, projetées a angle droit sur un axe quelconque,
doivent faire une somme nulle dans le cas de |'équilibre. Mais le principe de
la composition des forces dit, plus généralement, que, les forces étant proje-
tées sur un axe quelconque par des lignes paralléles a un méme plan incliné
comme on voudra sur cet axe, la somme de toutes ces projections obliques
doit étre nulle. Ce n'est pas qu'on ne puisse aisément démontrer cette
seconde proposition par la premiere, mais I'expression du second principe
est évidemment plus générale que celle du principe des vitesses virtuelles.
De méme, on,peut remarquer que les équations de I'équilibre d'un systéme
solide ne sont démontrées, dans la Mécanique analytique, que par rapport a
trois axes rectangulaires entre eux; et pourtant, commeje |'ai fait voir dans
ma Satique, des équations toutes semblables ont lieu par rapport a trois
axes obliques quelconques. Le principe des vitesses virtuelles n'est donc pas,
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dans ce nouvel exemple, aussi général que le principe de la composition des
forces. 11 n'est pas méme aussi direct; car, sil méne aux trois premieres
équations en employant les coordonnées rectangles x, y, z, il ne peut plus
donner les trois dernieres équations que par un changement de ces coordon-
nées en d'autres d'une espece différente, et dont le choix parait arbitraire, ou
ne semble fait que pour obtenir des équations d'équilibre que |'on connaissait
d'avance.

Au reste, quoique Lagrange nous laisse entendre que, dans sa méthode, on
peut employer toute espece de coordonnées, pourvu qu'elles soient propres
a déterminer les lieux des corps, il est fort remarquable que ce géometre n'en
ait jamais employé d'autres que celles qui conviennent réellement au principe
des vitesses virtuelles : du moins je n'en connais pas d'exemple, etje crois
méme qu'on n'en trouverait point dans ses écrits. Car si, pour la solution de
quelque probléme, il avait essayé I'emploi de certaines coordonnées non per-
mises dans sa méthode, il est trés probable que, par |'erreur sensible de
quelque résultat, il edt été averti du défaut de ses formules; et alorsil n‘au-
rait pas manqué de faire lui-méme, a ce sujet, une remarque expresse, au
moins dans la a* édition de son bel Ouvrage.

8. Quoi qu'il en soit, tout aurait pu se corriger d'une maniére trés simple,
et qu'il me parait bon d'indiquer avant do terminer cette Note, parce qu'ony
voit sur-le-champ ce qui cause I'erreur, et, de plus, ce qu'il faudrait faire pour
I'éviter, sans exclure I'emploi de ces coordonnées qui y donnent lieu.

Et, en effet, quelle que soit.la nature de ces coordonnéest, x, a, ..., dans
lesquelles on veuille transformer les lignes ou rayons vecteurs p, q, I, ...,
il est certain qu'on peut toujours, avec Lagrange, poser I'équation parfaite-
ment exacte

Pdp+Qdg-+-Ror ... =2df + Ndn+ Zdo+...,

ou E, I %, ... ont les valeurs exprimées par les équations du n° 1.

Or, maintenant, j'observe que, dans le premier membre, les différentielles
dp, dqg, dr, ... marquent bien les vitesses virtuelles du point d'application
des forces suivant les lignesp, q, r, ..., et qu'ainsi chague terme P dp est le
moment virtuel de la force P. Si, dans le second membre, les différentielles
o, dm, da, ... ont la méme propriété, cest-a-dire si chacune, €k, marque la
vitesse virtuelle du point suivant §, chaque terme &4 sera aussi e moment
virtuel d'une force représentée par E; et alors, de cette équation, qui pré-
sente deux sommes de moments virtuels, toujours égales de part et d'autre,
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on peut trés bien conclure que le systéme des forces B, IL, X, ... est capable
de remplacer le systéme des forces proposées P, Q, R

Mais si lesdifférentielles &, dr, dar, . .. n'ont pas la propriété dont il sagit,
chaque terme E &% ne sera pas e moment virtuel d'une force telle q E,e ,et,
d'aprés le principe méme des vitesses virtuelles, on ne pourra pas conclure,
comme ci-dessus, que I'ensemble des forces &, H, E, ... soit équivalent a
I'ensemble des forces proposées. C'est la précisément qu'on tomberait dans
cette erreur singuliére, de tirer d'un principe vrai et d'une équation exacte
une conséquence fausse, parce qu'on aurait oublié d'observer que cette équa-
tion n'est pas actuellement sous une forme qui convienne a I'expression du
principe. Et, en mdme temps, c'est |a qu'on voit le moyen d'éviter cette er-
reur,sans changer les coordonnées &, =, &, ..., qui pourraienty donner lieu.

Car, si I'on voulait avoir les vraies forces &', W, %, ..., qui, dirigéessui-
vant les coordonnéesé, #, o, ..., sont capables de remplacer les forces P, Q,
R, S, ..., il faudrait commencer par mettre dans I'équation, au lieu des diffé-
rentielles df, dn, d=, ..., leursvaleurs en fonction des vitesses virtuelles
mémes, que je désignerai, comme au n° 3, par &, &, 4, ..., ensuite ras-
sembler en un seul terme tous ceux qui seraient affectés de &, de méme en
un seul tous les termes affectés de 4w, ...3 et alors, notre mdme équation
étant mise sous la forme nouvelle

Pdp4- Qg+ Redr+.. =2 & +Mén+Tdo...,

on pourrait rigoureusement conclure que I'ensemble des forces E¢, I, £' équi-
vaut parfaitement a I'ensemble des forces P, Q, R, ..., puisque la somme
des moments virtuels est toujours égale de part et d'autre.

9. Si I'on veut faire ce calcul pour le cas des coordonnées &, , o paralléles
atrois axes obliques, on trouvera, en conservant les dénominations du n° 3,
les valeurs suivantes :

‘[1&»‘)+ﬂ{pv—l)+2[h—p)
1— A — ey
“,__Il@ p')+£(§'u_-—u)+3(jw—1)

- U= — g — T iy
Z[l—-v")+3{1p.—v]+ﬂ(h——p)
1— W — it — i adpy

[

¥=

valeurs qui ne sont pas, comme on voit, les mémes que celles de &, IF, 3, et
qui n'y pourraient revenir que dans le cas des cosinus 4, g, ¥ tous trois nuls.
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c'est-a-dire dans le cas de trois axes rectangulaires entre eux; ce qui éclaire
et confirme notre précédente analyse.

10. On voit aussi, par ces mémes expressions, que les équations
2'=o, =0, Y=o
entrainent les suivantes :

E=o0, n=—o, I=o,

et réciproquement. Si donc on ne demandait que les conditions de I'équilibre
entre les forces P, Q, R, ..., on pourrait, sans avoir d'erreur a craindre, se
contenter de poser les trois équations

)
o=;"!=P—p+Q%g+.‘..

o
—N=p% dg
o=1 PM+QE+ R
o=E= 1,“E+Q£+ e
Mais si, les forces P, Q, R, ... n'étant point en équilibre entre elles, on

demande de les réduire a d'autres dirigées suivant E, =, &, il faudra nécessai-
rement prendre pour les forces équivalentes, non pas &, I, Z, mais bien les
valeurs de =, I, %',

Et ce queje viens de dire s'applique sans difficulté a un systeme quelconque
de puissances qui agissent sur différents points liés entre eux comme on
voudra. Ainsi les équations de I'équilibre données par Lagrange (p. 4o de la
4¢ édition, art. 12 et suiv.) sont toujours bonnes; mais les formules données,
alafin de l'article 15, pour I'équivalence de deux systémes de forces, ne sont
exactes que dans le cas de certaines coordonnées.

Nous aurions encore plusieurs choses a dire sur ce point de doctrine; mais
cette discussion est d§a longue, et nous pourrions d'ailleurs, s'il était néces-
saire, y revenir dans une autre occasion.
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NOTE IL

Sur la sahilité de I'équilibre; par M. LEJEUNE-DIRICHLET.

Si un systéme de points matériels est sollicité par des forces attractives ou
répulsives qui ne dépendent que de la distance, et qui sont dirigées vers des
centres fixes ou qui proviennent des actions mutuelles entre deux masses,
I'action et la réaction étant égales; si, en outre, les équations de condition
qui lient les coordonnées des différents points ne contiennent pas le temps,
I'éguation des forces vives aura lieu. Cette équation est

2: mit = f{z, y, 5, ...)+C.

Le signe Y sétend atoutes les masses du systéme, chague masse étant repré-
sentée par m et sa vitesse par v; C est une constante arbitraire. La fonction
des coordonnées ne dépend que de la nature des forces et peut s'exprimer
par un nombre déterminé de variables indépendantes ¥, u, ¥, ..., de sorte
que |'équation des forces vives s'écrira

va':;(i\.p.v, A=+ G

La fonction @ est liée d'une maniére intime aux positions d'équilibre du
systéme; car la condition qui exprime que, pour certaines valeurs détermi-
nées de , py % ..., le systéme est dans une position d'équilibre, coincide
avec celle qui exprime que, pour ces mémes valeurs, la différentielle totale
de est nulle; de sorte qu'en général, pour chaque position d'équilibre, la
fonction sera un maximum ou un minimum. Si le maximum a lieu réelle-
ment, |'équilibre est stable, c'est-a-dire que, si I'on déplace infiniment peu les
points du systéme de leurs positions d'équilibre, et qu'on donne a chacun
une petite vitesse initiale, danstout le cours du mouvement les déplacements
des différents points du systéme, par rapport a la position d'équilibre, reste-
ront toujours compris entre certaines limites déterminées et trés petites.

Ce théoreme est un des plus importants de la Mécanique. Il est la base de
lathéorie des petites oscillations, qui conduit a tant d'applications intéres-
santés relatives a la Physique. On doit donc s'étonner qu'on n'en at donné
jusqu'ici qu'une démonstration peu rigoureuse et insuffisante,

X1, 58
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Supposons, comme il est permis de le faire sans nuire a la généralité, que
la position d'équilibre du systeme, ou le maximum de la fonction @, corres-
ponde aux valeurs A==¢, p==9, .... La démonstration donnée par Lagrange
(Mécanique analytique, 1™ Partie, Sect. |11) se ramene a ceci : le dévelop-
pement de la fonction suivant les puissances de &, g, % ..., qui commence
par les termes du second ordre, est réduit a ces ternies; puis, d'apres la con-
dition connue du maximum, que les termes du second ordre peuvent étre
considérés comme une somme de carrés négatifs, on déduit, pour A, g, v, ...,
des limites que ces quantités ne peuvent pas franchir. Ce genre de démon-
stration, employé encore dans d'autres questions de stabilité, et surtout dans
I'Astronomie physique, manque de rigueur. En effet, on peut douter avec
raison que des grandeurs pour lesquelles on trouve, avec I'hypothése qu'elles
seront toujours petites (car ce n'est que dans ce cas que |'on peut négliger
les termes d'un ordre supérieur), de petites limites, resteront toujours ren-
fermées réellement, au bout d'un temps quelconque, dans ces limites, et
méme, en général, dans des limites petites.

La démonstration que nous venons de citer a été reproduite, sans modifi-
cation importante que je sache, par tous les auteurs qui se sont occupés de
cette matiére; et tout ce que Poisson (Traitéde Mécanique, t. 11, p. 492 y a
ajouté pour faire entrer en considération les termes d'un ordre supérieur
repose sur cette hypothése inadmissible, que chaque terme du second ordre
surpasse la somme de tous les termes d'ordre supérieur.

Méme en complétant les considérations de Lagrange, pour le cas auquel
elles sappliquent et ot le maximum se reconnait par les termes du second
ordre, le théoréme en question ne serait point prouvé dans toute son étendue.
On sait que I'existence d'un maximum est compatible avec |'évanouissement
des termes du second ordre; il suffit, en général, que les premiers termes
différents de zéro soient d'ordre pair, et que la somme de ces termes soit
toujours négative. Les formules relatives a cette derniere condition n'ont pas
encore été données, méme dans le cas ou il sagit des termes du quatrieme
ordre. Il faudrait donc les rechercher d'abord. Cela introduirait nécessaire-
ment dans la démonstration du théoréme de Mécanique dont nous parlons
une grande complication. Heureusement, on peut démontrer le principe de
la stabilité de I'équilibre indépendamment de ces formules, par une consi-
dération tres simple qui se rattache d'une maniére immédiate a I'idée du
maximum.

Outre la supposition déja faite, que la position d'équilibre réponde aux
valeurs k=g, 4= 0, ..., NOUS SUPPOSEroNs encore que§ (e, 0,0, ...J =03 ce
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qui est permis, acause de la constante arbitraire. Déterminons laconstante en
ayant égard a I'état initial donné, pour lequel nous désignerons par ¢, e fos
vy <. lesvaleurs des, &, v, .... Onaainsi

z A= (hy ¥y 0 = PR Par Vau 0 0l) +2 mal.

Puisque par hypothese g{}, g, v, ,..}), pour A== o0, g=o,,.,, est nul et maxi-
mum, on pourra déterminer des grandeurs positives|, m, n, ..., asez petites
pour que ¢ (k¥ -} SOit toujours négatif pour tout systéme A, py w, ... OU
les valeurs absolues des variables sont respectivement assujetties a ne pas
dépasser les limites |, m, n, ..., excepté, toutefois, le seul cas OU &, pty ¥y -+«
sont nuis a lafois. Ce cas est exclu si nous ne considérons que des systémes
tels, qu'au moins une des variables , g, v, ... soit égale en valeur absolue a
sa limite I, m, n,... Supposons que, de toutes les valeurs négatives de la
fonction pour de tels systémes, — p, abstraction faite du signe, soit la plus
petite : alors on peut facilement montrer que, si I'on prend kg, gy Yas oo
numériquement plus petits que I, m, n, ..., et que |'on satisfasse en méme
temps a I'inégalité
— e oy Yoy -} +E mey < p,

chacune des variables, g, v ... restera pendant toute la durée du mouve-
ment au-dessous des limites |, m, n, .... En effet, si le contraire avait lieu,
comme les valeursinitiales k, ge vay .. remplissent la condition que nous
venons d'énoncer, et a cause de la continuité des variables 3y gty ¥y o+ 4y il fau-
drait d'abord qu'a un certain instant il y et égalité entre une ou plusieurs
valeurs numériques de , w, ¥, ... et leurs limites respectives I, m, n, ...,
sans qu'aucune des autres valeurs elt dépassé sa limite. A cet instant, la
valeur absolue de (A, s v, ...} Serait supérieure ou au moins égale ap. Par
conséquent, le second membre de I'équation des forces vives serait négatif,
acause de I'inégalité écrite plus haut, et qui se rapporte a l'état initial; ce
qui n'est pas possible, = ™ étant toujours positif.

Il suit encore de 1&, évidemment, que les vitesses v seront toujours com-
prises entre des limites déterminées, puisque I'on a toujours

T s 3 me) e g (b i ver )

11 est évident aussi que les limites pour chaque vitesse, ainsi que celles de
chaque variable &, g v, ..~ peuvent étre aussi petites que I’on voudra, puisque
les quantités |, m, n, ... peuvent devenir aussi petites que |'on voudra.

b p————
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NOTE I11.

Sur  I'équilibre d'une ligne éastique.

Les formules données par Lagrange (p. 162) supposent que la force d'élasti-
cité sexerce, en chague point, dans le plan osculatcur de la ligne en équilibre
dont elle tend a rétablir le rayon de courbure primitif; mais une pareille
hypothése est loin de représenter les phénomenes, et M. Binet a remarqué
qu'ala force d'élasticité considérée par Lagrangeil est essentiel d'en adjoindre
une autre dont I'effet est de sopposer aux variations de la seconde courbure.
La complication des formules qui expriment cette seconde courbure nous
empéche de conserver, en développant les conséquences de cette remarque,
la notation et la marche suivie par Lagrange. Nous nous bornerons a former
directement les équations de I'équilibre en imitant la méthode exposée par
Poisson dans un Article de la Correspondance sur I'Ecole Polytechnique
(t. 111, p. 355).

Considérons une ligne élastique en équilibre AMB, dont tous les points
soient sollicités par des forces données. Si nous supposons que la partie MB
comprise entre un point quelconque M et I'extrémité B devienneinflexible et
fixe, et que I'autre partie MA devienne seulement inflexible en conservant lu
liberté de tourner autour du point M, I'équilibre ne sera pas détruit, et, par
conséquent, laforce d'élasticité développée en M doit détruire le couple auquel
équivalent, a cause de lafixité du point M, les forces agissant sur laportion MA
de la courbe. Or nous admettrons que la force d'élasticité peut produire deux
couples, I'un, auquel Lagrange a eu égard, agissant dans le plan osculateur
et tendant a restituer ala courbure sa valeur primitive; |'autre, ayant pour
axe la tangente a la courbe élastique, et tendant a détruire la torsion, en res-
tituant & la seconde courbure sa valeur primitive. Nommons ces deux couples
et E. Nous allons prouver d'abord que # est constant, quelles que soient les
formes données et la forme primitive de la courbe.

Pour déterminer, en effet, les deux couples 8 et E, il faut réduire les forces
qui agissent sur la portion MA. de la courbe a une force F, passant par le
point M, et & un couple G. Ce couple G doit étre équivalent aux deux couples
— 8 et - E ayant respectivement pour axes la tangente a la courbe proposée
et une perpendiculaire & son plan osculateur. Si nous recommencons les
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mémes décompositions, en substituant au point M un pointinflniment voi-
sin M', laforce F et le couple G varieront, d'une part, acause du changement
dans le point d'application de la force, et, en outre, par I'influence de forces
nouvelles agissant sur I'arc MM'. Remarquons d'abord que ces derniéres forces
ne peuvent exercer aucune influence sur la valeur du couple #, Car leur point
d'application est a une distance infiniment petite du second ordre de la tan-
gente au point M', qui est I'axe de ce couple. Il suffit donc d'avoir égard au
changement de position du point fixe, et ce changement a évidemment pour
effet d'adjoindre au couple G un second couple produit par la force F et par
une force égale et contraire appliquée en M', Or la force F a, comme celles
qui sont appliquées al'arc MM, son point d'application situé a une distance
infiniment petite du second ordre de la tangente en M'; en sorte qu'elle ne
modifie que d'une quantité de cet ordre le couple cherché, dont cette tan-
gente est I'axe. D'aprés ces remarques, on peut calculer la valeur § du couple
de torsion qui correspond au point M', comme si le couple G ne changeait ni
de grandeur ni de direction; il faut seulement le décomposer maintenant en
deux autres, dont |I'un soit perpendiculaire a la tangente en M'. Pour calculer
ce couple composant, qui représente le moment de torsion cherché, substi:-
tuons au couple G les deux couples — & et — E, qui lui sont équivalents.
Chacun de ces couples devra étre multiplié par le cosinus de I'angle formé
par son axe avec celui du couple &, qui n'est autre que la tangente de la
courbe considérée au point M'. Les axes des couples 8 ¢t ' forment un angle
infiniment petit dont le cosinus est égal a |'unité, si nous négligeons, comme
plus haut, les infiniment petits du second ordre; quant a I'axe du couple — E,
I'angle qu'il forme avec la tangente en M' est droit, si I'on néglige encore les
infiniment petits du second ordre, car le plan osculateur en M est paralléle a
la tangente en M'; le cosinus de cet angle peut donc étre considéré comme
nul, et I'on a, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

=2

d'ou I'on conclut que le moment de torsion est rigoureusement constant tout
le long de la courbe élastique.

D'aprés cette remarque, on formera les équations d'équilibre en écrivant
que les forces appliquées a une portion quelconque MA de la courbe, sup-
posée rigide, sont détruites par lafixité du point M, et par deux couples — &
et —E, ayant respectivement pour axes la tangente a la courbe et I'axe du
plan osculateur; & étant constant, et E proportionnel a la différence entre la
courbure actuelle en M et la courbure primitive au méme point.
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Nous considérerons en particulier le cas ou, la courbe étant primitivement
droite, In seule force appliquée agit sur son extrémité A, I'extrémité B étant
fixe. En supposant que I'on fixe un point M dont les coordonnées sont x, Y, z,
les moments des forces données par rapport a ce point auront leurs compo-

santes de la forme
¢y —br-a,

as —cx+ by,

bx —ay -+ oy

a, by ¢, @y, by ) étant des constantes qui dépendent de la direction de la force
et de la position de son point d'application. En égalant ces moments aux
couples d'élasticité décomposés perpendiculairement aux trois momes axes,
nous aurons les équations

Pg{r_tﬂ':__—-_____d.:d'y:.?% oy -bs o,

d#
deidly —drd dy
._..,._f.a_il T 5:9JZ @z - oF + by,
dedty —dyde ds
r — :G-&; + b —ay+ e

qui ne différent de celles de Lagrange (p. 168) que par la notation et par I'in-
troduction des termes en f,

Aprés avoir obtenu ces équations, Lagrange ajoute : Leur intégration est
peut-étre impossible en général. Nous allons montrer qu'elle est, au contraire,
toujours possible, et nous suivrons, pour cela,.la marche indiquée par
M. Biuet (*) et simplifiée, peu de temps aprés, par Wanlzell.

Si I'on prend pour axe des s la direction méme de la force donnée, les for-
mules précédentes deviennent, comme on le voit facilement, de la forme

dydiz —dsd® dr
pULa—dsdy gdo
dsdiz—dzd's d
§ P =05k —g=,

dedly —dyddr . ds
¢ a8 =g
g étant une constante.

(" Voir les Comptes rendus de I'Académie des Sciences pour 1844, pages 1115
et 1197.
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Laderniére équation montre que, si I'on néglige#, commeLagrangel'afait,
la courbe sera nécessairement plane. En multipliant ces équations par dx,
dy, dz, et les gjoutant, il vient

() o=0ds+g(ydr—azdyy {3

on trouve aussi, en gjoutant les deux premiéres, multipliées respectivement
par x ety,

(3) ;‘%.J‘s(xdy—yd:)_ﬂ.ﬂ'%:{ﬁ =9£E‘_%Ld!‘

ou, en vertu de la précédente, si I'on prend s pour variable indépendante,
4 P Pz arde +ydr

(4) & rZ dr

et, en intégrant,

(5) ap da .

Si I'on substitue a x ety des coordonnées polaires, en posant
Y

V- Pzt = LANE bty

les équations précédert~ i eiondrant
ey = Ed,, dz i___"
s &
d'ot I'on déduira, en posantgé == to59, et se servant de la formule connue
ds'== dr' + r' du' + di?,
psingdy ,
T /znmglapeasg+ 6) — B
Opsinpdp
(zp coaq + &) yg ain*g{ap cosg -+ &) — 5—'

() On peut remarquer que si, dans cette formule (2), on pouvait SupposEr X = o,
y =0, on enconclurait & = p. || faut donc, pour qu'il y ait torsion, que laforce ne soit
pas directement gppliquée au point de la courbe sur lequel sexerce son action.

(J. Bertrand.)
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on aura ensuite

da =fcosq:d.r.
X = COBLY,
¥ =riinu,
r’:-:gﬂu

K duw

de sorte que .x, y, z pourront, par des quadratures, s'exprimer en fonction de

I'angle .
(Note de M. J. Bertrand.)

NOIE 1V.

Sur la figure d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation.

Reprenons les équations

f M—1_ At
0 s

N—f_ A
@ L=

qui ont éé obtenues par Lagrange, a la page 219; on s'apercoit, tout d'abord,
que le raisonnement qu'il emploie n'établit pas avec rigueur I'égalité des
axes B et C. M et N ne différant, en effet, que par le changement des |ettres B
et C I'une dans |'autre, on voit bien que I'hypothése B = C réduit les deux
équations a une seule, mais il n'est pas évident que cette hypothése soit
nécessaire pour que les équations puissent avoir lieu en méme temps. Nous
allons montrer, en effet, qu'il existe des formes ellipsoidales a axes inégaux
pour lesquelles I'équilibre est possible.

Les expressions que Lagrange désigne par L, M, N sont développées dans la
Mécanique céleste de Laplace et se trouvent aujourd'hui dans la plupart des
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Traités de Mécanique. On a(*)

_dp flatde
L= fs{_[ T
_ 3 ol dz
- T_[ T AT

f ' dr
L+ T

dans ces formules, p. désigne la masse de I'ellipsoide, et I'on a posé
L L
H=y{i+ ey,
Cela posé, si I'on élimine f enlrc les équations (1) et (2), on obtient la rela-
tion
3) (M- N3O+ I+ =L -,
ou, d'apres les expressions de L, M et N écrites plus haut,

Fatde ‘avdz
PRI UL PRI LN CUN (. L B ] =0,
) ( [< { ) T ), HT
égalité a laquelle on peut satisfaire de deux maniéres :
1° En posant #'=1#, ce qui donne un ellipsoide de révolution et saccorde
avec I'indication de Maclaurin rapportée par Lagrange;
2° En posant

]
(5 ST +I\'l)f x “'” _,_f x'ud.r;

cette équation fournira & en fonction de & e. conduit a I'ellipsoide a axes
inégaux signalé par M. Jacobi.

On peut d'ailleurs démontrer que, pour chague valeur de }, I'équation (5)
fournira une valeur correspondante de X

Si, en effet, on la met sous la forme

L
) j.' x‘(l—:')(ril-;-l‘l"z‘)d.!!:_

on voit que, en attribuant a4 une valeur déterminée, le premier membre est

(*) Mécaniquecéleste, t.11,p. I1.
XL 59
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positif lorsque ¥ est nul, et négatif si ¥ est tres grand; il sannule donc,
nécessairement, pour une certaine valeur positive dea'.

On peut consulter, pour plus de détails, la Note insérée par M. Liouville
dans le tome X1V du Journal de I'Ecole Polytechnique (X X111¢ Cahier). Nous
indiquerons auss un article inséré par M. Liouville au tome IV de son
Journal, et qui contient quelques remarques intéressantes relatives a |'équa-
tion (6). Cet article est intitulé : Observations sur un Mémoire de M. Yvory.
La question a enfin été traitée par un géomeétre allemand, M. Meyer, de
Kamigsberg. M. Meyer sest demandé (%) si, pour une vitesse de rotation
donnée, plusieurs formes ellipsoidales a trois axes inégaux peuvent assurer
I"équilibre, et il parvient & démontrer qu'il n'en peut exister qu'une seule.
M. Meyer démontre en méme temps qu'a une vitesse de rotation donnée
correspondent, en général, deux formes ellipsoidales de révolution; cest ce
que I'on peut voir, du reste, dans la Mécanique céleste de Laplacc, tome | |,

page 56.
(Note de M. J. Bertrand.)

NOTE V.

Sur une équation signalée par Lagrange comme impossible.

i S[x”—n—l‘r') Dlm. > S(x"—:z’.‘) 1'm ><.S[y’+ :’i im
o= S{x‘+_y') Dm = (Smme)'-i- S(w‘—y— 22 Do (S.z.-::l)m)’
’ -+ S(y‘+ sty Din x [Syz[)m)'+ 1Sxy1)m * S.’qu-fS_y:Dm;

mais il ne sest pas arrété a démontrer cette impossibilité, qu'un premier
apercu lui faisait regarder comme difficile & établir. Le but de cette Note
est de remplir cette lacune qui, du reste, a é&é déja I'objet d'un travail de
M. Binet. Posons

o=t Dm, b=8y Im, c:S:‘ Dm,
o = Sxme, e :S.ml]m, f= S;n])m:

(%) Journal deCrelle, t. 24.
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il faut prouver que I'égalité

(2} (a+d{a+e)(b+ec)=aa+b)+eta-+e) + b 4c) +adef

ne peut avoir lieu dans aucun cas. Pour le faire voir, nous allons montrer

que, en faisant passer tous les termes dans le premier membre, le résultat
est essentiellement positif.

Or on obtient ainsi, pour premier membre,
qabe + Ble + ael + bet 4 et + dat -+ add
— (b} (a - 0)e — (@ + ) — adef,

@ ‘a(nbc—def)+(ab—-d‘)(n+b)

+lac—elh (@) +(be— fU{E+eh

ab—d'= Q' Bm x §y*Dm — (§ 2y D),
Orona ne—e"zs.z"nmxs.'.’nm—(s:: hmy,
be — 1= Sy B % 83t D — (§ 2 D),

cl il est trés facile de voir que ces trois différences sont positives; de plus,
des inégalités

ab > d,
(4) ac >> &',
be > 11,
on déduira
T e drel S0,
et, par suite,
abe > def;

et I'on voit alors que tous les termes do I'expression (3) sont essentiellement
positifs, et que, par conséquent, cette expression ne peut jamais sannuler.

Nous avons admis les inégalités (4) comme évidentes. Si |'on suppose, en
effet, que le nombre des points du systéme ait une valeur finie quelconque n,
la premiére de ces inégalités, qui ne différe des deux autres que par des
changements de lettres, devient

{2} + My} 4o+ M EE) (B i+ ey L)
I (I Yt ot BT Yl
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or elle peut sécrire
EE mymp (2 yp— ey}t 0,

et, sous cette forme, elle devient completement évidente. Le seul cas d'ex-
ception serait celui ou tous les éléments de la somme seraient nuls. Cette
condition ne pourrait étre remplie pour les trois inégalités (4) a la fois que
si tous les points du systéme se trouvaient sur une méme ligne droite passant
par l'origine.

{Note de M. J. Bertrand.)

NOTE VI.

Sur les équations différentielles des problemes de Mécanique, et la forme
que I'on peut donner a leurs intégrales.

Dans la Section 1V de la seconde Partie, Lagrange fait connaitre la forme
trés remarquable que prennent les équations de la Dynamique, lorsque |'on
substitue aux coordonnées des divers points un systéme quelconque de
variables. Nous allons revenir, dans cette Note, sur la formation de ces équa-
tions. Nous indiquerons ensuite une transformation trés heureuse que leur a
fait subir M. Hamilton, et dont on peut déduire plusieurs propriétés de leurs
intégrales qui conviennent a tous les problémes auxquels s'applique la trans-
formation de M. Hamilton.

Soient Zy; ¥is Syr Frs Fus T1s -+ -1 Fur Fas £a |€5 in coordonnées des points
dun systéme; =0, Dv=0, .... M.-t=0, 3a— k équations de liaisons
qui déiinissent le systéme. Dans ces équations, les 3n coordonnées peuvent
figurer d'une maniére quelconque avec le temps t; désignons par q; Gp,...,
g« k variables nouvelles, telles que I'on puisse exprimer les 3n coordon-
NéES Ty, F1, Sip -+ oy Ene Faur 5a €N fonction de ces variables et du temps t, les
formules qui expriment les coordonnées étant telles, bien entendu, que les
équations Iy = o0, My=a, ..., Is—s=o0 deviennent identiques lorsqu'on y
substitue aux diverses coordonnées leur expression en fonction des variables
nouvelles.
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Les équations du mouvement ont, comme on sait, pour type général

T, ]| -
m;?‘T =X+ M d: +1.§-—! -+. .‘—F-l,,._gdd:' *l

(0 y d;!‘ =¥+ dIl. +1:3;I' [T W dgj;f‘*
mg dn‘.‘ =% +1|%gf +1|(;1E et 1“_*&]']0:.‘_‘.'

la lettre i désignant un nombre entier quelconque au plus égal a n, m, la
niasse du point dont les coordonnées sont iz, ¥, 4r et X, ¥, #¢ les compo-
santes de la force qui sollicite ce point.

iy d‘y; Ay

. - 1 .
Multiplionsleséquations(~), respectivement, pwr. F el T

tons-les a toutes les équations analogues que |'on obtiendrait en attribuant
ailesn vaeursdont il est susceptible; il viendra

dey d'zy AL iy, | dz Az
G G T )

o= ax; dre oy 9%
( E(XI +Y’df} +£df )

s et ajou-

(2)

les facteurs iy, bys o+ .5 Ase—r disparaissent dans |'addition a cause de la rela-
tion

M, dxg Ol drp oM, dapy _
®) Z(Eiﬁi s "‘f% £ ﬁ) =

qui résulte de ce que lafonction T, (= désignant un indice quelconque au
plus égal a 3n—k) sannule identiquement lorsque &is & «--s Fur Fpu
Fap 1oe Fay Su Sps +- 0y &g SONt remplacés par leurs valeurs en gy ¢us -« -u
qrett

Le second membre de |'équation (2) doit étre regardé comme une fonction
connue des variables g, ¢s . »-4 g €t t; car Xg Yry Zpy &4y ¥n 3¢ SONt donnés
par I'énoncé du probléme en fonction de ces k + 1 variables. Il n'y a donc
pas lieu de transformer ce second membre, et nous le désignerons par une
lettre Q.

Pour transformer le premier membre, écrivons-le de la maniére suivante :

dz‘! q i 5 o)
(4) w3 (o G G J S

en désignant par &}, ¥ % les composantes de la vitesse du point dont les
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coordonnées sont &4, ¥: %~ On a identiquement

az; d-m A dy | 9 dd
2""( t O d T g W

dz[ d)’.r a gz,
® f 'ﬁzm'( "3am g T dv.)
. d dz d ds;
*2""!(-”:@ ‘a;;: +Yig aam +a5 Tm )

X, Yi, z sont donnés, par hypothese, en fonction de gy, ¢us --+4 ¢ 1 & €N

différentiant les formules qui les expriment, on aura

r ﬂt,- r).r: , dE[ 3 6‘
=S d‘h 71+ 9 T Ur; "h-
¥ 0}'! dY{ f’h AT
(6) d‘ fl , q’:"""“"aq—“'?r.-
2 d"! 6'-! 43, dz
=8 -‘"h i+ ""‘"'5': et m'?h

d'ou I'on conclut
dry a2 Yy dr a3y 1A
= D et ) =T il
U O’ O T By LT T
on a (* D - N &, 7

oty e = &t
dt Oqu I'J","m d‘ d’?l ‘]')'m a'?l Gip T Oty K

ce qui équivaut évidemment, d'apres la valeur de x', fournie par I'équation (6),

HY 5’— On obtiendrait de méme

o dyr _ Iy d @y __ a4

WO = g’ B g

Si nous avons égard a ces relations et si, de plus, nous posons
T:iz m Ry a5t
|'équation (4) deviendra
Fueton @ aam .
dtdy, dga

On obtiendra k équations do mdéme forme en attribuant successivement a
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I'indicem chacune des valeurs 1,2, ..., k, et I'on formera ainsi les k équa-
tions différentielles suivantes :

d gf 4T

& E—*‘ .dh'?-u =,

d T 9T

P jar" - E;-; = Oy

......... PR

# a7 o7

qui sont précisément les équations de Lagrangc. Dans ces équations, les in-
connues sont Gy G, ..., O€t leurs dérivées gy, 4ys -+ vv i Quu Qi -0 Qi
sont des fonctions données de ces inconnues; il en est de méme de T, car X;,
¥i & étant donnés, par hypothese, on peut former, par la différentiation,
&y ¥ £+ 11 estimportant de remarquer que, d'apréslesréglesdeladifférentia-
tion,#}, ¥, siseront desfonctionslinéaires de ¢y, 7. €t.: 92, Que, par suite,
T sera une fonction algébrique entiére et de degré 2 de ces diverses dérivées.
Si les expressions de y, ¥4 £: Ne contiennent pas explicitement la lettre t, et
cela aura lieu toutes les fois que les liaisons seront indépendantes du temps,
on voit facilement que =}, ¥:, ; seront des fonctions homogénes du premier
degré, et, par suite, T une fonction homogéne de degré 2 par rapport aux
variables ¢y, gy ..+, ¢%- Cette remarque a une grande importance.

Nous supposerons, dans les considérations qui vont suivre, un systeme dont
les liaisons sont indépendantes du temps, sollicité par des forces ayant pour
composantes les dérivées partielles d'une méme fonction. Nous admettrons,
en un mot, que le principe des forces vives soit applicable au probléme dont
Nous NoUs OCCUPONS.

Reprenons les équations différentielles du mouvement

I d aT dT_Q
Za, =
4o,
0) dtdy,  9q Y
d 4T 47
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ces équations sont du second ordre, mais on peut les ramener au premier
ordre en considérant g, ¢y ..., ¢ comme k inconnues nouvelles définies
par les équations

o . fil . .
(2) %‘—"?u 'g;':?n sees %=fm

et nous aurons, de cette maniere, un systeme de 2 k équations du premier
ordre.
Poisson a eu |'idée de transformer le systeme des équations (1) et (2) en

substituant aux inconnUes ', . ... @4 les inconnues nouvelles 3%’
aT
f)f_f',, *ry
complétement son calcul de transformation, et M. Hamilton a donné, le pre-
mier, les équations tres simples auxquelles ces variables nouvelles vont nous
conduire.

Posons

%- qui en sont des fonctions linéaires; mais il n'a pas développé
L3

— ar o
l')'?] =P !.)(]r' =5 Py ﬂq} =Pi

les équations (1) deviendront

py AT _ .
Ti?—‘“—‘—-Qu ‘;ﬁ'"—‘—-——-—Qp s i =0

mais la substitution desvariables gy, Py .-y Px & 93, G -+ -4 T €XigE qQue
les seconds termes de ces équations soient transformés. |1 est clair, en effet,
que T étant exprimé en fonction de gis gas «--» F4n Fis Fon -« -+ Fhn, PUISEN
fonctionde g, ar +- «» Far Pri Par -+ -4 Pir N'aUra pas, sous les deux formes, la
méme dérivée par rapport a gm.

T étant une fonction homogene de degré 2 des variables ¢y gy ++ 1 Far ON
a, identiquement,

T . oT L
::T_q.?é.-l+q.m e q*m:
ce que I'on peut écrire

, , dT . aT . . v
{7 T':‘?l‘)i}l ""‘ha?;“"v-+?»E*T:‘?|Pl+?ah+-v-+'?kPk'—T-

Prenons la variation des deux membres en faisant varier toutes les variables
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alafois; il vient

. . , oT _ 4T JT
h ﬂ=q.ﬁp-+qgape+---+a.6p*—aaaq.—aaq.—...—maq.,

(Nous supprimons, dans le second membre, les termes P dgn &t — % m
qui se détruisent.)

Or, en considérant T comme fonction de gy, Pas - -5 Par F1s Far -4 Yas ON
conclut évidemment de I'équation (4)

aT ot _
(5) E -—‘!’ﬂ a—q’.- LN I’?

(B} E:—-— g’-r—: ﬂ:——-ﬂy LEEE]
) o, o D 9% 99

Les équations (6) donnent aux éguations du mouvement la forme

dp T dp_
(A) G=0—

oT aT.
=0 Zoo e

et, si on leur adjoint lesrelations (5),

dT _ g, 4T dyg, a7 _ dgs

®) i’ dmT a7 T

on aura 2k équations différentielles du premier ordre entre les inconnues p;,
Fr -« o1 s G Jas - -0 @ Pour simplifier ces équations, rappelons-nous que
Xi, Yi, Z;, composantes de laforce qui sollicite le point & ¥ 4 sont, par
hypothése, les dérivées partielles d'une mdéme fonction U, et que l'on a

ot U
xlzms Ye=+

4,
"E’ z(—;;;,

donc, en se reportant a la définition de lafonction Qp,

3

4
Qn:ZK:‘;i:f +_Y'...Z£. +Z.W—n»

"Val

on en conclut
0= 2V,
m— d?u

Si I’on remet dans les équations (A), a la place de Qs Qe « + +» Quy les valeurs
fournies par cette formule, et que l'on pose, de plus, U - T =H, ces équa-
XI. 60
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tions deviennent

: dpy _oH - dp,  oH dpy _ oH,
€ L A A T
si I'on remarque, en outre, que, U ne contenant pas pi, Pe «- s Fun ON @
d—“---——di, les équations (B) pourront s'écrire
R T P
ag . _ ol dgy _ _ oH g . oH
tn dt = ap,’ dt — Ops o de <7 apy

Les systemes (C) et (D) donnent, sous la forme la plus simple, les équations
d'un probléme de Mécanique auquel s'applique le principe des forces vives.
On voit que deux problemes de ce genre ne différent I'un de |'autre que par
le nombre des variables et la forme de la fonction H.

Quoiquel'on soit loin de savoir intégrer, en général, les équations (C) et (D)
du paragraphe précedent, leur forme permet, néanmoins, d'établir plusieurs
théorémes fort importants, qui s'appliquent a toutes les questions représen-
tées par ces équations.

Nous commencerons par établir le théoreme suivant, qui est di a Ha-
inilton :

THEOREME. — Les intégrales d'un probléme de Mécanique auquel sapplique
le principe des forces vives peuvent toutes sexprimer en égalant a des con-
stantes les dérivées partielles d'une méme fonction prises par rapport a
d'autres constantes.

Reprenons les équations différentielles d'un probleme de Mécanique auquel
sapplique le principe des forces vives:

dp _  OH do. M . dp; _ dH
ERr A R P sl
@ o _ oW 4y _om  d__om
@~ ap’ dt - apy ’ @~ 9ps

Supposons que, ces équations ayant été intégrées, M, Far « s s Pas Fir Far oot T4
soient connus en fonction de t et de2k constantes arbitraires. Si nousremet-
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tons ces valeurs dans la fonction H, nous aurons, en différentiant le résultat
par rapport al'une des condantesa,

o oM gpy M dg, oM by on
S T PRI P il i miagh vl el m%

cest-a-dire, en ayant égard aux équations (1), qui sont, par hypothése, satis-

faites,
aH 1 dp _ dyy dpy dge dpy | 9 f& dgy dps d‘?i‘
LA il il B i R e

ce que I'on peut écrire de lamaniére suivante :

M _d s
@ 5= d:(}'.'f,‘::+p.%+ +p;,%f;) -5 (p‘ m+p.d"‘+ +m~L)

Mais, lafonction T étant homogene, de degré a, par rapport & g+ s «-os g+
ona

ot q*, dq [ A, +Jﬂqt=:'r.

Or celte expression ne différe pas de celle dont la dérivée, par rapport a et,
figure dans le second membre de I'équation (3), en sorte que cette équation

devient Mg oT
W= d:(f’-w‘*'a"*dq* +e"*df«)"a;’
0ou encore
diH+aT) a a7,
“ T—.ﬂ( ¥ A R ‘)

ou, en intégrant les deux membres par rapport at,

4
aik[ (H+2T)d‘!:+(p.—dﬂ+p,:i'+ +p.dm)‘

®
-

les indices 0 et t placés ardessous des parenthéses indiquant qu'il faut y
supposer letemps égd azéroou at.

T
L'intégralef {H-+3T)dt et unefonction det et des 2 k constantes arbi-
L}
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traires; désignons-lapar S, I'équation précédente deviendra

(6): (plﬁ’+p.d“"+.‘.+p‘a’”) (p.‘;‘:+p,';?+...+p f;—*)

si nous la multiplions par da, pour l'ajouter ensuite a toutes les équations
analogues que |'on obtiendrait en remplagant la constante a, successivement,
par toutes celles qui figurent dans les intégrales du probléme, on aura

= p, dg -+ pudda .+ prdie
™ — (P (8g 00— (Pade (Bl — - - — (Pudo (80 )or
en désignant par le signe 4 la variation totale d'une fonction des diverses
constantes, lorsque celles-ci varient toutes a la fois.

Remarquons, actuellement, que S, étant une fonction de t et des 2k con-
stantes arbitraires, peut s'exprimer en fonction de t et degys Gay - - -y Fin (1}
{fa)n -« -+ {ile- On @aadmis, en effet, que gy, ¢, -+, g4 sont des fonctions
de t et de 2k constantes; si, dans les k équations qui les déterminent, on fait
t = o, on obtiendra k équations nouvelles, dans lesquelles (i te, (Falee - -+
(gk)oremplaceront gy, §s « + -1 §4s €t qui, jointes aux précédentes, permettent
d'exprimer les 2k constantes en fonction de t et de gy, gay - --v s (Film
(Fades oo in (Giae

Si nous supposons que le calcul indiqué soit effectué, I'équation (7) four-
niralavariation de S, lorsque toutes les variables dont cette fonction dépend,
al'exception de t seulement, recoivent des accroissements infiniment petits.
On en conclut, d'apres les principes du Calcul différentiel,

i3 _ - 48 .
(8) E =/ dl?: =Py AR } -_dqh = Pas
g8 _ 98 _ __ B
m =— (P ok (Pudes sean T (Prler

et ces équations ayant lieu entre Piy Pas -+ vv Pis s Fas - ++1 T 1€ temps t et
les 2k constantes{ gy buy {Padar »oes (LrJor (F1Jos (F2dos wns {Gades €lles sont, évi-
demment, les intégrales complétes du probleme. On peut remarquer que les
équations qui composent |a deuxiéme ligne du groupe (8) forment un systéme
a part, dans lequel ne figurent pas psy Pas ++»» P €6 permettent, par consé-
quent, de calculer les inconnues ¢4, gu +++¢ g# €n fonction du temps et de
toutes les valeursinitiales {ge)es (gl 1 +s (Feder {P1)es (Pador «- oo (Pidee
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V.

D'aprés la maniére dont la fonction S sest introduite au paragraphe précé-
dent, il semble que, pour la connaitre, il soit nécessaire d'avoir préalablement
résolu le probleme dont on soccupe. Mais nous allons montrer que cette
fonction satisfait a une équation différentielle partielle du premier ordre,
dont toute intégrale compléte peut la remplacer dans la formation des équa-
tions intégrales du probléme de Mécanique.

Nous avons posé

(0 S:f!(ll—t-aT)n‘:;

en se reportant au paragraphe | 1, on a

H=U=-T;
donc .
s=f (U+T)de.
L]

Pifférentions les deux membres par rapport a t, et remarquons que S con-
tient t, explicitement, et auss a cause de ¢, s .- .. §4s qui en dépendent;
nous aurons

(2 U+T-%§+ﬁdq'+£—%}’3+..+£§-ﬁf

dg, ﬁ“: ey
Sl

a8 a3 93 o
a-dire (8 111) de P Pl vl de sorte que, par la substitution de ces

sont des fonctions linaires de gy Pas +++1 iy CeSt-

valeurs, |'équation (a) dewendra une équation différentielle partielle du second
degré par rapport aux dérivées de S. Pour former cette équation, il faudrait
transformer, comme nous |'avons indiqué, la somme

%ﬂ"‘ ;:;;ﬁ‘l'---‘f %fn

qui figure dans le second membre; or le résultat de ce calcul sera évidem-
ment le méme si I'on substitue a cette somme |'expression

PGHPrgat et Pad
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S e 88 o8 a5
qui n'en différe que par le changement de ' 3 €N Pyy Pay ey
px Changement dont I'effet sera détruit par le changement inverse que I'on
doit faire a la fin du calcul. Or, la fonction T étant homogene du second

degré par rapport a gy, gy -« g4 ON @, identiquement,
=g o+ D pir pid B
d T g T ag; 1+ 1 194 . Tri

en sorte que |'équation (a), a laguelle satisfait la fonction S, peut s‘écrire
symboliquement

-
U+T-—-:"E -+aT,

c'est-a-diro

@3) 0= ‘-;_f +(Th

les parentheses qui entourent T indiquant que celte fonction doit étre ex-
primée en fonction de fi. pu ---s Pra €0 que ces variables seront ensuite
i3 J5 o)

o’ 9 Ug”

L'équation (3) admettra une infinité de solutions contenant chacune k con-
stantes arbitraires, et que Lagrange nomme les intégrales complétes. L'une
de ces intégrales sera la fonction S que nous avons définie dans |e paragraphe
précédent; mais nous allons montrer que toute autre intégrale complete peut
remplacer celle-1a et fournir la solution du probleme de Mécanique dont on
soccupe.

Soit, en effet,

remplacées par

4) SZF(S-'I:‘Q»H-,GMG‘.%‘-v-,as)

une telle intégrale, satisfaisant identiquement a I'équation (3) et contenant
k constantes arbitraires; si I'on pose

— — 98 _
(5) = bus e by vary Jay = by

je dis que I'on aura la solution complete du probléme proposé, et que ces
équations (5) fourniront les valeurs de gy, g, .-.5 ga €n fonction de t et
de 2k constantes arbitraires. Pour le démontrer, rappelons-nous que les
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équations différentielles du mouvement sont

dp, __ oM dp, __ ol T
] F=ran wmEtar U @ =tapy
© oo _ o do__om  a__om
dt =" AT apy : 'R T

dans lesquelles H désigne la différence U — T. U ne contenant pas pu.pa,..,

P Ona

B __oT
dp T dpy

en sorte que la seconde ligne des équations (6) peut s'écrire

gy _ oT d'q', aT dy, _ df

™ & = gyt A ek il
Nous commencerons par montrer que ces équations (7) peuvent se déduire
du systeme des équations (5).

En différenliant ces équations (5) par rapport a t, nous aurons

N8 8, P8 a8
®) daot T agde Nt apde 0t Gran E®

alaquelle il faudra adjoindre k— 1 équations que I'on formera en changeant
dans celle-ci a, en ay, ay, . L§ @4 systéme des k équations ainsi obtenues
donnera les valeurs de g, ¢as -+ .4 ¢k qui résultent des relations (5).
Or, en différenliant par rapport a a I'équation (3), a laquelle S satisfait
identiquement, il vient
a8 3{T)

(9) Fiom T om = O

a{Ty dési L . N , .

i ésignant ici la dérivée par rapport a a, de l'expression dans laquelle

se transforme T, lorsque 1'on y remplace £is Prs + - .5 B par _Q?_, 93 TN
dgy &;

8 On a évidemment, d'apres cela,

s
0 d(’l’] aT 8 IT r8  OT o8
) = @, 3q,0a, " Ops Fgidm " 3ps dqr0E)

et, dans le second membre de cette équation, il faudra encore transformer

oT T T 8 o8
LU L Y lagant g, P« 9B 98 &8
T’ Gpn’ M dps Y TCTPIGAN B Pr o PR goir a1 gy
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Pour indiquer cette transformation, nous placerons ces quantités entre des
parentheses. L'équation (9) deviendra alors

i) oTy &8 dTy 9'8 gry @8
ST T (Tm) 9 oa, (FF) aream =+ (55s) 7geom =
alaquelle on pourrajoindre k— 1 équations quel’onformerait en changeant
dans celle-ci @, en 2y, 2ay ..., @y Or, si I’on compare |le systeme des équa-
tions ainsi obtenues avec celui dont I'équation (8) est le type, on en conclut
que ce dernier sera satisfait par les valeurs suivantes des inconnues #,,
[ A

(12) q',:((%,: » qg:(‘gj’!})’ (AR ?‘#=(%).

Or, onadémontré[§1 |, équation (5)] lesrelations

dT , JT , 4T .
3,0_‘ =F1s eyl =

en sorte que les formules précédentes peuvent s'écrire

13 fi=lah o=@k . dhi=lnd

(g h {930 - - -4 (7} désignant ce que deviennent les expressions gy, 4ys + - +»

. lOrsque, apres les avoir exprimées en fonction de gy, puy -+ .+ &, ONrem-

place ces derniéres variables par g—%, %; wrey :st Supposons maintenant

qu'en faisant subir cette transformation aux seconds membres des équa-
tions (12) on exprime en mdme temps, et par les formules mémes dont on
aura a faire usage, les premiers membres en fonction de py, fay «++1 Pai
on formera un systéme d'équations dont les deux membres ne différeront

L -ﬂ, et dont on

que par le changement de pyy pay - - .5 Pa €01 -g%, "

déduira, par conséquent,
=98 =9 =95,
(((4) A= dq,’ = dq'; » Pi= dq'i
Si nous revenons actuellement aux équations (12), on peut les écrire

. _ a7 JT oT
(«5) q,:d—Pl: g',':a}-’-'-n mrey q’,t:-aﬁ’

en supprimant les parentheses qui n'ont plus d'autre objet que d'indiquer la
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substitution de W' %8_’. ney %"’- a des quantités qui leur stat égales en
vertu des équations (14). Les formules (15) forment une moitié des équa-
tions différentielles du mouvement, qui sont, par conséquent, satisfaites.

Les équations qui, jointes au systéme (15), représentent les conditions
complétes du probléme sont les suivantes :

@ A dpy dll dpy oM
(16) ! a;—, _tﬁ-_—d;;, Ters -‘—ﬁ'—-a‘?—*-

Pour montrer qu'elles sont également satisfaites, différentions par rapport
at les équations 04); les résultats obtenus seront de la forme

do, _ '8 &8 P
17) @ g at df}’ 7+ dq dq oy dq dq"?k-
. Jr 4T aT
ou, en remplacant s gyr « . ++ g2 Par lews valeursa-i. i e
do o S L FSIT 08, IT P8 IT
(18 =200 ¥ 3gt 0p. ™ Ggog, 3p T Bgr s opa

Différentions actuellement par rapport a g; |'équation

09) V=3 +(T).
il viendra

o8 Im
(20) &oq. a:aq. e

U =dto ()~ @) &) o+ )i
ou, en remplagant (g}’-), (g‘%); voe par leurs valeurs ¢y, @ vv-s o

4au 8 J18 ]
G0 5= a;dq,'*'(dq)+"'3?;_+9"dqdq AL Y

En comparant les équations (17) et (21), on conclut

%=

XI. 61
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Or on peut, en vertu des relations (14), enlever les parenthéses qui entourent

g—}, et I'on a enfin
1
dp _ U-T) al

a = " 0 T da

Cest précisément la relation que nous voulions établir; on obtiendrait des

valeurs analogues pour %, viey %, et il est prouvé, par conséquent, que

toutes les équations du mouvement sont satisfaites par le systéme des rela-
tions (5).

L'idée de substituer a la fonction S de M. Hamilton I'une quelconque des
intégrales de I'équation a laquelle elle satisfait est duo & Jacobi (). La
démonstration a été développée par lui dans le cas d'un systéme sans liai-
sons. Plusieurs géométres ont traité depuis la méme question, mais je crois
la démonstration précédente plus simple que celles qui avaient été données
jusqu'ici.

V.

M. Hamilton nomme la fonction S, alaquelle se rapportent les calculs pré-
cédents, la fonction principale du probleme. 11 a considéré, en outre, une
autre fonction qu'il nomme caractéristique, et que nous désignerons par V.
Nous croyons devoir placer ici la définition de cette fonction V et I'indica-
tion de sa propriété la plus importante. Cest elle qui sest présentée d'abord
aM. Hamilton, et c'est en I'étudiant qu'il est, je crois, le plus facile d'aper-
cevoir les idées qui |'ont guidé.

1
Lafonction V n'est autre chose que I'intégra]ef dtzrmi' que I'on con-
L}

sidére dans le principe de la moindre action, de telle sorte qu'en cherchant
a démontrer ce principe on peut étre conduit de la maniére la plus natu-
relle, comme onvalevoir, alabelle découverte de M. Hamilton.

D'apres la notation adoptée dans cette Note, on a

i ]
\'-.-.—[ :Ta‘::_f.' (PG -+ gyt Pada) dt;

(* Journal de Crelle, t. 17.
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on en déduit

e
W= [ (pdrrdir. Frdgd
L]

+.[ (7, 301 7, Spyt ..+ g Bpa) it

le sgne & s rapportant a la variation de toutes les congtantes qui figurent
dansg,, For v B Pu -0y P
En intégrant par partieslestermesdelapremiéereintégrale, et remarquant

diq,

que #gy= Srral il vient

t d, ,
w:;fn (—aq. “;I-' —61.?—":‘ -, ..—m% +fidp+gidm -+hdp.)d‘

+ (P Mt Pals ot P Bl

les indices 0 et t placés apres les parenthéses indiquant qu'il faut y rem-
placer successvement le temps par o et t, e faire la différence des deux
résultats. Or, d'aprés les équations différentielles du mouvement, on a évi-
demment

o} d) ,
—-dﬂ=—ﬁq.% — 3 — =3 g g gt adpas
en sorte que, OH étant congtant en vertu du principe des forces vives, I'équa-

tion précédente devient

¥ =— s pidgipi gt .+ padpa—pl dgl — Pl gt —. . — P2 003

Si donc on conddére V comme une fonction de gu §as +--s Gas §he g3 -« 92
et deH, onaura

v v o _

F =Fu . =P ey ke = Pas

v av . N
m=—f’b AT s GE TP H=—t

Ces équations peuvent étre consdérées comme la solution compléte du pro-
bléme proposé, qui sera, par consdquent, résolu s I'on parvient a déter-
miner la fonction caractéristique V; V satisfait comme S a une équation dif-
férentielle partielle dont une seule intégrale compléte suffit pour résoudre le
probléme. Mais nous renverrons, pour I'é&ude de cette équation, au Mémoire
de Jacobi, qui a traité avec développement le cas d'un systéme libre; le
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cas d'un systéme a liaisons quelconques ne présentera aucune difficulté aux
personnes qui auront étudié les propositions analogues démontrées plus
haut et relatives a la fonction S.

Nous ne pouvons indiquer ici aucune application particuliére de lathéorie
qui fait I'objet de cette Note. On pourra consulter utilement plusieurs Mé-
moires de M. Liouville, insérés aux tomes X1V et X V| de son Journal et
dans les Additions a la Connaissance des Temps pour 1850.

(Note de M. J. Bertrand.)

NOTE VIL

Sur un théoreme de Poisson.

Poisson a fait connaitre, dans I'un de ses Mémoires, un théoréme trés
général sur lequel il avait fondé une maniére nouvelle de présenter la
théorie de la variation des constantes arbitraires. Quoique ce théoréme sem-
bléat extrémement remarquable en lui-méme, Poisson se contenta de |'appli-
quer au but spécial qu'il se proposait, sans indiquer méme qu'il ft possible
d'en faire un autre usage. Plus de trente années aprés, au moment méme de
la mort de Poisson, |'attention des géométres fut appelée de nouveau sur ce
point par I'illustre Jacobi, qui signala le théoreme de Poisson comme un
résultat prodigieux, et le plus important a ses yeux de toute la science du
mouvement. Jacobi n'ajoutait d'ailleurs aucun développement a cette asser-
tion, sur laquelle ses oauvres posthumes nous donneront peut-étre quelques
détails. Le but de celte Note est de faire connaitre le théoréme de Poisson
et d'indiquer le parti que I'on peut en tirer pour I'intégration des équations
différentielles de la Mécanique.

Considérons un probléme quelconque de Mécanique auquel sapplique la
transformation de M. Hamilton exposée dans la Note précédente. Soient

dpy_  dB dp, Ll
!-3—‘—4-&-1 ?*!-“l-—-: rery -&_+d§"1

das oH o JH
DR P .

0
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les équations différentielles de ce probléme. Si I'on suppose connues deux
intégrales de ce systeme d'équations, contenant chacune une constante arbi-
traire et résolues par rapport a ces constantes,

(2) am=0lgy G oros Fin Pro Prv o v o1 Pla by
®) B dlqugun < s hs P Pus - P th

le théoreme de Poisson consiste en ce que I'expressfon

dz J8  dx B da A O OB da 9B dx df

@ 3 e T B g dpe O 0 T e 3p T e '
qu'il désigne par {a, 8}, conserve une valeur constante pendant la durée du
mouvement; en sorte que, si |'éguation

{8, B) == const

n'est pas une identité, elle sera une intégrale du systeme d'équations diffé-
rentielles proposé.

Pour démontrer cette proposition, nous alons former la dérivée de I'ex-
pression {, S} et vérifier qu'elle est nulle; on a

AP G (IR A8 B Aox Jud o g ddey
)~ Og: 4 0p T 0p. & Og:  Opy 4% By, Ie &k I
Or, & et P étant desintégralesdu sy s (:), % o1 %ﬁ) n t nulsidentique-
ment lorsque I'on a égard a ces équations, et I'on a
zﬁﬂh:’ﬁ!’ﬂ_o zfﬁﬁ.___d_ﬁ_
dp dq; dgidm T dp 8¢, dq. dp¢

si I'on différenlie ces deux équations par rapport apt et a gt, i' désignant un
indice quelconque, on aura

(6) +2( Ll dH da J*H P dl_ dx J'H )
d:dpa i oy 9g; dp‘ 9g; 4p: dqudp: dp:~ g 9p;dpr

(2 &z +2( Ha dli+ga_ #H Fax oH e d'ﬂ)__o'
2 T Ip:Oge 33:  0p; Jq:9q:  04:9q: 3p:  0g: dpidqr) =

et deux autres équations qui ne différeraient de celles-la que par le change-
ment de a en .
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Onadailleurs

ia n"p; a dg da df e OF

3,6' aw,u, Zo e @ T IGOp d Mp.— dp:9pr g1 Ogedes Opr

fx B +3 0 Fo_ dpr  Pa dyr_ Z ' an #x oM,
 dg, i | 4 Oprdgy ot T qadge df B, Oqr ¥ Oe0q: Ipi’

18) d oo (d« d‘ll x J'H )-

i dp; " 4al \Jp; Dy dpy O OpiOpy

d da da At de H 4
(o} EE+2(3_PE WerFE"Pia?r)_- '

et I'on aurait de mome

4 a a3 ¢H 43 MH
10 gl g ¢ % -
(10) dt dpy +Z O fape O dpiopr
g0 o OR 33 HH
(1) [ dql'_'- d}".r .ld?r dih ﬂplds‘i =0
3 I'on dgiulrdsa}uawns(S) (9), (10), (10) Iesvdeursdeg- -‘Es d e
b :; & dge pour toutes lesvaleurs de l'indicei, et qu'on Isreporteg's

I'équation (5) que nous voulons démontrer, ou obtiendra une identité, comme
on sen assure bien simplement en remarquant qu'apres cette substitution
tous les termes du second membre contiennent en facteur une seconde déri-
vée de la fonction H; en réunissant les termes qui correspondent & la méme
dérivée, on verra qu'ils sont au nombre de quatre et se détruisent deux a

deux. On en conclut
da, )
i

=

e, par suite,
{a, B) = vobst,,

ce qui et précisément le théoreme de Poisson.

Siiw, B} est une fonction des V. @ guy Gu vor Fhs PreBs - Pal €
I'on ne puisse pes considérer comme fonction de a et de (3 cette équation
(%, 3y=const, Sra une troiséme intégrale que I'on pourra combiner avec
les deux intégrales « et §, de maniére aformer une nouvelle expression con-
stante qui, dans certains cas, pourra étre une quatriéme intégrale, et ainsi de
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suite. Malheureusement, les cas dans lesquels ce procédé ne conduit pas a
des intégrales nouvelles sont excessivement nombreux; Nous allons donner
quelques détails sur cette question importante.

Soient
LE-M B=wy ¥ = P4 [N L1 ™

les intégrales d'un probléme de Mécanique, gy Pus +++s Tug représentant des
fonctions des inconnues et de la lettre t qui conservent la méme valeur pen-
dant toute la durée du mouvement. Une fonction arbitraire de gu, ey .+« fui
partagera évidemment la méme propriété, et nous pourrons regarder

A=Flep, Dar s o5 Pri) £F|(ﬁ,,8.'f, PR TV )]

comme étant aussi une intégrale des équations différentielles du mouvement.
Si nous considérons une seconde intégrale

B=Filon i) =Fla by .o om ),
F, et F, désignant deux fonctions arbitraires, on vérifiera bien facilement, par
les seules régles de la différentiation, qu'en combinant les deux intégrales A
et B, comme il a éé dit dans le paragraphe précédent, on obtiendra identi-
quement

hBy =+ B (55 5 — -3 o0 G o8 o1,

o (DB s B2

Cette formule fournit le résultat de la combinaison de deux intégralesA et B,
en fonction des résultats obtenus par la combinaison des intégrales dont A
et B dépendent; elle nous sera fort utile.

dF, dF,  oF, dF.) T (@) (dF. oF,  dF, dF)

Lorsque I'on connait deux intégrales, que nous désignerons, pour abréger,
par le nom des constantes a et 3 qui y figurent, il peut arriver, de deux ma-
nieres differentes que ié resultat de leur combinaison ho fournisse pas une
intégrale nouvelle. Cdla aura Hen, en effet, si I'expression (&, 8} eft identi-
guement constante, et si, sans étre identiquement constante, elle est fonction
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de a et de 3, de maniére a pouvoir résulter de la combinaison de ces deux
intégrales. Il est important d'examiner ces deux cas et de reconnaitre sils
doivent fréqguemment se présenter. Nous démontrerons d'abord un théoreme
qui permet de les rattacher 'un a l'autre.
S
a=¢, f=4

sont deux intégrales d'un méme probléme, telles que (a, R) soit une fonction
de a et de (3 il existe toujours une fonction de a ef de B qui, égalée a une
constante y, fournira une intégrale telle que {#, yysoit identiquement I'unité.

On a, en effet, d'aprés la formule du paragraphe précédent,

@ =(am;

si donc (=, 8] est, comme on |'a supposé, fonction de « et de B, on pourra
toujours déterminer y par la condition

*=wm

et faire en sorte que (=, 41\ soit égal al'unité.

V.

Apres avoir montré que les deux cas dans lesquels le théoréme de Poisson
donne des résultats illusoires sont liés intimement |'un al'autre, nous allons
nous borner a étudier les intégrales qui, combinées avec une intégrale don-
née, donnent a I'expression de Poisson une valeur identiquement constante.

Nous démontrerons le théoréme suivant :

Quelle que soit une intégrale donnée apn peut toujours compléter la solu-
tion du probléme en lui adjoignant d'autres intégrales By, fig: -+ -y Bya—s Qui,
combinées avec a, donnent a I'équation de Poisson une forme identique, de
telle sorte que I'on ait

wWBY=1 (mfd=e (=0 o e, Paryt =0,

Nous commencerons par remarquer que, quelle que soit I'intégrale a, il est
impossible qu'il n'en existe pas moins une autre f, telle que {a, B} soit diffé-
rent de zéro.
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Si, en effet, il en était autrement, I'équation

3 Bz 9B ox 88 _

dp dg. g, 8p, T "

dans laquelle la fonction (3 est regardée comme inconnue, admettrait toutes
les solutions de I'équation

Eﬂ*..‘?i_d“ 8 _,
op. Og,  Oq, A

qui exprime que (3 est une intégrale. Or, ces deux équations étant linéaires
et contenant le méme nombre de variables indépendantes, ne peuvent avoir
la méme intégrale générale sans étre identiques, ce qui exige, évidemment,
gue a soit une fonction de I, c'est-a-dire que I'intégrale donnée soit celle
des forces vives. Mais, dans ce casla mdme, il existe une intégrale qui,
combinée avec a, donne pour résultat 1'unité; c'est celle dont la constante
est gjoutée au temps. Notre assertion est donc démontrée dans tous les cas.

Nous montrerons, en second lieu, qu'a une intégrale donnée a il en corres-
pond toujours au moins une autre 3, telle que

{a. By=1.
Soit, en effet, y une intégrale, telle que i, y) soit différent de zéro. Posons
Lo ?) =4,
{x.d4}=rt,
{o, 2) =10

et arrétons-nous lorsque |'une des intégrales &, ¢, n sera identiquement con-
stante ou fonction des précédentes. 1l est impossible que I'un de ces cas ne
finisse pas par se présenter, car le nombre des intégrales distinctes est néces-
sairement limité. Supposons, par exemple, que |'on ait

ﬂzF(u)TPal‘)l
la fonction F pouvant se réduire a une simple constante. Soitwr{a, ¥, 4, ¢) une
nouvelle intégrale que je nomme£¥, on aura
mdE g dm
(35:]-—33? ""'lai +"1?’?:
et, en posant {e, £} ==, on obtiendra une équation différentielle de laquelle

on déduiram.
XI. 62
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Nous pouvons actuellement donner la démonstration du théoréme qui fait
I'objet de ce paragraphe.

Une intégrale a étant donnée, on peut toujours compléter la solution du
probléme par des intégrales By, By -- -+ Baa—1» telles que

{a B =1, (o, B =0, raep (e Baga) =0,

L'existence de I'intégrale B, telle que (=, fi;} =1, a &é démontrée plus haut.
Il reste donc a prouver qu'il existe 2k — 2 intégrales distinctes de « et de 13,
qui, combinées avec a, donnent a |'équation de Poisson la forme 0 =0. Nom-
mons, en effet, 4 le nombre des intégrales qui remplissent cette condition,
et désignons-les par @By, Bar .- -, fp+s- 81 p =41 est moindre que 2k—2, il
existera des intégrales indépendantes de celles-13, ainsi que de a et de 3;. Soit
Bu++ Une de ces intégrales, posons

(& Bpas) = pp—rs-

fBurs Sera, par hypothese, différent de zéro. Il le sera également de I'unité,
car on aurait sans cela

[, ﬂ'wr:— B=wo,
et Bu.a— By serait alors, d'aprés ce que nous avons supposé, fonction de B,
Bus <+ vs Buars €N sOrte que Pux Ne serait pas une intégrale nouvelle.

Posons

(ot Bpora) = Bpane

(ot Ppaa) = ﬁpﬂ»
et ainsi de suite, jusqu'a ce que nous arrivions a une intégrale identiquement
constante ou fonction des précédentes. Soit

Butr= F(Bpri—1r Buwicye Byrimar «o v fiuy &)

cette intégrale, et posons
T=W(l'5|l*f—ll lsw—h ﬁ\h—!-—lt LYY ﬁil xl,

nous aurons o) = o, o B L. 40
¥ _3{3“-»!--1 aﬁn-ﬂ--! Bt T E’

et, en égalant {, ¥} & zéro, on obtiendra évidemment une équation en @, dont
I'intégrale fournira des solutions fonctions de @, Butes Puscas - -y Basr—ir €
distinctes de Pres Bazs - - o1 Bues i Car, sans cela, il existerait, contrairement a ce
que I'on a supposé, une relation entre les intégrales obtenues avant By
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Nous avions donc fait une hypothese impossible en limitant ap le nombre des
intégrales qui, combinées avec a, donnent un résultat identiquement nul, et
il est impossible que p soit différent de 2k — 2.

Le théoreme énoncé est, par conséquent, démontré.

V.

D'apres ce qui précede, une intégrale a étant donnée, on peut compléter la
solution du probléme par des intégrales B, Bsy ..+, Bak-qv qui, combinées
avec a, donnent toutes a la formule de Poisson une formule identique. Il ne
faut pas croire cependant que toutes les intégrales du probleme soient pour
cela dans le méme cas.

Considérons, en effet, I'intégrale la plus générale

@i, B Bar oo B} =3
on aura, d'aprés la formule du paragraphe I I,

(m)m(m{i.)%r%-

et, par conséquent, |'expression (&, } ne sera identiquement constante que

Si gg est constant lui-mdme; mais on voit que toutes les intégrales, eu
1

nombre infini, qui résultent delacombinaison de , 8y, ...y Byz.,, donneront
un résultat identiquement nul, si on les combine avec a. Celles-la seules, qui
contiennent &, peuvent conduire a des résultats non identiques. Les deux
intégrales « et B, se trouvent, d'aprés cela, liées I'une a I'autre d'une maniére
toute spéciale, et je proposerai de les désigner sous le nom d'intégrales con-
juguées. Les propriétés de ces intégrales conjuguées formeraient une étude
intéressante, dont les développements ne doivent pas trouver place ici. Pour
I'application que I'on peut faire du théoréme de Poisson a I'intégration des
équations différentielles de la Mécanique, je renverrai a un Mémoire publié
dans le tome XVII du Journal de M. Liowille, page 393.
{Note de M. J. Bertrand. )
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NOTE VIII.

Sur les oscillations infiniment petites d'un systéme de corps;
par M. G. DARBOUX.

Au début de la Section sixieme (p. 369), Lagrange étudie d'une maniére
approfondie les oscillations tres petites qu'exécutent les différents corpsd'un
systeme lorsqu'on les écarte tres peu de leur position d'équilibre. L'emploi
des admirables résultats que lui doit la Mécanique analytique permettait seul
d'aborder avee succes cette question, une des plus importantes et des plus
générales qui se présentent dans la théorie du mouvement. Quelques-uns
des résultats que Lagrange énonce ne sont pas suffisamment établis. La solu-
tion du probléme dépend de la résolution d'une équation algébrique que
Lagrange apprend a former; cette équation n'ajamais de racines imaginaires,
mais, contrairement aux affirmations de I'illustre géomeétre, elle peut tres
bien avoir des racines égales. Cest ce que nous mettrons en évidence en
suivant une méthode de réduction des formes quadratiques qui est due a
M. Kronccker.

Considérons deux formes quadratiques homogénes

(-) §f: &)+ xa,,z,.r.—k...:zx LT FT N

f g=hprl+abpr o+, -:EE |27 T
qui dépendent de n variables £y, Ty, - .., &a Laformule

WM—e=X X han—bu)mcn

ou } désigne une constante qui peut prendre toutes les valeurs possibles,
définira ce que nous appellerons, avec M. Kronecker, unfaisceau de formes
quadratiques. L'équation algébrique

by — by )Wn O T

"“l_l“bnl 1‘*al—&u v Aagg by,

Aty — Dpy kg bap i hEga— [
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détermine, comme on sait, lesvaleurs de & pour lesquelles la forme quadra-
tique & — ¢ se réduit a une somme composée de moins de n carrés; cette
équation ne sera jamais vérifiée identiquement si la forme f, par exemple,
a son déterminant différent de zéro.

Cela posé, nous commencerons par établir le lemmc suivant :

Appelons, suivant |'usage, forme définie toute fonction quadratique de n
variables qui est réductible a une somme de n carrés tous de méme signe, et
qui, par suite, ne peut sannuler que si I'on attribue des valeurs nulles a
toutes les variables dont elle dépend. Nous allons montrer que, si |'équa-
tion (3) a une seule racine imaginaire, il est impossible que la forme quadra-
tique f, ou toute autre forme du faisceau, soit une forme définie.

Soit, en effet, dy==a + 3 cette racine imaginaire de I'équation (3); la
forme quadratique

(x+Ri)f—g

sera une somme composée de moins de n carrés. On pourra donc écrire
(3) (xR —o=(re+ 5 P4 (a5 (Yapt $50p )

¥ 3 désignant des fonctions linéaires réelles des variables £,y Fys 11 vy L.
Si I'on égale les parties réelles et les parties imaginaires dans les deux mem-

bres, on aura
Bf=aysi +3rs koo Fempiaap

af—g=yi—sl+yi—A+.. . +ri,— a5,
et, par conséquent,
A -
W—p=0—a)f+ a!-?=2(ﬂ —zl+3 —-ﬁ—'xym)-
On peut, évidemment, donner a cette équation la forme suivante
Af— ?=z (e — misg) (_‘rr + m;,'-‘)’

les constantes m; étant toutes réelles. Lafonction & #— g sannulera donc si
I'on pose, pour toutes les valeursde I'indice i,
4 Ye—pusi=0,

Les équations ainsi obtenues sont en nombre inférieur a n; elles sont
linéaires par rapport aux variables &, ..., 4 €t, de plus, tous leurs coeffi-
cients sont réels. Il sera donc possible d'y satisfaire par des valeurs réelles



494 NOTES.

de &£y, &y, ..., ¥, QUi Ne soient pas toutes nulles. Par suite, la forme &f —g,
sannulant par des valeurs réelles des variables indépendantes qui ne sont
pas toutes nulles, ne pourra étre une forme définie, quelle que soit d'ailleurs
la valeur attribuée a i,

Si I'on veut démontrer ce résultat pour la forme f seulement, on pourra
répéter le raisonnement précédent en substituant au systéme (4) les équa-

tions suivantes :
Yi—o

On conclut immédiatement de la proposition précédente que, si unfaisceau
de formes quadratiques contient une seule forme définie, I'équation en % rela-
tive a cefaisceau a nécessairement toutes ses racines réelles.

Clest ce qui aura lieu, en particulier, si, comme nousle supposerons dans la
suite,/est une forme définie.

D'apres cela, soit k une racine, nécessairement réelle, de I'équation (a), La
fonction quadratique &f - - g pourra étre ramenée a la forme

(5) gy svagrf e a,xt,

£, T, ..., ¥, désignant des fonctions linéairement indépendantes de
Ay, - .o @ €L étant au plus égal an— 1.

On peut adopter comme nouvelles variables indépendantes 7, #y; « -+« &
et les substituer aun nombre égal des variables primitives. Si, par exemple,
on peut déduire des formules qui expriment &', ..., &% les valeurs dea,,
Ty ...y &m ON choisira comme nouvelles variables indépendantes

Ay X oy Ep Tpep eeer Eae

On aura alors

2B o T

t6) f=Fiz,xy,..,5)+bB + @, T

vl vre2 Fn y
F désignant la parlie qui contient les seules variables #;, B celle qui contient
les produits des variables #; par les variables x, et ®@ celle qui ne renferme
que les variables x,. Pour réduire encore |'expression de f, nous nous appuie-
rons sur la remarque suivante.

Etant donnée une forme définie de n variables i,y 2, .- ., 24, Si I'0n annule
un certain nombre des variables, ®Zyay +-+y &4 par exemple, il reste une
forme définie des variables &y, gy .. s Fp-

En effet, si cette forme n'était pasdéfinie, elle sannulerait pour des valeurs
des variables &, ..., ®, qui ne seraient pas toutes nulles; et I'un de ces



NOTES. 495

systémes de valeurs, combiné avec les valeurs nulles des variables suivantes
Eyiir - 100 Tus annulerait la forme primitive, qui, contrairement aI'hypothese,
ne serait pas définie.

Il résulte de la remarque précédente que, dans I'expression (6) de f, les
parties F et ® sont des formes définies par rapport aux variables dont elles
dépendent. On pourra donc réduire ® a une somme de carrés

AN T A
tous de méme signe, positifs par exemple si la forme f est positive, ou les
Tprys -+ -p £ désignent des fonctions indépendantes de #psis -+.. ¥4 Que

nous substituerons a ces dernieres variables.
Alors la partie B prendra la forme

12y Py 28 Py . - axl, P,
Ppurs ..., 'y étant des fonctions linéaires de.ay, +.., a3 €t f pourra sécrire
f= (T F P (- P A 2y o)
Si nous introduisons enfin les nouvelles variables
Wy T2 Eppy - Pty (Y] xyrmad, + Py
nous obtiendrons cette expression définitive de f
1) FESNC PR NPT S A i

et, d'aprés une remarque déa faite, f; sera encore une forme définie des
variables dont elle dépend.
L'équation (5) nous permet de calculer @ et nous donne

(8) p=A{a, X 0 (F L Fy o FR
@, désignant, pour abréger, la fonction quadratique
Afdxi, o o) — @)~ — a3,

qui dépend exclusivement des variables 2}, ".. ., &y

Joules les hypothéses faites au début s'appliquent maintenant aux deux
formes f; et @,, qui sont analogues & f et a@, mais qui dépendent d'un moins
grand nombre de variables. On pourra donc appliquer de nouveau a ces deux
formes la méthode que nous avons suivie, et continuer de la mdéme maniére
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jusqu'a ce que|'on ait épuisé toutes lesvariables. Le résultat final est évidem-
ment le suivant :

On peut toujours exprimer les deux formes quadratiques f et ¢ de la
maniére suivante

f:Ef?n

i=n
= Eﬂfﬂs

i=

les quantités y; étant des fonctions linéaires, réelles et indépendantes des
variables primitives, et les constantes & étant les racines nécessairement
réelles, mais égales ou inégales, de I'équation (2).

La proposition précédente joue un rdle capital dans un grand nombre
d'applications. Considérons, en particulier, le probléme des oscillations infi-
niment petites; la méthode suivie par Lagrange revient a exprimer toutes
les variables dont dépend la position du systéme en fonction de variables
nouvelles

En Elv LRt El-

qui seront indépendantes et qui seront toutes nulles dans la position d'équi-
libre. D'aprés cela, si I'on suppose que tous les corps soient tres voisins de
leur position d'équilibre et que les vitesses imprimées a ces corps soient
auss infiniment petites, toutes les variables précédentes seront tres petites,
et il en sera de méme de leurs dérivées

' ‘QI ' . ‘ﬁa

=3 0 L=
Calculons la demi-force vive T et la fonction des forces V, en les réduisant a
leurs termes de moindre dimension. On aura

T=/&n 8 e ba):

f désignant une forme quadratique des dérivées ¥, ..., &, qui, par sa na-
ture, sera une forme définie.
Quant a lafonction des forces, si I'on désigne par Vsa valeur dans la posi-
tion d'équilibre, on aura
V=¥;+ ?(EI’EI: veesBuds

¢ désignant une forme quadratique des variables&s, . 1s ket
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Appliquons la méthode de M. Kronecker aux deux fonctions

JGo - sfn)e el b

nous pourrons, par une méme substitution linéaire a coefficients constants,
les réduire aux formes simples
r=n
/ =Z.n'.

=1

‘?zcznﬂl,}'?‘

Les quantités o, seront les racines de |'équation en & relative au faisceau
4 f— g; ellesseront toutes positives si la fonction des forces est un minimum
dans la position d'équilibre.

Lesvariables & et & se transformant de la méme maniére quand on applique
une substitution linéaire, on aura nécessairement

et, par suite, les éguations de Lagrange (p. 374) deviendront ici

% apyi—o (=1, % ..., 80
Les quantités a, qui sont toujours réelles, pourront cependant devenir
égales, comme nous |'avons établi plus haut. Néanmoins, le résultat essentiel
indiqué par Lagrange subsistera encore : si la fonction des forces est un mi-
nimum dans la position d'équilibre, les constantes o, seront toutes positives,
et les intégrales des équations différentielles précédentes ne contiendront
jamais le temps en dehors des signes sinus ou cosinus.

FIN DU TOME ONZIEME.
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