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AVERTISSEMENT 
DE LA PREMIÈRE E D I T I O N . 

On a déjà plusieurs Traités de Méchanique, mais le plan de celui-ci 

est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette 

Science, et l'art de résoudre les problèmes qui s'y rapportent, à des 

formules générales, dont le simple développement donne toutes les 

équations nécessaires pour la solution de chaque problème. J'espère 

que la manière dont j ' a i tâché de remplir cet objet ne laissera rien à 

désirer. 

Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité : il réunira et présen­

tera sous un même point de vue les différents principes trouvés jus­

qu'ici pour faciliter la solution des questions de Méchaniquc, en mon­

trera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger 

de leur justesse et de leur étendue. 

Je le divise en deux Parties : la Statique ou la Théorie de l'Équi­

libre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et chacune de ces 

Parties traitera séparément des corps solides et des fluides. 

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes 
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que j ' y expose no demandent ni constructions, ni raisonnements géo­

métriques ou méchaniques, mais seulement des opérations algébriques, 

assujetties à une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l 'Ana­

lyse verront avec plaisir la Méchanique en devenir une nouvelle 

branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine. 

EXTRAIT DES REGISTRES 

DE L ' A C A D É M I E R o Y A L E D E S S C I E N C E. 

Du vingt-sept février mil sevt cent quatre-vingt-huit. 

Messieurs DE LA PLACE, COUSIN, LE GENDRE et moi, ayant rendu compte d'un 
Ouvrage intitulé : Méchanique analitique, par M. DE LA GRANGE, l'Académie a 
jugé cet Ouvrage digne de son approbation, et d'être imprimé sous son Pri­
vilège. 

Je certifie cet Extrait conforme aux registres de l'Académie. A Paris, ce 
27 lévrier 1788. 

LE MARQUIS DE CONDORCET. 



AVERTISSEMENT 
DE LA D E U X I È M E É D I T I O N . 

On a déjà plusieurs Traités do Mécanique, mais le plan de celui-ci 

est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette 

Science, et. l'art de résoudre les problèmes qui s'y rapportent, à des 

formules générales, dont le simple développement donne toutes les 

équations nécessaires pour la solution de chaque problème. 

Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre utilité : il réunira et présen­

tera sous un même point de vue les différents principes trouvés jus­

qu'ici pour faciliter la solution des questions de Mécanique, en mon­

trera la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger 

de leur justesse et de leur étendue. 

Je le divise en deux Parties : la Statique ou la Théorie de l'Équi­

libre, et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et, dans chacune 

de ces Parties, je traite séparément des corps solides et des fluides. 

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes 

que j ' y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géo­

métriques ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, 

assujetties à une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l'A­

nalyse verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle 

branche, et me sauront gré d'en avoir étendu ainsi le domaine. 
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Tel est le plan que j'avais tâché de remplir dans la première édition 

de ce Traité, publiée en 1788. Celle-ci est, à plusieurs égards, un Ou­

vrage nouveau, sur le même plan, mais plus ample. On a donné plus de 

développement aux principes et aux formules générales, et plus d'é­

tendue aux applications, dans lesquelles on trouvera la solution des 

principaux problèmes qui sont du ressort de la Mécanique. 

On a conservé la notation ordinaire du Calcul différentiel, parce 

qu'elle répond au système des infiniment petits, adopté dans ce Traité. 

Lorsqu'on a bien conçu l'esprit de ce système, et qu'on s'est convaincu 

de l'exactitude de ses résultats par la méthode géométrique des pre­

mières et dernières raisons, ou par la méthode analytique des fonctions 

dérivées, on peut employer les infiniment petits comme un instrument 

sur et commode pour abréger et simplifier les démonstrations. C'est 

ainsi qu'on abrège les démonstrations des Anciens par la méthode 

des indivisibles. 

Nous allons indiquer les principales augmentations qui distinguent 

cette édition de la précédente. 

La première Section de la première Partie contient une analyse plus 

complète des trois principes de la Statique, avec des remarques nou­

velles sur la nature et la liaison de ces principes; elle est terminée 

par une démonstration directe du principe des vitesses virtuelles, et 

tout à fait indépendante des deux autres principes. 

Dans la deuxième Section, on démontre d'une manière plus rigou­

reuse que le principe des vitesses virtuelles, pour un nombre quel­

conque de forces en équilibre, peut se déduire du cas où il n'y a que 

deux forces, ce qui ramène directement ce principe à celui du levier; 

on réduit à une forme plus générale les équations qui résultent de ce 

principe, et l'on donne les conditions nécessaires pour qu'un système 



DE LA D E U X I È M E É D I T I O N . xv 

de forces soit équivalent à un autre système de forces et puisse le 

remplacer. 

Dans la troisième Section, on établit d'une manière plus directe les 

formules des mouvements instantanés de rotation et de la composi­

t ion de ces mouvements, et l 'on en déduit la théorie des moments et 

de leur composit ion ; on y expose une propriété peu connue du centre 

de gravi té , et l 'on donne une nouvelle démonstration des ma xi ma et 

min ima qui ont l ieu dans l 'état d 'équi l ibre . 

La quatrième Section contient des formules plus générales et plus 

simples pour la solution des problèmes qu i dépendent de la méthode 

des variat ions; et, par la comparaison de ces formules avec celles de 

l ' équi l ibre des corps de l igure variable, on y montre comment les 

questions relatives à leur équi l ibre rentrent dans la classe de celles 

qui sont connues sous le nom de problème général des isopérimètres, et 

se résolvent de la même manière. 

La cinquième Section offre quelques problèmes nouveaux et des 

remarques importantes sur quelques-unes des solutions déjà données 

dans la première éd i t ion . 

Dans la sixième Section, on a ajouté quelques détails à l'analyse 

historique des principes de l 'Hydrostat ique. 

On a donné, dans la septième Section, plus de r igueur et de géné­

rali té au calcul des variations des molécules d 'un fluide, et l 'on a rendu 

beaucoup plus simple l'analyse des termes qui se rapportent aux 

l imites de la masse fluide; on a déduit de ces termes la théorie de l'ac­

tion des fluides sur les solides qu ' i l s recouvrent ou sur les parois des 

vases qu i les renferment, et l'on en a t i ré une démonstration directe de 

ce théorème que, dans l ' équi l ibre d 'un solide avec un fluide, les forces 

qu i agissent sur le solide sont les mêmes que si le fluide ne formait 

X I . v 
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qu'une seule masse avec le solide. On a ajouté aussi, tant dans cette 

Section que dans la suivante, qui traite de l'équilibre des fluides élas­

tiques, quelques applications des formules générales de l'équilibre 

des fluides. 

La deuxième Partie, qui contient la Dynamique, offre un plus grand 

nombre d'augmentations. 

Dans la première Section, on a rendu plus complète et plus exacte 

dans quelques points l'analyse historique des principes de la Dyna­

mique. 

Il y a dans la deuxième Section une addition importante, où l'on 

montre dans quels cas la formule générale de la Dynamique et, par 

conséquent aussi, les équations qui en résultent pour le mouvement 

d'un système de corps sont indépendantes de la position des axes des 

coordonnées dans l'espace, ce qui donne le moyen de compléter une 

solution où l'on aurait supposé nulles quelques constantes, par l'intro­

duction de trois nouvelles constantes arbitraires. 

Dans la troisième Section, on a donné plus d'extension aux propriétés 

relatives au mouvement du centre de gravité et aux aires décrites par 

un système do corps; on y a ajouté la théorie des axes principaux ou 

de rotation uniforme, déduite de la considération des mouvements 

instantanés de rotation par une analyse différente de celle qu'on y 

avait employée jusqu'ici; et l'on y démontre quelques théorèmes nou­

veaux sur la rotation d'un corps solide ou d'un système de corps, lors­

qu'elle dépend d'une impulsion primitive. 

La quatrième Section est, à peu de chose près, la môme que dans la 

première édition. 

Mais la cinquième Section est entièrement nouvelle; elle renferme 

la théorie de la variation des constantes arbitraires, qui a fait l'objet 
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de trois Mémoires imprimés parmi ceux de la première Classe de l 'In­

stitut pour l'année 1808, mais présentée d'une manière plus simple 

et comme une méthode générale d'approximation pour tous les pro­

blèmes de Mécanique où il y a des forces perturbatrices peu considé­

rables par rapport aux forces principales. 

Nous observerons ici, pour donner à cette théorie toute l'étendue 

dont elle est susceptible, que la fonction V, qui dépend des forces 

principales, ne peut être qu'une fonction exacte des seules variables 

indépendantes et du temps l, mais qu'il n'est pas néces­

saire que la fonction désignée par , et qui dépend des forces pertur­

batrices, soit aussi de la même nature. Quelles que soient ces forces. 

si on les décompose, pour chaque corps m du système, en (rois X, 

Y, Z, suivant les coordonnées x,y, z, et tendantes à les augmenter, il 

n'y aura qu'à réduire ces coordonnées en fonctions des variables indé­

pendantes et l'on pourra substituer à la place des diffé­

rences partielles les sommes respectives 

et, par conséquent, à la place de la quantité 

où la caractéristique se rapporte aux constantes arbitraires; de sorte 

qu'on pourra changer en 

et ainsi des autres différences partielles de De cette manière, la 

méthode sera applicable à des forces perturbatrices représentées par 

des variables quelconques. 



xviii AVERTISSEMENT DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 

Enfin Ja sixième Section, qui est la dernière de ce Volume, et qui 

répond au paragraphe premier de la cinquième Section de l'édition 

précédente, est augmentée de différentes remarques, et surtout de la 

solution de quelques problèmes sur les oscillations très petites des 

corps; elle est terminée par la théorie des cordes vibrantes, que j'avais 

donnée dans le premier Volume des Mémoires de Turin, et qui est pré­

sentéc ici d'une manière plus simple et à l'abri des objections que 

d'Alembert avait faites contre cette théorie, dans le premier Volume 

de ses Opuscules. 



AVERTISSEMENT 
DE LA T R O I S I È M E É D I T I O N . 

La Mécanique analytique est un Ouvrage de premier ordre dont nous 

n'avons pas besoin de faire ici l'éloge. Il nous suffira de rappeler que 

les géomètres le regardent, d'un commun accord, comme le chef-

d'œuvre de son illustre auteur. 

La netteté et l'élégance du style, non moins que l'enchaînement 

méthodique des diverses parties, témoignent assez que Lagrange ne 

s'est pas contenté de mettre au jour des idées neuves el fécondes, et 

que la rédaction même et la revision des détails ont été pour lui l'objet 

d'un soin minutieux. 

En lisant les notes très courtes placées au bas des pages, on verra 

cependant qu'un assez grand nombre d'inadvertances subsistaient 

dans la deuxième édition. J'ai cru devoir les signaler. Mais cette cri­

tique minutieuse, qui porte parfois sur le sens d'un mot ou sur quelques 

termes d'une formule, n'implique dans aucun cas l'idée d'une opinion 

opposée à celle de Lagrange, et que j'aurais la hardiesse de proposer 

au lecteur. Toutes mes notes ont pour but de développer le sens du 

texte lorsqu'il ne me semble pas assez clair, ou de le rectifier dans des 

cas où l'incorrection n'est pas douteuse. 

Lorsque les progrès de la Science ont exigé des développements plus 
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considérables, les Notes ont été renvoyées à la fin du Volume. Les lec­

teurs me sauront gré d'y avoir placé, tout d'abord, deux dissertations 

remarquables publiées déjà dans le Journal de M. L i o u v i l l e par M. Poinsot 

et M. Dir ich le t , qu i c r i t iquen t l ' un et l 'autre, avec beaucoup de jus­

tesse, des passages importants de la première Partie, et indiquent en 

même temps de quelle manière il convient de les modifier. 

En reproduisant ces écrits, dans lesquels une partie de la tâche que 

je m'étais imposée se trouve accomplie avec tant de supériori té , je suis 

heureux de penser que cette nouvelle édi t ion se t rouve, en quelque 

sorte, placée sous le patronage de deux noms i l lus t res . 

Paris, le 15 juin 1853. 

.1. BERTRAND. 



AVERTISSEMENT 
DE LA QUATRIÈME É D I T I O N . 

Au moment de publier cette nouvelle édition de la Mécanique, analy­

tique, nous avons pour premier devoir de rendre hommage au géomètre 

éminent qui avait entrepris en 18(67 la publication des Œuvres de 

Lagrange etqui n'aura pas eu la joie de la voir complètement terminée. 

Par les tendances et les affinités de son esprit, M. Serret était admira­

blement préparé à remplir la tâche qui lui avait été confiéc. Recher­

chant avant tout la précision et l'élégance de l'analyse, il avait cultivé 

ces qualités précieuses qu'il possédait comme un don naturel, et les 

avait encore augmentées par l'étude attentive, longtemps poursuivie, 

d'un maître incomparable. Si, plus tard, comme nous aimons à l'es­

pérer, nos descendants lisent encore les meilleurs travaux de notre 

époque, plus d'un sans doute, confondant un peu les dates, sera tenté 

de considérer M. Serret comme un continuateur et comme un élève de 

Lagrange. Toutes les obligations que le devoir et l'affection imposent 

à un disciple pieux et fidèle, M. Serret les a en effet remplies vis-à-vis 

de notre grand géomètre. S'inspirant de son esprit, il a développé ou 

continué plusieurs de ses recherches; et surtout il lui a élevé le plus 

beau monument en publiant, avec l'appui du Gouvernement, cette 

magistrale édition des Œuvres de Lagrange, pour laquelle il n'a épar­

gné aucun soin, aucun travail, aucun sacrifice. 
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Chargé de terminer son œuvre, nous nous sommes conformé à ses 

intentions, et. au vœu unanime des géomètres, en reproduisant la belle 

édition que M. Joseph Bertrand a donnée, en 1853, de la Mécanique 

analytique. Les notes dont M. Bertrand a accompagné le texte, celles 

qu'il a placées à la fin des deux Volumes, ont été lues et étudiées par 

tous les géomètres; on nous aurait reproché de ne pas conserver cet 

admirable commentaire, digne d'un Ouvrage qui méritera toujours 

d'être regardé comme une des plus belles productions de la Science 

française. 

Un jeune géomètre, M. G. Robin, qui s'est déjà fait connaître avan­

tageusement, par plusieurs travaux de Physique mathématique, a bien 

voulu nous aider dans la correction des épreuves. Nous nous empres­

sons de le remercier ici du concours dévoué qu'il nous a prêté et qui 

nous a été très utile. 

Paris, le 24 juin 1888. 
GASTON DARBOUX. 



MÉCANIQUE 

ANALYTIQUE. 

PREMIÈRE PARTIE. 
LA STATIQUE-

SECTION PREMIÈRE. 
SUR LES DIFFÉRENTS PRINCIPES DE LA STATIQUE. 

La Statique est la science de l ' équi l ibre des forces. On entend, en 

général, par f o r c e ou puissance la cause, quelle qu'el le soit, qui im­

prime ou tend à impr imer du mouvement au corps auquel on la sup­

pose appliquée; et c'est aussi par la quanti té du mouvement impr imé , 

ou prêt à impr imer , que la force ou puissance doi t s'estimer. Dans 

l 'état d 'équi l ibre , la force n'a pas d'exercice actuel ; elle ne produi t 

qu'une simple tendance au mouvement; mais on doit toujours la me­

surer par l'effet qu'elle produi ra i t si elle n 'était pas arrêtée. En prenant 

une force quelconque ou son effet pour l 'un i té , l 'expression de toute 

autre force n'est plus qu 'un rapport , une quanti té mathématique, qui 

peut être représentée par des nombres ou des l ignes; c'est sous ce 

point de vue que l 'on doi t considérer les forces dans la Mécanique. 

L 'équi l ibre résulte de la destruction de plusieurs forces qu i se com­

battent et qu i anéantissent réciproquement l 'action qu'elles exercent 

X I . i 
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les unes sur les autres; et le but de la Statique est de donner les lois 
suivant lesquelles cette destruction s'opère. Ces lois sont fondées sur 
des principes généraux qu'on peut réduire à trois : celui du levier, celui 
de la composition des forces, et celui des vitesses virtuelles. 

1. Archimède, le seul parmi les anciens qui nous ait laissé une 
théorie de l'équilibre, dans ses deux Livres de Æquiponderanùbus, ou 
de Planorum œquilibriis, est l'auteur du principe du levier, lequel con­
siste, comme le savent tous les mécaniciens, en ce que si un levier 
droit est chargé de deux poids quelconques placés, de part et d'autre 
du point d'appui, à des distances de ce point réciproquement propor­
tionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en équilibre, et son appui 
sera chargé de la somme des deux poids. Archimède prend ce principe, 
dans le cas des poids égaux placés à des distances égales du point 
d'appui, pour un axiome de Mécanique évident de soi-même, ou du 
moins pour un principe d'expérience; et il ramène à ce cas simple et 
primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids, lorsqu'ils sont 
commensurables, divisés en plusieurs parties toutes égales entre elles, 
et en supposant que les parties de chaque poids soient séparées et 
transportées, de part et d'autre, sur le même levier, à des distances 
égales, en sorte que le levier se trouve chargé de plusieurs petits poids 
égaux et placés à distances égales autour du point d'appui. Ensuite il 
démontre la vérité du même théorème pour les poids incommensu­
rables, à l'aide de la méthode d'exhaustion, en faisant voir qu'il ne 
saurait y avoir équilibre entre ces poids, à moins qu'ils ne soient en 
raison inverse de leurs distances au point d'appui. 

Quelques auteurs modernes, comme Stevin dans sa Statique, et Ga­
lilée dans ses Dialogues sur le mouvement, ont rendu la démonstration 
d'Archimède plus simple, en supposant que les poids attachés au levier 
soient deux parallélépipèdes horizontaux pendus par leur milieu, et 
dont les largeurs et les hauteurs soient égales, mais dont les longueurs 
soient doubles des bras de levier qui leur répondent inversement. Car, 
de cette manière, les deux parallélépipèdes sont en raison inverse de 
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leurs bras de levier, et en même temps ils se trouvent placés bout à 
bout, en sorte qu'ils n'en forment plus qu'un seul, dont le point du 
milieu répond précisément au point d'appui du levier. Archimède 
avait déjà employé une considération semblable pour déterminer le 
centre de gravité d'une grandeur composée de deux surfaces parabo­
liques, dans la première proposition du second Livre de l'Équilibre 
des plans. 

D'autres auteurs, au contraire, ont cru trouver des défauts dans la 
démonstration d'Archimède, et ils l'ont tournée de différentes façons 
pour la rendre plus rigoureuse; mais il faut convenir qu'en altérant la 
simplicité de cette démonstration, ils n'y ont presque rien ajouté du 
côté de l'exactitude. 

Cependant, parmi ceux qui ont cberché à suppléer à la démonstra­
tion d'Archimède, sur l'équilibre du levier, on doit distinguer Huy-
gens, dont on a un petit écrit intitulé : Demonstratio œquilibrii bilan-
cis ('), et imprimé en 1693 dans le Recueil des anciens Mémoires de 
l'Académie des Sciences. 

Huygens observe qu'Archimède suppose tacitement que, si plusieurs 
poids égaux sont appliqués à un levier horizontal, à distances égales les 
uns des autres, ils exercent la môme force pour incliner le levier, soit 
qu'ils se trouvent tous du même côté du point d'appui, soit qu'ils 
soient les uns d'un côté et les autres de l'autre côté du point d'appui ; 
et, pour éviter cette supposition précaire, au lieu de distribuer, comme 
Archimède, les parties aliquotes des deux poids commensurables sur le 
même levier, de part et d'autre des points où les poids entiers sont 
censés appliqués, il les distribue de la même manière, mais sur deux 
autres leviers horizontaux, et placés perpendiculairement aux extré­
mités du levier principal, en forme de T : de cette manière, on a un 
plan horizontal chargé de plusieurs poids égaux, et qui est évidemment 
en équilibre sur la ligne du premier levier, parce que les poids se trou-
Vent distribués également et symétriquement des deux côtés de cette 

(1) Cet écrit d'Huygens fait partie do ses Œuvres publiées par S'Gravesande en 1724 
(Lyon), t. Ie r , p. 282. (j. Bertrand.) 
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ligne. Mais Huygens démontre que ce plan est aussi en. équilibre sur 
une droite inclinée à celle-là, et passant par le point qui divise le levier 
primitif en parties réciproquement proportionnelles aux poids dont il 
est supposé chargé, parce qu'il fait voir que les petits poids se trouvent 
aussi placés à distances égales de part et d'autre de la même droite : 
d'où il conclut que le plan et par conséquent le levier proposé doivent 
être en équilibre sur le même point. 

Cette démonstration est ingénieuse, mais elle ne supplée pas en­
tièrement à ce qu'on peut, en effet, désirer dans celle d'Archimède. 

2. L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont les extrémités 
sont chargées de poids égaux, et dont le point d'appui est au milieu du 
levier, est une vérité évidente par elle-même, parce qu'il n'y a pas de 
raison pour que l'un des poids l'emporte sur l'autre, tout étant égal de 
part et d'autre du point d'appui. Il n'en est pas de même de la supposi­
tion que la charge de l'appui soit égale à la somme des deux poids. Il 
paraît que tous les mécaniciens l'ont prise comme un résultat de l'ex­
périence journalière, qui apprend que le poids d'un corps ne dépend 
que de sa masse totale, et nullement de sa figure (1). On peut néan­
moins déduire cette vérité de la première, en considérant, comme Huy­
gens, l'équilibre d'un plan sur une ligne. 

Pour cela, il n'y a qu'à imaginer un plan triangulaire chargé de 
deux poids égaux aux deux extrémités de sa base, et d'un-poids double 
à son sommet. Ce plan sera évidemment en équilibre, étant appuyé sur 
une ligne droite ou axe fixe, qui passe par le milieu des deux côtés du 
triangle; car on peut regarder chacun de ces côtés comme un levier 
chargé dans ses deux extrémités de deux poids égaux, et qui a son 
point d'appui sur l'axe qui passe par son milieu. Maintenant on peut 
envisager cet équilibre d'une autre manière, en regardant la base 

(1 ) D'Alembert est, je crois, le premier qui ait cherché à démontrer cette proposition ; 
mais la démonstration qu'i l en a donnée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences do 
1769 n'est pas entièrement satisfaisante. Celle que M. Fourier a donnée depuis dans le 
Ve Cahier du Journal de l'École Polytechnique est rigoureuse et très ingénieuso; mais elle 
n'est pas tirée de la nature du levier. {Note de Lagrange.) 
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même du triangle comme un levier dont les extrémités sont chargées 
de deux poids égaux, et en imaginant un levier transversal qui joigne 
le sommet du triangle et le milieu de sa base en forme de i, dont 
une des extrémités soit chargée du poids double placé au sommet, et 
l'autre serve de point d'appui au levier qui forme la base. Il est évident 
que ce dernier levier sera en équilibre sur le levier transversal qui le 
soutient dans son milieu, et que celui-ci sera, par conséquent, en équi­
libre sur l'axe sur lequel le plan est déjà en équilibre. Or, comme l'axe 
passe par le milieu des deux côtés du triangle, il passera aussi néces­
sairement par le milieu de la droite menée du sommet du triangle au 
milieu de sa base; donc le levier transversal aura son point d'appui 
dans le point de milieu et devra, par conséquent, être chargé égale-
mentaux deux bouts : donc la charge que supporte le point d'appui du 
levier qui fait la base du triangle, et qui est chargé à ses deux extré­
mités de poids égaux, sera égale au poids double du sommet et, par 
conséquent, égale à la somme des deux poids. 

Si, au lieu d'un triangle, on considérait un trapèze chargé à ses 
quatre angles de quatre poids égaux, on trouverait de la,même manière 
que les deux leviers de longueurs inégales, formant les côtés parallèles 
du trapèze, exercent sur leurs points d'appui des forces égales. 

3. Cette proposition une fois établie, il est clair qu'on peut, ainsi 
qu'Archimède le fait, substituer à un poids en équilibre sur un levier 
deux poids égaux chacun à la moitié de ce poids et placés sur le même 
levier, à distances égales de part et d'autre du point où le poids est 
attaché; car l'action de ce poids est la même que celle d'un levier sus­
pendu par son milieu au même point et chargé, à ses deux bouts, de 
deux poids égaux chacun à la moitié du même poids; et il est évident 
que rien n'empêche d'approcher ce dernier levier du premier, de ma­
nière qu'il en fasse partie. Ou bien, ce qui est peut-être plus rigoureux, 
il n'y a qu'à regarder ce dernier levier comme étant tenu en équilibre 
par une force appliquée à son point de milieu, dirigée de bas en haut, 
et égale au poids dont les deux moitiés sont censées appliquées à ses 
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extrémités; alors, en appliquant ce levier en équilibre sur le premier 
levier qui est supposé en équilibre sur son point d'appui, l'équilibre 
total subsistera toujours, et, si l'application se fait de manière que le 
milieu du second levier coïncide avec l'extrémité d'un des bras du pre­
mier levier, la force qui soutient le second levier pourra être censée 
appliquée au poids même dont ce bras est chargé, et qui, étant sou­
tenu, n'aura plus d'action sur le levier, mais se trouvera ainsi remplacé 
par deux poids égaux chacun à sa moitié et placés de part et d'autre 
de ce poids sur le premier levier prolongé. Cette superposition d'équi­
libres est, en Mécanique, un principe aussi fécond que l'est, en Géomé­
trie, la superposition des figures. 

4. On peut donc regarder l'équilibre d'un levier droit et horizontal, 
chargé de deux poids en raison inverse de leurs distances au point 
d'appui du levier, comme une vérité rigoureusement démontrée; et, 
par le principe de la superposition, il est facile de l'étendre à un levier 
angulaire quelconque, dont le point d'appui serait dans l'angle et dont 
les bras seraient tirés en sens contraire par des forces perpendiculaires 
à leurs directions. En effet, il est évident qu'un levier angulaire à bras 
égaux, et mobile autour du sommet de l'angle, sera tenu en équilibre 
par deux forces égales appliquées perpendiculairement aux extrémités 
des deux bras, et tendant à les faire tourner en sens contraire. Si done 
on a un levier droit en équilibre, dont l'un des bras soit égal à ceux du 
levier angulaire et soit chargé à son extrémité d'un poids équivalent à 
chacune des puissances appliquées au levier angulaire, l'autre bras 
étant chargé du poids nécessaire pour l'équilibre, et qu'on superpose 
ces leviers de manière que le sommet de l'angle de l'un tombe sur le 
point d'appui de l'autre, et que les bras égaux de l'un et de l'autre 
coïncident et n'en forment plus qu'un, la puissance appliquée au bras 
du levier angulaire soutiendra le poids suspendu au bras égal du levier 
droit, de manière qu'on pourra faire abstraction de l'un et de l'autre, 
et supposer le bras formé de la réunion de ces deux-ci anéanti. L'équi­
libre subsistera donc encore entre les deux autres bras formant un 
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levier angulaire tiré à ses extrémités par des forces perpendiculaires 
et en raison inverse de la longueur des bras, comme dans le levier 
droit. 

Or une force peut être censéc appliquée à tel point que l'on veut de 
sa direction. Donc deux forces, appliquées à des points quelconques 
d'un plan retenu par un point fixe et dirigées comme on voudra dans 
ce plan, sont en équilibre lorsqu'elles sont entre elles en raison inverse 
des perpendiculaires abaissées de ce point sur leurs directions; car on 
peut regarder ces perpendiculaires comme formant un levier angulaire 
dont le point d'appui est le point fixe du plan : c'est ce qu'on appelle 
maintenant le principe des moments, en entendant par moment le pro­
duit d'une force par le bras du levier par lequel elle agit. 

Ce principe général suffit pour résoudre tous les problèmes de la 
Statique. La considération du treuil l'avait fait apercevoir dés les pre­
miers pas que l'on a faits après Archimède, dans la théorie des ma­
chines simples, comme on le voit par l'Ouvrage de Guido Ubaldo, inti­
tulé : Mecanicorum liber, qui a paru à Pesaro, en 1577; mais cet auteur 
n'a pas su l'appliquer au plan incliné, ni aux autres machines qui en 
dépendent, comme le coin et la vis dont il n'a donné qu'une théorie 
peu exacte. 

5. Le rapport de la puissance au poids sur un plan incliné a été long­
temps un problème parmi les mécaniciens modernes. Stevin l'a résolu 
le premier; mais sa solution est fondée sur une considération indirecte 
et indépendante de la théorie du levier. 

Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale, en 
sorte que ses deux côtés forment deux plans inclinés; et il imagine 
qu'un chapelet formé de plusieurs poids égaux, enfilés à des distances 
égales, ou plutôt une chaîne d'égale grosseur,, soit placé sur les deux 
côtés de ce triangle, de manière que toute la partie supérieure se 
trouve appliquée aux deux côtés du triangle, et que la partie infé­
rieure pende librement au-dessous de la base, comme si elle était atta­
chée aux deux extrémités de cette base. 
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Or Stevin remarque qu'en supposant que la chaîne puisse glisser 
librement sur le triangle, elle doit cependant demeurer en repos; car, 
si elle commençait à glisser d'elle-même dans un sens, elle devrait 
continuer à glisser toujours, puisque la même cause de mouvement 
subsisterait, la chaîne se trouvant, à cause de l'uniformité de ses par­
ties, placée toujours de la même manière sur le triangle; d'où résulte­
rait un mouvement perpétuel, ce qui est absurde. 

Il y a donc nécessairement équilibre entre toutes les parties de la 
chaîne; or on peut regarder la portion qui pend au-dessous de la base 
comme étant déjà en équilibre d'elle-même. Donc il faut que l'effort 
de tous les poids appuyés sur l'un des côtés contrebalance l'effort des 
poids appuyés sur l'autre côté ; mais la somme des uns est à la somme 
des autres dans le même rapport que les longueurs des côtés sur les­
quels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la même puissance 
pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan incliné, lorsque 
le poids total sera proportionnel à la longueur du plan, en supposant 
la hauteur la même : mais, quand le plan est vertical, la puissance est 
égale au poids; donc, dans tout plan incliné, la puissance est au poids 
comme la hauteur du plan a sa longueur. 

J'ai rapporté cette démonstration de Stevin, parce qu'elle est très 
ingénieuse et qu'elle est d'ailleurs peu connue. Au reste, Stevin déduit 
de cette théorie celle de l'équilibre entre trois puissances qui agissent 
sur un même point, et il trouve que cet équilibre a lieu lorsque les 
puissances sont parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un 
triangle rectiligne quelconque. (Voir les Éléments de Statique et les 
Additions à la Statique de cet auteur, dans les Hypomnemata mathema-
tica, imprimés à Leyde en 16o5, et dans les Œuvres de Stevin, tra­
duites en français, et imprimées en 1634 par les Elzevirs.) Mais on 
doit observer que ce théorème fondamental de la Statique, quoiqu'il 
soit communément attribué à Stevin, n'a cependant été démontré par 
cet auteur que dans le cas où les directions de deux des puissances 
font entre elles un angle droit. 

Stevin remarque avec raison qu'un poids appuyé sur un plan incliné, 
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et retenu par une puissance parallèle au p lan , est dans le même cas 

que s ' i l était soutenu par deux f i ls , l ' u n perpendiculaire, . e t l 'autre 

parallèle au p lan ; et, par sa théorie du plan inc l iné , il trouve que le 

rapport du poids à la puissance parallèle au plan est comme l 'hypoté­

nuse à la base d 'un triangle rectangle formé sur le plan par deux 

droites, l 'une verticale et l 'autre perpendiculaire au plan. Stevin se 

contente ensuite d'étendre cette proport ion au cas où le fil qu i ret ient 

le poids sur le plan incl iné serait aussi incl iné à ce plan, en construi­

sant un triangle analogue avec les mémos lignes, l 'une verticale, l 'autre 

perpendiculaire au plan, et en prenant la base dans la direct ion du fil ; 

mais il faudrait pour cela q u ' i l eût démontré que la même proport ion 

a l ieu dans l 'équi l ibre d 'un poids soutenu sur un plan incl iné par une 

puissance oblique au plan, ce qui ne peut pas se déduire de la consi­

dération de la chaîne imaginée par Stevin. 

6. Dans les Mécaniques de Galilée, publiées d'abord en français par 

le P. Mersenne en 1634, l ' équi l ibre sur un plan incliné est réduit à 

celui d'un levier angulaire à deux bras égaux, dont l ' un est supposé 

perpendiculaire au plan et chargé d'un poids appuyé sur le plan, et dont 

l 'autre est horizontal et chargé d'un poids équivalent à la puissance 

nécessaire pour retenir le poids sur le plan ; cet équil ibre est ensuite 

rédui t à celui d 'un levier droi t et hor izonta l , en regardant le poids 

attaché au bras incl iné comme suspendu à un bras horizontal formant 

un levier droi t avec le bras horizontal du levier angulaire. Ains i le 

poids est à la puissance qu i le soutient sur le plan inc l iné , en raison 

inverse de ces deux bras du levier d ro i t , et il est facile de prouver que 

ces bras sont entre eux comme la hauteur du plan à sa longueur. 

On peut dire que c'est là la première démonstration directe qu'on 

ai t eue de l ' équi l ibre sur un plan inc l iné . Galilée s'en est servi depuis 

pour démontrer rigoureusement l 'égalité des vitesses acquises par les 

corps pesants, en descendant d'une même hauteur sur des plans diver­

sement incl inés, égalité q u ' i l s'était contenté de supposer dans la pre­

mière édit ion de ses Dialogues. 
X I . a 



10 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Il eût été facile à Galilée de résoudre aussi le cas où la puissance 
qui retient le poids a une direction oblique au plan; mais ce nouveau 
pas n'a été fait que quelque temps après, par Roberval, dans un 
Traité de Mécanique imprimé, en 1636, dans l'Harmonie universelle de 
Mersenne. 

7. Roberval regarde aussi le poids appuyé sur le plan incliné comme 
attaché au bras d'un levier perpendiculaire au plan, et il considère la 
puissance comme une force appliquée au même bras, suivant une direc­
tion donnée; il a ainsi un levier à un seul bras, dont une extrémité 
est fixe, et dont l'autre extrémité est tirée par deux forces, celle du 
poids et celle de la puissance qui le retient. II substitue ensuite à ce 
levier un levier angulaire à deux bras perpendiculaires aux directions 
des deux forces et ayant le même point fixe pour point d'appui, et il 
suppose les deux forces appliquées aux bras de ce levier suivant leurs 
propres directions, ce qui lui donne pour l'équilibre le rapport du 
poids à la puissance, en raison inverse des deux bras du levier angu­
laire, c'est-à-dire des perpendiculaires menées du point fixe sur les 
directions du poids et de la puissance. 

De là, Roberval déduit l'équilibre d'un poids soutenu par deux 
cordes qui font entre elles un angle quelconque, en substituant au 
levier perpendiculaire au plan une corde attachée au point d'appui du 
levier, et à la puissance une autre corde tirée par une force dans la 
direction de cette puissance ; et, par différentes constructions et analo­
gies un peu compliquées, il parvient à cette conclusion : que, si de 
quelque point pris dans la verticale du poids, on mène une parallèle 
à l'une des cordes, jusqu'à la rencontre de l'autre corde, le triangle 
formé ainsi aura ses côtés proportionnels au poids et aux puissances 
qui agissent dans la direction des mêmes côtés, ce qui est, comme on 
voit, le théorème donné par Stevin. 

J'ai cru devoir faire mention de cette démonstration de Roberval, 
non seulement parce que c'est la première démonstration rigoureuse 
qu'on ait eue du théorème de Stevin, mais encore parce qu'elle est 
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restée dans l'oubli dans un Traité d'Harmonie, assez rare aujourd'hui, 
où personne ne s'avise de la chercher. Au reste, je ne suis entré dans 
ce détail sur ce qui regarde la théorie du levier, que pour faire plaisir 
à ceux qui aiment à suivre la marche de l'esprit dans les sciences, et à 
connaître les routes que les inventeurs ont tenues et les routes plus 
directes qu'ils auraient pu tenir. 

8. Les Traités de Statique qui ont paru après celui de Roberval, jus­
qu'à l'époque de la découverte de la composition des forces, n'ont rien 
ajouté à cette partie de la Mécanique; on n'y trouve que les propriétés 
déjà connues du levier et du plan incliné, et leur application aux 
autres machines simples : encore y en a-t-il quelques-uns qui ren­
ferment des théories peu exactes, comme celui de Lami sur l'équilibre 
des solides, où il donne une proportion fausse du poids à la puissance 
qui le retient sur un plan incliné. Je ne parle pas ici de Descartes, de 
Torricelli et de Wallis, parce qu'ils ont adopté pour l'équilibre un prin­
cipe qui se rapporte à celui des vitesses virtuelles, et dont ils n'avaient 
pas la démonstration. 

9. Le second principe fondamental de la Statique est celui de la 
composition des forces. Il est fondé sur cette supposition : que, si deux 
forces agissent à la fois sur un corps ( ') suivant différentes directions, 
ces forces équivalent alors à une force unique, capable d'imprimer au 
corps le même mouvement que lui donneraient les deux forces agis­
sant séparément. Or un corps, qu'on fait mouvoir uniformément sui­
vant deux directions différentes à la fois, parcourt nécessairement la 
diagonale du parallélogramme dont il eût parcouru séparément les 
côtés en vertu de chacun des deux mouvements. D'où l'on conclut que 
deux puissances quelconques, qui agissent ensemble sur un même 
corps, sont équivalentes à une seule représentée, dans sa quantité et 
sa direction, par la diagonale du parallélogramme dont les côtés repré-

0) Le mot corps désigne ici un point matériel. (J. Bertrand.) 
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sentent en particulier les quantités et les directions des deux puis­
sances données. C'est en quoi consiste le principe qu'on nomme la 
composition des forces. 

Ce principe (') suffît seul pour déterminer les lois de l'équilibre 
dans tous les cas; car, en composant ainsi successivement toutes les 
forces doux à deux, on doit parvenir à une force unique qui sera équi­
valente à tontes ces forces, et qui, par conséquent, devra être nulle 
dans le cas d'équilibre s'il n'y a dans le système aucun point fixe; 
mais, s'il y en a un, il faudra que la direction de cette force unique 
passe par le point fixe. C'est ce qu'on peut voir dans tous les livres de 
Statique, et particulièrement dans la Nouvelle Mécanique de Varignon, 
où la théorie des machines est déduite uniquement du principe dont 
nous venons de parler. 

Il est évident que le théorème de Stevin sur l'équilibre de trois 
forces parallèles et proportionnelles aux trois côtés d'un triangle quel­
conque est une conséquence immédiate et nécessaire du principe de la 
composition des forces, ou plutôt qu'il n'est que ce même principe 
présenté sous une autre forme. Mais celui-ci a l'avantage d'être fondé 
sur des notions simples et naturelles, au lieu que le théorème de Stevin 
ne l'est que sur des considérations indirectes. 

10. Les anciens ont connu la composition des mouvements, comme 
on le voit par quelques passages d'Aristote, dans ses Questions méca­
niques. Les géomètres surtout l'ont employée pour la description des 
courbes, comme Archimède pour la spirale, Nicomède pour la con-
choïde, etc.; et, parmi les modernes, Roberval en a déduit une méthode 
ingénieuse de tirer les tangentes aux courbes qui peuvent être censées 
décrites par deux mouvements dont la loi est donnée; mais Galilée est 
le premier qui ait employé la considération du mouvement composé 
dans la Mécanique, pour déterminer la courbe décrite par un corps 
pesant, en vertu de l'action de la gravité et de la force de projection. 

( ' ) Ce paragrapho manque d'exactitude : doux forces qui no sont pas dans le même plan 
n'ayant pas de résultante, la remarque do Lagrange no peut méme pas être appliquée, 
d'une manière générale, au cas d'un système solide. (j. Bertrand.) 
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Dans la seconde proposition de la quatrième Journée de ses Dia­
logues, Galilée démontre qu'un corps mû avec deux vitesses uniformes, 
l'une horizontale, l'autre verticale, doit prendre une vitesse représentée 
par l'hypoténuse du triangle dont les côtés représentent ces deux 
vitesses; mais il paraît en même temps que Galilée n'a pas connu toute 
l'importance de ce théorème dans la théorie de l'équilibre; car, dans 
le Dialogue troisième, où il traite du mouvement des corps pesants sur 
des plans inclinés, au lieu d'employer le principe de la composition 
du mouvement pour déterminer directement la gravité relative d'un 
corps sur un plan incliné, il déduit plutôt cette détermination de la 
théorie de l'équilibre sur les plans inclinés, d'après ce qu'il avait établi 
auparavant dans son Traité Della Scienza mecanica, dans lequel il ra­
mène le plan incliné au levier. 

On trouve ensuite la théorie des mouvements composés dans les 
écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de Wallis, etc.; mais, 
jusqu'à l'année 1687, dans laquelle ont paru les Principes mathéma­
tiques de Newton et le Projet de la Nouvelle Mécanique de Varignon, on 
n'avait point pensé à substituer, dans la composition des mouvements, 
les forces aux mouvements qu'elles peuvent produire, et à déterminer 
la force composée résultante de deux forces données, comme on déter­
mine le mouvement composé de deux mouvements rectilignes et uni­
formes donnés. 

Dans le second corollaire de la troisième loi du mouvement, Newton 
montre en peu de mots comment les lois de l'équilibre se déduisent 
facilement de la composition et décomposition des forces, en prenant 
la diagonale d'un parallélogramme pour la force composée de deux 
forces représentées par ses côtés; mais cet objet est traité plus en 
détail dans l'Ouvrage de Varignon, et la Nouvelle Mécanique qui a paru 
après sa mort, en 1725, renferme une théorie complète sur l'équilibre 
des forces dans les différentes machines, déduite de la seule considé­
ration de la composition ou décomposition des forces. 

11. Le principe de la composition des forces donne tout de suite les 
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conditions de l'équilibre entre trois puissances qui agissent sur un 
point, qu'on n'avait pu déduire de l'équilibre du levier que par une 
suite de raisonnements. Mais, d'un autre côté, lorsqu'on veut, par ce 
principe, trouver les conditions de l'équilibre entre deux puissances 
parallèles appliquées aux extrémités d'un levier droit, on est obligé 
d'employer des considérations indirectes, en substituant un levier 
angulaire au levier droit, comme Newton et d'Alembert l'ont fait, ou en 
ajoutant deux forces étrangères qui se détruisent mutuellement, mais 
qui, étant composées avec les puissances données, rendent leurs direc­
tions concourantes, ou enfin en imaginant que les directions des puis­
sances prolongées concourent à l'infini, et en prouvant que la puissance 
composée doit passer par le point d'appui : c'est la manière dont s'y 
est pris Varignon dans sa Mécanique. Ainsi, quoique, à la rigueur, les 
deux principes du levier et de la composition des forces conduisent 
toujours aux mêmes résultats, il est remarquable que le cas le plus 
simple pour l'un de ces principes devient le plus compliqué pour 
l'autre. 

12. Mais on peut établir une liaison immédiate entre ces deux prin­
cipes, par le théorème que Varignon a donné dans sa Nouvelle Mécanique 
(Section I, Lemme XVI), et qui consiste en ce que si, d'un point 
quelconque pris dans le plan d'un parallélogramme, on abaisse des 
perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux côtés qui comprennent 
cette diagonale, le produit de la diagonale par sa perpendiculaire est 
égal à la somme des produits des deux côtés par leurs perpendiculaires 
respectives si le point tombe hors du parallélogramme, ou à leur diffé­
rence s'il tombe dans le parallélogramme. Varignon fait voir, par une 
construction très simple, qu'en formant des triangles qui aient la dia­
gonale et les deux côtés pour bases, et le point donné pour sommet 
commun, le triangle formé sur la diagonale est, dans le premier cas, 
égal à la somme et, dans le second cas, à la différence des deux triangles 
formés sur les côtés; ce qui est en soi-même un beau théorème de 
Géométrie, indépendamment de son application à la Mécanique. 
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Ce théorème aurait lieu également et la démonstration serait la 
même si, sur le prolongement de la diagonale et des côtés,on prenait 
partout où l'on voudrait des parties égales à ces lignes; de sorte que, 
comme toute puissance peut être supposée appliquée à un point quel­
conque de sa direction, on peut conclure, en général, que deux puis­
sances, représentées en quantité et en direction par deux droites pla­
cées dans un plan, ont une composée ou résultante représentée en 
quantité et en direction par une droite placée dans le même plan, qui 
étant prolongée passe par le point de concours des deux droites, et 
qui soit telle, qu'ayant pris dans ce plan un point quelconque, et 
abaissé de ce point des perpendiculaires sur ces trois droites, prolon­
gées s'il est nécessaire, le produit de la résultante par sa perpendicu­
laire soit égal à la somme ou à la différence des produits respectifs des 
deux puissances composantes par leurs perpendiculaires, selon que 
le point d'où partent les trois perpendiculaires sera pris au dehors 
ou au dedans des droites qui représentent les puissances compo­
santes. 

Lorsque ce point est supposé tomber sur la direction de la résul­
tante, cette puissance n'entre plus dans l'équation, et l'on a l'égalité 
entre les deux produits des composantes par leurs perpendiculaires; 
c'est le cas de tout levier droit et angulaire, dont le point d'appui est 
le même que le point dont il s'agit, parce qu'alors l'action de la résul­
tante est détruite par la résistance de l'appui. 

Ce théorème, dû à Varignon, est le fondement de presque toutes les 
Statiques modernes, où il constitue le principe général appelé des 
moments. Son grand avantage consiste en ce que la composition et la 
résolution des forces y sont réduites à des additions et des soustrac­
tions; de sorte que, quel que soit le nombre des puissances à com­
poser, on trouve facilement la puissance résultante, laquelle doit être 
nulle dans le cas d'équilibre. 

13. J'ai rapporté l'époque de la découverte de Varignon à celle de 
la publication de son Projet, quoique dans l'Avertissement, qui est à 
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la tête de la Nouvelle Mécanique, on ait avancé qu'il avait donné deux 
ans auparavant, dans l'Histoire de la République des Lettres, un Mémoire 
sur les poulies à moufle, dans lequel il se servait des mouvements 
composés pour déterminer tout ce qui regarde cette machine; mais je 
dois observer que cet article manque d'exactitude. Le Mémoire dont 
il s'agit, sur les poulies, ne se trouve que dans les Nouvelles de la 
République des Lettres du mois de mai 1687, sous le titre de Nouvelle 
démonstration générale de l'usage des poulies à moufle. L'auteur y consi­
dère l'équilibre d'un poids soutenu par une corde qui passe sur une 
poulie, et dont les deux parties ne sont pas parallèles. Il n'y fait point 
usage ni même mention du principe de la composition des forces, mais 
il emploie les théorèmes déjà connus sur les poids soutenus par des 
cordes, et il cite les Statiques de Pardis et de Dechales. Dans une 
seconde démonstration, il réduit la question au levier, en regardant la 
droite qui joint les deux points où la corde abandonne la poulie, 
comme un levier chargé du poids appliqué à la poulie, et dont les 
extrémités sont tirées par les deux portions de la corde qui soutient 
la poulie. 

Pour ne rien omettre de ce qui regarde l'histoire de la découverte 
de la composition des forces, je dois dire un mot d'un petit écrit publié 
par Lami en 1687, sous le titre de Nouvelle maniére de démontrer les 
principaux théorèmes des éléments des mécaniques. L'auteur observe que, 
si un corps est poussé par deux forces suivant deux directions diffé­
rentes, il suivra nécessairement une direction moyenne; de sorte que, 
si le chemin suivant cette direction lui était fermé, il demeurerait en 
repos, et les deux forces se feraient équilibre. Or il détermine la direc­
tion moyenne par la composition des deux mouvements que le corps 
prendrait dans le premier instant en vertu de chacune des deux forces, 
si elles agissaient séparément, ce qui lui donne la diagonale du paral­
lélogramme dont les deux côtés seraient les espaces parcourus en 
même temps par l'action des deux forces et, par conséquent, propor­
tionnels aux forces. De là il tire tout de suite le théorème que les deux 
forces sont entre elles en raison réciproque des sinus des angles que 
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leurs directions font avec la direction moyenne que le corps prendrait 
s'il n'était pas arrêté, et il en fait l'application au plan incliné et au 
levier lorsque ses extrémités sont tirées par des puissances dont lus 
directions font un angle; mais, pour le cas où ces directions sont paral­
lèles, il emploie un raisonnement vague et peu concluant. 

La conformité du principe employé par Lami avec celui de Varjgnon 
avait fait dire à l'auteur de l' Histoire des Ouvrages des Savants (avril 1688 ) 
qu'il y avait apparence que le premier devait au dernier la découverte 
de son principe. Lami s'est justifié de cette imputation, dans une 
Lettre publiée dans le Journal des Savants du 13 septembre 1688, à 
laquelle le journaliste a répondu au mois de décembre de là même année ; 
mais cette contestation, à laquelle Varignon n'a point pris part, n'a 
pas été plus loin, et l'écrit de Lami paraît être tombé dans l'oubli. 

Au reste, la simplicité du principe de la composition des forces et 
la facilité de l'appliquer à tous les problèmes sur l'équilibre l'ont fait 
adopter des mécaniciens aussitôt après sa découverte, et l'on peut dire 
qu'il sert de base à presque tous les Traités de Statique qui ont paru 
depuis. 

14. On ne peut cependant s'empêcher de reconnaître que le prin­
cipe du levier a seul l'avantage d'être fondé sur la nature de l'équilibre 
considéré en lui-même, et comme un état indépendant du mouvement; 
d'ailleurs il y a une différence essentielle dans la manière d'estimer 
les puissances qui se font équilibre dans ces deux principes; de sorte 
que, si l'on n'était pas parvenu à les lier par les résultats, on aurait pu 
douter avec raison s'il était permis de substituer au principe fonda­
mental du levier celui qui résulte de la considération étrangère des 
mouvements composés. 

En effet, dans l'équilibre du levier, les puissances sont des poids ou 
peuvent être regardées comme tels, et une puissance n'est censée 
double ou triple d'une autre qu'autant qu'elle est formée parla réunion 
de deux ou trois puissances égales chacune à l'autre puissance. Mais 
la tendance à se mouvoir est supposée la même dans chaque puissance, 

XI. 3 
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quelle que soit son intensité; au lieu que, dans le principe de la com­
position des forces, on estime la valeur des forces par le degré de 
vitesse qu'elles communiqueraient au corps auquel elles sont appli­
quées, si chacune était libre d'agir séparément, et c'est peut-être cette 
différence dans la manière de concevoir les forces qui a empêché long­
temps les mécaniciens d'employer les lois connues de la composition 
des mouvements dans la théorie de l'équilibre, dont le cas le plus 
simple est celui de l'équilibre des corps pesants. 

15. On a cherché depuis à rendre le principe de la composition des 
forces indépendant de la considération du mouvement, et à l'établir 
uniquement sur des vérités évidentes par elles-mêmes. Daniel Ber-
noulli ( ') a donné le premier, dans les Commentaires de l'Académie de 
Pétersbourg, tome 1er, une démonstration très ingénieuse du parallélo­
gramme des forces, mais longue et compliquée, que d'Alembert a 
ensuite rendue un peu plus simple dans le premier Volume de ses 
Opuscules. 

Cette démonstration est fondée sur ces deux principes : 
l° Que, si deux forces agissent sur un même point dans des direc­

tions différentes, elles ont pour résultante une force unique qui divise 
en deux également l'angle compris entre leurs directions lorsque les 
deux forces sont égales, et qui est égale à leur somme lorsque cet angle 
est nul, ou à leur différence lorsque l'angle est de deux droits; 2° que 
des équi-multiples des mêmes forces, ou des forces quelconques qui 
leur soient proportionnelles, ont une résultante équi-multiple de leur 
résultante ou proportionnelle à cette résultante, les angles demeurant 
les mêmes. 

Ce second principe est évident en regardant les forces comme des 
quantités qui peuvent s'ajouter ou se soustraire. 

A l'égard du premier, on le démontre en considérant le mouvement 
qu'un corps, poussé par deux forces qui ne se font pas équilibre, doit 

( ') La même démonstration a été roproduite et simplifiée par M. Aimé, Journal de 
Mathématiques de Liouville,lrs série, t. 1er, p. 335. (j. Bertrand.) 
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prendre, et qui, étant nécessairement unique, peut être attribué à une 
force unique agissant sur lui dans la direction de son movement. 
Ainsi l‘on peut dire que ce principe n'est pas tout à fait exempt de la 
considération du mouvement. 

Quant à la direction de la résultante dans le cas de l'égalité des deux 
forces, il est clair qu'il n'y a pas plus de raison pour qu'ellesoitplus 
inclinée à l'une qu'à l'autre de ces deux forces, et que, par consé­
quent, elle doit couper l'angle de leurs directions en deux parties 
égales. 

On a ensuite traduit en Analyse le fond de cette démonstration, et on 
lui a donné différentes formes plus ou moins simples, en considérant 
la résultante comme fonction des forces composantes et de l'angle 
compris entre leurs directions. (Voir le second tome des Mélanges de 
la Société de Turin, les Mémoires de l'Académie des Sciences, de 1769, le 
sixième Volume des Opuscules de d'Alembert, etc.) Mais il faut avouer 
qu'en séparant ainsi le principe de la composition des forces de celui 
de la composition des mouvements, on lui fait perdre ses principaux 
avantages, l'évidence et la simplicité, et on le réduit à n'être qu'un 
résultat de constructions géométriques ou d'Analyse. 

16. Je viens enfin au troisième principe, celui des vitesses vir­
tuelles. On doit entendre par vitesse virtuelle celle qu'un corps en équi­
libre est disposé a recevoir, en cas que l'équilibre vienne à être rompu, 
c'est-à-dire la vitesse que ce corps prendrait réellement dans le pre­
mier instant de son mouvement; et le principe dont il s'agit consiste 
en ce que des puissances sont en équilibre quand elles sont en raison 
inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées suivant les directions de 
ces puissances. 

Pour peu qu'on examine les conditions de l'équilibre dans le levier 
et dans les autres machines, il est facile de reconnaître cette loi, que le 
poids et la puissance sont toujours en raison inverse des espaces que 
l'un et l'autre peuvent parcourir en même temps : cependant il ne 
parait pas que les anciens en aient eu connaissance. Guido Ubaldi est 
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peut-être le premier qui l'ait aperçue dans le levier et dans les poulies 
mobiles ou moufles. Galilée l'a reconnue ensuite dans les plans incli­
nés et dans les machines qui en dépendent, et il l'a regardée comme 
une propriété générale de l'équilibre des machines. (Voir son Traité de 
Mécanique et le scolie de la seconde proposition du troisième Dialogue, 
dans l'édition de Bologne de I655.) 

Galilée entend par moment d'un poids ou d'une puissance appliquée 
à une machine l'effort, l'action, l'énergie, l‘impetiis de cette puissance 
pour mouvoir la machine, de manière qu'il y ait équilibre entre deux 
puissances, lorsque leurs moments pour mouvoir la machine en sens 
contraires sont égaux; et il fait voir que le moment est toujours pro­
portionnel à la puissance multipliée par la vitesse virtuelle, dépendante 
de la manière dont la puissance agit. 

Cette notion des moments a aussi été adoptée par Wallis, dans sa 
Mécanique publiée en 1669. L'auteur y pose le principe de l'égalité des 
moments pour fondement de la Statique, et il en déduit au long la 
théorie de l'équilibre dans les principales machines. 

Aujourd'hui on n'entend plus communément par moment que le 
produit d'une puissance par la distance de sa direction à un point, ou 
à une ligne, ou à un plan, e'est-á-dire par le bras de levier par lequel 
elle agit; mais il me semble que la notion du moment donnée par Ga­
lilée et par Wallis est bien plus naturelle et plus générale, et je ne vois 
pas pourquoi on l'a abandonnée pour y en substituer une autre qui 
exprime seulement la valeur du moment dans certains cas, comme dans 
le levier, etc. 

Descartes a réduit pareillement toute la Statique à un principe 
unique qui revient, pour le fond, à celui de Galilée, mais qui est pré­
senté d'une manière moins générale. Ce principe est, qu'il ne faut ni 
plus ni moins de force pour élever un poids à une certaine hauteur, 
qu'il en faudrait pour élever un poids plus pesant à une hauteur d'au­
tant moindre, ou un poids moindre à une hauteur d'autant plus grande 
(voir la Lettre 73 du tome I e r publié en 1657, et le Traité de Mécanique 
imprimé dans les Ouvrages posthumes). D'où il résulte qu'il y aura 
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équilibre entre deux poids, lorsqu'ils seront disposés de manière que 
les chemins perpendiculaires qu'ils peuvent parcourir ensemble soient 
en raison réciproque des poids. Mais, dans l'application de ce principe 
aux différentes machines, il ne faut considérer que les espaces parcou-
rusdans le premier instant du mouvement, et qui sont proportionnels 
aux vitesses virtuelles, autrement on n'aurait pas les véritables lois de 
l'équilibre. 

Au reste, soit qu'on regarde le principe des vitesses virtuelles comme 
une propriété générale de l'équilibre, ainsi que l'a fait Galilée, soit 
qu'on veuille le prendre avec Descartes et Wallis pour la vraie cause 
de l'équilibre, il faut avouer qu'il a toute la simplicité qu'on peut dé­
sirer dans un principe fondamental; et nous verrons plus bas combien 
ce principe est encore recommandable par sa généralité. 

Torricelli, fameux disciple de Galilée, est l'auteur d'un autre prin­
cipe, qui dépend aussi de celui des vitesses virtuelles; c'est que, lors­
que deux poids sont liés ensemble et placés de manière que leur centre 
de gravité ne puisse pas descendre, ils sont en équilibre dans cette 
situation. Torricelli ne l'applique qu'au plan incliné, mais il est facile 
de se convaincre qu'il n'a pas moins lieu dans les autres machines. 
( Voir son Traité De motu gravium naturaliter descendentium, qui a paru 
en 1664.) 

Le principe de Torricelli en a fait naître un autre, dont quelques 
auteurs ont fait usage pour résoudre avec plus de facilité différentes 
questions de Statique; c'est celui-ci : que dans un système de corps 
pesants en équilibre, le centre de gravité est le plus bas qu'il est pos­
sible. En effet, on sait, par la théorie de maximis et minimis, que le 
centre de gravité est le plus bas lorsque la différentielle de sa descente 
est nulle, ou, ce qui revient au même, lorsque ce centre ne monte ni 
ne descend, tandis que le système change infiniment peu de place. 

17. Le principe des vitesses virtuelles peut être rendu très général 
de cette manière : 

Si un système quelconque de tant de corps ou points que l'on veut, tirés 



22 M É C A N I Q U E A N A L Y T I Q U E . 

chacun par des puissances quelconques, est en équilibre, et qu'on donne à 

ce système un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point 

parcoure un espace infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle, la 

somme des puissances, multipliées chacune par l'espace que le point où elle 

est appliquée parcourt suivant la direction de cette même puissance, sera 

toujours égale à zéro, en regardant comme positifs les petits espaces par­

courus dans le sens des puissances, et comme négatifs les espaces parcourus 

dans un sens opposé, 

Jean Bernoulli est le premier, que je sache, qui ait aperçu cette 

grande généralité du principe des vitesses virtuelles, et son utilité pour 

résoudre les problèmes de Statique. C'est ce qu'on voit dans une de 

ses Lettres à Varignon, datée de 1717, que ce dernier a placée à la tête 

de la Section neuvième de sa Nouvelle Mécanique, Section employée 

tout entière à montrer par différentes applications la vérité et l'usage 

du principe dont il s'agit. 

Ce même principe a donné lieu ensuite à celui queMaupertuis a pro­

posé dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour l'an­

née 1740, sous le nom de Loi de repos, et qu'Euler a développé davan­

tage et rendu plus général dans les Mémoires de l'Académie de Berlin 

pour l'année 1751. Enfin c'est encore le même principe qui sert de base 

à celui que Courtivron a donné dans les Mémoires de l'Académie des 

Sciences de Paris pour 1748 et 1749. 

Et, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes géné­

raux qu'on pourrait peut-étre encore découvrir dans la science de l'é­

quilibre ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, envi­

sagé différemment, et dont ils ne différeront que dans l'expression. 

Mais ce principe est non seulement en lui-même très simple et très 

général; il a, de plus, l'avantage précieux et unique de pouvoir se tra­

duire en une formule générale qui renferme tous les problèmes qu'on 

peut proposer sur l'équilibre des corps. Nous exposerons cette formule 

dans toute son étendue; nous tâcherons même de la présenter d'une 

manière encore plus générale qu'on ne l'a fait jusqu'à présent, etd'en 

donner des applications nouvelles. 
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18. Quant à la nature du principe des vitesses virtuelles, il faut 
convenir qu'il n'est pas assez évident par lui-même pour pouvoir être 
érigé en principe primitif; mais on peut le regarder commeTexpres-
sion générale des lois de l'équilibre, déduites des deux principes que 
nous venons d'exposer. Aussi, dans les démonstrations qu'on a don­
nées de ce principe, on l'a toujours fait dépendre de ceux-ci par des 
moyens plus ou moins directs. Mais il y a, en Statique, un autre prin­
cipe général et indépendant du levier et de la composition des forces, 
quoique les mécaniciens l'y rapportent communément, lequel parait 
être le fondement naturel du principe des vitesses virtuelles : on peul 
l'appeler le principe des poulies. 

Si plusieurs poulies sont jointes ensemble sur une même chape, on 
appelle cet assemblage polispaste ou moufle, et la combinaison de deux 
moufles, l'une fixe et l'autre mobile, embrassées par une méme corde 
dont l'une des extrémités est fixement attachée, et l'autre est attirée 
par une puissance, forme une machine dans laquelle la puissance est 
au poids porté par la moufle mobile comme l'unité est au nombre des 
cordons qui aboutissent à cette moufle, en les supposant tous parallèles 
et faisant abstraction du frottement et de la roideur de la corde; car il 
est évident qu'à cause de la tension uniforme de la corde dans toute sa 
longueur, le poids est soutenu par autant de puissances égales à celle 
qui tend la corde qu'il y a de cordons qui soutiennent la moufle mobile, 
puisque ces cordons sont parallèles et qu'ils peuvent même être regar­
dés comme n'en faisant qu'un, en diminuant, si l'on veut, à l'infini le 
diamètre des poulies. 

En multipliant ainsi les moufles fixes et mobiles, et les faisant toutes 
embrasser par la même corde au moyen de différentes poulies fixes de 
renvoi, la même puissance, appliquée à son extrémité mobile, pourra 
soutenir autant de poids qu'il y a de moufles mobiles, et dont chacun 
sera à cette puissance comme le nombre des cordons de la moufle qui 
le soutient est à l'unité. 

Substituons, pour plus de simplicité, un poids à la place de la puis­
sance, après avoir fait passer sur une poulie fixe le dernier cordon qui 
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soutient ce poids, que nous prendrons pour l'unité; et imaginons que 
les différentes moufles mobiles, au lieu de soutenir des poids, soient 
attachées à des corps regardés comme des points, et disposés entre 
eux en sorte qu'ils forment un système quelconque donné. De cette 
manière, le même poids produira, par le moyen de la corde qui 
embrasse toutes les moufles, différentes puissances qui agiront sur les 
différents points du système, suivant la direction des cordons qui 
aboutissent aux moufles attachées à ces points, et qui seront au poids 
comme le nombre des cordons est à l'unité; en sorte que ces puissances 
seront représentées elles-mêmes par le nombre des cordons qui con­
courent à les produire par leur tension. 

Or il est évident que, pour que le système tiré par ces différentes 
puissances demeure en équilibre, il faut que le poids ne puisse pas 
descendre par un déplacement quelconque infiniment petit des points 
du système ( ' ) ; car, le poids tendant toujours à descendre, s'il y a un 
déplacement du système qui lui permette de descendre, il descendra 
nécessairement et produira ce déplacement dans le système. 

Désignons par . . . les espaces infiniment petits que ce déblai 
cement ferait parcourir aux différents points du système suivant la 
direction des puissances qui les tirent, et par P, Q, R, . . . le nombre 
des cordons des moufles appliquées à ces points pour produire ces 
mêmes puissances; il est visible que les espaces seraient 
aussi ceux par lesquels les moufles mobiles se rapprocheraient des 
moufles fixes qui leur répondent, et que ces rapprochements diminue­
raient la longueur de la corde qui les embrasse des quantités 
R , . . . ; de sorte qu'à cause de la longueur invariable de la corde, le 
poids descendrait de l'espace 

(1) On a objecté, avec raison, a cette assertion de Lagrange l'exemple d'un point pesant 
on équilibre au sommet le plus élevé d'une courbe; il est évident qu'un déplacement infi­
niment petit le ferait descendre, et, pourtant, ce déplacement ne se produit pas. La pre­
mière démonstration rigoureuse du principe des vitesses virtuelles est due à Fourier(jour-
nal de l'École Polytechnique, tome H, an VII). Le môme Cahier du Journal contient la 
démonstration que Lagrange reproduit ici. (j. Bertrand. ) 
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Donc il faudra, pour l ' équi l ibre des puissances représentées par les 

nombres P, Q, R, . . . , que l 'on ai t l 'équation 

ce qui est l 'expression analytique du principe général des vitesses v i r ­

tuelles. 

19. Si la quantité au l ieu d'être nul le , était 

négative, il semble que cette condit ion suffirait pour établir l ' équi l ibre , 

parce q u ' i l est impossible que le poids monte de lu i -même; mais il 

faut considérer que, quelle que puisse être la l iaison des points qui 

forment le système donné, les relations qu i en résultent entre les 

quantités inf iniment petites . ne peuvent être exprimées 

que par des équations différentielles, et, par conséquent, linéaires 

entre ces quanti tés; de sorte qu ' i l y en aura nécessairement uno ou 

plusieurs d'entre elles qu i resteront indéterminées, et qu i pourront 

être prises en plus ou en moins; par conséquent, les valeurs de toutes 

ces quantités seront toujours telles, qu'elles pourrontcbangerde signe 

à la fois. D'où il s'ensuit que, si dans un certain déplacement du sys­

tème la valeur de la quanti té est négative, elle 

deviendra positive en prenant les quantités avec des signes 

contraires; ainsi le déplacement opposé étant également possible ferait 

descendre le poids et dét rui ra i t l ' équ i l ib re . 

20. Réciproquement, on peut prouver que, si l 'équation 

a l i eu pour tous les déplacements possibles inf in iment petits du sys­

tème, il sera nécessairement en équ i l ib re ; car, le poids demeurant 

immobi le dans ces déplacements, les puissances qu i agissent sur le 

système restent dans le même état, et il n 'y a pas plus de raison pour 

qu'elles produisent l ' un plutôt que l 'autre des deux déplacements dans 

lesquels les quantités ont des signes contraires. C'est le 
X I . 4 
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eus de la balance qu i demeure en équ i l ib re , parce q u ' i l n'y a pas de 

raison pour qu'elle s ' incline d 'un côté p lu tô t que de l 'autre. 

Le principe des vitesses vir tuel les , étant ainsi démontré pour des 

puissances commensurables entre elles, le sera aussi pour des puis­

sances quelconques incommensurables, puisqu'on sait que toute pro­

position qu'on démontre pour des quantités commensurables peut se 

démontrer également par la réduction à l‘absurde lorsque ces quantités 

sont incommensurables. 
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SECTION DEUXIÈME. 

FORMULE GÉNÉRALE DE LA STATIQUE POUR L'ÉQUILIBRE D‘UN SYSTÈME QUELCONQUE 

DE FORCES, AVEC LA MANIÈRE DE FAIRE USAGE DE CETTE FORMULE. 

1. La loi générale de l'équilibre dans les machines est que les forces 
ou puissances soient entre elles réciproquement comme les vitesses 
des points où elles sont appliquées, estimées suivant la direction «le 
ces puissances. 

C'est dans cette loi que consiste ce qu'on appelle communément le 
principe des vitesses virtuelles, principe reconnu depuis longtemps pour 
le principe fondamental de l'équilibre, ainsi que nous l'avons montré 
dans la Section précédente, et qu'on peut, par conséquent, regarder 
comme une espèce d'axiome de Mécanique. 

Pour réduire ce principe en formule, supposons que des puissances P, 
Q, R, . . . , dirigées suivant des lignes données, se fassent équilibre. 
Concevons que, des points où ces puissances sont appliquées, on mène 
des lignes droites égales à p, q, r , . . . , et placées dans les directions 
de ces puissances; et désignons, en général, par dp, dq, dr, . . . les 
variations ou différences de ces lignes, en tant qu'elles peuvent résulter 
d'un changement quelconque infiniment petit dans la position des dif­
férents corps ou points du système. 

Il est clair que ces différences exprimeront les espaces parcourus 
dans un même instant par les puissances P, Q, R, . . . , suivant leurs 
propres directions, en supposant que ces puissances tendent à aug­
menter les lignes respectives p, q, r, . . . . Les différences dp, dq, 
dr, . . . seront ainsi proportionnelles aux vitesses virtuelles des puis-
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sances P, Q, R, . . . , et pourront, pour plus de simplicité, être prises 
pour ces vitesses. 

Cela posé, ne considérons d'abord que deux puissances P et Q en 
équilibre. Par la loi de l'équilibre entre deux puissances, il faudra que 
les quantités P et Q soient entre elles en raison inverse des différen­
tielles mais il est aisé de concevoir qu'il ne saurait y avoir 
équilibre entre deux puissances, à moins qu'elles ne soient disposées 
de manière que, quand l'une d'elles se meut suivant sa propre direc­
tion, l'autre ne soit contrainte de se mouvoir dans un sens contraire à 
la sienne; d'où il s'ensuit que les valeurs des différences dp et dq 
doivent être de signes contraires : donc les valeurs des forces P et Q 
étant supposées toutes deux positives, on aura, pour l'équilibre, 

c'est la formule générale de l'équilibre de deux puissances. 
Considérons maintenant l'équilibre de trois puissances P, Q, R, dont 

les vitesses virtuelles soient représentées par les différentielles dp, 
dq, dr. Faisons et supposons, ce qui est permis, que la 
partie Q' ( ' ) de la force Q soit telle, qu'on ait 

elle fera alors équilibre à la force P, et il faudra, pour l'équilibre entier, 
que l'autre partie Q" de la même force Q fasse seule équilibre à la troi­
sième force R, ce qui donnera l'équation 

laquelle étant jointe à l'équation précédente, on aura, à cause de 

( ' ) Co raisonnement n'est oxact qu'autant que l'on considère un déplacement déterminé 

du système. Si l'on ne fait pas cette restriction, le rapport peut recevoir toutos les 

valours possibles, et l'équation no peut être satisfaite pour aucuno valeur 
déterminée de Q'. Il faudrait, par conséquent, pour compléter la démonstration de Lagrange, 
l'appliquer successivement à tous les déplacements possibles du système, en introduisant, à 
chaque fois, des liaisons nouvelles qui empêchent les autres déplacements de se produire. 
Lagrange, du reste, fait lui-même cette remarque (Sect. I I , n° 13). (j. Bertrand.) 
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, celle-ci : 

S'il y a une quatrième puissance S dont la vitesse virtuelle soit repré­
sentée par la différentielle ds, on fera 

ensuite  

Alors la partie Q' de la force Q fera seule équilibre à la force P; la 
partie R' de la force R fera de même équilibre à l'autre partie Q" de la 
même force Q, et, pour l'équilibre total des quatre forces P, Q, R, S, 
il faudra que la partie restante R" de la force R fasse équilibre à la der­
nière force S, et que, par conséquent, on ait 

Ces trois équations étant jointes ensemble donneront 

Ainsi de suite, quel que soit le nombre des puissances en équilibre. 

2. On a donc, en général, pour l'équilibre d'un nombre quelconque 
de puissances P, Q, R, ... , dirigées suivant les lignes p, q, r, ..., et 
appliquées à un système quelconque de corps ou points disposés entre 
eux d'une manière quelconque, une équation de cette forme 

C'est la formule générale de la Statique pour l'équilibre d'un système 
quelconque de puissances. 

Nous nommerons chaque terme de cette formule, tel que ?dp, le 
moment de la force P, en prenant le mot de moment dans le sens que 
Galilée lui a donné, c'est-à-dire pour le produit de la force par sa 
vitesse virtuelle; de sorte que la formule générale de la Statique con-
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sistera dans l 'égalité à zéro de la somme des moments de toutes les 

forces. 

Pour faire usage de cette formule , la difficulté se réduira à déter­

miner , conformément à la nature du système donné, les valeurs des 

différent icilles dp, dq, dr, 

On considérera donc le système dans deux positions différentes et 

inf iniment voisines, et l 'on cherchera les expressions les plus générales 

des différences dont il s'agit, en introduisant dans ces expressions 

autant de quantités indéterminées q u ' i l y aura d'éléments arbitraires 

dans la variat ion de position du système. On substituera ensuite ces 

expressions de dp, dq, dr, . . . dans l 'équation proposée, et il faudra 

que celle équation ait l i eu , indépendamment de toutes les indétermi­

nées, afin que l ' équi l ibre du système subsiste en général et dans tous 

les sens. On égalera donc séparément à zéro la somme des termes 

aifeclés de chacune des mêmes indéterminées, et l 'on aura, par ce 

moyen, autant d'équations particulières q u ' i l y aura de ces indétermi­

nées; or il n'est pas difficile de se convaincre que leur nombre doit 

toujours être égal à celui des quantités inconnues dans la position du 

système; donc on aura, par cette méthode, autant d'équations q u ' i l en 

Faudra pour déterminer l 'état d 'équil ibre du système. 

C'est ainsi qu'en ont usé tous les auteurs q u i ont appliqué jusqu ' ic i 

le principe des vitesses vir tuelles à la solution des problèmes de Sta­

t ique ; mais cette manière d'employer ce principe exige souvent des 

eonslructions et des considérations géométriques q u i rendent les solu­

tions aussi longues que si on les déduisait des principes ordinaires de 

la Statique : c'est peut-être la raison qui a empêché qu'on n 'ai t fait de 

ce principe tout le cas et l'usage qu ' i l semble qu'on en aurait dû faire, 

vu sa simplici té et sa généralité. 

3. L'objet de cet Ouvrage étant de réduire la Mécanique à des opé­

rations purement analytiques, la formule que nous venons de trouver 

esttrès propre à le r empl i r . Il ne s'agit que d 'expr imer analytiquement, 

et de la manière la plus générale, les valeurs des l i gnesp , g, r, . . . , 



PREMIÈRE PARTIE. - SECTION I I . 31 

prises dans les directions des forces P, Q, R, . . . , et l'on aura, par 
la simple différentiation, les valeurs des vitesses virluellesadp, dq, 
dr, . . . . 

Il faudra seulement faire attention que, dans le Calcul différentiel, 
lorsque plusieurs quantités varient ensemble, on suppose qu'elles aug­
mentent toutes en même temps de leurs différentielles; et, si par la 
nature de la question quelques-unes d'entre elles doivent diminuer, 
tandis que les autres augmentent, on donne alors le signe moins aux 
différentielles de celles qui doivent diminuer. 

Les différentielles dp, dq, dr, . . . , qui représentent les vitesses vir­
tuelles des forces P, Q, R, . . . , devront donc être prises positivement 
ou négativement, selon que ces forces tendront à augmenter ou à dimi­
nuer les lignes p, q, r, . . . qui déterminent leur direction ; mais, 
comme la formule générale de l'équilibre ne change pas en changeant 
les signes de tous ses termes, il sera permis de regarder indifférem­
ment comme positives les différentielles des lignes qui augmentent ou 
diminuent ensemble, et comme négatives les différentielles de celles 
qui varient en sens contraire. Ainsi, en regardant les forces comme 
positives, leurs moments Vdp, Qdq, . . . seront positifs ou négatifs, 
selon que les vitesses virtuelles dp, dq, '... seront positives ou néga­
tives, et lorsqu'on voudra faire agir les forces en sens contraire, il n'y 
aura qu'à donner le signe moins aux quantités qui représentent ces 
forces, ou à changer les signes de leurs moments. 

Il résulte de là cette propriété générale de l'équilibre, qu'un système 
quelconque de forces en équilibre y demeure encore si chacune des 
forces vient à agir en sens contraire, pourvu que la constitution du 
système ne souffre aucun changement par un changement de direction 
de toutes les forces. 

4. Quelles que soient les forces qui agissent sur un système donné 
de corps ou de points, on peut toujours les regarder comme tendantes 
vers des points placés dans les lignes de leur direction. 

Nous nommerons ces points les centres des forces, et l'on pourra 
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prendre pour les lignes p, q, r, . . . les distances respectives de ces 
centres aux points du système auquel les forces P, Q, R, . . . sont appli­
quées. Dans ce cas, il est clair que ces forces tendront à diminuer les 
lignes p, q, r, . . . ; il faudrait, par conséquent, donner le signe moins 
à leurs différentielles; mais, en changeant tous les signes, la formule 
générale sera également 

pdp -Qdp+ Rdr + .. . = o. 

Or les centres des forces peuvent être hors du système, ou bien dans 
le système et en faire partie, ce qui distingue les forces en extérieures 
et intérieures. 

Dans le premier cas, il est visible que les différences dp, dq, dr, . . . 
expriment les variations entières des lignes p, q, r, . . . , dues au chan­
gement de situation du système; elles sont, par conséquent, les diffé­
rentielles complètes des quantités p;, q, r, . . . , en y regardant comme 
variables toutes les quantités relatives à la situation du système, et 
comme constantes celles qui se rapportent à la position des différents 
centres des forces. 

Dans le second cas, quelques-uns des corps du système seront eux-
mêmes les centres des forces qui agissent sur d'autres corps du même 
système, et, à cause de l'égalité entre l'action et la réaction, ces der­
niers corps seront en même temps les centres des forces qui agissent 
sur les premiers. 

Considérons donc deux corps (I) qui agissent l'un sur l'autre avec 
une force quelconque P, soit que cette force vienne de l'attraction ou 
de la répulsion de ces corps, ou d'un ressort placé entre eux, ou d'une 
autre manière quelconque. Soient p la distance entre ces deux corps, 
et dp' la variation de cette distance en tant qu'elle dépend du change­
ment de situation de l'un des corps ; il est clair qu'on aura, relative­
ment à ce corps, Vdp' pour le moment virtuel de la force P. De même, 
si l'on désigne par dp" la variation de la même distancep, résultante 

(') Lo mot corps, ici comme plus haut, désigne un point matériel. (j. Bertrand.) 
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du changement de situation de l'autre corps, on aura, relativement à 
ce second corps, le moment Pdp" de la même force P; donc lemoment 
total dû à cette force sera représenté par P ; mais il est 
visible que dp' +dp" est la différentielle complète dep, que nous dé­
signerons par dp, puisque la distance p ne peut varier que parle dépla­
cement des deux corps : donc le moment dont il s'agit sera exprimé 
simplement par Pdp, On peut étendre ce raisonnement à tant de corps 
qu'on voudra. 

5. Il suit de là que, pour avoir la somme des moments de toutes les 
forces d'un système donné, soit que ces forces soient extérieures ou 
intérieures, il n'y aura qu'à considérer en particulier chacune des 
forces qui agissent sur les différents corps ou points du système, et 
prendre la somme des produits de ces différentes forces multipliées 
chacune par la différentielle de la distance respective entre les deux 
termes de chaque force, c'est-à-dire entre le point sur lequel agit cette 
force et celui où elle tend, en regardant, dans ces différentielles, 
comme variables toutes les quantités qui dépendent de la situation 
du système, et comme constantes celles qui se rapportent aux points 
ou centres extérieurs, c'est-à-dire en considérant ces points comme 
tixes, tandis qu'on fait varier la situation du système. 

Cette somme, étant égalée à zéro, donnera la formule générale de la 
Statique. 

6. Pour donner à l'expression analytique de cette formule toute la 
généralité ainsi que la simplicité dont elle est susceptible, on rappor­
tera la position de tous les corps ou points du système donné, ainsi 
que celle des centres, à dos coordonnées rectangles et parallèles à 
trois axes fixes dans l'espace. 

Nous nommerons, en général, les coordonnées des points 
auxquels les forces sont appliquées, et nous les distinguerons ensuite 
par un ou plusieurs traits, relativement aux différents points du sys­
tème. 

XI. 5 
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Nous désignerons de même par a, b, c les coordonnées pour les 
centres des foroes. 

Il est visible que les dislancesp, q, r, . . . entre les points d'appli­
cation et les centres des forces seront exprimées, en général, par la 
formule  

dans laquelle les quantités «, b, c seront constantes ou du moins de­
vront être regardées comme telles, pendant que x, y, varient, dans 
le cas où elles se rapportent à des points placés hors du système et où 
les forces sont extérieures; mais, dans le cas où les forces sont inté­
rieures et partent de quelques-uns des corps du système même, ces 
quantités a, b, c deviendront et seront, par conséquent, 
variables. 

Ayant ainsi les expressions des quantités finies p, q, r, . . . en fonc­
tions connues des coordonnées des différents corps du système, il n'y 
aura plus qu'à différentier à l'ordinaire, en regardant ces coordonnées 
comme seules variables, pour avoir les valeurs cherchées dos diffé­
rences qui entrent dans la formule générale de l'équi­
libre. 

7. Mais, quoiqu'on puisse toujours regarder les forces P, Q, R, .. . 
comme tendantes à des centres donnés, cependant, comme la considé­
ration de ces centres est étrangère à la question, dans laquelle on ne 
considère ordinairement comme données que la quantité et la direc­
tion de chaque force, voici des manières plus générales d'exprimer les 
différences  

Et d'abord, en supposant, ce qui est toujours permis, que la force P 
tend à un centre fixe, on a 

et de là, en différentiant sans que a, b, c varient, si la force P est exté­
rieure, 
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Or il est facile de voir que sont les cosinus des 

angles que la ligne p fait avec les lignes Donc, 
en general, si Ton nomme les angles que la direction de la 
force P fait avec les axes des ou avec des paralleles a ces axes, 
on aura 

par consequent,  

et ainsi des autres differences dq, dr, . . . . 
Mais, si la méme force P, étant intérieure, agit sur les deux points 

qui répondent aux coordonnées x,y, z et x',y' ,z' pour les rapprocher 
ou eloigner Tun de l'autre, on aura alors, dans Tcxpression dep, 

et, par consequent, 

On remarquera, par rapport aux angles premierement, que 

ce qui est evident par les formules précédentes; en second lieu que, 
si Ton nomme ε l'angle que la projection de la ligne p sur le plan desxety 

fait avec l‘axe des x, on aura 

en supposant  

done, mettant pour leurs valeurs pcosa, pcosß, on 

aura aussi  

done  
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et, par conséquent, 

8. Je considère ensuite que, puisque dp représente le petit espace 
que le corps ou point auquel est appliquée la force P peut parcourir 
suivant la direction de cette force, si l'on fait dp = o, ce point ne 
pourra plus se mouvoir que dans des directions perpendiculaires à 
celle de la même force. Donc dp=o sera l'équation différentielle 
d'une surface à laquelle la direction de la force P sera perpendicu­
laire. 

Cette surface sera une sphère si les quantités a, b, c sont constantes; 
mais elle pourra être une surface quelconque, en supposant ces quan­
tités variables. 

Supposons maintenant, en général, que la force P agisse perpendi­
culairement à une surface représentée par l'équation 

Pour faire coïncider cette équation avec l'équation 

qui résulte de la supposition dp = o, il n'y aura qu'à faire 

ce qui donne  

substituant ces valeurs dans l'expression de dp, on aura 

Ainsi, ayant l'équation différentielle de la surface à laquelle la force P 
est perpendiculaire, on aura l'expression de sa vitesse virtuelle dp. 
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On peut supposer  

u étant une fonction de car on sait qu'une équation diffé­
rentielle du premier ordre à trois variables ne peut représenter une 
surface, à moins qu'elle ne soit intégrable ou ne le devienne par un 
multiplicateur. On aura ainsi, par l'algorithme des différences par­
tielles,  

et l'expression de dp deviendra 

Donc le moment d'une force P perpendiculaire à une surface donnée 
par l'équation du = o sera 

On déterminera de la même manière les valeurs des autres diffé­
rences dq, dr, . . . , d'après les équations différentielles des surfaces 
auxquelles les directions des forces Q, R, . . . sont perpendiculaires. 

9. Mais, sans considérer la surface à laquelle une force est perpen­
diculaire, comme on peut représenter une quantité quelconque par 
une ligne, on pourra regarder p comme une fonction quelconque des 
coordonnées, et la force P comme tendante à faire varier la valeur de p. 
Alors Pdp sera également le moment virtuel de la force P ; et de même 
Qdq, Rdr, . . . seront les moments des forces Q, R, . . . , en les regar­
dant comme tendantes à faire varier les valeurs des quantités q, r, . . . , 
supposées des fonctions quelconques des mêmes coordonnées. Cette 
manière d'envisager les moments donne à la formule générale de l'é-
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quilibre une étendue beaucoup plus grande et la rend susceptible 
d'un plus grand nombre d'applications ('). 

10. Les valeurs des différences dp, dq, dr, . . . étant connues en 
fonction des différentielles des coordonnées des différents corps du 
système, il n'y aura qu'à les substituer dans la formule générale 

et vérifier ensuite cette équation d'une manière indépendante des dif­
férentielles qu'elle renfermera. 

Donc, si le système est entièrement libre, en sorte qu'il n'y ait 
aucune relation donnée entre les coordonnées des différents corps ni, 
par conséquent, entre leurs différentielles, il faudra satisfaire à l'équa­
tion précédente indépendamment de ces différentielles et, pour cet 
effet, égaler séparément à zéro la somme de tous les termes qui se 
trouveront multipliés par chacune d'elles; ce qui donnera autant d'é­
quations qu'il y aura de coordonnées variables et, par conséquent, 
autant qu'il en faudra pour déterminer toutes ces variables et con­
naître par leur moyen la position de tout le système dans l'état d'équi­
libre. 

Mais, si la nature du système est telle que les corps soient assujettis 
dans leurs mouvements à des conditions particulières, il faudra com­
mencer par exprimer ces conditions par des équations analytiques que 
nous nommerons équations de condition ; ce qui est toujours facile. Par 
exemple, si quelques-uns des corps étaient assujettis à se mouvoir sur 
des lignes ou des surfaces données, on aurait, entre les coordonnées 
de ces corps, les équations mêmes des lignes ou des surfaces données: 
si deux corps étaient tellement joints ensemble qu'ils dussent tou-

(1 ) En rapproohant cet article 9 dos articles 6 et 18 (Soct. IV), on est conduit à l'ontendre 
de la manière suivante : Lorsque des forces auront pour la somme de leurs moments virtuels 
un produit de la forme Pdp, p étant une fonction quelconque des coordonnées, on dira que 
le système des forces proposées équivaut à une force P, qui tend à faire varier la fonction p. 
C'est là une locution toute conventionnelle. Le mot force s'y trouve complètement détourné 
de sa signification habituelle. Cette locution, du reste, n'a pas été adoptée par les géomètres. 

(J. Bertrand.) 
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jours se trouver à une même distance k l ' un de l 'autre, on aurai t évi­

demment l 'équation 

et ainsi du reste. 

Ayant trouvé les équations de condi t ion, i l faudra, par leur moyen, 

é l iminer autant de différentielles qu'on pourra dans les expressions 

dp, dq, dr, . . . , en sorte que les différentielles restantes soient absolu­

ment indépendantes les unes des autres et n 'expriment plus que ce 

q u ' i l y a d 'arbitraire dans le changement do si tuat ion du système. 

Alors , comme la formule générale de la Statique doi t avoir l i eu quel 

que puisse être ce changement, il faudra y égaler séparément à zéro la 

somme de tous les termes qu i se t rouveront affectés de chacune des 

différentielles indéterminées; d 'où i l viendra autant d'équations par t i ­

culières q u ' i l y aura de ces mômes différentielles, et ces équations, 

étant jointes aux équations de condi t ion données, renfermeront toutes 

les condit ions nécessaires pour la déterminat ion de l 'état d 'équil ibre du 

système; car il est aisé de concevoir que toutes ces équations ensemble 

seront toujours en même nombre que les différentes variables qu i 

servent de coordonnées à tous les corps du système, et suffiront, par 

conséquent, toujours pour déterminer chacune de ces variables. 

1 1 . Au reste, si nous avons toujours déterminé les l ieux des corps 

par des coordonnées rectangles, c'est que cette manière a l'avantage de 

la s implici té et de la facil i té du ca l cu l ; mais ce n'est pas qu 'on ne 

puisse en employer d'autres dans l'usage de la méthode précédente, 

car il est clair que r ien n'oblige dans cette méthode à se servir de 

coordonnées rectangles p lu tô t que d'autres lignes ou quantités rela­

tives aux l ieux des corps. A i n s i , au l i eu des deux coordonnées x, y, on 

pourra employer, lorsque les circonstances paraîtront l 'exiger , un 

rayon vecteur e t un angleφ dont la tangente s o i t »  

ce q u i donnera  
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en laissant subsister la troisième coordonnée z; ou bien on emploiera 
un rayon vecteur avec deux angles tels que 

ce qui donnera 

ou d'autres angles ou lignes quelconques. 
Remarquons encore que, comme il n'y a proprement que la consi­

dération des différences dx, dy, dz qui entre dans la méthode dont il 
s'agit, il est permis de placer l'origine des coordonnées où l'on vou­
dra; ce qui peul servira simplifier l'expression de ces différences. 

Ainsi, en substituant pcosφet psinφau lieu de x et y, on aura, en 

général,  

mais, en faisant ce qui revient à placer l'origine de l'angle φ 
dans le rayon p, on aura plus simplement Et 

ainsi des autres cas semblables. 

12. En général, quel que soit le système de puissances dont on 
cherche l'équilibre et de quelque manière ique les points où elles 
sont appliquées soient liés entre eux, on peut toujours réduire les 
variables qui déterminent la position de ces points dans l'espace à un 
petit nombre de variables indépendantes en éliminant, au moyen des 
équations de condition données par la nature du système, autant de 
variables qu'il y a de conditions, c'est-à-dire en exprimant toutes les 
variables, qui sont au nombre de trois pour chaque point, par un petit 
nombre d'entre elles ou par d'autres variables quelconques qui, n'é­
tant plus assujetties à aucune condition, seront indépendantes et indé­
terminées. Il faudra alors que l'équilibre ait lieu par rapportá chacune 
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de ces variables indépendantes ('), parce qu'elles donnent lieu à 
autant de changements différents dans la position du système. 

13. En effet, si l'on dénote par ces variables indépen­
dantes, en regardant les valeurs de p, q, r, ... comme fonctions de ces 
variables, on aura 

et l'équation de l'équilibre deviendra 

dans laquelle, les valeurs devant demeurer indéter­
minées, il faudra que l'on ait séparément les équations 

(1)C'est-à-dire, il faudra que les coefficients des variations do chacune de ces variables 
«oient nuls séparément, (J. Bertrand.) 

XI. 6 
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dont le nombre sera égal à celui des variables et qui ser­
viront, par conséquent, à déterminer toutes ces variables. 

Cliacune de ces équations représente, comme l'on voit, un équilibre 
particulier dans lequel les vitesses virtuelles ont entre elles des rap­
ports déterminés; et c'est de la réunion de tous ces équilibres partiels 
que se forme l'équilibre général du système. 

On peut même remarquer que c'est proprement à ces équilibres par­
tiels et déterminés que s'applique, sans exception, le raisonnement de 
l'article i de cette Section; et, comme dans le cas de deux puissances 
on peut toujours réduire leur équilibre à celui d'un levier droit dont 
les bras soient en raison des vitesses virtuelles, on peut, par ce moyen, 
faire dépendre le principe général des vitesses virtuelles du seul prin­
cipe du levier. 

M. Lorsque la quantité ne sera pas nulle 
par rapport à toutes les variables indépendantes, les forces P, Q, R, ... 
ne se feront pas équilibre, et les corps sollicités par ces forces pren­
dront des mouvements dépendant des mêmes forces et de leur action 
mutuelle. 

Supposons que d'autres forces représentées par P', Q', R', . . . el 
dirigées suivant les lignes p', q', r', . . . , agissant sur les corps du 
même système, leur impriment aussi les mêmes mouvements; ces 
forces seront équivalentes aux premières et pourront, dans tous les 
cas, être substituées à leur place, puisque leur effet est supposé exac­
tement le même. Or, si ces mêmes forces P', Q', R', . . . , en conservant 
leurs valeurs, changeaient leurs directions et en prenaient de direc­
tement opposées, il est clair qu'elles imprimeraient aussi aux mêmes 
corps des mouvements égaux, mais directement contraires. Par consé­
quent, si, dans ce nouvel état, elles agissaient sur les corps du même 
système en même temps que les forces P, Q, R, . . . , ces corps demeure­
raient en repos, les mouvements imprimés dans un sens étant détruits 
par des mouvements égaux et contraires. Il y aurait donc nécessai­
rement équilibre entre toutes ces forces, ce qui donnerait l'équation 
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(art. 2) 

d'où l'on tire 

C'est la condition nécessaire pour que les forces P', Q', R', . . . agis­
sant suivant les lignes p', q', r', . . . soient équivalentes aux forces P, 
Q, R, . . . agissant suivant les lignes p, q, r, . . . ; et, comme deux sys­
tèmes de forces ne peuvent être entièrement équivalents (') que d'une 
seule manière, puisque le mouvement d'un corps est toujours unique 
et déterminé, il s'ensuit que, si deux systèmes de forces P, Q, R, . . . , 
P', Q', R', . . . sont tels que l'on ait, généralement et par rapport à 
toutes les variables indépendantes, l'équation 

ces deux systèmes seront équivalents et pourront, dans tous les cas, 
être substitués l'un à l'autre. 

15. 11 résulte de là ce théorème important de Statique, que deux 
systèmes de forces sont équivalents et peuvent être substitués l'un à 
l'autre, dans un même système de corps liés entre eux d'une manière 
quelconque, lorsque les sommes des moments des forces sont toujours 
égales dans les deux systèmes; et, réciproquement, lorsque la somme 
des moments des forces d'un système est toujours égale à la somme des 
moments des forces d'un autre système, ces deux systèmes de forces 
sont équivalents et peuvent être substitués l'un à l'autre dans le même 
système de corps. 

Si l'on fait dépendre les lignes p, q, r, ... des lignes la 
formule  

(1) C'est-à-dire que deux systèmes qui sont équivalents, en ce sens qu'ils font équilibre 
à un même troisième, peuvent être, par cela même, considérés commo complètement équi­
valents. (J. Bertrand.) 
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se transforme, comme dans l'article 13, en celle-ci, 

dans laquelle  

On a donc également 

Ainsi le système des forces P, Q, R, .. dirigées suivant les lignesp;, 
q, r, . . . est équivalent au système des forces agissant 
suivant les lignes et peut être changé en celui-ci, dans le 
même système de corps tirés par ces forces (' ). 

(1) 11 faut, pour qu'il on soit ainsi, quo les lignes soiont do toile nature, que 
leurs différentielles expriment les vitesses virtuelles dos points d'applica­
tion des forces c'est-à-diro que chacuno d'elles soit la projection orthogonale 
du déplacement du point sur la direction de la force. Voir à co sujot une Note do M. Poin-
sot, insérée dans le Journal do M. Liouvillo ( I r esér ie , t. XI, p. 2I), et que nous reprodui­
sons à la fin du Volume. (J. Bertrand.) 
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SECTION TROISIÈME. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE D ' U N SYSTÈME DE CORPS, 

DÉDUITES DE LA FORMULE PRÉCÉDENTE. 

I. Considérons un système ou assemblage quelconque de corps ou 
points qui, étant tirés par des puissances quelconques, se fassent mu­
tuellement équilibre. Si dans un instant l'action de ces puissances ces­
sait d'être détruite, le système commencerait à se mouvoir et, quel 
que pût être son mouvement, on pourrait toujours le concevoir comme 
composé : I° d'un mouvement de translation commun à tous les corps; 
2° d'un mouvement de rotation autour d'un point quelconque; 3° des 
mouvements relatifs des corps entre eux, par lesquels ils changeraient 
leur position et leurs distances mutuelles. Il faut donc, pour l'équi­
libre, que les corps ne puissent prendre aucun de ces différents mou­
vements. Or il est clair que les mouvements relatifs dépendent de la 
manière dont les corps sont disposés les uns par rapport aux autres; 
par conséquent, les conditions nécessaires pour empêcher ces mou­
vements doivent être particulières à chaque système. Mais les mou­
vements de translation et de rotation peuvent être indépendants de la 
forme du système et s'exécuter sans que la disposition et la liaison 
mutuelle des corps en soient dérangées. 

Ainsi la considération de ces deux espèces de mouvements doit 
fournir des conditions ou propriétés générales de l'équilibre. C'est ce 
que nous allons examiner. 
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§ I. — Propriétés de l'équilibre d'un système libre relatives au mouvement 
de translation. 

'2. Soit un nombre quelconque de corps regardés comme des points 
et disposés ou liés entre eux comme on voudra, lesquels soient tirés 
par les puissances suivant les directions des lignesp;,p', 

On aura (Section précédente), pour l'équilibre de ces corps, la 
formule générale  

En rapportant à des coordonnées rectangles les différents points tirés 
par les forces P, P', . . . , ainsi que les centres de ces forces, comme 
dans l'article 6 de la Section précédente, on aura, pour les forces 
extérieures, 

Mais, si les corps qui répondent, par exemple, aux coordonnées x, 
y, s et aux agissent l'un sur l'autre par une force mutuelle que 
nous désignerons par , en nommant la distance rectiligne de ces 
deux corps, on aurait 

et il faudrait ajouter à la formule générale le terme Pap, provenant 
de la force intérieure P; et ainsi de suite, si plusieurs forces agissent 
sur les mêmes corps. 

3. Faisons, ce qui est permis, 
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et supposons qu'on ait substitué ces valeurs dans la formule précé­
dente. 

Puisque x, y, z sont les coordonnées absolues du corps tiré par la 
force P, il est clair que ne seront autre chose que 
les coordonnées relatives des autres corps par rapport à celui-ci, pris 
pour leur origine commune; de sorte que la position mutuelle des 
corps ne dépendra que de ces dernières coordonnées, et nullement des 
premières. Donc, si l'on suppose le système entièrement libre, c'est-
à-dire les corps simplement liés entre eux d'une manière quelconque, 
mais sans qu'ils soient retenus ou empêchés par des appuis fixes, ou 
des obstacles extérieurs quelconques, il est aisé de concevoir que les 
conditions résultantes de la nature du système ne pourront regarder 
que les quantités et nullement les quantités x, y, 
z, dont les différentielles demeureront, par conséquent, indépendantes 
et indéterminées. 

Ainsi, après les substitutions dont il s'agit, il faudra égaler séparé­
ment à zéro chacun des membres affectés de dx, dy, dz, ce qui don­
nera ces trois équations (art. 2) : 

On voit d'abord que les variables x,y, z n'entreront point dans l'ex­
pression de p; ainsi l'on aura 

ce qui fera disparaître les termes qui contiendront les forces inté­
rieures  
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On voit ensuite que les valeurs de 

seront les mêmes que celles de 

Or, si l'on nomme les angles que la lignep fait avec les axes 
des ou avec des parallèles à ces a x e s , l e s angles que 
la lignep' fait avec les mêmes axes, . . . , on a, comme on l'a vu plus 
haut (art. 7, Section précédente), 

et, de même, 

Donc les trois équations ci-dessus deviendront 

lesquelles devront nécessairement avoir lieu dans l'équilibre d'un sys­
tème libre. Ce sont les équations nécessaires pour empêcher le mou­
vement de translation. 

1. Si les puissances , . . . étaient parallèles, on aurait 

et les trois équations précédentes se réduiraient à celle-ci 

laquelle montre que la somme des forces parallèles doit être nulle. 
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En général, il est facile de concevoir que, P représentant l'action 
totale de la puissance P suivant sa propre direction, Pcosoα représen-
tera son action relative, estimée suivant la direction de l’axe des .x, 
lequel fait l'angle α avec la direction de la force P; de même, Pcosß 
et Pcos seront les actions relatives de la même force, estimées sui-
vant la direction des axes des y et des s, et ainsi des autres, forces 

De là résulte ce théorème de Statique, que la somme des puissances 
estimées suivant la direction de trois axes perpendiculaires entre eux doit 
être nulle par rapport à chacun de ces axes, dans l'équilibre d'un système 
libre. 

§ I I . — Propriétés de l'équilibre relatives au mouvement de rotation. 

5. Prenons maintenant, ce qui est permis, à la place des coordon­
nées les rayons vecteurs  

avec les angles que ces rayons font avec 
Taxe des x; on aura, comme l’on sait, 

et, de même, 

Faisons ces substitutions dans la formule générale de l'article 2 
et supposons 

il est visible que seront les angles que les rayons  
forment avec le rayon p; par conséquent, les distances 

des corps, tant entre eux que par rapport au plan des xy et au point 
qui est pris pour l'origine des coordonnées, dépendront uniquement 
des quantités  

Donc, si le système a la liberté de tourner autour de ce point paral-
XI. 7 
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lèlement au plan des xy, c'est-à-dire autour de l'axe des z qui est per­
pendiculaire à ce plan, l'angle sera indépendant des conditions du 
système, et sa différence demeurera, par conséquent, arbitraire. 
D'où il suit que les termes affectés de dans l'équation générale de 
l'équilibre devront être ensemble égaux à zéro. 

II est facile de voir que tous ces termes seront représentés par 
on faisant 

de sorte que l'on aura pour l'équilibre l'équation 

En substituant les valeurs de dans les 
expressions de (art. 2), et faisant de plus 

on aura  

où il faudra encore mettre à la place de 

Par ces dernières substitutions, on voit d'abord que les quan­

tités ne contiendront plus l'angleφ ; ainsi l'on aura  

par conséquent, les forces intérieures disparaîtront de l'équation, 

et il n'y restera que les forces extérieures 
Ensuite on aura 
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et la quantité N deviendra 

Gomme on peut prendre les centres des forces partout où 
l'on veut dans la direction de ces forces, on peut supposer que ces 
forces soient représentées par les lignes mêmes qui sont les 
distances rectilignes de leurs points d'application aux centres respec­
tifs. De cette manière, on aura plus simplement 

Dans cette formule, les rayons R et p, qui partent de l'origine des 
coordonnées et qui renferment l'angle , sont les côtés d'un 
triangle qui a pour base la projection de la ligne p sur le plan des 
xy; par conséquent, la quantité sin exprime le double de 
l'aire de ce triangle, et ainsi des autres quantités semblables. 

Or, ayant nommé ci-dessus (art. 3) les angles que les direc­
tions des forces font avec l’axe des z ou avec des parallèles 
à cet axe, il est clair que les compléments de ces angles seront les 
inclinaisons des lignes au plan des xy : donc  
p'sin seront les projections de ces lignes; et, si de l'origine des 
coordonnées on abaisse sur ces projections des perpendiculaires que 
nous nommerons on aura 

et la quantité N se réduira à la forme 

en remettant  

6. L'équation N = o donnera ainsi le théorème suivant : 

Dans l'équilibre d'un système qui a la liberté de tourner autour d'un 
axe et qui est composé de corps qui agissent les uns sur les autres d'une 
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manière quelconque et sont en même temps tirés par des forces extérieures, 
la somme de ces forces, eslimées parallèlement à un plan perpendiculaire à 
l'axe et multipliées chacune par la perpendiculaire menée de l'axe à la 
direction de la force projetée sur le même plan, doit être nulle, en donnant 
des signes contraires aux forces dont les directions tendent à faire tourner 
le système dans des sens contraires. 

On énonce ordinairement ce théorème d'une manière plus simple, 
en disant que les moments des forces, par rapport à un axe, doivent se 
détruire pour qu'il y ait équilibre autour de cet axe. Car on entend aujour­
d'hui, en Mécanique, par moment d'une force ou puissance par rapport 
à une ligne, le produit de cette force estimée parallèlement à un plan 
perpendiculaire à cette ligne, et multipliée par son bras de levier, qui 
est la perpendiculaire menée de cette ligne sur la direction de la puis­
sance rapportée au même plan. En effet, c'est uniquement de ce 
moment que dépend l'action de la force pour faire tourner le système 
autour de l'axe, puisque, si on la décompose en deux, l'une parallèle à 
l'axe, l'autre dans un plan perpendiculaire à l'axe, il n'y aura évidem­
ment que cette dernière qui puisse produire une rotation. Nous don­
nerons, en conséquence, à ce moment le nom particulier de moment 
relatif à un axe de rotation. 

7. Le coefficient N du terme N. (art. 5) exprime, comme on le voit, 
la somme des moments de toutes les forces du système relativement à 
l'axe de la rotation instantanée Ainsi, pour trouver la somme de 
ces moments relatifs à un axe quelconque, il n'y aura qu'à transformer 
la formule générale  

qui exprime la somme des moments virtuels de toutes les forces, en y 
introduisant, pour une des variables indépendantes, l'angle de rotation 
autour de l'axe donné; le coefficient de la différentielle de cet angle 
sera la somme de tous les moments relatifs à cet axe, ce qui peut être 
utile dans plusieurs occasions. 
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8. Lorsque le système peut tourner en tout sens autour du point 
que nous prenons pour l'origine des coordonnées, il faut considérer à 
la fois les rotations instantanées autour des trois axes des x, des y, 
des s, et l'on aura, par rapport à chacun de ces axes, une équation 
semblable à celle que nous venons de trouver et qui renferme la pro-
priété des moments; mais il ne sera pas inutile de résoudre le même 
problème par une analyse plus simple et plus générale. 

Pour cela soit, comme dans l'article 5, 

en faisant varier simplement les angles φ, φ' ..., de la même diffé-
rence dφ, on aura 

Ce sont les variations de x, y, x',y' ..., dues à la rotation élémen-
taire dφ du système autour de l'axe des z. 

On aura de même les variations de y, z,y', z', . . . , dues à une rota-
tion élémentaire autour de l'axe des x, en changeant simplement 
dans les formules précédentes 
et , ce qui donnera 

En changeant, dans ces dernières formules, respecti-
vement er on aura les variations prove­
nant de la rotation élémentaire autour de l’axe des y, lesquelles 
seront 

Si donc on suppose que les trois rotations aient lieu à la fois ('), les 

0) En réalité, les trois rotations no peuvent avoir lieu à la fois, mais successivement. 
11 n'y a cependant aucun inconvénient à les considérer, dans lo calcul, comme simultanées, 
car chacune d'elles, changeant infiniment peu la position du corps, ne peut exercer, sur los 
déplacements que les autres produisent, qu'une influence infiniment petite, et no modifie 
le mouvement dû à ces autres rotations que d'une quantité infiniment petite par rapport à 
sa propre valeur. (J. Bertrand. ) 
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variations totales des coordonnéesx,y,z,x',y',z',..... seront, d'a­
près les principes du Calcul différentiel, égales aux sommes des varia­
tions partielles dues à chacune de ces rotations, de sorte qu'on aura 
alors ces expressions complètes 

En substituant ces valeurs dans la formule générale de l'équilibre 
(art. 2), on aura les termes dus seulement aux rotations 
autour des trois axes des x, des y, des s, lesquels devront être séparé­
ment égaux à zéro lorsque le système a la liberté de tourner en tout 
sens autour du point qui fait l'origine des coordonnées. 

Or on a, parla difl'érentiation, 

On aura donc, par les substitutions dont il s'agit, 

Et l'on trouvera en mettant pour  

les valeurs analogues d'où 

l'on peut tout de suite conclure que les termes de la 
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même équation, qui résulteraient des forces intérieures du système, 
disparaîtront par ces substitutions. 

On aura aussi c'est-à-dire si 
le centre des forces P tombe dans l'origine des coordonnées, ce qui 
fera aussi disparaître cette force. 

9. Faisant donc abstraction des forces intérieures, s'il y en a, ainsi 
que de toute force qui serait dirigée vers le centre des coordonnées, 
on aura, en général, pour toutes les forces P, P', . . . , dirigées suivant 
les lignesp;,p', . . . , l'équation 

en faisant  

et l'on aura, pour tout système libre de tourner en tout sens autour de 
l'origine des coordonnées, les trois équations 

lesquelles répondent à celle de l'article 5, rapportée aux trois axes des 
coordonnées. 

Car, en employant, à la place des coordonnées a, b, c, a', . . . des 
centres de forces, les angles que les directions de ces 
forces font avec les trois axes des coordonnées, et faisant par consé­
quent, comme dans l'article 7 de la Section précédente, 

et ainsi des autres quantités semblables, on a 
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Or, Pcosα, Pcos , Pcos étant les valeurs de la force P, estimée sui-
vant les directions des trois axes des x, y, s, on voit tout de suite que 
xPcos — yPcosα... est le moment relatif à l'axe des z, le termo 
yPcosa ayant le signe négatif à cause que la force Pcosαtend à faire 
tourner le système en sens contraire de la force P cos . De même, 
zPcosα — xPcos . . . sera le moment relatif à l'axe des y, et 

— zPcos . . . le moment relatif à l'axe des x; et ainsi des 
autres expressions semblables. De sorte que les trois équations L = o, 
M = o, N = o expriment que la somme de ces moments est nulle par 
rapport à chacun des trois axes. 

On voit aussi que les coefficients L, M, N des rotations instanta­
nées ne sont autre chose que les sommes des moments rela­
tifs aux axes des rotations instantanées (art. 7). 

10. On pourrait douter si les rotations autour des trois axes des 
coordonnées suffisent pour représenter tous les petits mouvements 
qu'un système de points peut avoir autour d'un point fixe, sans que 
leur disposition mutuelle en soit altérée. Pour lever ce doute, nous 
allons chercher tous ces mouvements d'une manière plus directe. 

Par le point donné, qui sert d'origine aux coordonnées x, y, z, et 
par un autre point du système, imaginons une ligne droite, et par 
cette ligne et par un troisième point du système, un plan ; rapportons 
à cette ligne et à ce plan les autres points du système, par de nou-
velles coordonnées rectangles ayant la même origine que les 
premières x, y, z. est clair que ces nouvelles coordonnées ne dépen-
dront que de la situation mutuelle des points du système, et seront, 
par conséquent, constantes lorsque le système change de place, tandis 
que les premières varient seules par ce changement. 

La théorie connue de la transformation des coordonnées donne d'a­
bord ces relations, entre les trois premières et les trois dernières, 
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Les neuf coefficients . .. . . ne dépendent que de la position 
respective des axes des deux systèmes de coordonnées et doivfentêtre 
tels que les coordonnées x,y, z se rapportent aux mêmes points que 
les coordonnées et que, par conséquent, les deux expressions 

soient identiques; ce qui donne ces six équations de condition, 

de sorte que, parmi les neuf quantités il en restera 
trois d'indéterminées. 

Lorsque les axes des x', y', z' coïncident avec ceux des x, y, z, on a 

et, par conséquent, 

Ainsi, en différentiant les formules précédentes et y faisant ensuite ces 
substitutions, on aura le résultat d'un déplacement quelconque infini­
ment petit du système dans l'espace autour du point donné. 

On aura d'abord, en différentiant les expressions de x, y, z dans 
l'hypothèse de constantes et substituant, après la différen-
tiation, x, y, z à la place de ces quantités, 

Mais les six équations de condition étant différentiées donnent, par 
la substitution des valeurs trouvées ci-dessus, 

XI . 8 
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d'où 

Ces valeurs étant substituées dans les expressions de on 
aura celles-ci  

qui coïncident avec celles de l'article 8, en faisant 

Ces formules des variations de x, y, z ont donc toute la généralité 
que l'état de la question peut comporter; et les trois équations L — o, 
M = o, N = o, qui résultent de l'évanouissement des termes affectés 
de dans l'équation générale de l'équilibre, sont, par consé­
quent, les seules nécessaires pour maintenir le système en équilibre 
autour du point donné, abstraction faite de ce qui dépend de la dispo­
sition mutuelle des points entre eux; de sorte que, lorsque cette dis­
position est invariable, l'équilibre du système ne dépendra que des 
trois équations dont il s'agit. 

D'Alcmbert est le premier qui ait trouvé les lois de l'équilibre de 
plusieurs forces appliquées à un système de points de forme invariable, 
dans ses Recherches sur la précession des èquinoxes. Il y est parvenu d'une 
manière très compliquée par la composition et la décomposition des 
forces. Depuis, elles ont été démontrées plus simplement par divers 
auteurs; mais nos formules ont l'avantage d'y conduire directement. 

§ I I I . — De la composition des mouvements de rotation autour de différents 
axes, et des moments relatifs à ces axes. 

11. Si l'on prend dans le système un point pour lequel les coordon­
nées x, y, z soient proportionnelles à les différentielles 
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correspondantes dx, dy, dz seront nulles, comme on le voit par les 

formules de l'article 8. Ce point, et tous ceux qui auront la même pro­

priété, seront donc immobiles pendant l'instant que le système décrit 

les trois angles en tournant à la fois autour des axes des 

x, y, z. Et il est facile de voir que tous ces points seront dans une ligne 

droite passant par l'origine des coordonnées (') et faisant avec les 

axes des x, y, s des angles tels que 

Cette droite sera l’axe instantané de la rotation composée. 

En employant les angles et faisant, pour abréger, 

on aura  

et les expressions générales de dx, dy, dz (art. 8) deviendront 

(1) En rapprochant ces résultats de ceux qui ont été obtenue dans le paragraphe précédent, 
on voit qu'un mouvement quelconque infiniment petit d'un corps solide qui a un point fixe 
peut être considéré comme une rotation autour d'un axe. Ce beau théorème est dû à Euler, 
qui en a donné une démonstration géométrique très simple. Euler avait aussi traité la ques­
tion analytiquement. (Voir les Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1750.) Vingt-cinq 
ans plus tard, Euler reprend ce théorème dans les Commentaires de Saint-Pétersbourg 
pour 1775, et, après en avoir donné une démonstration géométrique qui s'appliquo aux 
mouvements finis, il avoue que la preuve analytique exige des calculs si prolixes, qu'il a 
renoncé à les exécuter. Son Mémoire se termine ainsi : „ Nemo vero slupendum hune labo-
rem in se suscipere volet quamobrem egregia ista proprietas geometris pulcherrimam 
occasionem prœbere potest vires suas in ista proprietate penitus enucleanda exercendi. » 
(Nooi Commentant, p. 207; 1775.) Dans le Journal de Liouville (Ire série, t. V, p. 406), 
Olinde Rodrigues a donné, d'une manière très élégante, cette démonstration désirée par 
Euler. (J. Bertrand.) 
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Le carré du petit espace parcouru par un point quelconque étant 

il sera exprimé par 

à cause de  

Or il est facile de prouver que 

est l'équation d'un plan passant par l'origine des coordonnées et per 
pendiculaire à la droite qui fait les angles avec les axes des x, 
y, z; donc le petit espace décrit par un point quelconque de ce plan 
sera  

et, comme l'axe instantané de rotation est perpendiculaire à ce même 
plan, il s'ensuit que sera l'angle de la rotation autour de cet axe, 
composée des trois rotations partielles autour des trois axes 
des coordonnées. 

12. 11 suit de là que des rotations quelconques instantanées 
dφ, autour de trois axes qui se coupent à angles droits dans un même 
point, se composent en une seule autour d'un 
axe passant par le même point d'intersection et faisant avec ceux-là 
des angles tels que 

et, réciproquement, qu'une rotation quelconque autour d'un axe 
donné peut se décomposer en trois rotations partielles, exprimées par  

autour de trois axes qui se coupent perpendi­
culairement dans un point de l'axe donné et qui fassent avec cet axe 
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les angles ; ce qui fournit un moyen bien simple de composer 
et de décomposer les mouvements instantanés ou les vitesses de 
rotation. 

Ainsi, si l'on prend trois autres axes rectangulaires entre eux, qui 
fassent, avec l'axe de la rotation dφ les angles , avec l'axe de la 

rotation les angles , et avec l'axe de la rotation les 

angles , la rotation dφ pourra se résoudre en trois rotations 
autour de ces nouveaux axes; la rotation 

se résoudra de même en trois rotations  
et la rotation en trois rotations autour 
des mêmes axes; de sorte qu'en ajoutant ensemble les rotations autour 
d'un même axe, si l'on nomme les rotations totales autour 
des trois nouveaux axes, on aura 

13. Les rotations sont donc réduites de cette manière à 
trois rotations autour de trois autres axes rectangulaires, 
lesquelles doivent par conséquent donner, par la composition, la même 
rotation qui résulte des rotations , de sorte qu'on aura 
(art. 11)  

et, comme cette dernière équation doit être identique, il s'ensuit qu'on 
aura ces relations : 

qu'on peut aussi trouver par la Géométrie. 
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Par ces relations on peut avoir tout de suite les valeurs de   
, en ajoutant ensemble les valeurs 

multipliées successivement par ; 
on trouvera de cette manière 

14. Si l'on nomme, de plus, les angles que l'axe de la 
rotation composée fait avec les axes des trois rotations partielles 

, on aura, comme dans l'article 11, 

et si, dans les expressions données ci-dessus (art. 12) de 
on met pour leurs valeurs en de l'article 11,  

la comparaison de ces différentes expressions de  
donnera, en divisant par ces nouvelles relations, 

qu'on peut aussi vérifier par la Géométrie. 

15. On voit par là que ces compositions et décompositions des mou­
vements de rotation sont ontièrement analogues à celles des mouve­
ments rectilignes. 

En effet si, sur les trois axes des rotations on prend, 
depuis leur point d'intersection, des lignes proportionnelles respecti­
vement à et que l'on construise sur ces trois lignes un 
parallélépipède rectangle, il est facile de voir que la diagonale de ce 
parallélépipède sera l'axe de la rotation composée et sera en même 
temps proportionnelle à cette rotation De là, et de ce que les rota-
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tions autour d'un même axe s'ajoutent ou se retranchent suivant qu'elles 
sont dans le même sens ou dans des sens opposés, comme lesmouve-
ments qui ont la même direction ou des directions opposées, on doit 
conclure en général que la composition et la décomposition des mou­
vements de rotation se fait de la même manière et suit les mêmes lois 
que la composition ou décomposition des mouvements rectilignes, en 
substituant aux mouvements de rotation des mouvements rectilignes, 
suivant la direction des axes de rotation. 

16. Maintenant, si dans la formule de l'article 9, 

laquelle contient les termes dus aux rotations dans la for­
mule générale on substitue pour  

les expressions trouvées dans l'article 13, elle devient 

Donc, par l'article 7, les coefficients des angles élémentaires 
exprimeront les sommes des moments relatifs aux axes des rotations  

Ainsi, des moments égaux à L, M, N, et relatifs à trois axes 
rectangulaires, donnent les moments 

relatifs à trois autres axes rectangulaires qui font respectivement avec 
ceux-là les angles  

On trouve une démonstration géométrique de ce théorème dans le 
Tome VII des Nova Acta de l'Académie de Pétersbourg ('). 

( 1) Cette démonstration est d'Euler. (I. Bertrand.) 
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17. Si l'on suppose les rotations proportionnelles à L, M, 
N, et qu'on fasse  

on aura, par l'article 1 I , 

et les trois moments qu'on vient de trouver se réduiront, par les rela­
tions de l'article 14, à cette forme simple 

Or sont les angles que les.axes des rotations  
font avec l'axe de la rotation composée . Donc, si l'on fait coïncider 
l'axe de la rotation avec l'axe de la rotation , on a 
chacun égal à un angle droit; par conséquent, le moment autour de cet 
axe sera simplement H, et les deux autres moments autour des axes 
perpendiculaires à celui-ci deviendront nuls. 

D'où l'on conclut que des moments égaux à L, M, N, et relatifs à 
trois axes rectangulaires, se composent en un moment unique II égal à 

et relatif à un axe qui fait avec ceux-là les angles 
tels que  

Ce sont les théorèmes connus sur la composition des moments; et 
il est évident que cette composition suit aussi les mêmes règles que 
celle des mouvements rectilignes. On aurait pu la déduire immédiate­
ment de la composition des rotations instantanées, en substituant les 
moments aux rotations qu'ils produisent, comme Varignon a substitué 
les forces aux mouvements rectilignes ( ' ). 

(1 ) Cette assimilation n'est pas permise. Uno force qui agit sur un corps solido mobile 
autour d'un axe donné produit uno rotation proportionnelle à son moment; mais, pour deux 
axos différents, les momonts d'inortio jouent un rôle, ot l'on n'a pas le droit de substituor 
les moments aux rotations qu'ils produisent. {Voir, à ce sujet, un Mémoire de Poinsot, 
Mémoires de l'Institut, t. VII, p. 564.) Bertrand.) 
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§ IV. — Propriétés de l'équilibre, relatives au centre de gravtté. 

18. Si, dans les formules de l'article 9, on suppose que toutes les 
forces agissent dans des directions parallèles entre elles, 
on aura 

par conséquent, si l'on fait, pour abréger, 

les quantités L, M, N deviendront 

et les équations de l'équilibre seront 

dont la troisième est ici une suite des deux premières. Mais, comme 
on a d'ailleurs (Sect. I I , art. 7)l'équation 

on pourra déterminer par ces équations les angles et l'on trou­
vera 

Donc, la position des corps étant donnée par rapport à trois axes, il 
faudra, pour que tout mouvement de rotation du système soit détruit, 

XI . 9 
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que le système soit placé, relativement à la direction des forces, de 
manière que cette direction fasse avec les mêmes axes les angles 
qu'on vient de déterminer. 

19. Si les quantités X, Y, Z étaient nulles, les angles demeu­
reraient indéterminés, et la position du système, relativement à la 
direction des forces, pourrait être quelconque; d'où résulte ce théo­
rème : Si la somme des produits des forces parallèles par leurs distances à 
trois plans perpendiculaires entre eux est nulle par rapport à chacun de ces 
trois plans, l'effet des forces pour faire tourner le système autour du point 
commun d'intersection des mêmes plans se trouvera détruit. 

On sait que la gravité agit verticalement et proportionnellement à 
la masse; ainsi, dans un système de corps pesants, si l'on cherche un 
point tel, que la somme des masses multipliées par leurs distances à 
un plan passant par ce point soit nulle relativement à trois plans per-
pendiculaires, ce point aura la propriété que la gravité ne pourra 
imprimer au système aucun mouvement de rotation autour du même 
point. C'est ce point qu'on appelle centre de gravité, et qui est d'un 
usage si étendu dans toute la Mécanique. 

Pour le déterminer, il n'y a qu'à chercher sa distance à trois plans 
perpendiculaires donnés. Or, puisque la somme des produits des masses 
par leurs distances à un plan passant par le centre de gravité est nulle, 
la somme des produits des mêmes masses par leurs distances à un 
autre plan parallèle à celui-ci sera nécessairement égale au produit de 
toutes les masses par la distance du centre de gravité au même plan, 
de sorte qu'on aura cette distance en divisant la somme des produits 
des masses et de leurs distances par la somme même des masses; et de 
là résultent les formules connues pour les centres de gravité des lignes, 
des surfaces et des solides. 

20. Mais il y a une propriété du centre de gravité qui est moins 
connue et qui peut être utile dans quelques occasions, parce qu'elle 
est indépendante de la considération étrangère des plans auxquels on 
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rapporte les différents corps du système, et qu'elle sert à déterminer 
leur centre de gravité par la simple position respective des corps, Voici 
en quoi elle consiste. 

Soit A la somme des produits des masses prises deux à deux et mul­
tipliées de plus par le carré de leur distance respective, cette somme 
étant en même temps divisée par le carré de la somme des masses. 

Soit B la somme des produits de chaque masse par le carré de sa 
distance à un point quelconque donné, cette somme étant divisée par 
la somme des masses. 

On aura pour la distance du centre de gravité de toutes les 
masses au point donné. Ainsi, comme la quantité A est indépendante 
de ce point, si l'on détermine les valeurs de B par rapport à trois points 
différents pris dans le système ou hors du système, à volonté, on aura 
les distances du centre de gravité à ces trois points et, par conséquent, 
sa position par rapport à ces points. Si les corps étaient tous dans le 
même plan, il suffirait de considérer deux points, et il n'en faudrait 
qu'un seul si tous les corps étaient sur une ligne droite donnée. 

En prenant les points donnés dans les corps mêmes du système, la 
position de son centre de gravité sera donnée uniquement par les masses 
et par leurs distances respectives. C'est en quoi consiste le principal 
avantage de cette manière de déterminer le centre de gravité. 

Pour la démontrer, je reprends les expressions de X, Y, Z de l'ar-
ticle 18, et, prenant de plus trois quantités arbitrairesƒ,g, h, je forme 
ces trois équations identiques, faciles à vérifier : 
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Les quantités P, P', P", ... représentent les poids ou les masses des 
corps qui leur sont proportionnels, et les quantités 
x", ... sont les coordonnées rectangles de ces corps. Or nous avons vu 
(art. 19) que, lorsque l'origine des coordonnées est dans le centre de 
gravité, les trois quantités X, Y, Z sont nulles. Si donc on fait dans les 
trois équations précédentes X = o, Y = o, Z = o, qu'on les ajoute 
ensemble, et qu'on suppose, pour abréger, 

on aura, après avoir divisé par  

Si l'on prend maintenant les trois quantités ƒ, g, h pour les coor-
données rectangles d'un point donné, il est visible que r sera la dis-
tance de ce point au centre de gravité qui est supposé dans l'origine 
des coordonnées, que (o), (I), (2), . . . seront les distances des poids 
P, P', P", .. . áce même point, et que (0,1), (0,2), (1,2), . . . seront les 
distances entre les corps ou poids P et P', P et P", P' et P" Donc 
l'équation ci-dessus deviendra 

d'où l'on tire (')  

( ' ) On pourra consultor au sujet de ce théorème le Mémoire de Lagrange Sur une nou-
velle propriété du centre de gravité, inséré au tome V des Œuvres de Lagrange, p. 535, 
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§ V. — Propriétés de l’équilibre, relatives aux maxima et minîma. 

21. Nous allons considérer maintenant les maxima et minima qui 
peuvent avoir lieu dans l'équilibre; et, pour cela, nous reprendrons la 
formule générale  

de l'équilibre entre les forces P, Q, R, . . . . dirigées suivant les lignes 
p, q, r, . . . qui aboutissent aux centres de ces forces (Sect. I I , art. 4). 

On peut supposer (') que ces forces soient exprimées de manière 
que la quantité soit une différentielle exacte 
d'une fonction de p, q, r, . . . , laquelle soit représentée parπ, en sorte 

que l'on ait  

Alors on aura pour l'équilibre cette équation dπ — o, laquelle fait voir 
que le système doit être disposé de manière que la fonction π y soit, 
généralement parlant, un maximum ou un minimum. 

Je dis généralement parlant, car on sait que l'égalité d'une différen-
tielle à zéro n'indique pas toujours un maximum ou un minimum, 
comme on le voit par la théorie des courbes. 

La supposition précédente a lieu, en général, lorsque les forces P, 
Q, R, . . . tendent réellement ou à des points fixes, ou à des corps du 
même système, et sont proportionnelles à des fonctions quelconques 
des distances, ce qui est proprement le cas de la nature. 

Ainsi, dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre 
lorsque la fonction π sera un maximum ou un minimum ; c'est en quoi 
consiste le principe que Maupertuis avait proposé sous le nom de loi 
de repos. 

Dans un système de corps pesants en équilibre, les forces P, Q, R, . . . . 

le Chapitre III de la Statique de Poinsot, la quatrième Leçon des Vorlesungen ùber Dynamik 
de Jacobi et enfin divers Mémoires insérés aux tomes VI et VII du Bulletin de la Société 
mathématique de France. ( G. D.) 

(1) Lagrange ne veut pas dire qu'il en soit toujours ainsi; il prévient seulement que les 
développements qui suivent se rapportent au cas où cela a lieu. (J. Bertrand.) 
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provenant de la gravité, sont, comme l'on sait, proportionnelles aux 
masses des corps et, par conséquent, constantes; et les distances P, q, 
r, ... concourent au centre de la Terre. On aura donc, dans ce cas, 

par conséquent, puisque les lignes P, q, r, . . . sont censées parallèles, 
la quantité exprimera la distance du centre de gravité 

de tout le système au centre de la Terre, laquelle sera donc un mini­
mum ou un maximum, lorsque le système sera en équilibre; elle sera, 
par exemple, un minimum dans le cas de la chaînette, et un maximum 
dans le cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme de 
voûte. Ce principe est connu depuis longtemps. 

22. Si, maintenant, on considère le même système en mouvement, 
et que soient les vitesses, et m', m", m''' . . . les masses 
respectives des différents corps qui le composent, le principe si connu 
de la conservation des forces vives, dont nous donnerons une démonstra­
tion directe et générale dans la seconde Partie, fournira cette équation 

Donc, puisque, dans l'étal d'équilibre, la quantité π est un minimum 
ou un maximum, il s'ensuit que la quantité 
qui exprime la force vive de tout le système, sera en même temps un 
maximum ou un minimum; ce qui donne cet autre principe de Statique, 
que, de toutes les situations que prend successivement le système, celle ou il 
a la plus grande ou la plus petite force vive est aussi celle où il le faudrait 
placer d'abord pour qu'il restât en équilibre. [Voir les Mémoires de l'Aca­
démie des Sciences de 1748 et 1749 ( ' ).] 

23. On vient de voir que la fonction π est un minimum ou un maxi-

( 1) Ce principe y est énoncé, sans démonstration suffisante, par un géomètre peu connu, 
de Courtivron. Lagrange le citait dans la première édition de son Ouvrage ; dans la seconde, 
il a fait disparaître son nom pour y substituer la date du Mémoire. 

(J. Bertrand.) 
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mum, lorsque la position du système est celle de l’équilibre; nous 
allons maintenant démontrer que, si cette fonction est un minimum, 
l'équilibre aura de la stabilité, en sorte que, le système étant d'abord 
supposé dans l'état d'équilibre et venant ensuite à être tant soit peu 
déplacé de cet état, il tendra de lui-même à s'y remettre en faisant des 
oscillations infiniment petites : qu'au contraire, dans le cas où la même 
fonction, sera un maximum, l'équilibre n'aura pas de stabilité, et qu'é-
tant une fois troublé, le système pourra faire des oscillations qui ne 
seront pas très petites, et qui pourront l'écarter de plus en plus de 
son premier état. 

Pour démontrer cette proposition d'une manière générale, je consi-
dère que, quelle que puisse être la forme du système, sa position, 
c'est-à-dire celle des différents corps qui le composent, sera toujours 
déterminée par un certain nombre de variables, et que la quantité π 

sera une fonction donnée de ces mêmes variables. Supposons que, dans 
la situation d'équilibre, les variables dont il s'agit soient égales à α, b, 

c, ..., et que, dans une situation très proche de celle-ci, elles soient  
les quantités x, y, z, .., étant très petites; 

substituant ces dernières valeurs dans la fonction π et réduisant en 
série suivant les dimensions des quantités très petites x, y, s, . . . , la 
fonction π (1) deviendra de cette forme 

les quantités A, B, C, . . . étant données en a, b, c, Mais, dans 
l'état d'équilibre, la valeur de dπ doit être nulle, de quelque manière 
qu'on fasse varier la position du système; donc il faudra que la diffé­
rentielle de π soit nulle en général, lorsque x, y, s, . . . sont égales à 
zéro; donc  

(1) M. Lejeune-Dirichlet a simplifié cette démonstration en la rendant plus rigoureuse. 
(Voir Journal de Crelle, t. 32, et Journal de Liouville, Ire série, t. XII, p. 474.) 

(J. Bertrand.) 
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On aura donc, pour une situation quelconque très proche de celle 
de l'équilibre, cette expression de  

dans laquelle, tant que les variables x, y, z, . . . sont très petites, il 
suffira de tenir compte des secondes dimensions de ces variables. 

24. Maintenant il est clair que, pour que la quantité π soit un mini-
mum, lorsque x, y, z, ... sont nulles, il faut que la fonction 

que je nommerai X, soit constamment positive, quelles que soient les 
valeurs des variables x, y, z 

Or cette fonction est réductible à la forme 

en faisant  

Donc, pour qu'elle soit toujours positive, il faudra que les coeffi-
cients ƒ, g, h, . . . soient positifs; et l'on voit en même temps que, si 
ces coefficients sont positifs, la valeur de X sera nécessairement posi­
tive, puisque les quantités sont réelles lorsque les variables 
.x, y, z, ...le sont. 

Si, au contraire, la quantité II devait être un maximum lorsque x, 
y, z, ... sont nuls, il faudrait que la fonction X fût constamment néga-
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t ive, et, par conséquent, que les coefficients ƒ, g, h, . . . fussent néga-

t i f s ; et réciproquement, si ces coefficients sont négatifs, i l inensuivra 

que la valeur de X sera nécessairement négative. 

25. On aura donc, en ne tenant compte que des secondes dimensions 

des quantités très petites x, y, z, ..., 

et l 'équation de la conservation des forces vives (ar t . 22) deviendra 

Or, dans l'état d 'équil ibre, on a, par hypothèse, 

donc aussi (ar t . 19)) 

donc, si l 'on suppose qu'on dérange le système de cet état, en i m p r i ­

mant aux corps les vitesses très petites 

i l faudra que l 'on ait lorsque   

On aura donc 

ce qu i servira à déterminer la constante arbi t raire . 

A ins i l 'équation précédente deviendra 

d'où il est aisé de t irer ces deux conclusions : 

I° Que, dans le cas du m i n i m u m de π, dans lequel les coefficients 

f, g, h, . . . sont tous positifs, la quanti té toujours positive 

devra nécessairement être moindre, ou du moins ne pourra pas être 

plus grande que la quantité donnée qu i 

X I . 1o 
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est elle-même très petite; par conséquent, si l'on nomme cette quan­
tité T, on aura, pour chacune des variables ces limites 

entre lesquelles elles seront nécessairement renfermées; d'où il suit 
que, dans ce cas, le système ne pourra que s'écarter très peu de son 
état d'équilibre et ne pourra faire que des oscillations très petites et 
d'une étendue déterminée ; 

20 Que dans le cas du maximum de π, dans lequel les coefficients 
ƒ, g, h, ... sont tous négatifs, la quantité toujours positive 

pourra croître à l'infini, et qu'ainsi le système pourra s'écarter de plus 
en plus de son état d'équilibre. Du moins l'équation ci-dessus fait voir 
que, dans ce cas, rien n'empêche que les variables n'aillent 
toujours en augmentant, mais il ne s'ensuit pas encore qu'elles doivent, 
en effet, aller en augmentant; nous démontrerons cette dernière pro­
position dans la sixième Section de la Dynamique. 

Si tous les coefficients ƒ, g, h, . . . étaient nuls, on sait, par les mé­
thodes de maximis et minimis, qu'il faudrait, pour l'existence d'un 
minimum ou d'un maximum, que les termes de trois dimensions dis­
parussent et que ceux de quatre dimensions fussent constamment posi­
tifs ou négatifs ; et c'est aussi de cette manière qu'on pourra juger de 
la stabilité de l'équilibre donné par l'évanouissement des termes de la 
première dimension, lorsque ceux de deux dimensions s'évanouissent 
en même temps. 

26. Au reste, ces propriétés des maxima et minima, qui ont lieu 
dans l'équilibre d'un système quelconque de forces, ne sont qu'une 
conséquence immédiate de la démonstration que nous avons donnée du 
principe des vitesses virtuelles à la fin de la première Section. 

En effet, soit p la distance entre les deux premières moufles, l'une 
fixe, l'autre mobile, jointes par P cordons qui produisent une force 
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proportionnelle à P, et qu'on peut représenter simplement par P, en 
prenant le poids qui tend la corde pour l'unité; soient de mème q la 
distance entre les deux moufles qui produisent la force Q, r la distance 
entre les moufles qui produisent la force R, Il est évident que Pp 
sera la longueur de la portion de la corde qui embrasse les deux pre-
mières moufles; pareillement, Qq, Rr, . . . seront les longueurs des 
portions de la corde qui embrasse les autres moufles, de sorte que la 
longueur totale de la corde embrassée par les moufles fixes et mobiles 
sera  

Ajoutons à cette longueur celle des différentes portions de la corde 
qui se trouveront entre des poulies fixes pour faire les renvois néces-
saires au changement de direction, et que nous désignerons par a; 
ajoutons-y encore la portion de la corde qui se trouvera entre la der-
nière poulie de renvoi et le poids attaché à l'extrémité de la corde, et 
que nous désignerons par u\ enfin soit I la longueur totale de la corde, 
dont la première extrémité est fixement attachée à un point immobile 
dans l'espace, et dont l'autre extrémité porte le poids; on aura évidem-
ment l'équation  

d'où l'on tire  

Or, en supposant les forces P, Q, R, . . . constantes, c'est-à-dire indé­
pendantes dep, q, r, . . . , ce qui est toujours permis dans l'équilibre 
où l'on ne considère que des déplacements infiniment petits, il est 
visible (' ) que la quantité sera la môme que nous 

( 1 ) Cette substitution de forces constantes à des forces variables changerait, au con­
traire, complètement la nature de la fonction π. Si l'on considère, par exemple, une attrac­
tion inversement proportionnelle à la distance et égale à on aura 

on remplaçant, au contraire, P par une constante, on aurait pour intégralo Pp, ce qui 
diffère beaucoup du résultat précédent. On peut dire seulement que, pour la valeur des 
variables qui correspond á l'équilibre, les deux fonctions, quoique très différentes, ont la 
môme variation. (J. Bertrand. ) 
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avons désignée par II dans l'article 21 ; ainsi l'on aura, en général, 

où I et a sont des quantités constantes. 

27. Maintenant il est clair que, comme le poids tend à descendre le 
plus qu'il est possible, l'équilibre n'aura lieu, en général, que lorsque 
la valeur de u qui exprime la descente du poids depuis la poulie fixe 
sera un maximum et que, par conséquent, celle de π sera un minimum ; 
et l'on voit en même temps que, dans ce cas, l'équilibre sera stable. 
parce qu'un petit changement quelconque dans la position du système 
ne pourra que faire remonter le poids, lequel tendra à redescendre et 
à remettre le système dans l'état d'équilibre. 

Mais nous avons vu que, pour l'équilibre, il suffit que l'on ait dπ = o 
et, par conséquent, du = o, ce qui a lieu aussi lorsque la valeur de u 
est un minimum, auquel cas le poids, au lieu d'être le plus bas, sera, 
au contraire, le plus haut. Dans ce cas, il est visible qu'un petit chan-
gement dans la position du système ne pourra que faire descendre le 
poids, qui alors ne tendra plus à remonter, mais à descendre davan 
tage et à éloigner de plus en plus le système du premier état d'équi 
libre ; d'où il suit que cet équilibre n'aura point de stabilité et qu'étant 
une fois troublé, il ne tendra pas à se rétablir. 
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SECTION QUATRIÈME. 

MANIÈRE PLUS SIMPLE ET PLUS GÉNÉRALE DE FAIRE USAGE DE LA FORMULE 

DE L'ÉQUILIBRE DONNÉE DANS LA SECTION DEUXIÈME. 

1. Ceux qui jusqu'à présent ont écrit sur le principe des vitesses vir­
tuelles se sont plutôt attachés à prouver la vérité de ce principe par 
la conformité de ses résultats avec ceux des principes ordinaires de la 
Statique, qu'à montrer l'usage qu'on en peut faire pour résoudre direc­
tement les problèmes de cette science. Nous nous sommes proposé de 
remplir ce dernier objet avec toute la généralité dont il est susceptible, 
et de déduire du principe dont il s'agit des formules analytiques qui 
renferment la solution de tous les problèmes sur l'équilibre des corps; 
à peu près de la même manière que les formules des sous-tangentes, 
des rayons osculateurs, etc., renferment la détermination de ces lignes 
dans toutes les courbes. 

La méthode exposée dans la deuxième Section peut être employée 
dans tous les cas, et ne demande, comme on l'a vu, que des opérations 
purement analytiques; mais, comme l'élimination immédiate des va­
riables ou de leurs différences par le moyen des équations de condition 
peut conduire à des calculs trop compliqués, nous allons présenter la 
même méthode sous une forme plus simple, en réduisant en quelque 
manière tous les cas à celui d'un système entièrement libre. 

§ I. — Méthode des multiplicateurs. 

2. Soient 
L = o, M = o, N = o, 

les différentes équations de condition données par la nature du sys-
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tème, les quantités L, M, N, . . . étant des fonctions finies des variables 
x, y, z, x', y', z', . . . ; en différentiant ces équations, on aura celles-ci : 

dL=o, d M = o , dN = o, 

lesquelles donneront la relation qui doit avoir lieu entre les différen­
tielles des mêmes variables. En général, nous représenterons par 

dL = o, dM = o, dN = o, ... 

les équations de condition entre ces différentielles, soit que ces équa­
tions soient elles-mêmes des différences exactes ou non, pourvu que 
les différentielles n'y soient que linéaires. 

Maintenant, comme ces équations ne doivent servir qu'à éliminer un 
pareil nombre de différentielles dans la formule générale de l'équi­
libre, après quoi les coefficients des différentielles restantes doivent 
être égalés chacun à zéro, il n'est pas difficile de prouver, par la théorie 
de l'élimination des équations linéaires, qu'on aura les mêmes résul­
tats si l'on ajoute simplement à la formule dont il s'agit les différentes 
équations de condition 

dL = o, dM = o, dN = o, 

multipliées chacune par un coefficient indéterminé; qu'ensuite on 
égale à zéro la somme de tous les termes qui se trouvent multipliés 
par une même différentielle, ce qui donnera autant d'équations parti­
culières qu'il y a de différentielles; qu'enfin on élimine de ces der­
nières équations les coefficients indéterminés par lesquels on a multi­
plié les équations de condition. 

3. De là résulte donc cette règle extrêmement simple pour trouver 
les conditions de l'équilibre d'un système quelconque proposé. 

On prendra la somme des moments de toutes les puissances qui 
doivent être en équilibre (Sect. I I , art. 5), et l'on y ajoutera les diffé­
rentes fonctions différentielles qui doivent être nulles par les conditions 
du problème, après avoir multiplié chacune de ces fonctions par un 
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coefficient indéterminé; on égalera le tout à zéro, et Ton aura ainsi une 
équation différentielle qu'on traitera comme une équationordinaire 
de maximis et minimis, et d'où l'on tirera autant d'équations particu-
lières finies qu'il y aura de variables. Ces équations étant ensuite dé-
barrassées, par l'élimination, des coefficients indéterminés, donneront 
toutes les conditions nécessaires pour l'équilibre. 

L'équation différentielle dont il s'agit sera donc de cette forme, 

dans laquelle sont des quantités indéterminées; nous la 
nommerons dans la suite équation générale de l’équilibre. 

Cette équation donnera, relativement à chaque coordonnée, telle 
que x, de chacun des corps du système, une équation de la forme sui-
vante 

en sorte que le nombre de ces équations sera égal a celui de toutes les 
coordonnées des corps. Nous les appellerons équations particulières de 
l'équilibre. 

4. Toute la difficulté consistera donc à éliminer de ces dernières 
équations les indéterminées or c'est ce qu'on pourra tou-
jours exécuter par les moyens connus, mais il conviendra, dans chaque 
cas, de choisir ceux qui pourront conduire aux résultats les plus sim-
ples. Les équations finales renfermeront toutes les conditions néces-
saires pour l'équilibre proposé; et, comme le nombre de ces équations 
sera égal à celui de toutes les coordonnées des corps du système moins 
celui des indéterminées qu'il a fallu éliminer, que d'ailleurs 
ces mèmes indéterminées sont en mème nombre que les équations de 
condition finies L = o, M = o, N = o, . . . , il s'ensuit que les équa-
tions dont il s'agit, jointes à ces dernières, seront toujours en même 
nombre que les coordonnées de tous les corps; par conséquent, elles 
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suffiront pour déterminer ces coordonnées et faire connaître la position 
que chaque corps doit prendre pour être en équilibre. 

5. Je remarque maintenant que les termes de l'équa-
tion générale de l'équilibre peuvent être aussi regardés comme repré-
sentant les moments de différentes forces appliquées au même système. 
En effet, supposant dL une fonction différentielle des 

' qui servent de coordonnées a différents corps du sys­
tème, cette fonction sera composée de différentes parties que je dési-
gnerai par en sorte que 

dL' ne renfermant que les termes affectes de ne ren-
fermant que ceux qui contiennent et ainsi de suite. 

De cette manière, le terme dL de l'équation générale sera composé 
des termes Or, si l’on donne au terme la forme 
suivante 

il est clair, par ce qu'on a dit dans l'article 8, Sect. I I , que cette quan­
tité peut représenter le moment d'une force 

appliquée au corps dont les coordonnées sont x', y', z' et dirigée per-
pendiculairement à la surface qui aura pour équation dL'= o, en n'y 
regardant que .x', y', z' comme variables. De même, le terme dL" 
pourra représenter le moment d'une force 

appliquée au corps qui a pour coordonnées x",y"> z" et dirigée perpen-
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diculairement à la surface courbe dont l'équation sera dL" = o, en n'y 
regardant que x",y", z" comme variables, et ainsi de suite. 

Donc, en général, le terme dL sera équivalent à l'effet de diffé-
rentes forces exprimées par 

et appliquées respectivement aux corps qui répondent aux coordonnées 
x ' ,y, z',x'',y", z", .. . suivant des directions perpendiculaires aux 
différentes surfaces courbes représentées par l'équation dL = o, en y 
faisant varier premièrement x', y', z', ensuite x", y", z'' et ainsi du 
reste. 

6. En général, on pourra regarder le terme dL comme le moment 
d'une force (') tendante à faire varier la valeur de la fonction L, et, 
comme dL = dL' + dL" + . . . , le terme dL exprimera les moments de 
plusieurs forces égales à et tendantes à faire varier la fonction L, en 
ayant égard séparément à la variabilité des différentes coordonnées 
x', y', z', x", y", z" Il en sera de même des termes 
(Sect. I I , art. 9).  

Gomme, dans l'équation générale de l'équilibre (art. 3), les forces P, 
Q, R, . . . sont supposées dirigées vers des centres auxquels aboutissent 
les lignes p, q, r, . . . et, par conséquent, tendantes á diminuer ces 
lignes, il faudra également regarder les forces comme ten­
dantes à diminuer les valeurs des fonctions L, M, — 

7. Il résulte de là que chaque équation de condition est équivalente 
à une ou plusieurs forces appliquées au système, suivant des directions 
données, ou, en général, tendantes à faire varier les valeurs de fonc-
tions données (2); en sorte que l'état d'équilibre du système sera le 

( ') Voir, à ce sujet, la note de l'article 9, Sect. I I . (J. Bertrand.) 
(2) Cette proposition importante a la même généralité que le principe des vitesses vir-

tuelles, et elle est souvent d'une application plus commode. Lagrange a été conduit en 
X I . 11 
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même, soit qu'on emploie la considération de ces forces, ou qu'on ait 
égard aux équations de condition. 

Réciproquement, ces forces peuvent tenir lieu des équations de con­
dition résultantes de la nature du système donné; de manière qu'en 
employant ces forces on pourra regarder les corps comme entièrement 
libres et sans aucune liaison. Et de là on voit la raison métaphysique, 
pourquoi l'introduction des termes dans l'équation 
générale de l'équilibre fait qu'on peut ensuite traiter cette équation 
comme si tous les corps du système étaient entièrement libres : c'est 
en quoi consiste l'esprit de la méthode de cette Section. 

A proprement parler, les forces en question tiennent lieu des résis­
tances que les corps devraient éprouver en vertu de leur liaison mu­
tuelle, ou de la part des obstacles qui, par la nature du système, pour­
raient s'opposer à leur mouvement; ou plutôt ces forces ne sont que 
les forces mêmes de ces résistances, lesquelles doivent être égales el 
directement opposées aux pressions exercées par les corps. Notre mé­
thode donne, comme l'on voit, le moyen de déterminer ces forces et 
ces résistances; ce qui n'est pas un des moindres avantages de cette 
méthode. 

8. Dans les cas où les forces P, Q, R, . . . ne sont pas en équilibre et 
où l'on demande de les réduire à des forces équivalentes dont les direc­
tions soient données, il suffira d'ajouter à la somme des moments des 
forces P, Q, R, . . . les moments résultant des équations de condition 
L = o, M = o, . . . , et l'on aura la somme des moments des forces équi­
valentes aux forces P, Q, R, . . . et à l'action que les corps exercent les 
uns sur les autres en vertu de ces mêmes équations de condition. 

En employant ainsi toutes les équations de condition données par la 
nature du système proposé, on pourra regarder comme indépendantes 
les coordonnées de chaque corps du système et l'on aura pour chacune 

suivant analytiquemont les conséquences de sa formule d'équilibre; mais M. Poinsot en a 
donné depuis une démonstration directe et fondée sur les principes élémentaires de la Sta­
tique. (Voir Journal de l'École Polytechnique, XIIIe Cahier, t. VI.) (J. Bertrand.) 
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de ces coordonnées, telles que X, une quantité de la forme 

(qui exprimera la force résultante suivant la direction de la ligne x,  
laquelle devra être nulle dans le cas d'équilibre, comme on l'a vu dans 
l'article 3 ('). 

§ I I . — Application de la même méthode à la formule de l'équilibre des 
corps continus, dont tous les points sont tirés par des forces quelconques. 

9. Jusqu'ici nous avons considéré les corps comme des points, et 
nous avons vu comment on détermine les lois de l'équilibre de ces 
points, en quelque nombre qu'ils soient et quelques forces qui agissent 
sur eux. Or un corps d'un volume et d'une figure quelconques n'étant 
que l'assemblage d'une infinité de parties ou points matériels, il s'en­
suit qu'on peut déterminer aussi les lois de l'équilibre des corps de 
figure quelconque par l'application des principes précédents. 

En effet, la manière ordinaire de résoudre les questions de Méca­
nique qui concernent les corps de masse finie consiste à ne considérer 
d'abord qu'un certain nombre de points placés à des distances finies 
les uns des autres, et à chercber les lois de leur équilibre ou de leur 
mouvement; à étendre ensuite cette recherche à un nombre indéfini de 
points; enfin à supposer que le nombre des points devienne infini et 
qu'en môme temps leurs distances deviennent infiniment petites, et à 
faire aux formules trouvées pour un nombre fini de points les réduc­
tions et les modifications que demande le passage du fini à l'infini. 

Ce procédé est, comme l'on voit, analogue aux méthodes géomé-

( 1 ) Cotte somme, calculée relativement aux points auxquels une des résultantes doit être 
appliquée, fournira les composantes de cette résultante. Il faudra, pour les autres points, 
l'égaler à zéro. On doit remarquer que le problème pourra être impossible ou indéterminé. 

(J, Bertrand,) 
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triques et analytiques qui ont précédé le Calcul infinitésimal; et si ce 
Calcul a l'avantage de faciliter et de simplifier d'une manière surpre­
nante les solutions des questions qui ont rapport aux courbes, il ne le 
doit qu'à ce qu'il considère ces lignes en elles-mêmes, et comme 
courbes, sans avoir besoin de les regarder, premièrement comme poly­
gones, et ensuite comme courbes. Il y aura donc, à peu près, le même 
avantage à traiter les problèmes de Mécanique dont il est question par 
des voies directes, et en considérant immédiatement les corps de masses 
finies comme des assemblages d'une infinité de points ou corpuscules 
animés chacun par des forces données. Or rien n'est plus facile que de 
modifier et simplifier par cette considération la méthode générale que 
nous venons de donner. 

10. Mais il est nécessaire de remarquer, avant tout, que, dans l'ap­
plication de celte méthode aux corps d'une masse finie dont tous les 
points sont animés par des forces quelconques, il se présente naturel­
lement deux sortes de différentielles qu'il faut bien distinguer. Les 
unes se rapportent aux différents points qui composent le corps; les 
autres sont indépendantes de la position mutuelle de ces points et 
représentent seulement les espaces infiniment petits que chaque point 
peut parcourir, en supposant que la situation du corps varie infiniment 
peu. Comme jusqu'ici nous n'avons eu que des différences de cette der­
nière espèce à considérer, nous les avons désignées par la caracté­
ristique ordinaire d; mais, puisque nous devons maintenant avoir égard 
aux deux espèces de différences à la fois, et qu'il est, par conséquent, 
nécessaire d'introduire une nouvelle caractéristique, il nous parait à 
propos d'employer l'ancienne caractéristique d pour désigner les diffé­
rences de la première espèce qui sont analogues à celles que l'on con­
sidère communément en Géométrie, et de dénoter les différences de la 
seconde espèce qui sont particulières à la matière que nous traitons 
par la caractéristique employée dans le Calcul des variations, avec 
lequel celui dont il s'agit ici a une liaison intime et nécessaire. 

Nous nommerons même, par cette raison, variations les différences 
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affectées de et nous conserverons le nom de différentielles à celles qui 
sont affectées de d. Du reste, les mêmes formules qui donnént les dif-
férentielles ordinaires donneront aussi les variations, en substituant 
à la place de d. 

11. Je remarque ensuite qu'au lieu de considérer la masse donnée 
comme un assemblage d'une infinité de points contigus, il faudra, sui-
vant l'esprit du Calcul infinitésimal, la considérer plutôt comme com­
posée d'éléments infiniment petits qui soient du même ordre de dimen-
sion que la masse entière; qu'ainsi, pour avoir les forces qui animent 
chacun de ces éléments, il faudra multiplier par ces mêmes éléments les 
forces P, Q, R, .. . qu'on suppose appliquées à chaque point de ces élé-
ments et qu'on regardera comme des forces accélératrices analogues à 
celles qui proviennent de l'action de la gravité. 

Si donc on nomme m la masse totale et dm un de ses éléments quel­
conque, on aura Pdm, Qdm, Rdm, . . . pour les forces qui tirent l'élé­
ment dm suivant les directions des lignes p, q, r, Donc, multipliant 
respectivement ces forces par les variations on aura 
leurs moments, dont la somme, pour chaque élément dm, sera repré­
sentée par la formule 

et, pour avoir la somme des moments de toutes les forces du système, 
il n'y aura qu'à prendre l'intégrale de cette formule par rapport à toute 
la masse donnée. 

Nous dénoterons ces intégrales totales, c'est-à-dire relatives à l'é­

tendue de toute la masse, par la caractéristique majuscule en con­

servant la caractéristique ordinaire pour désigner les intégrales par­

tielles ou indéfinies. 

12. On aura ainsi, pour la somme des moments de toutes les forces 
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du système, la formule intégrale 

et cette quantité devra être nulle, en général, dans l'état d'équilibre du 
système. 

Comme, par la nature du système, il y a nécessairement des rapports 
donnés entre les différentes variations relatives à chaque 
point do la masse, il faudra les réduire à un certain nombre de varia­
tions indépendantes et indéterminées, et les termes multipliés par ces 
dernières variations, étant égalés à zéro, donneront les équations par­
ticulières de l'équilibre. Mais, ces réductions pouvant être embarras­
santes, il conviendra de les éviter par le moyen de la méthode des 
multiplicateurs que nous venons de donner dans le paragraphe pré-cédent. 

13. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s'agit ici, nous sup-
poserons que  

soient les équations de condition qui doivent avoir lieu par la nature 
du problème, par rapport à chaque point de la masse, et nous les 
nommerons équations de condition indéterminées. 

Les quantités L, M , . , . seront ici des fonctions des coordonnées finies 
x, y, z qui répondent à chaque point de la masse donnée, et de leurs 
différentielles d'un ordre quelconque. 

Ces équations étant différentiées suivant on aura celles-ci : 

On multipliera les quantités par des quantités indétermi-
nées on en prendra l'intégrale totale qui sera, par consé-
quent, représentée par la formule 
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et, ajoutant cette intégrale à celle de l'article précédent, on aura l'é­
quation générale de l'équilibre. 

On observera qu'il n'est pas nécessaire que soient les 
variations exactes de fonctions de x,y, z, 

dy, . . . , mais qu'il suffit 
que soient les équations de condition indétermi­
nées entre les variations de x,y, z, dx, dy, ... (art. 2). 

Mais il faut remarquer qu'outre les forces qui agissent, en général, 
sur tous les points de la masse, il peut y en avoir qui n'agissent que 
sur des points déterminés de cette masse, lesquels points sont ordinai­
rement ceux qui répondent aux extrémités de la masse donnée, c'est-
à-dire au commencement et à la fin de l'intégrale désignée par  

De même, il pourra y avoir des équations de condition particulières 
à ces points, et que nous nommerons équations de condition détermi­
nées, pour les distinguer de celles qui ont lieu, en général, dans toute 
l'étendue de la masse; nous les représenterons par 

ou plutôt par  

Nous marquerons d'un trait, de deux, de trois, etc., toutes les quan­
tités qui se rapportent à des points déterminés de la masse, et en par­
ticulier nous marquerons d'un seul trait celles qui se rapportent au 

commencement de l'intégrale désignée par , de deux traits celles 

qui se rapportent à la fin de cette intégrale, de trois ou davantage celles 
qui se rapportent à des points intermédiaires quelconques. 

(1) L'analyse de Lagrango est évidemment incomplète; il semble que l'illustre Autour 
ait eu en vue seulement les corps dont les éléments peuvent être disposés suivant une suite 
linéaire. Dans le cas d'un système à trois dimensions, par exemple, il peut y avoir des con­
ditions relatives à chaque élément de la surface qui limite le système, ou même de toute 
autre surface situéo dans l'intérieur; il peut y en avoir d'autres se rapportant à tous les 
points de certaines lignes et non pas seulement à certains points isolés pris sur la surface 
ou dans l'intérieur du corps. ( G. D ) 
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Ainsi il faudra ajouter à l'intégrale 

la quantité 

et à l'intégrale 

la quantité  

de sorte que l'équation générale de l'équilibre sera de cette forme : 

11. Comme les fonctions L, M, . . . peuvent contenir non seulement 
les variables finies x, y, z, mais encore leurs différentielles, les varia­
tions .. . donneront des termes multipliés par  

..., et l'équation précédente, lorsqu'on y aura substitué les valeurs 
de ainsi 
que celles de  
« , déduites des circonstances particulières de 
chaque problème, aura toujours une forme analogue à celles que le 
Calcul des variations fournit par la détermination des maxima et minima 
des formules intégrales indéfinies; ainsi il n'y aura qu'à y appliquer 
les règles connues de ce calcul. 

On considérera donc que, comme les caractéristiques marquent 
deux espèces de différences entièrement indépendantes entre elles, 
quand ces caractéristiques se trouvent ensemble, il doit être indifférent 
dans quel ordre elles soient placées, parce qu'en supposant qu'une 
quantité varie de deux manières différentes, on a toujours le même 
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résultat, quel que soit l'ordre dans lequel se font ces variations. Ainsi  
• sera la même chose que et pareillement sera la même 

chose que et ainsi de suite. On pourra donc toujours changer à 
volonté l'ordre des caractéristiques sans altérer la valeur des diffé­
rences, et pour notre objet il sera a propos de transporter la caracté­
ristique d avant l a , afin que l'équation proposée ne contienne que 
les variations des coordonnées et les différentielles de ces mêmes varia­
tions. 

Il en est de même des signes d'intégration par rapport à la 

caractéristique des variations Ainsi l’on pourra toujours changer les 

symboles  

C'est en quoi consiste le premier principe fondamental du Calcul des 
variations. 

15. Or les différentielles qui se trouvent 

sous le signe peuvent être éliminées par l'opération connue des 

intégrations par parties; car, en général, 

et ainsi des autres, où il faut observer que les quantités hors du signe  

se rapportent naturellement aux derniers points des intégrales, mais 
que, pour rendre ces intégrales complètes, il faut nécessairement en 
retrancher les valeurs des mêmes quantités hors du signe, lesquelles 
répondent aux premiers points des intégrales, afin que tout s'éva­
nouisse dans ces points; ce qui est évident par la théorie des intégra­
tions. 

Ainsi, en marquant par un trait les quantités qui se rapportent'au 

commencement des intégrales totales désignées par et par deux 

traits celles qui se rapportent à la fin de ces intégrales, on aura les 
X I . 12 
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réductions suivantes 

lesquelles serviront à faire disparaître toutes les différentielles des va­

riations qui pourront se trouver sous le signe , Ces réductions con­

stituent le second principe fondamental du Calcul des variations. 

16. De cette manière donc, l'équation générale de l'équilibre se 
réduira à la forme suivante 

dans laquelle seront des fonctions de x,y, z et de leurs diffé­
rentielles, et A contiendra les termes affectés des variations  

et de leurs différentielles.  

Donc, pour que cette équation ait lieu indépendamment des varia­

tions des différentes coordonnées, il faudra que l'on ait : 

nuls dans toute l'étendue de l'intégrale c'est-à-dire dans ebaque 

point de la masse; I° chaque terme de A aussi égal à zéro. 
Les équations indéfinies 

donneront, en général, la relation qui doit se trouver entre les variables 
x , y , z; mais il faudra pour cela en éliminer les variables indétermi­
nées lesquelles (art. 13) sont en même nombre que les équa­
tions de condition indéterminées 

Or je remarque que ces équations ne sauraient être au delà de trois ; 
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car, puisque ce sont des équations indéfinies entre les trois variables 
x, y, z et leurs différentielles, il est clair que, s'il y en avaitplus de 
trois, on aurait plus d'équations que de variables, en sorte qu'il faudrait 
que la quatrième fût une suite nécessaire des trois premières, et ainsi 
des autres. Donc il n'y aura jamais plus de trois indéterminées 
à éliminer, en sorte qu'on pourra toujours trouver les valeurs de ces 
indéterminées en fonction de x,y, z. Mais les équations qui disparaî­
tront par ces éliminations seront remplacées par les équations mêmes 
de condition, de sorte qu'on pourra toujours connaître les valeurs de 
x, y, z qui doivent avoir lieu dans l'état d'équilibre de tout le système. 

Au reste, les équations de condition L = o, M = o, . . . pourraient 
contenir encore d'autres variables M, V, . . . avec leurs différentielles, 
qui devraient être éliminées par le moyen d'autres équations telles que 

dans ce cas, on pourrait traiter ces nouvelles équations de condition 
comme celles qui sont données par la nature du problème, et, prenant 
des coefficients indéterminés σ, v, ..., il n'y aurait qu'à ajouter aux 
termes 

qui sont sous le signe d'intégration dans l'équation générale de l'ar­
ticle 13, les termes  

et, après avoir fait disparaître toutes les différentielles des variations  
l'équation finale de l'article 13 contiendra sous 

le signe des termes affectés des variations qui devront, par 
conséquent, être égalés séparément à zéro. On aura ainsi autant de 
nouvelles équations que d'indéterminées σ, V, ..., par lesquelles il 

faudra les éliminer; ensuite on éliminera les nouvelles variables u, 
v, . . . par les équations données U = o, V = o , . . . .Cet te méthode 
sera surtout utile lorsque, dans les fonctions L, M, . . . , il se trouvera 
des quantités intégrales; car, en substituant à leur place de nouvelles 



92 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

indéterminées, on pourra faire disparaître tous les signes d'intégration, 
ce qui rendra le calcul plus facile. 

17. A l'égard des autres équations résultantes des différents termes 
de la quantité A qui est hors du signe, ce ne seront que des équations 
particulières, qui ne devront avoir lieu que par rapport à des points 
déterminés de la masse, et qui serviront principalement à déterminer 
les constantes arbitraires que les expressions de x, y, z, déduites des 
équations précédentes, pourront contenir. Pour faire usage de ces 
équations, on y substituera donc les valeurs déjà trouvées de 
ensuite on en éliminera les indéterminées et l'on y joindra 
les équations de condition A = o, B = o,. . . , qui serviront à remplacer 
celles que l'élimination dont il s'agit fera disparaître. 

18. Quoique les termes . . . , dus aux forces accéléra­
trices P, Q, . . . , ne demandent aucune réduction tant que ces forces 
agissent suivant les lignes P, q, . . . , parce que les quantitésp, q, . . . 
ne sont fonctions que des variables finies x, y, z, il n'en sera pas de 
même lorsqu'on emploiera des forces dont l'action consistera à faire 
varier une fonction donnée (Sect. I I , art. 9); il faudra alors, si cette 
fonction contient des différentielles, employer pour ces termes les 
mêmes réductions que pour les termes et l'on parviendra tou­
jours à une équation finale de la même forme. Ce cas a lieu lorsque l'on 
considère des corps élastiques, soit solides ou fluides. 

§ I I I . — Analogie des problèmes de ce genre avec ceux de maximis 
et minimis. 

19. Non seulement le Calcul des variations s'applique de la même 
manière aux problèmes sur l'équilibre des corps continus et aux pro­
blèmes de maximis et minimis relatifs aux formules intégrales, mais il 
fait naître entre ces deux sortes de questions une analogie remarquable 
que nous allons développer. 
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Nous commencerons par donner une formule générale pour la varia­
tion d'une fonction différentielle quelconque à plusieurs variables. 

On sait que, dans les fonctions de plusieurs variables et de leurs dif-
férentielles des ordres supérieurs au premier, on peut toujours prendre 
une des différentielles premières pour constante, ce qui simplifie la 
fonction sans rien ôter à sa généralité; mais alors, dans les différentia-
tions par S, il faut aussi regarder comme constante la variable dont la 
différentielle a été supposée constante; et, si l’on veut attribuer des 
variations à toutes les variables, il faudra rétablir la variabilité de la 
différentielle supposée constante. 

20. Soit U une fonction de où dx est supposé con­

stant; si l'on fait, comme dans la Théorie des fonctions, 

la quantité U deviendra fonction de et la variation U 
sera, en employant la notation des différentielles partielles, de la forme 

Maintenant, en faisant tout varier, on aura 

Substituant ces valeurs et faisant, pour abréger, 

et, par conséquent,  
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on aura  

Mais, en différentiant par dla fonction U et substituant y' dx pour dy, 

y"dx pour dy', on a 

d'où Ton tire 

Donc enfin 

Si la quantité U contenait une autre variable s avec ses différentielles 

....en faisant et opérant de la même 

manière, on trouverait les termes suivants 

dans lesquels  

à ajouter à la valeur précédente de SU, et ainsi de suite. 

21. Donc, si l'on a la fonction intégrale Udx à rendre un maximum 

ou un minimum par les principes du Calcul des variations, on fera 

Substituant la valeur de , changeant dx en et faisant dispa-

raître, par des intégrations par parties, les différences de il 
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ne restera sous le signe que des termes de la forme 

dans lesquels  

Ces termes doivent être nuls, quelles que soient les variations   
or, en remettant pour leurs valeurs  

les termes dont il s'agit deviennent, à cause  

d'où l'on ne tire que les deux équations 

la troisième, dépendante de étant contenue dans ces deux-ci. 
On voit par là qu'on peut se dispenser d'attribuer aussi une varia­

tion à la variable .x, dont l'élément est supposé constant dans la fonc­
tion U, puisque les équations nécessaires à la solution du problème 
résultent uniquement des variations des autres variables. C'est une 
remarque qui a été faite dès la naissance du Calcul des variations et 
qui est une suite nécessaire de ce Calcul. 

Cependant il peut être utile de considérer toutes les variations à la 
fois, par rapport aux limites de l'intégrale, parce qu'il peut résulter de 
chacune d'elles des conditions particulières dans les points qui ré­
pondent à ces limites, comme nous l'avons fait voir dans la dernière 
Leçon sur le Calcul des fonctions. 

22. La fonction intégrale dont on demande le maximum ou le mini-
mum peut contenir aussi d'autres intégrales; mais, quelle qu'elle-soit, 
on peut toujours la réduire à ne contenir que des variables finies avec 
leurs différentielles et à dépendre d'une ou de plusieurs équations de 
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condition entre ces mêmes variables, auxquelles on pourra toujours 
satisfaire par la méthode des multiplicateurs. 

Supposons, par exemple, que U soit une fonction de x, y, z et de 
leurs différentielles, et qu'en même temps la variable z dépende de 
l'équation de condition L = o. Cette équation étant différentiée par 
donnera ; il n'y aura donc qu'à multiplier celle-ci par un coeffi­
cient indéterminé , ou par dx, pour l'homogénéité, lorsque L est 

une fonction finie, ajouter l'équation intégrale à l'équa­

tion du maximum ou m i n i m u m e t considérer ensuite les 

variations comme indépendantes. Or on a, en regardant L 
comme fonction de x, y, y', y", . . . . z, z' z'' . . . . 

Donc, si l'on fait les mêmes substitutions que ci-dessus pour   
, . . . , on aura aussi 

et les termes sous le signe provenant de l'équation 

seront de la forme 
(  

dans lesquels on aura 

Or, L —o étant l'équation de condition, on aura aussi d L = o , ce 
qui donnera . Ainsi, en égalant à zéro les coefficients des trois 
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variations on n'aura que les deux équations 

dont l 'une servira à é l iminer l ' indéterminée , de sorte q u ' i l ne restera, 

pour la solut ion du problème, qu'une seule équation en x, y, s, q u ' i l 

faudra combiner avec l 'équation donnée L = o. 

23. Comme, en supposant dx constant, on a 

on voit q u ' i l suffit de faire varier dans les fonctions U, L, . . . les va-

riables y, z, . . . , avec leurs différentielles; on aura ainsi , en employant 

avec la caractéristique la notation des différences partielles, 

et, si l 'on veut avoir égard en même temps à la variation de x, il n'y 

aura qu'à ajouter à l 'expression de le terme et changer en 

De cette manière, on aura d'abord, après les réductions, 

en faisant 

X I . 13 
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et, pour avoir égard ensuite à la variation de x, on ajoutera, dans tous 

les termes,  

24. Telle est la méthode générale pour les problèmes de maximis et 
minimis, relatifs aux formules intégrales indéfinies auxquelles le Calcul 
des variations a été d'abord destiné; et l'on voit qu'en faisant même 
varier toutes les variables, elle ne donne cependant qu'autant d'équa­
tions moins une qu'il y a de variables, ce qui est d'ailleurs conforme ii 
la nature de la chose, puisque ce n'est pas la valeur individuelle de 
chacune des variables qu'on cherche, comme dans les questions ordi­
naires de maximis et minimis, mais des relations indéfinies entre ces 
variables, par lesquelles elles deviennent fonctions les unes des autres 
et peuvent être représentées par des courbes à simple ou a double 
courbure. 

25. Appliquons maintenant la même méthode aux problèmes de la 
Mécanique et supposons, pour plus de simplicité, que la formule 

soit intégrable et que son intégrale soit I I , comme dans l'article 21 de 
la Section I I I ; on aura aussi 

et l'équation générale de l'équilibre (art. 13) deviendra 
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en faisant ici abstraction des équations de condition relatives à des 
points déterminés. 

Comme la masse de chaque particule dm du système ne doit pas 
varier pendant que la position du système varie, il faudra supposer  

et, par conséquent, 
Lorsque le système est linéaire, on a, en général, étanl 

une fonction comme dans l'article 20; on aura donc 

et la formule donnera sous le signe les termes 

dans lesquels on aura (art. 22) 

26. Donc, s'il n'y a point d'autre condition, l'équation provenant 

îles termes sous le signe  

qu'on devra vérifier séparément par rapport à chacune des varia­
tions 

Or, II étant une fonction de x, y, z, on a 

et; comme  

( 1 ) En d'autres termes, la première des conditions relatives à un point quelconque du 
système est que la masse de chaque particule demeure invariable dans tous les déplace­
ments virtuels. ( G. D. ) 



100 M É C A N I Q U E A N A L Y T I Q U E . 

l 'équation précédente devient 

laquelle donne ces trois-ci : 

Ains i l 'on a i c i autant d'équations que de variables, ce qui parait 

mettre une différence entre les problèmes de ce genre relatifs à la 

Mécanique et les problèmes de maximis et minimis. 

27. Mais j'observe d'ahord qu'à cause de l'indéterminée les trois 
équations se réduisent à deux, par l'élimination de cette indéterminée; 
et, quoiqu'on général les équations de condition remplacent toujours 
celles qui disparaissent par l'élimination des indéterminées, la condi­
tion introduite ici c'est-à-dire dm constant, ne peut pas 
fournir une équation particulière pour la solution du problème, parce 
que, suivant l'esprit du Calcul différentiel, il est toujours permis de 
prendre un élément quelconque pour constant, puisqu'il n'y a, à 32pro­
prement parler, que les rapports des différentielles entre elles, et 
non les différentielles elles-mêmes, qui entrent dans le calcul. Ainsi 
les trois équations seront réduites à deux et ne serviront qu'à déter­
miner la nature de la courbe, comme dans les problèmes de maximis 
et minimis. 

28. J'observe ensuite qu'on peut aussi rappeler les problèmes de 

Statique dont il s'agit ic i à de simples problèmes de maximis et 

minimis. 
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Car, si l'on ajoute ensemble les trois équations trouvées ci-dessus, 
après avoir multiplié la première par dx, la deuxième par dy et-la troi­
sième par dz, on aura, à cause de 

l'équation 

mais on a  

et, comme dm = Udx, on aura, en divisant par où 
l'on tire  

a étant une constante arbitraire. 
Ainsi, à cause de dans l'équation de l'ar­

ticle 25, deviendra 

et puisque cette équation deviendra 

c'est-à-dire  

c'est l'équation nécessaire pour que la formule intégraleS IIdm 

devienne un maximum ou un minimum parmi toutes celles où la for­

mule dm aura une même valeur. 

De cette manière on pourra, comme dans les questions de maximis 
et minimis, regarder une des variables comme constante, relativement 
aux variations par , ce qui simplifie l'analyse; mais la méthode géné­
rale a l'avantage de donner la valeur du coefficient , qui, par la 
théorie exposée dans la présente Section, exprimera (') la force avec 

( ' ) Voir, à ce sujet, l'article 6, Section IV, et la note relative à l'article 9, Section I I . 
(J. Bertrand.) 
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laquelle l'élément dm résiste à l'action des forces P, Q, R, . . . qui 

agissent sur le système. 

29. Nous avons supposé, pour plus de simplicité, qu'il n'y avait 

point d'autre équation de condition; mais, s'il y avait de plus l'équa­

tion M = o, M étant une fonction de il 

faudrait ajouter au terme sous le signe, dans l'équation de l'équi­

libre, le terme , ou plutôt, pour l'homogénéité, le terme 

ce qui donnerait à ajouter aux valeurs de de l'article 25 les 

quantités respectives 

Ainsi l'on aurait trois équations de la même forme que colles de l'ar­

ticle 26, lesquelles, par l'élimination des deux indéterminées etµ 

se réduiraient à une seule; mais, en y joignant l'équation de condi­

tion M = o, on aurait, comme auparavant, deux équations entre les 

trois variables x, y, z. 

Ces trois équations donnent, comme dans l'article 28, l'équation 

Ici l'on a  

mais l'équation M = o donne aussi dM. = o; donc on aura simplement, 

comme dans l'article cité, 

et de là on trouvera le même résultat 

30. Donc, en général, le problème de l'équilibre d'un système de 

particules dm animées des forces P, Q, R, . . . , qui agissent suivant les 
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directions des lignes p, q, r, . . . , et qu'on suppose telles que l'on ait 

se réduit simplement à rendre la formule intégrale IIdm un maximum 

ou un minimum, en ayant d'ailleurs égard aux conditions particulières 

du système; ce qui, comme l'on voit, fait rentrer tous les problèmes 

de l'équilibre dans la classe des problèmes de maximis et minimis 

connus sous le nom de problèmes des isopérimètres. 

Dans le cas de la chaînette, en prenant les ordonnées y verticales, 

on a II = gy, g étant la force constante de la gravité. Donc il faut que 

la formule y dm soit un maximum ou un minimum parmi toutes colles 

où la valeur de dm est la même; mais est la distance du centre 

de gravité à l'horizontale; donc, puisque la masse entière est supposée 

donnée, il faudra que cette distance soit la plus grande ou la plus 

petite : ce qu'on sait d'ailleurs. 

3 1 . Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des fonctions de 

variables regardées comme indépendantes; mais, si la variable z était 

censée fonction de x, y et que l'on eût une fonction U qui contint x, 

y, z avec les différences partielles de z relatives áx et y, on pourrait 

demander la variation SU en ayant égard aux variations simultanées 

de x, y, z. 

Soit, pour plus de simplicité, 

la quantité U sera fonction de x, y, z, z' z, z", z'„ z'', . . . , et l'on aura 
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et la difficulté se réduira à trouver les valeurs des variations  
en faisant varier à la fois les éléments dx, dy dans les diffé-

rences partielles. 
Nous pouvons supposer, pour rendre le calcul plus simple, que la 

variation est une fonction de x indépendante de y, et la variation 
une fonction de y indépendante de x. Nous verrons par la suite que 
cette supposition a toute la généralité que l'on peut désirer ( ' ) . 

(1) Il y a ici un point qui appelle quelques explications. Dans le passage d'une surface à 
la surface infiniment voisine, on peut, à coup sûr, établir la correspondance do telle ma-
nière que aient, en chaque point do la surface primitive, telles valeurs que l'on 
voudra. S'il s'agit d'étudier un problème do maximum et de minimum, il n'y a donc aucun 
inconvénient, mémo pour les conditions aux limites, commo on s'en assurera aisément, à 
supposer quo no déponde que do x et de y. Mais plus loin (Sect. V, art. 44) Lagrango 
applique les formules des articles 32 à 34, établies dans cetto hypothèse, au cas où 
finissent un déplacement virluol quelconque et sont, par conséquent, des fonctions de x et 
de Y tout à fait arbitraires. Il ne sera donc pas inutile de rétablir le calcul dans l'hypothèse 
où sont quelconques. 

Posons 

(1)  

on aura 

(a)  

Écrivons l'équation aux différentielles totales 

et difîérentions-la par . Nous aurons 

( 3 )  

Ajoutons les équations (a ) et (3) et remarquons que l'on peut intervertir l 'ordro des carac­
téristiques d, , co qui fait disparaître les termes en Il viondra 

( i)  

Dans cette équation, dx, dy peuvent prendre toutes les valeurs possibles. Supposons d'a-
bord 

dy = o ; 

on aura 

et, par conséquent, l'équation (4) nous donnera la formule 

(5)  
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32. Gela posé, on aura, en différentiant, 

qui fora connaître On trouvera de môme, en faisant dx = o, 

(fi)  

ce sont les doux premières formules do Lagrange. Comme elles s'appliquent à une fonc­
tion quelconque, on peut y romplacer s par z'. La valeur do u deviendra alors 

et les formules (5) et (6) nous donneront 

On peut se servir encore des équations (5) et (6) pour simplifier les formules précédentes, 
ot l'on trouvera alors 

A ces relations on peut évidemment ajouter la suivante 

qui complète l'ensemble de celles que Lagrange démontre dans l'hypothèse particulière où 
il s'est placé et par l'emploi de différentiations qui sont légitimes, mais ne sont peut-être pas 
suffisamment expliquées. 

L'affirmation de Lagrango, « nous verrons par la suito quo cotto supposition a toute la 
généralité quo l'on peut désirer », paralt so rapporter à une autre partie du calcul, donnéo à 
l'article 34, colle qui est relative à la variation de l'élément superficiel dxdy. Dans le cas où  

dépend de la seule variable x et de la seule variable y, la variation du rectangle dxdy 
est en effel très facile à calculer ; car ce rectangle se transforme en un rectangle de côtés  

et, par conséquent, sa variation s'obtient immédiatement ot est 
égale a  

Le calcul serait moins simple si ' dépendaient à la fois des deux variables x e t y . Mais 
ce calcul est complètement développé pour le cas de trois variables aux articles 12,13 et 14 
de la Section V I I , auxquels Lagrange a eu sans doute l'intention de renvoyer le lecteur. 

(GD.) 
XI. 14 
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Il est clair que 

ainsi l’on aura  

ou bien  

On aura de même 

à cause de  

On aura ensuite 

Substituant la valeur de , on aura 

On aura de même  

Substituant aussi la valeur de ', on aura, à cause de  

On trouvera pareillement 

et ainsi de suite. 

33. Donc, si l’on fait, pour abréger, 



PREMIÈRE PARTIE. - SECTION IV. 107 

et qu'on observe que 

on aura plus simplement 

Faisant ces substitutions dans l'expression de , mettant 

a la place de et ordonnant les termes par rapport à 
on aura 

Désignons par les différences partielles de U, relatives 

à x et y, en regardant s comme fonction de ces deux variables; il est 
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clair qu'on aura 

Ainsi la variation complète de U se réduira à cette forme simple 

34. Donc, si l 'on a une fonction intégrale double Udxdy à 

rendre un maximum ou un minimum, on aura l'équation 

Or, en faisant tout varier, on a où 
il faut remarquer que, dxdy représentant un rectangle qui est l'élé­
ment du plan des xy, ce rectangle demeurera rectangle après les 
variations des coordonnées x, y, dans la supposition adoptée 
que ne dépende point dey, ni de x; de sorte que la variation de 
dxdy sera simplement dy ; donc, comme 

puisque sont censés fonctions de x seul et de y seul, on aura 

Substituant la valeur de et faisant disparaître par des intégrations 
partielles les différentielles des variations il restera sous 

le double signe les termes 
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dans lesquels 

en faisant, pour abréger, 

et supposant que les différentielles partielles renfermées entre deux 
parenthèses représentent les valeurs complètes de ces différences, en 
y regardant z comme fonction de x, y. 

35, Ainsi, à cause de les termes sous le 

double signe donneront simplement l'équation 

d'où, en égalant séparément à zéro les coefficients de on 
n'aura que l'équation comme si l'on n'avait fait varier que la 
seule variable z. 

On voit donc que, dans les questions de maximis et minimis relatives 
à des intégrales doubles, dans lesquelles une des trois variables est 
fonction des deux autres, il n'y a rigoureusement qu'une seule équa-
tion qu'on peut trouver directement, en ne faisant varier par que la 
seule variable qui est censée fonction des deux autres ( ' ) ; et cette 

( ' ) Il est évident a priori qu'il suffit do fairo varier z; car, quelles que soiont deux sur-
faces infiniment voisines, on peut toujours passer de l'une à l'autre en donnant à s un 
accroissement qui dépende d'une manière convenable des deux autres coordonnées x ot y. 
Il pourra être plus ou moins commode de considérer celles-ci comme ayant ou n'ayant pas 
la môme valeur aux points correspondants ; mais il est évidemment permis de faire l'une 
ou l'autre hypothèse. (J. Bertrand.) 
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équation est celle de la surface qui satisfait à la question. C'est ainsi 
qu'on a trouve l'équation aux différences partielles de la moindre sur­
face, en faisant et ce que nous venons de 
démontrer prouve que cette équation remplit complètement les condi­
tions du problème, quelques variations qu'on attribue aux trois coor­
données de la surface. 

36. On peut appliquer les formules des variations que nous venons 
de trouver à l'équilibre. d'un système superficiel de particules dm 
tirées par des forces quelconques. 

En n'ayant égard qu'à la condition de l'invariabilité de dm, on aura 
d'abord, comme dans l'article 25, l'équation générale de l'équilibre 

Ici la valeur de dm sera de la forme Udxdy, et l'on aura, par consé­
quent (art. 34),  

Substituant cette valeur, ainsi que celle de de l'article 33, dans la 

formule intégrale dm, et faisant disparaître, par des intégra­

tions par parties, les différences des variations il ne restera 
sous le double signe que les termes 

dans lesquels  

en conservant les valeurs de U', U„ U", U'', . . . de l'article 34. 
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Ajoutons à ces termes ceux qui proviennent de l'intégrale dm, 

savoir, en substituant les valeurs de Su et dm, 

et remettons pour savaleur (art. 33); l'équation 

générale de l'équilibre contiendra, sous le double signe les termes 

suivants, ordonnés par rapport aux variations  

d'où l'on tire les trois équations 

La dernière donne et, cette valeur étant substituée dans 

les deux autres, on a, après avoir divisé par U, 

La première donne fonct. y ; la seconde d o n n e t b n e t . x ; 
donc on aura 

a étant une constante. Substituant cette valeur dans l'équation gêné-
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rale de l'équilibre, elle deviendra 

savoir  

équation du maximum ou minimum de la formule intégrale dm 

parmi toutes celles dans lesquelles la valeur de la formule est 
la même. 

Ainsi voilà le problème de Mécanique ( ') réduit à une simple ques­
tion demaxirnis et minimis, dont la solution ne dépend que de la varia­
tion de la seule coordonnée z, qui est supposée fonction de.x,y (art. 35). 

On pourra étendre cette théorie aux formules intégrales triples et 
en déduire des conclusions semblables. 

(1) Lagrange no définit pas d'une manière complète le système superficiel do molécules 
auquel il applique son analyse. Si l'on a en vue une surface flexibio ot inextensible, non 
seulement les éléments superficiels restent invariables, mais aussi les éléments linéaires. 
Lagrango ne tient pas compte de l'invariabilité des éléments linéairos, et les équations qu'il 
obtient no peuvent donner, par conséquent, la solution complèto du problème. La question 
a été reprise dans ces derniers temps par M. Lecornu dans un Mémoire Sur l'équilibre des 
surfaces ƒlexibles et inextensibles (Journal de l'École Polytechnique, XLVl l l 'Cah ie r ) et 
par M. Boltrami. Voir le Mémoire Sull' equilibrio délle superficie ƒlessibili ed inestendibili 
(Memoric dell' Accademia délie Scienze dell' Istituto di Bologna, 40 série, t. I I I ) , où 
M. Beltrami résout la question, précisément par l'emploi du principo des vitesses virtuollos. 

(G.D.) 
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SECTION CINQUIÈME. 
SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE STATIQUE. 

Nous allons présentement montrer l'usage de nos méthodes dans 
différents problèmes sur l'équilibre des corps; on verra par l'unifor­
mité et la rapidité des solutions combien ces méthodes sont supé­
rieures à celles que l'on avait employées jusqu'ici dans la Statique. 

CHAPITRE I. 

DE L'ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A UN MÊME POINT, 

DE LA COMPOSITION ET DE LA DÉCOMPOSITION DES FORCES. 

1. Soit proposé de trouver les lois de l'équilibre d'autant de forces 
qu'on voudra, P, Q, R, . . . , toutes appliquées à un même point et diri-
gées vers des points donnés. 

Nommantp, q, r,... les distances rectilignes entre le point commun 
d'application de ces forces et leurs points de tendance, on aura la for­
mule 

pour la somme des moments de toutes les forces, laquelle doit être 
nulle dans l'état d'équilibre. 

Soient les trois coordonnées rectangles du point auquel 
toutes les forces sont appliquées; et soient de même a, b, c les coor-
données rectangles du point auquel tend la force celles du 
point auquel tend la force Q; /, m, n celles du point auquel tend la 
force R, et ainsi des autres; ces coordonnées étant toutes rapportées 

XI . I5 
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aux mêmes axes fixes dans l'espace. On aura évidemment 

et la quanti té se transformera en celle-ci 

dans laquelle on aura 

Il n'est pas inu t i le de remarquer que, dans ces expressions, les quan­

tités sont égales aux cosinus des angles que la 

ligne p, e'est-à-dire la direction de la force P, fait avee les axes des x, 

y, z; que, de même, sont les cosinus des angles 

que la direct ion de la force Q fait avec les mêmes axes; et ainsi de 

suite (Sect. I I , art . 7 ) . 

§ I. — De l'équilibre d'un corps ou point tiré par plusieurs forces. 

2. Cela posé, supposons en premier l ieu que le corps ou point 

auquel les forces P, Q, R, . . . sont appliquées soit entièrement l i b r e ; 

il n'y aura alors aucune équation de condit ion entre les coordonnées or, 

y, z, et la quanti té Xdx + Ydy+Zdz devra être nu l le indépendam­

ment des valeurs de dx, dy ds (Sect. I I , art . 10) ; ce qui donnera sur-

le-champ ces trois équations part iculières 

X = o, Y = o, Z = o. 
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Ce sont les équations qui renferment les lois de l'équilibre de tant de 

forces qu'on voudra, concourantes à un même point. 

3. Si, dans les expressions de X, Y, Z, on fait P = p, Q = y, 
R = r, . . . , ce qui est permis, puisqu'il est indifférent à quels points 
pris dans les directions des forces elles soient supposées tendre, on 
aura ces équations 

d'où l'on tire, en supposant que le nombre des forces P, Q, R, . . . 
soit µ.,  

et ces expressions de x, y, z font voir que le point auquel sont appli­
quées les forces est dans le centre de gravité des points auxquels ces 
forces tendent. 

De là résulte le tbéorème de Leibnitz, que, si tant de puissances 
qu'on voudra sont en équilibre sur un point et qu'on tire de ce point 
des droites qui représentent tant la quantité que la direction de chaque 
puissance, le point dont il s'agit sera le centre de gravité de tous les 
points auxquels ces lignes seront terminées. 

Si donc il n'y a que quatre puissances et qu'on imagine une pyra­
mide dont les quatre angles soient aux extrémités des droites qui 
représentent les puissances, il y aura équilibre entre ces quatre puis­
sances lorsque le point sur lequel elles agissent sera dans le centre de 
gravité de la pyramide; car on sait, par la Géométrie, que le centre de 
gravité de toute la pyramide est le même que celui de quatre corps 
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égaux qui seraient placés aux quatre coins de la pyramide. Ce dernier 
théorème est dû à Roberval. 

4. Supposons, en second lieu, que le corps ou point sur lequel 
agissent les forces P, Q, R, . . . ne soit pas tout à fait libre, mais qu'il 
soit contraint de se mouvoir sur une surface ou sur une ligne donnée; 
on aura alors, entre les coordonnées x, y, s, une ou deux équations 
de condition, qui ne seront autre chose que les équations mêmes de la 
surface ou de la ligne dont il s'agit. 

Soit done 
L = o 

l'équation de la surface sur laquelle le corps ne peut que glisser; on 
ajoutera à la somme des moments des forces Xdx +Ydy +Zd3 le 
terme dL (Sect. IV, art. 3), et l'on aura, pour l'équation générale de 
l'équilibre,  

A étant une quantité indéterminée. 
Or, L étant une fonction connue de x , y , z, on aura, par la différen-

tiation, 

donc, substituant et égalant ensuite séparément à zéro la somme des 
termes multipliés par chacune des différences dx, dy, dz, on aura ces 
trois équations particulières de l'équilibre 

d'où, chassant l'indéterminée X, on aura ces deux-ci 
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lesquelles renferment, par conséquent, les conditions cherchées de 
l'équilibre du corps sur la surface proposée. 

5. Si l'on applique maintenant ici la théorie donnée dans l'article 5 
de la Section IV, on en conclura que la surface doit opposer au corps 
une résistance égale à 

et dirigée suivant la perpendiculaire à la surface qui aurait pour équa­
tion dL = o, c'est-à-dire perpendiculairement à la même surface sur 
laquelle le corps est posé; et, comme on a 

il s'ensuit que la pression du corps sur la surface (pression qui doit 
être égale et directement contraire à la résistance de la surface) sera 
exprimée par et agira perpendiculairement à la même 
surface; c'est uniquement à cette condition que se réduisent les deux 
équations trouvées ci-dessus pour l'équilibre du corps, comme on peut 
s'en assurer par la méthode de la composition des forces. 

6. Au reste, clans le cas d'un seul corps tiré par des puissances 
données, on peut trouver encore plus simplement les conditions de 
l'équilibre, en substituant immédiatement dans l'équation 

X dx + Y dy + Zdz = o, 

à la place de la différentielle dz, sa valeur 

tirée de l'équation différentielle de la surface donnée sur laquelle le 
corps peut glisser et égalant ensuite séparément à zéro les coefficients 
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des différentielles dx et dy qui demeurent indéterminées, suivant la 
méthode générale de l'article 10 de la Section I I . 

On aura ainsi, sur-le-champ, les deux équations 

qui reviennent à celles que l'on a trouvées plus haut. 
Pareillement, si le corps était assujetti à se mouvoir sur une ligne 

de ligure donnée et déterminée par les deux équations différentielles 
dy =pdx , dz = q dx, il n'y aurait qu'à substituer ces valeurs de dy 
et dz dans Xdx +h Y dy + Z dz = o, et l'on aurait, en divisant par dx, 

X+YP+ZQ = O, 

pour la condition de l'équilibre. 
Mais, dans tous les cas où il y aurait plusieurs corps en équilibre, 

la méthode des coefficients indéterminés, exposée dans la Section pré­
cédente, aura toujours l'avantage, tant du côté de la facilité que de 
celui de la simplicité et de l'uniformité du calcul. 

§ I I . — De la composition et de la décomposition des forces. 

7. L'équation identique 

P dp + Q dq + R dr + . . . = X dx + Y dy + Z dz, 

trouvée dans l'article 1, montre que le système des forces P, Q, H, .. . 
dirigées suivant les lignes p, q, r, . . . est équivalent au système des 
trois forces X, Y, Z dirigées suivant les lignes x, y, z (Sect. I I , art. 15). 
Ainsi les quantités X, Y, Z donnent les valeurs des forces P, Q, R; . . . , 
décomposées suivant les trois coordonnées rectangles x, y, z et ten­
dantes à diminuer ces coordonnées, comme les forces P, Q, R, . . . sont 
supposées tendre à diminuer les lignesp, q, r, 
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8. En général, si des forces quelconques P, Q, R, . . . , dirigées sui­
vant les lignes p, q, r, . . . , agissent sur un même point, on pent tou­
jours réduire toutes ces forces à trois autres dirigées suivant les 
lignes pourvu que ces trois lignes ne soient pas toutes dans le 
même plan. Car, comme trois lignes placées dans différents plans suf­
fisent pour déterminer la position d'un point quelconque dans l'espace, 
on pourra toujours exprimer les valeurs des lignes p, q, r, . . . en fonc­
tions des trois quantités et, par le théorème de l'article 15 de 
la Section I I , les forces P, Q, R, ... seront équivalentes (1) aux trois 
forces exprimées par les formules 

et dirigées suivant les lignes ou seulement suivant les élé­
ments si quelques-unes de ces lignes étaient circulaires. 

Ces formules peuvent être d'une grande utilité dans plusieurs occa­
sions, et surtout lorsqu'il s'agit de trouver les résultantes d'une infinité 
de forces qui agissent sur un même point, comme l'attraction d'un 
corps de figure quelconque. 

9. Soit m la masse d'un corps dont chacun des éléments dm soit 

regardé comme le centre d'une force P proportionnelle à dm et à une 

fonction de la distance p; en faisant l'élé­

ment dm donnera, dans l'expression de le terme dm, dont 

l'intégrale relative à toute la masse m sera le résultat de l'attraction de 
cette masse; et, comme cette intégration est indépendante de la diffé-

(1) Nous avons remarqué plus haut que ce théorème est soumis à dos restrictions. La 
même observation s'applique à la conclusion qu'on en déduit ici. Voir une Note de 
M. Poinsot à la fin du Volume. (J. Bertrand.) 
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rentiation relative à , on pourra donner à l'intégrale dont il s'agit la 

forme (p)dm, de sorte qu'en faisant 

on aura  

et il ne s'agira plus que de substituer au lieu de p, dans la fonc­
tion F(p), sa valeur exprimée en fonction des coordonnées qui déter­
minent la position de chaque particule dm dans l'espace et des coor­
données du point attiré, et d'exécuter ensuite séparément 
l'intégration relative aux premières et les différentiations relatives aux 
dernières. 

Dans le cas de la nature, on a , et, par 

conséquent,  

Soient a, b, c les coordonnées de chaque particule dm du corps; on 
aura, en supposant la densité de cette particule exprimée par F fonc­
tion de a, b, c, 

donc  

Or, x, y, z étant les coordonnées du point attiré, on a (art. 1) 

donc  

10. Le cas le plus simple est celui où le corps attirant est une 
sphère. Dans ce cas, en faisant T= I et supposant le centre de la 
sphère dans l'origine des coordonnées du point attiré, on a 
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m étant la solidité de la sphère, qu'on sait être égale à en 

prenant a pour le rayon et pour le rapport de la circonférence au 
diamètre. 

Si la densité T était variable dans l'intérieur de la sphère, en la sup­

posant fonction de a, on ferait  
On peut encore avoir la valeur de lorsque le corps attirant est un 

sphéroïde elliptique, dont la surface est représentée par l'équation 

A, B, C étant les demi-axes des trois sections principales, et a, b, c les 
coordonnées rectangles de la surface prises sur les trois axes et ayant 
leur origine dans l'intersection commune des axes, qui est le centre du 
sphéroïde. Mais l'expression générale de cette valeur dépend d'une 
formule intégrale assez compliquée et par laquelle il est impossible 
d'avoir en fonction de x, y, z. 

Cependant, si l'on suppose que le sphéroïde soit peu différent de la 
sphère ou que la distance du point attiré au centre du sphéroïde soit 
fort grande par rapport à ses axes, on peut exprimer la valeur générale 
de par une série convergente délivrée de toute intégration. M. Laplaco 
a donné, dans sa Théorie des attractions des sphéroïdes ( I ), une très belle 
formule par laquelle on peut former successivement tous les termes de 

la série et qui montre en même temps que la valeur de m étant la 

solidité du sphéroïde, ne dépend que des quantités B2 — A2 et C2 - A2 

qui sont les carrés des excentricités des deux sections qui passent par 
le même demi-axe A. 

J'ai trouvé qu'en partant do ce résultat et faisant usage du théorème 
que j'ai donné dans les Mémoires de Berlin de 1792-93 ( 2 ) , on pouvait 

(1) Voir Mécanique célent, t, I I , Livre III, Chap, I et IL (J. Bertrand.) 
(2) Œuvres de Lagrange, t, V, p. 645. 

X I , 16 
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construire tout d'un coup la série dont il s'agit, par le seul développe­

ment du radical 

suivant les puissances de b et c, en ne conservant que les termes qui 

contiennent des puissances paires de b et c et transformant chacun de 

ces termes, comme Hb a mc 2 n , en 

m étant la solidité du sphéroïde, qui est exprimée par ABC. 

Ainsi, pour avoir tout de suite la série ordonnée suivant les puis­

sances de v et s, on fera 

et l'on développera d'abord le radical  

suivant les puissances de y, z; en ne retenant que les puissances 

paires, on aura 

On développera ensuite les radicaux suivant les 

puissances de b2 ,c2, et l'on transformera ces puissances en puissances 

de B2 — A2, C2 — A2 par la formule donnée ci-dessus. De cette manière, 

si l'on fait, pour plus de simplicité, 

e et i étant les excentricités des deux ellipses formées par les sections 

qui passent par les demi-axes A, B et A, C, on aura pour une expres­

sion en série de cette forme 
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dans laquelle 

On n'a poussé l'approximation que jusqu'aux quatrièmes dimensions 
de e et de i; mais il est facile de la porter aussi loin qu'on voudra. 

Si le sphéroïde était composé de couches elliptiques de différentes 
densités, alors, en faisant varier dans l'expression de les quantités,A, 

B, C et par conséquent aussi e et i, on aurait pour la valeur de  
relative à ce sphéroïde. 

Ayant ainsi la valeur de en fonction des coordonnées rectangles a?, 
y, z du point attiré, on aura immédiatement, par la diflerentiation, 

les forces suivant ces coordonnées, dues à l'attraction totale 

du sphéroïde. 
Et si, au lieu des coordonnées x, y et z, on prend le rayon r avec 

deux angles tels que l'on ait 

on aura l'attraction du sphéroïde décomposée, dans le sens du rayon r 
qui joint le point attiré et le centre du sphéroïde, perpendiculairement 
à ce rayon dans le plan qui passe par le demi-axe A, et perpendicu­
lairement au même rayon dans un plan parallèle à celui qui passe par 



124 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

les demi-axes B et C, par les trois différentielles partielles 

Ces formules sont surtout utiles dans la théorie de la figure de la 
Terre. 

CHAPITRE I I . 

DE L'ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES APPLIQUÉES A UN SYSTÈME DR CORPS, CONSIDÉRÉS 

COMME DES POINTS ET LIÉS ENTRE EUX PAR DES FILS OU PAR DES VERGES. 

11. Quelles que soient les forces qui agissent sur chaque corps, 
nous avons vu ci-dessus (art. 7) comment on peut toujours les réduire 
à trois, X, Y, Z, dirigées suivant les trois coordonnées rectangles oc, 
y, Z du même corps et tendantes à diminuer ces coordonnées. 

Nous supposerons donc, pour plus de simplicité, ici et dans la suite, 
que toutes les forces extérieures qui agissent sur un même point soient 
réduites à ces trois, X, Y, Z. Ainsi la somme des moments de ces forces 
sera exprimée, en général, par la formule 

par conséquent, la somme totale des moments de toutes les forces du 
système sera exprimée par la somme d'autant de formules semblables 
qu'il y aura de corps ou points mobiles, en marquant par un, deux, 
trois, . . . traits les quantités qui se rapportent aux différents corps que 
nous nommerons premier, deuxième, troisième,.... 

De cette manière, on aura donc, pour la somme des moments des 
forces qui agissent sur trois ou sur un plus grand nombre de corps, la 
quantité 

et il ne s'agira plus que de chercher les équations de condition 

L = o, M = o, N = o, ..., 

résultantes de la nature du problème. 
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Ayant L, M, N, . . . ou seulement leurs différentielles en fonctions 

de x', y', z', x'\ . . . et prenant des coefficients indéterminé 

v . . . on ajoutera à la quantité précédente les termes 

et l'on égalera ensuite séparément à zéro les membres affectés de cha­

cune des différences (Sect. I V , art. 5 ) . 

§ I. — De l'équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à un ƒil 

inextensible ou extensible et susceptible de contraction. 

12. Considérons premièrement trois corps attachés fixement à un fil 

inextensible; les conditions du problème sont que les distances entre 

le premier et le deuxième corps, et entre le deuxième et le troisième, 

soient invariables, ces distances étant les longueurs des portions de fil 

interceptées entre les corps. 

Nommantƒ la première de ces distances et g la seconde, on aura 

pour les équations de condition; donc 

et l'équation générale de l'équilibre des trois corps sera 

Or il est visible qu'on aura 

donc, en différentiant, 
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ces valeurs étant substituées, on aura les neuf équations suivantes 

pour les conditions de l'équilibre du fil 

et il n'y aura plus qu'à éliminer de ces équations les deux inconnues 
et ; ce qui peut se faire de plusieurs manières, lesquelles fourniront 
aussi des équations différentes, ou présentées différemment, pour 
l'équilibre des trois corps attachés au fil : nous choisirons celle qui 
paraîtra la plus simple. 

On voit d'abord que, si l'on ajoute respectivement les trois premières 
équations aux trois suivantes et aux trois dernières, on obtient ces 
trois-ci, délivrées des inconnues  

lesquelles montrent que la somme de toutes les forces parallèles à 
chacun des trois axes des coordonnées doit être nulle, et ne sont 
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qu'un cas particulier des équations générales trouvées dans la Sec-
tion I I I , § I . 

Il ne reste donc plus qu'à trouver quatre autres équations; pour 
cela, faisant abstraction des trois premières, j'ajoute respectivement 
les trois du milieu aux trois dernières; j'ai celles-ci, où ne se trouve 
plus,  

et qui, par l'élimination de , donnent les deux suivantes : 

Enfin, considérant séparément les trois dernières équations qui con­
tiennent µ. seul et éliminant µ, on aura ces deux autres-ci 

Ces sept équations (') renferment les conditions nécessaires pour 
l'équilibre des trois corps et, étant jointes aux équations de condition 
ƒet g égales à des quantités données, suffisent pour déterminer la 
position de chacun d'eux dans l'espace. 

(1) Il est à peine besoin de faire observer que ces sept équations sont, on quelque sorio, 
évidentes a priori, et qu'on pourrait les écrire sans recourir au principe des vitesses vir­
tuelles. Mais le but de Lagrange n'est pas de traiter chaque question particulière de la 
manière la plus simple : il veut seulement montrer comment on peut se dispenser d'un rai­
sonnement spécial à chaque cas, et réduire la Statique à un simple mécanisme de calcul. 
Lagrange, du reste, n'a jamais dit ni prétondu dire qu'il fût convenable d'aborder ainsi 
l'étude de la Mécanique. (J. Bertrand.) 
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13. Si le fil, supposé toujours inextensible, était chargé de quatre 

corps, tirés respectivement par les forces X', Y' , Z'; X", Y", Z"; X", . . . , 

suivant les directions des trois axes des coordonnées rectangles, on 

trouverait, par des procédés semblables qu'il me paraît inutile de 

répéter, les neuf équations suivantes pour l'équilibre de ces quatre 

corps :  

11 est facile maintenant d'étendre cette solution à tel nombre de 

corps qu'on voudra, et même au cas de la funiculaire ou chainetle; 

mais nous traiterons ce cas en particulier, par la méthode exposée 

dans le § II de la Section précédente. 

11 . On aurait une solution plus simple à quelques égards, si l'on 

introduisait d'abord dans le calcul l'invariabilité des distancesƒ, g 

Ainsi , en se bornant au cas de trois corps et nommant les 

angles que les lignesƒ, g font avec le plan des les angles 

que les projections de ces lignes sur le même plan font avec l'axe des 

x, on aura 
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Substituant les valeurs de tirées de ces équations 
dans la formule générale de l'équilibre de trois corps 

en faisant varier simplement les quantités a?', y', z', dont 
les variations demeurent indéterminées, et égalant séparément à zéro 
les quantités multipliées par chacune de ces variations, on aura les 
sept équations  

dont les cinq premières coïncident immédiatement avec celles qu'on a 
trouvées dans l'article 12 par l'élimination des indéterminées 
et dont les deux dernières s'y réduisent facilement, en éliminant les 
Y", Y''' par le moyen de la quatrième et de la cinquième. 

Mais, si de cette manière on parvient plus directement aux équations 
finales, c'est qu'on a employé une transformation préliminaire des 
variables, laquelle renferme les équations de condition; au lieu qu'en 
employant immédiatement les équations avec des coefficients indéter-
minés, comme dans l'article 12, la solution du problème est réduite à 
un pur mécanisme de calcul. De plus, on a, par ces coefficients, la 
valeur des forces que les vergesƒet g doivent soutenir par leur résis 
tance à s'allonger, comme on le verra ci-après. 

15. Si l'on voulait que le premier corps fût fixe. alors les diffé-
rences dx', dy', dz' seraient nulles et les termea affectés de ces diffé-

XI. 17 
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rences disparaîtraient d'eux-mêmes dans l'équation générale de l'équi­
libre. Ainsi les trois équations de l'article 12, savoir 

n'auraient point lieu; donc les équations 

n'auraient pas lieu non plus, mais toutes les autres demeureraient les 
mêmes. Ce cas est, comme l'on voit, celui où le fil serait attaché 
fixement par une de ses extrémités. 

Et, si le fil était attaché par ses deux extrémités, alors on aurait non 
seulement mais aussi  
dz'"= o; et les termes affectés de ces six différences dans l'équation 
générale de l'équilibre disparaîtraient et feraient, par conséquent, dis­
paraître aussi les six équations particulières qui en dépendent. 

En général, si les deux extrémités du fil n'étaient pas tout à fait 
libres, mais qu'elles fussent attachées à des points mobiles suivant 
une loi donnée, cette loi, exprimée analytiquement, donnerait une ou 
plusieurs équations entre les différences dx', dy', dz', qui se rapportent 
au premier corps, et les différences dx''', dy"', dz'", qui se rapportent au 
dernier; et il faudrait ajouter ces équations, multipliées chacune par 
un nouveau coefficient indéterminé, à l'équation générale de l'équi­
libre trouvée plus haut; ou bien on substituerait dans cette équation 
générale la valeur d'une ou de plusieurs de ces différences tirée des 
équations dont il s'agit, et l'on égalerait ensuite à zéro le coeffi­
cient de chacune de celles qui restent, ainsi qu'on l'a fait ci-dessus 
(art. 14). Comme cela n'a aucune difficulté, nous ne nous y arrêterons 
pas. 

16. Pour connaître les forces qui proviennent de la réaction du fil 
sur les différents corps, il n'y aura qu'à faire usage de la méthode 
donnée pour cet objet dans la Section précédente (art. 5). 
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On considérera donc que l’on a, dans le cas présent, 

Donc : 
I° On aura, par rapport au premier corps dont les coordonnées sont 

x', y', z', 

donc 

Ainsi le premier corps recevra par l'action des autres une force égale 
à et dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée 
par l'équation dL = dƒ=o, en y faisant varier simplement x', y', z'; 
or il est visible que cette surface n'est autre chose qu'une sphère dont 
le rayon est ƒ et dont le centre répond aux coordonnées par 
conséquent, la force sera dirigée suivant ce même rayon, c'est-à-dire 
le long du fil qui joint le premier et le second corps. 

20 On aura de même, par rapport au second corps dont les coordon-
nées sont  

donc 

d'où il s'ensuit que le second corps recevra aussi une force dirigée 
perpendiculairement à la surface dont l'équation est , en 
faisant varier x", y, z"; cette surface est de nouveau une sphère dont 
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le rayon estƒ, mais dont le centre répondra aux coordonnées x', y', z' 
du premier corps; par conséquent, la force qui agit sur le second 
corps sera aussi dirigée suivant le fil/qui joint ce corps au premier. 

3° On aura encore, par rapport au second corps, 

donc  

De sorte que le second corps sera poussé de plus par une force égale 
à µ, dont la direction sera perpendiculaire à la surface représentée par 
l'équation dg=o, en faisant varier x'', y", z"; cette surface n'étant 
autre chose qu'une sphère dont le rayon est g, il s'ensuit que la direc­
tion de la force µ sera suivant ce rayon, c'est-à-dire suivant le fil qui 
joint le deuxième corps au troisième. 

On fera le même raisonnement par rapport aux autres corps et l'on 
en tirera des conclusions semblables. 

17. Il est évident que la force produite dans le premier corps, 
suivant la direction du fil qui joint ce corps au suivant, et la force 
égale à , mais directement contraire, qui agit sur le deuxième corps 
suivant la direction du même fil, ne peuvent être que les forces qui 
résultent de la réaction de ce fil sur les deux corps, c'est-à-dire de la 
tension que souffre la portion du fil interceptée entre le premier et le 
deuxième corps, de sorte que le coefficient exprimera la quantité de 
cette tension. De même le coefficient µ exprimera la tension de la por­
tion du fil interceptée entre le deuxième et le troisième corps, et ainsi 
de suite, 

Au reste, on a supposé tacitement, dans la solution du problème 
dont il s'agit, que chaque portion du fil était non seulement inexten-
sible, mais aussi raide, en sorte qu'elle conservait toujours la même 
Jongueur; par conséquent, les forces n'exprimeront les ten-
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sions qu'autant qu'elles seront positives et tendront à rapprocher les 
corps; mais, si elles étaient négatives et tendaient à les éloigner l'un 
de l'autre, alors elles exprimeraient plutôt les résistances que le fil 
doit opposer au corps par le moyen de sa raideur ou incompressi­
bilité. 

18. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer et pour 
donner en même temps une nouvelle application de nos méthodes, 
nous supposerons que le fil auquel les corps sont attachés soit élas­
tique dans le sens de sa longueur et susceptible d'extension et de 
contraction, et que F, G, . . . soient les forces de contraction des por­
tions du filf, g,... interceptées entre le premier et le deuxième corps, 
entre le deuxième et le troisième, . . . . 

Il est clair, par ce qu'on a dit dans l'article 9 (') de la Section I I , 
que les forces F, G, . . . donneront les moments  

Il faudra donc ajouter ces moments à ceux qui viennent de l'action 
des forces étrangères, et que nous avons vus plus haut (art. 11) être 
représentés par la formule 

pour avoir la somme totale des moments du système; et, comme il n'y 
a, d'ailleurs, aucune condition particulière à remplir relativement à 
la disposition des corps, on aura l'équation générale de l'équilibre en 
égalant simplement à zéro la somme dont il s'agit; cette équation sera 
donc 

Substituant les valeurs de df, dg, . . . trouvées ci-dessus (art. 12) 

(1) H vaut mieux renvoyer, pour l'évaluation de ces moments, à l'article 4 de la Sec­
tion I I ; on y trouvera la démonstration du résultat indiqué ici. Quant à l'article 9, nous 
avons fait remarquer qu'il suppose l'emploi d'une locution détournée .qui n'est pas sans 
inconvénients. (J. Bertrand.) 
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et égalant à zéro la somme des termes affectés de chacune des diffé­
rences dx', dy', . . . , on aura les équations suivantes pour l'équilibre 
du fil dans le cas dont il s'agit 

lesquelles sont analogues à celles du même article pour le cas où le fil 
est inextensible et donnent, par la comparaison,  

D'où l'on voit que les quantités F, G, .. . (') , qui expriment ici les 
forces des fils supposés élastiques, sont les mêmes que celles que nous 
avons trouvées ci-dessus (art. 16), pour exprimer les forces des mêmes 
fils dans la supposition qu'ils soient inextensibles. 

49. Reprenons encore le cas d'un fil inextensible chargé de trois 
corps, mais supposons en même temps que le corps du milieu puisse 

(1) Il est évident, a priori, qu'il doit en être ainsi; et, si Lagrange s'est abstenu de le 
faire remarquer, c'est pour la raison indiquée plus haut (art. 12). On comprend, en effet, 
qu'une fois l'équilibre établi, le fil ayant pris une certaine longueur qui ne varie plus, peu 
importe que celte longueur soit ou ne soit pas assujettie à demeurer eonslante. 

(J. Bertrand.) 
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couler le long du fil; dans ce cas, la condition du problème sera que la 
somme des distances entre le premier et le deuxième corps,et entre 
le deuxième et le troisième, soit constante; ainsi, nommant, comme 
ci-dessus, ƒet g ces distances, on aura ƒ+ g = const. et, par consé-
quent, . 

On multipliera donc la quantité différentielle df+ dg par un coeffi­
cient indéterminé et on l'ajoutera à la somme des moments des dif­
férentes forces qu'on suppose agir sur les corps, ce qui donnera cette 
équation générale de l'équilibre 

d'où (en substituant les valeurs de df et dg et égalant à zéro la somme 
des termes affectés de chacune des différences dx', dy', . . . ) on tirera 
les équations suivantes pour l'équilibre du fil 

dans lesquelles il n'y aura plus qu'à éliminer l'inconnue . 
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On voit par là comment il faudrait s'y prendre, s'il y avait un plus 
grand nombre de corps dont les uns fussent attachés fixement au fil et 
dont les autres y pussent couler librement. 

§ I I . — De l'équilibre de trois ou plusieurs corps attachés à une verge 
inflexible et raide. 

20. Supposons maintenant que les trois corps soient unis par une 
verge inflexible, en sorte qu'ils soient obligés de garder toujours entre 
eux les mêmes distances; il faudra, dans ce cas, que l'on ait non seu­
lement mais que la différentielle de la distance entre 
le premier et le troisième corps, que nous désignerons par h, soit aussi 
nulle; par conséquent, en prenant trois coefficients indéterminés,  
µ, v, on aura cette équation générale de l'équilibre 

Les valeurs de dƒet dg ont été déjà données ci-dessus; à l'égard de 
celle de dh, il est clair qu'on aura 

et, par conséquent, 

Faisant ces substitutions et égalant à zéro la somme des termes affectés 
de chacune des différences dx', dy', . . . , on aura ces neuf équations 
particulières  
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d'où il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées en 
sorte qu'il ne restera que six équations pour les conditions de l'é­
quilibre. 

21. D'abord il est clair, par la forme même de ces équations, qu'en 
ajoutant respectivement les trois premières aux trois suivantes et en­
suite aux trois dernières, on obtient sur-le-champ ces trois équations, 
délivrées de   

Rien n'est plus facile que de trouver encore trois autres équations 
par l'élimination de mais, pour y parvenir de la manière la 
plus simple et la plus générale, je commence par déduire des équa­
tions de l'article précédent ces neuf transformées 

XI. 18 



138 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

lesquelles étant, comme l'on voit, analogues aux équations primitives, 
donneront de la même manière, par la simple addition, ces trois-ci : 

Les trois équations trouvées ci-dessus montrent que la somme des 
forces parallèles à chacun des trois axes des coordonnées doit être 
nulle; les trois que nous venons de trouver renferment le principe 
connu des moments (en entendant par moment le produit de la puis­
sance par son bras de levier), par lequel il faut que la somme des 
moments de toutes les forces, pour faire tourner le système autour 
de chacun des trois axes, soit aussi nulle. Ainsi ces six équations ne 
sont que des cas particuliers des équations générales données dans la 
Section I I I , §§ I et II. 

22. Si le premier corps était fixe, alors les différences 
seraient nulles, et les trois premières des neuf équations de l'article 20 
n'existeraient pas; il n'y aurait donc alors que six équations, qui, par 
l'élimination des trois inconnues se réduiraient à trois. 

Pour arriver à ces trois équations, on peut s'y prendre d'une ma­
nière analogue à celle dont on s'est servi pour trouver les trois der-
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nières équations de l'article précédent, pourvu qu'on ait soin de faire 
en sorte que les transformées ne renferment point les indéterminées  

et v qui entrent dans les trois premières dont il faut maintenant 
faire abstraction; or c'est ce que l'on obtiendra par ces combinaisons 

et, si l'on ajoute maintenant les trois premières de ces transformées 
aux trois dernières, on aura sur-le-champ ces trois-ci 

lesquelles auront toujours lieu, quel que soit l'état du premier corps, 
puisqu'elles sont indépendantes des équations relatives à ce corps. 
Ces équations renferment, comme l'on voit, le même principe des 
moments, mais par rapport à des axes qui passeraient par le premier 
corps. 

23. Supposons qu'il y ait un quatrième corps attaché à la même 
verge inflexible, pour lequel les coordonnées rectangles soient  

et les forces parallèles à ces coordonnées  
Il faudra donc ajouter à la somme des moments des forces la quan­

tité  
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ensuite, comme les distances entre tous les corps doivent demeurer 

constantes, on aura, par les conditions du problème, non seulement  

comme dans le cas précédent, mais aussi  

en nommant l, m, n les distances du qua­

trième corps aux trois précédents. Ainsi l'équation générale de l'équi­

libre sera, dans ce cas, 

Les valeurs de dƒ, dg, dh sont les mêmes que ci-dessus; quant à 

celles de dl, dm, dn, il est visible qu'on aura 

et, par conséquent, 

Faisant ces substitutions et égalant à zéro la somme des termes affectés 

de chacune des différences dx', dy', . . . , on trouvera douze équations 

particulières, dont les neuf premières seront les mêmes que celles de 

l'article 20, en ajoutant respectivement à leurs premiers membres les 

quantités suivantes 
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et dont les trois dernières seront 

24. Comme il y a en tout douze équations et qu'il y a six indéter­
minées, éliminer, il ne restera, pour les conditions 
de l'équilibre, que six équations finales, comme dans le cas de trois 
corps; et l'on trouvera, par une méthode semblable a celle de l'ar­
ticle 21, ces six équations, analogues à celles de cet article, 

Au lieu des trois dernières, on pourra aussi substituer les trois sui­
vantes, qu'on trouvera par la méthode de l'article 22, et qui, étant 
indépendantes des équations relatives au premier corps, ont l'avan­
tage d'avoir toujours lieu, quel que soit l'état de ce corps : 

25. On voit maintenant comment il faudrait s'y prendre pour 
trouver les conditions de l'équilibre d'un nombre quelconque de 
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corps attachés à une verge ou à un levier inflexible. En général, il 
est visible que, pour que la position respective des corps demeure la 
même, il suffit que les distances des trois premiers corps entre eux 
soient constantes et que les distances de chacun des autres corps à 
ces trois-ci le soient aussi, puisque la position d'un point quelconque 
est toujours déterminée par les distances de ce point à trois points 
donnés, On fera donc, pour chaquè nouveau corps qu'on ajoutera au 
levier, les mêmes raisonnements et les mêmes opérations qu'on a 
faites dans l'article 23 relativement au quatrième corps, et chacun 
d'eux fournira trois nouvelles équations particulières avec trois nou­
velles indéterminées à éliminer; en sorte que les équations finales 
seront toujours en même nombre que dans le cas de trois corps, et 
elles seront de la même forme que celles que nous venons de trouver 
dans l'article précédent. 

Au reste, il est visible que ces équations rentrent dans celles que 
nous avons trouvées en général, pour l'équilibre d'un système libre 
quelconque, dans les articles 3 et 9 de la Section I I I . En effet, puisque, 
à cause de l'inflexibilité de la verge, les distances des corps entre eux 
sont inaltérables, il s'ensuit que l'équilibre doit avoir lieu si les mou­
vements de translation et de rotation sont détruits : on aurait donc pu, 
par cette seule considération, résoudre le problème précédent d'après 
les formules des articles cités; mais nous avons cru qu'il n'était pas 
inutile d'en donner une solution directe et tirée des conditions parti­
culières de la question. 

§ I I I . — De l'équilibre de trois ou plusieurs corps attaches 
à une verge à ressort. 

26. Considérons de nouveau le cas de trois corps joints par une 
verge, et supposons de plus que la verge soit élastique dans le point 
où est le second corps, en sorte que les distances de celui-ci au pre­
mier et au dernier soient constantes, mais que L'angle formé par les 
lignes de ces distances soit variable, et que l'effet de l'élasticité con-



PREMIÈRE PARTIE. - SECTION V. 143 

siste à augmenter cet angle et, par conséquent, à diminuer l'angle 
extérieur formé par un des côtés et par le prolongement de l'autre. 

Nommons E la force de l'élasticité (') et e l'angle extérieur qu'elle 
tend à diminuer; le moment de cette force sera exprimé par Ede 
(Sect. I I , art. 9), de sorte que la somme des moments de toutes les 
forces du système sera 

Or les conditions du problème sont les mêmes ici que dans l'ar­
ticle 12, c'est-à-dire df=o et dg=o. Donc on aura cette équation 
générale de l'équilibre 

et il ne s'agira que d'y substituer les valeurs de de, df, dg; celles de dƒ 
et dg sont les mêmes que dans l'article cité. 

Pour trouver la valeur de de, on remarquera qu'en nommant, comme 
dans l'article 20, h la distance rectiligrle entre le premier corps et le 
troisième, dans le triangle dont les trois côtés sont ƒ, g, h, l'angle 
opposé au côté h est 18o° — e; en sorte que, par le théorème connu, 
on aura  

d'où l'on tirera par la diflerentiation la valeur de de; et comme, par 
les conditions du problème, on a 

df=o et dg = o, 

(1) Le mot force est ici détourné de sa signification habiluolle. Lagrango regarde comme 
évident que, l'ensemble des forces qui sont produites par l'élasticité ayant une somme de 
momonts égale à zéro lorsque l'angle e est invariable, cotte somme peut être considérée, en 
général, comme proportionnelle à de, et il la représente alors par Ede, fi n'exprimant une 
force que si l'on adopte la convention de l'article 9, Section I I . Voir la Note relative à cet 
article. (J. Bertrand,) 



144 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

il suffira de faire varier e et h, ce qui donnera 

cette valeur étant substituée dans l'équation précédente, il est facile de 
voir qu'elle deviendra de la même forme que l'équation générale 
de l'équilibre dans le cas de l'article 20, en supposant dans celle-ci 

par conséquent, les équations particulières seront en­
core les mêmes dans les deux cas, avec cette seule différence que, dans 
celui de l'article cité, la quantité v est indéterminée et doit, par con­
séquent, être éliminée, au lieu que, dans le cas présent, cette quantité 
est toute connue (') et qu'il n'y a que les deux indéterminées à 
éliminer; en sorte qu'il doit rester une équation finale de plus que 
dans le cas cité, c'est-à-dire sept équations finales au lieu de six. Or, 
comme, soit que la quantité v soit connue ou non, rien n'empêche de 
l'éliminer avec les deux autres il est clair qu'on aura aussi, dans 
le cas présent, les mêmes équations qu'on a trouvées dans les arti­
cles 21 et 22; et, pour trouver la septième équation, il n'y aura qu'à éli­
miner dans les trois premières, ou dans les trois dernières des neuf 
équations particulières de l'article 20, et substituer pour v sa valeur 

27. Au reste, si dans la valeur de de on n'avait pas voulu supposer 
dƒet dg nuls, on aurait eu une expression de cette forme 

A et B étant des fonctions de ƒ, g, h, sine; alors les trois termes 

(1 ) II faudrait, pour quevfût considéré comme quantité connue, que E et e le fussent 
oux-mêmes; or il n'en est pas ainsi : E est une fonction inconnue de e et ne paraît pas 
susceptible d'une détermination directe. (J. Bertrand.) 
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de l'équation générale seraient devenus 

Mais, étant deux quantités indéterminées, il est visible qu'on 
peut mettre à leur place EB, moyennant quoi la quantité 
dont il s'agit deviendra 

comme si fetg n'eussent point varié dans l'expression de de. 
Si plusieurs corps étaient joints ensemble par des verges élastiques, 

on trouverait de la même manière les équations nécessaires pour l'équi­
libre de ces corps; et, eh général, notre méthode donnera toujours, 
avec la même facilité, les conditions de l'équilibre d'un système de 
corps liés entre eux d'une manière quelconque et animés de telles 
forces extérieures qu'on voudra. La marche du calcul est, comme l'on 
voit, toujours uniforme, ce qu'on doit regarder comme un des princi­
paux avantages de cette méthode. 

CHAPITRE I I I . 

DR L'ÉQUILIBRE D'UN FIL DONT TOUS LES POINTS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES, 

ET QUI EST SUPPOSÉ PLBXIBLE , OU INFLEXIBLE, OU ÉLASTIQUE, ET EN MEME TEMPS 

EXTENSIBLE OU NON. 

28. C'est ici le lieu d'employer la méthode que nous avons exposée 
dans le § Il de la Section IV. 

Nous supposerons toujours, pour plus de simplicité, que toutes les 
forces extérieures qui agissent sur chaque point du fil soient réduites à 
trois, X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, s de 
ce point. Ainsi, en nommant dm l'élément du fil, lequel est propor­
tionnel à l'élément ds de la courbe multiplié par l'épaisseur du fil, on 
aura, pour la somme des moments de toutes ces forces, relativement 

XI . ,9 
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à la longueur totale du f i l , cette formule intégrale (Sect. IV, art. 12) 

et, comme la quantité n'est qu'une transformée 
de (art. 1), si les forces P, Q, R, . . . sont 
telles que cette quantité soit intégrable, en nommant II son intégrale, 
on aura, comme dans l'article 25 de la Section IV, 

et la somme des moments sera exprimée par dm. 

§ I. — De l'équilibre d'un fil flexible et inextensible. 

29. Considérons d'abord le cas d'un fil parfaitement flexible et inex­
tensible; l'élément ds de la courbe de ce fil étant exprimé par 

il faudra, par la condition de l'inextensibilité, que ds soit une quantité 
invariable et qu'ainsi l'on ait, par rapport à chaque élément du f i l , 
cette équation de condition indéfinie . Multipliant donc ds=0 
par une quantité indéterminée et prenant l'intégrale totale, on aura 

ds; et, si l'on n'a point d'autre équation de condition, on aura 

l'équation générale de l'équilibre en égalant à zéro la somme des 

deux intégrales dm et  

Or, a y a n t n aura, e n différentiant s u i - v a n t   

donc 

changeant et intégrant par parties pour faire disparaître le d 
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avant , suivant les règles données dans l'article 15 de la Section IV, 
on aura ces transformées 

Ainsi l'équation générale de l'équilibre deviendra 

30. On égalera d'abord à zéro (Sect. IV, art. 16) les coefficients 
de sous le signe et l'on aura ces trois équations particu­
lières et indéfinies  

d'où, éliminant l'indéterminée il restera deux équations qui servi­
ront à déterminer la courbe du fil. 

Cette élimination est très facile, car on n'a qu'à intégrer les équa­
tions précédentes, ce qui donnera celles-ci 
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A, 8, C étant les constantes arbitraires; ensuite on aura, en chassant  

équations qui s'accordent avec les formules connues de la chaînette. 
Si l'on veut parvenir directement à des équations purement différen­

tielles et sans signe on mettra les équations trouvées sous cette forme 

d'où, éliminant , on aura d'abord ces deux-ci : 

Ensuite, si l'on multiplie les mêmes équations respectivement par  

on aura, à cause de 

l'équation  

et il n'y aura plus qu'à substituer successivement dans cette dernière 
équation les valeurs de tirées des deux précédentes. 

31. Comme la quantité peut représenter le moment d'une 
force tendante à diminuer la longueur de l'élément ds (Sect. IV, 
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art. 6)» le terme de l'équation générale de l'équilibre du fil 
(art. 29) représentera la somme des moments de toutes ces forces 
qu'on peut supposer agir sur tous les éléments du fil; en effet, chaque 
élément résiste par son inextensibilité à l'action des forces extérieures, 
et l'on regarde communément cette résistance comme une force active 
qu'on nomme tension. Ainsi la quantité exprimera la tension du fil. 

32. A l'égard de la Condition de l’inextensibilité du fil, représentée 
par l'invariabilité de chaque élément de la courbe ds, on ne peut pas 
l'introduire dans l'équation de la courbe, en remplacement de l'indé­
terminée , comme dans le cas où le fil forme un polygone, parce que, 
par la nature du Calcul différentiel, la valeur absolue des éléments 
de la courbe et, en général, de tous les éléments infiniment petits 
demeure indéterminée; mais aussi, par la même raison, il n'est pas 
nécessaire qu'il y ait autant d'équations que de variables, et il suffit 
d'une équation de moins pour déterminer une ligne, soit à simple ou à 
double courbure. Ainsi la solution que nous venons de trouver par 
notre méthode est complète à l'égard des équations différentielles et 
ne demande plus que des intégrations qui dépendent des expressions 
des forces X, Y, Z. 

33. Considérons maintenant les termes de l'équation générale de 
l'article 29 qui sont hors du signe ; et supposons premièrement que 
le fil soit entièrement libre. Dans ce cas, les variations et 

qui répondent aux deux points extrêmes du fil, seront 
toutes indéterminées et arbitraires; par conséquent, il faudra que 
chaque terme affecté de ces variations soit nul de lui-même. Donc il 
faudra que l'on ait c'est-à-dire que la valeur de  
devra être nulle au commencement et à la fin du fil. On remplira cette 
condition par le moyen des constantes. Ainsi, comme les trois pre­
mières équations intégrales de l'article 30 donnent pour le premier 
point du fil, où les quantités affectées de deviennent alors nulles, 
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et pour le dernier point du fil,-où se change en  

on aura, dans le cas dont il s'agit, 

A = o, B — o, C = o 
et 

Ces trois équations répondent, comme l'on voit, à celles de l'article 12 
de la Section présente. 

34. Supposons, en second lieu, que le fil soit attaché par un de ses 
bouts ou par tous les deux; et, si c'est le premier bout qui est fixe, les 
variations seront nulles, et il suffira d'égaler à zéro les 
coefficients de c'est-à-dire de faire  

Par la même raison, lorsque le second bout sera fixe, il suffira de 
faire Mais, si les deux bouts étaient fixes à la fois, alors il n'y 
aurait aucune condition particulière à remplir, puisque les variations  

seraient toutes nulles. 

35. Supposons, en troisième lieu, que les extrémités du fil soient 
attachées à des lignes ou surfaces courbes, le long desquelles elles 
puissent glisser librement; et soient, par exemple, 

les équations différentielles des surfaces auxquelles le premier et le 
dernier point du fil sont attachés. On aura pareillement, en changeant 
d en   

on substituera donc ces valeurs dans les termes dont il s'agit, et l'on 
égalera ensuite a zéro les coefficients de  

En général, on traitera la partie qui est hors du signe dans l'équa-
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tion générale de l'équilibre comme si elle était seule et qu'elle repré­
sentât l'équation de l'équilibre de deux corps séparés et placés aux 
extrémités du fil. 

36. Supposons, par exemple, que le fil soit attaché par ses deux 
bouts aux extrémités d'un levier mobile autour d'un point fixe. Soient 
a, b, c les trois coordonnées rectangles qui déterminent dans l'espace 
la position de ce point fixe, c'est-à-dire du point d'appui du levier; et 
soient, de plus, ƒa distance entre ce point d'appui et l'extrémité du 
levier à laquelle est attaché le premier bout du fil; g la distance entre 
le même point d'appui et l'autre extrémité du levier à laquelle est atta­
ché le second bout du fil; h la distance entre les deux extrémités du 
levier, et, par conséquent, aussi entre les deux bouts du fil : il est clair 
que ces six quantités a, b, c, ƒ, g, h sont données par la nature du 
problème, et il est visible en même temps que, x', y', z' étant les coor­
données pour le commencement de la courbe du fil et x",y", z" les 
coordonnées pour la fin de la même courbe, on aura 

Or, ces quantités ƒ, g, h étant invariables, en difl'érentiant par ces 
trois équations de condition déterminées, on aura 

lesquelles, étant multipliées chacune par un coefficient indéterminé, 
devront être ainsi ajoutées à l'équation générale de l'équilibre. Ainsi, 
prenant pour les trois coefficients dont il s'agit et égalant à zéro 
les coefficients des six variations on aura 



152 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

autant d'équations particulières déterminées, qui seront 

et qui, par l'élimination do se réduiront à trois. 
Ces trois équations, étant ensuite combinées avec les trois équations 

de condition ci-dessus, serviront à déterminer la position des deux 
extrémités du fil. 

On voit par là comment il faudra s'y prendre dans d'autres cas sern-
lilables. 

37. Enfin, si, outre les forces qui animent chaque point du fil, il y 
en avait de particulières appliquées aux. deux extrémités du fil, et 
représentées par X', Y', Z' pour le premier bout du fil, et par X", Y", 
z" pour le dernier bout, ces forces donneraient les moments 

et il faudrait ajouter encore cette quantité au premier membre de 
l'équation générale de l'équilibre, c'est-à-dire à la partie qui est hors 
du signe, laquelle deviendrait alors 
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et sur laquelle on opérerait, dans les différents cas, comme on vient de 
le voir dans les articles précédents. 

38. Supposons maintenant que le fil, animé dans tous ses points par 
les mêmes forces X, Y, Z et tiré de plus, dans ses deux extrémités, 
par les forces X', Y', Z', X", Y", Z", doive être couché sur une surface 
courbe donnée, dont l'équation soit 

et que l'on demande la figure et la position de ce fil sur la même sur­
face pour qu'il soit en équilibre. 

Ce problème, qui serait peut-être difficile (') à traiter par les prin­
cipes ordinaires de la Mécanique, se résout très facilement par notre 
méthode et par nos formules; en effet, par l'équation de la surface 
donnée, on a, en changeant d en  

ainsi il n'y aura qu'à substituer cette valeur de §z dans les termes sous 
le signe de l'équation générale de l'équilibre du fil (art. 29), et ensuite 
égaler séparément à zéro les quantités affectées de et de On 
aura par ce moyen ces deux équations indéfinies 

lesquelles serviront à déterminer la courbe du fil, étant combinées 
avec l'équation dz = pdx+qdy de la surface et étant débarrassées, 
par l'élimination, de l'indéterminée  

(1 ) On ne comprend pas comment Lagrange a pu considéror ce problème comme difficileá 
à traiter directement. Les équations auxquelles il parvient expriment simplement que les 
deux tensions aux extrémités d'un élément, étant combinées avec les forces qui sollicitent 
cet élément, donnent une résultante normale à la surface. Cette condition est évidonto 
a priori. (J. Bertrand.) 

X I . 2o 
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39. De plus, comme on suppose le fil appliqué dans toute sa lon­

gueur à la même surface, on aura aussi, pour ses deux points ex­

trêmes,  

On fera donc encore ces substitutions dans les termes hors du signe de 

l'équation générale, ou plutôt dans la formule donnée dans l'article 37, 

dans laquelle on a eu égard aux forces X' , Y' , Z', . . .; on égalera ensuite 

séparément à zéro les quantités affectées de chacune des quatre varia-

lions restantes on aura ces quatre nouvelles équa­

tions déterminées 

auxquelles il faudra satisfaire par le moyen des constantes. 

40. Mais, au lieu de substituer, ainsi que nous venons de le faire, 

la valeur de tirée de l'équation 

on pourrait regarder cette même équation comme une nouvelle équa­

tion de condition indéterminée; il faudrait alors multiplier cette équa­

tion par un autre coefficient indéterminé µ, en prendre l'intégrale 

totale et l'ajouter à l'équation générale de l'équilibre (art . 29) . De 

cette manière la partie sous le signe deviendrait 
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et l’on aurait immédiatement ces trois équations indéfinies 

lesquelles, par l'élimination de µ, redonneront les mêmes équations 

déjà trouvées (art. 38) . Mais ces dernières ont de plus l'avantage de 

faire connaître en même temps la pression que chaque élément du fil 

exerce sur la surface, d'après la théorie donnée dans l'article 5 de la 

Section IV. 

En effet, il est facile de déduire de cette théorie que les termes 

provenant de l'équation de condition 

peuvent représenter reflet d'une force égale à et appli­

quée à chaque élément ds du fil dans une direction perpendiculaire à 

la surface qui a pour équation 

c'est-à-dire à la surface même sur laquelle le fil est supposé couché. 

Cette surface, par sa résistance, produit la force laquelle 

sera, par conséquent, égale et directement contraire à la pression exer­

cée par le fil sur la même surface (Sect. I V , art. 7 ) ; de sorte que la 

pression de chaque point du fil sera égale à ou bien, en 

substituant les valeurs de tirées des équations ci-dessus, 
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On appliquera ensuite les mêmes raisonnements à la partie de l'é­

quation générale qui est hors du signe et Ton en tirera des conclu­

sions analogues. 

11. Si le fil couché sur la surface donnée n'était tendu que par des 
forces appliquées à ses extrémités, on aurait X = o, Y = o, Z = o, et, 
par conséquent, (art. 30); donc est égal à une constante. 
Ainsi la tension du fil serait partout la même (art. 31 ), ce qui s'accorde 
avec ce qu'on sait d'ailleurs. Dans ce cas, la formule générale de l'é­
quilibre du fil se réduirait à 

dont le premier terme est la même chose que ds ou . Ainsi 

cette équation exprime que la longueur de la courbe formée par le fil 
sur la surface représentée par l'équation ds — pdx — qdy = o doit 
être un maximum ou un minimum; et la pression exercée par le fil sur 
chaque point de cette surface sera alors 

Or on sait que exprime l'angle de con­

tingence de la courbe, lequel est égal à , en nommant p le rayon oscil­

lateur. Ainsi la pression sera égale à e t , par conséquent, en raison 

inverse du rayon osculateur.  

§ II. — De l'équilibre d'un fil, ou d'une surface flexible et en même 
temps extensible et contractible. 

12. Jusqu'ici nous avons supposé que le filetait inextensible; regar­
dons-le maintenant comme un ressort capable d'extension et de con-
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traction, et soit F la force avec laquelle chaque élément ds de laeeourbe 
du fil tend à se contracter; on aura, comme dans l'article 18 (en met­
tant ds à la place deƒet en changeant d en ), F ds pour le moment 
de cette force, et ds pour la somme des moments do toutes les 

forces de contraction qui agissent sur toute la longueur du fil. On 

ajoutera donc cette intégrale ds à l'intégrale 

qui exprime la somme des moments de toutes les forces extérieures 
qui agissent sur le fil (art. 28), et, égalant le tout à zéro, on aura 
l'équation générale de l'équilibre du fil à ressort. 

Or il est visible que cette équation sera de la même forme que celle 
de l'article 29 pour le cas d'un fil inextensible, et qu'en y changeant 
F en les deux équations deviendront identiques. On aura donc, dans 
le cas présent, les mêmes équations particulières pour l'équilibre du fil 
qu'on a trouvées dans l'article 30, en mettant seulement dans celles-ci 
F à la place de ; et, si l'on élimine la quantité F comme on a éliminé 
la quantité on aura, pour la courbe formée par un fil extensible, 
deux équations qui seront identiquement les mêmes que celles qui ont 
lieu pour un fil inextensible. 

43. A l'égard de la quantité F qui représente l'élasticité ou la force 
de contraction de chaque élément ds, il est naturel de l'exprimer par 
une fonction de l'extension que cet élément subit par l'action des 
forces X, Y, Z. Ainsi, en supposant que dv soit la longueur primitive 

de ds, on pourra regarder F comme une fonction donnée de mais, 

comme par la nature du Calcul différentiel la valeur absolue des élé­
ments ds demeure indéterminée, la valeur de F sera aussi indéter­
minée et ne pourra être connue que par le moyen d'une des trois 
équations de l'équilibre du fil. Ainsi, quoique dans le cas présent notre 
analyse paraisse donner une équation de trop, elle ne donne néanmoins 
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que les équations nécessaires pour déterminer la courbe du f i l et la ré­

sistance de chacun de ses éléments. 

Puisque la quantité de la solution de l 'ar t ic le 30 répond exacte­

ment à la quantité F qu i exprime la force réelle avec laquelle chaque 

élément du fil est tendu par l 'action des forces extérieures, il s'ensuit 

qu'on peut aussi regarder cette quantité comme représentant la ten­

sion du f i l inextensible. C'est ce que nous avons déjà trouvé a priori 

dans l 'art icle 3 1 . 

44. Appliquons les mêmes principes à la détermination de l ' équi ­

l ibre d'une surface dont tous les éléments dm soient extensibles et 

contractibles. L'élément d'une surface dont les coordonnées sont x, y, 

z, et où l'on regarde z comme fonction de x, y, est exprimé par la 

formule 

A i n s i , en appelant F ( ' ) la force d'élasticité avec laquelle cet élément 

tend à se contracter, la somme des moments de toutes ces forces sera 

exprimée par l ' intégrale double 

q u i , étant ajoutée à l ' intégrale double 

(1 ) Cette manière d'évaluer l'ensemble des forces que développe l'élasticité sur un point 
n'est pas suffisamment justifiée. Il est vrai qu'ici, comme dans plusieurs passages précédents, 
Lagrango détourne le mot force do sa signification habituelle; mais il n'est nullement évi­
dent que la somme des moments des forces qui agissent sur un élément soit proportionnelle 
à la contraction de l'élément. Nous pouvons mémo ajouter que cela n'est pas exact. Poisson 
en a fait la remarque dans les Mémoires de l'Institut pour l'année 1812; du reste, la solu­
tion qu'il donne manque olle-môme de généralité : elle suppose les tensions d'un élément 
rectangulaire perpendiculaires aux côtés do cet élément, ce qui n'a pas lieu en général. 

(J.Bertrand,) 
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où dm est l'élément de la surface, donnera la somme des moments de 
toutes les forces, laquelle doit être nulle dans l'équilibre. 

En faisant, comme dans l'article 31 de la Section IV, 

on aura  

donc(Sect. IV, art. 33, 34) 

Substituant ces valeurs dans l'intégrale double  

sant disparaître par des intégrations par parties les différences partielles 
des variations marquées par , on aura 

où 

(art. cités). 

Les intégrales simples relatives à x et ày se rapportent aux limites 
et disparaissent d'elles-mêmes, dans le cas où l’on suppose que les 
bords de la surface sont fixes, parce qu'alors les variations 
sont nulles dans tous les points du contour de la surface. 

Les termes sous le double signe étant ajoutés à ceux de l'inté-

grale double U dx dy, on égalera séparément 

à zéro les coefficients des variations et l'on aura les trois 
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équations (1)  

Les deux premières donneront la valeur de la force F qu'il faudra 
substituer dans l'expression de V de la troisième, de sorte qu'on n'aura, 
on dernière analyse, qu'une seule équation à différences partielles pour 
déterminer la surface d'équilibre. 

En effet, quoique la force F doive être supposée une fonction connue 
de l'élément dm de la surface dans son état de contraction ou d'exten­
sion, elle n'en demeure pas moins indéterminée, parce que la gran­
deur absolue des éléments de la surface ne peut entrer dans le calcul; 
de sorte que la valeur de F ne peut être déterminée que par les condi­
tions mêmes de l'équilibre : c'est ici un cas semblable à celui de l'ar­
ticle 43. 

(1). Pour éliminer la quantité F, on substituera dans les deux pre-

() Il importe de remarquer ici que les conclusions do Lagrange ne subsisteraient plus 
si l'on supposait fonction de la seule variable x et fonction do la seule variablo-y, 
comme on serait tenté de le faire en se rappelant los hypothèses dans lesquelles ont été 
établies (Soct. IV, art. 33,34) les formules que Lagrange applique ici. En effet, pour qu'une 
intégrale  

soil nulle dans ces hypothèses, il n'est plus nécessaire que l'on ait en chaque point 

mais il suffit quo l'on ait 

pour toutes los valeurs de .r, 

pour toutes les valeurs de y ot  

pour toutes les valeurs do x et de y. Rapprocher cette remarque de la Note rolative à 
l'article 32 de la Section IV. (G. D.) 
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mières équations la valeur do V tirée de la dernière; elles deviendront 

Soit, comme dans l'article 28, 

on aura, puisque s est censée fonction de X, y, 

et les deux équations deviendront, en divisant par U, 

lesquelles donnent simplement celle-ci 

d'où  

résultat conforme à celui de l'article 36 de la Section IV. Ensuite la 
troisième équation donnera, en regardant II comme fonction de x , y, z, 

ce sera l'équation de la surface. 
Si la surface différait très peu d'un plan, en sorte que l'ordonnée z 

fût très petite, alors, en négligeant les quantités très petites du second 
ordre, on aurait 

or  

XI . 21 
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«étant une constante, et l'équation de la surface serait 

lin supposant qu'il n'y ait d'autres forces que la gravité g qui agisse 
suivant l'ordonnée z pour l'augmenter, on aura ; par consé-
quent, en négligeant toujours les secondes dimensions de z, 

équation intégrable en général, mais avec des fonctions imaginaires 
qui rendent cette solution peu susceptible d'application. 

§ NI. — De l'équilibre d'un fil ou lame élastique. 

46. Reprenons le cas d'un fil inextensible; mais, au lieu de le sup­
poser en même temps parfaitement flexible, comme on l'a fait jus­
qu'ici, supposons-le élastique, en sorte qu'il y ait dans chaque point 
une force, que j'appellerai E, qui s'oppose à l'inflexion du fil et qui 
tende, par conséquent, à diminuer l'angle de contingence ( ' ) . Nom-
mant cet angle e, on aura, comme dans l'article 26 (en changeant 
seulement d en ), pour le moment de chaque force E; donc 

sera la somme des moments de toutes les forces d'élasticité qui 
agissent dans toute la longueur du fil, laquelle devra donc être ajoutée 
au premier membre de l'équation générale de l'équilibre dans le cas 
d'an fil inextensible et parfaitement flexible (art. 29). 

Toute la -difficulté consiste à ramener l'intégrale à la forme 

( « ) L'expression adoptée par Lagrange pour l'évaluation do la somme des moments dos 
forces d'élasticité n'est pas admissible pour les courbes à double courbure, Binet en a 
fait la remarque dans le lome X du Journal de l'École Polytechnique. Voir aussi un Mé-
moire de Poisson qui fait partie du tome III de la Correspondance sur l'École Polytechnique. 
Ces géomètres remarquent avec raison qu'il doit entrer, dans l'expression de la somme des 
moments, un terme proportionnel à la variation de l'angle de deux plans osculateurs con-
sécutifs. (Voir une Noie à la fin du VolUme.) (J. Bertrand.) 
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convenable ; pour cela, il faut commencer par chercher la valeur de e. 
or nous avons trouvé plus haut (art. 26) 

d'où l'on tire  

Pour appliquer cette formule au cas présent, il suffit de remarquer que 
les coordonnées par lesquelles nous 
avons exprimé les quantitésƒ, g, h (art. 12 et 20), deviennent ici 

; en sorte qu'on aura 

donc 

et 

Donc enfin on aura, en négligeant les infiniment petits du troisième, 
ordre,  

Comme cette valeur de sine² est infiniment petite du deuxième ordre, 
il s'ensuit que sine, et par conséquent aussi l'angle e, sera infiniment 
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petit du premier ordre; de sorte qu'on aura 

c'est l'expression de l'angle de contingence dans une courbe quel-
conque à double courbure, et qui revient à celle de l'article 41. 

17. On différentiera maintenant suivant pour avoir la valeur de 
, et comme, par la condition de l'inextensibilité du f i l , on a déjà 

(art. 29) et, par conséquent aussi, , on 
pourra traiter, dans la différentiation dont il s'agit, ds et d²s comme 
constantes; ainsi l'on aura 

Substituant dans e et faisant, pour abréger, 

on aura  

Ces expressions étant traitées suivant les règles données dans l'ar­
ticle 15 de la Section IV, en y changeant d'abord et intégrant 
ensuite par parties pour faire disparaître le davant , on aura les trans-
formées suivantes : 

On ajoutera donc ces différents termes à ceux qui forment le pre-
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mier membre de l'équation générale de l'équilibre de l'article29, et 

l'on aura l'équation de l'équilibre d'un fil inextensible et élastique. 

48. Égalant d'abord à zéro les coefficients des variations 
qui se trouvent sous le signe , on aura ces trois équations indé­
finies 

d'où il faudra éliminer l'indéterminée , ce qui les réduira à deux, qui 
suffiront pour déterminer la courbe du fil. 

Une première intégration donne 

A, B, C étant des constantes arbitraires, et l'élimination de donnera 

dont la dernière est déjà contenue dans les deux autres. 
Ces équations sont de nouveau intégrables, et l'on aura 

F, G, H étant de nouvelles constantes. 
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Or nous avons supposé plus haut (art. 47) 

le carré du dénominateur de cette quantité est 

Donc, si l'on ajoute ensemble les carrés des trois équations précé­
dentes, on aura celle-ci, sans différentielles, 

et si l'on divise ensemble deux des mêmes équations, on aura celle-ci, 
ou l’élasticité n'entre pas, 

Ces deux équations sont ce qu'il y a de plus simple pour détermiaer 
la courbe élastique, en ayant égard à la double courbure. 

49. On suppose communément que la force élastique qui? s'oppose 

à l'inflexion est en raison inverse du rayon osculateur. Ainsi, en nom­

mant p ce rayon, on aura K étant un coefficient constant. 

Mais on sait que d o n c : ainsi la quantité I , que 

nous avons supposée égale à (art. 47), deviendra et, par con­

séquent, constante, en supposant, ce qui est permis, ds constante. 



PREMIÈRE PARTIE. - SECTION V. 167 

Ainsi les trois premières équations (art.-48)seront 

Si l’on ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié la 

première par , la deuxième par et la troisième par on aura, 

à cause de  

l'équation 

Soit T l'épaisseur du fil; on aura dm = Tds. L'équation précédente 
étant intégrée, en supposant ds constant, donnera 

Cette valeur de exprime l'a tension de la lame élastique, c'est-à-dire 
la résistance avec laquelle elle s'oppose a la force qui tend à l'allonger, 
comme dans l'article 31. 

50. Le cas le plus simple et le plus ordinaire est celui dans lequel 
les forces X, Y, Z qu'on suppose agir sur tous les points de la lame 
élastique sont nulles, et où la courbure de la lame vient uniquement 
des forces appliquées à ses deux extrémités. Dans ce cas, les équa-
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tions intégrales de l'article 48 donnent, en mettant pour I sa va­

leur ,  

mais l'intégration ultérieure de celles-ci est peut-être impossible en 
général (1). 

Lorsque la courbure de la lame est toute dans un même plan, en pre­
nant pour ce plan celui des x etyet faisant dy = dssinφ, dx = ds cosφ. 

la première équation, qui est alors la seule nécessaire, devient 

laquelle, étant différentiée, donne 

multipliant par dφp et intégrant derechef, 

d'où l'on tire 

et, de là,  

(l) Cette intégration a été effectuée par Binet, qui a même considéré les équations 
plus générales auxquelles on est conduit en rétablissant dans la somme des moments des 
forces d'élasticité le terme proportionnel à la variation de l'angle de deux plans osculateurs 
consécutifs. (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1844, ler semestre, p. I I I 5 . ) 

(J. Bertrand.) 



PREMIÈRE P A R T I E . - SECTION V. t69 

et, comme on a par la première équation on aura 

Ainsi tout se réduit à intégrer les valeurs de ds et dx; mais ces inté­
grations dépendent de la rectification des sections coniques. Jusqu'à 
présent, il ne paraît pas qu'on ait été plus loin dans la solution géné­
rale du problème de la courbe élastique. 

54. Considérons maintenant les termes de l'équation générale qui 

sont bors du signe ; ces termes sont 

et il faudra les faire disparaître indépendamment des valeurs de  

Donc : I° si le fil est entièrement libre, il faudra que les coefficients 
des douze quantités  

soient nuls, chacun en particulier. 
Or, d'après les premières équations intégrales de l'article 48, on voit 

qu'en faisant commencer les intégrations au premier point du fil, les 
coefficients de sont égaux à A, B, C, et ceux de  

deviennent dm. Ainsi il faudra 
XI. 22 
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que l 'on ait , dans le cas dont il s'agit, 

A = O, B = O, C = O 

et 

Ensuite il faudra que l'on ait aussi 

et  

pour faire disparaître les termes affectés de et il est 
clair que les secondes équations intégrales du même article donne­
ront 

F = o, G = O, I I = o 
et 

2° Si la première extrémité du filest fixe, alors 

par conséquent, A, B, C ne seront pas nuls; mais la condition que les 
coefficients de soient nuls donnera 

et, si la position de la tangente à cette extrémité était donnée aussi, on 
aurait, de plus,  

par conséquent, F, G, H ne seraient pas nuls, mais la nullité des coef­
ficients de donnerait 
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On raisonnera de la même manière par rapport à l'état de la seconde 

extrémité du fil. 
3° Enfin, si, outre les forces qui agissent sur tous les points du fil, 

il y en avait de particulières X', Y', Z' X", Y", Z", appliquées à l’une 
et à l'autre extrémité, il n'y aurait qu'à ajouter aux termes ci-dessus 
les suivants 

et s'il y avait, de plus, d'autres conditions relatives à l'état de ces ex-
trémités, on opérerait toujours de la même façon et d'après les mêmes 
principes. 

52. Si l'on voulait que le fil fût doublement élastique, tant à l'égard 

de l'extensibilité qu'à l'égard de la flexibilité, alors on aurait, dans 

l'équation générale de l'équilibre, à la place du terme celui-ci 

c'est-à-dire simplement F à la place de , en nommant F la 
force d'élasticité qui résiste à l'extension du fil (art. 42). Mais il fau­
drait, de plus, dans ce cas, regarder ds comme variable dans l'expres­
sion de ; par conséquent, il faudrait ajouter à la valeur de de l'ar­
ticle 47 ces deux termes 

On aurait donc à ajouter à la valeur de du même article les termes 

Le dernier se réduit d'abord à 

donc il faudra ajouter à la valeur de les termes 
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Le dernier terme de cette expression, étant analogue au terme 

sera susceptible de réductions semblables; à l'égard des deux autres, il 

n'y aura qu'à y substituer pour sa valeur , 

en marquant toutes les lettres d'un trait ou de deux. 

De là il est facile de conclure qu'on aura, pour la solution du casprésent, 

les mêmes formules que dans le cas où le fil élastique est supposé inex-

tensible, en y mettant seulement à la place de etajou-

tan t aux termes hors du signe les deux termes  

Comme, dans l'équation de la courbe, la quantité doit être élimi-
née, il s'ensuit que l'équation de la lame élastique sera la même, soit 
qu'on la suppose extensible ou non. Mais la tension du fil, qui est 
exprimée par ou par F, lorsque le fil n'est pas élastique (art. 43), 

sera augmentée, par l'élasticité E, de la quantité à cause 

de (art. 49). 

§ IV. ~ De l'équilibre d'un fil raide et de figure donnée. 

53. Venons enfin au cas d'un fil inextensible et inflexible : on aura 
ici, pour la somme des moments des forces, la même formule intégrale 
que dans le cas de l'article 28, c'est-à-dire dm ; 

ensuite la condition de l'inextensibilité du fil donnera, comme dans 
le même article, et celle de l'inflexibilité donnera  
puisque l'angle de contingence doit être invariable; mais ces deux con-

, ditions ne suffisent pas encore dans le cas où la courbe est à double 
courbure, comme on va le voir. 

Pour traiter la question de la manière la plus simple et la plus 
directe, je remarque que tout consiste à faire en sorte que les diffé­
rents points de la courbe du fil conservent toujours entre eux les 
mêmes distances : or, en considérant plusieurs points successifs dont 
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les coordonnées soient 

il est clair que les carrés des distances entre le premier de ces points 

et les suivants seront exprimés par les quantités 

Supposons, pour abréger, 

les quantités précédentes, étant développées, deviendront 

Il faudra donc que les variations de ces quantités soient nulles dans 

toute l'étendue de la courbe, ce qu i donnera ces équations indéfinies 

mais, étant égal à o, on a aussi 

de là on aura, de plus, 
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et ainsi de suite. De sorte que les équations de condition pour l'inex-

tensibiiité et l'inflexibilité du fil seront 

c'est-à-dire, en diflerentiant et changeant  

Il est clair qu'il suffit de trois de ces équations pour déterminer les 

trois variations d'où l'on peut d'abord conclure que, dès 

qu'on aura satisfait aux trois premières, toutes les autres, qu'on pour­

rait trouver à l'infini, auront lieu d'elles-mêmes : c'est aussi de quoi 

on peut se convaincre par le calcul même, comme on le verra plus bas 

(arl. 60) ( l ) . 

( ' ) Ces équations expriment que conservent la môme valeur pendant le déplace­
ment do la courbe. Cotte condition équivaut aux trois équations suivantes : 

La premioro est évidente; la deuxième exprime que la courbure de la ligne considérée est 
une fonction déterminée de l'arc s; la troisième, enfin, combinée avec les deux autres, ox-
prime que la seconde courbure est une fonction déterminée de s. En écrivant les équations 
do condition sous cotte forme, qui no diffère de celle de Lagrange que par les diviseurs ds², 
ds4,ds6, quo nous avons introduits, les calculs resteraient absolument les mémos; seule­
ment les multiplicateurs désignés plus loin par seraient finis, tandis qu'il faut, dans 
la notation de Lagrange, leur supposer des valeurs infinies de différents ordres. Cette cir­
constance a été signalée comme un inconvénient de la méthode. En adoptant, on effet, la 
locution si souvent employée par Lagrange, les multiplicateurs représenteraient les 
forces qui tondent à faire varier les fonctions et il doit sembler extraordinaire que 
ces forces soient infinies et surtout qu'une transformation tout algébrique suffise pour leur 
faire prendre dos valeurs finies; mais on se rend compte de cette singularité en remarquant 
que les coefficients ne sont nommés forces que par une locution figurée, familière à 
Lagrange. Nous avons averti plusieurs fois qu'il ne fallait pas prendre cette locution á la 
lettre. {Voir la Note relative à l'art. 9, Sect. II.) (J. Bertrand.) 
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54. On aura donc par notre méthode cette équation généralede l'é­
quilibre 

laquelle, par les transformations enseignées, se réduira à la forme 
suivante : 

55.Égalant d'abord à zéro les coefficients de sous le 
signe , on aura ces trois équations indéfinies 

lesquelles, renfermant trois variables indéterminées ne servi­
ront qu'à déterminer ces trois quantités; en sorte qu'il n'y aura aucune 



176 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

équation indéfinie entre les différentes forces X, Y, Z qu'on suppose 
appliquées à tous les points de la verge; et les conditions de l'équilibre 
dépendront uniquement des termes qui sont hors du signe Mais, 
comme ces termes contiennent les inconnues il faudra com-
mencer par déterminer ces inconnues. 

Pour cela, il faut intégrer les équations précédentes, ce qui est 
facile, et l'on aura ces trois-ei 

A, B, C étant trois constantes arbitraires. 
Ces équations donnent, par l'élimination de , ces trois autres-ci 

lesquelles sont aussi intégrables, et dont les intégrales sont 

F, G, H étant de nouvelles constantes arbitraires. 
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Ces trois dernières équations serviront à déterminer les trois quan-

tités dv, et les trois premières équations intégrales donneront 

les valeurs de . Ains i l 'on aura toutes les inconnues qui entrent 

dans les termes qui sont hors du signe ; il suffira pour cela de mar­

quer, dans les six équations qu'on vient de t rouver , toutes les lettres 

d 'un t rai t ou de deux, à l 'exception des constantes arbitraires, de sup­

poser nulles, dans le premier cas, les quantités affectées du signe 

lesquelles sont censées commencer au premier poin t du fil, et de chan­

ger, dans le second cas, dans les mêmes quantités, pour les 

rapporter au dernier point du fil. 

56. Cela posé, voyons maintenant les condit ions qui peuvent ré­

sulter de l'anéantissement des termes hors du signe dans l 'équation 

générale de l ' équi l ibre (ar t . 54) .  

Et d'abord, si l 'on suppose la verge entièrement l ib re , les variations 

seront toutes indéterminées; par conséquent, il faudra égaler 

à zéro chacun de leurs coefficients, et il est visible q u ' i l faudra pour 

cela que les quantités ainsi que  

soient nulles. 

Donc les trois premières équations intégrales de l 'ar t ic le précédent, 

étant rapportées au premier et au dernier point du fil, donneront ces 

six conditions 

A = o, B = o, C = : o,  

et les trois dernières intégrales donneront de même les six suivantes ; 

X I . 23 
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Donc 
A = o , B =o , C = o, F = o, G = o , H = o 

et, par conséquent, 

Os six équations sont donc les seules qui soient nécessaires pour 
l'équilibre d'une verge inflexible, lorsqu'il n'y a pas de point fixe ; c'est 
ce qui s'accorde avec ce que nous avons remarqué plus haut (art. 25), 
et c'est aussi ce qu'on aurait pu déduire immédiatement de la théorie 
donnée dans la Section I I I , ainsi que nous l'avons observé dans l'article 
cité. 

57. Supposons maintenant qu'il y ait dans la verge un point fixe et 
que ce point soit la première extrémité de la verge ; dans ce cas, on aura 

en sorte que les termes affectés de ces variations disparaîtront d'eux-
mêmes; il suffira donc d'égaler à zéro les coefficients de    

, ainsi que les coefficients de  

Or il est aisé de voir que, pour cela, il suffira que l'on ait 

et ensuite  

comme dans le cas précédent; et l'on trouvera les mêmes conditions 
que dans l'article précédent, à l'exception de ce que A, B, C ne seront 
pas nulles. 

On aura donc 

ensuite  
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et les trois autres équations se réduiront à celles-ci 

c'est-à-dire à  

ou, ce qui est la même chose, à 

Ce sont les seules conditions nécessaires pour l'équilibre, et il est 
clair qu'elles répondent à celles que l'on a trouvées dans l'article 24. 

58. Si la verge était fixement attachée par sa première extrémité, 
en sorte que non seulement le premier point de la courbe fût fixe, 
mais aussi la tangente à ce premier point, alors on aurait non seule­
ment 

mais aussi  

par conséquent, tous les termes affectés de ces quantités disparaî­
traient d'eux-mêmes et il ne resterait qu'à faire évanouir les termes 
affectés de 

On n'aura donc, dans ce cas, que ces conditions 
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Donc les constantes A, B, C auront encore les valeurs 

ensuite les trois dernières intégrales de l 'art icle 55, étant appliquées 

au dernier point de la verge, donneront 

VA, si l 'on applique ces mêmes équations au premier point , on aura 

d 'où, é l iminant µ' et dV', résulte l 'équation 

Cette équation est nécessaire pour empêcher que la verge ne tourne 

autour de sa première tangente, qui est supposée fixe, et il est facile 

de voir que son premier membre devient nu l lorsque la verge est une 

ligne droite. 

59. On pourrait regarder comme un défaut de notre méthode la lon­

gueur de cette solut ion, qui est, en effet, plus longue que celle de 

l 'équil ibre d'un fil flexible; tandis que, par les méthodes ordinaires, 

ee dernier problème est beaucoup plus diffici le que celui de l 'équi l ibre 

d'une verge raide tirée par des puissances quelconques, parce q u ' i l 

faut déterminer, par la composition des forces, la courbe que le fil doi t 

prendre pour être en équi l ibre , au l ieu que, dans le cas de la verge, 

cette courbe est donnée et que l ' équi l ibre ne demande que la destruc­

t ion des moments des forces. Mais , lorsqu'on veut suivre pour tous ces 

problèmes une marche uniforme et passer de l ' un à l 'autre graduelle­

ment, à mesure qu'on y ajoute de nouvelles conditions, il est évident 

que le casd'un fil inflexible est moins simple que celui d 'un fil flexible, 
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parce que l'inflexibilité exprimée analytiquement consiste dansl’inva 
riabilité des distances mutuelles des points du fil. Et si, dans ce cas, 
la courbe étant donnée, elle ne doit plus être un résultat du calcul 
comme dans le cas d'un fil flexible, c'est une circonstance que l'ana­
lyse doit indiquer et qu'elle indique, en effet, par les trois indétermi­
nées qui restent dans les trois équations indéfinies entre x ,y,-
z de l'article 55, et qui font que ces équations peuvent s'adapter à une 
courbe quelconque donnée. Ainsi l'on ne doit pas regarder ces équa­
tions comme une superfluité inutile; outre qu'elles servent à déter­
miner les trois inconnues d'où dépendent les conditions de 
l'équilibre, et qui expriment (') en même temps les forces qui s'oppo­
sent à ce que les valeurs des trois fonctions varient par l'effet 
des forces qui agissent sur le fil. 

Il est vrai que les trois indéterminées doivent être remplacées 
par les trois équations de condition qui consistent en ce que les fonc­
tions différentielles doivent être censées données. Mais, comme, 
par la nature du Calcul différentiel, la valeur absolue des différentielles 
reste indéterminée et qu'il n'y a que leur rapport qui puisse être 
donné, ces trois conditions ne peuvent équivaloir qu'à deux, qui ren­
ferment les rapports des trois quantités et ces deux rapports 
suffisent pour déterminer la courbe. 

En effet, par ce qu'on a démontré plus haut (art. 46), on voit que 
l'angle de contingence formé par deux côtés successifs de la courbe 

se trouve exprimé par en conservant les valeurs de  

de l'article 53; de sorte que le rayon osculateur sera exprimé par 

Ce rayon étant donc supposé donné, la courbe sera donnée 

si elle est à simple courbure, et, pour les courbes à double courbure, il 
ne sera pas difficile de prouver que la seconde courbure, provenant de 
l'angle de contingence formé par les plans qui passent successivement 
par deux éléments contigus de la courbe. dépendra du rapport des. 

(1 ) Voir la note relative à l'article 53. (J. Bertrand.) 
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trois quantités ( ' ) . Ainsi les trois conditions dont il s'agit, rap­

portées à la courbe, se réduisent à ce qu'elle soit donnée, comme le 

problème le suppose ( ² ) . 

On pourrait étendre l'analyse de ce problème au cas d'une surface 

ou d'un solide dont tous les points seraient tirés par des forces quel­

conques; mais nous allons faire voir comment on peut la simplifier en 

partant des mêmes équations de condition et en déterminant d'avance 

par ces équations la forme des variations des coordonnées. 

CHAPITRE I V . 

1>E L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE DE GRANDEUR SENSIBLE ET DE FIGURE QUELCONQUE, 

DONT TOUS LES POINTS SONT TIRÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES. 

(il). Puisque la condition de la solidité du corps consiste en ce que 

lotis ses points conservent constamment entre eux la même position et 

les mêmes distances, on aura entre les variations les mêmes 

équations de condition qu'on a trouvées dans l'article 53 ; car il est 

visible qu'en imaginant dans l'intérieur du corps une courbe quel­

conque, il suffira que tous ses points gardent les mêmes distances entre 

eux, quelque mouvement que le corps reçoive; ainsi l'on pourra, par 

leur moyen, déterminer immédiatement les valeurs de ces variations. 

Pour cela, je remarque que, comme en passant aux différences 

secondes il est toujours permis de prendre une des différences pre­

mières pour constante, on peut supposer dx constante et, par consé­

quent, d2x = o, d3x — o, . . . , moyennant quoi la deuxième et la troi-

(1) Cette seconde courbure dépend aussi de dß. (J. Bertrand.) 
(²) On voit, d'après les résultats précédents, que deux courbes sont superposables lors­

que les rayons de première et do seconde courbure s'expriment, dans l'une et dans l'autre, 
par une même fonction do l'arc. Si donc deux courbes ont l'une et l'autre leurs rayons de 
courbure constants ot égaux chacun à chacun, ces courbes sont identiques; et, comme on 
peut toujours déterminer une hélice dont les rayons de courbure soient donnés, toute 
courbe qui a ses rayons do courbure constants est une hélice. Plusieurs géomètres ont 
donné des démonstrations élégantes de ce théorème. Voir deux Notes, l'une de M. Puiseux, 
l'autre do M. Serret, Journal de Mathématiques de Liouville, jre série, t. VII, p. 65, et 
t. XVI, p. I93. (J. Bertrand.) 
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sième équation de l'article cité deviendront 

La première de ces équations donne d'abord et, 
différen tiant,  

cette valeur étant substituée dans la seconde équation, elle se trou­

vera toute divisible par » et l'on aura, après la division, 

d'où l'on tire, en intégrant, 

L étant une constante. Ayant , on trouvera 

donc, intégrant de nouveau et ajoutant les constantes — 
on aura  
et, ces valeurs étant substituées dans la première équation de condi­
tion, savoir 
il viendra  

Enfin on aura, par une troisième intégration et par l'addition des 
nouvelles constantes  

Et il est facile de se convaincre que ces expressions ne satisfont pas 
seulement aux trois premières équations de condition de l'article 53, 
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mais aussi à toutes les autres qu'on pourra i t trouver à l ' i n f i n i , et qu i 

sont toutes renfermées dans cette équation générale 

Telles sont donc les valeurs de pour un système quel ­

conque de points unis ensemble de manière qu ' i l s conservent toujours 

entre eux les mêmes distances; ainsi ces valeurs serviront non seule­

ment pour le cas d'une courbe quelconque mobile et invariable dans 

sa figure, mais aussi pour le cas d 'un corps solide de figure quel­

conque. 

Euler a trouvé le premier ces formules simples et élégantes pour 

exprimer les variations des coordonnées de tous les points d'un corps 

solide mobile dans l'espace. 11 y est parvenu par des considérations 

tirées du Calcul différentiel , mais différentes de celles qu i nous y ont 

condui t , et, ce me semble, moins rigoureuses ( ' ). Voir, dans le Volume 

de l 'Académie de Ber l in pour 175o, le Mémoire in t i tu lé : Découverte 

d'un nouveau principe de Mécanique. 

6l. Puis donc que les valeurs précédentes de satisfont 

déjà aux équations de condi t ion du problème, il est clair q u ' i l suffira 

de les substituer dans la formule 

et de faire en sorte qu 'el le devienne nul le , indépendamment des quan­

tités qu i sont les seules indéterminées qui 

restent. 

Or, comme ces quanti tés sont les mêmes pour tous les points du 

corps, il faudra dans la subst i tu t ion les faire sor t i r hors du signe et 

l 'on aura conséquemment cette équation générale de l ' équi l ibre d 'un 

( 1) La démonstration d'Eulor est, il est vrai, moins directe que cello de Lagrange; mais 
il m'a été impossible de découvrir le point do vue sous lequel on peut l'accuser de man­
quer de rigueur. (J. Bertrand.) 
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corps solide de figure quelconque 

d'où l'on tirera les équations particulières de l'équilibre, en ayant 
égard aux différentes circonstances du problème. 

62. Et d'abord, si le corps est supposé entièrement libre, les six va­
riations seront toutes indéterminées, et il faudra 
égaler séparément à zéro les quantités par lesquelles elles se trouvent 
multipliées; ce qui donnera ces six équations déjà connues 

En second lieu, s'il y a dans le corps un point fixe autour duquel il 
ait simplement la liberté de pouvoir pirouetter en tous sens et qu'on 
nomme a, b, c les valeurs des coordonnées x, y, z pour ce point, il 
faudra que l'on ait  

donc 

d'où l'on tire 

On substituera ces valeurs dans l'équation générale de l'article pré­
cédent et, mettant sous le signe les quantités a, b, c, qui sont con­
stantes par rapport aux différents points du corps, on aura cette 
transformée 

XI . 24 
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laquelle ne fournira plus que Crois équations, savoir 

En troisième lieu, s'il y a dans le corps deux points fixes et queƒ, 
g, h soient les valeurs de x,y, z pour le second de ces points, on aura, 
de plus,  

donc, comparant ces valeurs de avec les précédentes, on 

aura  

Les deux premières de ces équations donnent 

et, comme ces valeurs satisfont aussi à la troisième équation, il s'ensuit 
que la variation N demeure indéterminée. 

Faisant donc ces substitutions dans la transformée trouvée ci-dessus, 
on aura  

ainsi les conditions de l'équilibre seront renfermées dans cette seule 
équation 
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63. Ces différentes équations répondent à celles que nous avons don-
nées dans la Section I I I , pour l'équilibre d'un système de points isolés 
de forme invariable; et nous aurions pu appliquer immédiatement les 
conditions de cet équilibre à celui d'un corps solide de figure quel­
conque, dont tous les points sont tirés par des forces données. Mais 
nous avons cru qu'il n'était pas inutile, pour montrer la fécondité de 
nos méthodes, de traiter cette dernière question en particulier et sans 
rien emprunter des problèmes déjà résolus. 

Au reste, si les deux points du corps que nous venons de supposer 
fixes étaient mobiles sur des lignes ou des surfaces données, ou même 
joints entre eux d'une manière quelconque, on aurait alors une ou plu­
sieurs équations différentielles entre les variations des coordonnées a, 
a,b, c, ƒ, g, h qui répondent à ces points; et, substituant à la place de ces 
variations leurs valeurs en , d'après les formules 
générales de l'article 60, on aurait autant d'équations entre ces der­
nières variations, au moyen desquelles on déterminerait quelques-unes 
de ces variations par les autres'; on substituerait ensuite ces valeurs 
dans l'équation générale, et l'on égalerait àzéro chacun des coefficients 
des variations restantes, ce qur fournirait toutes les équations néces­
saires pour l'équilibre. 

La marche du calcul est, comme l'on voit, toujours la même, et c'est 
ce qu'on doit regarder comme un des principaux avantages de cette 
méthode. 

64. Les expressions trouvées plus haut (art. 60) pour les variations  
font voir que ces variations ne sont que les résultats des 

mouvements de translation et de rotation que nous avons considérés 
en particulier dans la Section I I I . 

En effet, il est visible que les termes qui sont communs 
a tous les points du corps, représentent les petits espaces parcourus 
par le corps, suivant les directions des coordonnées x, y, z, en vertu 
d'un mouvement quelconque de translation; et l'on voit, par les for­
mules de l'article 8 de la même Section, que les termes , 
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représentent les petits espaces parcourus 
par chaque point du corps, suivant les mêmes directions, en vertu de 
trois mouvements de rotation autour des trois axes des x, 
y, z, ces quantités répondant aux quantités  
l'article cité. Ainsi l'on aurait pu déduire immédiatement les expres­
sions dont il s'agit de la seule considération de ces mouvements, ce qui 
aurait été plus simple, mais non pas si direct. L'analyse précédente 
conduit naturellement à ces expressions et prouve par là, d'une ma­
nière encore plus directe et plus générale que celle de l'article 10 de 
la Section I I I , que, lorsque les différents points d'un système conservent 
leur position relative, le système ne peut avoir à chaque instant que des 
mouvements de translation dans l'espace et de rotation autour de trois 
axes perpendiculaires entre eux. 
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SECTION SIXIÈME. 
SUR LES PRINCIPES DE L'HYDROSTATIQUE. 

Quoique nous ignorions la constitution intérieure des fluides, nous 
ne pouvons douter que les particules qui les composent ne soient ma­
térielles, et que par cette raison les lois générales de l'équilibre ne leur 
conviennent comme aux corps solides. En effet, la propriété principale 
des fluides, et la seule qui les distingue des corps solides, consiste en 
ce que toutes leurs parties cèdent à la moindre force et peuvent se 
mouvoir entre elles avec toute la facilité possible, quelles que soient 
d'ailleurs la liaison et l'action mutuelle de ces parties. Or, cette pro­
priété pouvant aisément être traduite en calcul, il s'ensuit que les- lois 
de l'équilibre des fluides ne demandent pas une théorie particulière, 
mais qu'elles ne doivent être qu'uneas particulier de la théorie géné­
rale de la Statique. C'est sous ce point de vue que nous allons les con­
sidérer; mais nous croyons devoir commencer par exposer les différents 
principes qui ont été employés jusqu'ici dans cette partie de la Sta­
tique qu'on nomme communément Hydrostatique, pour compléter 
l'analyse des principes de la Statique que nous avons donnée dans la 
Section I . 

1. C'est encore à Archimède que nous devons les premiers principes 
de l'équilibre des fluides. Son Traité De insidentibus humido ne nous 
est pas parvenu en grec; il y en avait seulement une traduction latine 
assez défectueuse, donnée par Tartalea, lorsque Commendin entreprit 
de le restituer et de l'éclaircir par des notes ; il parut, par les soins de ce 
savant commentateur, en 1565, sous le titre Deüsquœ vehuntur in aqua. 
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Cet Ouvrage, qu'on peut regarder comme un des plus précieux restes 
de l'Antiquité, est divisé en deux Livres. Dansle premier, Archimède 
pose ces deux principes, qu'il regarde comme des principes d'expé­
rience, et sur lesquels il fonde toute sa théorie : I° que la nature des 
fluides est telle, que les parties moins pressées sont chassées par celles 
qui le sont davantage, et que chaque partie est toujours pressée par 
tout le poids de la colonne qui lui répond verticalement ; 2° que tout 
ce qui est poussé en haut par un fluide est toujours poussé suivant la 
perpendiculaire qui passe par son centre de gravité. 

Du premier principe, Archimède conclut d'abord que la surface d'un 
fluide, dont toutes les parties sont supposées peser vers le centre de la 
Terre, doit être sphérique pour que le fluide soit en équilibre. Ensuite 
il démontre qu'un corps aussi pesant qu'un égal volume du fluide doit 
s'y enfoncer tout à fait, parce qu'en considérant deux pyramides égales 
du fluide supposé en équilibre autour du centre de la Terre, celle où 
le corps ne serait plongé qu'en partie exercerait une plus grande pres­
sion que l'autre sur le centre de la Terre ou, en général; sur une 
surface sphérique quelconque qu'on imaginerait autour de ce centre. 
Il prouve, de la même manière, que les corps plus légers qu'un égal 
volume du fluide ne peuvent s'y enfoncer que jusqu'à ce que la partie 
submergée occupe la place d'un volume de fluide aussi pesant que le 
corps entier; d'où il déduit ces deux théorèmes hydrostatiques, que 
les corps plus légers que des volumes égaux d'un fluide, y étant plon­
gés, en sont repoussés de bas en haut avec une force égale à l'excès du 
poids du fluide déplacé sur celui du corps plongé, et que les corps 
plus pesants y perdent une partie de leur poids égale à celui du fluide 
déplacé. 

Archimède se sert ensuite de son second principe pour établir les 
lois de l'équilibre dos corps qui flottent sur un fluide; il démontre que 
toute section de sphère plus légère qu'un volume égal du fluide, y 
étant plongée, doit nécessairement se disposer de manière que la base 
en soit horizontale; et sa démonstration consiste à faire voir que, si la 
base était inclinée, le poids total du corps, considéré comme concentré 
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dans son centre de gravité, et la poussée verticale du fluide, considérée 
aussi comme concentrée clans le centre de gravité de la partie submer­
gée, tendraient toujours à faire tourner le corps jusqu'à ce que sa base 
fût redevenue horizontale. 

Tels sont les objets du premier Livre. Dans le second, Archimède 
donne, d'après les mêmes principes, les lois de l'équilibre de diffé­
rents solides formés par la révolution des sections coniques, et plongés 
dans des fluides plus pesants que ces corps; il examine les cas où ces 
conoïdes peuvent y demeurer inclinés, ceux où ils doivent s'y tenir 
debout et ceux où ils doivent culbuter ou se redresser. Ce Livre est un 
des plus beaux monuments du génie d'Archimède et renferme une 
théorie de la stabilité des corps flottants à laquelle les modernes ont 
peu ajouté. 

2. Quoique, d'après ce qu'Archimèdc avait démontré, il ne fût pas 
difficile de déterminer la pression d'un fluide sur le fond ou sur les 
parois du vase dans lequel il est renfermé, Stevin est néanmoins le 
premier qui ait entrepris cette recherche et qui ait découvert le para­
doxe hydrostatique, qu'un fluide peut exercer une pression beaucoup 
plus grande que son propre poids. C'est dans le tome I I I des Hypomne-
mata mathematica, traduits du hollandais par Snellius et publiés à 
Leyde en 1608, que se trouve la théorie hydrostatique de Stevin. Après 
avoir prouvé qu'un corps solide de figure quelconque et de même gra­
vité que l'eau peut y rester dans une situation quelconque, par la 
raison qu'il occupe la même place et pèse autant que si c'était de l'eau, 
Stevin imagine un vase rectangulaire rempli d'eau et il fait voir aisé­
ment que son fond doit supporter tout le poids de l'eau qui remplit le 
vase. Il suppose ensuite qu'on plonge dans ce vase un solide de figure 
quelconque et de même gravité que l'eau; il est clair que la pression 
restera la même; de sorte que, si l'on donne au solide plongé une figure 
telle qu'il ne reste plus qu'un canal de fluide d'une figure quelconque, 
la pression du canal sur la base sera encore la même et, par consé­
quent, égale au poids d'une colonne verticale d'eau qui aurait cette 
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même base. Or Stevin observe qu'en supposant ce solide fixement ar­
rêté à sa place, il n'en peut résulter aucun changement dans l'action 
de l'eau sur le fond du vase; donc la pression sur ce fond sera tou­
jours égale au poids de la même colonne d'eau, quelle que soit la figure 
du vase. 

Stevin passe de là à déterminer la pression de l'eau sur les parois 
verticales ou inclinées; il divise leur surface en plusieurs petites parties 
par des lignes horizontales et il fait voir que chaque partie est plus 
pressée que si elle était horizontale et à la hauteur de son bord supé­
rieur, mais qu'en même temps elle est moins pressée que si elle était 
placée horizontalement à la hauteur de son bord inférieur. D'où, en 
diminuant'la largeur des parties et augmentant leur nombre à l 'infini, 
il prouve par la méthode des limites que la pression sur une paroi 
plane inclinée est égale au poids d'une colonne dont cette paroi serait 
la base et dont la hauteur serait la moitié de la hauteur du vase. 

11 détermine ensuite la pression sur une partie quelconque d'une 
paroi plane inclinée, et il la trouve égale au poids d'une colonne d'eau 
qui serait formée en appliquant perpendiculairement à chaque point 
de cette partie des droites égales à la profondeur de ce point sous 
l'eau. Ce théorème étant ainsi démontré pour des surfaces planes 
situées comme l'on voudra, il est facile de l'étendre à des surfaces 
courbes et d'en conclure que la pression exercée par un fluide pesant 
contre une surface quelconque a pour mesure le poids d'une colonne 
de ce même fluide, laquelle aurait pour base cette même surface, con­
vertie en une surface plane s'il est nécessaire, et dont les hauteurs ré­
pondantes aux différents points de la base seraient les mêmes que les 
distances des points correspondants de la surface à la ligne de niveau 
du fluide ; ou, ce qui revient au même, cette pression sera mesurée par 
le poids d'une colonne qui aurait pour base la surface pressée et pour 
hauteur la distance verticale du centre de gravité de cette même sur­
face à la surface supérieure du fluide ( ' ) . 

(1 ) Cette proposition relative à la pression sur une surface courbo est inexacte. L'auteur 
ne l'énonce ici quo par inadvertance. (7. Bertrand.) 
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3. Les théories précédentes de l'équilibre et de la pressiondes 
fluides sont, comme l’on voit, entièrement indépendantes des prin­
cipes généraux de la Statique, n'étant fondées que sur des principes 
d'expérience particuliers aux fluides; et cette manière de démontrer 
les lois de l'Hydrostatique, en déduisant de la connaissance expéri­
mentale de quelques-unes de ces lois celle de toutes les autres, a 
été adoptée par la plupart des auteurs modernes et a fait de l'Hy­
drostatique une science tout à fait différente et indépendante de la 
Statique. 

Cependant il était naturel de chercher à lier ces deux sciences cn­
semble et à les faire dépendre d'un seul et même principe. Or, parmi 
les différents principes qui peuvent servir de base à la Statique et dont 
nous avons donné une exposition succincte dans la Section I, il est 
visible qu'il n'y a que celui des vitesses virtuelles qui s'applique natu­
rellement à l'équilibre des fluides. Aussi Galilée, auteur de ce prin­
cipe, s'en est servi également pour démontrer les principaux théorèmes 
de Statique et d'Hydrostatique. 

Dans son Discorso intorno alle cose che stanno su l'acqua, o che in quella 
simuovono, il déduit immédiatement de ce principe l'équilibre de l'eau 
dans un siphon, en faisant voir que, si l'on suppose le fluide à la même 
hauteur dans les deux branches, il ne saurait descendre dans l'une 
et monter dans l'autre sans que les moments soient égaux dans la 
partie du fluide qui descend et dans celle qui monte. Galilée démontre 
d'une manière semblable l'équilibre des fluides avec les solides qui y 
sont plongés; il est vrai que ses démonstrations ne sont pas bien 
rigoureuses, et, quoiqu'on ait cherché à y suppléer dans les notes ajou­
tées à l'édition de Florence de 1728, on peut dire qu'elles laissent 
encore beaucoup à désirer. Descartes et Pascal ont également employé 
le principe des vitesses virtuelles dans l'Hydrostatique; ce dernier sur­
tout en a fait un grand usage dans son Traité de l'équilibre des liqueurs 
et s'en est servi pour démontrer la propriété principale des fluides, 
qu'une pression quelconque appliquée à un point de leur surface se ré­
pand également dans tous les autres points. 

XI . 25 
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4. Mais ces applications du principe des vitesses virtuelles étaient 
encore trop hypothétiques et, pour ainsi dire, trop lâches pour pouvoir 
servir à établir une théorie rigoureuse sur l'équilibre des fluides. Aussi 
ce principe a-t-il été abandonné depuis par la plupart des auteurs qui 
ont traité de l'Hydrostatique, et surtout par ceux qui ont entrepris de 
reculer les limites de cette science en cherchant les lois de l'équilibre 
des fluides hétérogènes, dont toutes les parties sont animées par des 
forces quelconques ; recherche très importante par le rapport qu'elle a 
avec la fameuse question de la figure de la Terre. 

Huygens ( ' ) a pris dans cette recherche, pour principe d'équilibre, 
la perpendiculaire de la pesanteur à la surface. Newton (²) est parti du 
principe de l'égalité des poids des colonnes centrales. Bouguer(3) a 
remarqué ensuite que, souvent, ces deux principes ne donnaient pas 
le même résultat, et en a conclu que, pour qu'il y eût équilibre dans 
une masse fluide, il fallait que les deux principes y eussent lieu à la 
fois et s'accordassent à donner la même figure à la surface du fluide. 
Mais Clairaut (4) a démontré de plus qu'il peut y avoir des cas où cet 
accord ait lieu, et où cependant il n'y aurait point d'équilibre. Maclau-
rin (5) a généralisé le principe de Newton, en établissant que, dans une 
masse fluide en équilibre, chaque particule doit être comprimée égale­
ment par toutes les colonnes rectilignes du fluide, lesquelles appuient 
sur celte particule et se terminent à la surface; et Clairaut (6) l'a rendu 
plus général encore, en faisant voir que l'équilibre d'une masse fluide 
demande que les efforts de toutes les parties du fluide, renfermées dans 
un canal quelconque, aboutissant à la surface ou rentrant en lui-même, 
se détruisent mutuellement. Enfin il a déduit le premier de ce prin­
cipe les vraies lois fondamentales de l'équilibre d'une masse fluide 
dont toutes les parties sont animées par des forces quelconques, et il a 

( ' ) Voir Dissertatio de causa gravitatis, additamentum; Opera posthuma, t. I I , p. 116. 
( 2 ) Dans le l ivre des Principes, l ivre I I I , proposition 49. 
( 3 ) Mémoires de l'Académie des Sciences; 1734. 
(4.) Théorie de la figure de la Terre, p. 28, 20 édition; Paris, 1808. 
( 5 ) Traité des fluxions, t. I I , p. n o . Traduction de Pezonas; Paris, 1749. 
(6) Théorie de la figure de la Terre. (Notes de M. J. Bertrand.) 
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trouvé les équations aux différences partielles par lesquelles onspeut 
sexprimer ces lois; découverte qui a changé la face de l'Hydrostatique 
et ell a fait comme une science nouvelle. 

5. Le principe de Clairaut n'est qu'une conséquence naturelle du 
principe de l'égalité de pression en tous sens, et l'on peut déduire im­
médiatement de celui-ci les mêmes équations qui résultent de l'équi­
libre des canaux. Car, en considérant la pression comme une force qui 
agit sur chaque particule, et qui peut s'exprimer par une fonction des 
coordonnées qui déterminent le lieu de la particule dans la masse 
fluide, la différence des pressions qu'elle souffre sur deux faces oppo­
sées et parallèles donne la force qui tend à la mouvoir perpendiculaire­
ment à ces faces, et qui doit être détruite par les forces accélératrices 
dont cette particule est animée; de sorte qu'en rapportant toutes ces 
forces aux directions des trois coordonnées rectangles, et supposant la 
masse fluide partagée en petits parallélogrammes rectangles ayant pour 
côtés les éléments de ces coordonnées, on a directement trois équa­
tions aux différences partielles entre la pression et les forces accéléra­
trices données, lesquelles servent à déterminer la valeur même de la 
pression et la relation qui doit avoir lieu entre ces forces. Ce moyen 
simple de trouver les lois générales de l'Hydrostatique est dû a Euler 
{Mémoires de Berlin de 1755) et il est maintenant adopté dans presque 
tous les Traités de cette science. 

6. Le principe de l'égalité de pression en tous sens est donc jus­
qu'ici le fondoment de la théorie de l'équilibre des fluides, et il faut 
avouer que ce principe renferme, en effet, la propriété la plus simple 
et la plus générale que l'expérience ait fait découvrir dans les fluides 
en équilibre. Mais la connaissance de cette propriété est-elle indispen­
sable dans la recherche des lois de l'équilibre des fluides? Et ne peut-
on pas dériver ces lois directement de la nature même des fluides 
considérés comme des amas de molécules très déliées, indépendantes 
les unes des autres et parfaitement mobiles en tout sens? C'est ce que 
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je vais lâcher de faire dans les Sections suivantes, en n'employant que 
le principe général de l'équilibre dont j 'a i fait usage jusqu'ici pour los 
corps solides; et cette partie de mon travail fournira non seulement 
une des plus belles applications du principe dont il s'agit, mais ser­
vira aussi à simplifier à quelques égards la théorie même de l'Hydro­
statique. 

On sait que les fluides en général se divisent en deux espèces : en 
fluides incompressibles dont les parties peuvent changer de figure, 
mais sans changer de volume, et en fluides compressibles et élastiques 
dont les parties peuvent changer à la fois de figure et de volume et 
tendent toujours à se dilater avec une force connue qu'on suppose 
ordinairement proportionnelle à une fonction de la densité. 

L'eau, le mercure, etc., appartiennent à la première espèce; et l'air, 
la vapeur de l'eau bouillante, etc., appartiennent à la seconde. 

Nous traiterons d'abord de l'équilibre des fluides incompressibles, 
et ensuite de celui des fluides compressibles et élastiques. 
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SECTION SEPTIÈME. 
DE L'ÉQUILIBRE DES FLUIDES INCOMPRESSIBLES. 

1. Soit une masse fluide m, dont tous les points soient animés par 
des pesanteurs ou forces quelconques P, Q, R, . . . , dirigées suivant 
les lignesp, q, r, . . .; on aura, suivant les dénominations de l'article 12 
de la Section IV, pour la somme des moments de toutes ces forces, la 
formule intégrale  

laquelle devra être nulle en général pour qu'il y ait équilibre dans le 
fluide. 

§ I. — De l'équilibre d'un fluide dans un tuyau très étroit. 

2. Supposons d'abord le fluide renfermé dans un canal ou tuyau 
infiniment étroit et de figure donnée et imaginons ce fluide divisé en 
tranches ou portions infiniment petites, dont la hauteur soit ds et la 
largeur ; on pourra prendre dm = ds, à cause que la largeur du 
tuyau est supposée infiniment petite, ds étant l'élément de la courbe 
du tuyau. Or, en imaginant que le fluide reçoive un petit mouvement, 
et change infiniment peu de place dans le tuyau, soit le petit espace 
que la tranche ou particule dm parcourt dans le tuyau ; il est clair 
que sera la quantité du fluide qui passera en même temps par 
chacune des sections du canal. Donc, à cause de l'incompressibilité 
dû fluide, il faudra que cette quantité soit partout la même; de sorte 
que, faisant , la quantité sera constante par rapport à la 
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courbe du tuyau. On aura ainsi et, par conséquent,  

de sorte que la formule qui exprime la somme des moments des forces 

deviendra, en faisant sort i r hors du signe intégral la quantité con-

stante a, 

Maintenant il est visible que, puisque sont les varia­

tions des l ignesp, q, r, . . . résultantes de la variation ces variations 

doivent avoir entre elles les mêmes rapports que les différentielles 

dp, dq, dr . . . , ds, à cause de la figuré du canal donnée ; ainsi l 'on aura 

ce qui réduira la formule précédente à cette forme 

où les différentielles dp, dq, dr, . . . se rapportent à la courbe du canal, 

et le signe indique une intégrale prise par toute l'étendue du canal. 

Faisant donc cette quantité égale à zéro, on aura l 'équation 

laquelle contient la loi générale de l 'équi l ibre d'un fluide renfermé 

dans un canal de figure quelconque. 

3. Si, outre les forces P, Q, R, . . . qu i animent chaque point du 

fluide, il y avait de plus à l 'une des extrémités du canal une force 

extérieure I I ' qu i agît par le moyen d 'un piston sur la surface du 

fluide et perpendiculairement aux parois du canal ; alors, dénotant 

par le peti t espace parcouru par la tranche du fluide qu'on suppose 

pressée par la force I I ' , tandis que les autres tranches parcourent l'es 

différents espaces , il faudra ajouter à la somme des moments des 
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forces P, Q, R, . . . le moment de la force I I ' , lequel sera représenté 
pur . Or, si l'on nomme 'la section du canal à l'endroit où agit 
la force I I ' , on aura pour la quantité de fluide qui passe par la 
section tandis que, par une autre section quelconque , il passe 
la quantité de fluide  

Mais l'incompressibilité du fluide demande que ces quantités soient 
partout les mêmes; donc, ayant déjà supposé on aura aussi 

par conséquent Donc la somme totale des mo-

ments des forces qui agissent sur le fluide sera représentée par la for­
mule  

de sorte que l'équation de l'équilibre sera 

4. Il est évident que, dans l'état d'équilibre, la force I I ' doit être 
contre-balancée par la pression du fluide sur le piston dont la largeur 
est a/; d'où il s'ensuit que cette pression sera égale à — II' et, par 
conséquent, égale à 

Donc, en général, la pression du fluide sur chaque point du piston 
sera exprimée par la formule intégrale 

en prenant cette intégrale par toute la longueur du canal. Et cette 
pression sera aussi la même si, au lieu d'un piston mobile, on suppose 
un fond immobile qui ferme le canal d'un côté. 

5. Si, à l'autre extrémité du canal, il y avait une autre force réagis-
sante de même par le moyen d'un piston, on trouverait pareillement, 
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en nommant la section du canal dans cet endroit, l'équation 

pour l'équilibre du fluide. 

G. Donc, si le fluide n'est pressé que par les deux forces extérieures  
appliquées aux surfaces il faudra, pour l'équilibre, 

que l'on ait d'où l'on voit que les deux forces  

doivent être de directions contraires, et en même temps réciproque­
ment proportionnelles aux surfaces sur lesquelles ces forces 
agissent, proposition qu'on regarde communément comme un principe 
d'expérience, ou du moins comme une suite du principe de l'égalité de 
pression en tout sens, dans lequel la plupart des auteurs d'Hydrosta­
tique font consister la nature des fluides. 

7. La connaissance des lois de l'équilibre d'un fluide renfermé dans 
un canal très étroit et de figure quelconque peut conduire à celle des 
lois de l'équilibre d'une masse quelconque de fluide renfermée dans un 
vase ou non. 

Car il est évident que, si une masse fluide est en équilibre et qu'on 
imagine un canal quelconque qui la traverse, le fluide contenu dans 
ce canal sera aussi en équilibre de lui-même, c'est-à-dire indépendam­
ment de tout le reste du fluide. On aura donc pour l'équilibre de ce 
canal, en faisant abstraction des forces extérieures (art. 2), 

Et, comme la figure du canal doit être indéterminée, l'équation pré­
cédente devra être indépendante de cette figure; d'où l'on pourrait 
conclure tout de suite, comme Clairaut l'a fait dans sa Théorie de la 
figure de la Terre, que la quantité Pdp+Qdq + R d r + - . . . doit être 
une différentielle exacte. Mais on peut arriver à cette conclusion par 
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l'analyse même et trouver en même temps les relations qui doivent 
evoir lieu entre les quantités P, Q, R Pour cela, il n'y a qu'à faire 
variur l'intégrale  

par la méthode des variations et supposer sa variation nulle. 

8. Dénotons en général par la valeur de l'intégrale 

prise par toute la longueur du canal; il faudra que l'on ait 

Or on a, par la difïerentiation, 

Changeant et faisant ensuite disparaître le double signe  
par des intégrations par parties, on aura 

où les termes qui sont hors du signe se rapportent aux extrémités de 
l'intégrale représentée par ce signe et répondent, par conséquent, aux 
bouts du canal; de sorte qu'en supposant ces bouts fixes, les varia­
tions qui y répondent seront nulles, et les termes dont il 
s'agit s'évanouiront d'eux-mêmes. 

Maintenant, comme les quantités P, Q, R, .. . qui représentent les 
forces sont ou peuvent toujours être supposées des fonctions dep, q, 

r..., il est clair que la partie de qui est affectée du signe n'est 
plus susceptible de réduction; donc, pour que l'on ait en général 

X I . 26 
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il faudra que cette partie soit nulle d'elle-même et que, par 
conséquent, on ait pour chaque point de la masse fluide l'équatien 
identique 

En regardant les expressions des forces P, Q, R, . . . comme des fonc­
tions quelconques dep, q, r, . . . , on aura, suivant la notation reçue, 

de même  

et ainsi des autres différences. Substituant ces valeurs dans l'équation 
précédente et ordonnant les termes, elle deviendra de cette forme 

et devra avoir lieu indépendamment des différences dp, dq, dr, . . . ; 

Donc, s'il n'y a aucune relation donnée entre les variablesp, q, r, ..., 
il faudra faire séparément  

Ce sont les équations de condition connues pour l'intégrabilité de la 
formule 

Pdp + Qdq + Rdr+.... 
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9. Lorsque les lignesp, q, r, . . . se rapportent à un point dans l’es-

l^ce, comme dans le cas présent, elles ne peuvent dépendre que des 

trois coordonnées de ce point et les forces P, Q, R, . . . peuvent toujours 

se réduire à trois, suivant ces coordonnées (Sect. V, art. 7). Ainsi, en 

prenantp, q, r pour ces coordonnées, soit rectangles ou non ( ' ) , et P, 

Q, R, . . . pour les forces qui agissent sur chaque particule du fluide, 

dans la direction des mêmes coordonnées, il faudra que les quantités 

P, Q, R, regardées comme des fonctions dop, q, r, satisfassent à ces 

trois équations 

Ce sont les conditions nécessaires pour que la masse fluide puisse 
être en équilibre, en vertu des forces P, Q, R qui agissent sur tous ses 

points. 

Au reste, on a fait abstraction jusqu'ici de la densité du fluide, ou 

plutôt on l’a regardée comme constante et égale à l'unité; mais, si l'on 

voulait la supposer variable, alors, en nommant F la densité d'une 

particule quelconque dm, on aurait (art. 2) 

et les quantités P, Q, R, . . . se trouveraient toutes multipliées par F. 

Ainsi, l'on aura pour l'équilibre des fluides de densité variable les 

mêmes lois que pour l'équilibre des fluides de densité uniforme, en 

multipliant seulement les différentes forces parla densité du point sur 

lequel elles agissent, c'est-à-dire en écrivant simplement TP, TQ, 
TR, . . . à la place de P, Q, R, . . . . 

(1) Cette assertion n'est pas exacte. Si P, Q, R désignaient les composantes parallèles à 
trois axes obliques dp, q, r les coordonnées relatives á ces axes, la somme dos moments 
virtuels no serait pas Pdp + Qdq + Rdr et les raisonnements qui précèdent ne pourraient 
pas s'appliquer. (J. Bertrand.) 
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§ I I . — Où l'on déduit les lois générales de l'équilibre des fluides 

incompressibles de la nature des particules qui les composent. 

10. Nous allons maintenant chercher les lois de l ' équi l ibre des 

fluides incompressibles, directement par notre formule générale, en 

regardant ces sortes de fluides comme formés d 'un amas de particules 

mobiles en tout sens, et qu i peuvent changer de figure, mais sans 

changer de volume. 

Supposons, pour plus de s impl ic i té , que toutes les forces qu i agis­

sent sur les particules du fluide soient réduites à trois, représentées 

par X, Y, Z et dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, s, 

c'est-à-dire tendantes à d iminuer ces coordonnées. Nous avons donné, 

dans le Chapitre I de la Section V, les formules générales de cette 

réduct ion. 

Nommant dm la masse d'une particule quelconque; on aura, pour la 

somme des moments des forces X, Y, Z, la formule intégrale 

or le volume de la particule dm peut être représenté par dxdydz ; 

ainsi, en exprimant par T la densité, il est c lair qu 'on aura 

et le signe d ' intégration appartiendra à la fois aux trois variables x, 

y,z. 

Il faudra, de plus, avoir égard à l 'équation de condi t ion résultante 

de l ' incompressibi l i té du fluide, laquelle , étant supposée représentée 

par 
L = o, 

donnera, en diflérentiant selon m u l t i p l i a n t par un coefficient i n ­

déterminé et in tégrant , la formule à ajouter à la précé­

dente. 

S'il n'y a point de forces extérieures q u i agissent sur la surface du 
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fluide, ni de conditions particulières à cette surface, on aura simple-
ment, pour l'équation générale de l'équilibre (Sect. I V , art. 13) , 

dans laquelle il faudra prendre les intégrales relativement à toute la 
masse du fluide. 

1 1 . La condition de l'incompressibilité consiste on ce que le volume 
de chaque particule soit invariable; ainsi, ayant exprimé ce volume 
par dxdydz, on aura dxdydz = const. pour l'équation de condition ; 
par conséquent, on aura 

Pour avoir la variation il semble qu'il n'y aurait qu'il 
diffèrenticr simplement dxdydz selon ; mais il y a ici une considéra­
tion particulière à faire, et sans laquelle le calcul ne serait pas rigou­
reux. La quantité exprime le volume d'une particule qu'au­
tant qu'on suppose la figure de cette particule un parallélépipède 
rectangulaire dont les côtés sont parallèles aux axes des x, y,z; cette 
supposition est très permise, puisqu'on peut imaginer le fluide partagé 
en éléments infiniment petits d'une figure quelconque. Or 
doit exprimer la variation que souffre ce volume lorsque la particule 
change infiniment peu de situation, ses coordonnées x, y, z devenant  

et il est clair que si, dans ce changement, 
la particule conservait la figure d'un parallélépipède rectangle, on 
aurait  

Par les principes du calcul des variations, on peut changer les ,  
en mais il est nécessaire de remarquer que 

les variations ; pouvant être regardées comme des fonctions 
indéterminées et infiniment petites de x, y, z, pour que repré-
sente la variation du côté dx de la particule rectangulaire dxdydz, 
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lequel est formé par l'accroissement dx que la coordonnée x reçoit 

tandis que les deux autres, y et z, ne varient pas, il faut que, dans la 

dilférenliation de , la seule x soit censée variable : ainsi , suivant la 

notation des différences partielles, au l ieu d'écrire simplement il 

faudra écrire de mémo, et par un raisonnement semblable, on 

écrira dz au l ieu de d De cette manière, dans 

l'hypothèse que la particule dxdydz demeure rectangulaire après lu 

variat ion, on aura 

Il en serait encore de même si l 'on supposait que la particule 

dxdydz devint, par la var ia t ion, un parallélépipède dont les angles 

différassent inf in iment peu de l'angle d r o i t ; car on sait, par la Géomé­

trie, que, si a, b, c sont les trois côtés d 'un parallélépipède qui for­

ment un angle solide, et les trois angles que ces côtés forment 

entre eux, la solidi té, ou le contenu du parallélépipède, est exprimée 

par la formule 

Or les côtés deviennent, par la variation, 

et les cosinus de deviennent inf iniment peti ts ; ainsi , en substi­

tuant ces valeurs au l ieu de a, b, c, et négligeant les infiniment 

petits des ordres supérieurs au premier, on aura, pour la variation de 

dxdydz, la même expression qu'on vient de trouver. 

Mais, quoique cette dernière hypothèse soit légi t ime, nous ne vou­

lons pas l 'adopter sans démonstration, pour ne r ien laisser à désirer 

sur l 'exactitude de nos formules. Nous allons donc chercher, d'une 

manière rigoureuse, la variat ion de dxdydz, en ayant égard à la fois 

au changement de position et de longueur de chacun des côtés d'un 
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parallélépipède rectangulaire, et en supposant seulement, ce quiest 
exact dans l'infiniment petit, que ces côtés demeurent rectilignes. 

12. Pour simplifier cette recherche, nous commencerons par ne con­
sidérer qu'une des faces du parallélépipède dxdydz, par exemple la 
face dxdy, dont les quatre angles répondent à ces quatre systèmes de 
coordonnées, 

(•) 

( 2 ) 

( 3 ) 

(4)  

Supposons que les coordonnées x y, z du premier système devien­
nent et regardons les variations 
comme des fonctions infiniment petites de x, y, z; en faisant croître 
successivement les x, y de leurs différentielles dx, dy, on trouvera ce 
que doivent devenir simultanément les coordonnées des trois autres 
systèmes. Ainsi, en marquant par les mêmes numéros les systèmes 
variés, on aura 

(0 

( a ) 

( 3 )  

(4)  

Gomme ces quatre systèmes de coordonnées répondent aux quatre an­
gles du nouveau quadrilatère dans lequel s'est changé le rectangle 
dxdy, il est clair qu'on aura les côtés de ce quadrilatère en prenant 
la racine carrée de la somme des carrés des différences des coordon-
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nées pour les doux angles adjacents à chaque côté. Ainsi, en mar­

quant la droite qui joint deux angles par la réunion des deux numéros 

qui répondent à ces angles, on aura 

d'où l'on voit que les côtés opposés ( 1, 2), (3 ,4 ) sont égaux entre eux, 

ainsi que les côtés opposés (1 ,3) , ( 2 ,4 ) , et que, par conséquent, le 

quadrilatère est un parallélogramme dont les deux côtés contigus 

(1,2) , (1, 3) seront, en négligeant sous le signe les quantités du second 

ordre vis-à-vis de celles du premier, 

13. A l'égard de l'angle compris par ces deux côtés, on le trouvera 

par le moyen de la diagonale (2, 3), laquelle, en prenant de même la 

racine carrée de la somme des carrés des différences des coordonnées 

respectives des systèmes (2) et (3), devient 

Or, en nommant a l'angle dont il s'agit, le triangle formé par les 

trois côtés (1,2) , (1 ,3) , (2, 3) donne 

Substituant dans cette expression les valeurs trouvées de (1 ,2) , (1 , 3) 

(a, 3), effaçant les ternies qui se détruisent et négligeant les infini-
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ment petits du second ordre et des ordres supérieurs, on aura 

où l'on voit que l'angle a ne diffère d'un angle droit que par des quan­
tités infiniment petites, puisque son cosinus est infiniment petit. 

14. Si l'on applique la même analyse aux deux autres faces dxdz, 
dydz du rectangle dxdydz, on trouvera que ces faces se changent 
aussi en parallélogrammes; de sorte que les trois faces opposées seront 
aussi des parallélogrammes, comme on peut le démontrer facilement 
par la Géométrie. Par conséquent, le nouveau solide sera un parallé­
lépipède dont les côtés qui forment un angle solide seront 

et nommant les angles compris entre ces côtés, on aura 

d'où Ton peut conclure que la variation du parallélépipède rectangu­
laire dxdydz est rigoureusement exprimée par la formule donnée 
plus haut (art. 11). 

15. On voit aussi par là que, si les variations n'étaient 
fonctions respectivement que de x, y, z, on aurait rigoureusement 

de sorte que le parallélépipède rectangle dxdydz demeurerait rec­
tangle après la variation. Or, comme le changement de forme de ce 

XI. 27 
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parallélépipède n'est qu'infiniment petit et n'influe point dans la valeur 
de sa solidité, il s'ensuit que, sans rien ôter à la généralité du résul­
tat, on peut supposer que les variations soient simplement 
fonctions de .x; de y et de -, comme nous l'avons fait dans l'article 31 
de la Section IV. 

16. Ayant ainsi la vraie valeur de on la prendra pour 
celle de et l'on aura 

On substituera donc cette valeur dans l'équation générale de l'ar­
ticle 10, et mettant en même temps pour dm sa valeur Tdxdydz, on 
aura l'équation 

et il ne s'agira plus que d'y faire disparaître les doubles signes par 
la méthode exposée dans le § II de la Section IV. 

17. Considérons d'abord la quantité 

où le signe dénote une triple intégrale relative à oc, y, z; il est clair 
que, comme la différence de n'est relative qu'à la variation de ne, il 
ne faudra aussi pour la faire disparaître qu'avoir égard à l'intégration 
relative à x ; c'est pourquoi on donnera d'abord à cette quantité la 
forme  

ensuite on transformera l'intégrale simple 
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les quantités marquées d'un trait se rapportent au commencementde 
l'intégration, et celles qui en ont deux se rapportent aux points où clle 
finit, suivant la notation adoptée dans l'endroit cité. Ainsi la quantité 
dont il s'agit se trouvera changée en celle-ci 

ou, ce qui est la même chose, 

Dela même manière et par un raisonnement semhlable, on changera 
les quantités 

en celles-ci  

et  

Faisant ces substitutions, on aura donc, pour l'équilibre de la masse 
fluide, cette équation générale 

dans laquelle il n'y aura plus qu'à égaler séparément à zéro les coeffi­
cients des variations indéterminées (Sect. IV, art. 16). 

18. On aura donc d'abord ces trois équations 

lesquelles doivent avoir lieu pour tous les points de la masse fluide. 
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Ensuite, si le fluide est libre de tous côtés, les variations  
, qui se rapportent aux points de la surface du fluide, 

seront aussi indéterminées, et, par conséquent, il faudra encore égaler 
séparément à zéro leurs coefficients, ce qui donnera 
c'est-à-dire en général pour tous les points de la surface du 
fluide, et cette équation servira à déterminer la figure de cette sur­
face. 

Il en sera de même lorsque le fluide est renfermé dans un vase, pour 
la partie de la surface où le vase est ouvert; mais, à l'égard de la partie 
qui est appuyée contre les parois, les variations  

doivent avoir entre elles des rapports donnés par la figure de ces 
parois, puisque le fluide ne peut que couler le long des parois; et 
nous démontrerons plus bas que, quelle que puisse être leur figure, 
les termes qui renferment les variations en question seront toujours 
nuls d'eux-mêmes; de sorte qu'il n'y aura aucune condition relative­
ment à cette partie de la surface du fluide. 

19. Les trois équations qu'on vient de trouver pour les conditions de 
l'équilibre du fluide donnent 

donc, puisque 

on aura  

par conséquent, il faudra que la quantité 

soit une différentielle complète en x, y, z, et cette condition renferme 
seule les lois de l'équilibre des fluides. 

Si l'on élimine la quantité des mêmes équations, on aura les sui-
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vantes :  

équations qui s'accordent avec celles de l'article 9. 
Ces conditions sont donc nécessaires pour que la masse fluide puisse 

être en équilibre en vertu des forces X, Y, Z. Lorsqu'elles ont lieu par 
la nature de ces forces, on est assuré que l'équilibre est possible, et il 
ne reste plus qu'à trouver la figure que la masse fluide doit prendre 
pour être en équilibre, c'est-à-dire l'équation de la surface extérieure 
du fluide. 

Nous avons vu, dans l'article précédent, qu'on doit avoir dans chaque 
point de cette surface Donc, puisque  
on aura, en intégrant, 

par conséquent, l'équation de la surface extérieure sera 

K étant une constante quelconque; et cette équation sera toujours en 
termes finis, puisque la quantité est supposée 
une différentielle exacte. 

20. La quantité est toujours d'elle-même une 
différentielle exacte lorsque les forces X, Y, Z sont le résultat d'une 
ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quelconques 
des distances aux centres, puisqu'on a en général, par l'article 1 de la 
Section V,  

Nommant cette quantité on aura alors donc, pour que 
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soit une différentielle complète, il faudra que T soit une fonction 

de , Par conséquent, sera aussi nécessairement une fonc­
tion de I I . 

On aura donc dans ce cas, qui est celui de la nature, pour la figure 
de la surface, l'équation  

savoir II égal à une constante, de même que si la densité du fluide 
était uniforme. De plus, puisque II est constante à la surface et que F 
est fonction de I I , il s'ensuit que la densité T doit être la même dans 
tous les points de la surface extérieure d'une masse fluide en équi­
libre. 

Dans l'intérieur du fluide, la densité peut varier d'une manière 
quelconque, pourvu qu'elle soit toujours une fonction de II : elle devra 
donc être constante partout où la valeur de II sera constante; de sorte 
que sera en général l'équation des couches de même densité, 
h étant une constante. Donc, différentiant, on aura 

pour l'équation générale de ces couches; et il est visible que cette 
équation est celle des surfaces auxquelles la résultante des forces X, 
Y, Z est perpendiculaire et que Clairaut appelle surfaces de niveau. 
D'où il s'ensuit que la densité doit être uniforme dans chaque couche 
de niveau formée par deux surfaces de niveau infiniment voisines. 

Cette loi doit donc avoir lieu dans la Terre et dans les planètes, 
supposé que ces corps aient été originairement fluides et qu'ils aient 
conservé, en se durcissant, la forme qu'ils avaient prise en vertu de 
l'attraction de leurs parties, combinée avec la force centrifuge. 

21. A l'égard de la quantité dont nous venons de déterminer la 
valeur, il est bon de remarquer que le terme de l'équation gé­

nérale de l'article 10 représente la somme des moments d'autant de 
forces qui tendent à diminuer la valeur de la fonction L (Sect. IV.art.7) 
art. 7); de sorte que, comme on a fait (dxdydz) (art. 11), on 
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peut dire que la force ( l ) tend à comprimer chaque particule dxdydz 
du fluide; par conséquent, cette force n'est autre chose que la pression 
que cette particule du fluide souffre également de tous côtés et à la­
quelle elle résiste par son incompressibilité. 

On a donc, en général, pour la pression dans chaque point de la 
masse fluide, l'expression 

et, comme la quantité sous le signe doit toujours être intégrable pour 
que le fluide soit en équilibre, il s'ensuit que la pression pourra tou­
jours être exprimée par une fonction finie des coordonnées relatives à 
la particule qui éprouve cette pression; proposition fondamentale de 
la théorie des fluides donnée par Euler (2). 

22. Pour donner une application de l'équation const., que 
nous avons trouvée pour représenter la surface d'une masse fluide en 
équilibre (art. 20), nous allons considérer l'équilibre de la mer, en 
supposant qu'elle recouvre la terre regardée comme un solide de 
figure elliptique et peu différent de la sphère, et que chacune de ses 
particules soit attirée à la fois par toutes les particules de la terre et de 
la mer, et soit animée en même temps de la force centrifuge prove­
nant de la rotation uniforme de la Terre autour de son axe. 

C'est ici le lieu d'employer les formules que nous avons données 
dans l'article 10 de la Section V. Nous avons désigné par la valeur 
de la fonction [, lorsque les forces sont le résultat des attractions de 
toutes les particules d'un corps de figure donnée, et nous avons donné 
l'expression de pour le cas où l'attraction est en raison inverse du 
carré des distances et où le corps attirant est un sphéroïde elliptique 
peu différent de la sphère. En conservant les dénominations employées 

(1 ) La conclusion est exacte, quoique la démonstration ne soit pas suffisante Nous avons 
deja remarqué plusieurs fois qu'on ne peut considérer comme uno force que si l'on con­
sent à étendre la signification habituelle du mot force. (J. Bertrand.) 

(²) Mémoires de l'Académie de Berlin; 1755. (J. Bertrand.) 
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dans cet article et en s'arrêtant aux termes qui contiennent les se­
condes dimensions des excentricités e et i, on a trouvé 

où x, Y, z sont les coordonnées rectangles du point attiré ;  

est la distance de ce point au centre du sphéroïde, 

et m est la masse du sphéroïde égale à ABC, A, B, C étant les demi-

axes du sphéroïde. 
Si l'on dénote par T la densité du sphéroïde supposé homogène, il 

faudra multiplier cette expression de . par T; et si l'on suppose que 
le sphéroïde ait un autre sphéroïde pour noyau, dont la densité soit 
différente, il n'y aura qu'à y ajouter la valeur de relative à ce nou­
veau sphéroïde, multipliée par la différence des densités. Ainsi, en 
marquant par un trait les quantités relatives au sphéroïde intérieur 
et supposant que sa densité soit T + Tv, on aura, pour la valeur totale 
de   

23. Supposons que le point attiré par le sphéroïde soit en même 

temps sollicité par trois forces représentées par dirigées 

suivant les coordonnées x, y et s, et tendantes à les augmenter, on 

aura pour leurs moments, et il en résul­

tera les termes à ajouter à la quantité pour 

avoir la valeur de II due à toutes les forces qui agissent sur le même 
point. Ainsi l'équation de l'équilibre sera 

24. Pour appliquer maintenant ces formules à la question dont il 
s'agit, on supposera que le sphéroïde extérieur est la mer, dont la 



PREMIÈRE PARTIE. - SECTION V I I . 217 

densité est T, et que le noyau intérieur est la terre, ayant la dépaite  
, et l'on placera le point attiré à la surface de la mer, en faisant 

coïncider les coordonnées x, y, z de ce point avec les coordonnées a, 
b, c de la surface du sphéroïde extérieur. On aura alors, pour que 
cette surface soit en équilibre, l'équation 

Cette équation, dans laquelle donne la figure 
de la surface ; mais nous avons supposé dans les formules de l'article 10 
de la Section V que cette surface est représentée par l'équation 

en prenant ici x, y, z au lieu de a, b, c; donc il faudra que ces deux 
équations coïncident. 

Tirons de celle-ci la valeur de r en y et z, et, pour cela, substituons 

dans pour x² sa valeur on aura, 

en mettant pour B2 et G2 les valeurs (article cité), 

d'où l'on tire, en rejetant les puissances de e et i supérieures à 
auxquelles nous n'avons point égard ici, 

On substituera donc cette valeur de ainsi que celle de a?2, dans 

X I . 28 
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la première équation, et rejetant toujours les termes qui contiendraient  
on aura 

Cette équation devant être identique, il faudra que les coefficients 
des quantités variables y2 et s2 soient nuls, ce qui donnera les deux 
équations  

qui serviront à déterminer les deux excentricités e et ide la surface 
elliptique de la mer. 

25. On sait que la force centrifuge est proportionnelle à sa distance 
de l'axe de rotation et au carré de la vitesse angulaire de rotation. 
Donc, si l'on prend l'axe 2A, qui est aussi l'axe des coordonnées x, 
pour l'axe de rotation, et que f soit la force centrifuge à la distance A 

de Taxe, on aura pour la force centrifuge d'un point quelconque du 

sphéroïde, en faisant cette force, étant dirigée suivant 

la ligne u et tendant à l'augmenter, donnera le moment dont 

l'intégrale savoir devra être ajoutée a la quantité 

pour avoir égard à l'effet de la force centrifuge. Ainsi on aura les 
conditions de l'équilibre de la mer, en vertu de l'attraction réciproque 
de toutes les particules de la mer et de la Terre, èt de la force centrifuge 
due à la rotation de la Terre, en faisant dans les deux équations précé­
dentes  
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Puisque les deux constantes get h sont égales, on voit, par ces eqna­
tions, que, si les excentricités e' eti' de la Terre sont égales, on aura 
aussi les deux excentricités e et i de la figure de la mer égales entre 
elles; de sorte que, si la Terre est un sphéroïde de révolution, la mer 
ne le sera pas non plus, et les deux équations dont il s'agit donneront 
les valeurs de ses deux excentricités e, i, qui seront différentes des ex­
centricités e' et ï de la Terre. 

26. Au reste, cette solution n'est exacte qu'aux quantités e², i² ,e'²,i² 
i'2 près; et si l'on voulait avoir égard, dans les valeurs de et de r, 
aux termes qui contiendraient des puissances supérieures de ces quan­
tités, il ne serait plus possible de vérifier en général l'équation 

pour la surface d'équilibre; d'où il faudrait conclure que cette surface 
n'a point rigoureusement la figure d'un sphéroïde elliptique. 

Je dis engenèral, parce que, dans le cas où le sphéroïde est homogène 
et sans noyau intérieur d'une densité différente, on a trouvé que les 
attractions sur un point quelconque de la surface, suivant les trois 
coordonnées x, y, z, sont représentées exactement par les formules 

où L, M, N sont des fonctions de A, B, C données par des intégrales 
définies; d'où l'on déduit pour cette expression rigoureuse 

Ainsi, l'équation de l'équilibre const. étant de la même 

forme que l'équation du sphéroïde , on peut, à cause 

de la constante arbitraire, les rendre identiques par ces deux condi­
tions  
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lesquelles donnent B = C, parce que les quantités M et N sont (I) des 
fonctions semblables de B, C et de C, B; elles se réduisent ainsi à une 
seule, qui sert à déterminer le rapport de A à B. 

Ce cas est, jusqu'à présent, le seul pour lequel on ait trouvé une 
solution rigoureuse qu'on doit à Maclaurin; de sorte que le problème 
de la figure de la Terre, envisagé physiquement, n'est résolu exacte­
ment qu'en supposant le sphéroïde fluide et homogène. Dans ce cas, 
les deux équations approchées, trouvées plus haut (art. 24), donnent, 
en faisant 

celle-ci : 

Si l'on compare la force centrifuge à la gravité prise pour l'unité, la­

quelle est, aux quantités e² près, il n'y aura qu'à f a i r e , et 

l'on aura   

d'où l'on tire  

Or on a donc à très peu près, comme on le sait de­

puis longtemps. 

§ 111. — De l'équilibre d'une masse fluide avec un solide qu'elle recouvre. 

27. Les lois particulières de l'équilibre d'un fluide avec un solide 
qui y est plongé, ou dans lequel il est renfermé, lorsque tous les points 
du fluide et du solide sont sollicités par des forces quelconques, dé-

( ' ) En examinant ces équations de plus près, on voit qu'elles admettent une autre solu­
tion, et qu'un ellipsoïdo à trois axes inégaux peut y satisfaire. Cette remarque est de Jacobi ; 
elle a été développée par M. Liouville (Journal de l'École Polytechnique, t. XIII). Voir 
une Note à la fin du volume. (J. Bertrand.) 
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pendent des termes de l'équation générale (art. 17) qui se rapportent 
aux limites, et qui ne contiennent que des intégrations doubles. 

Ces termes donnent cette équation aux limites 

laquelle doit se vérifier dans tous les points où le fluide est contigu au 
solide. 

28. Considérons d'abord le cas d'une masse fluide dont la surface 
extérieure est libre, et qui environne un noyau solide fixe de figure 
quelconque. 

En prenant l'origine des coordonnées dans un point de l'intérieur 
du noyau, les quantités marquées d'un trait se rapporteront à la sur­
face du noyau, et lés quantités marquées de deux traits se rapporteront 
à la surface extérieure du fluide. Ainsi l'on aura d'abord, pour tous 
les points de cette surface, l'équation laquelle donne, comme 
on l'a déjà vu plus haut (art. 19), 

pour la figure de cette surface. 
Il ne restera donc à vérifier que l'équation 

dont tous les termes se rapportent à la surface du noyau. 

29. Comme l'intégration de ces termes est relative aux coordonnées 
dont les différentielles entrent dans l'expression des éléments superfi­
ciels il faut commencer par réduire ces éléments 
à une même forme; ce qu'on peut obtenir en les rapportant à l'élé­
ment de la surface auquel ils répondent. 

Désignons par ds² l'élément de la surface qui répond à l'élément 
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dxdy du plan des xy et nommons l'angle que le plan tangent fait 
avec le même plan des xy; on aura, par la propriété connue des plans. 

et l'intégrale 

laquelle devra s'étendre à tous les points de la surface du fluide. 
De même, si est l'élément de la surface qui répond à l'élément 

dxdz du plan des xz, et qu'on nomme l'angle que le plan tangent 
fait avec ce même plan des xz, on aura dx et l'intégrale 

deviendra laquelle devra s'étendre éga­
lement pour toute la surface du fluide. 

30. Je remarque maintenant que, quoique les deux éléments ds'2 et  
de la surface puissent n'être pas égaux entre eux, néanmoins, 

comme les deux intégrales qui renferment ces éléments se rapportent 
à la même surface, rien n'empêche d'employer le même élément dans 
ces deux intégrales, puisque, par la nature du Calcul différentiel, la 
valeur absolue des éléments est arbitraire et n'influe point sur celle de 
l'intégrale. Ainsi l'on pourra changer l'intégrale en 

Par le même raisonnement, l'intégrale pourra se mettre 

sous la forme , en nommant l'angle que le plan tan­
gent fait avec le plan des xy. 

D'ailleurs, il est évident qu'on peut toujours prendre les éléments 
dx, dy, dz tels qu'ils satisfassent aux conditions 

lesquelles donnent 
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Par ces transformations, l'équation aux limites deviendra enfin 

l'intégrale devant s'étendre sur toute la surface du fluide contigu au 
noyau. 

31. Supposons que la figure de cette surface soit représentée par 
l'équation différentielle 

En nommant les angles que le plan tangent fait avec les plans 
des xy, des xz et des yz, on a, par la théorie des surfaces, 

Donc l'équation de l'article précédent, relative à la surface, deviendra 

Gomme cette surface est donnée de figure et de position, les variations  
des coordonnées des particules qui y sont contiguës doivent 

avoir entre elles une relation dépendante de l'équation de la même 
surface; ainsi, ayant supposé cette équation 

on aura aussi nécessairement 

ce qui satisfait à l'équation aux limites de l'article précédent, sans 
qu'il en résulte aucune nouvelle équation. 
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32. Soitp' une ligne perpendiculaire à la surface dans le point au­
quel répondent les variations et terminée à un point fixe. 
Puisque est l'angle que le plan tangent fait avec le plan des 
sera aussi l'angle que la perpendiculairep' à ce plan fait avec l'axe 
des ,x, qui est perpendiculaire au même plan desys. De même, ß' sera 
l'angle de cette perpendiculaire avec l'axe des sera l'angle de 
la même perpendiculaire avec l'axe des s. Donc, quelles que soient les 
variations on aura, en général, par l'article 7 de la Sec­
tion I I , en changeant den  

et l'équation de l'article 30, relative à la surface du fluide, pourra se 
mettre sous la forme 

où l'on voit que chaque élément de cette intégrale représente 
le moment d'une force appliquée à l'élément de la surface 
et dirigée suivant la perpendiculairep' à cette surface, de sorte que 

l'intégrale représentera la somme des moments de toutes 
les forces appliquées à chaque point de la surface et agissant per­
pendiculairement à cette surface. 

Cette force égale à est évidemment la pression exercée par le fluide 
sur la surface du noyau, et qui est détruite par la résistance du noyau. 
Mais on peut, en général, réduire à la forme tous les termes 
de l'équation aux limites qui se rapportent à la surface du fluide, soit 
que cette surface soit libre ou non; et il est évident que la pression 
doit être nulle dans tous les points où la surface est libre; ce que nous 
avons déjà trouvé d'une autre manière (art. 18). 

33. Si le noyau recouvert parle fluide était mobile, alors il faudrait 
augmenter les variations des variations dépendantes du 
changement de position du noyau. 

Pour distinguer ces différentes variations, nous désignerons par ,  
les variations dues simplement au déplacement des particules 
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du fluide, relativement au noyau regardé comme fixe, et nous dénote-
rons par les variations qui dépendent du déplacement du 
noyau. Celles-ci sont exprimées par les formules suivantes, que nous 
avons trouvées dans l'article 60 de la Section V : 

Ainsi, dans l'équation générale de l'article 17, il faudra mettre  
à la place de et ensuite égaler à 

zéro les termes affectés des variations ainsi que ceux qui se 
trouveront affectés des nouvelles variations  

après les avoir fait sortir hors des signes puisque ces variations sont 
les mêmes pour toutes les particules du fluide. 

On voit d'abord que l'introduction des variations n'ap­
porte aucun changement aux équations qui doivent avoir lieu pour tous 
les points du fluide, et qui résultent des termes affectés d'une triple 
intégration, parce qu'en égalant à zéro les coefficients de 
dans ces termes, les variations disparaissent en même 
temps. D'où il suit que les lois générales de l'équilibre contenues dans 
les formules de l'article 19 sont indépendantes de l'état comme de la 
figure du noyau. 

34. Il n'y a donc à considérer que l'équation aux limites, que nous 
avons réduite, dans l'article 30, à la forme 

En y substituant pour  
marquées d'un trait, pour les rapporter à la surface du fluide 

contiguë au noyau, elle devient 

XI. 29 
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La partie qui contient les variations est nulle d'elle-même, 
comme nous l'avons démontré dans l'article 31. L'autre partie du pre­
mier membre de l'équation devra donc aussi être nulle. On y substi­
tuera les valeurs de et l'on égalera ensuite séparément à 
zéro les quantités multipliéts par ; on aura ces 
six équations 

qui seront nécessaires pour l'équilibre complet du fluide et du solide. 
Ces équations répondent à celles de l'article 62 de la Section V, en 

substituant ds² pour dm et pour X, Y, Z. En 
eflet, étant la force de pression qui agit perpendiculairement sur la 
surface du noyau solide, seront les forces qui 
en résultent, suivant les directions des coordonnées x,y, z, et il fau­
dra que le solide soit en équilibre, chacun des points de sa surface 
étant sollicité par ces mêmes forces. 

35. Mais, lorsqu'un fluide est supporté par un solide de figure don­
née, et que l'un et l'autre sont sollicités par des forces quelconques, 
il est plus simple de tirer directement la solution du problème de l'é­
quation fondamentale de l'article 16, en y substituant immédiatement, 
pour leurs valeurs complètes  
(art. 33). 

Les variations étant indépendantes des autres variations 
donneront une équation semblable à celle de l'article 17 

et fourniront les mêmes résultats pour l'équilibre du fluide que dans 
le cas où le solide est supposé fixe. 

A l'égard des autres variations, il est d'abord aisé de voir 
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qu'elles ne donnent rien dans les valeurs des différences partîenes  

puisque les variations sont cen­

sées indépendantes de x,y, z. 
Ainsi il suffira de substituer à la place de dans 

la formule 

et d'égaler séparément à zéro les quantités multipliées par chacune dos 
six variations après les avoir fait sortir hors du 

signe II est visible qu'on aura de cette manière les mêmes équa­
tions qu'on a trouvées dans la Section V (Chap. IV), pour l'équilibre 
d'un corps solide dont chaque particule dm, qui est ici Tdxdydz, est 
animée par des forces quelconques X, Y, Z; de sorte que l'on a, pour 
l'équilibre d'un fluide sur un noyau mobile, les mêmes équations que 
si le fluide devenait solide. 

36. Il résulte de ces deux manières d'envisager les variations que 
la pression du fluide sur la surface du noyau équivaut à l'action de 
toutes les forces qui sollicitent chaque particule du fluide, en suppo­
sant que le fluide soit considéré comme solide et que le noyau soit 
augmenté de toute la masse du fluide devenu solide. 

Comme ce théorème de Statique est important, nous croyons devoir 
montrer d'une manière plus directe comment il se déduit de nos for­
mules. 

Tout se réduit à démontrer que l'équation 

donne les mêmes résultats que l'équation aux limites 

Par les conditions de l'équilibre du fluide, on a (art. 19) 
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et, comme les valeurs de (art. 33) sont respectivement indé­
pendantes de x, y, z, on aura aussi 

ainsi la première équation deviendra 

Le premier terme sous le signe est intégrable par rapport à x, le 
deuxième par rapport à y, le troisième par rapport à z; donc, si l‘on 
exécute ces intégrations partielles, comme on l’a fait dans l'article 17, 
il en résulte l'équation aux limites 

Mais on a (art. 23)  

à causo que la surface extérieure du fluide est supposée libre; donc il 
ne restera que l'équation 

Ainsi les deux équations reviennent exactement au même. 

37. Puisque, relativement aux variations dépendantes du déplace­
ment du noyau, on peut regarder le fluide qui le recouvre comme s'il 
ne faisait qu'une masse solide avec lui, lorsque tous les points du 
noyau seront aussi sollicités par des forces quelconques, il n'y aura 
qu'à tenir compte de ces forces, comme de celles qui sollicitent les 
particules du fluide, et appliquer à l'équilibre de la masse composée 
du fluide et du solide, comme si elle ne formait qu'un solide continu, 
les solutions données dans le Chapitre IV de la Section Y. 



PREMIÈRE P A R T I E . - SECTION V I I . 229 

§ IV. — De l'équilibre des fluides incompressibles contenus 
dans des vases. 

38. L'équation générale aux limites de l'article 27 doit se vérifier 
pour tous les points des parois du vase dans lequel le fluide est ren­
fermé. 

Mettons cette équation sous la forme 

et considérons d'abord les termes , dans les­

quels sont les variations de l'ordonnée s, en tant qu'elle se 
rapporte aux deux points de la surface du fluide qui répondent aux 
mêmes coordonnées x et y. 

11 est évident que les variations tendent à faire sortir les parti­
cules de la surface hors de la masse fluide, et que les variations , en 
les supposant toutes deux positives, tendent à faire rentrer dans cette 
masse les particules de la surface opposée; de sorte qu'en donnant à 
celle-ci le signe négatif, les variations tendront également 
à faire sortir hors de la masse fluide les particules de la surface; et la 
double intégrale  

représentera la somme de toutes les quantités zdxdy qui répondent 
à tous les points de la surface du fluide et dans'lesquelles les varia­
tions ùz seront censées avoir la même tendance du dedans de la masse 
fluide au dehors : ainsi, avec cette condition, nous pouvons donner à 
cette intégrale cette forme plus simple 

De la même manière et avec les mêmes conditions, on pourra rame-
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ner les deux autres intégrales doubles 

à la forme  
Ainsi l'équation aux limites dont il s'agit pourra se mettre sous cette 

forme  

qu'on peut encore réduire, par l'analyse de l'article 33, à celle-ci 

dans laquelle sont les angles que le plan tangent à la surface, 
dans le point qui répond aux coordonnées x, y, z, fait avec les trois 
plans des yz, des xz et des xy. L'intégration de cette équation devra 
s'étendre à toute la surface du fluide; et les variations se­
ront censées toutes dirigées du dedans de la masse fluide au dehors. 

39. Dans les points où la surface est libre, les variations 
demeurant indéterminées, on ne peut satisfaire à l'équation qu'en fai­
sant f ce qui donnera la figure de cette surface, comme nous 
l'avons vu dans l'article 18. 

Pour tous les autres points de la surface où le fluide est contigu aux 
parois du vase, si l'on marque d'un trait les quantités qui s'y rappor­
tent, on aura, relativement à ces parois, la même équation qu'on a 
trouvée par rapport à la surface du noyau recouvert d'un fluide 
(art. 30). Ainsi, toutes les conclusions qu'on a tirées de cette équa­
tion, depuis l'article qu'on vient de citer jusqu'à la fin du paragraphe 
précédent, peuvent s'appliquer aux parois du vase dans lequel le fluide 
est renfermé, quelle que soit sa figure, et soit qu'il demeure fixe, ou 
qu'il doive être en équilibre par la pression du fluide et par l'action 
des forces étrangères qui le tirent dans des directions quelconques. 
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SECTION HUITIÈME. 

DE L'ÉQUILIBRE DES FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES. 

1. Soient, comme dans l'article 10 de la Section précédente, X, Y, Z 
les forces qui agissent sur chaque point de la masse fluide, réduites 
aux directions des coordonnées x, y, z et tendantes à diminuer ces 
coordonnées; on aura d'abord 

pour la somme de leurs moments. 
Dans les fluides élastiques il y a, de plus, une force intérieure qu'on 

nomme élasticité ou ressort et qui tend à les dilater ou à augmenter 
leur volume. Soit donc ε l'élasticité d'une particule quelconque dm ; 
cette force, tendant à augmenter le volume dxdydz de la même parti­
cule, aura ou pourra être censée avoir pour moment la quantité  

par l'article 9 de la Section I I . Je donne ici le signe — 
au moment de cette force, parce que celle-ci tend à augmenter la va­
riable dxdydz, tandis que les forces X, Y, Z tendent à diminuer les 
variables x, y, z. Ainsi la somme des moments provenant de l'élasti­
cité de toute la masse fluide sera exprimée par —  

Donc la somme totale des moments des forces qui agissent sur le 
fluide sera  

et comme il n'y a ici aucune condition particulière à remplir, on aura 
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l'équation générale de l'équilibre en égalant simplement cette somme 
à zéro. 

2. On aura donc pour l'équilibre des fluides élastiques une équation 
de la même forme que celle que l'on a trouvée dans la Section précé­
dente (art. 10) pour l'équilibre des fluides incompressibles, puisque 
l'on a, dans celle-ci (art. 11), 

ce qui rend le terme , provenant de la condition de l'incompres­
sibilité, entièrement semblable au terme dû au moment 
des forces élastiques. 

Il s'ensuit de là que les formules trouvées pour l'équilibre des 
fluides incompressibles s'appliquent immédiatement et sans aucune 
restriction à l'équilibre des fluides élastiques, en y changeant simple­
ment le coefficient c'est-à-dire en supposant que la quan­
tité qui exprimait la pression dans les fluides incompressibles, étant 
prise négativement, exprime la force d'élasticité de chaque élément 
d'un fluide élastique. 

3. L'élasticité ε dépend de la densité et de la température de chaque 
particule du fluide, et l'on doit la regarder comme une fonction connue 
de ces deux quantités; mais la densité de chaque particule est incon­
nue, parce qu'elle dépend du rapport de la masse dm de la particule à 
son volume dxdydz; et le Calcul différentiel ne peut déterminer ce 
rapport, qui dépend du nombre de particules élémentaires contenues 
dans l'élément différentiel dxdydz de la masse fluide. 

On ne peut donc connaître la valeur de l'élasticité qu'a posteriori, 
par le moyen des forces qui tiennent le fluide en équilibre. Ainsi il 
faudra déterminer la valeur de ε comme on a déterminé celle de dans 
l'article 19 de la Section précédente. 

4. En changeant en — ε, on aura par cet article les équations 
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lesquelles donnent 

et, par conséquent, 

Ainsi la quantité ) doit être une différentielle 
complète pour l'équilibre des fluides élastiques, comme pour celui des 
fluides incompressibles. 

De là on conclura aussi, comme dans l'article 20 de la Section pré­
cédente, que, lorsque la quantité est elle-même 
une différentielle complète, la densité T devra être uniforme dans 
chaque surface de niveau. 

5. En désignant par la chaleur qui a lieu dans chaque endroit de 
la masse fluide, on suppose ordinairement, pour l'air, ε proportionnelle 
à , en faisant abstraction des autres causes, telles que les vapeurs, 
l'électricité, qui peuvent influer sur son élasticité. 

Substituons dans l'équation 

pour T sa valeur » elle deviendra 

La chaleur étant produite par des causes locales, la quantité 0 sera 
une fonction donnée de X, y, s, et il faudra, pour que l'équation pré­
cédente puisse subsister, que la quantité 

soit une différentielle exacte. 

6. Donc, dans le cas de la nature où 

XI . 3o 
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(Sect. VII, art. 20), il faudra que soit une fonction de ET; par con­
séquent, on aura =o lorsque dll = o; d'où il suit que la chaleur 
doit être constante dans chaque surface de niveau à laquelle la pesan­
teur est perpendiculaire, autrement il sera impossible que l'atmo­
sphère puisse être en équilibre. Ainsi il faudrait, pour que l'air pût 
être en repos, que la température fût égale sur toute la surface de la 
Terre, et qu'elle ne variât, en s'élevant dans l'atmosphère, que d'une 
couche de niveau à l'autre. 

7. A l'égard de l'équation aux limites pour la surface du fluide, en 
employant la réduction de l'article 32 de la Section précédente, elle 
devient  

et, sous cette forme, elle est évidente par elle-même, car à la surface 
il n'y a à considérer que la force d'élasticité ε qui agit suivant la 
ligne p perpendiculaire à la même surface; et si le fluide est contenu 
dans un vase, les variations sont nulles, et l'équation a lieu d'elle-
même; mais, si une partie de la surface était libre, il faudrait que 
l'élasticité y fût nulle; autrement le fluide, n'étant pas contenu, se 
dissiperait. 

8. L'élasticité £, dans l'atmosphère, est proportionnelle à la hauteur 
du baromètre, que nous désignerons par h. SoitZ la force de la pesan­
teur; prenons l'ordonnée z perpendiculaire à la surface de la Terre et 
dirigée de bas en haut; l'équation de l'article 5 deviendra 

laquelle donne par l'intégration, en prenant H pour la hauteur du 
baromètre lorsque z — o. 

l'intégrale étant supposée commencer au point où s = o. 
On voit par là que le logarithme du rapport des hauteurs du baro-
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mètre ne donne rigoureusement qu'une quantité proportionnelle à la 

valeur de l'intégrale comprise entre les hauteurs des deux sta­

tions, et que, pour en déduire la différence de hauteur des stations, il 
faut supposer connue la loi de la chaleur en fonction de z. 

9. On sait que la pesanteur décroît en raison inverse du carré de la 
distance au centre de la Terre. Donc, prenant r pour le rayon de la 
Terre et supposant que z soient les hauteurs verticales au-dessus de 
la surface de la Terre, on a 

g étant la gravité à la surface de la Terre; et, de là, 

en faisant de sorte qu'on aura 

et la difficulté se réduit à avoir en fonction de x. 

10. En supposant constante et faisant, pour a b r é g e r , o n 
trouvera   

et l'on aura la valeur de z par la formule  

Si l'on néglige le terme qui est toujours insensible pour les hau­
teurs s qui ne sont pas très grandes, on a simplement z = x, ce qui 
donne la règle ordinaire pour la mesure des hauteurs par le baro­
mètre. 

Le coefficient K doit être déterminé par l'observation. M. Deluc avait 
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trouvé, pour la température uniforme de 16°,75 du thermomètre de 
Réaumur, ce coefficient égal à 1oooo, en prenant les logarithmes des 
Tables et les hauteurs en toises. Pour les autres températures, il l'aug­
mentait ou le diminuait de sa 215e partie, pour chaque degré au-des­
sus ou au-dessous de 16°,75, et, pour les températures variables d'une 
station à l'autre, il se contentait de prendre la moyenne arithmétique 
entre les températures des deux stations. Depuis, on a perfectionné 
cette règle par des données plus exactes et par de nouvelles correc­
tions appliquées au coefficient K. 

11. Au reste, en prenant, pour la température uniforme, la moyenne 
arithmétique entre les températures extrêmes de la colonne d'air, on 
suppose que la chaleur diminue en progression arithmétique. Pour 
voir ce que cette hypothèse donne, on fera ou plutôt 

(1 — nx), pour simplifier les calculs, étant la température 
lorsque x = o . Substituant cette valeur dans la formule intégrant 

et remettant ensuite pour n sa valeur tirée de l'équation précédente, 
on aura 

en faisant et prenant k pour une température 
fixe et T, tpour les degrés du thermomètre au-dessus de cette tempé­
rature. 

La formule de l'article 9 donnera ainsi, en faisant et ne 

poussant l'approximation que jusqu'aux secondes dimensions de T et t, 

Les deux premiers termes répondent à la règle de Delucet le troisième 
sera presque toujours insensible. 
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SECONDE PARTIE. 
LA DYNAMIQUE. 

SECTION PREMIÈRE. 
SUR LES DIFFÉRENTS PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 

La Dynamique est la science des forces accélératrices ou retarda­
trices et des mouvements variés qu'elles doivent produire. Cette 
science est due entièrement aux modernes, et Galilée est celui qui 
en a jeté les premiers fondements. Avant lui on n'avait considéré les 
forces qui agissent sur les corps que dans l'état d'équilibre; et quoi­
qu'on ne pût attribuer l'accélération des corps pesants et le mouvement 
curviligne des projectiles qu'à l'action constante de la gravité, per­
sonne n'avait encore réussi à déterminer les lois de ces phénomènes 
journaliers, d'après une cause si simple. Galilée a fait le premier ce 
pas important et a ouvert par là une carrière nouvelle et immense à 
l'avancement de la Mécanique. Cette découverte est exposée et déve­
loppée dans l'Ouvrage intitulé : Discorsi e dimostrazioni malematiche 
intorno a due nuove scienze, lequel parut, pour la première fois, à 
Leyde, en 1638. Elle ne procura pas à Galilée, de son vivant, autant 
de célébrité que celles qu'il avait faites dans le ciel; mais elle fait 
aujourd'hui la partie la plus solide et la plus réelle de la gloire de ce 
grand homme. 

Les découvertes des satellites de Jupiter, des phases de Vénus, des 
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taches du Soleil, etc., ne demandaient que des télescopes et de l'assi­
duité; mais il fallait un génie extraordinaire pour démêler les lois de 
la nature dans des phénomènes que l’on avait toujours eus sous les 
yeux, mais dont l'explication avait néanmoins toujours échappé aux 
recherches des philosophes. 

Huygens, qui paraît avoir été destiné à perfectionner et compléter 
la plupart des découvertes de Galilée, ajouta à la théorie de l'accéléra­
tion des graves celle du mouvement des pendules et des forces centri­
fuges (') , et prépara ainsi la route à la grande découverte de la gravi-
talion universelle. La Mécanique devint une science nouvelle entre les 
mains de Newton, et ses Principes mathématiques, qui parurent, pour la 
première fois, en 1687, furent l'époque de cette révolution. 

Enfin l'invention du Calcul infinitésimal mit les géomètres en état 
de réduire à des équations analytiques les lois du mouvement des 
corps; et la recherche des forces et des mouvements qui en résultent 
est devenue, depuis, le principal objet de leurs travaux. 

Je me suis proposé ici de leur offrir un nouveau moyen de faciliter 
cette recherche; mais, auparavant, il ne sera pas inutile d'exposer les 
principes qui servent de fondement à la Dynamique, et de présenter la 
suite et la gradation des idées qui ont le plus contribué à étendre et à 
perfectionner cette science. 

1. La théorie des mouvements variés et des forces accélératrices qui 
les produisent est fondée sur ces lois générales : que tout mouvement 
imprimé à un corps est, par sa nature, uniforme et rectiligne, et que 
différents mouvements imprimés à la fois ou successivement à un 
même corps se composent de manière que le corps se trouve à chaque 

( 1 ) Galilée avait certainement l'idée de la force centrifuge, ot, dans un de ses dialogues, 
il explique clairement que la rotation do la Terre ferait prendre au corps une vitesse vor-
licalo apparente dirigée de bas eu haut, s'ils n'étaient retenus par la pesanteur. Mais il se 
trompe en ajoutant quo la pesanteur, quelque petite qu'on la supposât, suffirait pour em­
pêcher un pareil mouvement. Malgré cette erreur grave, le passage des Dialogues me parait 
renfermer la promière idée do la grande découverte d'Huygens. Voir Dialogo sopra le due 
massimi sistemi del mondo..., p. t85 et suiv. (édition de Florence; 1710). 

(J. Bertrand.) 
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instant dans le même point de l'espace où il devrait se trouver, en 
effet, par la combinaison de ces mouvements, s'ils existaient chacun 
réellement et séparément dams le corps. C'est dans ces deux lois que 
consistent les principes connus de la force d'inertie et du mouvement 
composé. Galilée a aperçu le premier ces deux principes et en a déduit 
les lois du mouvement des projectiles, en composant le mouvement 
oblique, effet de l'impulsion communiquée au corps, avec sa chute 
perpendiculaire due à l'action de la gravité. 

A l'égard des lois de l'accélération des graves, elles se déduisent 
naturellement de la considération de l'action constante et uniforme de 
la gravité, en vertu de laquelle, les corps recevant dans des instants 
égaux des degrés égaux de vitesse suivant la même direction, la vitesse 
totale acquise au bout d'un temps quelconque doit être proportionnelle 
à ce temps; et il est clair que ce rapport constant des vitesses au temps 
doit être lui-même proportionnel à l'intensité de la force que la gravité 
exerce pour mouvoir le corps; de sorte que, dans le mouvement sur 
des plans inclinés, ce rapport ne doit pas être proportionnel à la force 
absolue de la gravité, comme dans le mouvement vertical, mais à sa 
force relative, laquelle dépend de l'inclinaison du plan et se détermine 
par les règles de la Statique; ce qui fournit un moyen facile de com­
parer entre eux les mouvements des corps qui descendent sur des 
plans différemment inclinés. 

Cependant il ne paraît pas que Galilée ait découvert de cette manière 
les lois de la chute des corps pesants. Il a commencé, au contraire, 
par supposer la notion d'un mouvement uniformément accéléré, dans 
lequel les vitesses croissent comme les temps; il en a déduit géométri­
quement les principales propriétés de cette espèce de mouvement et 
surtout la loi de l'accroissement des espaces en raison des carrés des 
temps; ensuite il s'est assuré, par des expériences, que cette loi a lieu 
effectivement dans le mouvement des corps qui tombent verticalement 
ou sur des plans quelconques inclinés. Mais, pour pouvoir comparer 
entre eux les mouvements sur différents plans inclinés, il a été obligé 
d'abord d'admettre ce principe précaire, que les vitesses acquises en 
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descendant de hauteurs verticales égales sont aussi toujours égales; et 
ce n'est que peu avant sa mort, et après la publication de ses Dia­
logues, qu'il a trouvé la démonstration de ce principe par la considé­
ration de l'action relative de la gravité sur les plans inclinés, démon­
stration qui a été ensuite insérée dans les autres éditions de cet 
Ouvrage. 

2. Le rapport constant qui, dans les mouvements uniformément 
accélérés, doit subsister entre les vitesses et les temps, ou entre les 
espaces et les carrés des temps, peut donc être pris pour la mesure de 
la force accélératrice qui agit continuellement sur le mobile; parce 
que, en effet, cette force ne peut être estimée que par l'effet qu'elle 
produit dans le corps et qui consiste dans les vitesses engendrées ou 
dans les espaces parcourus dans des temps donnés. 

Ainsi il suffit, pour cette estimation des forces, de considérer le 
mouvement produit dans un temps quelconque, fini ou infiniment 
petit, pourvu que la forco soit regardée comme constante pendant ce 
temps; par conséquent, quels que soient le mouvement du corps et la 
loi de son accélération, comme, par la nature du Calcul différentiel, 
on peut regarder comme constante, pendant un temps infiniment petit, 
l'action de toute force accélératrice, on pourra toujours déterminer la 
valeur de la force qui agit sur le corps à chaque instant, en comparant 
la vitesse engendrée dans cet instant avec la durée du même instant, 
ou l'espace qu'elle fait parcourir pendant le même instant avec le 
carré de la durée de cet instant; et il n'est pas même nécessaire que 
cet espace ait été réellement parcouru par le corps, il suffit qu'il 
puisse être censé avoir été parcouru par un mouvement composé, 
puisque reflet de la force est le même dans l'un et dans l'autre cas, 
par les principes du mouvement exposés plus haut. 

C'est ainsi qu'Huygens a trouvé que les forces centrifuges des 
corps mus dans des cercles avec des vitesses constantes sont comme 
les carrés des vitesses divisés par les rayons des cercles, et qu'il a pu 
comparer ces forces avec la force de la pesanteur à la surface de la 
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Terre, comme on le voit par les démonstrations qu'il a laissées de ses 
théorèmes sur la force centrifuge, publiés en 1673 à la fin du Traité 
intitulé : Horologium oscillatorium. 

En combinant cette théorie des forces centrifuges avec celle des 
développées, dont Huygens est aussi l'auteur, et qui réduit à des arcs 
de cercle chaque portion infiniment petite d'une courbe quelconque, 
il lui était facile de l'étendre à toutes les courbes. Mais il était réservé 
à Newton de faire ce nouveau pas et de compléter la science des mou­
vements variés et des forces accélératrices qui peuvent les engendrer. 
Cette science ne consiste maintenant que dans quelques formules diffé­
rentielles très simples; mais Newton a constamment fait usage de la 
méthode géométrique simplifiée par la considération des premières 
et dernières raisons, et, s'il s'est quelquefois servi du calcul analy­
tique, c'est uniquement la méthode des séries qu'il a employée, 
laquelle doit être distinguée de la méthode différentielle, quoiqu'il soit 
facile de les rapprocher et de les rappeler à un môme principe. 

Les géomètres qui ont traité, après Newton, la théorie des forces 
accélératrices se sont presque tous contentés de généraliser ses théo­
rèmes et de les traduire en expressions différentielles. De là les diffé­
rentes formules des forces centrales qu'on trouve dans plusieurs 
Ouvrages de Mécanique, mais dont on ne fait plus guère usage, parce 
qu'elles ne s'appliquent qu'aux courbes qu'on suppose décrites en 
vertu d'une force unique tendante vers un centre, et qu'on a mainte­
nant des formules générales pour déterminer les mouvements produitn 
par des forces quelconques. 

3. Si l'on conçoit que le mouvement d'un corps et les forces qui le 
sollicitent soient décomposées suivant trois lignes droites perpendicu­
laires entre elles, on pourra considérer séparément les mouvements 
et les forces relatives à chacune de ces trois directions. Car, à cause de 
la perpendicularité des directions, il est visible que chacun de ces 
mouvements partiels peut être regardé comme indépendant des deux 
autres et qu'il ne peut recevoir d'altération que de la part de la force 

XI. 31 
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qui agit dans la direction de ce mouvement; d'où l'on peut conclure 
que ces trois mouvements doivent suivre, chacun en particulier, les 
lois des mouvements rectilignes accélérés ou retardés par des forces 
données. Or, dans le mouvement rectiligne, l'effet de la force accélé­
ratrice ne consistant qu'à altérer la vitesse du corps, cette force doit 
être mesurée par le rapport entre l'accroissement ou le décroissement 
de la vitesse pendant un instant quelconque et la durée de cet instant, 
c'est-à-dire par la différentielle de la vitesse divisée par celle du 
temps; et, comme la vitesse elle-même est exprimée, dans les mouve­
ments variés, par la différentielle de l'espace divisée par celle du 
temps, il s'ensuit que la force dont il s'agit sera mesurée par la diffé­
rentielle seconde de l'espace divisée par le carré de la différentielle 
première du temps, supposée constante. Donc aussi la différentielle 
seconde de l'espace que le corps parcourt, ou est censé parcourir, sui­
vant chacune des trois directions perpendiculaires, divisée par le carré 
de la différentielle constante du temps, exprimera la force accéléra­
trice dont le corps doit être animé suivant cette même direction et 
devra, par conséquent, être égalée à la force actuelle qui est supposée 
agir dans cette direction. C'est ce qui constitue le principe si connu 
des forces accélératrices. 

Il n'est pas nécessaire que les trois directions auxquelles on rap­
porte le mouvement instantané du corps soient absolument fixes, il 
suffit qu'elles le soient pendant la durée d'un instant. Ainsi, dans les 
mouvements en ligne courbe, on peut prendre à chaque instant ces 
directions, l'une dans la tangente et les deux autres dans les perpen­
diculaires à la courbe. Alors la force accélératrice qui agit suivant la 
tangente, et qu'on nomme force tangentielle, sera toute employée à 
altérer la vitesse absolue du corps et sera exprimée par l'élément de 
cette vitesse divisé par l'élément du temps. 

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer la direc­
tion du corps et dépendront de la courbure de la ligne qu'il décrit. En 
réduisant les forces normales à une seule, cette force composée doit se 
trouver dans le plan de la courbure et être exprimée par le carré de 
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la vitesse divisé par le rayon oscillateur, puisqu'à chaque instant le 
corps peut être regardé comme mû dans le cercle osculateur. 

C'est ainsi qu'on a trouvé les formules connues des forces tangen-
tielles et des forces normales, dont on s'est servi longtemps pour 
résoudre les problèmes sur le mouvement des corps animés par des 
forces données. La Mécanique d'Euler, qui a paru en 1736, et qu'on 
doit regarder comme le premier grand Ouvrage eù l'Analyse ait été 
appliquée à la science du mouvement, est encore toute fondée sur ces 
formules; mais on les a presque abandonnées depuis, parce qu'on a 
trouvé une manière plus simple d'exprimer l'effet des forces accéléra­
trices sur le mouvement des corps. 

Elle consiste à rapporter le mouvement du corps et les forces qui le 
sollicitent à des directions fixes dans l'espace. Alors, en employant, 
pour déterminer le lieu du corps dans l'espace, trois coordonnées rec­
tangles qui aient ces mêmes directions, les variations de ces coordon­
nées représenteront évidemment les espaces parcourus par le corps 
suivant les directions de ces coordonnées; par conséquent, leurs diffé­
rentielles secondes, divisées par le carré de la différentielle constante 
du temps, exprimeront les forces accélératrices qui doivent agir sui­
vant ces mêmes coordonnées; ainsi, en égalant ces expressions à celles 
des forces données par la nature du problème, on aura trois équations 
semblables qui serviront à déterminer toutes les circonstances du 
mouvement. Cette manière d'établir les équations du mouvement d'un 
corps animé par des forces quelconques en le réduisant à des mouve­
ments rectilignes est, par sa simplicité, préférable à toutes les autres; 
elle aurait dû se présenter d'abord, mais il parait que Maclaurin est 
le premier qui l'ait employée dans son Traité des fluxions, qui a paru, 
en anglais, en 1742; elle est maintenant universellement adoptée. 

4. Par les principes qui viennent d'être exposés, on peut donc dé­
terminer les lois du mouvement d'un corps libre sollicité par des forces 
quelconques, pourvu que le corps soit regardé comme un point. 

On peut aussi apppliquer ces principes à la recherche du mouve-
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ment de plusieurs corps qui exercent les uns sur les autres une attrac­
tion mutuelle, suivant une loi qui soit une fonction connue des dis­
tances; enfin il n'est pas difficile de les étendre aux mouvements dans 
des milieux résistants, ainsi qu'à ceux qui se font sur des surfaces 
courbes données, car la résistance du milieu n'est autre chose qu'une 
force qui agit dans une direction opposée à celle du mobile; et lors­
qu'un corps est forcé de se mouvoir sur une surface donnée, il y a 
nécessairement une force perpendiculaire à la surface qui l'y retient, 
et dont la valeur inconnue peut se déterminer d'après les conditions 
qui résultent de la nature même de la surface. 

Mais, si l'on cherche le mouvement de plusieurs corps qui agissent 
les uns sur les autres par impulsion ou par pression, soit immédiate­
ment comme dans le choc ordinaire, ou par le moyen de fils ou de 
leviers inflexibles auxquels ils soient attachés, ou en général par 
quelque autre moyen que ce soit, alors la question est d'un ordre plus 
élevé et les principes précédents sont insuffisants pour la résoudre. 
Car ici les forces qui agissent sur les corps sont inconnues, et il faut 
déduire ces forces de l'action que les corps doivent exercer entre eux, 
suivant leur disposition mutuelle. Il est donc nécessaire d'avoir recours 
à un nouveau principe qui serve à déterminer la force des corps en 
mouvement, eu égard à leur masse et à leur vitesse. 

5. Ce principe consiste en ce que, pour imprimer à une masse 
donnée une certaine vitesse suivant une direction quelconque, soit 
que cette masse soit en repos ou en mouvement, il faut une force dont 
la valeur (') soit proportionnelle au produit de la masse par la vitesse 

( 1 ) Il faut entendre ici par valeur d'une force le produit de cette force par le temps 
pendant lequel elle agit, ou, plus généralement, l'intégrale du produit de l'élément du 
temps par l'intensité do la force. Le mot force est pris par Lagrange dans le môme sens 
que Descartes adoptait quand il écrivait à Mersenne : « J'ai parlé de la force qui sert pour 
lover un poids, laquelle a deux dimensions, non do celle qui sort en chaque point pour lo 
soutenir, laquelle n'a qu'une dimension. » (Édition de M. Cousin, t. VI, p. 329.) On com­
prend quelle confusion doit apporter dans les raisonnements cette double signification du 
mot force. Les géomètres y ont hourousement renoncé et l'on n'entend plus aujourd'hui 
par force qu'un effort exprimable en kilogrammes. (J. Bertrand.) 
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et dont la direction soit la même que celle de cette vitesse. Ce pro­
duit de la masse d'un corps multipliée par sa vitesse s'appelle com­
munément la quantité de mouvement de ce corps, parce qu'en effet 
c'est la somme des mouvements de toutes les parties matérielles du 
corps. Ainsi les forces se mesurent par les quantités de mouvement 
qu'elles sont capables de produire, et réciproquement la quantité de 
mouvement d'un corps est la mesure de la force que le corps est ca­
pable d'exercer contre un obstacle, et qui s'appelle la percussion. D'où 
il s'ensuit que, si deux corps non élastiques viennent à se choquer 
directement en sens contraire avec des quantités de mouvement égales, 
leurs forces doivent se contre-balancer et se détruire, par conséquent 
les corps doivent s'arrêter et demeurer en repos. Mais, si le choc se 
faisait par le moyen d'un levier, il faudrait, pour la destruction du 
mouvement des corps, que leurs forces suivissent la loi connue de 
l'équilibre du levier. 

Il paraît que Descartes a aperçu le premier le principe que nous 
venons d'exposer; mais il s'est trompé dans son application au choc 
des corps, pour avoir cru que la même quantité de mouvement absolu 
devait toujours se conserver (') . 

Wallis est proprement le premier qui ait eu une idée nette de ce 
principe et qui s'en soit servi avec succès pour découvrir les lois 
de la communication du mouvement dans le choc des corps durs ou 
élastiques, comme on le voit dans les Transactions philosophiques 
de 1669 et dans la troisième Partie de son Traité de Motu, imprimé 
en 1671. 

De même que le produit de la masse et de la vitesse exprime la force 
finie d'un corps en mouvement, ainsi le produit de la masse et de la 

(1) Dans aucun des nombreux écrits de Doscartes, on ne trouve un énoncé net et com­
préhensible du principe Quant aux applications, los erreurs qu'il commet sont bien plus 
graves que ne semble l'indiquer ici Lagrango. II affirme, entre autres propositions erro­
nées, qu'un corps qui en choque un autre ne peut lui imprimer de mouvement que s'il a 
une masse plus grande que la sienne; dans tout autre cas, le corps choquant sera réfléchi, 
et lo corps choqué ne bougera pas. (Édition de M. Cousin, t. IX, p. 195.) 

(J. Bertrand.) 
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force accélératrica, que nous avons vue être représentée par l'élément 
de la vitesse divisé par l'élément du temps, exprimera la force élémen­
taire ou naissante; et cette quantité, si on la considère comme la 
mesure de l'effort que le corps peut faire en vertu de la vitesse élémen­
taire qu'il a prise ou qu'il tend à prendre, constitue ce qu'on nomme 
pression; mais, si on la regarde comme la mesure de la force ou puis­
sance nécessaire pour imprimer cette même vitesse, elle est alors ce 
qu'on nomme force motrice. Ainsi, des pressions ou des forces motrices 
se détruiront ou se feront équilibre si elles sont égales et directement 
opposées, ou si, étant appliquées à une machine quelconque, elles sui­
vent les lois de l'équilibre de cette machine. 

6. Lorsque des corps sont joints ensemble, de manière qu'ils ne 
puissent obéir librement aux impulsions reçues et aux forces accéléra­
trices dont ils sont animés, ces corps exercent nécessairement les uns 
sur les autres des pressions continuelles qui altèrent leurs mouve­
ments et en rendent la détermination difficile. 

Le premier problème et le plus simple de ce genre dont les géo­
mètres se soient occupés est celui du centre d'oscillation. Ce problème 
a été fameux, au commencement du siècle dernier et même dès le 
milieu du précédent, par les efforts et les tentatives que les plus 
grands géomètres ont faits pour en venir à bout; et comme c'est 
principalement à ces tentatives qu'on doit les progrès immenses que 
la Dynamique a faits depuis, je crois devoir en donner ici une histoire 
succincte, pour montrer par quels degrés cette science s'est élevée à 
la perfection où elle paraît être parvenue dans ces derniers temps. 

Les Lettres de Descartes offrent les premières traces des recherches 
sur le centre d'oscillation. On y voit que Mersenne avait proposé aux 
géomètres de déterminer la grandeur que doit avoir un corps de figure 
quelconque, pour que, étant suspendu par un point, il fasse ses oscil­
lations dans le même temps qu'un fil de longueur donnée et chargé 
d'un seul poids à son extrémité. Descartes observe que cette question 
a quelque rapport avec celle du centre de gravité et que, de même que, 
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dans un corps pesant qui tombe librement, il y aun centre de gravité 
autour duquel les efforts de la pesanteur de toutes les parties du corps 
se font équilibre, en sorte que ce centre descend de la même manière 
que si le reste du corps était anéanti ou qu'il fût concentré dans le 
même centre; ainsi, dans les corps pesants qui tournent autour d'un 
axe fixe, il doit y avoir un centre, qu'il appelle centre d'agitation, au­
tour duquel les forces d'agitation de toutes les parties du corps se 
contre-balancent, de manière que ce centre, étant libre de l'action de 
ces forces, puisse être mû comme il le serait si les autres parties du 
corps étaient anéanties ou concentrées dans ce même centre; que, par 
conséquent, tous les corps dans lesquels ce centre sera également 
éloigné de l'axe de rotation feront leur vibration dans le même 
temps. 

D'après cette notion du centre d'agitation, Descartes donne une mé­
thode générale de le déterminer dans les corps de figure quelconque ; 
cette méthode consiste à chercher le centre de gravité des forces d'agi­
tation de toutes les parties du corps, en estimant ces forces par les 
produits des masses multipliées par les vitesses, qui sont ici propor­
tionnelles aux distances de l'axe de rotation, et en supposant que les 
parties du corps soient projetées sur le plan qui passe par son centre 
de gravité et par l'axe de rotation, de manière qu'elles conservent 
leurs distances à cet axe. 

Cette solution de Descartes devint un sujet de contestations entre 
lui et Roberval., Celui-ci prétendait qu'elle n'était bonne que lorsque 
toutes les parties du corps sont réellement ou peuvent être censées 
placées dans un même plan passant par l'axe de rotation, que dans 
tous les autres cas il ne fallait considérer que les mouvements perpen­
diculaires au plan passant par l'axe de rotation et par le centre de gra­
vité du corps, et qu'on devait rapporter chaque particule au point où 
ce plan est rencontré par la direction du mouvement de cette particule, 
direction qui est toujours perpendiculaire au plan mené par cette par­
ticule et par l'axe de rotation. Mais il est facile de prouver que, par 
rapport à l’axe de rotation, les moments des forces estimées de cette 



248 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

manière sont toujours égaux à ceux des forces estimées suivant la mé­

thode de Descartes ( l ) . 

Roberval prétendit, avec plus de fondement, que Descartes n'avait 

cherché que le centre de percussion, autour duquel les chocs ou les 

moments de percussion sont égaux, et que, pour trouver le vrai centre 

d'oscillation d'un pendule pesant, il fallait aussi avoir égard à l'action 

de la gravité, en vertu de laquelle le pendule se meut. Mais, cette 

recherche étant supérieure à la Mécanique de ces temps-là (²), les géo­

mètres continuèrent à supposer tacitement que le centre de percussion 

était le même que celui d'oscillation, et-Huygens fut le premier qui en­

visagea ce dernier centre sous son vrai point de vue; aussi crut-il 

devoir regarder ce problème comme entièrement neuf (3) et, ne pou­

vant le résoudre par les lois connues du mouvement, il inventa un 

principe nouveau, mais indirect, lequel est devenu célèbre depuis 

sous le nom de conservation des forces vives. 

7. Un fil, considéré comme une ligne inflexible sans pesanteur et 

sans masse, étant attaché par un bout à un point fixe et chargé, à 

l'autre bout, d'un petit poids qu'on puisse regarder comme réduit à un 

(l) Cetto obsorvation prouvo que l'objection doRoberval n'était pas fondée; mais il n'en 
a pas moins ou raison d'affirmer que la règle de Doscartes est fautive quand il ne s'agit 
pas d'une figuro plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. On doit môme ajouter 
quo Roberval a indiqué sans démonstration la position oxacto du centre d'agitation d'un 
secteur circulairo tournant autour d'uno perpendiculaire à son plan menée par le centre 
du secteur. Voir les observations de Roberval sur une Lettre de Descartes (Œuvres de 
Descartes, t. IX, p. 521; édition de M. Cousin). (J. Bertrand.) 

(²) On sait que le centre d'oscillation ne diffère pas du centro de percussion. Il semble­
rait donc résulter de l'appréciation de Lagrange que la règle de Descartes est exaclo, 
quoique non suffisamment démontrée II est cependant facile do s'assurer qu'il n'en est 
rien, et qu'elle conduit à dos résultats fautifs toutes les fois que le pendule ne se réduit 
pas à une figure plane tournant autour d'un axe situé dans son plan. (J. Bertrand.) 

(3) Huygens rappelle, au contraire, en commençant la quatrième Partie de son Traité, 
que le problème du centre d'oscillation lui a été proposé autrefois par Mersenne, ainsi qu'à 
d'autres géomètres; mais alors il était presque un enfant et n'a pu trouver de solution satis­
faisante. Il ajoute, en parlant de Descartes : « Qui vero rom sese confecisse sperabant 
viri insignes, Cartosius, Honora tus Fabrius, aliiquo, nequaquam scopum attigerunt, nisi 
in paucis quibusdam facilioribus, sod quorum demonstrationom nullam idoneam, ut mihi 
videtur, attulerunt. » (Œuvres d'Huygens, t. I, p. 118; édition de s'Gravesande; Lyon, 
1724) (J. Bertrand.) 



SECONDE PARTIE. - SECTION I. 249 

point, forme ce qu'on appelle un pendule simple; et la loi des vibrations 
de ce pendule dépend uniquement de sa longueur, c'est-à-dire de la 
distance entre le poids et le point de suspension. Mais, si à ce fil on 
attache encore un ou plusieurs poids, à différentes distances du point 
de suspension, on aura alors un pendule composé dont le mouvement 
devra tenir une espèce de milieu entre ceux des différents pendules 
simples que l'on aurait si chacun de ces poids était suspendu seul au 
fil. Car, la force de la gravité tendant d'un côté à faire descendre tous 
les poids également dans le même temps, et de l'autre l'inflexibilité 
du fil les contraignant à décrire dans ce même temps des arcs inégaux 
et proportionnels à leur distance du point de suspension, il doit se 
faire entre ces poids une espèce de compensation et de répartition de 
leurs mouvements; en sorte que les poids qui sont les plus proches du 
point de suspension hâteront les vibrations des plus éloignés, et ceux-
ci, au contraire, retarderont les vibrations des premiers. Ainsi il y 
aura dans le fil un point où, un corps étant placé, son mouvement ne 
serait ni accéléré ni retardé par les autres poids, mais serait le même 
que s'il était seul suspendu au fil. Ce point sera donc le vrai centre 
d'oscillation du pendule composé, et un tel centre doit se trouver aussi 
dans tout corps solide, de quelque figure que ce soit, qui oscille autour 
d'un axe horizontal. 

Huygens vit qu'on ne pouvait déterminer ce centre d'une manière 
rigoureuse sans connaître la loi suivant laquelle les différents poids du 
pendule composé altèrent mutuellement les mouvements que la gravité 
tend à leur imprimer à chaque instant; mais, au lieu de chercher à 
déduire cette loi des principes fondamentaux de la Mécanique, il se 
contenta d'y suppléer par un principe indirect, lequel consiste à sup­
poser que, si plusieurs poids, attachés comme l'on voudra à un pen­
dule, descendent par la seule action de la gravité, et que, dans tin 
instant quelconque, ils soient détachés et séparés les uns des autres, 
chacun d'eux, en vertu de la vitesse acquise pendant sa chute, pourra 
remonter à une telle hauteur que le centre commun de gravité se trou­
vera remonté à la même hauteur d'où il était descendu. A la vérité. 

XI. 32 
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Huygens n'établit pas ce principe immédiatement, mais il le déduit de 
deux hypothèses qu'il croit devoir être admises comme des demandes 
de Mécanique : l'une, c'est que le centre de gravité d'un système de 
corps pesants ne peut jamais remonter á une hauteur plus grande 
que celle d'où il est tombé, quelque changement qu'on fasse à la dis­
position mutuelle des corps, parce qu'autrement le mouvement perpé­
tuel ne serait plus impossible; l'autre, c'est qu'un pendule composé 
peut toujours remonter de lui-même à la même hauteur d'où il est 
descendu librement. Au reste, Huygens remarque que le même prin­
cipe a lieu dans le mouvement des corps pesants liés ensemble d'une 
manière quelconque, comme aussi dans le mouvement des fluides. 

On ne saurait deviner ce qui a donné à cet auteur l'idée d'un tel 
principe; mais on peut conjecturer qu'il y a été conduit par le théo­
rème que Galilée avait démontré sur la chute des corps pesants, les­
quels, soit qu'ils descendent verticalement ou sur des plans inclinés, 
acquièrent toujours des vitesses capables de les faire remonter aux 
mêmes hauteurs d‘où ils étaient tombés. Ce théorème, généralisé et 
appliqué au centre de gravité d'un système de corps pesants, donne le 
principe d'Huygens. 

Quoi qu'il en soit, ce principe fournit une équation entre la hauteur 
verticale d'où le centre de gravité du système est descendu dans un 
temps quelconque et les différentes hauteurs verticales auxquelles les 
corps qui composent le système pourraient remonter avec leurs vitesses 
acquises, et qui, par les théorèmes de Galilée, sont comme les carrés 
de ces vitesses. Or, dans un pendule qui oscille autour d'un axe hori­
zontal, les vitesses des différents points sont proportionnelles à leurs 
distances de l'axe; ainsi on peut réduire l'équation à deux seules in­
connues, dont l'une soit la descente du centre de gravité du pendule 
dans un temps quelconque, et dont l'autre soit la hauteur à laquelle 
un point donné de ce pendule pourrait remonter par sa vitesse acquise. 
Mais la descente du centre de gravité détermine celle de tout autre 
point du pendule; donc on aura une équation entre la hauteur d'où 
un point quelconque du pendule est descendu et celle à laquelle il 



SECONDE PARTIE. - SECTION I. 251 

pourrait remonter par sa vitesse, due à cette chute. Dans le centre 
d'oscillation, ces deux hauteurs doivent être égales, parce qurles 
corps libres peuvent toujours remonter á la même hauteur d'où ils sont 
tombés; et l'équation fait voir que cette égalité ne peut avoir lieu que 
dans un point de la ligne perpendiculaire à l’axe de rotation et pas­
sant par le centre de gravité du pendule, lequel soit éloigné de cet axo 
de la quantité qui provient en multipliant tous les poids qui com­
posent le pendule par les carrés de leurs distances à l'axe et divisant 
la somme de ces produits par la masse du pendule multipliée par la 
distance de son centre de gravité au même axe. Cette quantité expri­
mera donc la longueur d'un pendule simple dont le mouvement serait 
égal à celui du pendule composé. 

Cette théorie d'Huygens est exposée dans l’Horologium oscillatorium 
et elle y est accompagnée d'un grand nombre de savantes applications. 
Elle n'aurait rien laissé à désirer si elle n'avait pas été appuyée sur un 
principe précaire; et il restait toujours à démontrer ce principe pour 
la mettre hors de toute atteinte. 

En 1681 parurent, dans le Journal des Savants de Paris, quelques 
mauvaises objections contre cette théorie, auxquelles Huygens ne 
répondit que d'une manière vague et peu satisfaisante. Mais cette con­
testation, ayant excité l'attention de Jacques Bernoulli, lui donna 
occasion d'examiner à fond la théorie d'Huygens et de chercher à la 
rappeler aux premiers prinoipes de la Dynamique. Il ne considère 
d'abord que deux poids égaux attachés à une ligne inflexible et droite, 
et il remarque que la vitesse que le premier poids, celui qui est le plus 
près du point de suspension, acquiert en décrivant un arc quelconque 
doit être moindre que celle qu'il aurait acquise en décrivant librement 
le même arc, et qu'en même temps la vitesse acquise par l'autre poids 
doit être plus grande que celle qu'il aurait acquise en parcourant le 
même are librement. La vitesse perdue par le premier poids s'est donc 
communiquée au second, et comme cette communication se fait par 
le moyen d'un levier mobile autour d'un point fixe, elle doit suivre la 
loi de l'équilibre des puissances appliquées à ce levier; de manière 



252 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

que la perte de vitesse du premier poids soit au gain de vitesse du 
second dans la raison réciproque des bras de levier, c'est-à-dire des 
distances au point de suspension. De là, et de ce que les vitesses 
réelles des deux poids doivent être elles-mêmes dans la raison directe 
de ces distances, on détermine facilement ces vitesses et, par consé­
quent, le mouvement du pendule. 

8. Tel est le premier pas qui ait été fait vers la solution directe de 
ce fameux problème. L'idée de rapporter au levier les forces résultantes 
des vitesses gagnées ou perdues par les poids est très fine et donne la 
clef de la vraie théorie; mais Jacques Bernoulli s'est trompé en consi­
dérant les vitesses acquises pendant un temps quelconque fini, au lieu 
qu'il n'aurait dû considérer que les vitesses élémentaires acquises 
pendant un instant, et les comparer avec celles que la gravité tend à 
imprimer pendant le même instant. C'est ce que L'Hôpital a fait depuis 
dans un Écrit inséré dans le Journal de Rotterdam de 1690. Il suppose 
deux poids quelconques attachés au fil inflexible qui fait le pendule 
composé, et il établit l'équilibre entre les quantités de mouvement 
perdues et gagnées par ces poids dans un instant quelconque, c'est-
à-dire entre les différences des quantités de mouvement que les poids 
acquièrent réellement dans cet instant, et de celles que la gravité tend 
à leur imprimer. Il détermine, par ce moyen, le rapport de l'accéléra­
tion instantanée de chaque poids à celle que la gravité seule tend à lui 
donner et il trouve le centre d'oscillation en cherchant le point du 
pendule pour lequel ces deux accélérations seraient égales. Il étend 
ensuite sa théorie à un plus grand nombre de poids; mais il regarde 
pour cela les premiers comme réunis successivement dans leur centre 
d'oscillation, ce qui n'est plus si direct, ni ne peut être admis sans 
démonstration ( l ) . 

Cette analyse fit revenir Jacques Bernoulli sur la sienne et donna 
enfin lieu á la première solution directe et rigoureuse du problème des 

.(1) On peut même ajouter que cette méthode conduit à des résultats inexacts. 
(J. Bertrand.) 
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centres d'oscillation, solution qui mérite d'autant plus l'attention des 
géomètres qu'elle contient le germe de ce principe de Dynamique qui 
est devenu si fécond entre les mains de d'Alembert. 

L'auteur considère ensemble les mouvements que la gravité imprime 
à chaque instant aux corps qui composent le pendule, et, comme ces 
corps, à cause de leur liaison, ne peuvent les suivre, il conçoit les 
mouvements qu'ils doivent prendre comme composés des mouvements 
imprimés et d'autres mouvements, ajoutés ou retranchés, qui doivent 
se contre-balancer, et en vertu desquels le pendule doit demeurer en 
équilibre. Le problème se trouve ainsi ramené aux principes de la Sta­
tique et ne demande plus que le secours de l'Analyse. Jacques Bernoulli 
trouva, par ce moyen, des formules générales pour les centres d'oscil­
lation des corps de figure quelconque, en fit voir l'accord avec le prin­
cipe d'Huygens et démontra l'identité des centres d'oscillation et de 
percussion. Cette solution avait été ébauchée, dès 1691, dans les Actes 
de Leipsick; mais elle n'a été donnée d'une manière complète qu'en 
1703, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris. 

9. Pour ne rien laisser à désirer sur cette histoire du problème du 
centre d‘oscillation, je devrais rendre compte de la solution que Jean 
Bernoulli en a donnée ensuite dans les mêmes Mémoires et qui, ayant 
été donnée aussi à peu près en même temps par Taylor dans l'Ouvrage 
intitulé Methodus incrementorum, a été l'occasion d'une vive dispute 
entre ces deux géomètres; mais, quelque ingénieuse que soit l'idée 
sur laquelle est fondée cette nouvelle solution et qui consiste à réduire 
tout d'un coup le pendule composé en pendule simple, en substituant 
à ses différents poids d'autres poids réunis dans un seul point, avec 
des masses et des pesanteurs fictives, telles qu'elles produisent les 
mêmes accélérations angulaires et les mêmes moments par rapport à 
t'axe de rotation et que la pesanteur totale des poids réunis soit égale 
à leur pesanteur naturelle, on doit néanmoins avouer que cette-idée 
n'est ni si naturelle ni si lumineuse que celle de l'équilibre entre les 
quantités de mouvement acquises et perdues. 
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On trouve encore dans la Phoronomia d'Herman, publiée en 1716, 
une nouvelle manière de résoudre le même problème, et qui est fondée 
sur cet autre principe, que lès forces motrices dont les poids qui 
forment le pendule doivent être animés pour pouvoir être mus con­
jointement sont équivalentes à celles qui proviennent de l'action de 
la gravité; en sorte que les premières, étant supposées dirigées en 
sens contraire, doivent faire équilibre à ces dernières. 

Ce principe n'est, dans le fond, que celui de Jacques Bernoulli, pré­
senté d'une manière moins simple, et il est facile de les rappeler l'un 
à l'autre par les principes de la Statique. Euler l'a rendu ensuite plus 
général et s'en est servi pour déterminer les oscillations des corps 
flexibles, dans un Mémoire imprimé en 1740, dans le Tome vII des 
anciens Commentaires de Pétersbourg. 

Il serait trop long de parler des autres problèmes de Dynamique qui 
ont exercé la sagacité des géomètres, après celui du centre d'oscillation 
et avant que l'art de les résoudre fût réduit à des règles fixes. Ces pro­
blèmes, que les Bernoulli, Clairaut, Euler se proposaient entre eux, se 
trouvent répandus dans les premiers Volumes des Mémoires de Péters­
bourg et de Berlin, dans les Mémoires de Paris (années 1736 et 1742), 
dans les Œuvres de Jean Bernoulli et dans les Opuscules d'Euler. Ils 
consistent à déterminer les mouvements de plusieurs corps, pesants 
ou non, qui se poussent ou se tirent par des fils ou des leviers 
inflexibles où ils sont fixement attachés, ou le long desquels ils 
peuvent couler librement, et qui, ayant reçu des impulsions quel­
conques, sont ensuite abandonnés à eux-mêmes, ou contraints de se 
mouvoir sur des courbes ou des surfaces données. 

Le principe d'Huygens était presque toujours employé dans la solu­
tion de ces problèmes; mais, comme ce principe ne donne qu'une seule 
équation, on cherchait les autres par la considération des forces incon­
nues avec lesquelles on concevait que les corps devaient se pousser ou 
se tirer, et qu'on regardait comme des forces élastiques agissant éga­
lement en sens contraire. L'emploi de ces forces dispensait d'avoir 
égard à la liaison des corps et permettait de faire usage des lois du 
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mouvement des corps libres; ensuite les conditions qui» par la nature 
du problème, devaient avoir lieu entre les mouvements des differents 
corps servaient à déterminer les forces inconnues qu'on avait intro­
duites dans le calcul. Mais il fallait toujours une adresse particulière 
pour démêler dans chaque problème toutes les forces auxquelles il 
était nécessaire d‘avoir égard, ce qui rendait ces problèmes piquants 
et propres à exciter l'émulation. 

10. Le Traité de Dynamique de d'Alembert, qui parut en 1743, mit 
fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe et générale 
pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous les pro­
blèmes de Dynamique que l'on peut imaginer. Cette méthode réduit 
toutes les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre et 
ramène ainsi la Dynamique à la Statique. Nous avons déjà remarqué 
que le principe employé par Jacques Bernoulli dans la recherche du 
centre d'oscillation avait l'avantage de faire dépendre cette recherche 
des conditions de l'équilibre du levier; mais il était réservé à d'Alem­
bert d'envisager ce principe d'une manière générale et de lui donner 
toute la simplicité et la fécondité dont il pouvait être susceptible. 

Si l'on imprime à plusieurs corps des mouvements qu'ils soient 
forcés de changer à cause de leur action mutuelle, il est clair qu'on 
peut regarder ces mouvements comme composés de ceux que les corps 
prendront réellement, et d'autres mouvements qui sont détruits; d'où 
il suit que ces derniers doivent être tels, que les corps animés de ces 
seuls mouvements se fassent équilibre. 

Tel est le principe que d'Alembert a donné dans son Traité de Dyna­
mique et dont il a fait un heureux usage dans plusieurs problèmes, et 
surtout dans celui de la précession des équinoxes. Ce principe ne 
fournit pas immédiatement les équations nécessaires pour la solution 
des problèmes de Dynamique, mais il apprend à les déduire des con­
ditions de l'équilibre. Ainsi, en combinant ce principe avec les prin­
cipes ordinaires de l'équilibre du levier ou de la composition des 
forces, on peut toujours trouver les équations de chaque problème; 



256 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

mais la difficulté de déterminer les forces qui doivent être détruites, 
ainsi que les lois de l'équilibre entre ces forces, rend souvent l'appli­
cation de ce principe embarrassante et pénible; et les solutions qui en 
résultent sont presque toujours plus compliquées que si elles étaient 
déduites de principes moins simples et moins directs, comme on peut 
s'en convaincre parla seconde Partie du même Traité de Dynamique (l). 

11. Si l'on voulait éviter les décompositions de mouvements que ce 
principe exige, il n'y aurait qu'à établir tout de suite l'équilibre entre 
les forces et les mouvements engendrés, mais pris dans des directions 
contraires. Car, si l'on imagine qu'on imprime à chaque corps, en sens 
contraire, le mouvement qu'il doit prendre, il est clair que le système 
sera réduit au repos; par conséquent, il faudra que ces mouvements 
détruisent ceux que les corps avaient reçus et qu'ils auraient suivis 
sans leur action mutuelle; ainsi il doit y avoir équilibre entre tous ces 
mouvements, ou entre les forces qui peuvent les produire. 

Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de la 
S.tatique est à la vérité moins directe que celle qui résulte du principe 
de d'Âlembert, mais elle offre plus de simplicité dans les applications; 
elle revient à celle d'Herman et d'Euler, qui l'a employée dans la solu­
tion de beaucoup de problèmes de Mécanique, et on la trouve dans 
quelques Traités de Mécanique sous le nom de Principe de d'Alembert. 

12. Dans la première Partie de cet Ouvrage, nous avons réduit toute 
la Statique à une seule formule générale qui donne les lois de l'équi­
libre d'un système quelconque de corps tiré par tant de forces qu'on 
voudra. On pourra donc aussi réduire à une formule générale toute la 
Dynamique; car, pour appliquer au mouvement d'un système de corps 
la formule de son équilibre, il suffira d'y introduire les forces qui pro­
viennent des variations du mouvement de chaque corps, et qui doivent 

(l) Ce qui contribue encore à compliquer ces solutions, c'est que l'auteur veut éviter 
de faire les dt, ou éléments du temps, constants, comme il en avertit lui-même (art. 94). 

(Note de Lagrange.) 
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être détruites. Le développement de cette formule, en ayant égard aux 
conditions dépendantes de la nature du système, donnera toutedes 
équations nécessaires pour la détermination du mouvement de chaque 
corps, et il n'y aura plus qu'à intégrer ces équations, ce qui est l'affaire 
de l'Analyse. 

13. Un des avantages de la formule dont il s'agit est d'offrir immé­
diatement les équations générales qui renferment les principes ou 
théorèmes connus sous les noms de conservation des forces vives, de 
conservation du mouvement du centre de gravite, de conservation des 
moments de rotation ou Principe des aires, et de Principe de la moindre 
quantité d'action. Ces principes doivent être regardés plutôt comme 
des résultats généraux des lois de la Dynamique que comme des prin­
cipes primitifs de cette science; mais, étant souvent employés comme 
tels dans la solution des problèmes, nous croyons devoir en parler ici, 
en indiquant en quoi ils consistent et à quels auteurs ils sont dus, 
pour ne rien laisser à désirer dans cette exposition préliminaire des 
principes de la Dynamique. 

14. Le premier de ces quatre principes, celui de la conservation des 
forces vives, a été trouvé par Huygens, mais sous une forme un peu 
différente de celle qu'on lui donne présentement; et nous en avons 
déjà fait mention à l'occasion du problème des centres d'oscillation. 
Le principe, tel qu'il a été employé dans la solution de ce problème, 
consiste dans l'égalité entre la descente et la montée du centre de gra­
vité de plusieurs corps pesants qui descendent conjointement, et qui 
remontent ensuite séparément, étant réfléchis en haut chacun avec la 
vitesse qu'il avait acquise. Or, par les propriétés connues du centre de 
gravité, le chemin parcouru par ce centre, dans une direction quel­
conque, est exprimé par la somme des produits de la masse de chaque 
corps parle chemin qu'il a parcouru suivant la même direction, divisée 
par la somme des masses. D'un autre côté, par les théorèmes de Gali­
lée, le chemin vertical parcouru par un corps grave est proportionnel 
au carré de la vitesse qu'il a acquise en descendant librement, et avec 
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laquelle il pourrait remonter à la même hauteur. Ainsi le principe de 
Huygensse réduit à ce que, dans le mouvement des corps pesants, la 
somme des produits des masses par les carrés des vitesses à chaque 
instant est la même, soit que les corps se meuvent conjointement d'une 
manière quelconque, ou qu'ils parcourent librement les mêmes hau­
teurs verticales. C'est aussi ce que Huygens lui-même a remarqué en 
peu de mots, dans un petit Écrit relatif aux méthodes de Jacques Ber-
noulli et de L'Hôpital pour les centres d'oscillation. 

Jusque-là ce principe n'avait été regardé que comme un simple théo­
rème de Mécanique; mais, lorsque Jean Bernoulli eut adopté la distinc­
tion établie par Leibnitz entre les forces mortes ou pressions qui 
agissent sans mouvement actuel et les forces vives qui accompagnent 
ce mouvement, ainsi que la mesure de ces dernières par les produits 
des masses et des carrés des vitesses, il ne vit plus dans le principe 
en question qu'une conséquence de la théorie des forces vives et une 
loi générale delà nature, suivant laquelle la somme des forces vives de 
plusieurs corps se conserve la même, pendant que ces corps agissent 
les uns sur les autres par de simples pressions, et est constamment 
égale à la simple force vive qui résulte de l'action des forces actuelles 
qui meuvent les corps. Il donna ainsi a ce principe le nom de conserva-
lion des forces vives, et il s'en servit avec succès pour résoudre quelques 
problèmes qui n'avaient pas encore été résolus et dont il paraissait dif­
ficile de venir à bout par des méthodes directes. 

Daniel Bernoulli a donné ensuite plus d'extension à ce principe et 
il en a déduit les lois du mouvement des fluides dans des vases, matière 
qui n'avait été traitée avant lui que d'une manière vague et arbitraire. 
Enfin il l'a rendu très général, dans les Mémoires de Berlin pour l'an­
née 1748, en faisant voir comment on peut l'appliquer au mouvement 
des corps animés par des attractions mutuelles quelconques ou attirés 
vers des centres fixes par des forces proportionnelles à quelques fonc­
tions des distances que ce soit. 

Le grand avantage de ce principe est de fournir immédiatement une 
équation finie entre les vitesses des corps et les variables qui déter-
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minent leur position dans l'espace; de sorte que, lorsque par la nature 
du problème toutes ces variables se réduisent à une seule, cette équa-
tion suffît pour le résoudre complètement, et c'est le cas de celui des 
centres d'oscillation. En général, la conservation des forces vives donne 
toujours une intégrale première des différentes équations différentielles 
de chaque problème, co qui est d'une grande utilité dans plusieurs 
occasions. 

15. Le second principe est dû à Newton, qui, au commencement do 
ses Principes mathématiques, démontre que l'état de repos ou de mou­
vement du centre de gravité de plusieurs corps n'est point altéré par 
l'action réciproque de ces corps, quelle qu'elle soit; de sorte que le 
centre de gravité des corps qui agissent les uns sur les autres d'une 
manière quelconque, soit par des fils ou des leviers, ou des lois d‘at­
traction, etc., sans qu'il y ait aucune action ni aucun obstacle exté­
rieur, est toujours en repos ou se meut uniformément en ligne droite. 

D'Alembert a donné depuis à ce principe une plus grande étendue, 
en faisant voir que, si chaque corps est sollicité par une force accélé­
ratrice constante et qui agisse suivant des lignes parallèles, ou qui 
soit dirigée vers un point fixe et agisse en raison de la distance, le 
centre de gravité doit décrire la même courbe que si les corps étaient 
libres; à quoi l'on peut ajouter que le mouvement de ce centre est, en 
général, le même que si toutes les forces des corps, quelles qu'elles 
soient, y étaient appliquées, chacune suivant sa propre direction. 

Il est visible que ce principe sert à déterminer le mouvement du 
centre de gravité indépendamment des mouvements respectifs des 
corps, et qu'ainsi il peut toujours fournir trois équations finies entre 
les coordonnées des corps et le temps, lesquelles seront des intégrales. 
des équations différentielles du problème (l ). 

16. Le troisième principe est beaucoup moins ancien que les deux 

(1) II faut cependant mettre cette restriction, que les forces qui sollicitent ces corps no 
dépendent pas de leur position inconnue. (J. Bertrand. ) 
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précédents, et paraît avoir été découvert en même temps par Euler, 
Daniel Bernoulli et d'Arey, mais sous des (ormes différentes. 

Selon les deux premiers, ce principe consiste en ce que, dans le 
mouvement de plusieurs corps autour d'un centre fixe, la somme des 
produits de la masse de chaque corps par sa vitesse de circulation au­
tour du centre et par sa distance au même centre est toujours indé­
pendante de l'action mutuelle que les corps peuvent exercer les uns 
sur les autres, et se conserve la même tant qu'il n'y a aucune action ni 
aucun obstacle extérieur. Daniel Bernoulli a donné ce principe dans le 
premier Volume des Mémoires de l'Académie de Berlin, qui a paru en 
1746, et Euler l'a donné la même année dans le tome I e r de ses Opus­
cules; et c'est aussi le même problème qui les y a conduits, savoir la 
recherche du mouvement de plusieurs corps mobiles dans un tube de 
figure donnée et qui ne peut que tourner autour d'un point ou centre 
fixe. 

Le principe de d'Arey, tel qu'il l'a donné à l'Académie des Sciences, 
dans les Mémoires de 1747. qui n'ont paru qu'en 1752, est que la somme 
des produits de la masse de chaque corps par l'aire que son rayon vec­
teur décrit autour d'un centre fixe sur un même plan de projection est 
toujours proportionnelle au temps. On voit que ce principe est une 
généralisation du beau théorème de Newton sur les aires décrites en 
vertu de forces centripètes quelconques; et pour en apercevoir l'ana­
logie ou plutôt l'identité avec celui d'Euler et de Daniel Bernoulli, il 
n'y a qu'à considérer que la vitesse de circulation est exprimée par 
l'élément de l'arc circulaire divisé par l'élément du temps, et que le 
premier de ces éléments, multiplié par la distance au centre, donne 
l'élément de l'aire décrite autour de ce centre; d'où l'on voit que ce 
dernier principe n'est autre chose que l'expression différentielle de 
celui de d'Arey. 

Cet auteur a présenté ensuite son principe sous une autre forme qui 
le rapproche davantage du précédent, et qui consiste en ce que la somme 
des produits des masses par les vitesses et par les perpendiculaires 
tirées du centre sur les directions du corps est une quantité constante. 
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Sous ce point de vue» il en a fait même une espèce de principe méta­
physique qu'il appelle la conservation de l'action, pour l'opposer 
plutôt pour le substituer à celui de la moindre quantité d'action; comme 
si des dénominations vagues et arbitraires faisaient l'essence des lois 
de la nature et pouvaient, par quelque vertu secrète, ériger en causes 
finales de simples résultats des lois connues de la Mécanique. 

Quoi qu'il en soit, le principe dont il s'agit a lieu généralement pour 
tous les systèmes de corps qui agissent les uns sur les autres d'une 
façon quelconque, soit par des fils, des lignes inflexibles, des lois d'at­
traction, etc., et qui sont de plus sollicités par des forces quelconques 
dirigées à un centre fixe, soit que le système soit d'ailleurs entière­
ment libre, ou qu'il soit assujetti à se mouvoir autour de ce même 
centre. La somme des produits des masses par les aires décrites autour 
de ce centre et projetées sur un plan quelconque est toujours propor­
tionnelle au temps; de sorte que, en rapportant ces aires à trois plans 
perpendiculaires entre eux, on a trois équations différentielles du pre­
mier ordre entre le temps et les coordonnées des courbes décrites par 
les corps; et c'est proprement dans ces équations que consiste la 
nature du principe dont nous venons de parler. 

17. Je viens enfin au quatrième principe, que j'appelle de la moindre 
action, par analogie avec celui que Maupertuis avait donné sous cette 
dénomination et que les écrits de plusieurs auteurs illustres ont rendu 
ensuite si fameux. Ce principe, envisagé analytiquement, consiste en 
ce que, dans le mouvement des corps qui agissent les uns sur les 
autres, la somme des produits des masses par les vitesses et par les 
espaces parcourus est un minimum. L'auteur en a déduit les lois de la 
réflexion et de la réfraction de la lumière, ainsi que celles du choc 
des corps, dans deux Mémoires lus, l'un à l'Académie des Sciences 
de Paris, en 1744 et l'autre, deux ans après, à celle de Berlin. 

Mais ces applications sont trop particulières pour servir à établir 
la vérité d’un principe général; elles ont d'ailleurs quelque chose de 
vague et d'arbitraire, qui ne peut que rendre incertaines les consé-
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quences qu'on en pourrait tirer pour l'exactitude même du principe. 

Aussi l'on aurait tort, ce me semble, de mettre ce principe, présenté 

ainsi, sur la même ligne que ceux que nous venons d'exposer. Mais il 

y a une autre manière de l'envisager, plus générale et plus rigoureuse, 

et qui mérite seule l'attention des géomètres. Euler en a donné la pre­

mière idée à la fin de son Traité des isopérimètres, imprimé a Lausanne 

en 1744, en y faisant voir que, dans les trajectoires décrites par des 

forces centrales, l'intégrale de la vitesse multipliée par l'élément de la 

courbe fait toujours un maximum ou un minimum. 

Cette propriété, qu’Euler avait trouvée dans le mouvement des corps 

isolés, et qui paraissait bornée à ces corps, je l'ai étendue, par le 

moyen de la conservation des forces vives, au mouvement de tout sys­

tème de corps qui agissent les uns sur les autres d'une manière quel­

conque ; et il en est résulté ce nouveau principe général, que la somme 

des produits des masses par les intégrales des vitesses multipliées par 

les éléments des espaces parcourus est constamment un maximum ou 

un minimum. 

Tel est le principe auquel je donne ici, quoique improprement, le 

nom de moindre action, et que je regarde, non comme un principe 

métaphysique, mais comme un résultat simple et général des lois de 

la Mécanique. On peut voir dans le tome II des Mémoires de Turin (l) 

l'usage que j'en ai fait pour résoudre plusieurs problèmes difficiles de 

Dynamique. Ce principe, combiné avec celui des forces vives et déve­

loppé suivant les règles du calcul des variations, donne directement 

toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème ; 

et de là naît une méthode également simple et générale pour traiter 

les questions qui concernent le mouvement des corps; mais cette mé­

thode n'est elle-même qu'un corollaire de celle qui fait l'objet de la 

seconde Partie de cet Ouvrage et qui a, en même temps, l'avantage 

d'être tirée des premiers principes de la Mécanique. 

(1) Œuvres de Lagrange, t. I, p. 365. 
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SECTION DEUXIÈME. 
FORMULE GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE POUR LE MOUVEMENT D’UN SYSTÈME DE CORPS 

ANIMÉS PAR DES FORCES QUELCONQUES. 

1. Lorsque les forces qui agissent sur un système de corps sont dis­
posées conformément aux lois exposées dans la première Partie de ce 
Traité, ces forces se détruisent mutuellement et le système demeure en 
équilibre. Mais, quand l'équilibre n'a pas lieu, les corps doivent néces­
sairement se mouvoir, en obéissant en tout ou en partie à l'action des 
forces qui les sollicitent. La détermination des mouvements produits 
par des forces données est l'objet de cette seconde Partie. 

Nous y considérerons principalement les forces accélératrices et re­
tardatrices dont l'action est continue, comme celle de la gravité, et qui 
tendent à imprimer à chaque instant une vitesse infiniment petite et 
égale à toutes les particules de matière. 

Quand ces forces agissent librement et uniformément, elles pro­
duisent nécessairement des vitesses qui augmentent comme le temps; 
et l'on peut regarder les vitesses ainsi engendrées dans un temps 
donné comme les effets les plus simples de ces sortes de forces et, par 
conséquent, comme les plus propres à leur servir de mesure. Il faut, 
dans la Mécanique, prendre les effets simples des forces pour connus, 
et l'art de cette science consiste uniquement á en déduire les effets 
composés qui doivent résulter de l'action combinée et modifiée des 
mêmes forces. 

2. Nous supposerons donc que l'on connaisse, pour chaque force 
accélératrice, la vitesse qu'elle est capable d'imprimer à un mobile en 
agissant toujours de la même manière, pendant un certain temps que 
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nous prendrons pour l'unité des temps, et nous mesurerons la force 
accélératrice par cette même vitesse, qui doit s'estimer par l'espace que 
le mobile parcourrait dans le même temps si elle était continuée uni­
formément; or on sait, par les théorèmes de Galilée, que cet espace 
est toujours double de celui que le corps a parcouru réellement par 
l'action constante de la force accélératrice. 

On peut d'ailleurs prendre une force accélératrice connue pour 
l'unité et y rapporter toutes les autres. Alors il faudra prendre pour 
l'unité des espaces le double de l'espace que la même force continuée 
également ferait parcourir dans le temps qu'on veut prendre pour 
l'unité des temps, et la vitesse acquise dansce temps par l'action con­
tinue de la même force sera l'unité des vitesses. De cette manière, les 
forces, les espaces, les temps et les vitesses ne seront que de simples 
rapports, des quantités mathématiques ordinaires. 

Par exemple, si l'on prend la gravité sous la latitude de Paris pour 
l'unité des forces accélératrices, et que l'on compte le temps par se­
condes, on devra prendre alors 30,196 pieds de Paris pour l'unité des 
espaces parcourus, parce que 1.5,098 pieds est la hauteur d'où un 
corps abandonné à lui-même tombe dans une seconde sous cette lati­
tude; et l'unité des vitesses sera celle qu'un corps pesant acquiert en 
tombant de cette hauteur. 

3. Ces notions préliminaires supposées, considérons un système de-
corps, disposés les uns par rapport aux autres comme on voudra et 
animés par des forces accélératrices quelconques. 

Soit m la masse de l'un quelconque de ces corps, regardé comme un 
point; rapportons, pour la plus grande simplicité, à trois coordonnées 
rectangles x, y, z la position absolue du même corps au bout d'un 
temps quelconque t. Ces coordonnées sont supposées toujours paral­
lèles à trois axes fixes dans l'espace, et qui se coupent perpendiculai­
rement dans un point nommé Yorigine des coordonnées; elles expri­
ment, par conséquent, les distances rectilignes du corps à trois plans 
passant par les mêmes axes. 
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Ainsi, à cause de la perpendicularité de ces plans, les coordonnées 
x, y, z représentent les espaces par lesquels le corps en mouvement 
s'éloigne des mêmes plans; par conséquent, 

représenteront les vitesses que ce corps a dans un instant quelconque 
pour s'éloigner de chacun de ces plans-là et se mouvoir suivant le 
prolongement des coordonnées x,y, z; et ces vitesses, si le corps était 
ensuite abandonné à lui-même, demeureraient constantes dans les 
instants suivants, par les principes fondamentaux de la théorie du 
mouvement. 

Mais, par la liaison des corps et par l'action des forces accélératrices 
qui les sollicitent, ces vitesses prennent, pendant l'instant dt, les ac­
croissements  

qu'il s'agit de déterminer. On peut regarder ces accroissements comme 
de nouvelles vitesses imprimées à chaque corps, et, en les divisant par 
dt, on aura la mesure des forces accélératrices employées immédiate­
ment à les produire; car, quelque variable que puisse être l'action 
d'une force, on peut toujours, par la nature du Calcul différentiel, la 
regarder comme constante pendant un temps infiniment petit, et la 
vitesse engendrée par cette force est alors proportionnelle à 1a force 
inultipliée par le temps; par conséquent, la force elle-même sera ex­
primée par la vitesse divisée par le temps. 

En prenant l'élément dt du temps pour constant, les forces accélé­
ratrices dont il s'agit seront exprimées par 

et, en multipliant ces forces par la masse m du corps sur lequel elles 
agissent, on aura  

XI . 34 
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pour les forces employées immédiatement à mouvoir le corps m pen­
dant le temps dt, parallèlement aux axes des coordonnées x, y, z. On 
regardera donc chaque corps m du système comme poussé par de 
pareilles forces; par conséquent, toutes ces forces devront être équiva-
lentes à celles dont on suppose que le système est sollicité, et dont 
l'action est modifiée par la nature même du système; et il faudra que 
la somme de leurs moments soit toujours égale à la somme des moments 
de celles-ci, parle théorème donné dans la première Partie (Sect. I l , 
art. 15). 

4. Nous emploierons dans la suite la caractéristique ordinaire d 
pour représenter les différentielles relatives au temps, et nous dénote-
rons les variations qui expriment les vitesses virtuelles par la caracté-
ristique , comme nous l'avons déjà fait* dans quelques problèmes de la 
première Partie. 

Ainsi l'on aura  

pour les moments des forces 

qui agissent suivant les coordonnées xf y, z et tendent à les aug­
menter; la somme de leurs moments pourra donc être représentée par 
la formule  

en supposant que le signe d'intégration s'étende à tous les corps du 
système.  

5. Soient maintenant P, Q, R, . . . les forces accélératrices données, 
qui sollicitent chaque corps m du système vers les centres auxquels 
ces forces sont supposées tendre; et soient p, q, r, . . . les distances 
rectilignes de chacun de ces corps aux mêmes centres. Les différen-
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tielles représenteront les variations des lignesp, q,r,... 
provenantes des variations des coordonnées x, y, z du 
corps m; mais, comme les forces P, Q, R, . . . sont censées tendre à 
diminuer ces lignes, leurs vitesses virtuelles doivent être représentées 
par (Part. I, Sect. I l , art. 3); donc les moments 
des forces mP, mQ, mR, ... seront exprimés par  

et la somme des moments de toutes ces forces sera 
représentée par  

Égalant donc cette somme à celle de l'article précédent, on aura 

et, transposant le second membre, 

C'est la formule générale de la Dynamique pour le mouvement d'un 
système quelconque de corps. 

6. 11 est visible que cette formule ne diffère de la formule générale 

de la Statique, donnée dans la première Partie (Sect. I I ) , que par les 

termes dus aux forces qui produisent l'accéléra­

tion du corps m suivant les prolongements des trois coordonnées x, 
y, z. En effet, nous avons vu dans la Section précédente (art. 11) que 
ces forces, étant prises en sens contraire, c'est-à-dire étant regardées 
comme tendantes à diminuer les lignes x, y, z, doivent faire équilibre 
aux forces actuelles P, Q, R , . . . , qui sont supposées agir pour dimi­
nuer les lignesp, q, r , . . . ; de sorte qu'il n'y a qu'à ajouter aux moments 

de ces dernières forces ceux des forces pour 

chacun des corps m, pour passer tout d'un coup des conditions de 
l'équilibre aux propriétés du mouvement (Part. I, Sect. I I , art. 4). 
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7. Les mêmes règles que nous avons données dans la première 
Partie (Sect. I I ) , pour le développement de la formule générale de la 
Statique, s'appliqueront donc aussi à la formule générale de la Dyna­
mique. 

Il faudra seulement observer : 
I° Que les différences quenous avions marquées par la caractéris­

tique ordinaire d, pour représenter les variations, seront toujours mar­
quées dorénavant par la caractéristique  

2° Que la caractéristique d sera toujours relative au temps t, ainsi 
que la caractéristique correspondante pour les intégrations, excepté 
dans les différences partielles, où il est indifférent quelle caractéris­
tique on y emploie; 

3° Que, pour représenter les éléments d'une courbe ou d'une sur­
face, ou, en général, d'un système composé d'une infinité de parti­
cules, on emploiera la caractéristique D, qui répond à la caractéris­
tique intégrale . Ainsi, lorsqu'on voudra étendre au mouvement les 
formules que nous avons données pour l'équilibre, dans la première 
Partie (Sect. V, Chap. I I I et IV), il faudra changer partout la caracté­
ristique d en D, pour avoir l'expression de la somme des moments de 
toutes les forces. 

8. Lorsque le mouvement se fait dans un milieu résistant, on peut 
regarder la résistance du milieu comme une force qui agit en sens con­
traire de la direction du corps et qui peut, par conséquent, être sup­
posée tendante à un point de la tangente. 

Supposons que la résistance soit R; pour avoir son moment — , 
il n'y a qu'à considérer qu'on a, en général, 

/, m, n étant les coordonnées du centre de la force R; done 

Prenons le centre de la force R dans la tangente de la courbe décrite 
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par le corps et très près de lui ; on fera, pour cela, 

ce qui donnera, en prenant ds pour l'élément de la courbe, 

et, par conséquent, 

Si le milieu résistant était en mouvement, il faudrait composer ce 
mouvement avec celui du corps pour avoir la direction de la force de 
résistance. Nommons les petits espaces que le milieu par­
court parallèlement aux axes des coordonnées x,y, z, pendant que le 
corps décrit l'espace ds; il n'y aura qu'à retrancher ces quantités de 
dx, dy, dz pour avoir les mouvements relatifs; et, comme 

si l'on fait 

on aura, dans ce cas, 

A l'égard de la résistance R, elle est ordinairement une fonction de 

la vitesse mais, dans le cas où le milieu est en mouvement, elle sera 

fonction de la vitesse relative  

De cette manière, on pourra appliquer nos formules générales aux 
mouvements qui se font dans des milieux résistants, sans avoir besoin 
d'aucune considération particulière à ces sortes de mouvements. 

9. Il est important de remarquer que l'expression 
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par laquelle la formule générale de la Dynamique diffère de celle de la 
Statique (art. 5), est indépendante de la position des axes des coor­
données x, y, z. 

Car, supposons qu'à la place de ces coordonnées on substitue d'au­
tres coordonnées rectangles qui aient la même origine, mais 
(qui se rapportent à d'autres axes. Par les formules de la transforma­
tion des coordonnées, données dans la première Partie (Sect. I I I , 
art. 10), on a  

Difïérentions ces expressions de x, y, z, en y regardant tous les coeffi­
cients comme constants et les nouvelles coordonnées x' 
y', z' comme seules variables, on aura 

On aura de même 

Substituant ces valeurs et ayant égard aux équations de condition 
données dans l'article cité, entre les coefficients on 
aura  

Si l'on fait les mêmes substitutions dans l'expression des distances 
rectilignes entre les différents corps du système, représentées par p, 
q , . . . , il est facile de voir que les quantités disparaîtront 
également et que les transformées conserveront la même forme. En 
effet, on a  

x,y, z étant les coordonnées d'un corps m et x, y, z celles d'un autre 
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corps m rapportées aux mêmes axes. Par le changement des axes, les 
premières deviennent x', y',z', et, si l'on désigne par x', y', z' ceque 
les dernières deviennent, on aura aussi 

Substituant et ayant égard aux mêmes équations de condition, on 
aura  

et ainsi des quantités analogues q, r, .... 

10. Il s'ensuit de là que, si le système n'est animé que par des forces 
intérieures P, Q, . . . proportionnelles à des fonctions quelconques 
des distances p, q, ... entre les corps, et que les conditions du système 
ne dépendent que de la disposition mutuelle des corps, do manière que 
les équations de condition ne soient qu'entre les différentes lignes p, 
q, .... la formule générale de la Dynamique (art. 5) sera la même pour 
les coordonnées transformées x', y', z' que pour les coordonnées pri­
mitives x,y, z. Donc, après avoir trouvé, par l'intégration des diffé­
rentes équations déduites de cette formule, les valeurs des coordon­
nées x, y, z de chaque corps m, exprimées en temps, si l'on prend ces 
valeurs pour x', y', z', on aura, pour les coordonnées x, y, z, ces va­
leurs plus générales  

dans lesquelles les neuf coefficients , renferment trois quan­
tités indéterminées, puisqu'il n'y a entre elles que six équations de 
condition. 

Si les valeurs de x', y', z' renferment toutes les constantes arbi­
traires nécessaires pour compléter les différentes intégrales, les trois 
indéterminées dont il s'agit se fondront dans ces mêmes constantes 
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arbitraires; mais elles pourront suppléer celles qui manqueraient, et 
dont le défaut rendrait la solution incomplète. Ainsi, au moyen de ces 
trois nouvelles arbitraires qu'on peut introduire à la fin du calcul, on 
sera libre de supposer nulles ou égales à des quantités déterminées 
autant d'autres constantes arbitraires, ce qui servira souvent à faciliter 
et simplifier le calcul. 

11. Quoiqu'on puisse toujours calculer les effets de l'impulsion et 
de la percussion comme ceux des forces accélératrices, cependant, lors­
qu'on ne demande que la vitesse totale imprimée, on peut se dispenser 
de considérer ses accroissements successifs; et l'on peut, tout de suite, 
regarder les forces d'impulsion cemme équivalentes aux mouvements 
imprimés. 

Soient donc P, Q, R,. . . les forces d'impulsion appliquées à un corps 
quelconque m du système, suivant les lignesp, q, r , . . . ; supposons que 
la vitesse imprimée à ce corps soit décomposée en trois vitesses repré­
sentées par x, y, z, suivant les directions des axes des coordonnées oc, 
y, z, on aura, comme dans l'article 5, en changeant les forces accélé­
ratrices dans les vitesses x, y, z, l'équation générale 

Cette équation donnera autant d'équations particulières qu'il y restera 
de variations indépendantes après avoir réduit toutes les variations 
marquées par au plus petit nombre possible, d'après les conditions 
du système. 
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SECTION TROISIÈME, 

PROPRIETES GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DÉDUITES DE LA FORMULE PRÉCÉDENTE. 

1. Considérons un système de corps disposés les uns par rapport 
aux autres et liés ensemble comme l'on voudra, mais sans qu'il y ait 
aucun point ou obstacle fixe qui gêne leur mouvement; il est évident 
que, dans ce cas, les conditions du système ne peuvent dépendre que 
de la position respective des corps entre eux; par conséquent, les 
équations de condition ne pourront contenir d'autres fonctions des 
coordonnées que les expressions des distances mutuelles des corps. 
Cette considération fournit, pour le mouvement d'un système, des 
équations générales indépendantes de la nature du système et ana­
logues à celles que nous avons trouvées pour l'équilibre dans la pre­
mière Partie (Sect. I I I , § I) . 

§ I. — Propriétés relatives au centre de gravité. 

2. Soient x', y', z' les coordonnées d'un corps quelconque déter­
miné du système, tandis que x, y, z représentent, en général, les 
coordonnées d'un autre corps quelconque. Faisons, ce qui est toujours 
permis,  

il est visible que les quantités x', y', z' n'entreront point dans les 
expressions des distances mutuelles des corps, mais que ces distances 
ne dépendront que des différentes q u a n t i t é s q u i expriment pro-

XI . 35 
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prement les coordonnées des différents corps, rapportés à celui qui 
répond à x', y', z'; par conséquent, les équations de condition du 
système seront entre les seules variables et ne renfermeront 
point x', y', z'. 

Donc, si dans la formule générale de la Dynamique (Sect. I I , art. 5) 
on réduit toutes les variations à et qu'on substitue, pour  

leurs valeurs , les variations  
seront indépendantes de toutes les autres et arbitraires en 

elles-mêmes; ainsi, il faudra égaler séparément à zéro la totalité des 
termes affectés de chacune de ces variations, ce qui donnera trois 
équations générales et indépendantes de la constitution particulière 
du système. 

Les forces intérieures par lesquelles les corps pourraient agir les 
uns sur les autres, et que nous dénotons par comme dans 
la première Partie (Sect. I I , art. 2), n'entreront point dans ces équa­
tions, parce que, les distances mutuelles étant indépendantes 
de x', y', z', les variations relatives à ces variables, seront 
nulles. 

A l'égard des forces extérieures P, Q, R, . . . , si on les réduit aux 
trois forces X, Y, Z, dirigées suivant les coordonnées X, y, z et ten­
dantes à les diminuer, d'après les formules données dans la première 
Partie (Sect. V, Chap. I ) , on a 

et la formule générale devient 

laquelle, en n'ayant égard qu'aux variations qui sont indé­
pendantes de toutes les autres, donnera 
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d'où l'on tire sur-le-champ ces trois équations 

lesquelles auront toujours lieu dans le mouvement d'un système 
quelconque de corps, lorsque le système est entièrement libre. 

3. Supposons maintenant que le corps auquel répondent les coor­
données x', y, z'soit placé dans le centre de gravité de tout le système. 
On aura, par les propriétés connues de ce centre (Part. I, Sect. I I I , 
§ IV), les équations 

lesquelles, en diflerentiant par rapport à t, donneront celles-ci : 

Donc on aura  

parce que x' ayant la même valeur pour tous les corps, est indépen­
dante du signe on aura pareillement 

Ainsi les trois équations de l'article précédent prendront cette forme 
plus simple :  
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Ces équations serviront à déterminer le mouvement du centre de 
gravité de tous les corps, indépendamment du mouvement particulier 
de chacun d'eux; et, comme les valeurs de ne ren­

ferment point les forces intérieures du système, le mouvement de ce 
centre ne dépendra point de l'action mutuelle que les corps peuvent 
exercer les uns sur les autres, mais seulement des forces accélératrices 
qui sollicitent chaque corps. C'est en quoi consiste le principe général 
de la conservation du mouvement du centre de gravité. 

Ce principe subsiste aussi dans le cas où les corps, dans leurs mou­
vements, viendraient à se choquer; car, de quelque nature que soient 
les corps, on peut toujours imaginer que leur action dans le choc se 
fasse par le moyen d'un ressort interposé entre les corps et qui, après 
la compression, tende à se rétablir ou non suivant que les corps seront 
élastiques ou non. De cette manière, l'effet du choc sera le produit de 
forces de la nature de celles que nous avons désignées par , . . . , 
et qui disparaissent dans la formule générale (art. 2). 

4. On voit, au reste, que les équations du mouvement du centre de 
gravité sont les mêmes que celles du mouvement d'un seul corps qui 
serait animé à la fois par toutes les forces accélératrices qui agissent 
sur les différents corps du système. En effet, si l'on conçoit que tous 
ces corps soient réunis en un point qui réponde aux coordonnées x', 
y', z', on a alors, dans la formule générale, 

et, égalant à zéro la totalité des termes affectés de chacune des trois 
variations on aura les mêmes équations que ci-dessus. 

De là résulte ce théorème général : 

Le mouvement du centre de gravité d'un système libre de corps, disposés, 
les uns par rapport aux autres, comme l'on voudra, est toujours le même 
que si les corps étaient tous réunis dans un seul point et qu'en même temps 
chacun d'euxƒât animé des mêmes forces accélératrices que dans leur état 
naturel. 
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5. Ce théorème a encore lieu lorsque les corps qui composent un 
système libre ne reçoivent que des impulsions quelconques; car, en 
substituant, dansl'équation de l'article 11 de la Section précédente, 

et réduisant les 
forces P, Q, R, . . . aux forces X, Y, Z, on prouvera, comme dans l'ar­
ticle 2, que les variations doivent demeurer arbitraires, ce 
qui donnera les trois équations 

Or, si l'on rapporte les coordonnées x', y', z' au centre de gravité du 
système, on a, par les propriétés de ce centre, 

Donc aussi, en différentiant relativement à t, et faisant 

on aura 

et, par conséquent, 

ce qui fait voir que les vitesses imprimées au centre de gra­
vité sont les mêmes que si tous les corps, étant réunis dans ce centre, 
recevaient à la fois les impulsions X, Y, Z. 

6. La formule générale (art. 2), après la substitution   
à la place de et l'évanouissement des 

termes affectés de . se réduira à 
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Substituant dans les différen­

tielles et faisant sortir hors du signe les différen­

tielles les termes affectés de ces différentielles seront 

Mais, en rapportant au centre de gravité les coordonnées on 
a (art. 3)  

donc aussi, en différentiant par , on aura 

ce qui fait évanouir les termes dont il s'agit. 
Ainsi la formule générale se réduira à 

qui est tout à fait semblable à la première formule, les coordonnées ar, 
y, z, dont l'origine est fixe dans l'espace, étant changées en 
dont l'origine est au centre de gravité. 

On peut conclure de là ( l ) , en général, que, dans un système libre, 
on aura, par rapport au centre de gravité, les mêmes équations et les 
mêmes propriétés que par rapport à un point fixe hors du système. 

§ I I . — Propriétés relatives aux aires. 

7. Considérons maintenant le mouvement du système autour d'un 
point fixe, et supposons qu'il soit entièrement libre de tourner en tout 

( 1 ) Cette conclusion est trop absolue. L'équation différentielle qui lie est, en effet, 
de même forme que celle qui lie x, y, z ; mais les forces X, Y, Z n'auront pas des expres­
sions de même forme par rapport aux deux systèmes de variables. Ainsi, par exemple, si 
l'on considère deux points qui s'attirent mutuellement avec une force réciproquement pro­
portionnelle au carré de la distance, ils décriront des ellipses par rapport aux axes mobiles 
passant par le centre de gravité. Par rapport à des axes fixes, les trajectoires seraient 
boaucoup plus compliquées. (J. Bertrand.) 
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sens autour de ce point. En faisant abstraction des mouvements res­
pectifs des corps du système les uns à l'égard des autres, la rotation 
autour de chacun des trois axes des x, y, z fournira, comme on l'a vu 
dans la première Partie (Sect. I I I , art. 8), les expressions suivantes 
des variations  

dans lesquelles sont les rotations élémentaires par rapport 
aux trois axes des s, y, x, qui doivent demeurer arbitraires. 

Ces expressions sont générales pour les variations des coordonnées 
de tous les corps du système, et il ne s'agira que de les substituer dans 
la formule de l'article 5 de la Section précédente, après avoir réduit 
toutes les variations à et d'égaler ensuite à zéro séparément 
les quantités affectées des trois indéterminées  

On trouvera d'abord, comme dans l'article cité de la première Partie, 
que la variation devient nulle, et qu'ainsi les termes dus aux forces 
intérieures du système, ne renfermant point les variations 
ne donneront rien dans les équations dont il s'agit. On trouve aussi, 
comme on l'a vu dans le même article, que la variation est nulle 
lorsque la force P tend vers l'origine des coordonnées, et qu'ainsi cette 
force n'entrera point dans les mêmes équations. 

En faisant donc simplement pour les substitutions indi­
quées, après avoir changé les forces P, Q, R, . . . en X, Y, Z, comme 
ci-dessus (art. 2), on aura, relativement aux variations 
l'équation  

et, comme les variations sont les mêmes pour tous les corps 

du système, elles n'entreront pas sous le signe d'intégration de 
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sorte qu'on aura les trois équations relatives à chacune de ces varia­
tions  

Ces équations auront lieu à la fois, lorsque le système aura la liberté 
de tourner autour de chacun des trois axes, c'est-à-dire toutes les fois 
que le système sera disposé de manière à pouvoir pirouetter librement 
en tout sens autour du point fixe qui est l'origine des coordonnées. 

Et il est bon de remarquer que ces équations ont toujours lieu indé­
pendamment de l'action mutuelle des corps, de quelque manière que 
cette action puisse s'exercer, même par le choc mutuel des corps du 
système, comme dans l'article 3 et par la même raison; elles sont, de 
plus, indépendantes des forces qui tendraient vers le point fixe où est 
l'origine des coordonnées. 

8. Pourse former une idée plus nette de ces équations, on remar­
quera : 

I° Que les quantités 

sont les différentielles de celles-ci 

lesquelles représentent le double des secteurs élémentaires décrits par 
le corps m sur le plan des xy, des xz et des yz, e'est-à-dire sur les 
plans perpendiculaires aux axes des s, des y et des x. En effet, si dans 

on substitue pour x et y les valeurs on a 
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double de l'aire comprise entre le rayon vecteur p et le rayon consé­
cutif qui fait avec lui l'angle dφ; 

2° Que les quantités X, Y, Z représentent les forces qui sollicitent 
chaque corps m suivant les coordonnées x,y, z et vers leur origine, et 
qui résultent de toutes les forces P, Q, R, . . . agissantes sur ce corps 
suivant des directions quelconques (Sect. I l , art. 5), et qu'ainsi les 
quantités  

expriment les moments des forces qui tendent à faire tourner les corps 
autour de chacun des trois axes des coordonnées z, y, x, en prenant le 
mot moment, dans le sens ordinaire, pour le produit de la force et de 
la perpendiculaire menée sur sa direction. 

9. Si le système n'était animé par aucune force extérieure, ou s'il 
l‘était seulement par des forces tendantes au point que nous avons 
pris pour l'origine des coordonnées, les trois équations précédentes 
se réduiraient à celles-ci 

lesquelles, étant intégrées par rapport à la variable t, donneront, en 
prenant trois constantes arbitraires A, B, C, 

Ces dernières équations renferment évidemment le principe des aires, 
dont nous avons parlé dans la première Section. 

XI . 36 
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10. Il est à propos de remarquer que ces équations sont dans le cas 
Ho l'article 1O de la Section précédente; de sorte qu'on y peut intro­
duire trois nouvelles constantes arbitraires, par le changement des 
axes des coordonnées. 

Soient .X', y', Z'les nouvelles coordonnées; on aura également 

les quantités A', B', C étant aussi des constantes arbitraires, mais 
différentes do A, B, C. 

Substituons maintenant dans l'expression xdy — ydx les valeurs 
de ,x, y en x', y', z' données dans l'article cité de la même Section; 
on aura 

On trouvera de même 

Si l'on affecte tous les termes de ces équations du signe après les 

avoir multipliées par m et divisées par dt, et qu'on y substitue, à la 

place des intégrales affectées de leurs valeurs A, B, C, A', B', c', on 

aura  
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On peut réduire ces formules à une expression plus simple, en obser­
vant que l‘on a identiquement 

quantité qui se réduit à l'unité, en vertu des équations de condition 
de la première Partie (Sect. I I I , art. 10). On a, de plus, ces équations 
identiques 

Si donc on compare ces équations avec les trois équations de condition 

il est facile de conclure de cette comparaison qu'on aura 

Les quantités pourraient avoir également le signe — ; mais 

comme, dans la coïncidence des axes des x', y', z' avec ceux des x, y, 
z, on doit avoir (Part. I, Sect, I I I , art. H) 

cette condition ne peut avoir lieu qu'en prenant y" positivement, et 
par conséquent aussi  

On trouvera, de la même manière, 

de sorte que l'on aura 
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d'où l'on tire, par les équations de condition de l'article 10 (Part. I, 

Sect. I I I ) , 

et  

Il résulte de cette dernière équation qu'on a, en général, 

d'où l'on peut conclure que la fonction 

a toujours une valeur indépendante du plan de projection et de la po­

sition des axes des coordonnées x, y, z dans l'espace, pourvu que ces 

coordonnées soient rectangulaires entre elles. 

11. Ces expressions de A, B, C en A', B', C qu'on vient de trouver 

sont semblables à celles de x, y, z en x', y', z' de l'article 9 de la Sec­

tion précédente; par conséquent, si l'on prend 

on aura 

et réciproquement 

donnera   

c'est-à-dire que A, B, C et A', B', C 'seront deux systèmes de coordon­

nées qui répondent à un même point, le premier étant relatif aux axes 

des x,y, z et le second aux axes des x',y', z'. 
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On voit tout de suite par là qu'on peut faire 

en faisant passer Taxe des C ou z' par le point auquel répondent les 
coordonnées A, B, C, et qu'alors la coordonnée C aura sa plus grande 
valeur égale à On aura, dans ce cas, 

et il est facile de voir que les coefficients ne seront autre 
chose que les cosinus des angles que la ligne C fait avec les axes des 
A, B, C. 

Ainsi la résolution des équations 

donnera celle des équations 

les quantités étant trois constantes telles que 

et dont deux sont arbitraires. 
Le plan perpendiculaire à l’axe des C' lorsque C' devient un maxi­

mum, est celui que M. Laplace nomme plan invariable, et dont il a le 
premier démontré l'existence et la position. 
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Cette position est facile à déterminer par les équations 

car, puisque les quantités sont les cosinus des angles que 
l'axe des C’ ou z', qui est perpendiculaire au plan variable, fait avec 
les axes des x, y. z du système, en nommant ces angles l, m, n, on 
aura, à cause de 

12. Si le système est libre, c'est-à-dire s'il n'y a aucun des points 
du système qui doive être fixe, on peut prendre l'origine, supposée 
fixe, des coordonnées x, y, z partout où l'on voudra; par conséquent, 
les propriétés des aires et des moments que nous venons de démontrer 
auront lieu par rapport à un point fixe quelconque pris à volonté dans 
l'espace. 

Mais, par ce que nous avons démontré dans l'article 6, ces mêmes 
propriétés auront lieu également par rapport au contre de gravité de 
tout le système, soit que ce centre soit fixe ou non. En effet, si, dans 
les trois équations de l'article 7, on substitue pour x, y, z les quan­
tités en rapportant, comme dans l'article 3, les 
coordonnées au centre de gravité du système, et qu'on ait 
égard aux trois équations de ce dernier article, on aura ces transfor­
mées 

qui sont, comme Ton voit, semblables à celles de l'article 7, et dont 
toute la différence consiste en ce que, a la place des coordonnées x, 
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y, z partant d'un point fixe, il y a les coordonnées dont l'orignie 
est dans le centre de gravité du système. 

Ainsi, lorsque les forces accélératrices sont nulles, on aura les inté-
grales  

sur lesquelles on pourra faire des remarques analogues à celles que 
nous avons faites sur les équations de l'article 9. 

13. Quand un des corps du système est retenu fixement par un 
obstacle quelconque, en plaçant dans ce corps l'origine des coordon-
nées, on a le cas de l'article 7. Mais, si deux corps du système sont 
supposés fixes, on regardera la ligne qui passe par ces deux corps 
comme un axe fixe autour duquel le système peut tourner librement, 
et, prenant cet axe pour celui des coordonnées z, on aura simplement, 
par le même article,  

φ étant la rotation élémentaire autour de cet axe, laquelle doit de-
meurer indéterminée. On n'aura ainsi qu'une seule équation relative 
à cette variation , laquelle sera 

et lorsque le moment x Y — yX des forces extérieures par rapport à 
Taxe de rotation est nul, on aura par l'intégration, comme dans l'ar-
ticle 9, 

équation qui donne le principe des aires par rapport au plan des xy 
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perpendiculaire à l'axe de rotation, et sur lequel les aires décrites par 
les corps doivent être projetées. 

Si trois corps du système étaient supposés fixes, alors la position de 
chacun des autres corps dans l'espace serait déterminée par ses dis­
tances à ces trois corps, et il n'y aurait plus de variations indépendantes 
de la nature du système et de la disposition respective des corps entre 
eux, d'où l'on pût déduire des équations générales pour le mouvement 
d'un système quelconque. 

§ I I I . — Propriétés relatives aux rotations produites par des forces 
d'impulsion. 

14. Quand un système libre de tourner en tout sens autour d'un 
point fixe reçoit des impulsions quelconques, on peut aussi employer, 
dans l'équation de l'article 11 de la Section précédente, les expressions 
de de l'article 7, après avoir réduit à X, Y, Z les forces d'im­
pulsion P, Q, R, .. . ; et, en égalant séparément à zéro les termes mul­
tipliés par les variations , on aura les trois équations 

pour le premier instant du mouvement produit par les impulsions 
X, Y, Z. 

Dans les systèmes qui sont tout à fait libres, on peut prendre le point 
fixe partout où l'on veut dans l'espace, et les équations précédentes 
auront toujours lieu par rapport à ce point. 

15. Dans ces systèmes, on peut aussi rapporter leurs rotations à 
trois axes qui passent par le centre de gravité; car, en faisant, comme 
dans l'article 5, 
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les variations donneront d'abord les trois équations rela­
tives au mouvement du centre de gravité trouvées dans ce meme 
article. 

Il restera ensuite l'équation 

Or, en rapportant les rotations aux axes des coordonnées  
et n'ayant égard qu'à ces rotations, on a, comme dans l'article 7, 

et les trois variations indéterminées donneront les trois 

équations  

Mais 

donc, substituant ces valeurs, faisant sortir hors du signe S les quan­
tités x' ,y', z', qui ne se rapportent qu'au centre de gravité, et obser­
vant que, par les propriétés de ce centre, on a 

les trois équations précédentes deviendront 

qui sont tout à fait semblables à celles de l'article précédent, et dans 
lesquelles les coordonnées ont leur origine au centre de gravité» 
et les vitesses sont relatives à ce centre. 

XI . 37 
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Ainsi les équations relatives à un point fixe subsistent aussi, lorsque 
le système est libre, par rapport à son centre de gravité. 

16. Les équations que nous venons de trouver, pour l'effet des im­
pulsions dans le premier instant, ont lieu aussi dans les instants sui­
vants, s'il n'y a point de forces accélératrices, en regardant comme 
constants les termes qui dépendent des impulsions X, Y, Z; car, ,x, y, z 
étant les vitesses parallèlement aux axes des x,y, z, on a 

et les équations de l'article 9 deviennent 

lesquelles, étant comparées à celles de l'article 14, donnent 

Ainsi on a les valeurs des constantes A, B, C exprimées par les im­
pulsions primitives données à chaque corps; et l'on voit que ces va­
leurs ne sont autre chose que les sommes des moments de ces impul­
sions par rapport aux axes des x, des y et des s. 

Il en sera de même des équations relatives au centre de gravité, en 
comparant les équations de l'article 12 avec celles de l'article 15. 

17. Si l'on ne considère que les mouvements de rotation par rapport 
aux trois axes des coordonnées x, y, z, et qu'on désigne par 
les vitesses de ces rotations, les variations seront propor­
tionnelles aux vitesses x, y, z, et les variations seront en 
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même temps proportionnelles aux vitesses les formules de 
l'article 7 donneront ainsi 

Ces valeurs de x, y, z ne sont que les parties qui dépendent des trois 
rotations; pour avoir les valeurs complètes des vraies vitesses x,y, z, 
il faut y ajouter les parties qui dépendent du changement de situation 
des corps du système entre eux, et qui sont indépendantes des rota­
tions. 

Mais lorsque le système est invariable, ce qui a lieu dans tous les 
corps solides d'une figure quelconque, ces parties des vitesses sont 
nulles et les valeurs de x, y, z se réduisent simplement à celles que 
nous venons de donner. On pourra donc substituer ces valeurs dans les 
équations précédentes et, faisant sortir hors du signe les quantités  

on aura, pour un solide de figure quelconque, en mettant 
l'élément Dm à la place de m (Sect. I I , art. 7), les équations 

par lesquelles on pourra déterminer les vitesses des rotations initiales  
produites par les impulsions X, Y, Z appliquées à des points 

quelconques du corps et dont les moments par rapport aux axes des x, 
y, z sont A, B, C. 

Comme les vitesses de rotatioa sont proportionnelles aux angles 
infiniment petits décrits en même temps par les rotations respectives, 
il s'ensuit de ce qu'on a démontré dans la première Partie (Sect. I I I , 
art. 11 ) que les trois vitesses se composent en une seule vitesse  
telle que  

avec laquelle le corps tournera réellement autour d'un axe instantané, 
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faisant, avec les axes des x,y, z, des angles tels que 

Ainsi les trois équations précédentes donneront la position de l'axe 
autour duquel le corps tournera dans le premier instant, et la vitesse 
de rotation autour de cet axe. C'est celui qu'on appelle axe spontané 
de rotation. 

18. Dans les instants suivants, le corps continuera à tourner par sa 
force d'inertie, et les trois équations qu'on vient de trouver auront 
encore lieu, en regardant comme constants les termes qui contiennent 
les forces d'impulsion X, Y, Z, comme on l'a vu dans l'article 16; mais 
les quantités deviendront variables à 

raison de la variation des coordonnées x, y, z pendant la rotation. 
Mais une conséquence remarquable qu'on tire de ces équations, c'est 

que, dans un instant quelconque, le corps a le même mouvement de 
rotation qu'il recevrait dans cet instant par l'impulsion des mêmes 
forces qui l'ont mis d'abord en mouvement, si ces forces lui étaient 
appliquées de manière à produire les mêmes moments autour des axes 
des x, y, z. 

Et comme ces équations ne sont que les équations générales de l'ar­
ticle 16 pour un système quelconque de corps, appliquées à un corps 
solide de figure quelconque, il s'ensuit que, si le système qui a reçu 
des impulsions primitives devient, par l'action mutuelle et successive 
des corps, un système invariable ou un solide quelconque, les mêmes 
équations auront encore lieu ; de sorte que le solide aura à chaque 
instant le même mouvement de rotation qu'il recevrait par les mêmes 
impulsions primitives, si elles lui étaient appliquées immédiatement 
de manière à produire les mêmes moments. 

Donc aussi une masse fluide, agitée primitivement par des forces 
quelconques, abandonnée ensuite à elle-même et devenue solide par 
l'attraction mutuelle de ses parties, aura, à chaque instant, le même 
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mouvement de rotation que les forces primitives lui imprimeraient si 
elles agissaient de la même manière sur la masse solide. 

19. Les trois équations de l'article 17 donneront les valeurs des mo­
ments A, B, C de toutes les forces primitives, en connaissant la posi­
tion instantanée du corps et ses trois vitesses de rotation par 
rapport aux axes fixes des x, y, z, ou la vitesse composée autour de 
Taxe instantané, avec les angles de cet axe avec les axes fixes 
des x, y, z; et réciproquement, ayant ces moments, on peut en déduire 
les valeurs des vitesses de rotation. 

On voit aussi par ces équations que les moments seront nuls si les 
vitesses sont nulles; mais, les moments étant supposés nuls, il ne s'en­
suit pas évidemment que les vitesses de rotation doivent être nulles. 
Car, en faisant  

on a trois équations linéaires entre et il faudrait prouver que 
ces trois équations ne peuvent pas subsister ensemble, à moins de sup­
poser  

En éliminant deux de ces inconnues, on a une équation qui donne 
la troisième inconnue nulle ou arbitraire, mais avec la condition 

et il faudrait prouver que cette condition est impossible à remplir, ce 
qui paraît très difficile (') . Mais nous démontrerons plus bas (art. 31) 
que, lorsque les moments sont nuls, toute rotation s'évanouit aussi. 

D'où nous pouvons d'abord conclure qu'il est impossible qu'un sys-

( 1 ) On trouvera à la fin du Volume la démonstration de ce théorème, qui n'offre pas, 
à beaucoup près, la difficulté que Lagrange semble lui attribuer. M. Binet en a publié uno 
depuis longtemps dans le Bulletin de la Société philomathique. (J. Bertrand.) 
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tème de points isolés ou une masse fluide quelconque puisse former un 
corps solide qui ait un mouvement de rotation, à moins que les impul­
sions primitives n'aient été telles qu'il en soit résulté un moment par 
rapport à l'axe de cette rotation. 

20. Par les transformations exposées dans l'article 10, on peut 
changer les trois équations de l'article 17 en des équations semblables 
dans lesquelles les quantités x, y, z, A, B, C soient remplacées par les 
quantités analoguesx', y', z', A', B', C'. 

Désignons par les vitesses de rotation par rapport aux nou­
veaux axes des x', y', z'; on aura aussi 

et les trois premières équations de l'article 10 deviendront, par ces 
substitutions, en changeant m en Dm, 

dans lesquelles on aura, par le même article, 

Ces équations ont l'avantage que la position des axes de rotation y 
est entièrement arbitraire, puisqu'elle ne dépend que des quantités «,  

et, comme elles ne sont que du premier ordre, rien 
n'empêche de donner à ces axes une position différente d'un instant à 
l'autre et de les prendre de manière qu'ils soient fixes dans l'intérieur 
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du corps et, par conséquent, mobiles avec lui dans l'espace. Alors les 

quantités deviendront constantes ; 

mais les quantités A', B', C' seront variables, a cause de la variabilité 
des quantités Nous donnerons dans la suite des moyens 
directs de parvenir à ces équations, qui sont d'une grande utilité dans 
le problème de la rotation des corps. 

21. On a vu dans l'article 16 que les constantes A, B, C expriment 
les sommes des moments des impulsions primitives données aux corps, 
relativement aux axes des x, y, s. Or il est facile de prouver que les 
quantités a, a', a" représentent les cosinus des angles que l'axe des x' 
fait avec les axes des x, y, z; que les quantités représentent 
les cosinus des angles que l'axe des y' fait avec les mêmes axes des x, 
y, s, et que les quantités représentent les cosinus des angles 
que l'axe des z' fait avec ces mêmes axes. Donc, par ce qu'on a 
démontré dans la première Partie sur la composition des moments 
(Sect. I I I , art. 16), les trois quantités A', B', C' seront les moments des 
mêmes impulsions rapportés aux axes des x, y', z', c'est-à-dire aux 
axes de rotation fixes dans le corps et mobiles dans l'espace. Ainsi l'on 
pourra appliquer à ces axes les mêmes conclusions qu'on a trouvées 
dans l'article 19. 

§ IV. — Propriétés des axes fixes de rotation d'un corps libre 
de figure quelconque. 

22. Nous réservons pour un Chapitre particulier la solution com­
plète du problème général de la rotation d'un corps solide de figure 
quelconque ; nous allons seulement examiner ici le cas où l'axe instan­
tané de rotation demeure immobile dans l'espace, ou au moins tou­
jours parallèle à lui-même lorsque le corps a un mouvement progressif, 
parce que ce cas se résout facilement par les formules du paragraphe 
précédent et qu'il conduit aux belles propriétés des axes qu'on nomme 
principaux, ou axes naturels de rotation. 
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Reprenons les équations fondamentales de l'article 17; faisons, pour 

abréger,  

et substituons pour leurs valeurs étant 

la vitesse de rotation autour de l'axe instantané qui fait les angles , 

µ, v avec les axes fixes des x,y,z; ces équations deviendront ainsi, en 

les divisant par  

23. Les six quantités sont variables; en les différen-

tiant, substituant pour les quantités , et 

ensuite pour, leurs valeurs (article cité), on aura 

•Ces six équations, jointes aux trois de l'article précédent, renferment 

la solution générale; mais nous ne considérons ici que le cas où les 

angles demeurent invariables, et il s'agit de voir sous quelles 

conditions ces quantités peuvent être constantes. 

24. Pour cela, il n'y a qu'à différentier les trois premières équations 

dans cette supposition, et y substituer les valeurs des différentielles dl. 
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dm, . . . ; on aura, après avoir divisé par dt, ces trois-ci : 

Si l'on ajoute ces trois équations ensemble, après avoir multiplié la 
première par cos , la deuxième par cosµ, la troisième par cosv, on a 
l'équation  

laquelle donne 

ou bien  

Nous verrons plus bas (art. 38) que la quantité 

qui est la même chose que 

exprime la force vive du corps, laquelle ne peut jamais être nulle tant 
que le corps est en mouvement. 

Il faut donc supposer en général 

et, par conséquent, la vitesse de rotation constante. Alors les trois 
équations ci-dessus se réduisent à deux, qui donnent les rapports des  

; et, comme on a 

ces rapports suffiront pour déterminer les trois cosinus. 
X I . 38 
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25. Supposons  

les trois équations précédèntes deviendront, à cause de  

La dernière donne  

cette valeur étant substituée dans la première ou dans la seconde, ou 
plutôt dans la somme de ces deux, après avoir multiplié l'une par g et 
l'autre parƒ, pour en chasser le terme en u², on a 

Cette équation, étant du troisième degré, aura nécessairement une 
racine réelle; ainsi l'on aura une valeur de s et une valeur correspon­
dante de u, par le moyen desquelles on pourra déterminer la position 
d'un axe invariable et de rotation uniforme. Mais, comme cette déter­
mination dépend des quantités qui varient avec le 
temps t, il faut encore prouver que la variabilité de ces quantités 
n'influe point sur la valeur des deux quantités s et u. 

26. Pour y parvenir, nommons P, Q, R les premiers membres des 
trois équations de l'article 22; les premiers membres des équations de 

l'article 24 seront en y mettant pour dl, dm, ... leurs 

valeurs. Or il est facile de voir qu'on a, par la substitution de ces 
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mêmes valeurs,  

D'après ces équations, dans lesquelles . .. , s o n t des quantités 

constantes, il est facile de voir que, si les valeurs d e s o n t 

nulles lorsque t est nul ou égal à une quantité quelconque donnée, 

celles de et ainsi de suite à l'infini, 

seront aussi nulles pour la même valeur de l. 

Or on sait, par le théorème de Taylor, que la valeur d'une fonc­

tion de /, lorsque t devient t +t', devient en même temps 

Donc, si est nul lorsque l'on a t' = o, on aura toujours 

quel que soit t'. Et la même chose aura lieu pour les valeurs de 

et  

Il s'ensuit de là que, si les équations de l'article 25, qui ne sont que 

les transformées des équations , ont lieu 

dans un instant quelconque, elles auront lieu, quel que soit le temps l, 
dans l'hypothèse des quantités s et u constantes. Par conséquent, les 
valeurs de ces quantités seront indépendantes de la variabilité des 
quantités de sorte qu'il suffira de déterminer les 
valeurs de ces dernières quantités pour une position quelconque du 
corps à l'égard des axes fixes des x, y, z, pour avoir celles des quan­
tités s et u qui déterminent la position de l'axe de rotation, lequel doit 
demeurrimmobile dans l'espace ou du moins toujours parallèle à lui-
même si le corps a un mouvement progressif. 



300 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Et comme cet axe, par sa nature, est fixe dans l'intérieur du corps 
pendant un instant, puisque le corps est censé tourner autour de lui, 
il s'ensuit qu'il y doit toujours demeurer fixe; car il est évident que 
si, dans l'instant suivant, il changeait de place dans le corps, il chan­
gerait nécessairement de place dans l'espace, ce qui est contre l'hypo­
thèse. 

27. Ayant trouvé la position de cet axe dans l'espace, rien n'em­
pêche de supposer qu'il coïncide avec l'axe des a?, dont la position est 
arbitraire. 

On pourra ainsi supposer et, par conséquent, ce 
qui donnera  

De là on trouve, par les équations de l'article 25, 

Ainsi cet axe a la propriété qu'en le prenant pour l'axe des x, les 
valeurs des deux intégrales Dm (art. 22) deviennent 
nulles. 

Supposons maintenant dans nos formules 

et désignons par ce que deviennent les quantités  
n dans ce cas. Cette supposition donne d'abord 

c'est le cas précédent. Ensuite elle donne aussi s et u infinis et, par 
conséquent,  

cette valeur répond aux deux autres racines de l'équation en s du troi­
sième degré et, par conséquent, à la position des deux autres axes. Or 
la première des équations en s et u (art. 25) devient, lorsque g et h 
sont nuls,  
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et, substituant pour s et u leurs valeurs, 

mais, en faisant cos = o dans 

on a 

et l'équation précédente se réduit à celle-ci 

laquelle donne pour l'angle deux valeurs dont l'une surpasse l'autre 
de 900. 

Ainsi, ayant pris l'axe des dans le premier axe de rotation, les deux 
autres axes de rotation uniforme seront dans le plan des et feront 
avec l'axe des y les angles de manière que les trois axes 
de rotation seront rectangulaires entre eux, comme ceux des coordon­
nées. On pourra donc prendre aussi ces deux derniers axes pour ceux 
des y et des s; on aura alors 

et, par conséquent,  
de sorte que la valeur de l'intégrale syz sera aussi nulle. 

28. Il existe donc, pour chaque corps solide, quelles que soient sa 
figure et sa constitution, et par rapport à un point quelconque du 
corps, trois axes rectangulaires, qui se coupent dans ce point, autour 
desquels le corps peut tourner librement et uniformément; et ces trois 
axes sont déterminés par les conditions suivantes 

Sxy Dm = o, Sxy D m = o , SYZ D m = o , 

en prenant ces axes pour ceux des coordonnées x,y, s. 
Lorsque ces axes passent par le centre de gravité, on les nomme axes 
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du corps relativement à ces axes; ils sont pour le mouvement de rota­
tion ce que les simples niasses sont pour le mouvement progresell, 
puisque c'est par ces moments qu'il faut diviser les moments des 
forces d'impulsion pour avoir les vitesses de rotation autour des 
mêmes axes. 

C'est par la considération des plus grands et des plus petits moments 
d'inertie qu'Euler a trouvé les axes principaux; maintenant, on les 
détermine ordinairement par les trois conditions 

Sxy Dm — o, SxzDm^o, SyzDm=0. 

30. Puisqu'on est assuré, par l'analyse de l'article 27, que l'équa­
tion en s (art. 25) a ses trois racines réelles, il sera toujours facile de 
les trouver en comparant cette équation, dégagée de son second terme, 
avec l'équation connue 

dont les trois racines sont 

On aura ainsi les trois valeurs de s, que nous désignerons par s, s', .s", 
et les valeurs correspondantes u, u', u". Et, si l'on désigne de même 
par les angles que les trois axes principaux font avec l'axe 
des x,?, par les angles qu'ils font avec l'axe des y, et par v, v', v'' 
ceux que ces mêmes axes font avec Taxe des z, on aura, par les articles 
24 et 25, 

et l'on aura des expressions semblables en marquant les lettres  
v, s, u d'un trait ou de deux. Ainsi la détermination des trois axes 
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principaux pourra toujours s'effectuer par ces formules dans tout corps 
solide de figure quelconque, homogène ou non, pourvu que l'on con­
naisse les valeurs des quantitésf, g, h, l, m, n pour une position quel­
conque donnée du corps, relativement aux axes fixes des x, y, z. 

En substituant ces valeurs de cos , cos ,, cosv dans les trois équa­
tions de l'article 22, on aura les valeurs des moments A, B, C qui se­
ront nécessaires pour faire tourner le corps, avec une vitesse constante 
donnée , autour d'un axe fixe dans l'espace, dont la position sera don­
née par les mêmes angles et qui sera en même temps un des 
trois axes principaux du corps, selon qu'on prendra pour s et u l'une 
des trois racines de l'équation en s, 

31. Comme ces trois axes sont toujours perpendiculaires entre eux, 
on pourra les prendre pour les axes des x' y', z' dans les formules de 
l'article 20. On aura ainsi, par la nature de ces axes, 

Sx'y' Dm = o, Sx'z'Dm = o , Sy'z'Dm=o; 

et si l'on fait 

les trois équations de l'article cité prendront cette forme très simple 

par lesquelles on a tout de suite les vitesses de rotation autour 
des trois axes principaux. 

C'est ici le lieu de démontrer la proposition que nous avons indi­
quée dans l'article 19. En effet, en faisant 

A = o, B = o, C = o, 

on aura aussi (art. 20) 

A'-o, B'=o, C'=o; 
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donc les équations précédentes donneront 

puisque les quantités /, m, n ne peuvent jamais être nulles pour un 
corps de trois dimensions. D'où l'on doit conclure qu'il ne peut y avoir 
de mouvement de rotation si les moments primitifs sont nuls. 

Quand, parmi les trois moments A', B', C', deux sont nuls, comme 
B' et C', ce qui a lieu lorsque l'impulsion se fait dans le plan des y' z', 
les deux vitesses de rotation seront aussi nulles et le corps tour­
nera autour de l'axe principal des x' avec la vitesse Or, par les for­
mules de l'article 20, on a 

A12 + B12+C12 = A2 + B2 + C2, 

à cause des équations de condition entre les quantités 
donc, faisant 

on aura  

et, par conséquent, A' sera constant; donc, par la première équation, 
la vitesse sera aussi constante. 

32. A l'égard des valeurs de /', m', n', il sera facile de les déduire 
de celles de /, m, n, f, g, h; car les expressions de x, y, z en x', y' z', 
en vertu des équations de condition (Part. I, Sect. I I I , art. 10), donnent 
réciproquement  

Or, en prenant les axes des x', y', z' pour les axes principaux, on 
voit par l'article 21 que les quantités x, x', x" sont identiques avec 

que, pareillement, seront identiques avec 
avec Ainsi, en sub-

XI. 39 
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stituant les valeurs de ces cosinus données ci-dessus (art. 20), on 

aura  

d'où Hon tirera, en carrant et intégrant après avoir multiplié par Dm, 

On trouve, dans la plupart des Traités de Mécanique, la détermination 
des ax'es principaux dans différents corps; dans ceux dont la forme est 
symétrique, l'axe de figure est toujours un des axes principaux : on 
peut trouver ensuite les deux autres par la formule de l'article 27. 

§ V. — Propriétés relatives aux forces vives, 

33. En général, de quelque manière que les différents corps qui 
composent un système soient disposés ou liés entre eux, pourvu que 
cette disposition soit indépendante du temps, c'est-à-dire que les 
équations de condition entre les coordonnées des différents corps ne 
renferment point la variable t, il est clair qu'on pourra toujours, dans 
la formule générale de la Dynamique, supposer les variations  

égales aux différentielles dx, dy, dz qui représentent les espaces 
effectifs parcourus par les corps dans l'instant dt, tandis que les va­
riations dont nous parlons doivent représenter les espaces quelconques 
que les corps pourraient parcourir dans le même instant, eu égard à 
leur disposition mutuelle. 
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Cette supposition n'est que particulière et ne petit fournir, par con­
séquent, qu'une seule équation; mais, étant indépendante déla forme 
du système, elle a l'avantage de donner une équation générale pour le 
mouvement de quelque système que ce soit. 

Substituant donc dans la formule de l'article 5 (Section précédente), 
à la place des variations les différentielles dx, dy,dz, et, 
par conséquent aussi, les différentielles dp, dq, dr, ... au lieu des 
variations qui dépendent de on aura cette 
équation générale, pour quelque système de corps que ce soit, 

34. Dans le cas où la quantité 

est intégrable, lequel a lieu lorsque les forces P, Q, R, . . . tendent à 
des centres fixes ou à des corps du même système et sont fonctions des 
distances)p, q, r, . . . , en faisant 

l'équation précédente devient 

dont l'intégrale est 

dans laquelle H désigne une constante arbitraire, égale à la valeur du 
premier membre de l'équation dans un instant donné. 

Cette dernière équation renferme le principe connu sous le nom de 
conservation des forces vives. En effet, dx2 +dy2+ dz2 étant le carré de 
l'espace que le corps parcourt dans l'instant dt, 
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sera le carré de sa vitesse, et 

sa force vive. Donc 

sera la somme des forces vives de tous les corps, ou la force vive de 
tout le système; et l'on voit, par l'équation dont il s'agit, que cette 
force vive est égale à la quantité 

laquelle dépend simplement des forces accélératrices qui agissent sur 
les corps, et nullement de leur liaison mutuelle, de sorte que la force 
vive du système est à chaque instant la même que les corps auraient 
acquise si, étant animés par les mêmes puissances, ils s'étaient mus 
librement chacun sur la ligne qu'il a décrite. C'est ce qui a fait donner 
le nom de conservation des forces vives à cette propriété du mouve­
ment. 

35. Ce principe a lieu aussi lorsqu'on rapporte les mouvements des 
corps à leur centre de gravité; car, en nommant, comme ci-dessus, 
(art. 3) x', y', z' les trois coordonnées du centre de gravité, et faisant 

les coordonnées auront leur origine dans le centre de gravité. 
On aura ainsi 
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Par la nature du centre de gravité, on a (article cité) 

Donc, l'équation précédente étant différentiéc et retranchée de celle de 
l'article 33, on aura 

Mettons à la place de  

la quantité équivalente  

et substituons pour dx, dy, dz les valeurs  
la dernière équation se réduira, en vertu des équations différentielles 
de l'article 3, à celle-ci 

qui est analogue à celle de l'article 33, mais où la quantité 

ne sera intégrable qu' autant que les forces seront dirigées vers les corps 
mêmes du système et proportionnelles à des fonctions des distances. 
Dans ce cas, on aura 

équation qui renferme la conservation des forces vives par rapport au 
centre de gravité. 

36. Au reste, il n'en est pas du principe des forces vives comme de 
ceux du centre de gravité et des aires, qui ont lieu, quelle que soit l'ac­
tion que les corps du système puissent exercer les uns sur les autres, 
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même en se choquant, parce que toutes les forces intérieures dispa­
raissent des équations qui renferment ces deux principes. 

L'équation do la conservation des forces vives contient tous les termes 
dus aux forces tant extérieures qu'intérieures et n'est indépendante 
que de l'action des corps provenant de leur liaison mutuelle. Aussi ce 
principe a-t-il lieu dans le mouvement des fluides non élastiques, tant 
qu'ils forment une masse continue et qu'il n'y a point de choc entre 
leurs parties; et, si laquantitéde forces vives est la même avant et après 
le choc des corps élastiques, c'est qu'on suppose que les corps se sont 
rétablis après le choc dans le même état où ils étaient auparavant; de 
sorle que les ternies Pdp de l'expression ll, qui proviennent des 
forces P dues au ressort des corps, et dont la valeur est la plus grande 
lorsque la compression est à son terme, décroissent ensuite par degrés 
égaux pendant la restitution et redeviennent nuls à la fin du choc. C'est 
uniquement dans cette hypothèse que la conservation des forces vives 
peut avoir lieu dans le choc des corps élastiques. 

Dans tout autre cas, lorsqu'il y a des changements brusques dans 
les vitesses de quelques corps du système, la force vive totale se trouve 
diminuée de la quantité des forces vives dues aux forces accélératrices 
qui ont pu produire ces changements; et cette quantité peut toujours 
s'estimer par la somme des masses multipliées par les carrés des vitesses 
que ces masses ont perdues, ou sont censées avoir perdues dans les 
changements brusques des vitesses réelles des corps. C'est le théorème 
que M. Carnot avait trouvé dans le choc des corps durs. 

37. On peut aussi, dans l'équation de l'article 11 de la Section pré­
cédente, supposer les variations proportionnelles aux vi­
tesses x, y, z que les corps reçoivent par l'impulsion. On aura ainsi, 
l'équation 

dans laquelle la partie représente la force vive de 
tout le système. 
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Cette équation, étant combinée avec les trois équations de l'ar­
ticle 14, donne lieu à une propriété de maximis et minimis relative à la 
ligne autour de laquelle le système tourne au premier instant, lorsqu'il 
a reçu une impulsion quelconque, ligne qu'on peut aussi nommer axe 
de rotation spontané. 

Si l'on nomme les parties des vitesses qui dépendent 
du changement de position respective des corps du système ('), et 
qu'on les ajoute à celles qui résultent des rotations (art. 17), on aura 
les valeurs complètes de exprimées ainsi : 

Supposons maintenant qu'on différentie ces valeurs, en ne regar-
dant que comme variables, et qu'on dénote ces différentielles 

( ' ) Ces quantités ne sont pas suffisamment dôfinios. Quel que soit, on effet, le 
déplacement d'un système variable do forme, on peut le regardor comme résultant d'un 
mouvement arbitraire imprimé au système solidifié, puis d'un second mouvement produi­
sant le changement de position respective des points considérés. L'indétermination des 
quantités rend cet articlo 37 extrêmement obscur. Je dois avouer qu' i l m'a été 
impossible de comprendre le raisonnement de Lagrange et d'attacher même aucun sens 
précis au théorème qui termine le paragraphe. Les notes qui suivent se rapportent donc 
au seul cas d'un système solide. (J. Bertrand.) 

Tout en souscrivant aux remarques précédentes, nous proposerons l'interprétation 

suivante du résultat obtenu par Lagrange : si, dans les formules qui donnent on 
considère comme des fonctions données de x, y, z et comme des arbi­
traires variables, cela revient à considérer tous les mouvements du système dans lesquels 
la déformation est la môme au bout d'un instant infiniment peti t : car, si l'on cherche, par 
exemple, la dérivée de la distance de deux points du système par rapport au temps, on 
reconnaît aisément que cette dérivée ne dépend nullement dos arbitraires et 
demeure, par conséquent, la même quand ces arbitraires prennent toutes les valeurs pos­
sibles. Le théorème de Lagrange peut donc s'énoncer comme il suit : 

Si l'on compare la mouvement que prend le système sous les impulsions données à tous 
ceux dans lesquels la déformation serait la même au bout d'un instant infiniment petit, la 
force vive acquise par le système dans le mouvement naturel sera toujours un maximum 
ou un minimum. 

Il résulte d'ailleurs de la démonstration donnée par M. Bertrand dans la note suivante 
que cette force vive sera toujours un maximum. 

Au reste, la proposition de Lagrange est comprise comme cas particulier dans un théo­
rème très général que l'on doit à S tu rm, et que l'on trouvera énoncé dans une Note 
insérée aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, tome X I I I , pago 1045, et dé­
montré dans un Mémoire posthume de Sturm publié par M. Prouhet. (Voir Sturm, Leçons 
de Mécanique, t. I I . ) G. D. 
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par la caractéristique on aura 

Or les trois équations de l'article 14, étant multipliées respectivement 

par et ajoutées ensemble, en faisant passer sous le signe S 

les différentielles qui sont les mêmes pour tous les corps, 

donnent, par la substitution des valeurs précédentes, 

Mais l'équation de la force vive trouvée ci-dessus, étant différentiéc 

relativement à donne 

Donc on a, par la comparaison de ces deux équations, 

et, par conséquent,  

ce qui fait voir que la force vive que le système acquiert par l'impul­

sion est toujours un maximum ou un minimum (3), par rapport aux 
( ' ) Ces variations, représentées par la caractéristique δ, se rapportent aux changements 

qu'éprouvont les vitessos par suite do l'introduction de liaisons nouvelles, les forces mo­
trices restant les mômes. Ainsi, par exemple, dans le cas d'un.corps solide, les variations 
peuvent résulter de l'introduction d'un axe fixe dans le système. (7. Bertrand.) 

(2) Si l'on suppose que les variations désignées par soient finies, on aura, en différen-
tiant l'équation des forces vives, 

et si l'on continue le raisonnement on ayant égard aux nouveaux termes introduits par 
celte hypothèse, on trouvera 

ce qui montre quo l'accroissement des forces vives est négatif et égal à la somme dos 
forces vives dues aux vitesses perdues par les différents points. (J. Bertrand.) 

(2) Il résulte de la note précédente qu'elle est toujours un maximum. Cetlo remarque 
a été faite pour la première fois par M. Delaunay, qui la justifie d'une manière très diffé­
rente. {Journal de Liouville, irt série, t. V, p. 255.) (J. Bertrand.) 
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rotations relatives aux trois axes; et, comme ces trois rotations se 
composent en une rotation unique autour de Taxe spontané, il s'en­
suit que la position de cet axe est toujours telle que la force vive de 
tout le système est la plus petite ou là plus grande, par rapport à ce 
même axe. 

Euler avait démontré cette propriété de Taxe spontané de rotation 
pour les corps solides d'une figure quelconque; on voit par l'analyse 
précédente qu'elle est générale pour un système de corps unis entre 
eux d'une manière invariable ou non, lorsque ces corps reçoivent des 
impulsions quelconques. 

38. Lorsque le système est un corps solide qui peut tourner librement 
autour d'un point et qui n'est animé par aucune force accélératrice, 
on peut tirer de la combinaison de l'équation des forces vives avec celle 
des aires une relation digne d'être remarquée par sa simplicité, et qui 
ne l'avait pas encore été, que je sache, entre les vitesses de rotation  

par rapport aux trois axes fixes des coordonnées x, y, z. Dans ce 
cas, on a simplement (art. 17) 

Donc, si l'on ajoute ensemble les trois dernières équations de l'ar­
ticle 9, après les avoir multipliées par qu'on fasse passer ces 
quantités sous le signe S et qu'on substitue à la place de 
leurs valeurs, on aura 

mais l'équation de l'article 34 donne, lorsque n = o, 

Donc onaura 

XI. 4o 
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A, B, C étant les moments des forces primitives d'impulsion et H étant 
une constante arbitraire, qui doit être nécessairement positive. 

Si, dans cette équation, on substitue pour A, B, C les expressions 
de l'article i l , 

ou 
C'cosl, C'cosm, C'cosn,  

et pour celles de l'article 17, 

on aura 

Dans cette formule, l, m, n sont les angles que l'axe perpendiculaire 
au plan invariable fait avec les axes fixes des x, y, z, et sont 
les angles que l'axe instantané de la rotation composée, dont Ô est la 
vitesse, fait avec les mêmes axes; donc, si l'on nomme l'angle que 
l'axe instantané de rotation fait avec l'axe perpendiculaire au plan 
invariable, on aura, par une formule connue, 

et, par conséquent,  

où la quantité est une constante qui dépend de l'état initial ; ce qui 
donne un rapport, indépendant de la figure du corps, entre la vitesse 
réelle de rotation à chaque instant et la position de l'axe de rotation 
relativement au plan invariable. 

Au reste, si l'on prend le plan des xy de manière qu'il passe par le 
centre du corps et par la droite suivant laquelle se fait l'impulsion, les 
constantes A et B deviendront nulles (art. 16), et l'équation générale 
trouvée ci-dessus se réduira à 
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laquelle fait voir que la vitesse de rotation par rapport à l'axe des s, 
c'est-à-dire parallèlement au plan de l'impulsion, demeure toujours la 
même. 

§ VI . — Propriétés relatives à la moindre action. 

39. Nous allons maintenant considérer le quatrième principe, celui 
de la moindre action. 

En nommant u la vitesse de chaque corps m du système, on a 

et l'équation des forces vives (art. 34) devient 

laquelle, étant différentiée par rapport à la caractéristique donne 

Or, II étant une fonction de p, q, r, . . . , on a 

Donc 

Et cette équation aura toujours lieu, pourvu que 

soit une quantité intégrable et que la liaison des corps soit indépen­
dante du temps; elle cesserait d'être vraie si l'une de ces conditions 
n'avait pas lieu. 

Qu'on substitue maintenant l'expression précédente dans la formule 
générale de la Dynamique (Sect. I I , art. 5), elle deviendra 
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Or 

Mais, parce que les caractéristiques d et représentent des différences 

ou variations tout à fait indépendantes les unes des autres, les quan­

tités . doivent être la même chose que 

D'ailleurs, il est visible que 

Donc on aura 

Soit s l'espace ou l'arc décrit parle corps m dans le temps t ; on aura 

Donc 

et, de là, 

Ainsi la formule générale dont il s'agit deviendra 

ou, en multipliant tous les termes par l'élément constant et 

remarquant que u  

Comme le signe intégral S n'a aucun rapport aux signes différen­

tiels d et on peut faire sortir ceux-ci hors de celui-là; et l'équation 
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précédente prendra cette forme 

Intégrons par rapport au signe différentiel d, et dénotons cette inté­
gration par le signe intégral ordinaire nous aurons 

Or le signe dans l'expression 

ne pouvant regarder que les variables u et s et n'ayant aucune relation 

avec les signes S et il est clair que cette expression est la même 

chose que celle-ci 

et, si l'on suppose que, dans les points où commencent les intégrales  
u d$, on ait  

il faudra que la constante arbitraire soit nulle, parce que le premier 
membre de l'équation devient nul dans ces points. Ainsi on aura, dans 
ce cas,  

Donc, si l'on suppose de plus que les variations soient 
aussi nulles pour les points où les intégrales uds finissent, on aura 
simplement  

c'est-à-dire que la variation de la quantité sera nulle; par 

conséquent, cette quantité sera un maximum ou un minimum. 
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De là résulte donc ce théorème général : 

Dans le mouvement d'un système quelconque de corps animés par des 
forces mutuelles d'attraction, ou tendantes à des centres fixes, et propor­
tionnelles à des fonctions quelconques des distances, les courbes décrites 
par les différents corps, et leurs vitesses, sont nécessairement telles que la 
somme des produits de chaque masse par l' intégrale de la vitesse multipliée 
par l'élément de la courbe est un maximum ou un minimum, pourvu que 
l'on regarde les premiers et les derniers points de chaque courbe comme 
donnés, en sorte que les variations des coordonnées répondantes à ces 
points soient nulles. 

C'est le théorème dont nous avons parlé à la fin de la première Sec­
tion, sous le nom de Principe de la moindre action (' ). 

40. Mais ce théorème ne contient pas seulement une propriété très 
remarquable du mouvement des corps, il peut encore servir à déter­
miner ce mouvement. En effet, puisque la formule doit être 
un maximum ou un minimum, il n'y a qu'à chercher, par la méthode 
des variations, les conditions qui peuvent la rendre telle; et, en em­
ployant l'équation générale de la conservation des forces vives, on 
trouvera toujours toutes les équations nécessaires pour déterminer le 
mouvement de chaque corps. Car, pour le maximum ou minimum, il 
faut que la variation soit nulle et que, par conséquent, on ait 

et de là, en pratiquant dans un ordre rétrograde les opérations expo-

( ' ) L'intégrale est un maximum ou un minimum, si on la compare aux inté­
grales analogues relatives à tout autre mouvement du système qui serait produit par les 
mêmes forces et dans lequel, malgré l'introduction de liaisons nouvelles laissant subsister 
le principe des forces vives, les positions initiales et finales resteraient les mémes. Peut-
être cet énoncé, qui résulte évidemment do la démonstration, n'est-il pas rendu assez ex­
plicite dans lo texte (J.Bertrwld.) 

On pourra consulter, au sujet de ce principe, un article d'Olinde Rodrigue» inséré dans 
la Correspondance de l'École Polytechnique, t. I I I , p. 159, et les Vorlesungen ûber Dyna-
mlk de Jacobi. G. D. 
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sées ci-dessus, on trouvera la même formule générale d'où lion était 
parti. 

Pour rendre cette méthode plus sensible, nous allons l'exposer ici 
en peu de mots. La condition du maximum ou minimum donne, en 
général,  

et, faisant passer le signe différentiel sous les signes (ce qui 

est évidemment permis par la nature de ces différents signes), on aura 
l'équation  

ou bien, en exécutant la différentiation par  

Je considère d'abord la partie 

en mettant pour ds sa valeur udt, elle devient 

ou, changeant l'ordre des signes qui sont absolument indé­
pendants l'un de l'autre,  

Or l'équation générale du principe des forces vives donne (art. 34) 

dll étant égal à  

donc, différentiant suivant on aura 
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parce que, II étant supposée une fonction algébrique de p, q, r, 
la différentielle est la même que du, en changeant seulement d 
en Ainsi la quantité 

se réduira à cette forme 

Je considère ensuite l'autre partie 

et j'y substitue, à la place de ds, sa valeur exprimée par des coordon­
nées rectangles, ou par d'autres variables quelconques. En employant 
les coordonnées rectangles x,y.z, on a 

donc, différentiant suivant  

ou bien, en transposant les signes d, et écrivant au lieu de 
ce qui est toujours permis à cause de l'indépendance de ces signes, 

on aura ainsi, en substituant cette valeur et mettant dt à la place de  

Comme il se trouve ici, sous le signe intégral des différentielles 
des variations il faut les faire disparaître par l'opération 

connue des intégrations par parties, suivant les principes de la méthode 

des variations. On transformera donc la quantité dδx en celle-ci, 
qui lui est équivalente,  
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et, supposant que les deux termes de la courbe soient donnés, en sorte 
que les coordonnées qui répondent au commencement et à la, ftn de 
l'intégrale ne varient point, on aura simplement 

On trouvera de même 

et, pareillement,  

de sorte qu'on aura cette transformée 

Donc la quantité 

deviendra, en transposant les signes et supposant dt constant, 

L'équation du maximum ou minimum sera donc 

laquelle devant avoir lieu, en général, pour toutes les variations pos­
sibles, il faudra que la quantité sous le signe soit nulle à chaque 
instant; on aura ainsi l'équation indéfinie 

équation qui est la même chose que la formule générale de la Dyna­
mique (Sect. I I , art. 5), et qui donnera par conséquent, comme celle-
ci, toutes les équations nécessaires pour la solution du problème. 

XI. 4i 
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41. Au lieu des coordonnées x, y, z, on peut employer d'autres 

indéterminées quelconques, et tout se réduit à exprimer l'élément de 

l'arc fis en fonction de ces indéterminées. Qu'on prenne, par exemple, 

le rayon ou la distance rectiligne à l'origine des coordonnées, qu'on 

nommera avec deux angles, dont l'un soit l'inclinaison de ce 

rayon sur le plan des xy et l'autre φ soit l'angle de la projection du 

même rayon sur ce plan avec Taxe des x; on aura 

et, de là, on trouvera 

expression qu'on pourrait aussi trouver directement par la Géométrie. 

Différentiant donc par et changeant on aura 

d'où, en divisant par et en intégrant, on aura 

On fera disparaître de dessous le signe les doubles signes par 

des intégrations par parties et l'on rejettera d'abord les termes qui 

contiendraient des variations hors du signe parce que ces varia­

tions, devant alors se rapporter aux extrémités de l'intégrale, de­

viennent nulles par la supposition que les premiers et derniers points 

des courbes décrites par les corps soient donnés et invariables. On 

aura ainsi cette transformée 
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par conséquent, l'équation du maximum ou minimum sera 

Égalant à zéro la quantité qui est sous le signe on aura une 
équation indéfinie, analogue à celle de l'article précédent, mais qui, 
au lieu de variations contiendra les ; et l'on en 
tirera les équations nécessaires pour la solution du problème, en ré­
duisant d'abord toutes les variations au plus petit nombre possible et 
faisant ensuite des équations séparées des termes affectés de chacune 
des variations restantes. 

En employant d'autres indéterminées, on aura des formules diffé­
rentes, et l'on sera'assuré d'avoir toujours, dans chaque cas, les for­
mules les plus simples que la nature des indéterminées puisse com­
porter. Voir le second Volume des Mémoires de l'Académie de Turin, 
où l'on a employé cette méthode pour résoudre différents problèmes 
de Mécanique ( ' ) . 

42. Au reste, puisque ds — udt, la formule 

qui est un maximum ou un minimum, peut aussi se mettre sous la 

forme  

dans laquelle Smu2 exprime la force vive de tout le système dans un 
instant quelconque. Ainsi le principe dont il s'agit se réduit propre­
ment à ce que la somme des forces vives instantanées de tous les corps, 

( ' ) Voir aussi une Note remarquable d'Olinde Bodrigues, Correspondance sur l'École 
Polytechnique, tome III, page 159. (J. Bertrand.) 
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depuis le moment où ils partent des points donnés jusqu'à celui où ils 

arrivent à d'autres points donnés, soit un maximum ou un minimum. 

On pourrait donc l'appeler, avec plus de fondement, le principe de la 

plus grande ou plus petite force vive; et cette manière de l'envisager 

aurait l'avantage d'être générale, tant pour le mouvement que pour 

J'équilibre, puisque nous avons vu, dans la troisième Section de la 

Ire Partie (ar t . 22'), que la force vive d'un système est toujours la plus 

grande ou la plus petite dans la situation d'équilibre. 
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SECTION QUATRIÈME. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES POUR LA SOLUTION DE TOUS LES PROBLÈMES 

DE DYNAMIQUE. 

1. La formule à laquelle nous avons réduit, dans la deuxième Sec­
tion, toute la théorie de la Dynamique n'a besoin que d'être développée 
pour donner toutes les équations nécessaires à la solution de quelque 
problème de cette science que ce soit; mais ce développement, qui 
n'est qu'une affaire de pur calcul, peut encore être simplifié à plu­
sieurs égards par les moyens que nous allons employer dans cette 
Section. 

Comme tout consiste à réduire les différentes variables qui entrent 
dans la formule dont il s'agit au plus petit nombre possible, par le 
moyen des équations de condition données par la nature de chaque 
problème, une des principales opérations est de substituer à la place 
de ces variables des fonctions d'autres variables. Cet objet est toujours 
facile à remplir par les méthodes ordinaires; mais il y a une manière 
particulière d'y satisfaire relativement à la formule proposée, qui a 
l'avantage de conduire toujours directement à la transformée la plus 
simple. 

2. Cette formule est composée de deux parties différentes qu'il faut 
considérer séparément. 

La première contient les termes 
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qui proviennent uniquement des forces résultantes de l'inertie des 
corps. 

La seconde est composée des termes 

dus aux forces accélératrices P, Q, R, . . . qu'on suppose agir effecti­
vement sur chaque corps suivant les lignes p, q, r, . . . , et qui tendent 
à diminuer ces lignes. La somme de ces deux quantités, étant égalée 

zéro, constitue la formule générale de la Dynamique (Sect. I I , 
art. 5). 

3. Considérons d'abord la quantité 

il est clair que, si l'on y ajoute celle-ci 

la somme sera intégrable et aura pour intégrale 

D'où il suit que l'on a 

Or, le double signe dδ étant équivalent à par les principes connus, 
la quantité peut se réduire à la forme 

c'est-à-dire à 

Ainsi l'on aura cette réduction 
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par laquelle on voit que, pour calculer la quantité proposée 

il suffit de calculer ces deux-ci, qui ne contiennent que des différences 
premières,  

et de différentier ensuite l'une par rapport à d et l'autre par rap­
port à  

4. Supposons donc qu'il s'agisse de substituer à la place des va­
riables x, y, z des fonctions données d'autres variables 
différentiant ces fonctions, on aura des expressions de la forme 

dans lesquelles A, A', A", B, B', . . . seront des fonctions connues des 
mêmes variables et les valeurs de seront expri­
mées aussi de la même manière, en changeant seulementd en  

Faisant ces substitutions dans la quantité 
elle deviendra de cette forme 

où F, G, H, I, . . . seront des fonctions finies de 
Donc, changeant en d, on aura aussi la valeur de 

laquelle sera  

Qu'on différentie par d la première de ces deux quantités, on aura 
la différentielle 
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différentiant ensuite la seconde par δ, on aura celle-ci : 

Si donc l'on retranche la moitié de cette dernière différentielle de 
la première, et qu'on observe que sont la même chose, on 
aura 

pour la valeur transformée de la quantité 

Or il est visible que cette valeur peut se déduire immédiatement de 
la dernière différentielle, en divisant tous les termes par 2, en chan­
geant les signes de ceux qui ne contiennent point la double caracté­
ristique et en effaçant dans les autres le d après le pour l'appli­
quer aux quantités qui multiplient les doubles différences affectées 
de Ainsi le terme donne le terme  
donnera le terme donnera — le terme 

donnera et ainsi des autres. 

5. D'où il s'ensuit que, si l'on désigne parΦ la fonction de 

et de dans laquelle se transforme la quantité 

par la substitution des valeurs de x, y, z en on aura, en 
général, cette transformée 
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en dénotant, suivant l'usage, par le coefficient de dans la diffé­

rence par le coefficient de dans la même différence, et ainsi 

des autres.  

6. Ce qu'on vient de trouver d'une manière particulière aurait pu 
l'ètre plus simplement et plus généralement par les principes de la 
méthode des variations. 

Soit, en effet, une fonction quelconque de x, y, z, . . . , dx, dy,   
laquelle devienne une fonction de  

par la substitution des va­
leurs de x, y, s, . . . exprimées en en diffèrentiant par 
rapport à on aura cette équation identique 

Qu'on y change les doubles signes en leurs équivalents 
qu'ensuite on intègre par rapport à d et qu'on fasse dis­

paraître, par des intégrations par parties, tous les doubles signes  
sous le signe intégral qui se rapporte au signe différentiel d; 

on aura une équation de cette forme 
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Donc, redifférentiant et transposant, on aura l'équation 

laquelle doit être identique et avoir lieu quelles que soient les varia­
tions ou différences marquées par la lettre  

Ainsi, puisque le second membre de cette équation est une diffé­
rentielle exacte par rapport à la caractéristique d, il faudra que le prc-

330 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

dans laquelle 
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mier membre en soit une aussi par rapport à la môme caractéristique, 

et indépendamment de la caractéristique or c'est ce qui ne se peut, 

parce que les termes de ce premier membre contiennent simplement 

les variations et nullement les diffé­

rentielles de ces variations. 

D'où il suit que, pour que l'équation puisse subsister, il faudra 

nécessairement que les deux membres soient nuls chacun en particu­

lier; ce qui donnera ces deux équations identiques 

lesquelles peuvent être utiles dans différentes occasions. 

Soit, par exemple, 

on aura 

et ainsi des autres quantités semblables; donc 

ensuite, comme ne contient que des différences du premier ordre, 

on aura simplement  

Donc on aura l'équation identique 

qui s'accorde avec celle de l'article 5. 
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7. Il résulte de là que, pour avoir la valeur de la quantité 

on fonction de il suffira de chercher la valeur de la 
quantité  

en fonction de et de leurs différentielles; car, nommant T 
cette fonction, on aura sur-le-champ la transformée 

Et cette transformation aura lieu également quand même, parmi les 
nouvelles variables, il se trouverait le temps t, pourvu qu'on le re­
garde comme constant, c'est-à-dire qu'on fasse  

De plus, il est facile de voir qu'une pareille transformation aura lieu 
aussi dans le cas où les variations ne seraient pas des 
différentielles exactes, pourvu qu'elles représentent des quantités indé­
terminées et que la variation soit de la forme 

quelles que soient d'ailleurs les coefficients  

8. Au reste, il est bon de remarquer que, si l'expression de T ren­
ferme un terme dA, qui soit la différentielle complète d'une fonction A 
dans laquelle une des variables, comme n'entre que sous la forme 
finie, ce terme ne donnera rien dans la transformée précédente, relati­
vement à cette variable. Car, faisant 
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on a 

Donc d coefficient de deviendra 

Il s'ensuit de là que, si l'expression de T contenait un terme de la 
forme BdA, A étant fonction de et B une fonction 
quelconque sans ce terme donnerait simplement, relativement à la 

variation de le terme dB. 

Car, donnant au terme BdA la forme d(BA) — A dB, on voit d'abord 
que le terme d(BA) ne donnerait rien relativement à la variation de 
puisque AB contient sans ensuite, comme dB ne contient point  

et que A contient sans on voit qu'en faisant T = — AdB, 
on aura 

de sorte que le coefficient de se réduira à dB. 

9. A l'égard de la quantité elle est tou­
jours facile à réduire en fonction de puisqu'il ne s'agit que 
d'y réduire séparément les expressions des distances p, q, r, . . . et des 
forces P, Q, R, — Mais cette opération devient encore plus facile, 
lorsque les forces sont telles que la somme des moments, c'est-à-dire 
la quantité  

est intégrable, ce qui, comme nous l'avons déjà observé, est propre­
ment le cas de la nature. 
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Car supposant, comme dans l'article 34 de la Section I I I , 

on aura II exprimé par une fonction finie de p, q, r, ...; par consé­
quent, on aura aussi 

Multipliant par m et prenant la somme pour tous les corps du système, 
on aura 

puisque le signe s est indépendant du signe  
11 n'y aura ainsi qu'à chercher la valeur de la quantité smll en fonc­

tion de ce qui ne demande que la substitution des valeurs 
de .x, y, z, ... dans les expressions de p, q, ... 
(lre Partie, Sect. I I , art. 1); et cette valeur de Smll étant nommée V, 
on aura immédiatement 

10. De cette manière, la formule générale de la Dynamique (art. 2) 
sera transformée en celle-ci 

dans laquelle on aura  

en supposant 

et  
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Si les corps m et m'du système, regardés comme des points dount la 
distance mutuelle est p, s'attiraient avec une force accélératrice repré­
sentée par P fonction de p, il est facile de voir que le moment de cette 
force serait exprimé par mm'p dp, et il faudrait ajouter à la valeur de V 
la quantité mm' pdp; et ainsi s'il y avait dans le système d'autres 
forces d'attraction mutuelle. 

En général, si le système renfermait des forces quelconques F, 
G, ... , tendantes à diminuer la valeur des quantitésf, g,.... on aurait  

pour les moments de ces forces ( I r e Partie, Sect. ll. 
art. 9); et en regardant F comme fonction de f, G comme fonction 
de g, etc., il faudrait ajouter à la valeur de V autant de termes de la 
forme qu'il y aurait de pareilles forces. 

Or, si dans le choix des nouvelles variables on a eu égard 
aux équations de condition données par la nature du système proposé, 
en sorte que ces variables soient maintenant tout à fait indépendantes 
les unes des autres, et que, par conséquent, leurs variations  

demeurent absolument indéterminées, on aura sur-le-champ 
les équations particulières 

lesquelles serviront à déterminer le mouvement du système, puisque 
ces équations sont en même nombre que les variables d'où 
dépend la position du système à chaque instant. 

i l . Mais, quoiqu'on puisse toujours ramener la question à cet état, 
puisqu'il ne s'agit que d'éliminer, par les équations de condition, au-
tant de variables qu'elles permettent de le faire, et de prendre ensuite 
pour les variables restantes, il peut néanmoins y avoir des 
cas où cette voie soit trop pénible et où il soit à propos, pour ne pas 
trop compliquer le calcul, de conserver un plus grand nombre de 
variables. Alors les équations de condition auxquelles on n'aura pas 
encore satisfait devront être employées à éliminer, dans la formule 
générale, quelques-unes des variations mais, au lieu da 
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l'élimination actuelle, on pourra aussi faire usage de la méthode des 

multiplicateurs, exposée dans la I r e Partie (Sect. I V ) . 

Soient 

les équations dont il s'agit, réduites en fonctions de en 

sorte que L, M, N, . . . soient des fonctions données de ces variables. 

On ajoutera au premier membre de la formule générale (article précé­

dent) la quantité  

dans laquelle sont des coefficients indéterminés; et l'on 

pourra regarder alors les variations comme indépen-

dantes et arbitraires. 

On aura ainsi l'équation générale 

laquelle, devant être vérifiée indépendamment des.variations  

donnera ces équations particulières pour le mouvement du 

système  

d'où il faudra ensuite éliminer les inconnues ce qui dimi-

nuera d'autant le nombre des équations; mais, en y ajoutant les équa­

tions de condition qui doivent nécessairement avoir lieu, on aura tou­

jours autant d'équations que de variables. 

12. Comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus ou 

moins simples, et surtout plus ou moins propres pour l'intégration, 

il n'est pas indifférent sous quelle forme elles se présentent d'abord; 

et c'est peut-être un des principaux avantages de notre méthode, de 
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fournir toujours les équations de chaque problème, sous la famé la 
plus simple relativement aux variables qu'on y emploie» et de mettre 
en état de juger d'avance quelles sont les variables dont l'emploi peut 
en faciliter le plus l'intégration. Voici, pour cet objet, quelques prin­
cipes généraux, dont on verra ensuite l'application dans la solution de 
différents problèmes. 

Il est clair, par les formules que nous venons de donner, que les 

termes différentiels des équations pour le mouvement d'un système 

quelconque de corps viennent uniquement de la quantité T qui ex­

prime la somme de toutes les quantités relati­

vement aux différents corps; chaque variable finie, comme qui en­

trera dans l'expression de T donnant le terme — et chaque variable 

différentielle, comme donnant le terme • D'où l'on voit d'abord 

que les termes dont il s'agit ne pourront contenir d'autres fonctions 
des variables que celles qui se trouveront dans l'expression même 
de T; par conséquent, si, en employant des sinus et cosinus d'angles, 
ce qui se présente naturellement dans la solution de plusieurs pro­
blèmes, il arrive que les sinus et cosinus disparaissent de la fonc­
tion T, elle ne contiendra alors que les différentielles de ces angles, et 
les termes en question ne contiendront aussi que ces mêmes différen­
tielles. Ainsi il y aura toujours à gagner, pour la simplicité des équa­
tions du problème, à employer ces sortes de substitutions. 

Par exemple, si, à la place des deux coordonnées x, y, on emploie 
le rayon vecteur r, mené du centre des mêmes coordonnées et faisant 
avec l'axe des oc l'angle on aura 

et, différentiant, 

donc 

XI . 43 
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expression fort simple, qui ne contient ni sinus ni cosinus de 
mais seulement sa différentielle De cette manière, la quantité  

se trouvera changée en 
On pourrait encore substituer, au lieu de r et s, un nouveau.rayon 

vecteur avec l'angle que ce rayon fait avec r, qui en est la projec­
tion; ce qui donnerait 

et, par conséquent,  

de sorte que la quantité  

serait transformée en celle-ci : 

Ici il est clair que sera le rayon mené du centre des coordonnées au 
point de l'espace où est le corps m, sera l'inclinaison de ce rayon 
sur le plan des xy, et l'angle de la projection de ce rayon sur le 
même plan avec l'axe des x; et l'on aura, comme dans l'article 4 de la 
Section I I , Ire Partie, 

Enfin, on pourra employer à volonté d'autres substitutions, et, 
lorsque le système est composé de plusieurs corps, on pourra les rap­
porter immédiatement les uns aux autres par des coordonnées rela­
tives; les circonstances de chaque problème indiqueront toujours 
celles qui seront le plus propres. On pourra même, après avoir trouvé, 
d'après une substitution, une ou quelques-unes des équations du pro­
blème, déduire les autres d'autres substitutions; ce qui fournira de 
nouveaux moyens de diversifier ces équations, et de trouver les plus 
simples et les plus faciles à intégrer. 

13. Les autres termes des équations dont il s'agit dépendent des 
forces accélératrices qu'on suppose agir sur les corps et des équations 
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de condition qui doivent subsister entre les variables relatives la 

position des corps dans l'espace. 
Lorsque les forces P, Q, R, . . . tendent à des centres fixés ou à des 

corps du même système et sont proportionnelles à des fonctions quel­
conques des distances, comme cela a lieu dans la nature, la quantité V, 
qui exprime la somme des quantités 

pour tous les corps m du système, sera une fonction algébrique des 

distances et fournira, pour chaque variable dont elle se trouvera 

composée, un terme fini de la forme  

De même, les équations de condition 

fourniront pour la même variable les termes et ainsi 

des autres; de sorte qu'il n'y aura qu'à ajouter à la valeur de V les 
quantités en regardant ensuite comme con-
stantes dans les différentiations en  

Si donc quelques-unes des variables qui entrent dans la fonction T 
n'entrent point dans V, ni dans L, M, . . . , les équations relatives à ces 
variables ne contiendront que des termes différentiels, et l'intégration 
n'en sera que plus facile, surtout si ces variables ne se trouvent dans 
Tque sous la forme différentielle. C'est ce qui aura lieu lorsque, les 
corps étant attirés vers des centres, on prendra, pour coordonnées, les 
distances à ces centres et les angles décrits autour d'eux. 

14. Une intégration qui a toujours lieu, lorsque les forces sont des 
fonctions de distances et que les fonctions T, V, L, M, . . . ne contien­
nent point la variable finie t, est celle qui donne le principe de la con­
servation des forces vives. Quoique nous ayons déjà montré comment 
ce principe résulte de notre formule générale de la Dynamique 
(Sect. I I I , art. 34), il ne sera pas inutile de faire voir que les équa-
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tions particulières déduites de cette formule fournissent toujours une 
équation intégrable, qui est celle de la conservation des forces vives. 

Ces équations, considérées dans toute leur généralité, étant chacune 
de la forme (art. i l ) 

si on les ajoute ensemble après les avoir multipliées par les différen­
tielles respectives et qu'on fasse attention que les quan­
tités V, L, M, . . . sont par l'hypothèse des fonctions algébriques des 
variables sans t, il est clair qu'on aura l'équation 

mais, 

étant les équations de condition, on aura généralement 

par conséquent, l'équation précédente se réduira à 

Or on a 

et comme T est une fonction algébrique des variables et de 
leurs différentielles sans t, on aura 

donc l'équation deviendra 
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laquelle est évidemment intégrable et dont l'intégrale est 

Maintenant, puisque 

il est évident que, quelques variables qu'on substitue pour x, y, z, la 
fonction résultante sera nécessairement homogène et de deux dimen­
sions relativement aux différences de ces variables; donc, par le théo­
rème connu, on aura 

Donc l'intégrale trouvée sera simplement 

laquelle contient le principe de la conservation des forces vives 
(Scct. I I I , art. 34). 

Si la quantité V n'était pas une fonction algébrique ( ')• on n'aurait 
pas  

et si les quantités T, L, M, . . . contenaient aussi la variable t, alors 

( » ) Il faut, pour comprendre ce passago, se rappeler la définition de la fonction V. On a 
posé (art. 9)  

puis ensuite  

Pour que V soit, suivant l'expression de Lagrange, une fonction algébrique, il faut et il 
suffît que π en soit une, c'est-à-dire que 

soit une différentielle exacte; si cela n'a pas lieu, la fonction π n'existe plus, et il en est de 
même de V : fonction algébrique signifie simplement ici fonction, et cette expression ne 
doit, en aucune façon, être regardée comme opposée à celle de fonction non algébrique. 

(J. Bertrand.) 
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leurs différentielles contiendraient aussi les termes 

donc les réductions qui ont rendu l'équation 

intégrable n'auraient plus lieu, ni par conséquent le principe de la 
conservation des forces vives. 

15. Quoique le théorème sur les fonctions homogènes dont nous 
venons de parler soit démontré dans différents ouvrages, et qu'on 
puisse, par conséquent, le supposer comme connu, la démonstration 
que voici est si simple que je ne crois pas devoir la supprimer. Si F est 
une fonction homogène de différentes variables oc, y, . . . , et qu'elle 
soit de la dimension n, il e tc lair qu'en y mettant ax, ay, . . . à la 
place dex, y, . . . , elle deviendra nécessairement a"F, quelle que soit 
la quantité a. Donc, faisant a — l + x, et regardant a comme une 
quantité infiniment petite, l'accroissement infiniment petit de F, dû 
aux accroissements infiniment petits xX, Xy, ... dex,y,..., sera nxF. 
Mais, en faisant varier x, y, . . . de αx, αy, ..., on a, en général, pour 
la variation de F,  

Donc, égalant ces deux expressions de l'accroissement de F et divisant 
par a, on aura  

16. L'intégrale relative a la conservation des forces vives est d'une 
grande utilité dans la solution des problèmes de Mécanique, surtout 
lorsque la fonction T ne contient que la différentielle d'une variable 
qui ne se trouve point dans la fonction V; car cette intégrale servira 
alors à déterminer cette même variable et à éliminer des équations 
différentielles. 

A l'égard des intégrales qui se rapportent à la conservation du mou­
vement du centre de gravité et au principe des aires, et que nous avons 
déjà trouvées d'une manière générale dans la Section I I I , elles se pré­
senteront d'elles-mêmes dans la solution de chaque problème, pourvu 
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qu'on ait soin, dans le choix des variables, de séparer le mouvaient 
absolu du système des mouvements relatifs des corps entre eux, ainsi 
que nous l'avons fait dans la Section citée. 

Les autres intégrales dépendront de la nature des équations différen­
tielles de chaque problèmc, et Ton ne saurait donner de règle générale 
pour les trouver. Il y a cependant un cas très étendu qui est toujours 
susceptible d'une solution complète en termes finis : c'est celui où le 
système ne fait que de très petites oscillations autour de sa situation 
d'équilibre. Nous destinons une Section particulière à ce problème, à 
cause de son importance. 

17. Lorsque le système dont on cherche le mouvement est composé 
d'une infinité de particules ou éléments dont l'assemblage forme une 
masse finie de figure variable, il faut employer une analyse semblable 
à celle que nous avons exposée dans le § II de la Section IV de la 
I r e Partie; mais à la place de la caractéristique d, que nous y avons 
employée (art. 11 et suiv.) pour désigner les différences des variables 
relatives aux différents éléments du système, il faudra substituer la 
caractéristique D, qui répond à la caractéristique intégrale S, relative 
à tout le système, afin de pouvoir conserver l'autre caractéristique d 
pour les différences relatives au temps, auxquelles nous l'avons des­
tinée dans la Section II de la I I e Partie, article 7. 

Ainsi, en nommant m Ja masse entière et Dm un de ses éléments, 
il faudra mettre Dm au lieu de m dans les expressions de T et de V de 
l'article 10. 

S'il y a pour chaque élément du corps des forces F, G, . . . qui 
tendent à diminuer les quantités f, g, . . . dont ces forces sont fonc­
tions, il faudra ajouter à la valeur de V les expressions  

Et s'il y a des équations de condition 

qui doivent avoir lieu à chaque point de la masse m, il faudra mettre 
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à la place de dans les formules de 
l'article 11. 

Les quantités f , g , . . . . ainsi que L, M, . . . , pouvant renfermer des 
différences des variables relatives à la caractéristique D, il faudra alors 
faire disparaître les doubles signes par l'opération connue 
des intégrations par parties, de manière qu'il ne reste sous le signe S 
que les variations simples marquées par et les termes hors du 
signe S se rapporteront uniquement aux extrémités des intégrales. 

Il faudra enfin avoir égard aussi aux forces et aux équations de con­
dition relatives à des points déterminés de la masse m, et en tenir 
compte dans la formule générale; mais elles ne donneront que des 
termes indépendants du signe S. 

Les variations qui resteront sous le signe S donneront, en égalant 
leurs coefficients à zéro, autant d'équations indéfinies pour le mouve­
ment de chaque élément du système; et les variations hors du signe 
donneront des équations détcrminées pour certains points du système. 
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SECTION CINQUIÈME. 
MÉTHODE GÉNÉRALE D'APPROXIMATION POUR LES PROBLÈMES DE DYNAMIQUE, 

FONDÉE SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 

Les équations générales que nous avons données dans la Section pré­
cédente, étant du second ordre, demandent encore des intégrations qui 
surpassent souvent les forces de l'analyse connue; on est obligé alors 
d'avoir recours aux approximations, et nos formules fournissent aussi 
les moyens les plus propres à remplir cet objet. 

1. Toute approximation suppose la solution exacte d'un cas de la 
question proposée dans lequel on a négligé des éléments ou des quan­
tités qu'on regarde comme très petites. Cette solution forme le premier 
degré d'approximation, et on la corrige ensuite en tenant compte suc­
cessivement des quantités négligées. 

Dans les problèmes de Mécanique qu'on ne peut résoudre que par 
approximation, on trouve ordinairement la première solution en 
n'ayant égard qu'aux forces principales qui agissent sur les corps; 
et, pour étendre cette solution aux autres forces qu'on peut appeler 
perturbatrices, ce qu'il y a de plus simple, c'est de conserver la forme 
de la première solution, mais en rendant variables les constantes arbi" 
traires qu'elle renferme; car, si les quantités qu'on avait négligées et 
dont on veut tenir compte sont très petites, les nouvelles variables 
seront à peu près constantes, et l'on pourra y appliquer les méthodes 
ordinaires d'approximation. Ainsi la difficulté se réduit à trouver les 
équations entre ces variables. 

On connaît la méthode générale de faire varier les constantes arbi­
traires des intégrales des équations différentielles, pour que ces inté 
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gralcs conviennent aussi aux mêmes équations augmentées de certains 
termes; mais la forme que nous avons donnée, dans la Section précé­
dente (art. 10), aux équations générales de la Dynamique a l'avantage 
de fournir une relation entre les variations des constantes arbitraires 
que l'intégration doit y introduire, laquelle simplifie singulièrement 
les formules de ces variations, dans les problèmes où elles expriment 
l'effet des forces perturbatrices. Nous allons d'abord démontrer cette 
relation; nous donnerons ensuite les équations les plus simples pour 
déterminer les variations des constantes arbitraires dans les problèmes 
dont il s'agit. 

§ I. — Où l'on déduit des équations données dans la Section précédente 
une relation générale entre les variations des constantes arbitraires. 

2. Soit un système quelconque de corps m, animés par des forces 
accélératrices P, Q, R, ... qui tendent à des centres quelconques, fixes 
ou non, et qui soient proportionnelles à des fonctions quelconques de 
leurs distances p, q, r, . . . à ces centres. 

Supposons que, en ayant égard aux équations de condition du sys­
tème, on ait exprimé les coordonnées chacun des corps en 
fonctions d'autres variables qui soient tout à fait indépen­
dantes entre elles et qui suffisent pour déterminer la position du sys­
tème à chaque instant. 

On aura, pour le mouvement de tout le système, les équations de 
l'article 10 de la Section précédente, et il est facile de voir que ces 
équations seront du second ordre par rapport aux variables 
de sorte que les valeurs complètes de ces variables, qu'on trouvera par 
l'intégration et qui seront exprimées en fonctions du temps t, contien­
dront deux fois autant de constantes arbitraires qu'il y a de variables. 
Comme ces constantes doivent demeurer arbitraires, on peut les faire 
varier à volonté; ainsi l'on pourra différentier les équations dont il 
s'agit relativement à ces constantes, qui sont supposées contenues 
dans les expressions des variables  
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3. Faisons, pour plus de simplicité, 

la quantité T deviendra une fonction de 
et si les forces tendent à des centres fixes ou à des corps du même sys­
tème, la quantité V sera une simple fonction de Dans ce 
cas, en faisant Z = T — V, on aura 

où l'on pourra changer la caractéristique en d, puisqu'elle ne sert 
qu'à représenter des différences partielles. 

Ainsi les équations différentielles du mouvement du système (art. 10, 
Sect. IV), étant multipliées par dt, se réduiront à cette forme plus 
simple  

4. Différentions ces équations par rapport à la caractéristique ( ' ), 
que nous regarderons comme relative uniquement aux variations des 
constantes arbitraires qui sont censées contenues dans les expressions 
des variables dont Z est fonction; et comme la caractéris­
tique d, qui affecte les termes n'est relative qu'à la 

variable / qui représente le temps, on pourra, par les principes du 
calcul des variations, changer la double caractéristique de 

( ' ) On suppose ici que, ces équations ayant été intégrées, on ait substitué aux variables  
leurs expressions générales fournies par cette intégration. Les équations devien­

nent alors identiques et l'on peut les différentier par rapport aux diverses lettres qui y 
figurent. (J• Bertrand.) 
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sorte qu'on aura les équations 

De même, si, pour représenter des variations différentes des mêmes 
constantes arbitraires, on emploie la caractéristique on aura 

5. Multiplions maintenant les premières équations respectivement 
par et retranchons de leur somme celle des der­
nières équations multipliées respectivement par on 
aura 
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On aura pareillement 

et ainsi des autres formules semblables. 
Par le moyen de ces transformations, l'équation précédente deviendra 

de cette forme 

6. Or, si l'on développe les expressions ainsi que les 

expressions semblables en regardant Z comme fonc­

tion de il est facile de voir que les 
termes multipliés par dt dans l'équation précédente se détruisent mu­
tuellement. En effet, on a 
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ce qui donne, en ordonnant les termes par rapport aux différences 
partielles de Z, ce développement 

\in changeant les caractéristiques l'une dans l'autre, on aura le 
développement de l'expression semblable 

Mais on voit que ce changement n'en produit aucun dans le développe­
ment précédent; d'où il suit que les deux expressions sont identiques : 
de sorte que, comme elles se trouvent dans l'équation ci-dessus avec 
des signes différents, elles doivent s'y détruire. 

7. Ainsi l'on aura simplement l'équation 

dans laquelle on peut changer Z en T, puisque Z = T — V et que V ne 
doit point contenir les variables (art. 3). 

On voit par cette équation que la quantité 
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est toujours nécessairement constante relativement au temps t auouel 
se rapportent les différentielles marquées par la caractéristique d; 
que, par conséquent, si l'on y substitue les valeurs des variables  

exprimées en fonctions de t et des constantes arbitraires 
déduites des équations d'un problème quelconque de Mécanique, la 
variable t s'évanouira d'elle-même, quelles que soient les variations 
qu'on fera subir à ces constantes dans les quantités affectées des carac­
téristiques ce qui est une nouvelle propriété très remarquable 
de la fonction T, qui représente la force vive de tout le système, et ce 
qui peut fournir un critère général pour juger de l'exactitude d'une 
solution trouvée par quelque méthode que ce soit. Mais l'usage prin­
cipal de cette formule est pour la variation des constantes arbitraires 
dans les questions de Mécanique, comme nous allons le montrer. 

§ I I . — Où l'on donne les équations différentielles les plus simples pour 
déterminer les variations des constantes arbitraires, dues à des forces 
perturbatrices. 

8. Supposons maintenant qu'après avoir résolu le problème contenu 
dans les équations différentielles de l'article 3 par l'intégration com­
plète de ces équations, il s'agisse de résoudre le même problème, 
mais avec l'addition de nouvelles forces appliquées au mémo système, 
tendantes à des centres fixes ou mobiles d'une manière quelconque, 
et proportionnelles à des fonctions des distances aux centres. Ces nou­
velles forces, qu'on peut regarder comme des forces perturbatrices du 
mouvement du système, étant d'une nature semblable aux forces P, 
Q, R, . . . d'où dépend la fonction V» ajouteront à cette fonction une 
fonction analogue que nous désignerons par — De sorte qu'il n'y a 
qu'à mettre à la place de V, dans les équations de l'article 10 
de la Section précédente, et, par conséquent, à la place de Z, 
dans les termes de celles de l'article 3 qui contiennent les différences 
partielles de Z relatives à pour avoir les équations du nou-
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veau problème, lesquelles seront ainsi 

9. Si l'on suppose connues les expressions des variables 
en t et en constantes arbitraires dans le cas où les seconds membres 
de ces équations sont nuls, on peut, en conservant ces mêmes expres­
sions mais en rendant variables leurs constantes arbitraires, faire en 
sorte qu'elles satisfassent aussi à la totalité de ces équations; et l'objet 
de l'analyse que nous allons exposer est de donner les formules les 
plus simples pour la détermination de ces constantes devenues va­
riables. 

Nous remarquerons d'abord que, puisque ces constantes sont en 
nombre double de celui des variables comme nous l'avons 
déjà observé (art. 2), et, par conséquent, en nombre double de celui 
des équations auxquelles il faut satisfaire, on pourra encore les assu­
jettir à un nombre de conditions arbitraires égal à celui de ces va­
riables. 

Les conditions les plus simples et en même temps les plus appro­

priées à la chose sont que les valeurs de conservent aussi 

la même forme que si les constantes n'y variaient point. De cette ma­
nière, non seulement les espaces parcourus par les corps, mais encore 
leurs vitesses seront déterminés par des formules semblables, soit que 
les constantes arbitraires demeurent invariables, comme lorsqu'il n'y 
a point de forces perturbatrices, soit qu'elles deviennent variables par 
l'effet de ces forces. 

Ces conditions auront de plus l'avantage de réduire au premier ordre 
les équations différentielles entre les* nouvelles variables, de sorte 



SECONDE PARTIE. - SECTION V. 353 

qu'on aura un nombre double d'équations, mais du premier ordre 

seulement, 

10. En employant, comme dans l'article 4, la caractéristique $ pour 
désigner les différentielles dues uniquement à la variation des con­
stantes arbitraires, tandis que la caractéristique d ne se rapporte quVux 
différentielles relatives au temps t, les conditions dont nous venons 
de parler seront exprimées par les équations 

dans lesquelles il faut remarquer que toutes les constantes arbitraires 
doivent devenir variables à la fois, de sorte que la caractéristique 
indiquera dans la suite la variation simultanée (') de toutes les con­
stantes arbitraires, au lieu que, dans les formules de l'article 4 et sui­
vants, la même caractéristique dénotait en général les différentielles 
relatives à la variation de toutes les constantes, ou seulement de quel­
ques-unes d'entre elles à volonté, ainsi que l'autre caractéristique  

Donc, en faisant tout varier, les différentielles de seront 
simplement ou bien comme si le 
temps seul variait. 

Ainsi, dans les équations de l'article 8, la fonction Z sera la même, 
soit que les constantes arbitraires soient censées variables ou non ; 
mais, en regardant ces constantes comme variables, les différences  

devront être augmentées des termes  

dus à la variation des constantes. 

D'un autre côté, comme, par l'hypothèse, les fonctions de t et des 
constantes qui représentent les valeurs de satisfont identi-
quement aux mêmes équations, sans leurs seconds membres, dans le 
cas où ces constantes ne varient pas, quelles que soient d'ailleurs leurs 

(1) C'est-à-dire la variation des fonctions qui remplacent ces constantes et qui, dans 
chaque problème, sont parfaitement déterminées, de telle sorte que leur valeur soit une 
fonction du temps dont la variation n'a rien d'arbitraire. (J. Bertrand.) 

XI. 45 
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valeurs. il est clair que les termes 

se détruiront d'eux-mêmes et pourront, par conséquent, être effacés. 
On aura donc simplement, pour la variation des constantes arbi­

traires, les équations 

qu'il faudra combiner avec les équations données ci-dessus 

Ces équations, étant en nombre double de celui des variables   
et, par conséquent, en même nombre que les constantes arbi­

traires (art. 2), serviront à déterminer toutes ces constantes devenues 
variables. 

11. Les équations qu'on vient de trouver, étant multipliées respec­
tivement par et ensuite ajoutées ensemble, donnent 

Ici indiquent, comme dans l'article 4, des différentielles 
des fonctions prises en faisant varier seulement les con-
stantes arbitraires d'une manière quelconque, soit qu'elles varient 
toutes en même temps, ou quelques-unes seulement à volonté. 

Or, en regardant comme une fonction de on aura, en 
différentiant par rapport à  

Donc on aura 
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Retranchons du second membre de cette équation la quantité 

qui est nulle en vertu des équations de condition 

on aura cette formule générale 

en changeant Z en T, comme dans l'article 7. 

On voit que le second membre de l'êquation précédente est la même 

fonction que nous avons vue devoir être iadêpendante dutemps (art-7); 

d'où il suit qu'après y avoir substitué les valeurs de en 

fonctions de t et des constantes arbitraires, on pourra y faire t nul ou 

égal a une valeur quelconque. 

12. Donc, si l'on suppose, ce qui est toujours permis, que ces fonc­

tions, ainsi que celles qui représentent les valeurs de  

soient développées en séries de puissances ascendantes de t, de cette 

manière 
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et qu'on substitue ces valeurs dans le second membre de l'équation de 
l'article précédent, on pourra y faire t — o, ce qui les réduira aux seuls 
premiers termes 

Cette équation se réduira ainsi à la forme 

13. Les quantités ne peuvent être que fonc-
tions des constantes arbitraires que la double intégration introduit 
dans les expressions finies des variables et l'on peut aussi 
les prendre pour ces mêmes constantes. 

En effet, les constantes arbitraires qui donnent à la solution d'un 

problème de Mécanique toute l'étendue qu'elle peut avoir sont les va­

leurs initiales des variables, ainsi que celles de leurs différences pre­

mières, c'est-à-dire les valeurs de  

lorsque ces valeurs sont donc, dans les expressions de  
que nous avons adoptées, Or, T étant une 

fonction donnée de  

il est clair qu'en faisant t = o dans les fonctions ce qui 

les réduit à ces constantes seront les mêmes 

fonctions des constantes que les fonctions 

le sont des variables Par 

conséquent, au lieu de prendre immédiatement pour con-
stantes arbitraires, on peut prendre celles-ci, qui en dé­
pendent. Ainsi l'on aura pour les constantes 
arbitraires des expressions de et l'on voit que le nombre 
de ces constantes sera précisément double de celui des variables  

De cette manière, la différentielle dans laquelle la caracté-
ristique , ne doit affecter que les constantes arbitraires contenues 
dans à raison des valeurs de qui renferment ces con-



SECONDE PARTIE. - SECTION V. 357 

stantes, deviendra 

En la substituant dans le premier membre de l'équation de l'article 
précédent et ordonnant les termes par rapport aux différences mar-
quées par on aura 

Comme on peut donner aux différences marquées par 
la caractéristique une valeur quelconque, il faudra que l'équation 
soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant 
d'équations particulières, telles que 

14. Les différences marquées par la caractéristique sont propre­
ment les différentielles des constantes arbitraires devenues variables 
(art. 10); ainsi, comme ces différentielles peuvent maintenant être 
rapportées également au temps t, il est permis et même convenable de 
changer les en d, et l'on aura, pour la détermination des nouvelles 
variables les équations 

qui sont, comme l'on voit, sous une forme très simple, et qui fournis­
sent ainsi la solution la plus simple du problème de la variation des 
constantes arbitraires. 
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15. Comme la fonction renferme les quantités  
il faudra les regarder aussi comme variables dans les différences 

partielles de cette fonction; mais, lorsque la valeur de qui dépend 
des forces perturbatrices, est supposée fort petite, il est clair que les 
variations de ces quantités seront aussi fort petites, et qu'on pourra, 
dans la première approximation, les regarder comme constantes dans 
les différences partielles de et n'avoir égard à leur variabilité que 
dans les approximations suivantes. 

Dénotons par les parties constantes de  
leurs parties variables, 

qui, étant de l'ordre de la quantité seront nécessairement très 
petites, et soit 0 la valeur de en y changeant 
on  

On aura ainsi 

et l'on aura, par le développement, 

Les équations différentielles de l'article précédent donneront 

car il est évident que les différences partielles relatives à   
peuvent être rapportées aux quantités analogues .  
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Pour la première approximation, on aura 

0 étant une simple fonction de t; donc on aura par l'intégration 

En substituant ces valeurs dans l'expression de on aura, pour la 
seconde approximation» 

et ainsi de suite. 

16. Il y a ici une remarque importante à faire. Si la fonction 0 ne 
contient le temps que sous les signes de sinus et cosinus, il est clair 
que la valeur de ne contiendra, dans la première approximation, que 
les mêmes sinus et cosinus. Mais on pourrait douter si, dans l'approxi­
mation suivante, elle ne contiendrait pas des termes où le temps t 
serait hors des signes de sinus et de cosinus, et qui, croissant conti­
nuellement, augmenteraient à l'infini la valeur de et rendraient, par 
conséquent, l'approximation fautive. 

Pour lever ce doute, nous remarquerons que de pareils termes ne 
pourraient venir que d'une partie constante de c'est-à-dire dégagée 
de tout sinus ou cosinus renfermant le temps t. 

Soit donc A cette partie qui sera fonction des constantes arbitraires  
Ainsi 0 contiendra une pareille fonction de a,  

que nous dénoterons encore par A. 
En substituant A au Heu de 0 dans l'expression de de l'article 

précédent, on aura la partie de due à la constante A dans la seconde 
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approximation, et cette partie sera 

où l'on voit que les termes affectés de t se détruisent mutuellement. 
Ainsi l'on est assuré que la seconde approximation ne donne dans 

aucun terme qui croisse avec le temps t; mais il resterait à voir s'il en 
pourrait naître dans les approximations suivantes. 

Au reste, le même terme constant A pourrait donner encore dans 
des termes multipliés par t, étant combiné avec des termes non con­
stants de la même fonction mais alors le t qui se trouverait dégagé 
des sinus et cosinus serait en même temps multiplié par des sinus ou 
cosinus d'angles proportionnels au temps. La même chose aurait lieu 
si le coefficient de t sous les signes de sinus et cosinus était fonction 
des constantes arbitraires parce qu'alors les différentiations 
partielles de relatives à ces constantes, feront sortir t hors des sinus 
ou cosinus. Mais on peut remarquer, en général, que, lorsque les 
approximations successives font paraître des termes de la forme dont 
il s'agit, dans lesquels des sinus ou cosinus se trouvent multipliés par 
l'angle qui est sous ces sinus ou cosinus, ces sortes de termes sont 
presque toujours le résultat du développement d'autres sinus ou cosi­
nus, et l'on peut les éviter en intégrant directement les équations dif­
férentielles entre les constantes arbitraires devenues variables. 

17. Quoique les constantes arbitraires que nous avons employées 
soient celles qui se présentent le plus naturellement et qui donnent 
les résultats les plus simples, il arrive souvent que les différentes inté­
grations introduisent a leur place d'autres constantes, mais qui ne 
peuvent être que des fonctions de celles-là. 

Nous désignerons, en général, les constantes arbitraires qui sont 
censées entrer dans les expressions des variables par a, b, 
c, . . . , dont le nombre doit être également double de celui des va­
riables; et, pour avoir les relations entre ces nouvelles constantes et 
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les premières, il suffira de supposer dans les valeurs des fonc-

tions et d'égaler les résultats aux quan-

tités De cette manière on aura autant d'équations 
entre ces différentes constantes, par lesquelles on pourra déterminer 
les valeurs de a, b, c, ..., en fonctions de  

Nous supposerons donc ces fonctions connues, et la differentiation 
nous donnera tout de suite 

Donc, substituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 14) de dx,  
et divisant par dt, on aura 

Il en est de même des valeurs de pour lesquelles il n'y 

aura qu'à changer dans l'équation précédente a e n b, en c, 

18. Mais ces formules contiennent encore les différences partielles 
de relatives aux constantes et ii s'agit do les changer en 
différences partielles relatives à a, b, c, . . . , ce qui est facile par les 
opérations connues. 

En effet, comme est censée maintenant fonction de a, b,c, ... et 
que ces quantités sont elles-mêmes fonctions de  

on a tout de suite, par l'algorithme des différences partielles, 

XI. 46 
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et il n'y aura plus qu'à substituer ces valeurs dans celles de 
de l'article précédent. 

En faisant ces substitutions et ordonnant les termes par rapport aux 

différences partielles de on voit d'abord que le coefficient de  

est nul dans la valeur de que celui de est nul dans la valeur de 

Ensuite, si, pour représenter la valeur de on emploie la formule 

on aura  

Et, pour avoir la valeur de » il n'y aura qu'à changer dans ces for­

mules a en b et b en a, en remarquant que l'on a 

on aura ainsi 
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En général, si k représente une quelconque des constantes arbi­
traires a,b,c, . . . , et qu'on observe que la valeur des symboles repré­
sentés par deux crochets devient nulle lorsque les deux lettres renfer­
mées entre les crochets sont identiques, et qu'elle change simplement 
designe lorsqu'on change l'ordre de ces lettres, on aura ces formutes 
générales  

19. Le principal usage de ces formules est dans la théorie des pla­
nètes, pour calculer l'effet de leurs perturbations en le réduisant à la 
variation des constantes arbitraires qui sont les éléments du mouve­
ment primitif. Elles sont surtout utiles pour déterminer les variations 
que les astronomes appellent séculaires, parce qu'elles ont des périodes 
très longues et indépendantes de celles qui ont lieu dans les variables 
primitives. 

Comme les équations de l'article 18 ne contiennent d'autres fonc­
tions du temps que les différences partielles de la fonction si l'on 
cherche, par la résolution en séries ou autrement, la partie A de la 
fonction qui est indépendante du temps t et ne contient que les 
constantes arbitraires a, b, c,..., il suffira de substituer dans ces équa­
tions A au lieu de et l'on aura directement les équations entre les 
quantités a, b, c, ..., devenues variables, et le temps t, lesquelles ser­
viront à déterminer leurs variations séculaires, parce qu'elles sont 
débarrassées de tout sinus ou cosinus. 
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§ I I I . — Où l'on démontre une propriété importante de la quantité qui 

exprime la force vive dans un système troublé par des forces perturba­

trices. 

20. Les constantes arbitraires dont nous venons de donner les varia­

tions dépendent de la nature de chaque problème et ne peuvent être 

déterminées que dans les cas particuliers. Il y en a cependant une qui 

a lieu, en général, pour tous les problèmes où V n'est fonction que de  

c'est celle que l'intégration doit ajouter à t; car, comme 

les équations différentielles ne renferment alors que l'élément dt, il 

est clair que, dans les expressions finies des variables en fonction de t, 

on peut toujours mettre t plus une constante arbitraire à la place 

de t. 

Désignons cette constante par K et rapportons-y les différences mar­

quées par la caractéristique dans la formule générale de l'article M. 

On aura ainsi 

Mais, puisque sont fonctions de t + K, il est clair qu'on 

aura 

et, de même, 

Donc 

Par la même raison, on aura 
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Mais les équations différentielles de l'article 3 donnent 

Donc on aura  

Ainsi la formule générale de l'article 11 deviendra par ces substitu­
tions, et après la division par K, 

Or on a 

et comme Z est censée fonction de on 
aura 

Donc l'équation précédente deviendra 

dont le second membre doit être une fonction des constantes arbi­
traires, indépendante de t. 

21. En effet, si Ton changeZ en 

(art. 3), il est facile de voir que la quantité 
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serfla même chose que la quantité 

que nous avons vue être toujours égale à une constante et qui se réduit 
à T + V (Sect. IV, art. 14), d'où résulte l'équation T+V = H, laquelle 
exprime la conservation des forces vives du système. 

Ainsi, en prenant H pour une des constantes arbitraires, on aura, 
pour sa variation due aux forces perturbatrices contenues dans la fonc­
tion cette formule très simple 

22. On pourrait aussi arriver à cette formule par un chemin plus 
court. En effet, si l'on reprend les équations de l'article 8, qu'on les 
ajoute ensemble après les avoir multipliées respectivement par  

et qu'on intègre en employant les mêmes réductions que nous 
avons pratiquées dans l'article 14 de la Section précédente, on par­
viendra directement à l'équation 

dans laquelle la quantité qui est sous le signe n'est pas intégrable en 
général, parce que la fonction à cause de la mobilité qu'on peut 
supposer aux centres des forces perturbatrices, est censée contenir, 
outre les variables encore d'autres variables indépendantes 
de celles-là. 

Dans le cas où il n'y a point de forces perturbatrices, on a simplement 

T + V= H. 

Or il est évident qu'on peut conserver cette forme à l'intégrale qu'on 
vient de trouver, en rendant variable la constante H et en faisant 
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mais il est visible que la quantité 

n'est autre chose que la différentielle de en ne faisant varier que 
les quantités qui dépendent des équations différentielles 
primitives et qui sont supposées connues en fonctions de t + K, en 
nommant K, comme dans l'article 20, la constante qui peut toujours 
s'ajouter à la variable t. Ainsi, comme les variables ne va-

rient qu'avec le temps t, il est facile de voir que la quantité dont il 

s'agit sera la môme chose que dt; par conséquent, on aura, comme 

plus haut, l'équation  

23. Cette équation peut donc aussi se mettre sous la forme 

pourvu que, dans la différence partielle de on ne fasse varier te t 
qu'autant qu'il est contenu dans les expressions des variables  

et il résulte de cette formule que, si la fonction ne contient 
le temps t que sous les signes de sinus et cosinus, comme cela a lieu 

dans la théorie des planètes, l'expression de ne pourra contenir 

que des termes périodiques, parce que tout terme constant de s'en 
ira par la différentiation relative à t. Ainsi, dans la première approxi-
mation, où l'on regarde comme absolument constantes les constantes 

arbitraires qui entrent dans la fonction l'intégrale de dt, c'est-
à-dire la valeur de H, ne pourra pas contenir des termes tels que Nt 
qui croissent avec le temps t. Nous avons vu plus haut (art. 16) que la 
seconde approximation ne peut donner à aucun terme qui ne soit 
périodique; donc la même conclusion relative à la valeur de H aura 
lieu encore dans le seconde approximation. 
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24. La quantité T exprime la force vive du système, et elle est égale 
à H — V. Lorsque le système n'est troublé par aucune force perturba­
triee, la quantité H est constante, et la force vive ne dépend que des 
forces accélératrices contenues dans l'expression de V, comme on l'a 
vu (Sect. I I I , art. 34). Cette quantité devient variable quand il y a des 
forces perturbatrices, par conséquent la force vive sera altérée par 
l'action de ces forces; mais, par ce que nous venons de démontrer, on 
voit que ses altérations ne pourront être que périodiques si l'expres­
sion des forces perturbatrices est périodique, du moins dans les deux 
premières approximations. Ce résultat est d'une grande importance 
dans le calcul des perturbations. 
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SECTION SIXIÈME. 
SUR LES OSCILLATIONS TRÈS PETITES D ' U N SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS. 

Les équations différentielles du mouvement d'un système quelconque 
de corps sont toujours intégrables dans le cas où les corps ne s'écartent 
que très peu de leurs points d'équilibre; et l'on peut alors déterminer 
les lois des oscillations de tout le système. L'analyse générale de ce 
cas, qui est très étendu, et la solution de quelques-uns des principaux 
problèmes qui s'y rapportent sont l'objet de cette Section. 

§ 1. — Solution générale du problème des oscillations très petites d'un 
système de corps autour de leurs points d'équilibre. 

1. Soient a, b, c les valeurs des coordonnées rectangles x, y, z do 
chaque corps m du système proposé dans le lieu de son équilibre. 
Comme on suppose que le système, dans son mouvement, s'éloigne 
très peu de sa situation d'équilibre, on aura, en général, 

x = a + a, y = b + ß, z = c + y, 

les variables a, ß, y étant toujours très petites; il suffira, par consé­
quent, d'avoir égard à la première dimension de ces quantités dans les 
équations différentielles du mouvement. La même chose aura lieu pour 
les autres quantités analogues, qu'on distingue par un, deux, . . . traits. 
relativement aux différents corps m', m", . . . du même système. 

Considérons d'abord les équations de condition qui doivent avoir 
lieu par la nature du système, et qu'on peut représenter par 

L = o, M = o, ..., 

L, M, .. . étant des fonctions algébriques données des coordonnées x, 
XL 47 
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Comme la position d'équilibre est une de celles que 
le système peut avoir, il s'ensuit que les mêmes équations L = o, 
M = o, ... devront subsister en supposant que de­
viennent d'où il est facile de conclure que ces équa­
tions ne sauraient renfermer le temps t. 

Soient A, B, . . . ce que deviennent L, M, . . . lorsque 
deviennent, il est clair qu'en substituant pour  

leurs valeurs on aura, à cause 
de la petitesse de  

et ainsi de suite. Donc: 
I° On aura 

A = o, B = o, 

relativement à l'équilibre; 
20 On aura les équations 

lesquelles donneront la relation qui doit subsister entre les variables 

En négligeant d'abord les quantités très petites du second ordre et 
des ordres supérieurs, on aura des équations linéaires par lesquelles 
on déterminera les valeurs de quelques-unes de ces variables par les 
autres; ensuite, par ces premières valeurs, on en trouvera de plus 
exactes en tenant compte des secondes puissances et des puissances 
plus hautes, comme on voudra. On aura ainsi les valeurs de quelques-
unes des variables exprimées par des fonctions en série 
des autres variables; et ces variables restantes seront alors absolu­
ment indépendantes entre elles. 
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On pourra aussi, dans la plupart des cas, en ayant égard aux condi-
tions du problème, réduire les coordonnées, immédiatement par des 
substitutions, en fonctions rationnelles et entières d'autres variables 
indépendantes entre elles et très petites, dont la valeur soit nulle dans 
l'état d'équilibre. 

Nous supposerons donc, en général, que l'on ait 

et ainsi des autres coordonnées les quantités  
sont constantes, et les quantités sont variables, très 

petites, et nulles dans l'équilibre. 

2. Il ne s'agira que de faire ces substitutions dans les valeurs de T 
et V de l'article 10 de la Section IV; et il suffira de tenir compte des 
secondes dimensions pour avoir des équations différentielles linéaires. 
Et d'abord il est clair que la valeur de T sera de cette forme 

en supposant, pour abréger, 
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où le signe S dénote des intégrations ou sommations relatives à tous 
les différents corps m du système, et en même temps indépendantes 
dos variations ainsi que du temps . 

Ensuite, si l'on dénote par F la fonction algébrique H, en y met-
tant la place de il est clair que la valeur générale 
de II sera représentée ainsi 

où il suffit d'avoir égard aux secondes dimensions  
Multipliant donc cette fonction par m et intégrant avec le signe S, on 

aura, en général, 
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3. Ayant ainsi les valeurs de T et V exprimées en fonctions des va­
riables indépendantes entre elles, on n’aura plus aucune 
équation de condition à employer; et comme la quantité T ne contient 
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que les différentielles des variables, on aura sur-le-champ, pour le 
mouvement du système, les équations suivantes : 

dont le nombre sera, comme l'on voit, égal à celui des variables. 
Ces équations doivent avoir lieu aussi dans l'état d'équilibre, puisque 

le système, y étant une fois, y resterait toujours de lui-même; or, dans 
l'équilibre, on a constamment par 
l'hypothèse, donc 

ainsi que  

Donc les termes seront nuls, et les termes  

se réduiront Par conséquent, on aura 

Ce sont les conditions nécessaires pour que soient les 
valeurs de pour l'état d’équilibre, comme on le sup­
pose. 

En effet, il est visible que 

exprime la somme des moments de toutes les forces mP, m Q , m R , . . . 
appliquées tous les corps m du système et qui doivent se détruire 
mutuellement dans l'état d'équilibre; donc, par la formule générale 
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donnée (Part. I, Sect. I I ) , il faudra que l'on ait 

par rapport à chacune des variables indépendantes ; par conséquent, 

seront les conditions de l'équilibre, lequel étant supposé répondre à 

on aura 

de sorte que les premières dimensions des variables dans 
l'expression de V disparaîtront toujours. 

Substituant donc dans les équations générales les valeurs de T et 
de V, et faisant H1 H2, H3, . . . nuls, on aura, pour le mouvement du 
système, 

équations qui, étant sous une forme linéaire avec des coefficients con­
stants, peuvent être intégrées rigoureusement et généralement par les 
méthodes connues. 

4. On peut supposer d'abord que les variables, dans ces sortes 
d'équations, aient entre elles des rapports constants, c'est-à-dire que 
Ton ait  
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par ces substitutions, elles deviendront 

lesquelles donnent 

en faisant 

Le nombre de ces équations est, comme I’on voit, égal à celui des 
inconnues f, g, . . . , k; par conséquent, elles déterminent exactement 
ces inconnues; et comme, en retenant pour premier membre le terme k 
et le multipliant respectivement par le dénominateur du second, on a 
des équations linéaires en f, g, . . . , on pourra les éliminer par les mé­
thodes connues, et il n'est pas difficile de voir, par les formules géné­
rales d'élimination, que la résultante en k sera d'un degré égal à celui 
des équations, et, par conséquent, égal k celui des équations différen­
tielles proposées; de sorte que l'on aura pour k un pareil nombre de 
différentes valeurs, dont chacune, étant substituée dans les expressions 
de f, g, . . . , donnera les valeurs correspondantes de ces quantités. 

Maintenant l'équation  

donne par l'intégration 
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E, ε étant des constantes arbitraires; ainsi, comme on a supposé  
on aura aussi les valeurs de  

Cette solution n'est que particulière, mais elle est en même temps 
double, triple, etc., selon le nombre des valeurs de k; par conséquent, 
en les joignant ensemble, on aura la solution générale, puisque d'un 
côté la somme des valeurs particulières de satisfera égale­
ment aux équations différentielles, à cause de leur forme linéaire, et 
que de l'autre cette somme contiendra deux fois autant de constantes 
arbitraires qu'il y a d'équations et, par conséquent, autant que les in­
tégrales complètes peuvent en admettre. 

Dénotant par les différentes valeurs de k, c'est-à-dire 
les racines de l'équation en k, et par  

les valeurs correspondantes de et prenant un 
pareil nombre de coefficients arbitraires et d'angles 
aussi arbitraires on aura ces valeurs complètes de  

dans lesquelles les arbitraires dépendront 

des valeurs de lorsque t est égal à o, et, 

par conséquent, de l'état initial du système. 
En effet, si, dans les expressions trouvées de on fait t = o, 

et qu'on suppose données les valeurs de on aura des équa­
tions linéaires entre les inconnues E'sins', E''sinε", .... par lesquelles 
on pourra déterminer chacune de ces inconnues. De même, si l'on 
fait t = o dans les différentielles des mêmes expressions, et qu'on 

regarde aussi comme données les valeurs de on aura 

un second système d'équations linéaires entre E'cosε', E''cosε", ..., 
XI. 48 
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lesquelles serviront à leur détermination. De là on tirera aisément les 
valeurs de ainsi que de tangε', tangε'',...et enfin celles des 

angles mêmes  
Mais voici un moyen plus simple de déterminer ces inconnues direc­

tement et sans les embarras de l'élimination. 

5. Je remarque qu'en ajoutant ensemble les équations différentielles 
de l'article 3, après avoir multiplié la deuxième par ƒ, la troisième 
par g, et ainsi de suite, et faisant, pour abréger, 

on a l'équation 

Mais les équations de l'article 4 donnent 

Donc l'équation précédente deviendra de la forme 

dont l'intégrale est 

L et étant deux constantes arbitraires. 
Cette équation doit avoir lieu également pour toutes les différentes 

valeurs de k qui résultent des mêmes équations de condition et que 
nous avons dénotées par Ainsi, désignant de même par  

les valeurs correspondantes de p, q, . . . , et prenant 
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différentes constantes arbitraires on aura les 
équations suivantes : 

Ces équations serviraient généralement à déterminer les valeurs de   
et il est clair que ces valeurs devraient coïncider avec celles 

qu'on a trouvées ci-dessus (art. 4), puisqu'elles résultent les unes el 
les autres des mêmes équations différentielles. Ainsi, en substituant 
les valeurs de l'article cité dans les équations précédentes, elles 
devront devenir entièrement identiques. 

D'où il est facile de conclure que, pour la première équation, on 
aura  

ensuite 

que l'on aura de même, pour la seconde équation, 

ensuite 

et ainsi des autres. 
Donc, substituant dans les équations ci-dessus, pour  

les valeurs qu'on vient de trouver, on aura celles-ci 

qui sont les réciproques de celles de l'article 4. 
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Maintenant, la détermination des arbitraires 
n'a plus de difficulté; car : 

I° En supposant t = o, les premiers membres des équations précé­
dentes deviennent E'sinε', E"sinε'' et les seconds sont tous 
connus, en supposant les valeurs de données dans le pre­
mier instant; 

2° En differentiant les mêmes équations et supposant ensuite t = o, 
les premiers membres seront 

et les seconds seront aussi tous connus, en regardant comme données 

les quantités lorsque t = o. Donc, etc. 

G. La solution du problème est donc réduite uniquement à la déter­
mination des quantités k,f, g, h, ...; et nous avons vu dans l'article 4 
que cette détermination dépend de la résolution des équations 

en conservanten les expressions de de l'article 5. 

Or, si l'on représente par A ce que devient la quantité T en y chan­

geant et par B ce que devient la partie 

de la quantité V où les variables forment ensemble deux 

dimensions, en changeant de même ces variables en e,f, g,..., il est 
aisé de voir, et l'on pourrait même s'en convaincre a priori, que l'on 
aura  

en faisant ensuite e = 1. 
Donc, en général, si l'on fait 

A k - B = K , 
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les équations pour la détermination des inconnues  

en supposant e =1. Ainsi, comme la quantité K se forme immédiate­

ment des quantités T et V, on pourra aussi trouver directement lés 

équations dont il s'agit, sans avoir besoin de les déduire des équations 

différentielles du mouvement du système. 

Je remarque maintenant que, puisque K est une fonction homogène 

de deux dimensions de e, f, g, . . . , on aura, par la propriété de ces 

sortes de fonctions démontrée (Sect. I V , art. 15), 

Donc on aura aussi 

par conséquent, les inconnues f, g, h, . . . doivent être telles que non 

seulement la quantité K soit nulle, mais que chacune de ses différen­

tielles relatives à ces inconnues le soit aussi; d'où il s'ensuit que la 

quantité k, regardée comme une fonction de ces inconnues dépendante 

de l'équation K = o, devra être un maximum ou un minimum. 

Si l'on fait d'abord e = 1, et qu'on remplace par K = o l'équation  

on aura, pour la détermination des inconnues f, g, h, . . . , les 

équations  

Si donc on tire d'abord la valeur de f de l'équation et qu'en 

la substituant dans K = o on change cette équation en 

il n'y aura qu'à faire ensuite  

et substituer de même la valeur de g tirée de cette dernière équation 
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dans K ' = o; alors, nommant 
K''-o 

l'équation résultante, on fera de nouveau 

et ainsi de suite. Par ce moyen, on parviendra à une équation finale 
qui ne contiendra plus les inconnues f, g, h, . . . , mais seulement la 
quantité k, et qui sera l'équation cherchée en k dont les racines ont 
élé nommées   

On peut même réduire cette équation en une formule générale, en 
considérant que, puisque les quantités f, g, h, ... ne forment ensemble 

dans la valeur de K que deux dimensions, la quantité  

sera nécessairement sans ƒ, sa différentielle relative à/étant 

et par conséquent nulle. De sorte qu'on pourra faire 

et comme, dans cette quantité K', les inconnues restantes g, h, . . . 
ne montent aussi qu'à la seconde dimension, on pourra faire de même 

et ainsi de suite. La dernière des quantités étant égalée 
à zéro, sera l'équation cherchée en k. Il est vrai que cette équation 
pourra monter à un degré plus haut qu'il ne faut, a cause des facteurs 
étrangers introduits dans les équations mais si, 
en développant ces équations, on a soin de les débarrasser successive­
ment de ces mêmes facteurs et de ne prendre ensuite pour les valeurs 
de que leurs premiers membres ainsi simplifiés, l'équation 
finale se trouvera rabaissée d'elle-même à la forme et au degré dont 
elle doit être. 
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Quant aux valeurs de f, g, . . . , on les déterminera ensuite par les 
équations  

en commençant par la dernière, et remontant à la première par la sub­
stitution successive des valeurs trouvées. 

7. Comme la solution précédente est fondée sur la supposition que 
les variables soient très petites, il faut, pour qu'elle soit 
légitime, que cette supposition ait lieu en effet; ce qui demande que les 
racines soient toutes réelles, positives et inégales, afin que 
le temps t, qui croît à l'infini, soit toujours renfermé sous les signes 
de sinus ou cosinus. Si quelques-unes de ces racines devenaient néga­
tives ou imaginaires, elles introduiraient dans les sinus ou cosinus 
correspondants des exponentielles réelles, et si elles devenaient sim­
plement égales, elles y introduiraient des puissances algébriques de 
l'arc; c'est de quoi on peut s'assurer, par les méthodes connues, en 
mettant dans le premier cas, à la place des sinus ou cosinus, leurs 
expressions exponentielles imaginaires, et en supposant, dans le se­
cond, que les racines égales diffèrent entre elles de quantités infini­
ment petites indéterminées; mais, comme le développement de ces cas 
est inutile pour l'objet présent, nous ne nous y arrêterons point. 

Si la condition de la réalité et de l'inégalité des coefficients de t 
a lieu, il est visible que les plus grandes valeurs de seront 
moindres que les sommes des quantités  

en prenant toutes ces quantités positivement; par consé­
quent, si ces différentes sommes sont fort petites, on sera assuré que 
les valeurs des variables le seront toujours aussi. 

Mais, comme les coefficients sont arbitraires et dé­
péndent uniquement du déplacement initial du système, il est pos­
sible que les variables restent fort petites, quand même, 
parmi les quantités il y en aurait d'imaginaires ou 
d'égales; car il suffit pour cela que les quantités correspondantes E', 
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E", . . . soient nulles, ce qui fera disparaître les termes qui croîtraient 
avec le temps t. Alors la solution, sans être exacte en général, le sera 
néanmoins dans le cas particulier où la condition précédente aura lieu. 

8. On a des méthodes pour reconnaître si une équation donnée, de 
quelque degré qu'elle soit, a toutes ses racines réelles ou non, et pour 
juger, dans le cas de la réalité, de leur signe et de leur inégalité; 
mais, l'application de ces méthodes étant toujours un peu pénible, 
voici quelques caractères simples et généraux qui serviront à juger de 
la forme des racines dont il s'agit, dans un grand nombre de cas. 

En prenant l'équation 
or il est facile de se convaincre que la quantité A a toujours nécessaire­
ment une valeur positive, tant que f, g, ... sont des quantités réelles; 

car la fonction T, d'où elle résulte en changeant en I, 

(art. cité), est composée de la somme de plusieurs carrés 
multipliés par des coefficients nécessairement positifs. Donc, si la 
quantité B est aussi toujours positive, ce qui a lieu lorsque la partie 
de la fonction V où les variables forment ensemble deux 
dimensions est réductible à la même forme que la fonction T, parce 
que la quantité B résulte aussi de cette partie de Y en changeant  

on est assuré que les valeurs de k, c'est-à-dire 
les racines de l'équation en k, seront toujours positives toutes les fois 
qu'elles seront réelles. 

Au contraire, si la quantité B est toujours négative, ce qui arrivera 
quand elle sera composée de plusieurs carrés multipliés par des coef­
ficients négatifs, les valeurs réelles de k seront toutes négatives. Dans 
ce dernier cas, la solution ne pourra pas être bonne, parce que, les 
racines de l'équation en k ne pouvant être qu'imaginaires ou réelles 
négatives, les expressions des variables contiendront néces­
sairement le temps t hors des signes de sinus et cosinus. 

Dans le premier cas où B est positive, on voit seulement que, si les 
racines sont réelles, elles sont nécessairement positives; et il serait 
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peut-être difficile de démontrer directement qu'elles doivent être 
toutes réelles; mais on peut se convaincre, d'une autre manière, que 
cela doit être ainsi. 

Car le principe de la conservation des forces vives, que nous avons 
démontré dans le § V de la Section I I I , donne l'équation T+ V= const. 
(Sect. IV, art. 14), laquelle a toujours lieu puisque T et V sont fone­
tions sans t (Sect. V, art. 21). Or, si l'on désigne par V' la partie de V 
qui contient les termes de deux dimensions, en sorte que 

V = H + V , 
à cause de 

H1 = o, H2= o, H3=o, ..., 

on aura (art. 3)  

en dénotant par (T) et (V') les valeurs de T et V au premier instant; 
donc  

Donc, puisque T est, par sa forme, une quantité toujours positive, si 
V l'est aussi, on aura nécessairement 

de sorte que la valeur de V et, conséquemment aussi, celles des va­
riables seront renfermées dans des limites données et 
dépendantes uniquement de l'état initial. Ces variables ne pourront 
donc pas contenir le temps t hors des signes de sinus et cosinus, 
parce qu'alors elles pourraient aller en croissant à l'infini. Or, lorsque 
la valeur de B est constamment positive, celle de V l'est aussi; par 
conséquent, les racines de l'équation en k seront nécessairement toutes 
réelles, positives et inégales (art. 7), et la solution sera toujours 
bonne. 

Dans ce cas, l'état d'équilibre d'où le système a été déplacé sera 
stable, puisque le système y reviendra, ou tendra toujours à y revenir, 

XI. 49 
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par des oscillations très petites; du moins il ne pourra jamais s'en 
écarter que très peu. 

9. C'est de cette manière que nous avons démontré (Part. I, Sect. I I I , 
art. 23 et suivants) que, lorsque la fonction II est un minimum dans 
l'état d'équilibre, cet état est stable; car il est facilc de voir que la 
fonction nommée I I , dans l'article 21 de la Section citée, est la même 
que nous représentons ici par V, puisque l'une et l'autre est l'intégrale 
de la totalité des moments des forces agissantes sur les différents corps 
du système, totalité qui doit être nulle dans l'équilibre. Or, comme 
l'on a et que V ne contient les variables qu’à 
la seconde dimension, il s'ensuit que V sera un minimum ou un maxi­
mum, selon que la valeur de V sera positive ou négative, en donnant 
à ces variables des valeurs quelconques. Donc l'équilibre sera néces­
sairement stable dans le cas du minimum de V (art. 8). 

Au contraire, dans le cas du maximum de V, la quantité V étant tou­
jours négative, la quantité B le sera aussi, puisqu'on faisant 

la valeur de V devient B (art. 6); et, par ce que nous avons démon­
tré dans l'article précédent, les expressions des variables contiendront 
nécessairement des termes où t sera hors des signes de sinus et cosi­
nus; l'équilibre ne pourra donc pas être stable, car le système, en étant 
tant soit peu déplacé, s'en éloignera toujours davantage. Cette seconde 
partie du théorème énoncé dans l'endroit cité de la Statique n'avait pu 
y être démontrée faute des principes nécessaires ; nous en avions remis 
la démonstration à la Dynamique, et celle que nous venons de donner 
ne laisse plus rien à désirer. 

10. Au reste, entre ces deux états de stabilité et de non-stabilité 
absolue, dans lesquels l'équilibre, étant tant soit peu dérangé d'une 
manière quelconque, tend à se rétablir de lui-même ou à se déranger 
de plus en plus, il peut y avoir des états de stabilité conditionnelle 
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et relative, dans lesquels le rétablissement de l'équilibre dépendra 
du déplacement initial du système. Car, si quelques-unes des valeurs 
de sont imaginaires, les termes correspondants dans les valeurs des 
variables contiendront des arcs de cercle, et l'équilibre ne sera pas 
stable en général; mais, si les coefficients de ces termes deviennent 
nuls, ce qui dépend de l'état initial du système, les arcs de cercle dis­
paraîtront, et l'équilibre pourra encore être regardé comme stable, du 
moins par rapport à cet état particulier. 

11. Lorsque toutes les valeurs de sont réelles et inégales et que, 
par conséquent, l'équilibre est stable, les expressions de toutes les 
variables seront composées d'autant de termes de la forme 

qu'il y a de variables. 
Or ce terme représente les oscillations très petites et isochrones d'un 

pendule simple dont la longueur est en prenant g pour la force de la 

gravité. Donc les oscillations des différents corps du système pourront 
être regardées comme composées d'oscillations simples analogues à 

celles des pendules dont les longueurs seraient  

Mais, les coefficients E' E", . . . étant arbitraires et dépendant uni­
quement de l'état initial du système, on peut toujours supposer cet état 
tel que tous ces coefficients, hors un quelconque, soient nuls; alors 
tous les corps du système feront des oscillations simples, analogues à 
celles d'un même pendule; et l'on voit qu'un même système est suscep­
tible d'autant de différentes oscillations simples qu'il y a de corps mo­
biles (1). Donc, en général, les oscillations quelconques d'un système 
ne seront composées que de toutes les oscillations simples qui pour­
ront y avoir lieu par la nature du système. 

( 1 ) Le nombre des oscillations simples n'est pas égal au nombre des corps mobiles, mais 
au nombre des variables indépendantes. C'est, du reste, ce que Lagrange dit lui-même 
au commencement du paragraphe. (J. Bertrand.) 
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Daniel Bernoulli avait remarqué cette composition d'oscillations 
simples et isochrones dans le mouvement d'une corde vibrante char­
gée de plusieurs petits poids, et il l'avait regardée comme une loi gé­
nérale de tous les petits mouvements réciproques qui peuvent avoir 
lieu dans un système quelconque de corps. Un seul cas, comme celui 
des cordes vibrantes, ne suffisait pas pour établir une telle loi; mais 
l'analyse que nous venons de donner établit cette loi d'une manière 
certaine et générale et fait voir que, quelque irrégulières que puissent 
paraître les petites oscillations qui s'observent dans la nature, elles 
peuvent toujours se réduire à des oscillations simples, dont le nombre 
sera égal à celui des corps oscillants dans le même système. 

C'est une suite de la nature des équations linéaires auxquelles se ré­
duisent les mouvements des corps qui composent un système quel­
conque, lorsque ces mouvements sont très petits. 

12. Si les valeurs des quantités sont incommen­
surables, il est clair que les temps de ces oscillations seront aussi 
incommensurables et que, par conséquent, le système ne pourra jamais 
reprendre sa première position. 

Mais, si ces quantités sont entre elles comme nombre à nombre et 
que leur plus grande commune mesure soit µ, on verra facilement que 
le système reviendra toujours à la même position au bout d'un temps  

étant l'angle de 1800. Ainsi G sera le temps de l'oscillation 
composée de tout le système. 

13. La solution que nous venons de donner demande que les coor­
données puissent être exprimées par des fonctions en série de variables 
très petites, et qui soient nulles dans l'état d'équilibre, ainsi que nous 
l'avons supposé dans l'article 3. 

Or c'est ce qui est toujours possible, comme nous l'avons vu, lorsque 
les équations de condition, réduites en série, contiennent les premières 
puissances des variables supposées très petites, parce que ces termes 
donnent d'abord des équations résolubles rationnellement, et qu'en-
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suite on peut toujours, par la méthode des séries, avoir des solutions 

rationnelles de plus en plus exactes. 
II peut néanmoins arriver que les termes de la première dimension 

manquent dans une ou plusieurs des équations de condition, ce qui 
aura lieu, par exemple, si, dans l'équation L = o, les valeurs des 
coordonnées pour l'équilibre sont telles, qu'elles rendent non seule­
ment L nulle, mais aussi chacune de ses différences premières; car on 
aura alors 

et l'équation L = o ne contiendra que les secondes puissances et les 
puissances ultérieures de (art. 1). Dans ce cas, si l'on 
réduit les coordonnées en fonctions de variables indépendantes, ces 
fonctions ne pourront plus être rationnelles, et les équations différen­
tielles ne seront ni linéaires, ni même rationnelles. Ainsi la supposi­
tion des mouvements très petits du système ne servira pas alors à 
simplifier la solution du problème, ou du moins ne la rendra pas sus-
ceptible'de la méthode générale que nous avons exposée. 

Pour résoudre ces sortes de questions de la manière la plus simple, 
on fera d'abord abstraction des équations de condition où les premières 
dimensions des variables ne se trouveraient pas; on parviendra ainsi à 
des expressions de T et de V de la forme de celles de l'article 2. Ensuite 
on ajoutera à cette valeur de V les premiers membres des équations de 
condition auxquelles on n'aura pas encore eu égard, multipliés chacun 
par un coefficient indéterminé et qu'on supposera constant dans les 
différentiations par ; et il suffira, dans ces termes dus aux équations 
de condition, de tenir compte des plus basses dimensions des variables 
très petites. De là on trouvera les équations différentielles à l'ordinaire, 
et il s'agira d'en éliminer les coefficients indéterminés. 

Si les équations de condition étaient du second degré et que les coef­
ficients indéterminés pussent être supposés constants, la valeur de V 
serait encore de la même forme que dans la solution générale; par con­
séquent, on pourrait l'appliquer aussi à ce cas; on déterminerait en-
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suite les coefficients, en sorte que les équations de condition fussent 
satisfaites. On pourra donc toujours commencer par adopter cette sup­
position, on verra ensuite si les valeurs qui en résultent pour les va­
riables peuvent satisfaire aux équations de condition, auquel cas la 
supposition sera légitime et la solution exacte; sinon il faudra cher­
cher à intégrer les équations différentielles par des méthodes particu­
lières. 

§ I I . — Des oscillations d'un système linéaire de corps. 

14. Lorsque les corps qui composent le système proposé sont dis­
posés, les uns par rapport aux autres, d'une manière uniforme et 
régulière, on peut simplifier le calcul et parvenir à des formules géné­
rales et symétriques, en employant la notation et l'algorithme des dif­
férences finies. Nous allons en donner un exemple, en examinant le 
cas où un nombre quelconque de corps, rangés sur une ligne droite 
ou courbe, oscillent en vertu de forces quelconques combinées avec 
leur action réciproque. 

Soient a, y, z les coordonnées rectangles d'un quelconque des corps 
du système, que nous dénoterons par Dm, en employant la lettre 
majuscule D pour dénoter les différences finies (Sect. IV, art. 17). On 
aura d'abord  

la caractéristique S représentant les sommes relatives à tout le système. 
La fonction V doit contenir la somme SllDm provenant des forces 

accélératrices P, Q, R, . . . , qu'on suppose telles que l'on ait 

Cette fonction doit contenir aussi la somme en supposant 
que soit la force avec laquelle deux corps voisins qui sont à la dis­
tance Ds l'un de l'autre s'attirent, et que cette force soit une fonction 
de la même distance Ds, en sorte que soit une quantité inté-
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grable dont la différentielle par soit Cette force que nous 
supposons fonction de DS, pourra varier d'un corps à l'autre et sera, 
par conséquent, aussi fonction du nombre ou de la quantité qui repré­
sente la place de chaque corps dans la série de tous les corps, et à 
laquelle se rapporte le signe sommatoire S. Si les corps, au lieu de 
s'attirer, se repoussaient, il faudrait prendre Φ négativement. 

On aura ainsi 

et, par conséquent, 

Et il est bon de remarquer que cette expression de serait la même 
si les corps étaient liés entre eux de manière que leurs distances mu­
tuelles fussent invariables; car on aurait dans ce cas l'équation de con­
dition laquelle donnerait dans l'expression d e l e terme  

(article cité). 

15. En exprimant l'élément Ds par les différences finies de .x, y, z, 
il est clair qu'on aura  

donc, différcntiant par  

Substituant cette valeur, et faisant, pour abréger, fonction 
de Ds, on aura 

Comme les caractéristiques D et _ sont indépendantes entre elles, on 
peut changer en et l'on aura 

On peut aussi faire disparaître le D avant le par l'intégration par 
parties appliquée aux différences finies. 
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16. En effet, on a, en général, 

on dénotant par x, le terme qui suit x dans la série des termes consé­
cutifs Donc, en passant des différences aux sommes, 
on aura 

On trouverait de la même manière 

et ainsi de suite, étant les termes qui se suivent dans la 
même série. 

Pour compléter ces sommations, il faudra rapporter les termes hors 
du signe S au dernier point de l'intégrale finie SyDx et en retran­
cher les mêmes termes rapportés au premier point. Ainsi, en marquant 
par un zéro et par un i placés au bas des lettres les termes qui se rap­
portent au premier et au dernier point, on aura ces sommations com­
plètes 

Lorsque la caractéristique S indique des sommes totales d'un nombre 
de termes donné, il est clair qu'on peut, à la place des termes x, Dy, 
x,, D y , . . . sous le signe S, prendre les termes précédents, que nous dé­
noterons par en marquant d'un trait, de deux, . . . , 
placés à gauche, les termes qui précèdent y dans la série indé­
finie  

17. Cela posé, mettons dans les formules précédentes à la place 
de x et Dx à la place de y, on aura ces transformations 
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et, de même, 

et I’on fera ces substitutions dans l'expression de 
Si le premier corps et le dernier sont supposés fixes, les variations  

qui s'y rapportent, seront nulles. Nous 
adopterons d'abord cette hypothèse, qui simplifie les formules, et nous 
aurons, en conséquence, 

En général, comme il faut que les variations disparaissent toujours, 
si le premier ou le dernier corps, ou tous les deux, n'étaient pas fixes, 
il faudrait supposer la valeur de nulle au commencement ou à la fin. 
On aurait ainsi, à cause de la condition à remplir ou 

si le premier ou le dernier corps est supposé mobile; et si 
tous les deux étaient mobiles, on aurait les deux conditions 
et  

18. La variation étant réduite à cette forme simple, les équations 
générales de la Section IV (art. 10), étant rapportées aux variables x, 
y, z de chacun des corps du système, donneront pour ces variables les 
trois équations suivantes, dans lesquelles je remets au lieu de Ds : 

Ces équations sont rigoureuses, quel que soit le mouvement des 
corps; mais, lorsque ces mouvements sont très petits, les équations 
se simplifient et deviennent linéaires, comme nous l'avons vu plus 
haut (§ I ) . 

X L 5Q 
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19. Supposons que, dans l'état d'équilibre du système, les coordon­
nées x, y, z deviennent a, b, c, et qu'elles soient, dans le mouvement, 

les quantités étant très petites. La fonc­

tion II deviendra Ainsi, en regardant doré­

navant II comme une simple fonction de a, b, c, les trois différences 

partielles pourront s'exprimer ainsi : 

Par les mêmes substitutions de au lieu de x, 
y, z, les différences Dx, Dy, Dz deviendront 

A l'égard de la quantité qui est supposée fonction de Ds, si l'on 
fait, pour abréger,  

on aura d'abord 

ensuite, si l'on nomme F ce que devient la fonction _ lorsqu'on y 

change Us en Dƒ, et qu'on fasse on aura, par le dévelop­

pement,  

et, par conséquent, 

20. On fera ces substitutions dans les trois équations trouvées ci-
dessus, et comme, dans l'état d'équilibre, les variables sont 
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supposées nulles, il faudra que ces équations se vérifient dans cette 
hypothèse. Ainsi les termes constants devront se détruire, ce qui don­
nera d'abord les trois équations de condition 

Ces équations donneront les valeurs que les coordonnées a, b, c 
doivent avoir dans la situation de l'équilibre; et il est facile de voir 
qu'elles représentent d'une manière générale celles que nous avons 
trouvées dans la Section V de la l r e Partie, pour l'équilibre de plusieurs 
corps liés par un fil extensible ou non. 

21. On aura ensuite, en faisant, pour abréger, 

les trois équations suivantes entre les variables et l : 

Ce sont ces équations qui serviront à déterminer les oscillations du 
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système supposées très petites; elles sont du genre de celles qu'on 

nomme à différences finies et infiniment petites, et comme elles sont à 

coefficients constants, elles sont susceptibles de la méthode générale 

exposée dans le paragraphe précédent. 

22. Les équations de l'article 20, qui renferment les conditions de 

l'équilibre, donnent, en passant des différences aux sommes, 

A, B, C étant trois constantes arbitraires; d'où l'on tire tout de suite 

Lorsque la quantité F est une fonction donnée de Dƒ, ce qui a lieu 

quand on suppose que les corps s'attirent ou se repoussent par une 

force Φ fonction de leurs distances Ds, la valeur précédente de F don­

nera la valeur de Dƒ qui doit avoir lieu dans l'état d'équilibre. 

Mais, lorsque les distances Ds sont supposées données et invariables, 

alors la quantité Φ, qui tient lieu du multiplicateur (art. 14), est 

inconnue et doit se déterminer par la formule précédente; mais, dans 

ce cas, on a  

et, par conséquent (art. 19), 

ce qui simplifie les équations de l'article précédent. 

23. L'esprit de la méthode de l'article 4 consiste à supposer que 
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chaque variable soit exprimée par une même fonction de t, multipliée 
par une quantité différente pour chaque variable. 

Si l'on désigne par cette fonction, on fera 

et, après avoir substitué ces valeurs dans les équations de l'article 21 , 
on verra aisément que, pour vérifier ces équations, il est nécessaire que 
la variable soit déterminée par une équation de la forme 

car alors, en mettant pour sa valeur et divisant tous les 

termes par 0, on aura ces trois équations aux différences finies 

24. L'équation en s'intègre facilement; elle donne 

E et ε étant deux constantes arbitraires. 
A l'égard des équations en X, Y, Z, elles ne sont, en général, inté­

grales en termes finis, par les méthodes connues, que lorsqu'elles sont 
à coefficients constants; mais, si I’on développe les différences finies 
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marquées par D, elles deviennent de la forme (art. 16) 

les coefficients A, B, C, A', B', . . . sont constants ou variables, mais 
indépendants de t, et la quantité k n’entre que dans les valeurs de A', 
B', C', et seulement à la première dimension. 

Si maintenant on désigne par les valeurs consé­
cutives de X, en commençant par la première, qui répond au premier 
corps du système, et de même par  

les valeurs consécutives correspondantes de Y et Z, et qu'on 
substitue successivement ces valeurs dans les trois équations, réduites 
à la forme précédente, il est aisé de voir que les trois premières don­
neront les valeurs de X2 , Y2 , Z2 en fonctions linéaires de X0, Y0, Z0, 
X1, Y1, Z1, ; que les trois suivantes donneront X3 , Y3, Z3 en fonctions 
linéaires de X2, Y2, Z2, X1, Y1, Z1, lesquelles, par la substitution des 
valeurs de X2 , Y2, Z2, deviendront aussi desfonctions linéaires de X0 , 
Y0, Z0, X1, Y1, Z1, et ainsi de suite. 

Donc, en général, les valeurs de seront de la forme 

et il est facile de s'assurer, par le calcul, que les quantités A, B, C 
seront des fonctions rationnelles et entières de k de la dimension 
n — 2, et que les quantités sont de pareilles fonctions de la 
dimension n — 1. 

Nous avons supposé (art. 17) que le premier et le dernier corps du 
système étaient fixes; le premier corps appartient a l'indice o, et si 
l'on désigne par n le nombre des corps mobiles, le dernier corps, qui 
doit être fixe, appartiendra à J'indice n + 1. Il faudra donc que l'on ait 

ce qui donnera entre X1, Y1, Z1, trois équations linéaires de la forme  
dans lesquelles les coefficients A', B', C' 

seront des fonctions rationnelles et entières de k de la dimension n. 
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En éliminant les quantités X4, Y4, Z4, on aura une équation en k du 
degré 3n, nombre des inconnues X, Y, Z, et qui aura, par consequent, 
3n racines. 

Les mêmes équations donneront les rapports entre les trois quantités 
X4, Y4, Z4 ; de sorte qu'on pourra prendre à volonté la valeur d'une de 
ces quantités. Comme ces rapports se trouveront exprimés par des 
fonctions rationnelles de k, on pourra exprimer les valeurs des trois 
quantités X4, Y4, Z4, par des fonctions rationnelles et entières de k, et, 
par ce moyen, les inconnues X, Y, Z seront aussi exprimées, en géné­
ral, pardes fonctions connues, rationnelles et entières de k. 

25. Nous dénoterons par . . . les différentes racines 
de l'équation en k, dont la résolution doit être supposée connue; et 
nous dénoterons pareillement par  

les valeurs correspondantes des quantités X, Y, Z, qui 
résultent de la substitution de ces différentes racines à la place de k. 

Donc, puisqu'on a trouvé (art. 23 et 24) 

en substituant successivement les différentes valeurs de k, et en pre­
nant différentes constantes arbitraires E et ε, on aura autant de valeurs 

particulières de dont la somme donnera les valeurs complètes 
do ces variables, par la nature des équations linéaires. 

Ces valeurs particulières de sont analogues à celles qui repré­

sentent les petites oscillations d'un pendule dont la longueur serait 
(art. 11), pourvu que k soit une quantité réelle et positive; et le mou­
vement de chaque corps sera composé d'autant de pareilles oscilla­
tions qu'il y aura de valeurs différentes de k; de sorte que, si toutes 
ces valeurs sont incommensurables entre elles, il sera impossible que 
le système reprenne jamais sa première position, à moins que les 
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valeurs de ne se réduisent aux valeurs particulières qui répondent 
à une seule des racines k. Dans ce cas, en faisant t = o dans les for­
mules précédentes, on aura XE sin ε, YE sin ε, ZE sin ε pour les valeurs 

de et XEcosε, YEcosε, ZEcosε pour celles de  

Ainsi, pour que ce cas puisse avoir lieu, il faudra que les déplacements 

primitifs ainsi que les vitesses initiales soient pro­

portionnels à X, Y, Z; et il y aura autant de manières de satisfaire a 

ces conditions qu'il y a de valeurs différentes de k. 

26. Si l'on désigne, par des traits supérieurs, des constantes arbi­
traires différentes, on aura 

pour les valeurs complètes des variables qui représentent les 
oscillations de chacun des corps du système donné, quel que soit leur 
état initial. 

On peut représenter ces valeurs d'une manière plus simple, en em­
ployant le signe Σ pour exprimer la somme de toutes les valeurs cor­

respondantes aux différentes valeurs de k; on aura ainsi 

et l'on aura les expressions particulières des variables  
pour chacun des corps du système, en changeant, dans les 

précédentes, X, Y, Z en X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2, , et prenant pour E 
et ε différentes constantes arbitraires E1, E2, . . . , ε1, ε2, . . . , qui dé­
pendent de l'état initial du système. 
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27. Pour déterminer ces constantes de la manière la plus simple, je 
reprends les équations en de l'article 21 , et je les ajoute 
ensemble, après avoir multiplié la première par X, la seconde par Y 
et la troisième par Z; je prends ensuite la somme de toutes ces équa­
tions ainsi composées, relativement à tous les corps du système, et je 
dénote cette somme par la caractéristique S; si l'on fait attention que 
cette caractéristique est indépendante de la caractéristique d des diffé­
rentielles relatives à t, on aura l'équation 

Dans cette équation, les termes qui contiennent des différences mar­
quées par D sous le signe sommatoiro S sont susceptibles de réduc­
tions analogues à celles des intégrations par parties, et dont nous 
avons donné le type dans l'article 16. Pour cela, considérons en général 
un terme quelconque de la forme nous aurons, par les 
réductions de l'article cité, en faisant attention que les quantités X et 
sont nulles au commencement et à la fin des intégrations marquées 
par D (art. 24), 

Or est la même chose que en prenant à la 
place du terme celui qui le précède. 

XI. 51 
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Donc, en général, on aura 

et il en sera de même des termes semblables. Ainsi l'équation précé­
dente deviendra de la forme 

dans laquelle les quantités désignées par (X), (Y), (Z) contiendront 
les mêmes termes qui composent les seconds membres des équations 
de l'article 23, de manière que ces équations donneront 

d'où il suit que l'équation ci-dessus deviendra 

laquelle donne tout de suite, par l'intégration, 

L et étant deux constantes arbitraires. 

28. 11 est facile de voir, par la nature du calcul, que, si l'on substitue 
dans cette équation pour k une des racines de l'équation en k que nous 
avons dénotées par k',k'', k''', . . . (art. 25), on devra avoir un résultat 
identique avec les expressions de de l'article 26, de sorte qu'en 
substituant ces mêmes expressions dans l'équation précédente, elle 
devra devenir absolument identique pour toutes les valeurs de k. 

On aura donc ainsi l'équation identique 
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pour chacune des valeurs k', k", k''', . . . de k; et comme cette identité 

doit avoir lieu indépendamment de la valeur de t, il ne sera pas diffi­

cile de se convaincre que tous les termes qui contiendront le même 

arc devront être identiques dans le premier et dans le second 

membre de l'équation; d'où il suit d'abord qu'on aura nécessairement  

pour toutes les valeurs de et dé ε. 

Ensuite, si l'on fait attention à la valeur des signes sommatoires 

S et Σ dont le premier S représente la somme des quantités sous le 

signe qui appartiennent à tous les corps du système, et que nous avons 

dénotées par des nombres placés en forme d'indices au bas des lettres 

(art. 24) , et dont le second Σ représente la somme des quantités sem­

blables qui répondent à toutes les racines et que 

nous dénotons par des traits supérieurs (art. 25) , on trouvera, par la 

comparaison des termes affectés des mêmes sinus, l'équation 

Donc on aura, en général, 

et, par conséquent, par l'article 27, 

équation qui aura lieu pour toutes les valeurs de k. 

29. Soient maintenant, lorsque t = o, 

et 

ces six quantités seront données par l'état initial du système : si donc 
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on les introduit dans l'équation précédente et dans sa différentielle 
relative à t, en y faisant t = o, on aura les valeurs suivantes des con­
stantes arbitraires : 

Donc enfin, si l'on substitue ces valeurs dans les expressions de   
de l'article 26, on aura 

Ces formules, remarquables par leur généralité autant que par leur 
simplicité, renferment la solution de plusieurs problèmes dont l'ana­
lyse serait fort difficile par d'autres méthodes. Nous allons en faire 
l'application à deux problèmes déjà résolus dans différents Ouvrages, 
mais d'une manière plus ou moins complète. 
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§ I I I . — Où l'on applique les formules précédentes aux vibrations d'une 
corde tendue et chargée de plusieurs corps, et aux oscillations d'un fil 
inextensible, chargé d'un nombre quelconque de poids et suspendu par 
ses deux bouts ou par un seulement. 

30. Les expressions des variables que nous venons de trouver 
se simplifient beaucoup lorsque, dans les équations différentielles de 
l'article 21, les variables dont il s'agit se trouvent séparées. Alors les 
variables X, Y, Z se trouvent aussi séparées dans les équations aux 
différences finies de l'article 23; et chacune de ces équations donne, 
par le procédé de l'article 24, une équation particulière en k du 
degré m. Si I’on dénote par k, k1, k2, les valcurs des k qui répondent 
aux quantités X, Y, Z données par ces trois équations, et que l'on con­
serve les dénominations de l'article précédent, les expressions de  

se réduiront, dans le cas précédent, à celles-ci : 

31. Ce cas a lieu premièrement lorsque les corps sont supposés 
placés en ligne droite dans l'état d'équilibre; car, si l'on prend cette 
ligne pour l'axe des x, les ordonnées b et c deviennent nulles ainsi 
que leurs différences Db, Dc; et les équations de condition de l'ar­
ticle 20 exigent que l'on ait 
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c'est-à-dire que les forces perpendiculaires à l'axe soient nulles. On 

aura donc aussi  

et les équations de l'article 21 deviendront, à cause de  

par conséquent, les équations de l'article 23 se réduiront à celles-ci : 

dans lesquelles on voit que les variables sont séparées, de manière 

qu'on peut les déterminer chacune en particulier. 

La constante indéterminée k pourra donc être différente dans ces 

trois équations, et chacune d'elles donnera une équation du nièlue degré 

pour la détermination de cette constante. On aura ainsi les formules 

de l'article précédent. 

32. Puisqu'on a, dans le cas dont il s'agit, on 

aura et les équations de l'équilibre (art. 22) donne­

ront 

Mais, pour avoir la valeur de la quantité F' (art. 19), il faudra con-
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naître la valeur de F en fonction de Dƒ ou Da; et l'on déduira par la 
différentiation, la valeur de F' en fonction de F. 

Si, par exemple, on suppose on aura et, 
de là,  

Dans le cas où l'on ferait abstraction de toute force étrangère, on 

aurait ce qui donne F = A et, par conséquent, F constante 

pour tous les corps. Mais la valeur de F' pourra varier d'un corps à 
l'autre, à moins que l'intervalle Da entre les corps consécutifs ne soit 
aussi le même pour tous les corps. Dans ce dernier cas, lesxjuantités F 
et F' seront deux constantes qu'on pourra déterminer a posteriori, sans 
connaître la loi de la fonction Φ. 

Ce cas est celui d'un fil ou corde tendue, dont les deux extrémités 
sont fixes, et qui est chargée d'un nombre quelconque de corps placés 
à distances égales entre eux; la quantité F exprime alors la tension de 
la corde ou le poids qui peut la produire; mais, pour la quantité F', 
on ne peut la déduire de F sans connaître la loi de l'élasticité de la 
corde. 

Ce problème, qui est connu sous le nom de problème des cordes vi­
brantes, mérite un examen particulier, tant parce qu'il est susceptible 
d'une solution générale, que parce qu'il est intimement lié avec le 
fameux problème des vibrations des cordes sonores. 

33. Nous supposerons que tous les corps Dm dont le fil est chargé 
soient égaux entre eux et sans pesanteur, et que les intervalles Df ou 
Da qui les séparent dans l'état d'équilibre soient aussi tous égaux. 

Comme n est le nombre des corps mobiles, si l'on désigne par M la 
masse entière ou la somme de toutes les masses Dm, en y comprenant 
la dernière, qui est supposée fixe, et par l la longueur de la corde dans 
l'état d'équilibre, il est clair qu'on aura 
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et les trois équations en X, Y, Z de l'article 31 deviendront 

lesquelles étant semblables entre elles, il suffira de résoudre la pre­
mière, et il n'y aura plus qu'à changer F' en F pour avoir aussi la réso­
lution des deux autres. 

34. Soit r l'exposant ou l'indice du rang qu'un terme quelconque X 
tient dans la série des X; nous désignerons en général ce terme par 
et le terme précédent ainsi la première équation sera 

Supposons, pour résoudre cette équation, 

H et e étant deux constantes arbitraires; on aura, par les formules con­
nues de la multiplication des angles, 

et ces valeurs étant substituées dans l'équation précédente, elle devien­
dra, après la division par Xr, 

laquelle donne  

Or on a (art. 24) les deux conditions à remplir 
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la première donne e = o ; la seconde donne sin d'où l 'on 

t i re étant l 'angle de 180° et p un nombre quelcoirque 

entier. Donc on aura par conséquent, en faisant, ce qu i est 

permis, H = 1, on aura, en général, 

Et l 'on aura la même expression pour et pour qu'on substituera 

à la place de X, Y, Z, dans les expressions de de l 'ar t icle 30. 

La même valeur de étant substituée dans l 'expression de 

trouvée ci-dessus, donne 

où l 'on peut mettre pour p tous les nombres entiers depuis o jusqu 'à n 

inclusivement; car p = n + 1 donne X, Y, Z nuls , et, au-dessus de 

n +1, les sinus de reviennent les mêmes. 

A ins i l 'on aura autant de valeurs différentes de k q u ' i l y a de corps 

mobiles; ce seront les racines de l 'équation en k. 

En changeant F' en F, on aura les valeurs des racines des 

deux autres équations en k. 

On fera donc ces substi tutions dans les formules générales de l 'ar­

ticle 30, et l 'on observera que la caractéristique sommatoire S doit se 

rapporter uniquement aux exposants ou indices de rang r, depuis r= 1 

jusqu'à r = n, et que la caractéristique sommatoire Σ doit se rap­

porter aux indices p des différentes racines depuis p = 1 jusqu'à p = n. 

A l'égard de la valeur de S X 2 D m = D m S X 2 , on aura, à cause de  

la sommation suivante : 

X I . 5 i 
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On aura do même 

35. Comme les valeurs de k sont incommensurables entre elles, la 

corde ne pourra jamais reprendre sa première position, à moins que 

les expressions de ne se réduisent à un seul terme (art. 25) . 

Dans ce cas, en mettant dans les formules de l'article cité, pour X, Y, 

Z et k, les valeurs qu'on vient de trouver, et faisant, pour abréger, 

on aura ces expressions, dans lesquelles j'ai conservé l'angle à la 

place de sa valeur  

mais il faudra que les valeurs initiales qui répondent à 

t = o, soient proportionnelles à sinrφ. C'est la solution connue, dans 

laquelle on suppose que les corps ne font que des oscillations simples 

et isochrones. 

36. Pour avoir des expériences générales applicables à un état ini-

lial quelconque, il faut employer les formules de l'article 30, en y sub­

stituant les valeurs trouvées ci-dessus (art. 34 ) . Nous appliquerons, 

pour plus de clarté, aux variables l'exposant ou indice r placé 

au bas de ces lettres, pour marquer le rang du corps auquel elles se 

rapportent, et à l'égard des quantités qui 

sont sous le signe sommatoire S, nous emploierons l'exposants au lieu 

de r, parce que cet exposant est uniquement relatif au signe S, lequel 
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indique qu'il faut prendre la somme de tous les termes qui répondent 
aux valeurs de s, depuis o jusqu'à n. 

On aura ainsi cette formule générale 

et pour avoir les expressions de et il n'y aura qu'à changer en 

Les variables représentent les excursions longitudinales des corps 
dans la ligne droite ou axe qui passe par les deux extrémités fixes de 
la corde, et les variables représentent leurs excursions transver­
sales ou latérales dans la direction perpendiculaire à l'axe, les seules 
qu'on ait considérées jusqu'ici dans la solution du problème des cordes 
vibrantes. 

A l'égard du signe Σ, on se souviendra qu'il exprime la somme de 
toutes les quantités, sous ce signe, qui répondent 
d'où l'on voit que les excursions de chaque corps, tant longitudinales 
que transversales, seront composées en général d'autant d'excursions 
particulières, analogues à celles de différents pendules dont les lon­
gueurs seraient 

qu'il y a de corps mobiles, g étant la force de la gravité. 
Pour que les valeurs de h et h' soient réelles, il faut que lès quan­

tités F et F' soient positives (art. 35); donc, suivant l'hypothèse de 
l'article 32, il faudra que l'exposant m soit positif. Si les corps se 
repoussaient» F serait une quantité négative, et il faudrait alors que 
l'exposant m fût aussi négatif, et que, de plus, on eût  

pour rendre nulles les excursions transversales  
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37. Il y a une remarque importante à faire sur l'expression générale 
de que nous venons de trouver. Quoique nous ayons supposé que le 
nombre n des corps mobiles est donné, et que la corde, dont la lon­
gueur est aussi donnée, est fixe par ses deux bouts, le calcul n'est 
pas arrêté par ces suppositions, et l'expression dont il s'agit donne 
la valeur de pour tout corps placé sur la même ligne droite dont le 
rang serait exprimé par un nombre quelconque r entier, positif ou 
négatif. 

En effet, puisque ce nombre m'entre que dans sin rφ, il est visible 

qu'on peut lui donner telle valeur que l'on veut, et l'on voit en même 

temps que, comme ce sinus ne changera pas de valeur si 

l'on y met la place de r, et deviendra simplement 
négatif si l'on y change r en étant un nombre quel­
conque entier, positif ou négatif. D'où il s'ensuit qu'en imaginant, sui­
vant l'esprit du calcul, que la corde s'étende indéfiniment de part et 
d'autre, et qu'elle soit chargée, dans toute sa longueur, de corps égaux 
et placés à distances égales entre eux, les mouvements de ces corps 
seront tels, qu'on aura toujours 

Or il est facile de voir que la formule peut représenter 
tous les nombres entiers, positifs ou négatifs, en supposant r compris 
entre o et n + 1; car, ayant un nombre entier quelconque, si on le 
divise par 2(n + 1) jusqu'à ce que le reste, positif ou négatif, soit 
moindre que n + 1, ce qui est toujours possible, et qu'on prenne 
pour le quotient et ± r pour le reste, ce nombre sera représenté par  

Ainsi la valeur do relative à un corps quelconque 
placé sur la même ligne, à telle distance qu'on voudra de l'origine de 
l'axe l, se réduira toujours à la valeur de pour un des corps placés 
sur cet axe. 

Comme la relation que nous venons de trouver entre les différentes 
valeurs de est générale, quel que soit le nombre r, si l'on y met 
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à la place de r, et qu'on prenne les signes inférieurs, elle 
devient 

D'où il est facile de conclure que, si l'on imagine toute la longueur 
indéfinie de la corde divisée en parties égales à l'axe l de la corde 
donnée, les valeurs de dans chacune de ces parties, seront les 
mêmes à égale distance des points de division, mais de signes diffé­
rents dans les parties contiguès. Si donc on représente les valeurs 
de pour tous les corps placés sur l'axe l, par les ordonnées des 
angles d'un polygone décrit sur cet axe, il n'y aura qu'à transporter ce 
polygone alternativement et symétriquement au-dessous et au-dessus 
de l'axe prolongé des deux côtés à l'infini, de manière que les côtés 
qui aboutissent aux points de division soient les mêmes, mais placés 
en sens contraire et dans la même direction; on aura ainsi à chaque 
instant les valeurs de pour tous les corps qu'on supposera distribués 
sur la même ligne droite prolongée à l'infini par les coordonnées des 
angles de ce polygone composé d'une infinité de branches. Ces valeurs 
seront nulles dans chaque point de division, de sorte que les corps 
placés dans ces points seront d'eux-mêmes immobiles; et c'est ainsi 
que le calcul satisfait à la condition que les deux bouts de la corde 
donnée soient fixes. 

Ce que nous venons de démontrer par rapport aux variables a lieu 

également pour les différentielles car, en différentiant l'expression 

de par rapport à t, on a une expression de à laquelle on peut 

appliquer les mêmes raisonnements. 

Donc les valeurs de a et de a, qui représentent celles de et de  

au premier instant, et qui sont arbitraires pour tous les corps placés 
sur l'axe l, seront représentées par une pareille construction dans 
l'étendue de la corde de longueur indéfinie. 

Comme les expressions des deux autres variables ne diffèrent 
de celle de que par les valeurs initiales qui sont à la 
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place de a, a, les mêmes résultats auront lieu aussi par rapport à ces 
autres variables. 

38. On conclura donc, en général, que, si une corde tendue, d'une 
longueur quelconque, est chargée de corps égaux et placés a distances 
égales entre eux, et qu'ayant divisé cette corde en plusieurs parties 
égales, comprises chacune entre deux corps, tous les corps, a l'excep­
tion de ceux qui sont dans les points de division, soient ébranlés à la 
fois, de manière que l'ébranlement soit le même, mais dans un sens 
opposé, pour ceux qui sont à distances égales de part et d'autre de 
chaque point de division, les corps placés dans ces points de division 
demeureront immobiles d'eux-mêmes, et chaque partie de la corde 
aura le même mouvement que si elle était isolée, et que ses deux 
extrémités fussent absolument fixes. 

H résulte de là qu'une corde tendue, de la longueur l, fixe par ses 
deux extrémités et chargée d'un nombre n de corps, étant divisée on 
v parties égales, v étant un diviseur de n + 1, si l'état initial est tel 
que les corps placés dans les points de division n'aient reçu aucun 
ébranlement, et que ceux qui sont en deçà et en delà d'un point de 
division à distances égales aient reçu des ébranlements égaux, mais 
en sens contraire, la corde oscillera comme si les points de division 
étaient fixes et que la corde n'eût que la longueur  

39. La séparation des variables dans les équations en peut 
encore avoir lieu sans supposer que les corps soient disposés en ligne 
droite dans l'état d'équilibre, mais en supposant que leurs distances 
mutuelles ne varient pas dans le mouvement. Nous avons remarqué 
dans l'article 14 que ce cas dépend des mêmes formules générales, en 
y regardant la quantité Φ, et, par conséquent aussi, la quantité F, 
comme indéterminées; et nous avons vu, dans l'article 22, que l'on a 
alors l'équation de condition 
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laquelle fait disparaître, dans les équations générales de l'article 21, 
tous les termes multipliés par G. 

En n'ayant égard qu'à la pesanteur des corps, et prenant l'axe des 

abscisses x et a, vertical et dirigé de bas en haut, on aura égale à 

la force accélératrice de la gravité, que nous désignerons par g, et, de 

plus, et les équations de l'article cité deviendront 

où les variables sont séparées. 
La valeur de F sera (art. 22) 

Les équations en X, Y, Z deviendront donc (art. 23) 

qui sont, comme l'on voit, tout à fait semblables entre elles; de sorte 
qu'on pourra supposer X = Y = Z, parce que les constantes arbitraires 
par lesquelles ces quantités peuvent différer, devant être déterminées 
par les mêmes conditions, deviendront aussi les mêmes. Ainsi les 
valeurs données par les formules générales de l'article 30, ne 
seront différentes que par les valeurs initiales qui 
peuvent être quelconques. 

Toute la difficulté se réduit donc à trouver l'expression générale 
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de X; mais c'est à quoi l'on ne saurait parvenir par les méthodes 
connues. 

Ce cas est celui d'un fil inextensible chargé de plusieurs poids et 
fixement arrêté dans ses deux extrémités. 

40. Lorsque le fil n'est arrêté que par une de ses extrémités, que 
nous prendrons pour l'extrémité supérieure, le corps le plus bas devant 
être libre, il faudra, par l'article 17, que la valeur de Φ ou de F soit 

nulle à l'extrémité inférieure. Or, en prenant cette extrémité pour 
l'origine des abscisses, que nous supposons dirigées de bas en haut, 
et y faisant commencer la somme SDm, la valeur de F y sera nulle, 
pourvu qu'on ait A = o, B = o, C = o. On aura ainsi F = g SDm. 

Comme on a, dans ce cas, 

les équations de l'article 22 donneront 
c'est-à-dire que les ordonnées b, c seront constantes; de sorte qu'on 
aura, pour l'état d'équilibre, une ligne droite parallèle à l'axe vertical 
des abscisses a. Ainsi Ton peut faire b = o, c = o, en prenant pour 
Taxe des a la verticale qui passe par le point de suspension du fil. 

Ce cas, qui est celui des oscillations très petites d'un fil suspendu à 
un point fixe et chargé d'un nombre quelconque de poids, est aussi 
susceptible d'une solution générale lorsque les poids sont tous égaux 
entre eux et placés à distances égales les uns des autres. 

41. Dans ce dernier cas, en nommant n le nombre des corps, M la 
somme de leurs masses Dm et l la longueur du fil, on a 

et si l'on nomme, de plus, r le nombre des corps, à commencer du 
plus bas jusqu'à celui auquel répondent les variables on aura 



SECONDE PARTIE. - SECTION V I . 417 

et, de là, on aura  

L'équation en X de l'article 39, étant multipliée par deviendra, 

en mettant Xr au lieu de X, et observant que ,X devient et que 
X, devient   

savoir, en exécutant les différentiations indiquées par la caractéris­
tique D, suivant la formule de l'article 16, 

Cette équation, à cause du coefficient variable r, ne peut pas être 
traitée comme celles qui donnent les suites récurrentes ordinaires; 
mais on peut en déduire successivement les valeurs de X2, X2, 

Pour cela, il n'y a qu'à la mettre sous cette forme, où  

De là, en faisant successivement r = 1, 2, 3, . . . , on aura 

et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, en général, 

(1) Le terme général est (J. Bertrand.) 

X I . 53 
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L'extrémité supérieure du fil devant être fixe, on peut supposer 
qu'elle réponde au corps dont le rang serait n + 1; ainsi il faudra que 
l'on ait ce qui donne l'équation suivante, en remettant pour 

h sa valeur  

laquelle sera, par rapport à k, du degré n, et donnera, par conséquent, 
les n valeurs de k, que nous désignerons en général par  

42. 11 n'y aura donc qu'à substituer, dans les formules de l'ar­
ticle 30, l'expression précédente de Xr à la place de X, de Y et de Z, 
et celle de ' à la place de k, et ensuite exécuter les sommations indi­
quées par les signes S et Σ. Mais il faut observer que dans le cas 

présent, où l'on suppose Db = o, Dc = o (art. 40), l'équation de con­
dition de l'article 39 donne et, par conséquent, égale à une 
constante pour tous les corps, mais qui peut être une fonction de t; 
donc on aura, pour le commencement du mouvement, a et a égales à 
des constantes; or, le premier corps étant supposé fixe, les valeurs 
initiales a et a sont nulles pour ce corps; donc elles seront aussi 
nulles pour tous les autres. Par conséquent, l'expression générale de 
la variable deviendra nulle. Cela a lieu en négligeant, comme nous 
l'avons fait, les carrés et les puissances supérieures des variables  

supposées très petites. En effet, l'équation Ds = Df de l'ar­
ticle 19, à cause de 

et de  

donne  

d'où l'on tire  

de sorte que les variables seront du second ordre par rapport à 
et  
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Désignons maintenant par Φr cette fonction de r, 

et mettons dans l'expression générale de la variable de l'article 30, à 
l'imitation de ce que nous avons fait dans l'article 36, , au lieu de 
et Φ r au lieu de Y dans les termes qui sont hors du signe S; mais, dans 

ceux qui sont sous ce signe, nous changerons r en s, et nous mettrons  

au lieu de et On aura ainsi, pour un corps quelconque dont 

le rang est r en montant, 

où le signe S exprime la somme des termes qui répondent à s = 1, 2, 
3, ..., n, et le signe Σ représente la somme des termes qui répondent  

en supposant que soient les 
racines de l'équation en représentée par 

On aura une expression tout à fait semblable pour la variable en 
changeant simplement en  

Le problème des oscillations infiniment petites d'un fil chargé d'un 
nombre quelconque de poids égaux est donc complètement résolu; il 
ne reste qu'à déterminer les racines de l'équation en ce qui ne 
paraît pas possible en général. 

43. Au reste, quoiqu'on ne puisse pas déterminer ces racines, on 
peut néanmoins être assuré qu'elles doivent être toutes réelles, posi­
tives et inégales; autrement les valeurs de contiendraient des 
termes qui iraient en augmentant avec le temps, ce qui ne peut être, 
puisqu'il est évident, par la nature du problème, que les oscillations 
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du fil doivent toujours être de peu d'étendue, si les valeurs initiales de  
sont très petites. 

Le contraire aurait lieu si l'on supposait la quantité g, qui exprime 
la gravité, négative, c'est-à-dire agissant en sens opposé; car ce serait 
le cas où, le point de suspension du fil vertical étant placé à son extré­
mité inférieure, le fil culbuterait, pour peu qu'il fût déplacé de la 
situation verticale. En effet, en faisant g négative dans l'équation en k, 
tous ses ternies deviennent positifs, de sorte qu'elle ne peut avoir que 
des racines imaginaires ou réelles négatives. 

On peut aussi trouver ces résultats a priori, par les principes établis 
dans l'article 8, ce qui peut servir à montrer la justesse de ces prin­
cipes. En effet, si l'on a égard à la condition de l'inextensibilité du fil, 
laquelle donne (article précédent), en prenant les sommes comptées 
du corps le plus bas, 

la valeur de V sera simplement SIIDm, et l'on aura 

Mais, puisque le corps le plus haut, qui répond à n +1, est sup­
posé fixe, la valeur de y devra être nulle; ainsi l'on aura 

en supposant que la somme renfermée entre deux crochets soit la 
somme totale. Donc on aura 

où le signe S' dénote les sommes prises à rebours, à commencer par 
le corps le plus haut, et qui sont les différences de la somme totale et 
des sommes partielles dénotées par S, lesquelles doivent commencer 
au corps le plus bas, où est l'origine des abscisses. 
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On aura donc ainsi 

où I’on voit que la partie de V qui contient les secondes dimensions 
des variables et qui sont maintenant indépendantes, est nécessai­
rement toujours positive, et que, par conséquent, les racines de l'équa­
tion en k seront toutes réelles, positives et inégales. Ce serait le con­
traire si l'on donnait à g une valeur négative. 

§ IV. — Sur les vibrations des cordes sonores, regardées comme des cordes 
tendues, chargées d'une infinité de petits poids infiniment proches l'un 

de l'autre; et sur la discontinuité des fonctions arbitraires. 

44. La solution générale que nous avons donnée du problème des 
cordes vibrantes a lieu, quel que soit le nombre n des corps mobiles, 
et quel que soit aussi leur état initial; par conséquent, elle doit s'ap­
pliquer aussi au cas où le nombre n deviendrait infiniment grand, et 
les intervalles entre les corps diminueraient à l'infini, de manière 
que la longueur de la corde restât la même : alors le mouvement de 
chaque corps se trouvera représenté par une série infinie de termes 
dont la somme sera équivalente à une fonction finie, différente de 
celle de chacun de ses termes. Ce cas est celui d'une corde sonore uni­
formément épaisse, et I’on a coutume de le résoudre directement par 
le Calcul différentiel; cependant il peut être intéressant pour l'Analyse 
de faire voir comment on peut le déduire de la solution générale, sur­
tout parce que, de cette manière, on sera assuré d'avoir une solution 
applicable à quelque figure que la corde puisse avoir au commence­
ment de son mouvement. 

45. Nous remarquerons d'abord qu'en supposant n infini, la valeur 

de (art. 34) devient parce que la dernière limite de 

est de sorte que les racines de l'équation en k. 
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qui étaient toutes incommensurables entre elles, tant que le nombre n 
des corps mobiles était fini, deviennent toutes commensurables lorsque 

n est infini, ayant pour commune mesure dans les excursions 

longitudinales dans les excursions transversales et  

d'où il suit que la corde reprendra toujours sa première figure par rap­

port à Taxe, au bout d'un temps égal à quel que puisse être 

son état initial. 

Il est vrai que, le nombre pouvant aussi devenir infini, il y aurait 

des cas où l'on ne pourrait plus supposer 

mais, comme cela ne peut avoir lieu qu'après un nombre infini de 

termes dans les séries infinies marquées par Σ il s'ensuit de la théorie 

connue de ces séries que ces cas particuliers ne sont point une excep­

tion au résultat général. 

On peut d'ailleurs s'en convaincre directement; car, dans le cas de 

n infini, les différences finies marquées par D deviennent infiniment 

petites; ainsi l'équation en X de l'article 33 devient, en changeant D 

en d, et mettant pour n + 1 sa valeur  

laquelle, étant intégrée, donne 

11 faut que X soit nul lorsque a = o et lorsque a = l, parce que les 
deux extrémités de la corde sont fixes; la première condition donne 

ε = o, et la seconde donne d'où l'on tire  

comme plus haut. 
On n'a donc pas besoin, dans ce cas, pour que la corde revienne 

toujours à son premier état, de supposer qu'elle ne fasse que des oscil­
lations simples et semblables à celles d'un pendule, comme dans l'ar-
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ticle 35; car, quel que soit son état initial, on est assuré que ses vibra­

tions seront toujours isochrones entre elles, et synchrones à celles d'un 

pendule simple de longueur égale à mais la loi de ces vibrations 

sera différente de celle des vibrations des pendules, et dépendra de 

l'état initial de la corde. 
Pour connaître cette loi, il faut voir ce que deviennent les expres­

sions générales de dans le cas de n infini; c'est ce que nous 
allons examiner. 

46. Faisons, dans la formule générale de l'article 36, les substitu­
tions de à la place de φ et de à la place de sin en sup­
posant n infini ; et au lieu des exposants ou indices r et s qui dénotent 
le rang des corps auxquels appartiennent les variables et α, em­

ployons, ce qui est plus simple, les parties mêmes de I’axe ou les 
abscisses qui répondent à ces corps, en dénotant par x l'abscisse rela­
tive à et par a l'abscisse relative à a et à a. Comme la longueur 
totale de la corde est supposée égale à l, on aura 

et la formule dont il s'agit donnera cette expression générale des ex­
cursions longitudinales  

en faisant 

Le signe Σ dénote ici une suite infinie de termes qui répondent à  
à l'infini; et le signe S dénote d'autres suites infinies 

de termes qui répondent à toutes les valeurs de a, Da, 2Da, 3Da, . . . , 
à l'infini, à cause de Da infiniment petit. 
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On aura de pareilles expressions pour les excursions transversales 
et en changeant  

47. Daniel Bernoulli, en généralisant la solution du problème des 
cordes vibrantes donnée par Taylor, était parvenu à une formule sem­
blable à la précédente, mais dans laquelle les coefficients étaient 
nuls et les coefficients dénotaient simplement des constantes ar­
bitraires dépendantes de la figure initiale de la corde (Mémoires de 
Berlin, 1753); et il avait cru pouvoir expliquer, par les différents 
termes de sa formule, les sons harmoniques qu'une corde sonore fait 
entendre, avec le son principal. Notre formule, dans laquelle ces coef­
ficients sont exprimés par les valeurs initiales a, a, nous met en état 
d'apprécier cette explication, qui a été adoptée par plusieurs auteurs 
après lui . 

En effet, il est facile de voir que le son principal de la corde sera 
donné par le premier ou les deux premiers termes de la série, qui 
répondent à et que les sons harmoniques successifs, c'est-à-dire 
l'octave, la douzième, la double octave, la dix-septième, etc., seront 
donnés par les termes suivants, qui répondent à 
Donc, pour que le son principal domine parmi tous les autres, et qu'il 
n'y ait que les premiers des harmoniques qui se fassent entendre en 
môme temps, il faut supposer que les coefficients soient beau­
coup plus grands que tous les autres pris ensemble, et que les coeffi­
cients suivants : 

forment des séries extrêmement convergentes. Mais, par la manière 
dont ces coefficients dépendent des valeurs initiales a et a, on voit que 
cette supposition est inadmissible, en regardant l'état initial de la 
corde comme arbitraire ; on voit même que, dans la plupart des cas, ces 
coefficients formeront des séries divergentes, ce qui n'empêchera pas 
que la corde ne fasse des vibrations isochrones ou d'égale durée, seule 
condition nécessaire pour la formation d'un ton. 
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48. Quoique les formules de l'article 46 donnent rigoureusement 
le mouvement de la corde au bout d'un temps quelconque t, les séries 
infinies qui entrent dans ces formules empêchent néanmoins qu'elles 
ne représentent ce mouvement d'une manière nette et sensible; mais, 
en envisageant sous un autre point de vue la formule générale de l'ar­
ticle 36, on peut en tirer une construction simple et uniforme pour 
déterminer l'état de la corde à chaque instant, quel que puisse être 
son état initial. 

Reprenons cette formule, et mettons-la sous la forme suivante, ce 
qui est permis à cause de l'indépendance des signes sommatoires S 
et Σ: 

Nous tirerons d'abord de cette formule une conséquence qui nous 
sera fort utile. Comme on a supposé que « est la valeur initiale de 
(art. 29), il faut qu'en faisant t = o dans l'expression précédent de 
elle se réduise à αr, et qu'on ait, par conséquent, cette équation iden­
tique 

Il est évident que le second membre de cette équation ne peut se 
réduire moins que l'on n'ait, en général, 

tant que s est différent de r; et que, lorsque s = r, on ait 

étant égal et le signe Σ étant rapporté aux valeurs succes-

XI . 54 
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sives 1, 3, 3, . . . . n de p : ce qui donne une série formée des produits 

de sinus d'angles multiples de dont la somme devra 

être toujours nulle dans le premier cas, et égale à dans le second. 

C'est aussi ce qu'on peut démontrer directement par les formules con­
nues, pour la sommation de ces sortes de suites. 

Dans ces formules, r et s sont supposés des nombres quelconques 

entiers compris entre o et n + 1; mais, a cause de étant 

aussi un nombre entier, si l'on met à la place de r, 
étant un nombre quelconque entier positif ou négatif, on aura 

par conséquent, on aura, en général, 

selon que s sera égal à r ou non. 
La formule peut représenter tous les nombres entiers 

positifs ou négatifs, comme nous Favons vu dans l'article 37; ainsi, 
ayant un nombre quelconque entier N, on peut faire 
ce qui donnera  

et Ton aura, en général, quel que soit N, 

selon que s sera égal à ou non, s étant un nombre 
entier entre o et n + 1. 

49. Cela posé, comme l'expression de est composée de deux par­

ties, dont la première contient les valeurs initiales a de la variable 

et dont la seconde contient les valeurs initiales a des différentielles 

nous considérerons ces deux parties séparément, et nous désignerons 
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la première par et la seconde par de manière que; lion ait 

En supposant n infini, l'angle devient infiniment petit, et 

Faisant cette substitution dans l'expres­

sion de on aura (art. 48) 

et développant le produit sinrφ cos(n + 1).  

Comme n est supposé un nombre infiniment grand, on pourra tou­

jours regarder comme un nombre entier le nombre (n + 1)h't, quel 

que puisse être le nombre exprimé par ht. 

Ainsi, en faisant, dans la dernière formule de l'article précédent, 

on aura 

où 

et faisant on aura pareillement 

où 

et étant des nombres entiers quelconques, ou zéro. 

Donc, réunissant ces deux valeurs, on aura simplement 
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où les signes ambigus de a3 et de a3' répondent à ceux des valeurs 

de s et de s'. 

50. Mais, à la place des exposants ou indices r et s qui dénotent le 
rang des corps auxquels appartiennent les variables et a, il est plus 
commode d'employer les parties mêmes do la corde comprises entre la 
première extrémité fixe et ces mêmes corps. 

Désignons, comme dans l'article 46, par x la partie de l'axe ou 
l'abscisse qui répond à et para celle qui répond à α; la longueur 

de la corde étant l, on aura 

et de même 

ce qui donne 

et à la place de on pourra écrire simplement  
Substituant ces valeurs de r, s, s' dans les formules de l'article pré­

cédent, multipliant par l et divisant par n + 1, on aura 

les signes ambigus de répondant à ceux de a et a'; et l'on dé­
terminera ces signes, ainsi que les valeurs de a et de a' par la condi­
tion que ces valeurs soient positives et moindres que l. 

51. Représentons par A et A'les valeurs en sorte 
que I’on ait, en général,  
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Donc: 
1° Si x + Ih't est entre o et l, on prendra  
2° Si x + Ih't est entre l et 2l, on prendra  

3° Si x + Ih't est entre 2l et 3l, on prendra et 
Et ainsi de suite. 

De même : 
1° Si x — Ih't est entre l et o, on prendra 
20 Si x — Ih't est entre o et — l, on prendra et 

3° Si x — Ih't est entre — l et — 2l, on prendra 
et , Et ainsi de suite. 

On voit que ces différents cas se réduisent à déterminer les abscisses a 
ou a', en ajoutant ou en retranchant de l'abscisse x la ligne Ih't, de 
manière que, lorsqu'elle passera l'une ou l'autre extrémité de l'axe l, 
elle soit repliée en arrière et comme réfléchie par des obstacles placés 
à ces deux extrémités, et à prendre l'ordonnée correspondante ααou 
αα' positive, si le nombre des réflexions est pair, ou négative, si ce 
nombre est impair. 

52. Mais il est encore plus simple de continuer la courbe des a sur 
le même axe l prolongé des deux côtés, de manière qu'on ait directe­
ment les ordonnées αα et αα' qui répondent aux abscisses x + Ih't et 
x — Ih't. 

Pour cela, ayant décrit sur l'axe l le polygone d'une infinité de côtés 
ou la courbe dont les coordonnées sont αx, pour une abscisse quel­

conque x, et qui sera donnée par les valeurs initiales des excursions 
de tous les points de la corde, il n'y aura qu'à transporter cette même 
courbe alternativement au-dessous et au-dessus du même axe prolongé 
indéfiniment des deux côtés, de manière qu'il en résulte une courbe 
continue formée de branches égales situées symétriquement autour de 
l'axe et se joignant par les mêmes extrémités, dans laquelle les ordon­
nées prises à distances égales, de part et d'autre de chacune des deux 
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extrémités de l'axe l, soient toujours égales entre elles et de signe 

contraire. 
En prenant dans cette courbe les ordonnées qui répondent aux 

abscisses on aura les valeurs de A et de A', et la 
variable sera représentée, au bout d'un temps quelconque t, par 
la formule  

On aurait pu déduire tout de suite cette continuation de la courbe 
qui représente les valeurs de a, de ce que nous avons démontré en 
général dans l'article 37, en supposant que la corde, au lieu d'être 
terminée aux deux points fixes, s'étende de part et d'autre à l'infini; 
le polygone que nous avons imaginé dans cet article deviendra ici une 
courbe continue, laquelle, étant appliquée au premier instant du mou­
vement, sera la courbe des valeurs de a prolongée à l'infini. 

53. Considérons maintenant la seconde partie de que nous dési­
gnons par et qui est représentée (art. 46) par la formule 

II faut commencer par la délivrer du. dénominateur sin pour la 

rendre semblable à celle de et susceptible des mêmes réductions. 
Pour cela, je prends la différence et comme l'exposant r n'entre 

que dans sinrφ, il suffira d'affecter ce sinus de la caractéristique D. 
Or, par les théorèmes connus, on a 

Substituant donc cette valeur dans l'expression de on aura 
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Faisant, pour le cas de n infini, sin et développant Ie pro­

duit cos on aura 

Cette expression de est composée de deux parties semblables à 
celles de . (art. 49); on peut donc y appliquer les mêmes raisonne­
ments et la ramener à une construction semblable. 

Ayant donc tracé sur I’axe l le polygone d'une infinité de côtés ou 
la courbe dont les ordonnées pour chaque abscisse x soient αx, et qui 

sera donnée par les vitesses initiales a, on la transportera alternative­
ment au-dessous et au-dessus du même axe prolongé indéfiniment des 
deux côtés, de manière que l'on ait une courbe continue semblable à 
celle de l'article précédent. Alors, en mettant à la place de 

n + 1, et négligeant comme nul le terme vis-à-vis de x, on 

trouvera 

et passant des différences aux sommes, 

54. Ces sommes ou ces intégrales représentent, comme l'on voit, 
des aires de la courbe dont les coordonnées sont a; et il faut que ces 
aires ne commencent qu'aux points où x = o et où les abscisses sont  

mais il est plus commode de les faire commencer à l'ori­
gine commune des abscisses, qui est l'extrémité antérieure de l'axe l. 
Pour cela, il faudra retrancher de l'aire qui commence à ce point, et 
qui répond à l'abscisse l'aire qui répond à l'abscisse Ih't, pour 
que l'aire restante ne commence qu'au point où x = o; et quant à 
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l'aire qui répondra à l'abscisse x — lh't, il faudra y ajouter l'aire rela­
tive à — lh't, pour en rapporter le commencement au même point de 
l'origine des abscisses. 

Dénotons en général par toute aire qui commence à cette 
origine et qui répond à une abscisse quelconque x; d'après ce que 
nous venons de dire, on aura, dans l'expression de  

On substituera donc ces valeurs, et l'on remarquera qu'on a, en gé­
néral, 

puisque, par la nature de la courbe des a, les ordonnées qui répondent 
à des abscisses égales, mais de signe différent, sont aussi égales et de 
signe différent; de sorte qu'on a constamment 

Donc on aura simplement (article précédent) 

55. Donc enfin, réunissant les valeurs de et de on aura cette 
expression générale de au bout d'un temps quelconque t, 

On aura des expressions semblables pour les variables , en chan­
geant seulement h' en h et a, a en et en supposant qu'on 
ait tracé de la même manière les courbes correspondantes aux valeurs 
initiales  

Ayant ainsi les excursions longitudinales et les excursions laté­
rales de chaque point de la corde qui répond à l'abscisse x prise 
dans l'axe, on connaîtra l'état de la corde au bout d'un temps quel­
conque t écoulé depuis le commencement du mouvement, et comme 
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les valeurs initiales ainsi que sont absolument arbi­
traires, on voit que rien ne pourra limiter cette solution, tant que les 
courbes formées d'après ces valeurs auront une courbe continue et ne 
formeront point d'angles finis, ce qui produirait des sauts dans les 
expressions des vitesses et des forces accélératrices. 

On a supposé (art. 35) étant la longueur 

de la corde et M la masse de tous les poids dont elle est chargée 
(art. 33); ainsi M sera la masse ou le poids de toute la corde, qui est 
supposée uniformément épaisse; de sorte que, si l'on nomme P sa 
pesanteur spécifique, qui dépend de la densité et de la grosseur, on 
aura M = lP; par conséquent, on aura 

A l'égard des quantités F et F', nous avons vu que ce sont deux con­
stantes, dont l'une, F, exprime la tension de la corde et est, par consé­
quent, proportionnelle au poids qui la tend; mais F' dépend de la loi 
de cette tension relativement à l'extension de la corde (art. 32). 

56. Pour peu qu'on examine la nature des courbes qui représentent 
les valeurs de a et à, il est facile de voir que les ordonnées éloignées 
entre elles de l'intervalle 2l seront toujours égales et de même signe, 
et que les aires qui se termineront à ces ordonnées seront aussi égales 
entre elles, parce que toute aire qui répond à un intervalle 2l, pris 
dans un endroit quelconque de t'axe prolongé à l'infini, est toujours 
nulle, étant composée de deux parties égales entre elles, mais de signe 
contraire. 

Il suit de là que la valeur de demeurera la même si I’on augmente 

le temps t de la quantité ou d'un multiple quelconque de cette quan­

tité; donc les excursions longitudinales de la corde reviendront les 

mêmes au bout d'un intervalle de temps égal à ou c'est la 

durée des vibrations longitudinales. 
XI. 55 
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Il en sera de même des valeurs de et de en changeant h' en h, 
c'est-à-dire F' en F; ainsi la durée des vibrations transversales sera 

Tous les auteurs qui ont traité jusqu'à présent des vibrations des 
cordes sonores n'ont considéré que les vibrations transversales, et ils 
ont trouvé pour leur durée la même formule que nous venons de 
donner. 

A l'égard des vibrations longitudinales, M. Chladni est le seul, que 
je sache, qui en ait fait mention dans son intéressant Traité d'Acous­
tique, § 43; il donne le moyen de les produire sur une corde de violon, 
et il remarque que le ton qu'elles rendent n'est pas le même que celui 
des oscillations transversales, d'où il suit que F' est différent de F; 
par conséquent, dans l'hypothèse très vraisemblable que la force élas­
tique par laquelle chaque élément de la corde résiste à être allongé, 
ou tend à se raccourcir, soit proportionnelle à la puissance m de cet 
élément, c'est-à-dire qu'on ait il faudra que m 
soit différent de l'unité (art. 32); et si, comme M. Chladni paraît l ' in­
sinuer, Je ton longitudinal est toujours plus élevé que le transversal, 
il faudra que F ' > F et, par conséquent, m > 1. 

57. Nous avons vu (art. 36) qu'une corde tendue, de la longueur l 
et chargée de n corps, peut se mouvoir comme si elle n'avait qu'une 

longueur étant un diviseur de n +1. Lorsque n est un nombre 

infini, v peut être un nombre entier quelconque; ainsi une corde 

sonore de la longueur l pourra osciller comme une corde dont la lon­

gueur serait c'est-à-dire une partie aliquote de l, et la durée de ses 

oscillations se réduira alors à pour les oscillations longitudi­

nales, et à pour les oscillations transversales. 

En effet, si les valeurs initiales et arbitraires a et a sont telles, que 
les courbes ou les lieux de ces valeurs sur Taxe l coupent cet axe en 



SECONDE P A R T I E . - S E C T I O N V I . 435 

deux ou en v parties égales, et que les branches qui répondent a ces 

parties soient les mêmes, mais situées alternativement au-dessus et 

au-dessous de Taxe, de manière qu'à distances égales de part et d'autre 

de chacun de ces points d'intersection les ordonnées soient égales et 

de signe contraire; ces courbes, étant ensuite prolongées à l'infini, sui­

vant la construction de l'article 49, auront la même forme que si elles 

provenaient d'une corde dont la longueur ne serait que et l'expres­

sion générale de (art. 52) fait voir que les valeurs de qui répondent 

aux points d'intersection sont toujours nulles; de sorte que la corde, 

dans ses oscillations longitudinales, se partagera d'elle-même en autant 

de parties égales, qui oscilleront comme si leurs extrémités étaient 

fixes. 

Il en sera de même par rapport aux oscillations transversales repré­

sentées par les variables et  

58. Comme le ton que donne une corde sonore ne dépend que de la 

durée de ses oscillations isochrones, laquelle, pour une même corde 

tendue, est proportionnelle à sa longueur, il s'ensuit qu'une corde, en 

se partageant ainsi d'elle-même en parties aliquotes, rendra des tons 

qui seront au ton principal, dans lequel l'oscillation est entière, comme 

les fractions qui expriment ces parties sont à l'unité. Ainsi, si la corde 

se partage en deux, trois, quatre, . . . parties égales, ces tons seront 

exprimés par les fractions et seront, par conséquent, à 

l'octave, à la douzième, à la double octave, à la dix-septième, . . . du 

ton fondamental. 

On appelle ces tons qu'une même corde peut donner d'elle-même 

tons harmoniques, et l'on sait qu'on peut les produire à volonté en tou­

chant légèrement la corde pendant sa vibration, dans un des points 

de division qu'on nomme nœuds de vibration d'après Sauveur, qui a 

expliqué le premier, par ces nœuds, les sons harmoniques de la trom­

pette marine et des autres instruments, dans les Mémoires de l'Aca­

démie des Sciences de 1701. Wallis les avait déjà observés dans les 
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cordes qui sont à l'octave, à la douzième, à la double octave, . . . 
au-dessous d'une corde qu'on fait résonner, et qui frémissent en se 
divisant naturellement en deux, trois, quatre, . . . parties égales, dont 
chacune donnerait le même ton que la corde qu'on fait résonner. ( Voir 
le Chapitre 107 de son Algèbre.) 

59. La théorie et l'expérience sont bien d'accord sur la production 
des sons harmoniques; mais il n'est pas aussi facile de rendre raison 
de ce qu'on appelle, d'après Rameau, qui en a fait la base de son Sys­
tème, la résonance du corps sonore, et qui consiste dans la réunion 
des sons harmoniques avec le son principal de toute corde qu'on fait 
résonner d'une manière quelconque. 

Si ces sons harmoniques sont, en effet, produits par la même corde, 
en même temps que le son principal, il faut supposer que la corde fait 
à la fois des vibrations entières et des vibrations partielles, et que 
ses vibrations effectives sont composées de ces différentes vibrations, 
comme tout mouvement peut être composé ou regardé comme com­
posé de plusieurs autres mouvements. 

Nous avons déjà vu plus haut (art. 47) qu'on ne peut expliquer d'une 
manière plausible la coexistence des sons harmoniques par la formule 
de Daniel Bernoulli; on peut ajouter que les séries qui pourraient 
donner ces différents sons disparaissent de la formule lorsqu'on sup­
pose le nombre des corps infini, et qu'il en résulte, pour chaque point 
de la corde, une loi d'isochronisme simple et uniforme qui dépend 
immédiatement et simplement de l'état initial, comme nous venons de 
le démontrer. 

Au reste, si l'on voulait à toute force expliquer la résonance mul­
tiple des cordes par les vibrations composées, il faudrait regarder la 
figure initiale, par exemple, comme formée de différentes courbes 
superposées l'une à l'autre, de manière que l'une serve d'axe à la 
suivante, et dont la première ne forme qu'une branche dans toute 
l'étendue de la corde; la seconde forme deux branches égales et pla­
cées symétriquement, qui divisent les axes en deux parties égales; la 
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troisième forme trois branches égales qui divisent l'axe en trois parties 
égales, et ainsi de suite. 

Alors les vibrations de la corde pourront être regardées comme com­
posées de vibrations entières dans toute la longueur de la corde, et de 
vibrations qui ne répondent qu'à la moitié de la corde, au tiers, au 
quart, — Mais cette composition de courbes et de vibrations n'étant 
qu'hypothétique, les conséquences qu'on pourrait en déduire, rela­
tivement à la coexistence des sons harmoniques, seraient tout à fait 
précaires. 

60. Revenons à la formule générale trouvée dans l'article 55. Comme 
les quantités sont les coordonnées d'une courbe donnée, 
qui répondent aux abscisses on peut les repré­
senter par des fonctions de ces abscisses de la même forme. Ainsi, en 
désignant par la caractéristique F une fonction indéterminée, on aura 

Pareillement, en prenant une autre fonction désignée par la caracté­
ristique f, on pourra faire 

Ainsi l'expression de (art. 55) pourra se mettre sous cette forme 

dans lesquelles les fonctions marquées par les caractéristiques F et ƒ 
sont arbitraires, puisqu'elles dépendent de l'état initial de la corde. 

On peut même réduire cette expression à une forme plus simple, 
en observant que ne représente proprement 
qu'une fonction de x+lh't qu'on peut marquer par la caractéris­
tique Φ, et que ne représente aussi qu'une 
seule fonction de x — Ih't, mais différente de la précédente, et qu'on 
peut marquer par une autre caractéristique  
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De cette manière, l'expression générale de deviendra simplement 

61. On peut parvenir directement à cette expression par l'équation 
différentielle qui détermine la variable (art. 3 i ) . Cette équation, en 

faisant et F' constant, comme dans l'article 32, et changeant 

la caractéristique D des différences finies dans la caractéristique d des 
différences infiniment petites, devient 

Si maintenant on fait cette 
équation devient  

laquelle est aux différences partielles du second ordre, entre les trois 
variables x et l, et qui a pour intégrale complète 

les signes Φ et dénotant deux fonctions arbitraires comme ci-dessus. 

Ces fonctions doivent être déterminées par l'état initial de la corde 

et par les conditions que ses deux bouts soient fixes. Si on les décom­

pose en deux autres fonctions marquées par les signes F et ƒ, et telles 

que de manière que l'on ait 

comme nous l'avons déduit de notre construction, la première condi­
tion donnera, en faisant t = o, 

d'où l'on tire 
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ainsi on a tout de suite les valeurs des fonctions dans 
toute l'étendue l de la corde, par le moyen des valeurs initiales a et a. 

Les conditions de l'immobilité des extrémités de la corde donnent  
lorsque x = o et lorsque x =1, quelle que soit la valeur de t, 

En assujettissant séparément, ce qui est permis, à ces deux conditions, 
les deux fonctions F et ƒ, on a, pour la première, 

et, pour la seconde, 

ce qui donne par la différentiation 

d'où l'on voit que les conditions de la fonction ƒ' sont les mêmes que 
celles de la fonction F. 

Ces conditions déterminent les valeurs des fonctions pour 
les abscisses x négatives ou plus grandes que l, d'après les valeurs de 
ces fonctions pour les abscisses comprises entre o et l; et il est facile 
de voir qu'il en résulte les constructions données dans les articles 52 
et 53. 

Si, au lieu des excursions longitudinales on considère les excur­
sions transversales et on a la même équation différentielle et, par 
conséquent, aussi la même intégrale et les mêmes constructions, en 
changeant seulement  

Ces constructions sont semblables à celle qu'Euler avait donnée pour 
déterminer la figure de la corde dans un instant quelconque, d'après sa 
figure initiale, en faisant abstraction des vitesses imprimées au com­
mencement du mouvement. Mais il faut remarquer que, comme elles 
ne sont fondées ici que sur les fonctions qui représentent les inté­
grales des équations aux différences partielles, elles ne peuvent avoir 
plus d'étendue que ne comporte la nature des fonctions, soit algé­
briques ou transcendantes. Or, l'équation différentielle étant la même 
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pour tous les points de la corde et pour tous les instants de son mou­
vement, la relation qu'elle représente doit régner constamment et uni­
formément entre les variables, quelque étendue qu'on leur donne; par 
conséquent, quoique les fonctions arbitraires soient en elles-mêmes 
d'une forme indéterminée, néanmoins, lorsque cette forme est donnée 
dans une certaine étendue par l'état initial de la corde, il est naturel 
d'en conclure qu'elle doit demeurer la même dans toute l'étendue de 
la fonction, et qu'il n'est pas permis de la changer pour la plier aux 
conditions qui dépendent de l'immobilité supposée des extrémités de 
la corde. 

Aussi d'Aleinbert, à qui on doit la découverte de cette intégrale en 
fonctions arbitraires, a toujours soutenu que la construction qui en 
résulte n'est légitime que lorsque la courbe initiale est telle qu'elle 
ait par sa nature des branches alternatives égales et semblables, toutes 
renfermées dans une même équation, pour que la même fonction puisse 
représenter cette courbe avec toutes ses branches à l'infini. Euler, au 
contraire, en adoptant la solution analytique de d'Alembcrt, a cru qu'il 
suffisait de transporter la courbe initiale alternativement au-dessus ou 
au-dessous de l'axe à l'infini pour en former une courbe continue, sans 
s'embarrasser si ses différentes branches pouvaient être liées par une 
même équation et assujetties à la loi de continuité des fonctions ana­
lytiques. Voir les Mémoires de Berlin de 1747, 1748, et les Tomes I et IV 
des Opuscules de d'Alembert. 

62. Gomme les formules qui donnent le mouvement d'une corde 
tendue et chargée d'un nombre indéfini de corps égaux ne sont sujettes 
à aucune difficulté, parce que le mouvement de chaque corps est dé­
terminé par une équation particulière, il est évident que, si l'on peut 
appliquer ces mêmes formules au mouvement d'une corde uniformé­
ment épaisse, en supposant le nombre des corps infini et leurs dis­
tances mutuelles infiniment petites, la loi qui en résultera pour les 
vibrations de la corde sera entièrement indépendante de son état initial ; 
et, si cette loi se trouve la même que celle qui se déduit de la considé-
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ration des fonctions arbitraires, il sera prouvé que ces fanetions 
peuvent être d'une forme quelconque, continue ou discontinue, pourvu 
qu'elles représentent l'état initial de la corde. C'est ainsi que je dé­
montrai, dans le premier Volume des Mémoires de Turin, la construc­
tion d'Euler, qui n'était encore fondée que sur des preuves insuffisantes. 
L'analyse que j'y employai est, à quelques simplifications près que j'y 
ai apportées depuis, la même que je viens de donner, et j'ai cru qu'elle 
ne serait pas déplacée dans ce Traité, parce qu'elle conduit directe­
ment à la solution rigoureuse d'une des questions les plus intéressantes 
de la Mécanique. 

La généralité des fonctions arbitraires et leur indépendance de la 
loi de continuité étant démontrées pour l'intégrale de l'équation rela­
tive aux vibrations des cordes sonores, on est fondé à admettre ces 
fonctions, de la même manière, dans les intégrales des autres équa­
tions aux différences partielles; j'ai même fait voir, dans le second 
Volume des Mémoires cités, comment on pouvait intégrer plusieurs de 
ces équations sans la considération des fonctions arbitraires, et par­
venir aux mêmes solutions que l'on trouverait par le moyen de ces 
fonctions, envisagées dans toute leur étendue. 

Maintenant, le principe de la discontinuité des fonctions est reçu 
généralement pour les intégrales de toutes les équations aux différences 
partielles; et les constructions que M. Monge a données d'un grand 
nombre de ces équations, jointes à sa théorie de la génération des 
surfaces par les fonctions arbitraires, ne laissent plus aucune incer­
titude sur l'emploi des fonctions discontinues dans les problèmes qui 
dépendent des équations de ce genre. 

63. C'est une chose digne de remarque que la même formule 

qui satisfait à l'équation en différences partielles 

XL 56 
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satisfait aussi à la même équation en différences finies, qu'on peut 

représenter par  

pourvu qu'on y suppose Dx = kDt, et Dt constant. En effet, on a, en 
ne faisant varier que x, 

et, en ne faisant varier que le t, 

expressions qui deviennent égales en faisant Dx — kDt; et l'on trou­
vera la même chose pour la fonction  

Dans I’infiniment petit, la condition dx=kdt disparait, et l'inté­

grale a toujours lieu; la raison en est qu'alors l'expression qui 

paraît représenter la différence seconde de divisée par le carré de la 

différence de t, n'est plus qu'un symbole qui exprime une fonction 

simple de t, dérivée de la fonction primitive et différente de cette 

fonction, laquelle est tout à fait indépendante de la valeur de dt. Il en 

est de même de l'expression par rapport à x; c'est dans ce chan­

gement de fonctions que consiste réellement le passage du fini à l 'infi-

niment petit et l'essence du Calcul différentiel. 

64. J'ajouterai encore ici une remarque qui peut être utile dans 
plusieurs occasions; elle a pour objet une nouvelle méthode d'interpo­
lation qui résulte des formules de l'article 48. 

Nous avons vu que la formule 

devient égale à αr lorsque r — 1, 2, 3, . . . , n. Donc, si l'on a une suite 

de quantités dont le nombre soit n, on pourra repré­
senter par la formule précédente un terme quelconque intermédiaire 
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dont le rang serait marqué par un nombre quelconque r, entier ou frac­

tionnaire, puisqu'on faisant successivement r= 1, 2, 3, . . . , n , la for­

mule donne  
Le signe S indique la somme de tous les termes qui répondent à 

s = 1, 2, 3, . . . , n , et le signe Σ la somme de tous les termes qui ré­
pondent à p = 1, a, 3, . . . . n, la quantité 1c étant l'angle de deux 
droits. 

Supposons qu'il n'y ait qu'un terme a, donné, on fera n = 1, s = 1, 
p = 1, et l'on aura, pour l'expression générale de αr, 

Soient n = 2, et les deux ternies donnés α1,α2; on fera s = 1, 2, 

p = 1, 2, et l'on aura 

en supposant 

Soient n = 3, et les termes donnés α1, α2, α3,; on fera s = 1, 2, 3, et 

p = 1, 2, 3, et I’on aura 

où les coefficients A', A", A'" sont déterminés par ces formules 

et ainsi de suite. 
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Dans la méthode ordinaire d'interpolation, on suppose qu'on fasse 
passer, par les extrémités des ordonnées qui représentent les termes 
donnés, une courbe parabolique de la forme 

Dans la méthode précédente, au lieu d'une courbe parabolique, on 
suppose une courbe de la forme 

et il y a bien des cas où cette supposition peut être préférable comme 
plus conforme à la nature de la question. 



NOTES. 

NOTE I. 
Sur un point fondamental de la Mécanique analytique de Lagrange; 

par M. POINSOT. 

1. On sait que Lagrange, dans ce Livre célèbre qu'il a intitulé Mécanique 
analytique, a eu pour objet de réduire la Mécanique à des formules générales, 
toutes tirées du seul principe des vitesses virtuelles, ou plutôt de la formule 
différentielle qui est l'expression de ce principe. Pour la perfection même de 
son Ouvrage, l'auteur a soin de n'employer, dans aucune des questions qu'i l 
traite, ni figures, ni aucun raisonnement tiré de considérations géométriques 
ou mécaniques; tout se fait par le calcul et de simples changements de coor­
données, et ce n'est mémo que sous une forme purement analytique qu'on 
y voit présentée la question si naturelle et si simple do la composition des 
forces appliquées sur un point. 

« Si des forces quelconques P, Q, R, . . . , dirigées suivant les lignes p, q, 
r, . . . , agissent sur un même point, et qu'on veuille réduire toutes ces forces 
à trois autres dirigées suivant les lignes il n'y aura, dit l'au­
teur, qu'à considérer l'équilibre des forces P, Q, R, . . . et , appli­
quées à ce même point et dirigées respectivement suivant les lignes p, q,  

et former, en conséquence, l'équation 

laquelle doit être vraie de quelque manière qu'on fasse varier la position du 
point de concours de toutes les forces. Or, quelles que soient les lignes  

il est clair que, pourvu qu'elles ne soient pas toutes dans un môme plan, 
elles suffisent pour déterminer la position de ce point; par conséquent, on 
pourra toujours exprimer les lignes p, q, r, . . . par des fonctions de  
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et l'équation précédente devra avoir lieu par rapport aux variations de ces 
trois quantités en particulier; d'où il s'ensuit qu'on aura 

Telles sont les formules données par Lagrange pour réduire des forces P, 
Q,R, . . . , appliquées sur un même point et dirigées suivant des lignes p, q, 
r, . . . , à trois autres forces dirigées suivant trois lignes quelconques 
données expressions d'ailleurs toutes semblables à celles qu'on aurait 
pour transformer un système quelconque de forces qui agissent sur différents 
points liés entre eux, comme on voudra, en un autre système équivalent de 
forces qui seraient appliquées aux mêmes points suivant d'autres 
directions  

2. Mais il y a, sur ce point de doctrine, une remarque essentielle à faire, 
et qui paraît avoir échappé à l'auteur de la Mécanique analytique : c'est que 
les formules dont il s'agit ne conviennent point, comme on pourrait le croire, 
à toute espèce de lignes ou coordonnées bien que ces lignes 
soient propres à déterminer les lieux des corps. Les formules ne sont bonnes 
qu'autant que ces lignes nouvelles seront (comme les premières p, q, r, . . . ) 
les distances de ces corps, soit a des centres fixes, soit à des plans fixes, 
comme il arrive dans le cas des coordonnées ordinaires x, y, z, lesquelles 
marquent les distances du point que l'on considère à trois plans fixes rectan­
gulaires entre eux; et, en général, on peut dire que, pour l'exactitude de ces 
formules, il faut que les lignes soient de telle nature, que leurs 
différentielles expriment les vitesses virtuelles mêmes du point 
d'application des forces c'est-à-dire que chacune d'elles, soit 
la projection orthogonale, sur la direction de la force , du déplacement 
quelconque infiniment petit qu'on suppose donné à ce point dans l'espace : 

(1) Los lignes qui précèdent sont extraites de la Ire édition, page 62; elles ont été légè­
rement modifiées par Lagrange, dans la 2e édition publiée par lui {voyez p. 119 de ce 
Volume); mais les remarques de M. Poinsot s'appliquent à la rédaction nouvelle aussi bien 
qu'à l'ancienne. (J. Bertrand. ) 
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sans quoi toutes ces transformations analytiques, quoique exactes en pure 
Analyse, seront en défaut dans la Mécanique et conduiront à de fausses con­
séquences. 

3. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un seul point tiré par des forces 
quelconques P, Q, R, . . . , dirigées suivant les lignes ou rayons vecteurs p, 
q, r, . . . . et qu'on veuille réduire ces forces à trois autres, suivant 
les trois coordonnées parallèles à trois axes fixes obliques entre eux : 
il semble, d'après l'auteur, qu'on aurait pour les forces cherchées 

ce qui n'est pas vrai, car on peut prouver que la résultante des forces P, Q, 
R, . . . n'est pas la même que celle des trois forces déterminées par 
ces équations. 

Soit, en effet, /(p, q,r, ...) une fonction quelconque des rayons vecteurs 
p, q, r, . . . ; et désignons par les fonctions primes de 
cette fonction prises relativement aux lignes p, q, r, . . . . J'ai démontré (2) 
que des forces P, Q, R, . . . , proportionnelles à ces fonctions primes et d i r i ­
gées suivant les lignes respectives p, q, r, . . . , ont une résultante perpendi­
culaire à la surface courbe qui serait donnée par l'équation 

en y regardant p, q, r, . . . comme variables. 
Or supposons maintenant trois axes obliques, non situés dans le même 

plan, et soient les trois coordonnées du point d'application des forces 
par rapport à ces axes : on pourra toujours exprimer les lignes p, q, r, . . . 
par les trois coordonnées et si l'on met ces expressions au lieu de p, 
q, r, . . . dans la fonction f(p, q,r, . . . ) , on aura 

( 1 ) Voyez la Statique de M. Poinsot et un Mémoire intitulé : Théorie générale de l'équi­
libre et du mouvement des systèmes (Journal de l'École Polytechnique, XIII Cahier). 

(J. Bertrand.) 
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d'où l'on tire, en différentiant successivement par rapport à  

Donc, suivant les formules de l'auteur, les trois forces auxquelles 
les forces se trouveraient réduites, seraient expri­
mées par  

Ainsi il faudrait que représentassent trois forces dont la 
résultante fût la môme que celle des proposées et, 
par conséquent, fût perpendiculaire à la surface donnée par l'équation 

Or cette surface est la môme que celle qui serait donnée par l'équation 

entre les coordonnées obliques Donc, en considérant la surface repré­
sentée par l'équation  

entre les trois coordonnées relatives à trois axes obliques, on pourrait 
dire que trois forces dirigées suivant ces coordonnées et proportionnelles aux 
trois fonctions primes donnent une résultante perpendi-
culairc a la surface dont il s'agit, ou se font équilibre sur cette surface; ce 
qui est faux, comme on peut s'en assurer immédiatement par le principe 
môme des vitesses virtuelles. 

Et, en effet, pour l'équilibre du point auquel les trois forces 
sont appliquées, il faudrait que la somme des moments virtuels de ces forces 
fût nulle pour tout déplacement infiniment petit ds qu'on voudrait donner à 
ce point sur la surface. Si donc on désigne par les trois projections 
orthogonales de ds sur les trois axes obliques des il faudrait, pour l'é­
quilibre, qu'on eût toujours l'équation 
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ou bien, comme ds est la diagonale d'un rhomboïde dont les différentielles  
sont les arêtes, et que les trois projections de ds sur les directions de 

ces arêtes sont exprimées par 

( étant les cosinus des angles que les axes forment entre 
eux), il faudrait que, en mettant, au lieu de ces valeurs, on eût tou­
jours, entre les différentielles l'équation 

D'un autre côté, le point mobile restant toujours sur la surface, il faudrait 
qu'on eût en même temps l'équation 

( 2 )  

Or il est clair que ces équations (1) et (2) ne peuvent subsister ensemble à 
moins que les coefficients de dans l'une d'elles ne soient propor­
tionnels aux coefficients des mêmes indéterminées dans l'autre, et, par con­
séquent, à moins qu'on n'ait les deux équations 

équations qui ne peuvent avoir lieu en général, c'est-à-dire indépendamment 
des variables et, par conséquent, de la position du point sur la surface 
que l'on considère. 

Ainsi le point mobile, aux coordonnées quelconques ne peut être 
tenu en équilibre sur la surface par les trois forces la ré­
sultante de ces forces n'est donc pas normale à cette surface, et, par consé­
quent, elle n'est pas la même que celle des forces proposées   

ce qu'il fallait démontrer, 

4. Les formules de Lagrange pour la réduction des forces sont donc en défaut 
dans cette hypothèse de coordonnées obliques il n'y a qu'un cas sin­
gulier où l'erreur pourrait s'évanouir : c'est le cas où les coordonnées  

X I . 57 
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satisferaient aux deux équations précédentes, en même temps qu'à l'équation 

de la surface  

ce qui ne répond, comme on voit, qu'à un certain point de celte surface, ou 
à une certaine proportion déterminée entre les trois forces 
Mais, dans ce cas singulier même, si la résultante des trois forces a la 
même direction que la résultante des forces proposées on 
trouverait qu'elle n'a pas la même grandeur, de sorte qu'il y aurait encore 
erreur de ce côté. 

Lorsque les cosinus sont tous trois nuls, les deux conditions précé­
dentes ont toujours lieu d'elles-mêmes, et les formules de Lagrange sont tou­
jours exactes. C'est le cas des coordonnées relatives à trois axes 
rectangulaires entre eux. Et en effet, pour de telles coordonnées, les diffé­
rentielles sont les expressions mêmes des vitesses virtuelles du 
point décrivant estimées suivant ces lignes, et l'équation différentielle 

tirée de l'équation de la surface, exprime l'égalité à zéro de la somme des 
moments virtuels des trois forces et, par conséquent, 
l'équilibre de ces forces sur le point qu'on suppose assujetti à décrire cette 
surface. 

Mais, dans toute autre hypothèse que celle de tous les trois nuls, les 
deux conditions ne peuvent être remplies indépendamment de et les 
formules sont toujours fautives. 

5. Soit, par exemple, le cas très simple d'un point posé sur la circonférence 
d'un cercle fixe. Si l'on prend l'équation de ce cercle en coordonnées rec­
tangles x et y, on aura 

d'où  

l'on pourra très bien dire ici que deux forces X et Y, étant prises le long 
des coordonnées dans le rapport des fonctions primes, donnent 
leur résultante perpendiculaire à la circonférence du cercle et tiennent ainsi 
le point d'application en équilibre sur cette circonférence. 

Mais si, au lieu de ces coordonnées rectangles x et y, on en prend deux 
autres et π de même origine, et par exemple l'une, suivant les x, l'autre  
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inclinée d'un angle a sur la première, ce qui donnera 

on aura, en substituant, 

d'où 

Or il est évident que deux forces proportionnelles à c'est-à-dire, 
i c i , à ne donnent point leur résultante perpendi­
culaire à la circonférence du cercle dont il s'agit; car il faudrait pour cela que 
cette résultante allât passer par le centre, et que, par conséquent, ses deux 
composantes le long de et π fussent simplement proportionnelles à et π, 

et non pas à 
Donc, quoiqu'on ait ici , en faisant les équations 

on ne peut pas dire que les deux forces dirigées suivant les axes rec­
tangles x et y, soient réductibles aux deux forces et dirigées suivant les 
axes obliques 

Pour que l'on eût  

il faudrait que l'on eût 
cos α = o ; 

ce qui est le cas des coordonnées et π rectangulaires entre elles. 

Ou bien il faudrait ce qui ne serait qu'un cas particulier de la posi­

tion du point proposé M sur la circonférence du cercle dont l'équation est 

Mais, dans ce cas singulier même, où la résultante des deux forces et II 

aurait la même direction que celle des deux forces X et Y, on trouverait que 

ces deux résultantes 

n'ont pas la même valeur, et que la première est à la seconde comme 

est à l'unité. 
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Ainsi, tant que cosa n'est pas nul , ou, ce qui est la même chose, tant que 
les coordonnées et π seront obliques, les forces proposées X et Y ne seront 
jamais réductibles aux deux forces et données par les formules de La-
grange. 

6. Dans l'analyse qui précède, j ' a i pris simplement, pour représenter les 
forces P, Q, R, . . . , qu'il s'agissait de réduire à d'autres, les fonctions primes 
d'une même fonction quelconque f(p,q,r, . . . ) des rayons vecteurs p, q, 
r, . . . , suivant lesquels ces forces sont dirigées : ce n'est qu'une manière de 
reconnaître tout d'un coup la direction de la résultante par la direction de la 
normale à la surface courbe qu'on aurait en posant l'équation 

f(P,q, r, . . . ) = const. 

Mais, comme on pourrait croire que cette hypothèse a quelque chose qui res­
treint notre démonstration au cas de certaines forces, il est bon de remarquer 
qu'elle convient à des forces P, Q, R, . . . données comme on voudra. Et, en 
effet, quelle que soit la fonction f que l'on ait choisie, comme on est le 
maître de placer les centres des forces partout ou l'on veut sur leurs direc­
tions p,q, r, . . . , on peut toujours donner à ces lignes des longueurs qui 
rendent  

Au reste, il est évident que, si l'on propose des forces de grandeurs quel­
conques A, B, C, . . . , on peut toujours les regarder comme étant les fonctions 
primes de la fonction linéaire 

prises relativement aux lignes p, q, r, . . . , suivant lesquelles ces forces sont 
supposées dirigées. Ainsi notre hypothèse est toujours permise et notre dé­
monstration a toute la généralité désirable. 

7. On voit donc que, dans la Mécanique céleste, qui est uniquement 
fondée sur le principe des vitesses virtuelles, les seules coordonnées qu'il 
soit permis d'employer doivent être de telle nature, que leurs différentielles 
représentent, sur ces coordonnées, les projections droites de la petite ligne 
que le point d'application des forces est supposé avoir décrite dans l'espace. 
C'est ce qui a lieu pour les coordonnées p, q, r, ..., x , y , z dont nous avons 
parlé, et encore pour celles qui consistent dans un rayon vecteur p, avec deux 
angles ou arcs de cercle perpendiculaires à ce rayon; etc. Mais il faut 
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exclure toutes les coordonnées qui ne jouiraient pas de la même pro­
priété. Ainsi il n'est pas exact de dire que, dans celte méthode analytique, 
rien n'oblige à se servir de coordonnées rectangles, plutôt que d'autres lignes 
ou quantités relatives aux lieux des corps, etc. (Mécanique analytique, 
4. édition, p. 39); et l'on doit même remarquer, à ce sujet, que le principe 
des vitesses virtuelles ne donne pas une méthode aussi générale qu'on paraît 
le croire. 

Et, par exemple, dans le cas de plusieurs forces P, Q, R, S, etc., en équi­
libre sur un point, le principe des vitesses virtuelles dit simplement que les 
forces, étant projetées perpendiculairement sur une droite quelconque menée 
par ce point, doivent faire une somme nulle. Car, en nommant du la ligne 
quelconque qui marque le déplacement du point d'application dans l'espace, 
les lignes dp, dq, dr, . . . ne sont autre chose que les projections droites de 
du sur les lignes p, q, r, ..., qui marquent les directions des forces P, Q, 
R, — En nommant donc les inclinaisons de ces forces sur la 
ligne du, on a 

dp = du cosi, dq = du cosi', dr = du cosi", . . . , 

et l'équation des vitesses virtuelles 

devient, en divisant tout par le facteur commun du, 

ce qui signifie que les forces, projetées à angle droit sur un axe quelconque, 
doivent faire une somme nulle dans le cas de l'équilibre. Mais le principe de 
la composition des forces dit , plus généralement, que, les forces étant proje­
tées sur un axe quelconque par des lignes parallèles à un même plan incliné 
comme on voudra sur cet axe, la somme de toutes ces projections obliques 
doit être nulle. Ce n'est pas qu'on ne puisse aisément démontrer cette 
seconde proposition par la première, mais l'expression du second principe 
est évidemment plus générale que celle du principe des vitesses virtuelles. 

De même, on,peut remarquer que les équations de l'équilibre d'un système 
solide ne sont démontrées, dans la Mécanique analytique, que par rapport à 
trois axes rectangulaires entre eux; et pourtant, comme je l'ai fait voir dans 
ma Statique, des équations toutes semblables ont lieu par rapport à trois 
axes obliques quelconques. Le principe des vitesses virtuelles n'est donc pas, 
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dans ce nouvel exemple, aussi général que le principe de la composition des 
forces. 11 n'est pas même aussi direct; car, s'il mène aux trois premières 
équations en employant les coordonnées rectangles x, y, z, il ne peut plus 
donner les trois dernières équations que par un changement de ces coordon­
nées en d'autres d'une espèce différente, et dont le choix paraît arbitraire, ou 
ne semble fait que pour obtenir des équations d'équilibre que l'on connaissait 
d'avance. 

Au reste, quoique Lagrange nous laisse entendre que, dans sa méthode, on 
peut employer toute espèce de coordonnées, pourvu qu'elles soient propres 
à déterminer les lieux des corps, il est fort remarquable que ce géomètre n'en 
ait jamais employé d'autres que celles qui conviennent réellement au principe 
des vitesses virtuelles : du moins je n'en connais pas d'exemple, et je crois 
même qu'on n'en trouverait point dans ses écrits. Car si, pour la solution de 
quelque problème, il avait essayé l'emploi de certaines coordonnées non per­
mises dans sa méthode, il est très probable que, par l'erreur sensible de 
quelque résultat, il eût été averti du défaut de ses formules; et alors il n'au­
rait pas manqué de faire lui-même, à ce sujet, une remarque expresse, au 
moins dans la a* édition de son bel Ouvrage. 

8. Quoi qu'il en soit, tout aurait pu se corriger d'une manière très simple, 
et qu'il me paraît bon d'indiquer avant do terminer cette Note, parce qu'on y 
voit sur-le-champ ce qui cause l'erreur, et, de plus, ce qu'il faudrait faire pour 
l'éviter, sans exclure l'emploi de ces coordonnées qui y donnent lieu. 

Et, en effet, quelle que soit.la nature de ces coordonnées dans 
lesquelles on veuille transformer les lignes ou rayons vecteurs p, q, r, . . . , 
il est certain qu'on peut toujours, avec Lagrange, poser l'équation parfaite­
ment exacte 

où ont les valeurs exprimées par les équations du n° 1. 
Or, maintenant, j'observe que, dans le premier membre, les différentielles 

dp, dq, dr, . . . marquent bien les vitesses virtuelles du point d'application 
des forces suivant les lignes p, q, r, . . . , et qu'ainsi chaque terme P dp est le 
moment virtuel de la force P. Si, dans le second membre, les différentielles  

ont la même propriété, c'est-à-dire si chacune, marque la 
vitesse virtuelle du point suivant chaque terme sera aussi le moment 

virtuel d'une force représentée par et alors, de cette équation, qui pré­
sente deux sommes de moments virtuels, toujours égales de part et d'autre, 
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on peut très bien conclure que le système des forces est capable 
de remplacer le système des forces proposées P, Q, R 

Mais si les différentielles n'ont pas la propriété dont il s'agit, 
chaque terme ne sera pas le moment virtuel d'une force telle q u e , et, 
d'après le principe môme des vitesses virtuelles, on ne pourra pas conclure, 
comme ci-dessus, que l'ensemble des forces soit équivalent à 
l'ensemble des forces proposées. C'est là précisément qu'on tomberait dans 
cette erreur singulière, de tirer d'un principe vrai et d'une équation exacte 
une conséquence fausse, parce qu'on aurait oublié d'observer que cette équa­
tion n'est pas actuellement sous une forme qui convienne à l'expression du 
principe. Et, en môme temps, c'est là qu'on voit le moyen d'éviter cette er­
reur,sans changer les coordonnées qui pourraient y donner lieu. 

Car, si l'on voulait avoir les vraies forces qui, dirigées sui­
vant les coordonnées sont capables de remplacer les forces P, Q, 
R, S, . . . , il faudrait commencer par mettre dans l'équation, au lieu des diffé­
rentielles leurs valeurs en fonction des vitesses virtuelles 
mêmes, que je désignerai, comme au n° 3, par ensuite ras­
sembler en un seul terme tous ceux qui seraient affectés de de môme en 
un seul tous les termes affectés de et alors, notre môme équation 
étant mise sous la forme nouvelle 

on pourrait rigoureusement conclure que l'ensemble des forces équi­
vaut parfaitement à l'ensemble des forces P, Q, R, . . . , puisque la somme 
des moments virtuels est toujours égale de part et d'autre. 

9. Si l'on veut faire ce calcul pour le cas des coordonnées parallèles 
à trois axes obliques, on trouvera, en conservant les dénominations du n° 3, 
les valeurs suivantes : 

valeurs qui ne sont pas, comme on voit, les mêmes que celles de et 
qui n'y pourraient revenir que dans le cas des cosinus tous trois nuls. 
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c'est-à-dire dans le cas de trois axes rectangulaires entre eux ; ce qui éclaire 
et confirme notre précédente analyse. 

10. On voit aussi, par ces mêmes expressions, que les équations 

entraînent les suivantes : 

et réciproquement. Si donc on ne demandait que les conditions de l'équilibre 
entre les forces P, Q, R, . . . , on pourrait, sans avoir d'erreur à craindre, se 
contenter de poser les trois équations 

Mais si, les forces P, Q, R, . . . n'étant point en équilibre entre elles, on 
demande de les réduire à d'autres dirigées suivant il faudra nécessai­
rement prendre pour les forces équivalentes, non pas mais bien les 
valeurs de  

Et ce que je viens de dire s'applique sans difficulté à un système quelconque 
de puissances qui agissent sur différents points liés entre eux comme on 
voudra. Ainsi les équations de l'équilibre données par Lagrange (p. 4o de la 
4e édition, art. 12 et suiv.) sont toujours bonnes; mais les formules données, 
à la fin de l'article 15, pour l'équivalence de deux systèmes de forces, ne sont 
exactes que dans le cas de certaines coordonnées. 

Nous aurions encore plusieurs choses à dire sur ce point de doctrine; mais 
cette discussion est déjà longue, et nous pourrions d'ailleurs, s'il était néces­
saire, y revenir dans une autre occasion. 
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NOTE IL 
Sur la stabilité de l'équilibre; par M. LEJEUNE-DIRICHLET. 

Si un système de points matériels est sollicité par des forces attractives ou 
répulsives qui ne dépendent que de la distance, et qui sont dirigées vers des 
centres fixes ou qui proviennent des actions mutuelles entre deux masses, 
l'action et la réaction étant égales; si, en outre, les équations de condition 
qui lient les coordonnées des différents points ne contiennent pas le temps, 
l'équation des forces vives aura lieu. Cette équation est 

Le signe Y s'étend à toutes les masses du système, chaque masse étant repré­

sentée par m et sa vitesse par v; C est une constante arbitraire. La fonction 

des coordonnées ne dépend que de la nature des forces et peut s'exprimer 

par un nombre déterminé de variables indépendantes de sorte 
que l'équation des forces vives s'écrira 

La fonction φ est liée d'une manière intime aux positions d'équilibre du 
système; car la condition qui exprime que, pour certaines valeurs détermi­
nées de le système est dans une position d'équilibre, coïncide 
avec celle qui exprime que, pour ces mêmes valeurs, la différentielle totale 
de φ est nulle; de sorte qu'en général, pour chaque position d'équilibre, la 
fonction sera un maximum ou un minimum. Si le maximum a lieu réelle­
ment, l'équilibre est stable, c'est-à-dire que, si l'on déplace infiniment peu les 
points du système de leurs positions d'équilibre, et qu'on donne à chacun 
une petite vitesse initiale, dans tout le cours du mouvement les déplacements 
des différents points du système, par rapport à la position d'équilibre, reste­
ront toujours compris entre certaines limites déterminées et très petites. 

Ce théorème est un des plus importants de la Mécanique. Il est la base de 
la théorie des petites oscillations, qui conduit à tant d'applications intéres-
santés relatives à la Physique. On doit donc s'étonner qu'on n'en alt donné 
jusqu'ici qu'une démonstration peu rigoureuse et insuffisante, 

X I . 58 



458 NOTES. 

Supposons, comme il est permis de le faire sans nuire à la généralité, que 
la position d'équilibre du système, ou le maximum de la fonction φ, corres­

ponde aux valeurs La démonstration donnée par Lagrange 
(Mécanique analytique, Ire Partie, Sect. I I I ) se ramène à ceci : le dévelop­
pement de la fonction suivant les puissances de qui commence 
par les termes du second ordre, est réduit à ces ternies; puis, d'après la con­
dition connue du maximum, que les termes du second ordre peuvent être 
considérés comme une somme de carrés négatifs, on déduit, pour 
des limites que ces quantités ne peuvent pas franchir. Ce genre de démon­
stration, employé encore dans d'autres questions de stabilité, et surtout dans 
l'Astronomie physique, manque de rigueur. En effet, on peut douter avec 
raison que des grandeurs pour lesquelles on trouve, avec l'hypothèse qu'elles 
seront toujours petites (car ce n'est que dans ce cas que l'on peut négliger 
les termes d'un ordre supérieur), de petites limites, resteront toujours ren­
fermées réellement, au bout d'un temps quelconque, dans ces limites, et 
même, en général, dans des limites petites. 

La démonstration que nous venons de citer a été reproduite, sans modifi­
cation importante que je sache, par tous les auteurs qui se sont occupés de 
cette matière; et tout ce que Poisson (Traitéde Mécanique, t. I I , p. 492 y a 
ajouté pour faire entrer en considération les termes d'un ordre supérieur 
repose sur cette hypothèse inadmissible, que chaque terme du second ordre 
surpasse la somme de tous les termes d'ordre supérieur. 

Même en complétant les considérations de Lagrange, pour le cas auquel 
elles s'appliquent et où le maximum se reconnaît par les termes du second 
ordre, le théorème en question ne serait point prouvé dans toute son étendue. 
On sait que l'existence d'un maximum est compatible avec l'évanouissement 
des termes du second ordre; il suffit, en général, que les premiers termes 
différents de zéro soient d'ordre pair, et que la somme de ces termes soit 
toujours négative. Les formules relatives à cette dernière condition n'ont pas 
encore été données, môme dans le cas où il s'agit des termes du quatrième 
ordre. Il faudrait donc les rechercher d'abord. Cela introduirait nécessaire­
ment dans la démonstration du théorème de Mécanique dont nous parlons 
une grande complication. Heureusement, on peut démontrer le principe de 
la stabilité de l'équilibre indépendamment de ces formules, par une consi­
dération très simple qui se rattache d'une manière immédiate à l'idée du 
maximum. 

Outre la supposition déjà faite, que la position d'équilibre réponde aux 
valeurs nous supposerons encore que ce 
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qui est permis, à cause de la constante arbitraire. Déterminons laconstante en 
ayant égard à l'état initial donné, pour lequel nous désignerons par   

les valeurs de On a ainsi 

Puisque par hypothèse pour est nul et maxi­
mum, on pourra déterminer des grandeurs positives l, m, n , . . . , assez petites 
pour que soit toujours négatif pour tout système où 
les valeurs absolues des variables sont respectivement assujetties à ne pas 
dépasser les limites l, m, n , . . . , excepté, toutefois, le seul cas où 
sont nuis à la fois. Ce cas est exclu si nous ne considérons que des systèmes 
tels, qu'au moins une des variables soit égale en valeur absolue a 
sa limite l, m, n,.... Supposons que, de toutes les valeurs négatives de la 
fonction pour de tels systèmes, — p, abstraction faite du signe, soit la plus 
petite : alors on peut facilement montrer que, si l'on prend 
numériquement plus petits que l, m, n, . . . , et que l'on satisfasse en même 
temps à l'inégalité 

chacune des variables restera pendant toute la durée du mouve­
ment au-dessous des limites l, m, n, . . . . En effet, si le contraire avait l ieu, 
comme les valeurs initiales remplissent la condition que nous 
venons d'énoncer, et à cause de la continuité des variables il fau­
drait d'abord qu'à un certain instant il y eût égalité entre une ou plusieurs 
valeurs numériques de et leurs limites respectives l, m, n, . . . , 
sans qu'aucune des autres valeurs eût dépassé sa limite. A cet instant, Ia 
valeur absolue de serait supérieure ou au moins égale à p. Par 
conséquent, le second membre de l'équation des forces vives serait négatif, 
à cause de l'inégalité écrite plus haut, et qui se rapporte à l'état in i t ia l ; ce 
qui n'est pas possible, Σ mv2 étant toujours positif. 

Il suit encore de là, évidemment, que les vitesses v seront toujours com­
prises entre des limites déterminées, puisque l'on a toujours 

11 est évident aussi que les limites pour chaque vitesse, ainsi que celles de 
chaque variable peuvent être aussi petites que I’on voudra, puisque 
les quantités l, m, n, ... peuvent devenir aussi petites que l'on voudra. 
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NOTE I I I . 
Sur l'équilibre d'une ligne élastique. 

Les formules données par Lagrange (p. 162) supposent que la force d'élasti­
cité s'exerce, en chaque point, dans le plan osculatcur de la ligne en équilibre 
dont elle tend à rétablir le rayon de courbure primitif; mais une pareille 
hypothèse est loin de représenter les phénomènes, et M. Binet a remarqué 
qu'à la force d'élasticité considérée par Lagrange il est essentiel d'en adjoindre 
une autre dont l'effet est de s'opposer aux variations de la seconde courbure. 
La complication des formules qui expriment cette seconde courbure nous 
empêche de conserver, en développant les conséquences de cette remarque, 
la notation et la marche suivie par Lagrange. Nous nous bornerons à former 
directement les équations de l'équilibre en imitant la méthode exposée par 
Poisson dans un Article de la Correspondance sur l'École Polytechnique 
(t. I I I , p. 355). 

Considérons une ligne élastique en équilibre AMB, dont tous les points 
soient sollicités par des forces données. Si nous supposons que la partie MB 
comprise entre un point quelconque M et l'extrémité B devienne inflexible et 
fixe, et que l'autre partie MA devienne seulement inflexible en conservant lu 
liberté de tourner autour du point M, l'équilibre ne sera pas détruit, et, par 
conséquent, la force d'élasticité développée en M doit détruire le couple auquel 
équivalent, à cause de la fixité du point M, les forces agissant sur la portion MA 
de la courbe. Or nous admettrons que la force d'élasticité peut produire deux 
couples, l'un, auquel Lagrange a eu égard, agissant dans le plan osculateur 
et tendant à restituer à la courbure sa valeur primitive; l'autre, ayant pour 
axe la tangente à la courbe élastique, et tendant à détruire la torsion, en res­
tituant à la seconde courbure sa valeur primitive. Nommons ces deux couples 

et E. Nous allons prouver d'abord que est constant, quelles que soient les 
formes données et la forme primitive de la courbe. 

Pour déterminer, en effet, les deux couples et E, il faut réduire les forces 
qui agissent sur la portion MA. de la courbe à une force F, passant par le 
point M, et à un couple G. Ce couple G doit être équivalent aux deux couples  

E ayant respectivement pour axes la tangente à la courbe proposée 
et une perpendiculaire à son plan osculateur. Si nous recommençons les 
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mêmes décompositions, en substituant au point M un point inflniment voi­
sin M ' , la force F et le couple G varieront, d'une part, à cause du changement 
dans le point d'application de la force, et, en outre, par l'influence de forces 
nouvelles agissant sur l'arc MM'. Remarquons d'abord que ces dernières forces 
ne peuvent exercer aucune influence sur la valeur du couple Car leur point 
d'application est à une distance infiniment petite du second ordre de la tan­
gente au point M' , qui est l'axe de ce couple. Il suffit donc d'avoir égard au 
changement de position du point fixe, et ce changement a évidemment pour 
effet d'adjoindre au couple G un second couple produit par la force F et par 
une force égale et contraire appliquée en M' , Or la force F a, comme celles 
qui sont appliquées à l'arc MM', son point d'application situé à une distance 
infiniment petite du second ordre de la tangente en M ' ; en sorte qu'elle ne 
modifie que d'une quantité de cet ordre le couple cherché, dont cette tan­
gente est l'axe. D'après ces remarques, on peut calculer la valeur du couple 
de torsion qui correspond au point M' , comme si le couple G ne changeait ni 
de grandeur ni de direction; il faut seulement le décomposer maintenant en 
deux autres, dont l'un soit perpendiculaire à la tangente en M' . Pour calculer 
ce couple composant, qui représente le moment de torsion cherché, substi:-
tuons au couple G les deux couples E, qui lui sont équivalents. 

Chacun de ces couples devra être multiplié par le cosinus de l'angle formé 
par son axe avec celui du couple qui n'est autre que la tangente de la 
courbe considérée au point M ' . Les axes des couples forment un angle 
infiniment petit dont le cosinus est égal à l 'unité, si nous négligeons, comme 
plus haut, les infiniment petits du second ordre; quant à l'axe du couple — E, 
l'angle qu'i l forme avec la tangente en M' est droit, si l 'on néglige encore les 
infiniment petits du second ordre, car le plan osculateur en M est parallèle à 
la tangente en M ' ; le cosinus de cet angle peut donc être considéré comme 
nul, et l'on a, en négligeant les infiniment petits du second ordre, 

d'où l'on conclut que le moment de torsion est rigoureusement constant tout 
le long de la courbe élastique. 

D'après cette remarque, on formera les équations d'équilibre en écrivant 
que les forces appliquées à une portion quelconque MA de la courbe, sup­
posée rigide, sont détruites par la fixité du point M, et par deux couples 
et — E, ayant respectivement pour axes la tangente à la courbe et l'axe du 
plan osculateur; étant constant, et E proportionnel à la différence entre la 
courbure actuelle en M et la courbure primitive au même point. 
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Nous considérerons en particulier le cas où, la courbe étant primitivement 
droite, In seule force appliquée agit sur son extrémité A, l'extrémité B étant 
fixe. En supposant que l'on fixe un point M dont les coordonnées sont x, y, z, 
les moments des forces données par rapport à ce point auront leurs compo­
santes de la forme 

étant des constantes qui dépendent de la direction de la force 
et de la position de son point d'application. En égalant ces moments aux 
couples d'élasticité décomposés perpendiculairement aux trois mômes axes, 
nous aurons les équations 

qui ne diffèrent de celles de Lagrange (p. 168) que par la notation et par l ' in ­
troduction des termes en  

Après avoir obtenu ces équations, Lagrange ajoute : Leur intégration est 
peut-être impossible en général. Nous allons montrer qu'elle est, au contraire, 
toujours possible, et nous suivrons, pour cela, . la marche indiquée par 
M. Biuet (1) et simplifiée, peu de temps après, par Wanlzell. 

Si l'on prend pour axe des s la direction môme de la force donnée, les for­
mules précédentes deviennent, comme on le voit facilement, de la forme 

(1)  

g étant une constante. 

(1) Voir les Comptes rendus de l'Académie des Sciences pour 1844, pages 1115 
et 1197. 
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La dernière équation montre que, si l'on néglige comme Lagrange l'a fait, 
la courbe sera nécessairement plane. En multipliant ces équations par dx, 
dy, dz, et les ajoutant, il vient 

(a)  

on trouve aussi, en ajoutant les deux premières, multipliées respectivement 
par x et y, 

ou, en vertu de la précédente, si l'on prend s pour variable indépendante, 

(4)  

et, en intégrant, 

(5)  

Si l'on substitue à x et y des coordonnées polaires, en posant 

les équations précédentes deviendront 

d'où l'on déduira, en posant et se servant de la formule connue 

(1) On peut remarquer que si, dans cette formule (2), on pouvait supposer .x = o, 
y = o, on en conclurait II faut donc, pour qu'il y ait torsion, que la force ne soit 
pas directement appliquée au point de la courbe sur lequel s'exerce son action. 

(J. Bertrand.) 



on aura ensuite  

de sorte que .x, y, z pourront, par des quadratures, s'exprimer en fonction de 

l'angle φ. 
(Note de M. J. Bertrand.) 

NOTE IV. 

Sur la figure d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. 

Reprenons les équations 

(')  

(2)  

qui ont été obtenues par Lagrange, à la page 219; on s'aperçoit, tout d'abord, 
que le raisonnement qu'i l emploie n'établit pas avec rigueur l'égalité des 
axes B et C. M et N ne différant, en effet, que par le changement des lettres B 
et C l'une dans l'autre, on voit bien que l'hypothèse B = C réduit les deux 
équations à une seule, mais il n'est pas évident que cette hypothèse soit 
nécessaire pour que les équations puissent avoir lieu en même temps. Nous 
allons montrer, en effet, qu'il existe des formes ellipsoïdales a axes inégaux 
pour lesquelles l'équilibre est possible. 

Les expressions que Lagrange désigne par L, M, N sont développées dans la 
Mécanique céleste de Laplace et se trouvent aujourd'hui dans la plupart des 
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Traités de Mécanique. On a ( 1 ) 

dans ces formules, µ. désigne la masse de l'ellipsoïde, et l'on a posé 

Cela posé, si l'on élimine f enlrc les équations (1) et (2), on obtient la rela­
tion 

(3)  

ou, d'après les expressions de L, M et N écrites plus haut, 

(4)  

égalité à laquelle on peut satisfaire de deux manières : 
1° En posant ce qui donne un ellipsoïde de révolution et s'accorde 

avec l'indication de Maclaurin rapportée par Lagrange; 
20 En posant 

(5)  

cette équation fournira en fonction de et. conduit à l'ellipsoïde à axes 
inégaux signalé par M. Jacobi. 

On peut d'ailleurs démontrer que, pour chaque valeur de l'équation (5) 
fournira une valeur correspondante de  

Si, en effet, on la met sous la forme 

(6)  

on voit que, en attribuant à une valeur déterminée, le premier membre est 

(1) Mécanique céleste, t. I I , p. II. 

X L 59 
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positif lorsque est nul, et négatif si est très grand; il s'annule donc, 
nécessairement, pour une certaine valeur positive de  

On peut consulter, pour plus de détails, la Note insérée par M. Liouville 
dans le tome X I V du Journal de l'Ecole Polytechnique ( X X I I I e Cahier). Nous 
indiquerons aussi un article inséré par M. Liouville au tome IV de son 
Journal, et qui contient quelques remarques intéressantes relatives à l'équa­
tion (6). Cet article est intitulé : Observations sur un Mémoire de M. Yvory. 
La question a enfin été traitée par un géomètre allemand, M. Meyer, de 
Kœnigsberg. M. Meyer s'est demandé (1) si, pour une vitesse de rotation 
donnée, plusieurs formes ellipsoïdales à trois axes inégaux peuvent assurer 
l'équilibre, et il parvient à démontrer qu'il n'en peut exister qu'une seule. 
M. Meyer démontre en même temps qu'à une vitesse de rotation donnée 
correspondent, en général, deux formes ellipsoïdales de révolution; c'est ce 
que l'on peut voir, du reste, dans la Mécanique céleste de Laplacc, tome I I , 

page 56. 
(Note de M. J. Bertrand.) 

NOTE V. 

Sur une équation signalée par Lagrange comme impossible. 

Lagrangc a été conduit, page 293, à regarder comme impossible l'équation 

mais il ne s'est pas arrêté à démontrer cette impossibilité, qu'un premier 
aperçu lui faisait regarder comme difficile à établir. Le but de cette Note 
est de remplir cette lacune qui, du reste, a été déjà l'objet d'un travail de 
M. Binet. Posons 

(1) Journal de Crelle, t. 24. 
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il faut prouver que l'égalité 

ne peut avoir lieu dans aucun cas. Pour le faire voir, nous allons montrer 
que, en faisant passer tous les termes dans le premier membre, le résultat 
est essentiellement positif. 

Or on obtient ainsi, pour premier membre, 

ce que l'on peut écrire de la manière suivante : 

Or on a 

cl il est très facile de voir que ces trois différences sont positives; de plus, 
des inégalités 

(4)  

on déduira 

et, par suite,  

et l'on voit alors que tous les termes do l'expression (3) sont essentiellement 
positifs, et que, par conséquent, cette expression ne peut jamais s'annuler. 

Nous avons admis les inégalités (4) comme évidentes. Si l'on suppose, en 
effet, que le nombre des points du système ait une valeur finie quelconque n, 
la première de ces inégalités, qui ne diffère des deux autres que par des 
changements de lettres, devient 
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or elle peut s'écrire 

et, sous cette forme, elle devient complètement évidente. Le seul cas d'ex­
ception serait celui où tous les éléments de la somme seraient nuls. Cette 
condition ne pourrait être remplie pour les trois inégalités (4) à la fois que 
si tous les points du système se trouvaient sur une môme ligne droite passant 
par l'origine. 

{Note de M. J. Bertrand.) 

NOTE VI. 
Sur les équations différentielles des problèmes de Mécanique, et la forme 

que l'on peut donner à leurs intégrales. 

Dans la Section IV de la seconde Partie, Lagrange fait connaître la forme 
très remarquable que prennent les équations de la Dynamique, lorsque l'on 
substitue aux coordonnées des divers points un système quelconque de 
variables. Nous allons revenir, dans cette Note, sur la formation de ces équa­
tions. Nous indiquerons ensuite une transformation très heureuse que leur a 
fait subir M. Hamilton, et dont on peut déduire plusieurs propriétés de leurs 
intégrales qui conviennent à tous les problèmes auxquels s'applique la trans­
formation de M. Hamilton. 

I . 

Soient les in coordonnées des points 
d'un système; équations de liaisons 
qui déiinissent le système. Dans ces équations, les 3n coordonnées peuvent 
figurer d'une manière quelconque avec le temps t; désignons par q1 q2,..., 
qk k variables nouvelles, telles que l'on puisse exprimer les 3n coordon­
nées en fonction de ces variables et du temps t, les 
formules qui expriment les coordonnées étant telles, bien entendu, que les 
équations deviennent identiques lorsqu'on y 
substitue aux diverses coordonnées leur expression en fonction des variables 
nouvelles. 
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Les équations du mouvement ont, comme on sait, pour type général 

(0  

la lettre i désignant un nombre entier quelconque au plus égal à n, m, la 
niasse du point dont les coordonnées sont les compo­
santes de la force qui sollicite ce point. 

Multiplions les équations ( 1 ) , respectivement, par et ajou­

tons-les à toutes les équations analogues que l'on obtiendrait en attribuant 
à i les n valeurs dont il est susceptible; il viendra 

( 2 )  

les facteurs disparaissent dans l'addition à cause de la rela­
tion 

(3)  

qui résulte de ce que la fonction ( désignant un indice quelconque au 
plus égal à 3n — k) s'annule identiquement lorsque  

sont remplacés par leurs valeurs en  
et t. 

Le second membre de l'équation (2) doit être regardé comme une fonction 
connue des variables et t; car sont donnés 
par l'énoncé du problème en fonction de ces k + 1 variables. Il n'y a donc 
pas lieu de transformer ce second membre, et nous le désignerons par une 
lettre Qm. 

Pour transformer le premier membre, écrivons-le de la manière suivante : 

(4)  

en désignant par les composantes de la vitesse du point dont les 
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coordonnées sont On a identiquement 

(5)  

xi, yi, zi sont donnés, par hypothèse, en fonction de en 

différentiant les formules qui les expriment, on aura 

(6)  

d'où l'on conclut 

on a, d'ailleurs, 

ce qui équivaut évidemment, d'après la valeur de x', fournie par l'équation (6),  

On obtiendrait de môme 

Si nous avons égard à ces relations et si, de plus, nous posons 

l'équation (4) deviendra  

On obtiendra k équations do môme forme en attribuant successivement à 
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I'indice m chacune des valeurs 1,2, . . . , k, et l'on formera ainsi les k équa­
tions différentielles suivantes : 

qui sont précisément les équations de Lagrangc. Dans ces équations, les i n ­
connues sont q1 q2, . . . , qk,et leurs dérivées 
sont des fonctions données de ces inconnues; il en est de même de T, car xi,   

étant donnés, par hypothèse, on peut former, par la différentiation,  
11 est important de remarquer que, d'après les règles de la différentia­

tion, seront des fonctions linéaires de et que, par suite, 
T sera une fonction algébrique entière et de degré 2 de ces diverses dérivées. 
Si les expressions de ne contiennent pas explicitement la lettre t, et 
cela aura lieu toutes les fois que les liaisons seront indépendantes du temps, 
on voit facilement que seront des fonctions homogènes du premier 
degré, et, par suite, T une fonction homogène de degré 2 par rapport aux 
variables Cette remarque a une grande importance. 

I I . 

Nous supposerons, dans les considérations qui vont suivre, un système dont 
les liaisons sont indépendantes du temps, sollicité par des forces ayant pour 
composantes les dérivées partielles d'une même fonction. Nous admettrons, 
en un mot, que le principe des forces vives soit applicable au problème dont 
nous nous occupons. 

Reprenons les équations différentielles du mouvement 

0)  
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ces équations sont du second ordre, mais on peut les ramener au premier 
ordre en considérant comme k inconnues nouvelles définies 
par les équations 

( 2 )  

et nous aurons, de cette manière, un système de 2 k équations du premier 
ordre. 

Poisson a eu l'idée de transformer le système des équations (1) et (2) en 

substituant aux inconnues les inconnues nouvelles  

qui en sont des fonctions linéaires; mais il n'a pas développé 

complètement son calcul de transformation, et M. Hamilton a donné, le pre­
mier, les équations très simples auxquelles ces variables nouvelles vont nous 
conduire. 

Posons 

les équations (1) deviendront 

mais la substitution des variables exige que 
les seconds termes de ces équations soient transformés. II est clair, en effet, 
que T étant exprimé en fonction de , puis en 
fonction de n'aura pas, sous les deux formes, la 
même dérivée par rapport à qm. 

T étant une fonction homogène de degré 2 des variables on 
a, identiquement,  

ce que l'on peut écrire 

Prenons la variation des deux membres en faisant varier toutes les variables 
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à la fois; il vient 

(Nous supprimons, dans le second membre, les termes 
qui se détruisent.)  

Or, en considérant T comme fonction de on 
conclut évidemment de l'équation (4) 

Les équations (6) donnent aux équations du mouvement la forme 

et, si on leur adjoint les relations (5), 

on aura 2k équations différentielles du premier ordre entre les inconnues p1,   
Pour simplifier ces équations, rappelons-nous que 

Xi, Yi, Zi, composantes de la force qui sollicite le point sont, par 
hypothèse, les dérivées partielles d'une môme fonction U, et que l'on a 

donc, en se reportant à la définition de la fonction Qm, 

on en conclut  

Si I’on remet dans les équations (A), à la place de les valeurs 
fournies par cette formule, et que l'on pose, de plus, U - T = H, ces équa-

X I . 6o 
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tions deviennent 

si l'on remarque, en outre, que, U ne contenant pas on a 

les équations (B) pourront s'écrire 

Les systèmes (C) et (D) donnent, sous la forme la plus simple, les équations 
d'un problème de Mécanique auquel s'applique le principe des forces vives. 
On voit que deux problèmes de ce genre ne diffèrent l'un de l'autre que par 
le nombre des variables et la forme de la fonction H. 

III. 

Quoique l'on soit loin de savoir intégrer, en général, les équations (C) et (D) 
du paragraphe précèdent, leur forme permet, néanmoins, d'établir plusieurs 
théorèmes fort importants, qui s'appliquent à toutes les questions représen­
tées par ces équations. 

Nous commencerons par établir le théorème suivant, qui est dû à Ha-
inilton : 

THÉORÈME. — Les intégrales d'un problème de Mécanique auquel s'applique 
le principe des forces vives peuvent toutes s'exprimer en égalant à des con­
stantes les dérivées partielles d'une même fonction prises par rapport à 
d'autres constantes. 

Reprenons les équations différentielles d'un problème de Mécanique auquel 
s'applique le principe des forces vives : 

Supposons que, ces équations ayant été intégrées,  
soient connus en fonction de t et de 2 k constantes arbitraires. Si nous remet-
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tons ces valeurs dans la fonction H, nous aurons, en différentiant le résultat 
par rapport à l'une des constantes  

c'est-à-dire, en ayant égard aux équations (1), qui sont, par hypothèse, satis­
faites, 

ce que l'on peut écrire de la manière suivante : 

Mais, la fonction T étant homogène, de degré a, par rapport à 
on a 

Or celte expression ne diffère pas de celle dont la dérivée, par rapport à et, 
figure dans le second membre de l'équation (3), en sorte que cette équation 
devient 

ou encore 

(4)  

ou, en intégrant les deux membres par rapport à t, 

(5)  

les indices o et t placés au-dessous des parenthèses indiquant qu'il faut y 
supposer le temps égal à zéro ou à t. 

L'intégrale dt est une fonction de t et des 2 k constantes arbi-
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traires; désignons-la par S, l'équation précédente deviendra 

si nous la multiplions par dα, pour l'ajouter ensuite à toutes les équations 
analogues que l'on obtiendrait en remplaçant la constante a, successivement, 
par toutes celles qui figurent dans les intégrales du problème, on aura 

(7)  

en désignant par le signe la variation totale d'une fonction des diverses 
constantes, lorsque celles-ci varient toutes à la fois. 

Remarquons, actuellement, que S, étant une fonction de t et des 2k con­
stantes arbitraires, peut s'exprimer en fonction de t et de  

On a admis, en effet, que sont des fonctions 
de t et de 2k constantes; si, dans les k équations qui les déterminent, on fait 
t = o, on obtiendra k équations nouvelles, dans lesquelles 
(qk)0 remplaceront et qui, jointes aux précédentes, permettent 
d'exprimer les 2k constantes en fonction de t et de  

Si nous supposons que le calcul indiqué soit effectué, l'équation (7) four­
nira la variation de S, lorsque toutes les variables dont cette fonction dépend, 
à l'exception de t seulement, reçoivent des accroissements infiniment petits. 
On en conclut, d'après les principes du Calcul différentiel, 

(8)  

et ces équations ayant lieu entre le temps t et 
les 2 k constantes elles sont, évi­
demment, les intégrales complètes du problème. On peut remarquer que les 
équations qui composent la deuxième ligne du groupe (8) forment un système 
à part, dans lequel ne figurent pas et permettent, par consé­
quent, de calculer les inconnues en fonction du temps et de 

toutes les valeurs initiales  
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I V . 

D'après la manière dont la fonction S s'est introduite au paragraphe précé­
dent, il semble que, pour la connaître, il soit nécessaire d'avoir préalablement 
résolu le problème dont on s'occupe. Mais nous allons montrer que cette 
fonction satisfait à une équation différentielle partielle du premier ordre, 
dont toute intégrale complète peut la remplacer dans la formation des équa­
tions intégrales du problème de Mécanique. 

Nous avons posé 

(0  

en se reportant au paragraphe I I , on a 

donc 

Pifférentions les deux membres par rapport à t, et remarquons que S con­
tient t, explicitement, et aussi à cause de qui en dépendent; 
nous aurons 

(2)  

sont des fonctions linéaires de c'est-

à-dire (§ III) de de sorte que, par la substitution de ces 

valeurs, l'équation (a) deviendra une équation différentielle partielle du second 
degré par rapport aux dérivées de S. Pour former cette équation, il faudrait 
transformer, comme nous l'avons indiqué, la somme 

qui figure dans le second membre; or le résultat de ce calcul sera évidem­
ment le même si l'on substitue à cette somme l'expression 
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qui n'en diffère que par le changement de en  

changement dont l'effet sera détruit par le changement inverse que l'on 
doit faire à la fin du calcul. Or, la fonction T étant homogène du second 
degré par rapport à on a, identiquement, 

en sorte que l'équation (a), a laquelle satisfait la fonction S, peut s'écrire 
symboliquement  

c'est-à-diro 

(3)  

les parenthèses qui entourent T indiquant que celte fonction doit être ex­
primée en fonction de et que ces variables seront ensuite 

remplacées par  

L'équation (3) admettra une infinité de solutions contenant chacune k con­
stantes arbitraires, et que Lagrange nomme les intégrales complètes. L'une 
de ces intégrales sera la fonction S que nous avons définie dans le paragraphe 
précédent; mais nous allons montrer que toute autre intégrale complète peut 
remplacer celle-là et fournir la solution du problème de Mécanique dont on 
s'occupe. 

Soit, en effet, 

(4)  

une telle intégrale, satisfaisant identiquement à l'équation (3) et contenant 
k constantes arbitraires ; si l'on pose 

(5)  

je dis que l'on aura la solution complète du problème proposé, et que ces 
équations (5) fourniront les valeurs de en fonction de t et 
de 2k constantes arbitraires. Pour le démontrer, rappelons-nous que les 



NOTES. 479 

équations différentielles du mouvement sont 

(6)  

dans lesquelles H désigne la différence U — T. U ne contenant pas p1,p2,.., 

pk, on a  

en sorte que la seconde ligne des équations (6) peut s'écrire 

(7)  

Nous commencerons par montrer que ces équations (7) peuvent se déduire 
du système des équations (5). 

En différenliant ces équations (5) par rapport à t, nous aurons 

(8)  

à laquelle il faudra adjoindre k — 1 équations que l'on formera en changeant 
dans celle-ci a, en Le système des k équations ainsi obtenues 
donnera les valeurs de qui résultent des relations (5). 

Or, en différenliant par rapport à a, l'équation (3), à laquelle S satisfait 
identiquement, i l vient 

(9)  

désignant ici la dérivée par rapport à α1t de l'expression dans laquelle 

se transforme T, lorsque l'on y remplace   

On a évidemment, d'après cela, 

(10)  

et, dans le second membre de cette équation, il faudra encore transformer  

en y remplaçant  
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Pour indiquer cette transformation, nous placerons ces quantités entre des 
parenthèses. L'équation (9) deviendra alors 

à laquelle on pourra joindre k — 1 équations que I’on formerait en changeant 
dans celle-ci a, en Or, si I’on compare le système des équa­
tions ainsi obtenues avec celui dont l'équation (8) est le type, on en conclut 
que ce dernier sera satisfait par les valeurs suivantes des inconnues  

(12)  

Or, on a démontré [§ I I , équation (5)] les relations 

en sorte que les formules précédentes peuvent s'écrire 

(13)  

désignant ce que deviennent les expressions   
lorsque, après les avoir exprimées en fonction de on rem­

place ces dernières variables par Supposons maintenant 

qu'en faisant subir cette transformation aux seconds membres des équa­
tions (12) on exprime en môme temps, et par les formules mêmes dont on 
aura à faire usage, les premiers membres en fonction de 
on formera un système d'équations dont les deux membres ne différeront 

que par le changement de et dont on 

déduira, par conséquent, 

(«4)  

Si nous revenons actuellement aux équations (12), on peut les écrire 

(«5)  

en supprimant les parenthèses qui n'ont plus d'autre objet que d'indiquer la 
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substitution de à des quantités qui leur stat égales en 

vertu des équations (14). Les formules (15) forment une moitié des équa­
tions différentielles du mouvement, qui sont, par conséquent, satisfaites. 

Les équations qui, jointes au système (15), représentent les conditions 
complètes du problème sont les suivantes : 

(16)  

Pour montrer qu'elles sont également satisfaites, différentions par rapport 
à t les équations 0 4 ) ; les résultats obtenus seront de la forme 

(17)  

ou, en remplaçant par lews valeurs  

(18)  

Différentions actuellement par rapport à q1 l'équation 

0 9 )  

i l viendra 

ou, en remplaçant par leurs valeurs  

En comparant les équations (17) et (21), on conclut 

X I . 61 
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Or on peut, en vertu des relations (14), enlever les parenthèses qui entourent  

et l'on a enfin  

C'est précisément la relation que nous voulions établir; on obtiendrait des 

valeurs analogues pour et il est prouvé, par conséquent, que 

toutes les équations du mouvement sont satisfaites par le système des rela­
tions (5). 

L'idée de substituer à la fonction S de M. Hamilton l'une quelconque des 
intégrales de l'équation à laquelle elle satisfait est duo à Jacobi (1) . La 
démonstration a été développée par lu i dans le cas d'un système sans l i a i ­
sons. Plusieurs géomètres ont traité depuis la même question, mais je crois 
la démonstration précédente plus simple que celles qui avaient été données 
jusqu'ici. 

V. 

M. Hamilton nomme la fonction S, à laquelle se rapportent les calculs pré­
cédents, la fonction principale du problème. 11 a considéré, en outre, une 
autre fonction qu'il nomme caractéristique, et que nous désignerons par V. 
Nous croyons devoir placer ici la définition de cette fonction V et l'indica­
tion de sa propriété la plus importante. C'est elle qui s'est présentée d'abord 
à M. Hamilton, et c'est en l'étudiant qu'i l est, je crois, le plus facile d'aper­
cevoir les idées qui l'ont guidé. 

La fonction V n'est autre chose que l'intégrale que l'on con­

sidère dans le principe de la moindre action, de telle sorte qu'en cherchant 
à démontrer ce principe on peut être conduit de la manière la plus natu­
relle, comme on va le voir, à la belle découverte de M. Hamilton. 

D'après la notation adoptée dans cette Note, on a 

(1) Journal de Crelle, t. 17. 
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on en déduit  

le signe se rapportant à la variation de toutes les constantes qui figurent 
dans 

En intégrant par parties les termes de la première intégrale, et remarquant 

que il vient 

les indices o et t placés après les parenthèses indiquant qu'il faut y rem­
placer successivement le temps par o et t, et faire la différence des deux 
résultats. Or, d'après les équations différentielles du mouvement, on a évi­
demment 

en sorte que, δH étant constant en vertu du principe des forces vives, l'équa­
tion précédente devient 

Si donc on considère V comme une fonction de 
et de H, on aura 

Ces équations peuvent être considérées comme la solution complète du pro­
blème proposé, qui sera, par conséquent, résolu si l'on parvient à déter­
miner la fonction caractéristique V; V satisfait comme S à une équation dif­
férentielle partielle dont une seule intégrale complète suffit pour résoudre le 
problème. Mais nous renverrons, pour l'étude de cette équation, au Mémoire 
de Jacobi, qui a traité avec développement le cas d'un système libre; le 
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cas d'un système à liaisons quelconques ne présentera aucune difficulté aux 
personnes qui auront étudié les propositions analogues démontrées plus 
haut et relatives à la fonction S. 

Nous ne pouvons indiquer ici aucune application particulière de la théorie 
qui fait l'objet de cette Note. On pourra consulter utilement plusieurs Mé­
moires de M. Liouville, insérés aux tomes XIV et X V I de son Journal et 
dans les Additions à la Connaissance des Temps pour 1850. 

(Note de M. J. Bertrand.) 

NOTE VIL 
Sur un théorème de Poisson. 

Poisson a fait connaître, dans l'un de ses Mémoires, un théorème très 
général sur lequel il avait fondé une manière nouvelle de présenter la 
théorie de la variation des constantes arbitraires. Quoique ce théorème sem­
blât extrêmement remarquable en lui-même, Poisson se contenta de l'appli­
quer au but spécial qu'il se proposait, sans indiquer même qu'il fût possible 
d'en faire un autre usage. Plus de trente années après, au moment même de 
la mort de Poisson, l'attention des géomètres fut appelée de nouveau sur ce 
point par l'illustre Jacobi, qui signala le théorème de Poisson comme un 
résultat prodigieux, et le plus important à ses yeux de toute la science du 
mouvement. Jacobi n'ajoutait d'ailleurs aucun développement à cette asser­
tion, sur laquelle ses œuvres posthumes nous donneront peut-être quelques 
détails. Le but de celte Note est de faire connaître le théorème de Poisson 
et d'indiquer le parti que l'on peut en tirer pour l'intégration des équations 
différentielles de la Mécanique. 

I . 

Considérons un problème quelconque de Mécanique auquel s'applique la 
transformation de M. Hamilton exposée dans la Note précédente. Soient 

(')  
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les équations différentielles de ce problème. Si l'on suppose connues deux 
intégrales de ce système d'équations, contenant chacune une constante arbi­
traire et résolues par rapport à ces constantes, 

( 2 )  

(3)  

le théorème de Poisson consiste en ce que l'expressfon 

(4)  

qu'il désigne par conserve une valeur constante pendant la durée du 
mouvement; en sorte que, si l'équation 

n'est pas une identité, elle sera une intégrale du système d'équations diffé­
rentielles proposé. 

Pour démontrer cette proposition, nous allons former la dérivée de l'ex­
pression et vérifier qu'elle est nulle; on a 

(5)  

Or, étant des intégrales du s y s t è m e s o n t nuls identique­

ment lorsque l'on a égard à ces équations, et l'on a 

si l'on différenlie ces deux équations par rapport à pt et à gt, i' désignant un 
indice quelconque, on aura 

et deux autres équations qui ne différeraient de celles-là que par le change­
ment de en  
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On a d'ailleurs 

en vertu de ces relations, les équations (6) et (7) peuvent s'écrire 

et l'on aurait de môme 

(10)  

(11)  

Si l'on déduit des équations (8), (9), (10), (11) les valeurs de  
pour toutes les valeurs de l'indice i, et qu'on les reporte dans 

l'équation (5) que nous voulons démontrer, ou obtiendra une identité, comme 
on s'en assure bien simplement en remarquant qu'après cette substitution 
tous les termes du second membre contiennent en facteur une seconde déri­
vée de la fonction H; en réunissant les termes qui correspondent à la môme 
dérivée, on verra qu'ils sont au nombre de quatre et se détruisent deux à 
deux. On en conclut  

et, par suite,  

ce qui est précisément le théorème de Poisson. 
S i est une fonction des v a r i a b l e s q u e  

l'on ne puisse pas considérer comme fonction de a et de (3, cette équation  
sera une troisième intégrale que l'on pourra combiner avec 

les deux intégrales de manière à former une nouvelle expression con­
stante qui, dans certains cas, pourra être une quatrième intégrale, et ainsi de 
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suite. Malheureusement, les cas dans lesquels ce procédé ne conduit pas à 
des intégrales nouvelles sont excessivement nombreux; Nous allons donner 
quelques détails sur cette question importante. 

H . 

Soient  

les intégrales d'un problème de Mécanique, représentant des 
fonctions des inconnues et de la lettre t qui conservent la même valeur pen­
dant toute la durée du mouvement. Une fonction arbitraire de 
partagera évidemment la même propriété, et nous pourrons regarder 

comme étant aussi une intégrale des équations différentielles du mouvement. 
Si nous considérons une seconde intégrale 

F, et F, désignant deux fonctions arbitraires, on vérifiera bien facilement, par 
les seules règles de la différentiatîon, qu'en combinant les deux intégrales A 
et B, comme il a été dit dans le paragraphe précédent, on obtiendra identi­
quement 

Cette formule fournit le résultat de la combinaison de deux intégrales A et B, 
en fonction des résultats obtenus par la combinaison des intégrales dont A 
et B dépendent; elle nous sera fort utile. 

I I I . 

Lorsque l'on connaît deux intégrales, que nous désignerons, pour abréger, 
par le nom des constantes α et ß qui y figurent, il peut arriver, de deux ma-
nières differentes que iè resultat de leur combinaison ho fournisse pas une 
intégrale nouvelle. Cela aura Hen, en effet, si l'expression eft identi-
quement constante, et si, sans être identiquement constante, elle est fonction 
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de a et de ß, de manière à pouvoir résulter de la combinaison de ces deux 
intégrales. Il est important d'examiner ces deux cas et de reconnaître s'ils 
doivent fréquemment se présenter. Nous démontrerons d'abord un théorème 
qui permet de les rattacher l 'un à l'autre. 

Si  

sont deux intégrales d'un même problème, telles que (α, ß) soit une fonction 
de a et de (3, il existe toujours une fonction de α et de ß qui, égalée à une 
constante y, fournira une intégrale telle que soit identiquement l'unité. 

On a, en effet, d'après la formule du paragraphe précédent, 

si donc est, comme on l'a supposé, fonction de « et de ß, on pourra 

toujours déterminer y par la condition 

et faire en sorte que \ soit égal à l 'unité. 

I V . 

Après avoir montré que les deux cas dans lesquels le théorème de Poisson 
donne des résultats illusoires sont liés intimement l'un à l'autre, nous allons 
nous borner à étudier les intégrales qui, combinées avec une intégrale don-
née, donnent à l'expression de Poisson une valeur identiquement constante. 

Nous démontrerons le théorème suivant : 

Quelle que soit une intégrale donnée on peut toujours compléter la solu­
tion du problème en lui adjoignant d'autres intégrales qui, 
combinées avec a, donnent à l'équation de Poisson une forme identique, de 
telle sorte que l'on ait 

Nous commencerons par remarquer que, quelle que soit l'intégrale α, il est 

impossible qu'i l n'en existe pas moins une autre telle que soit diffé­
rent de zéro. 
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Si, en effet, il en était autrement, l'équation 

dans laquelle la fonction (3 est regardée comme inconnue, admettrait toutes 
les solutions de l'équation 

qui exprime que (3 est une intégrale. Or, ces deux équations étant linéaires 
et contenant le même nombre de variables indépendantes, ne peuvent avoir 
la même intégrale générale sans être identiques, ce qui exige, évidemment, 
que a soit une fonction de II, c'est-à-dire que l'intégrale donnée soit celle 
des forces vives. Mais, dans ce cas-là môme, il existe une intégrale qui, 
combinée avec a, donne pour résultat l 'unité; c'est celle dont la constante 
est ajoutée au temps. Notre assertion est donc démontrée dans tous les cas. 

Nous montrerons, en second lieu, qu'à une intégrale donnée α il en corres­
pond toujours au moins une autre ß, telle que 

Soit, en effet, y une intégrale, telle que soit différent de zéro. Posons 

et arrêtons-nous lorsque l'une des intégrales sera identiquement con­
stante ou fonction des précédentes. II est impossible que l'un de ces cas ne 
finisse pas par se présenter, car le nombre des intégrales distinctes est néces­
sairement limité. Supposons, par exemple, que l'on ait 

la fonction F pouvant se réduire à une simple constante. Soit une 
nouvelle intégrale que je nomme on aura 

et, en posant on obtiendra une équation différentielle de laquelle 
on déduira  

XI. 62 
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Nous pouvons actuellement donner la démonstration du théorème qui fait 
l'objet de ce paragraphe. 

Une intégrale α étant donnée, on peut toujours compléter la solution du 
problème par des intégrales telles que 

L'existence de l'intégrale ß1, telle que a été démontrée plus haut. 
Il reste donc à prouver qu'il existe 2k — 2 intégrales distinctes de « et de ß1 

qui, combinées avec a, donnent à l'équation de Poisson la forme 0 = 0. Nom­
mons, en effet, µ le nombre des intégrales qui remplissent cette condition, 
et désignons-les par est moindre que 2k — 2, il 
existera des intégrales indépendantes de celles-là, ainsi que de a et de ß1. Soit  

une de ces intégrales, posons 

sera, par hypothèse, différent de zéro. Il le sera également de l'unité, 
car on aurait sans cela 

et serait alors, d'après ce que nous avons supposé, fonction de  
en sorte que ne serait pas une intégrale nouvelle. 

Posons 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que nous arrivions à une intégrale identiquement 
constante ou fonction des précédentes. Soit 

cette intégrale, et posons 

nous aurons 

et, en égalant à zéro, on obtiendra évidemment une équation en dont 
l'intégrale fournira des solutions fonctions de et 
distinctes de car, sans cela, il existerait, contrairement à ce 
que l'on a supposé, une relation entre les intégrales obtenues avant  
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Nous avions donc fait une hypothèse impossible en limitant à µ le nombre des 
intégrales qui, combinées avec α, donnent un résultat identiquement nul, et 
il est impossible que µ soit différent de 2k — 2. 

Le théorème énoncé est, par conséquent, démontré. 

V. 

D'après ce qui précède, une intégrale a étant donnée, on peut compléter la 
solution du problème par des intégrales qui, combinées 
avec α, donnent toutes à la formule de Poisson une formule identique. Il ne 
faut pas croire cependant que toutes les intégrales du problème soient pour 
cela dans le même cas. 

Considérons, en effet, l'intégrale la plus générale 

on aura, d'après la formule du paragraphe I I , 

et, par conséquent, l'expression ne sera identiquement constante que 

si est constant lui-môme; mais on voit que toutes les intégrales, eu 

nombre infini, qui résultent de la combinaison de donneront 
un résultat identiquement nul, si on les combine avec a. Celles-là seules, qui 
contiennent peuvent conduire à des résultats non identiques. Les deux 
intégrales et se trouvent, d'après cela, liées l'une à l'autre d'une manière 
toute spéciale, et je proposerai de les désigner sous le nom d'intégrales con­
juguées. Les propriétés de ces intégrales conjuguées formeraient une étude 
intéressante, dont les développements ne doivent pas trouver place ic i . Pour 
l'application que l'on peut faire du théorème de Poisson à l'intégration des 
équations différentielles de la Mécanique, je renverrai à un Mémoire publié 
dans le tome X V I I du Journal de M. Liouville, page 393. 

{Note de M. J. Bertrand. ) 
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NOTE VIII. 
Sur les oscillations infiniment petites d'un système de corps; 

par M. G. DARBOUX. 

Au début de la Section sixième (p. 369), Lagrange étudie d'une manière 
approfondie les oscillations très petites qu'exécutent les différents corps d'un 
système lorsqu'on les écarte très peu de leur position d'équilibre. L'emploi 
des admirables résultats que lui doit la Mécanique analytique permettait seul 
d'aborder avee succès cette question, une des plus importantes et des plus 
générales qui se présentent dans la théorie du mouvement. Quelques-uns 
des résultats que Lagrange énonce ne sont pas suffisamment établis. La solu­
tion du problème dépend de la résolution d'une équation algébrique que 
Lagrange apprend à former; cette équation n'a jamais de racines imaginaires, 
mais, contrairement aux affirmations de l'illustre géomètre, elle peut très 
bien avoir des racines égales. C'est ce que nous mettrons en évidence en 
suivant une méthode de réduction des formes quadratiques qui est due à 
M. Kronccker. 

Considérons deux formes quadratiques homogènes 

(')  

qui dépendent de n variables La formule 

où désigne une constante qui peut prendre toutes les valeurs possibles, 
définira ce que nous appellerons, avec M. Kronecker, un faisceau de formes 
quadratiques. L'équation algébrique 

( 2 )  
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détermine, comme on sait, les valeurs de pour lesquelles la forme quadra­
tique se réduit à une somme composée de moins de n carrés; cette 
équation ne sera jamais vérifiée identiquement si la forme f, par exemple, 
a son déterminant différent de zéro. 

Cela posé, nous commencerons par établir le lemmc suivant : 
Appelons, suivant l'usage, forme définie toute fonction quadratique de n 

variables qui est réductible à une somme de n carrés tous de même signe, et 
qui , par suite, ne peut s'annuler que si l'on attribue des valeurs nulles à 
toutes les variables dont elle dépend. Nous allons montrer que, si l'équa­
tion (3) a une seule racine imaginaire, il est impossible que la forme quadra­
tique f, ou toute autre forme du faisceau, soit une forme définie. 

Soit, en effet, cette racine imaginaire de l'équation (3) ; la 
forme quadratique  

sera une somme composée de moins de n carrés. On pourra donc écrire 

désignant des fonctions linéaires réelles des variables 
Si l'on égale les parties réelles et les parties imaginaires dans les deux mem­
bres, on aura  

et, par conséquent, 

On peut, évidemment, donner à cette équation la forme suivante 

les constantes mi étant toutes réelles. La fonction s'annulera donc si 
l'on pose, pour toutes les valeurs de l'indice i, 

(4)  

Les équations ainsi obtenues sont en nombre inférieur à n; elles sont 
linéaires par rapport aux variables et, de plus, tous leurs coeffi­
cients sont réels. Il sera donc possible d'y satisfaire par des valeurs réelles 
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de qui ne soient pas toutes nulles. Par suite, la forme  
s'annulant par des valeurs réelles des variables indépendantes qui ne sont 
pas toutes nulles, ne pourra être une forme définie, quelle que soit d'ailleurs 
la valeur attribuée à  

Si l'on veut démontrer ce résultat pour la forme ƒ seulement, on pourra 
répéter le raisonnement précédent en substituant au système (4) les équa­
tions suivantes : 

On conclut immédiatement de la proposition précédente que, si un faisceau 
de formes quadratiques contient une seule forme définie, l'équation en rela­
tive à ce faisceau a nécessairement toutes ses racines réelles. 

C'est ce qui aura lieu, en particulier, si, comme nous le supposerons dans la 
suite, /est une forme définie. 

D'après cela, soit k une racine, nécessairement réelle, de l'équation (a), La 
fonction quadratique pourra être ramenée à la forme 

(5)  

désignant des fonctions linéairement indépendantes de  
et p étant au plus égal à n — 1. 

On peut adopter comme nouvelles variables indépendantes 
et les substituer à un nombre égal des variables primitives. Si, par exemple, 
on peut déduire des formules qui expriment les valeurs de  

on choisira comme nouvelles variables indépendantes 

On aura alors 

F désignant la parlie qui contient les seules variables B celle qui contient 
les produits des variables par les variables xk et Φ celle qui ne renferme 

que les variables xk. Pour réduire encore l'expression de ƒ, nous nous appuie­
rons sur la remarque suivante. 

Étant donnée une forme définie de n variables si l'on annule 
un certain nombre des variables, par exemple, il reste une 
forme définie des variables  

En effet, si cette forme n'était pas définie, elle s'annulerait pour des valeurs 
des variables qui ne seraient pas toutes nulles; et l'un de ces 
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systèmes de valeurs, combiné avec les valeurs nulles des variables suivantes  
annulerait la forme primitive, qui, contrairement à l'hypothèse, 

ne serait pas définie. 

Il résulte de la remarque précédente que, dans l'expression (6) de ƒ, les 
parties F et Φ sont des formes définies par rapport aux variables dont elles 
dépendent. On pourra donc réduire Φ à une somme de carrés 

tous de môme signe, positifs par exemple si la forme ƒ est positive, où les  
désignent des fonctions indépendantes de que 

nous substituerons à ces dernières variables. 

Alors la partie B prendra la forme 

étant des fonctions linéaires de . et ƒ pourra s'écrire 

Si nous introduisons enfin les nouvelles variables 

nous obtiendrons cette expression définitive de ƒ 

(7)  

et, d'après une remarque déjà faite, ƒ1 sera encore une forme définie des 
variables dont elle dépend. 

L'équation (5) nous permet de calculer φ et nous donne 

(8)  

φ1 désignant, pour abréger, la fonction quadratique 

qui dépend exclusivement des variables  
Joules les hypothèses faites au début s'appliquent maintenant aux deux 

formes ƒ1 et φ1, qui sont analogues à ƒ et à φ, mais qui dépendent d'un moins 
grand nombre de variables. On pourra donc appliquer de nouveau a ces deux 
formes la méthode que nous avons suivie, et continuer de la môme manière 
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jusqu'à ce que l'on ait épuisé toutes les variables. Le résultat final est évidem­
ment le suivant : 

On peut toujours exprimer les deux formes quadratiques f et φ de la 

manière suivante  

les quantités yi étant des fonctions linéaires, réelles et indépendantes des 
variables primitives, et les constantes ai étant les racines nécessairement 
réelles, mais égales ou inégales, de l'équation (2). 

La proposition précédente joue un rôle capital dans un grand nombre 
d'applications. Considérons, en particulier, le problème des oscillations inf i ­
niment petites; la méthode suivie par Lagrange revient à exprimer toutes 
les variables dont dépend la position du système en fonction de variables 
nouvelles  

qui seront indépendantes et qui seront toutes nulles dans la position d'équi­
libre. D'après cela, si l'on suppose que tous les corps soient très voisins de 
leur position d'équilibre et que les vitesses imprimées à ces corps soient 
aussi infiniment petites, toutes les variables précédentes seront très petites, 
et il en sera de même de leurs dérivées 

Calculons la demi-force vive T et la fonction des forces V, en les réduisant à 
leurs termes de moindre dimension. On aura 

ƒ désignant une forme quadratique des dérivées qui, par sa na­
ture, sera une forme définie. 

Quant à la fonction des forces, si l'on désigne par V0 sa valeur dans la posi­
tion d'équilibre, on aura 

φ désignant une forme quadratique des variables  
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Appliquons la méthode de M. Kronecker aux deux fonctions 

nous pourrons, par une même substitution linéaire à coefficients constants, 
les réduire aux formes simples 

Les quantités αi seront les racines de l'équation en relative au faisceau  
elles seront toutes positives si la fonction des forces est un minimum 

dans la position d'équilibre. 
Les variables se transformant de la môme manière quand on applique 

une substitution linéaire, on aura nécessairement 

et, par suite, les équations de Lagrange (p. 374) deviendront ic i 

Les quantités at, qui sont toujours réelles, pourront cependant devenir 
égales, comme nous l'avons établi plus haut. Néanmoins, le résultat essentiel 
indiqué par Lagrange subsistera encore : si la fonction des forces est un mi ­
nimum dans la position d'équilibre, les constantes αt seront toutes positives, 
et les intégrales des équations différentielles précédentes ne contiendront 
jamais le temps en dehors des signes sinus ou cosinus. 

FIN DU TOME ONZIÈME. 

X I . 63 
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