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Siebentes Kapitel.
Mechanik der nichtstarren Korper').

§ 1. Vorbemerkungen. Bis vor wenigen Jahren nahm in den meisten
Lehrbiichern der Physik die Mechanik dec nichtstarren Korper oder die
Elastizitats- und Festigkeitslehre, wie dieser Gegenstand bei vor-
herrschenden technischon Gesichtspunkten genaunt wird, nur einen geringen
Raum ein. Handelte es sich doch um ein Wissensgebiet, das aus den prak-
tischen Bedirfnissen der Technik hervorgegangen ist und das dem Physiker
nur wenig Anregungen zu bieten schien. In der letzten Zeit ist jedoch die
Einstellung diesem Gegenstand gegeniiber eine grundsatzlich andere geworden.
Die letate Entwicklung hat vielmehr gezeigt, dab die Lehre von den Kraften,
die den inneren Zusammenhang der Kérper herstellen, fir die gesamte Physik
von groBtem Interesse ist, und dal fir die Untersuchung der Beschaffenheit
der kleinen, kristallinischen Teile der Korper, ihres Gefiiges und dessen
Verinderung unter dem Einflu von suBeren Kriften und ihrer kleinsten
Teile — der Molekiile und Atome — die Methoden der modernen Physik
— man kann sagen: in jhrem ganzen Umfang — zur Verwertung gelangen.
Aus diesem Grunde ist eine eingehendere Behandlung der Grundfragen dieses
Gebietes, an dessen Ausbau die moderne Physik voraussichtlich auch fernerhin
in hervorragender Weise beteiligt sein wird, auch in einem elementaren Lehr-
buche heute sehr wohl am Platze.

Fir den Zweck, den diese einfithrende Darstellung verfolgt, kann es
sich freilich nicht darum handeln, Aussagen iber die soeben kurz gekenn_
zeichneten Probleme aus gewissen mechanischen oder elektrischen Fundamental.
gesetzen, die sich auf die kleinsten Bausteine der Korper, die Molekiile und
Atome, beziehen, herzuleiten — eine Aufgabe, die ibrigens zurzeit noch
keineswegs in einer Form gelost ist, die den Anforderungen der praktischen
Physiker oder der Ingenieure zu geniigen verméchte. Wir werden vielmehr
den umgekehrten Weg gehen, den man als den induktiven oder phinomeno-
logischen bezeichnet, der auf Grund direkter Beobachtungen Aussagen iber
den gesetzmiiBigen Verlauf der Erscheinungen zu erschlieSen strebt, und
wollen die einfacheren dieser Tatsachen aus gewissen Kigenschaften dey
kleinen und kleinsten Teile verstehen lernen. Die Bedeutung des induktiven
Verfahrens tir die Gewinnung wirklichkeitstreuer Bilder der Natur tritt
ibrigens in wenigen Teilen der Physik stirker hervor als gerade hier.

1) Bearbeitet von Prof. Dr. Th. P5schl in Karlsruhe.
Mdller-PouilletI,8. 11, Aufl. 54
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Die Kenntnis der Eigenschaften der nichtstarren, im gewéhnlichen Sinne
testen Korper ist aufer fiir die Fragen des tiglichen Lebens, bei denen die
Festigkeit der Korper eine Rolle spielt, vor allem fiir die Technik von
hochster Wichtigkeit, die eine genaue Einsicht in das physikalische Verhalten
der sogenannten ,Baustoffe“ fordert; in jhrer neueren Entwicklung sind
diese Wissenszweige zu den umfangreichen Sonderdisziplinen der Stoff-
kunde und des Materialpriifungswesens ausgebildet worden. Fir die
neuzeitliche Technik liegt in der genauen Kenntnis der Eigenschaften der
Baustoffe ein wirtschaftliches Moment von groBSter Bedeutung, da mit den
Festigkeitseigenschaften die Abmessungen zusammenhingen, die den einzelnen
Teilen irgend einer Konstruktion, sei dies nun eine Briicke, ein Flugzeug,
eine Maschine, oder irgend ein anderes technisches Werk, zu geben sind. Je
genauer diese Eigenschaften der Stoffe bekannt sind, um so geringer kénnen
— im allgemeinen — die Abmessungen gemacht werden, weil man keine iiber-
flissige, oft in der ungenauen Kenntnis der Kigenschaften des verwendeten
Materials begriindete Uberdimensionierung vorzusehen braucht. Es kommen
dabei allerdings noch andere Umstinde in Frage, die hier nur erwihnt
werden konnen: die genaue Kenntnis des Kriftespiels in allen Teilen der
Konstruktion, die Gleichférmigkeit (Homogenitit) des Baustoffes, die Art und
Weise seiner Herstellung u. dgl.

Dariiber hinaus sind aber noch andere Zweige der Naturwissenschaften
an den Fragestellungen interessiert, die in der Mechanik der nichtstarren
Kérper behandelt werden: so z. B. die moderne Geologie, soweit sie sich
mit der Entstehung und den Verinderungen der Gebirge beschiftigt, wobei
fiir das Verhalten der Gesteine die natiirlichen Bedingungen maBgebend sind,
die im Innern der Gebirge obwalten; und auch die Biologie, die iiber die
Fragen der Festigkeit des tierischen und pflanzlichen Korpers und deren Ver-
anderung wihrend der verschiedenen Entwicklungsperioden grundsatzliche
Aufschliisse verlangt.

In dieser Ubersicht soll nicht unerwihnt bleiben, daB die Festigkeitseigen-
schaften der Korper auch durch Krifte nicht-mechanischer Art in Anspruch ge-
nommen werden konnen, wie dies z. B. bei der Frage der Durchschlagfestigkeit
eines Dielektrikums durch elektrische Spannungsdifferenzen hervortritt. In
diesem Kapitel wird jedoch nur das Verhalten der Korper bei rein mechanischer Be-
anspruchung, d. h. bei Beanspruchungen durch mechanische Krifte, behandelt ?).

1) Auf besondere Literaturnachweise ist in diesem Kapitel wegen seiner ein.
fihrenden Beschaffenheit verzichtet worden. Beziiglich niherer Einzelbeiten der
behandelten Fragen sei hier zusammenfassend — aus der groBen Literatur iiber
diesen Gegenstand — nur auf die folgenden Werke aufmerksam gemacht: C.v. Bach
und R.Baumann, Elastizitdt und Festigkeit, 9. Auflage, Berlin 1924, — A. Féppl,
Vorlesungen tber technische Mechanik, 6 Bde. Leipzig. — A.u. L. Féppl, Drang
und Zwang, 2 Bde. Miinchen. — Th.v.Kérman, Artikel: ,Elastizitat“ und ,Festig-
keit“ in ,Handworterbuch der Naturwissenschaften“. Jena 1915. — A. E. H. Love,
Lehrbuch der Elastizitit. Leipzig 1907. — A. N4dai, Die elastischen Platten,
Berlin 1925, und Der bildsame Zustand der Werkstoffe, Berlin 1927, — G. Sachs»
Mechanische Techunologie der Metalle. Leipzig 1925. — Ferner Handb. d. Physik,
Bd. VI, Berlin 1928, Handb. d. Mechanik, Bd.III (u. IV), Leipzig 1927.



§ 2. Typische Grundformen der Beanspruchung der Kdrper usw. 851

§ 2. Typische Grundformen der Beanspruchung der Kérper durch
#uBere Kriifte. Fir die Beschreibung des Verhaltens der festen Korper,
die durch &uBere Kriifte belastet werden, ist eine Reihe von Begriffen er-
forderlich, die zunichst erklirt werden miissen; ihre Bedeutung tritt un-
mittelbar hervor, wenn wir die Vorgiinge in ihrer natiirlichen Folge betrachten,
die sich an einem Korper unter der Wirkung suBerer Krifte abspielen. Was
zunichst diese Einwirkung selbst betrifft, so kann sie in verschiedenen Formen
geschehen. Dem gewohnlichen Sprachgebrauch folgend sagt man, der Korper
wird durch solche einwirkeude Krifte ,beansprucht®, und je nach der Art
dieser Beanspruchung uaterscheidet man die folgenden typischen Grund-
formen, die fiir stabformige Korper in Fig. 674 zusammengestellt sind:

A PFig. 874.
) Zug
M ) Sthib
I
I P
N ]
A ) .
e e s
P : &) Biegun -
v i 2qung

(= Crctarl 3 )

12
S
Rie

z ugseste)

Typische Grundformen der Beanspruchung. (Schematische Darstellung.)

a) Zug: Die Krifte wirken in der Langsachse des Korpers und suchen
ihn zu verlidngern.

b) Druck: Die Krifte wirken ebenso wie frither, aber in entgegengesetzten
Richtungen, streben also den Kérper zu verkiirzen.

¢) Schub: Die Krifte wirken — nahezu in derselben Geraden — paar-
weise senkrecht zur Lingsachse des Stabes und streben die Querschnitte g b,
a' b’ gegeneinander zu verschieben, abzuscheren.

d) Drehung (Torsion): Die Krifte wirken als Drehmoment (Drillungs-
oder Torsionsmoment) um die Langsachse des Stabes; sie verdrehen je zwei
benachbarte Querschnitte des Stabes um ihre gemeinsame Achse gegeneinander
und fithren die geradlinigen Léngsfasern in Schraubenlinien iber.

e) Biegung: Die Krifte wirken als Drehmomente (Biegemomente) um
Achsen senkrecht zur Stabachse, also derart, dal sie eine Krimmung des
urspriinglich geraden Stabes herbeizufithren streben (reine Biegung, d. h.
Biegung ohne Schubkrifte).

In Wirklichkeit treten diese typischen Fille nur ganz selten fiir sich
allein auf, meist handelt es sich bei den wirklich vorkommenden Fillen um
eine Vereinigung von zwei oder mehreren von ihnen. Fir die Forschung
ist es aber angezeigt, sie gesondert zum Ausgangspunkt der Betrachtungen
zu nehmen. — Die Beanspruchungen, die in Korpern von nicht stab-

B4*



852 Mechanik der nichtstarren Korper, Kap. VII. § s.

formiger Gestalt auftreten, lassen sich auf diese einfacheren zuriick-
fithren.

Man beachte, daB die &uBeren Krifte — die Belastungen — in allen
diesen Fillen so beschaffen sind, dal sie fiir sich im Gleichgewicht stehen,
sowohl was die Einzelkrifte in den drei ersten, als auch was die Momente
in den beiden letzten Fillen betrifft. Dasselbe muB natiirlich auch fir be-
liebige Belastungszustinde zutreffen, sobald es sich um Korper handelt, die
in Ruhe oder in gleichférmig-geradliniger Bewegung begriffen sind, sobald
also von der Wirkung von Massenkriften (Tragheitskraften) abgesehen werden
kann. Massenkrifte sind an das Vorhandensein von Beschleunigungen ge-
bunden und sind weiterhin auf Grund des sogenannten d’ Alembertschen
Prinzips in dhnlicher Weise in die Rechnung einzufithren, wie wir dies bald
fiir statische Krifte kennenlernen werden.

§ 3. Formiinderungen. Jeder Korper, der in einer von den in § 2 be-
schriebenen oder in einer dhnlichen Art von Kriften beansprucht wird, erfihrt
unter deren EinfluB gewisse Forminderungen oder Verzerrungen, die auler
von der stofflichen Beschaffenheit des Korpers — vom Material — vor allem
von der GroBe und von der Art der Belastung (ob ruhend, bewegt, stof-
artig oder dgl.) abhdngen und im allgemeinen einen ziemlich verwickelten
Verlauf zeigen.

Diese Formanderungen erstrecken sich bis in die kleinen, kristallinischen
Teile des Korpers und machen sich einerseits als Anderungen der Lings- und
Querabmessungen, andererseits als Winkeldnderungen bemerkbar.

A. Beanspruchung auf Zug und Druck. Eine Zugbeanspruchung
(nach Fig. 674a) verursacht eine Ausdehnung in der Lingsrichtung, mit der
gleichzeitig eine Verkiirzung der Querabmessungen einhergeht, wihrend eine
Druckbeanspruchung (nach Fig. 674 b) umgekehrt eine Zusammendriickung oder
Verkiirzung in der Liangsrichtung hervorruft, die von einer Ausdehnung der
Querabmessungen begleitet ist.

Sei bei Zug 1 die urspriingliche Lange des Stabes und 7, die Lénge nach
Aufbringung der Belastung, so ist also [, — ! — 4 die Lingendnderung oder
die Verlingerung; die in Teilen der urspriinglichen Linge ausgedriickte
oder auf die Einheit der Linge des Stabes bezogene Lingeninderung nennt
man schlechthin die Dehnung:

die somit eine reine Verhaltniszahl ist. Das Hundertfache dieses Zahlenwertes
gibt die Dehnung in Hundertteilen (v.H.) oder in Prozenten an. Voraus-
setzung ist dabei, daB sich die Verlingerung gleichmaBig iiber die ganze
Stabliénge verteilt. Ist dies nicht der Fall, 50 muB man die Dehnung auf
kleine (unendlich kleine) Lingen beziehen, fiir die diese Annahme dann sicher
als zutreffend angesehen worden kann. In diesem Falle wird dann auch die
nach Gl (1) definierte Dehnung mit dem Orte wechseln, also eine Funktion
des Ortes sein.



§ 3. Forminderungen. 853

Wenn z. B. | = 20cem, I[; = 21cm, so ist
£ = 2% = 0,05 oder 5 v.H.

Ganz entsprechend wird die Querverkiirzung (Querzusammenziehung,
Querkontraktion, Einschniirung) definiert als das Verhiltnis der Differenz 0
zwischen dem Durchmesser nach aufgebrachter Belastung (d;) und dessen
Anfangswert (d), in Teilen von d:

g = dLJ.{t — % ............. (2)
Bei der Zugbeanspruchung sind also 0 und &, negativ.

Bei der Druckbeanspruchung nach Fig. 674b tritt eine Verkiirzung in
der Lingsrichtung und eine Dehnung in der Querrichtung (quer zur Stab-
achse) ein, die GroBen &, &, sind durch dieselben Gl. (1), (2) definiert und
erhalten von selbst die entgegengesetzten Vorzeichen wie zuvor. Ganz ebenso
werden diese Gréfen auch fiir Stibe von anderem als Kreisquerschnitt erklart:
es handelt sich stets um den Unterschied entsprechender linearer Abmessungen
in Teilen des zugehorigen Anfangswertes.

Als erstes Ergebnis der Beobachtungen merken wir sogleich an, dal das
Verhiltnis der absoluten Betrige

& _ Dehnung in der Langsrichtung —_m ®)

& Querverkiirzung

(innerhalb gewisser Grenzen) als eine Materialkonstante angesehen werden

kann; d. h. es hiangt nur ab von der Beschaffenheit des betreffenden Stoffes,

nicht aber von anderen geometrischen oder mechanischen Gréfen, wie z. B.

den Abmessungen 1, d oder der Belastung K. Dieses Verhéltnis m bezeichnet

man als das Poissonsche Verhéltnis oder die Poissonsche Zahl. Ihr

Kehrwert soll kurz die Querzahl genannt und mit v bezeichnet werden 1):
&g 1

s = ”—[ =V - v e e e e e e e e e e (4)

In der folgenden Tabelle 1 sind einige Zahlenwerte fiir diese Verhiltnisse

angegeben:
Tabelle 1.
Poissonsche Zahl m und Querzahl » fir einige Stoffe.

Stoff ‘1 m ‘ v = l/m

. 3 bis 4 1/3 bis 1/4
Eisen und Stahl (Metalle) - { ‘ (mels ¢ 10/3) ' (meist 8/10)
GuBeisen . . . . . . . .. 1 l 14
Marmor . ... ... .. ! 3,6 bzs 4 1/8,6 bis 1/4
Grapit . . . .. ... .. I 4 bisd 1/4bis 1/5
Tafelglas . . . . . .. .. I 44 1/4,4
Beton .. ... ..... I 8bis12(c0) 1/8 bis 1/12 (0)
(Flassigkeiten) . . . . . . l 2) (1/2)

1) In den DIN (Deutsche Normen) Nr.1850 wird statt v der Buchstabe u ein-
gefihrt. Die kurze Bezeichnung ,Querzahl“ wird vom Verfasser dieses Artikels
vorgeschlagen.
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B. Die Beanspruchung auf Schub ist durch das Auftreten von
Winkeldnderungen gekennzeichnet, indem die urspriinglichen rechten Winkel
in der aus der Fig. 674c ersichtlichen Weise in schiefe Winkel iihergehen.
Solche Winkelianderungen treten auch bei der Drehung (Torsion) nach Fig.674d
auf, wo die urspriinglich parallel zur Stabachse liegenden Lingsfasern in
Schraubenlinien iibergefilhrt werden, die zu den Querschnitten geneigt ver-
laufen. Die reine Biegung nach Fig. 674e besteht dagegen in einer Ver-
lingerung (Dehnung) der Fasern auf der Zugseite und einer Verkiirzung der
Fasern auf der Druckseite, wobei keine Schubkrifte und daher auch keine
Winkelénderungen auftreten.

Als Gleitung oder Schiebung bezeichnet man nach Fig. 674c das
Verhiltnis da

- a’_‘; = tg ﬁ ~ ﬁ ............ (5)
die Gleitung — wie die Dehnung eine reine Zahl — gibt also unmittelbar die
Abweichung von dem urspriinglichen rechten Winkel zwischen der Lings- und
Querrichtung des Stabes an.

§ 4. Raumdehnung. Eine Langeninderung des Kérpers in der Zug-
oder Druckrichtung ist, wie wir eben sahen, stets von einer gegensinnigen
Anderung von bestimmter GroBe in der Querrichtung begleitet. Betrachtet

Fig. 675. man daher ein Teilchen in

2) 3) Form eines Wiirfels von der
Kantenlinge 1 nach Fig. 675 a,
: e ===5—53 80 wird die in der Lingsrich-
i 5 tung liegende Kante 1 in 14 ¢
’E‘ / / ubergefiihrt, wiahrend die
bt 7 ' Kanten 1 in den Querrichtun-
i

‘ /. gen auf die Lingen 1 —v¢
/:_..,_‘._ ‘ - 7 verkiirzt werden. Der Inhalt
R R - i des Wiirfels im verformten

Zustande ist daher
a) Lingsdehnung mit Querzusammenziehung.
b) Reine Schiebung. (148 (1 —ve) (1 —wve),

und daher ist die Rauméinderung (bis auf Grofen zweiter Ordnung in &):

e=(1+&1—vePp—1~1+e—2ve—1=(1—2v)¢ . .(6)
Diesen Ausdruck nennt man die die Forminderung begleitende Raum-
dehnung oder die kubische Dilatation. Da nach der im vorigen Ab-
schnitt gegebenen Tabelle immer v <1/, also 2¥ <1, so ergibt sich daher
bei Zug (¢ positiv) immer eine VolumenvergroBerung, bei Druck (& negativ)
immer Volumenverkleinerung, was auch mit der Erfahrung iibereinstimmt.
Fir 2v =1 oder v == 1/, erhalten wir ¢ = 0, daher Raumbestindigkeit,
welcher Fall bei den Fliissigkeiten (mit groBer Annaherung) verwirklicht ist.

Bei reiner Schubbeanspruchung (Fig. 676b) geht jedes wiirfelfsrmige
‘Teilchen in ein rhombisches von gleichem Rauminhalt iiber, daher ist die
Raumdehnung fiir reinen Schub gleich Null.
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§ 5. Einfiihrung des Spannungshegriffes. Den Ausgangspunkt
unserer Betrachtungen bildete die Tatsache, dal &uBere Krifte, die irgendwo
am Umfange, an den Rindern oder Grenzen eines Korpers angreifen, sich in
dessen Innern als Forminderungen oder Verformungen auswirken, die sich
— wenn auch nicht iiberall in gleichem MaBe —
im allgemeinen doch iiber die ganze Ausdehnung
des Korpers erstrecken ). Den Verlauf dieser
Forménderungen in ihrer Beziehung zu den ein-
wirkenden Kriften werden wir sogleich genauer
betrachten miissen. Zuvor miissen wir nur den
zweiten wichtigen Begriff, der hierzu nétig ist,
einfithren: den Spannungsbegriff.

Ebenso wie die Wirkung der Belastung
durch irgendwelche Vorrichtungen (Einspan-
nungen) auf Teile der Greunzflichen des Korpers
iibertragen wird, so wird auch jedes beliebige
Flichenstiick im Innern des Kérpers — als
Grenzstiick irgend eines Raumteiles betrachtet —
wegen des Zusammenhanges des Korpers ge-
wissen Kriften unterworfen sein. Jedes dieser
Kérperteilchen, iiber dessen Form und Lage wir
zunichst keinerlei Voraussetzung zu machen  Einfiihrung des S8pannungs-
brauchen, wird dann, wie das in Fig.676a begritfes.
hervorgehobene, unter dem Einflu der an allen seinen Grenzflichen iber-
tragenen Krifte stehen, die in ijhrer Gesamtheit eine Gleichgewichtsgruppe
bilden werden, geradeso wie die gesamte #&ulere Belastung des Korpers fir
sich im Gleichgewicht angenommen worden war.

Fir die lings der einzelnen Elemente der Grenzflichen wirkenden Krifte
ist es nun zweckmaBig, sie nicht unmittelbar in die Betrachtung einzufiihren,
sondern sie in Beziehung zu setzen zu der GroBe der Fliche, auf die sie
wirken; und zwar derart, daB jeweils die GroBe der Kraft autf die
Flicheneinheit angegeben wird. Sei S die gesamte auf die Fliche f ent-
fallende Kraft (Fig. 676 a), so nennt man die GroBe

Fig. 678,

die Spannung in diesem Stiick der Grenzfliche, d. h. also die Kraft auf
ihre Flicheneinheit. Ist 6 bekannt, so wird die Kraft auf die Fliche f selbst
durch die Gleichung erhalten:

S=/f.6 .. . .(8)

Bei endlichen Flichen ist dieser Vorgang nur zuldssig, wenn die Verteilung
von 8 iiber die Fliche f als gleichférmig angesehen werden kann, bei

1) Dieselbe Wirkung haben natiirlich auch raumhaft verteilte Krifte, wie
Gewichte oder Trigheitskrifte, ihr EinfluB ist aber meist nur sehr klein und wird
hier ganz auler Betracht gelassen. )
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kleinen (unendlich kleinen) Flichen kann aber diese Annahme (von besonderen
»singuldren* Ausnahmefillen abgesehen) unbedenklich immer gemacht werden.
Die Spannung kann sodann als Mal fir die ,Beanspruchung“ oder ,An-
strengung® des betreffenden Flichenteilchens angesehen werden.

Gemif der Gl. (7) wird die Spannung immer in der Form: Kraft/Fliche
angegeben und im praktischen (technischen) Malsystem in kg/em3, t m?
kg/mm? od. dgl. ausgedriickt. Jede SpannungsgréBe hat die Di-
mension: Kraft/Fliche.

Um zu einer Vorstellung des Spannungsbegriffes zu gelangen, kann man
sich auch den Kérper nach Fig. 676 b durch einen Schnitt in zwei Teile zerlegt
denken; zur Herstellung des Zusammenhanges miissen dann lings dieses
Schnittes Spannungen so eingefiihrt werden, dal sie zusammen mit den
Kriften K, die auf derf betreffenden Teil wirken, im Gleichgewicht sind. Es
werden also, wenn S die Summe der Spannungen iiber den ganzen Schnitt
bezeichnet, die folgenden Kriftegruppen im Gleichgewicht sein miissen:
K,, Ky, S und K;, K,, K5, S. Und selbstverstindlich mu8 die Summe (S)

Fig. 677. dieser Spannungen iiber das Randstick ab gleich

St grol und entgegengesetzt sein zur Summe der

a () Spannungen iber das Randstiick a’b'.

Je nach der Richtung der Spannung S gegen
£ das betreffende Flachenteilchen unterscheidet man
zwischen Normalspannungen und Schub-

o) Normal- b) Schub- spannungen. Steht S (und 6) normal zu der
spannung. spapnung. betreffenden Fliche f wie in Fig.677a, so spricht
man von einer Normalspannung, liegt S wie in Fig.677b in der Rich-
tung f, so spricht man von einer Schub- oder Gleitspannung; diese wird
mit v bezeichnet. — Man erkennt unmittelbar, daf in den Grundfillen Normal-
spannungen bei Zug und Druck (Fig. 674a, b) und bei Biegung (Fig.674e),
Gleitspannungen bei Schub (Fig. 674 c) und bei Drehung (Fig. 674 d) auftreten.
In einfachen Fillen kann die GréBe der Spannung in jedem Punkte un-
mittelbar in ihrer Abhdngigkeit von der Belastung angegeben werden. So
wird man bei Zug oder Druck (siehe auch Fig. 678) im AnschluB an die oben

gegebene Definition der Spannung unmittelbar sagen konnen, dal die Span-
nung in allen Querschnitten des Stabes die Grofe haben muB:

sofern eine gleichférmige Verteilung angenommen werden darf; bei geeigneter
Ausbildung des Kraftangriffs ist dieser Ansatz, wenigstens in einiger Knt-
fernung von diesem, sicher sehr nahe richtig. Weit weniger genau wiirde
schon die Berechnung der Schubspannungen im Falle der Fig.674c oder in
der Anordnung nach Fig. 679 (Vernietung) vermége der entsprechenden Mittel-
wertsbildung ausfallen:

da hier eine gleichférmige Verteilung der Schubspannungen auch picht an-
nihernd erwartet werden kann.
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Dieser Sachverhalt, der beim ersten dieser Beispiele eintrat, wo die
Spannung unmittelbar aus den Gleichgewichtsbedingungen abzulesen war,
wie sie auch unveriandert fiir vollkommen starre Korper gelten, stellt sich
nur in ganz wenigen, besonders einfachen Fillen ein. Im allgemeinen ist in
der Mechanik der nichtstarren Kérper die Einfihrung besonderer Ansitze
erforderlich, die das Verhalten der Korper dufleren Kriften
gegeniiber kennzeichuen und zu deren Aufstellung wir uns
alsbald wenden miissen.

Fig. 678.

- § 6. Der Spannungszustand in einem Punkte. Nach
den eben getroffenen Festsetzungen kann von einer Span-
nung nur in Verbindung mit dem zugehérigen Flachen-
element gesprochen werden, auf das sie wirkt. Im all-
gemeinen sind die Spannungen fiir alle Flichenelemente durch
einen Punkt voneinander verschieden. Die Gesamtheit der

auf alle Flichenelemente durch einen Punkt bezogenen Span- A
, . . Gleichférmige
nungen nennt man den Spannungszustand in diesem Spannungsverteung
. . bei der Zug-
Punkte, und es entsteht die Frage, durch welche Bestim- beanspruchung.

mungsstiicke dieser Spannungszustand gekennzeichnet ist-
Wir wollen diese Frage hier nur fiir den sogenannten
ebenen Spannungszustand beantworten, bei dem nur
Flichenelemente senkrecht zur Bildebene betrachtet werden,
fir welche also die Spannungen alle parallel zur Bildebene
verlaufen sollen.

Als erste Aussage allgemeiner Art ist anzumerken, dafl
die Schubspannungen in zwei zueinander senk-

Fig. 679.

recht stehenden Flichenelementen immer einander
gleich sein miissen. Es seien in Fig. 680 z, 7, die Schub-
spannungen in den beiden gegeniiberliegenden Paareh von
Seitenflichen eines Vierflachs mit den Abmessungen a, b,
h (h senkrecht zur Bildebene), so sind die Krifte auf diese Flichen rah,
7, bh, und die Momentengleichung um den Mittelpunkt liefert unmittelbar

Nietverbindung.

t.akh.b=1,.bh.a, also T=17,...... .. (11)

Um nun die Verteilung der Spannungen in allen Ebenen durch einen
Punkt zu bestimmen, betrachtet man nach Fig. 681 ein Teilchen in Form eines
dreiseitigen Prismas mit den Seiten «, b, ¢ und der Hohe h. Wir nehmen die
Spannungen auf die Seitenflichen ah, bh als bekannt an: es sind dies die
Normalspannungen 6., 6, und die (gleichen) Schubspannungen 7,; durch sie
wollen wir die Spannung auf die dritte Fliche ¢k mit den Komponenten g,
T ausdriicken. Die Gleichgewichtsbedingungen fir die Krafte (Kraft
= Spannung X Fliche) fiir die Richtungen y', «' liefern sofort (nach Weg-
lassung des Faktors ch) die Gleichungen:

{6 = 6, 8in? @ 4- 6 cos? @ + 21, sin @ cos @,
T = (6y — G.) sin @ cos ¢ — T, (cos3 p — sin? @).



868 Mechanik der nichtstarren Korper. XKap. VII. § 8.

die wegen sint@ = (1 — cos2 @)/2, cos®@ = (1 + cos 2 p)/2 auch so ge-
schrieben werden konnen:

6 = -—— - +~—‘~~cos2(p+t,s1'n2tp,‘

cee.(12)

-—-8in2 @ — T, cos2 . ,

Aus diesen Gleichungen ersieht man unmittelbar, daf durch die drei
GroBen 6., 6, T, die Spannungen 6, T in allen anderen, zu den urspriing-
lichen &,y (unter @ und x/2 — @) geneigten Ebenen bestimmt, also der Span-

Fig. 680. | Fig. 881.
i
| %
i
|
————— iz > T
S DR N N
T
B | Y
2 |
7 |
Glefchheit der Schubspannungen Ermittlung der Spannungsverteilung
in senkrechten Ebenen. in einem Punkte.

nungszustand i diesem Punkte gegeben ist. Fiir die Ubersicht iiber die
Verteilung der Spannungen ist es wichtig, jene Ebenen zu kennen, in
welchen 6 und 7 extreme (gréSte oder kleinste) Werte annehmen. Fir ¢
erhilt man sie durch Nullsetzen der Ableitung:

do
do

extreme Werte treten also fiir jene Winkel @ ein, fiir welche

6, —¢G
=0=—2 [ ”A-E---“sin2zp—t,cos2¢p],

27

_61............(13)

g2 = o
ist, und man bestatigt sogleich, daB fiir diesen Wert von @ gleichzeitig T = 0 ist.
Da tg 2 ¢ = tg (2 ¢ 4 =), so gibt es zwei Richtungen, die diese Bedingung
erfiillen, und diese stehen senkrecht zueinander. Diese Richtungen nennt man
die Hauptspannungsrichtungen des betreffenden Punktes und die in
ihnen herrschenden Spannungen die Hauptspannungen 6,, 6 Ihre GroBen
findet man, indem man dié Winkel ¢ und @ +.7|.'/2', die- durch die GL (13)
gegeben sind, in die vorhergehende Gleichung fiir ¢ einsetzt. Aus

(1] (i) Gy — O, .
6,7 = "'-; "+[-"—-2-i cos 29 + T, sm2(p]
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erhilt man durch eine leichte Rechnung zundchst die beiden Invarianten
des ebenen Spannungszustandes:
6+ 6, =0. 40, |
6,03 = 6,0, — 13, |
und aus ihnen: o, + o 1
01,9 = -7 9 1li2V(";:—-",,)"+‘M'z’ ------- (15)

worin die beiden Vorzeichen + und — den beiden Hauptspannungen 6, und
G, entsprechen.

Auf die Hauptspannungsrichtungen bezogen, nehmen die Gl.(12) fir
eine unter @ gegen 6, geneigte Ebene die Form an:

Gy —

6+ 6—gq
0 = ) + 2 cos 2@,

[}
T = 3

—0

9 —Lsin20.

Aus ihnen erhdlt man unmittelbar die Darstellung des ebenen Spannungs-
zustandes in einem Punkte durch den Mohrschen Spannungskreis

ﬂ T Fig. 682.

Mohrscher Spannungskreis.

dessen Gleichung in laufenden Koordinaten 6, 7 durch Entfernung von ¢
aus diesen Gleichungen in der Form erscheint:

<6 _ 0 -;}’2)5_*_ 70— (",? ;'6_1)2 ......... a7

(Fig. 682); sein Halbmesser ist 6’—:2— 6*, die Entfernung seines Mittelpunktes

vom Punkte O: % -2}— %, Fir spiter merken wir an, da8 der grofte Wert der

Schubspannung die Grofe

Tmex = 6’;6‘ .......... ... (18)
hat, also die halbe Differenz der Hauptspannungen, und in Ebenen unter
=+ 45° gegen die Hauptspannungen auftritt. .

Wir kehren nunmebr zur Betrachtung der Forminderungen und der
Bezichungen zwischen Forminderungen und Spannungen zuriick.
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§ 7. Priifung der Festigkeitseigenschaften. Der Zug- und Druck-
versuch, Fir die Erforschung der Forminderungen eines Korpers in
Abhiingigkeit von der Belastung stehen besondere Festigkeits-Prif-
maschinen in Verwendung, die eine zweckméiBige Durchfithrung der Versuche
in allen Einzelheiten gestatten., Von den verschiedenen Arten, in denen
diese Versuche angestellt werden kénnen, zeichnet sich der Zugversuch
durch seine einfachen stati-
schen Verhiltnisse, die schon
Q oben dargelegt wurden, und

durch seine leichte Ausfiih-
rung besonders aus, und dar-
auf. beruht auch seine iber-
L ragende Bedeutung im Mate-
B 23 rialpriifungswesen. Schon der
| Druckversuch zeigt (in
theoretischer Hinsicht) lange
nicht diese Einfachheit, und

Fig. 683.

‘ : alle anderen Versuchsanord-
L nungen, die erprobt worden
sind, stehen an Wichtigkeit
weit hinter diesen beiden

(1) |2

zuriick.

In Fig. 683 ist eine schema-
tische Darstellung einer Festig-
keits-Priifmaschine nach Bau-
art der Firma Amsler & Co.,
Schaffhausen, Schweiz, dar-
gestellt. Die Einrichtung der
Maschine ist so getroffen,
dal sie sowohl Zug- als auch
Druckversuche  auszufithren
gestattet. In der Figur ist die
iJ = : =8, Maschine als ZerreiSmaschine

in Verwendung gedacht. Der
| Probestab Z, dessen Enden fiir
diese Maschine prismatisch ge-

Festigkeitspriifmaschine : ] .
der Firma Amsler & Co., Schaffhausen. formt sein missen, wird durch

Beibkeile b, b zwischen starke
Stahlplatten 2, P, im Raume (I) eingespannt, von deuen die obere, P,, be-
weglich ist und mittels der Stangen S,S und dem Querstiick Q mit dem
Kolben K zu einem Ganzen verbunden ist; der Kolben X ist in den Zylinder H
gefithrt und wird durch Druckél betatigt. — Fiir den Druckversuch wird der
Versuchskérper in den oberen Raum (II) zwischen die bewegliche Platte P,
und die obere Grundplatte Py gebracht und der durch den gleichen Arbeits-
gang erzeugten Druckbelastung unterworfen.
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Das Betriebsol flieBt aus dem Behilter B durch das Saugventil V; der
Spiralpumpe P zu und wird von dieser durch das Druckventil V; und die
Robrleitung L, in den Kolbenraum (R) gedriickt. Zur Verhinderung des
Heraustretens des Kolbens K aus dem Zylinder H ist am oberen Ende des
Kolbenraumes eine Entlastungséffnung o vorgesehen, die darch die Leitung L,
unmittelbar mit dem Behilter B in Verbindung steht. Gelangt der Kolben
in die Nihe seiner oberen Hubgrenze, so wird diese Offnung o durch den
Kolben K freigegeben, und das durch die Pumpe P zugefithrte Druckél flieBt
bei unverinderter Stellung des Kolbens K durch die Leitung L; in den
Behilter B zuriick. Die Riickfithrung des Kolbens K
in seine Ausgangslage geschieht mittels eines durch
Drehung des Handrades / betitigten Ventils, wodurch 7
eine direkte Verbindung zwischen dem Kolbenraum (R) F }p A
und dem Behilter B durch die Leitung Lg hergestellt  ~
wird. Zur Druckanzeige ist an die Leitung L, das a
Manometer JM angesetzt.

Durch besondere Anordnungen ist eine selbst-
tatige Aufschreibung der fiir den Probekdrper er-
haltenen Versuchswerte (der Spannungs-Dehnungs-
linien) méglich.

Fiir Messungen im physikalischen Laboratorium, b
also etwa zur Untersuchung der Festigkeitseigen-
schaften von Drihten oder diinnen Stiben, kann eine ) 8
einfache Vorrichtung verwendet werden, die schema-
tisch in Fig. 684 angegeben ist. Der Draht wird an
seinem einen Ende A fest eingeklemmt, am anderen, -’ K
B, mit einer Waagschale versehen, die mit Gewichten
K helastet werden kann., An dem Draht sind zwei - -
Marken a, b angebracht, deren Entfernung fiir jeden Priifung der Dehnung
Wert von K durch eine LiéngenmeBvorrichtung und Festigkeit von
(Kathetometer) gemessen werden kann. Der Mangel b rahtenst;g;ln diinnen
dieser Anordnung liegt vor allem darin, dal eine ’
stetig zunehmende Belastung, wie sie bei den Festigkeits-Prifmaschinen durch
Betiitigung einer hydraulischen Presse bewirkt wird, hier nicht méglich ist,
was insbesondere im FlieBbereich und in der Nahe der Bruchlast Anla8 zu
Ungenauigkeiten gibt, und daB sie eine selbsttitige Aufschreibung der 6-&.
Linie nicht zulaBt.

Beispiel. An einem Kupferdraht von ab — 1m Lénge und 1 mm? Quer-
schnitt wird beobachtet, daB bis zu einer Belastung von 12kg die bleibende
Dehnung unter 0,08 mm, also 0,008 v. H. bleibt, und daB bei dieser Belastung der
Draht eine elastische Verlingerung von 0,98 mm erféhrt; weiter, daf er im ganzen
\l}mn?»'x:xm verlingert werden kann, ehe der Bruch eintritt, was bei etwa 22 kg der

all ist.

Fig. 684.

AN

§ 8. Elastizitiit, Proportionalitiit, Plastizitit. Die mit Hilfe der-
artiger Pritfeinrichtungen ausgefithrten Versuche lassen zunichst erkennen,
daB die Kérper hinsichtlich ihrer Festigkeitseigenschaften ein sehr verschiedenes
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Verhalten zeigen, wobei sich insbesondere zwei Gruppen voneinander
trennen lassen: zur ersten gehiren die Metalle und Metallegierungen,
zur zweiten Stoffe wie Marmor (Gesteine iberhaupt), Beton, Holz,
Leder, Lehm, Ton u. dgl.

A. Metalle. -Aus dem zu untersuchenden Metall werden Probestibe
in ganz bestimmten (normalisierten) Abmessungsverhaltnissen hergestellt, und
zwar entweder als Rundstibe!) mit kegeligen Knden nach Fig. 685a oder
als Flachstibe mit prismatischen Enden nach Fig. 685b, und in der Praf-
maschine einer allméhlich anwachsenden Zugbelastung unterworfen. Kenn-
zeichnend fiir das Verhalten der Metalle ist vor allem, daB sich bei gewdhnlicher

Fig. 685.
(Rundstat)
a) d;‘/,5rf_ o m e - _72'5;//?___”____7 »
Z.V/?m D T v I
] - - - - - »
3 — < 3T .
g
Q
8
< X - = (a:b=
¥ ! ' 1:1bis 1.3)
< M-l ER
e 2l R
a) und b) Normalisierte Probestibe.
Temperatur — also weitab vom Schmelzpunkt — deutlich zwei Bereiche

fir die Belastung unterscheiden lassen, eine Unterscheidung, die sowohl in
theoretischer als auch in praktischer Hinsicht von auBerordentlicher Wichtig-
keit ist. Im ersten Bereich, das ist bei niedrigen Belastungen, besitzen
die Metalle die Eigenschaft, daB die Dehnung in demselben Verhiltnis
ansteigt wie die Spannung; in diesem Bereiche zeigen die Metalle weiter
die Eigenschaft, daf die Formanderungen fast vollstindig verschwinden,
sobald die Belastung weggenommen wird, so daB der Stab dann fast genau
seine urspriingliche Gestalt wieder annimmt. Man bezeichnet die erste Eigen-
schaft als Proportionalitat, die zweite als Elastizitat. Unter Pro-
portionalitit versteht man also die verhaltnisgleiche Anderung
der Dehnung mit der Spannung (gilt nur bei einzelnen Stoffen und in
begrenzten Bereichen!) — Elastizitat ist dagegen die Fahigkeit der
Rick bildung einer Forminderung bei Fortnahme der diese
Forminderung erzeugenden Belastung.

Auch Flissigkeiten und Gase sind elastisch, und zwar in dem Sinne, daB bei
ibnen bei Wegnahme der Belastung nur die Rauminderung (Volumeninderung) rick-
gingig ist. wihrend bei festen Kérpern auch die urspriingliche Gestalt wieder
apgenommen wird. Man driickt diesen Sachverhalt durch die Aussage aus, daB
Flissigkeiten und Gase nur Raumelastizitit besitzen, wahrend die festen Kérper
durch Raum- und Formelastizitiat ausgezeichnet sind.

Man pflegt diese Beziehung zwischen 'zusammengehérigen Werten der
Spannung 6 und der Dehnung &, die aus der Belastung und Forménderung

1) Neben den Langstiben mit den in Fig. 685a eingetragenen Abmessungen
mit } = 10d = 104 F/n = 11,3 I' werden — seltener — auch Kurzstibe
mit ! = 5d verwendet.
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errechnet werden, durch eine Spannungs-Dehnungslinie (6-¢-Linie) bild-
lich darzustellen, indem man auf der wagerechten Achse die Werte von &, auf
der lotrechten die von 6'in passenden MafBstiben auftragt. Fiir Stahl ergibt
sich dann etwa der in Fig. 686 a dargestellte Verlauf. — Beide Eigenschaften,
die Proportionalitit und die Elastizitdt, gelten nur bis zu einer gewissen
Grenze fir die Belastung (oder Spannung), die man als die Proportionali-
tatsgrenze und die Elasti-

Fig. 688.
zititsgrenze bezeichnet (die . 686

nicht zusammenzufallen brau- g ° : /‘\
chen). Die erstere ist in der ' i3 : ;z
TFig. 686 s mit P bezeichnet und 52 ;
verhiltnismabig einfach und . E;S

sicher zu bestimmen, wahrend e 0 5

die Ermittlung der Elastizitats- P

grenze unsicher und schwierig 7

ist, weshalb von ihrer unmittel- ,

baren Feststellung praktisch /= -ov *0 D i
meist abgesehen wird. Eswird - ,a/_:_s £ / ‘e
vielmehr in der Praxis — bis

a5
zu einem gewissen Grade will- :

kiirlich — fir die Elastizitats- e -

grenze jene Spannung fest- Rz L et teder o

gesetzt, bei der die sogenannte — 0 0

»bleibende Dehnung*, die so-

gleich néher erklirt wird, einen

bestimmten Betrag nicht iiber- -0

schreitet: und zwar 0,001 v. H. Spannungs-Dehnungs-Linien fiir verschiedene
Werkstoffe.

nach den internationalen Vor-

schriften (Briissel 1906) oder 0,03 v. H. nach Krupp (und von Bach),
oder 0,003 v. H. nach den Festsetzungen des Materialprifungsamtes Berlin-
Dahlem.

Bis zur Proportionalititsgrenze sind die Dehnungen verhiltnismiBig
klein und verlangen zu ihrer Aufnahme besondere FeinmeBgerite (Dehnungs-
messer mit Spiegelablesung u. dgl.).

Der weitere Verlauf der G-¢-Linie zeigt nun ein von der Proportionalitit
stark abweichendes Verhalten (zweiter Bereich). Unmittelbar nach Uber-
schreitung der Proportionalititsgrenze zeigt die Kurve einen deutlichen Knick,
und bald (etwa im Punkte S) beginnt ein rasches Anwachsen der Dehnung
— ein FlieBen — bei schwiicher zunehmender (manchmal sogar abnehmender)
Spannung. Diese Stelle S wird als die (obere) Streckgrenze?) oder FlieS-
grenze bezeichnet; sie ist bei Stahl und anderen Stoffen deutlich ausgeprigt

1) Bei manchen Stoffen erfolgt nach Erreichung der oberen Streckgrenze ein
Sinken der Spannung aut einen kleineren Wert, bevor ein neuerliches Anwachsen
})iul zur ‘Bruchupaunungreinsetzt; dgn Wert der Spannung fiir diesen zweiten Um-
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und ist gerade dadurch ausgezeichnet, daB bei ihr merkliche bleibende oder
plastische Forminderungen aufzutreten beginnen, die nicht mehr die Eigen-
schaft haben, bei Wegnahme der Belastung zu verschwinden.

Ein Material, das in seinem Verhalten den FlieBSbereich aufweist, bevor
es zu Bruche geht, bezeichnet man als zih — in Anlehnung an die bei den
sehr zdhen Flussigkeiten, wie etwa Honig, vorhandenen Merkmale. Im Gegen-
satz hierzu nennt man Korper, die diesen FlieBbereich vor Eintritt des
Bruches nicht zeigen, wie etwa GuBeisen oder Glas, spréde. Man beachte,
daB elastisch und sprdde nicht Gegensitze bedeuten miissen. Derselbe
Korper, aus Glas etwa, der fiir kleine Dehnungen elastisch ist, kann fir
groBere sprode sein; in diesem Sinne sind also Glas, GuBeisen u. dgl. gleich-
zeitig elastisch und sprode.

Unter Plastizitdt versteht man die Eigenschaft eines Ma-
terials, bleibende Forminderungen anzunehmen; diese Eigenschaft
tritt, wie eben erwihnt, in der Regel bei einem bestimmten Wert der

Fig. 687.

¢ Zshes Material (Stahl):mit Einschnirung

a) D: S i[]

&
t Sprides Material (Gusseisen):ohne Einschniirung
s

™

M ——

Probestibe nach Zerreiung.
a) Stahlstab: mit Einschniirung. b) GuBeisenstab: ohne Kinschniirung.

Spannung ein, den man als Streckgrenze bezeichnet. Mit der Plastizitit
ist eine andere Grundeigenschaft der Metalle verbuunden, die man als Ver-
festigungsfahigkeit bezeichnet, und beide zusammen begriinden die
Méglichkeit, durch Bearbeitung, also durch die Vorginge des Walzens,
Ziehens, Himmerns, Biegens u. dgl, bestimmte Gebrauchsformen her-
zustellen, eine Méglichkeit, die in der neuzeitlichen Technik in groftem MaS-
stube verwertet wird.

Bei weiterer Zunahme der Belastung erreicht die Spannung sodann im
Punkte B ihren gréSten Wert 65 = 0,,ax, und bis dahin erstrecken sich die
Forminderungen ziemlich gleichméBig iiber den ganzen Stab. Von da an
tritt jedoch bei zihen Stoffen (Stahl) unter merklicher Aufrauhung der vorher
glatten Oberfliche eine ortliche Einschniirung nach Fig. 687 a ein, und zwar
an der Stelle, die durch die stets vorhandenen kleinen Unterschiede des
Getiiges als die schwiichste — man nennt diese: ,Lockerstellen“ des Gefiiges
— diesen Vorgang besonders begiinstigen mag. Diese Einschniirung nimmt
rasch zu, worauf die Teilchen bald ihren Zusammenhang verlieren und der Stab
unter den bei Z geltenden Werten 0z, £z zerreifit. Die groSte Spannung 6p
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nennt man die ZerreiBspannung (oder Bruch spannung), &z die Bruch-
dehnung. Die Verteilung der Dehnungen ¢ iiber den ganzen Stab im Augen-
blick des Bruches ist in Fig. 687a eingezeichnet. Die starke Abnabme der
Belastung unmittelbar vor dem Bruche ist bereits als eine Folge der be-
ginnenden értlichen Trennungen der Teilchen aufzufassen. Die Bruchstelle
selbst zeigt je nach der Qualitit des Materials eine mehr oder weniger un-
regelmiBige Beschaffenheit.

Bei den modernen Festigkeits-Prifmaschinen wird die Spannungs-
Dehnungslinie selbsttitig aufgeschrieben, wobei gewohnlich die gesamte Be-
lastung und die gesamte Lingeninderung zur Aufzeichnung gelangt. Die
Spannung wird jeweils als der Wert des Quotienten Belastung/Fliche er-
halten, wobei als Fliche stets die urspriingliche Querschnittsfliche des
Stabes genommen wird. Insbesondere wird angesetzt:

Bruchbelastung K.y
Bruchspannung 65 = m:svprﬁ;glic”l;r S'E;bgq;ér;cih;tt'

In der Fig. 686 a ist weiter nach der Seite der negativen G- und &-Achsen,
also der Zusammendriickungen, hin das Verhalten desselben Materials beim
Druckversuch dargestellt, der in shnlicher Weise ausgefithrt wird wie der
Zugversuch, nur meist (wegen der Moglichkeit der Knickung) mit weniger
schlanken Probekorpern. Zunichst gibt es wieder einen Bereich der Pro-
portionalitit, sodann folgt bei S’ die Streckgrenze fiir Druck, auch
Quetschgrenze genannt, und daran schlieBt sich ein FlieBbereich, der
bei zdhen Stoffen (Stahl) sehr weit gesteigert werden kaunn, ohne daB ein
Bruch erzielt werden konnte, was in der Fig. 686 a durch die punktierte Fort-
setzung der Kurve im Druckbereich angedeutet ist. — Beachtenswert ist
der merklich geradlinige Verlauf von P’ iber O hinweg nach P, der uns bald
die Grundlage zu einem der wichtigsten Gesetze der Elastizitatslehre
liefern wird.

Bei sproden Metallen wie GuBeisen tritt beim Zugversuch im wesent.
lichen nur der erste Bereich auf (Fig. 686b); der Bruch erfolgt entweder
unmittelbar am Ende dieses Proportionalititsbereiches oder nach einem Knick
und kurzem Abfall der 6-s-Linie. Eine Streckgrenze ist nicht vorhanden,
ebenso fehlt die Einschniirung (im Momente des Bruches hat der Stab das in
Fig.687b dargestellte Aussehen), der Stab geht unmittelbar nach Erreichung
bestimmter Werte G, £z, die man wieder als Bruchspannung und Bruch-
dehnung bezeichnet, zu Bruche. (In Fig.686b ist nur 6z, &7 eingetragen.) —
Auch der Druckversuch liefert den Bruch bei Erreichung einer bestimmten
Druckbelastung 67, oder 6_p, bis zu welcher die 6-s-Linie meist schwach ge.
kriimmt verliuft. Eine so weitgehende Symmetrie zwischen dem Zug- und dem
Druckbereich, wie wir sie bei zahen Stoffen feststellen konnten, ist hier nicht
mehr vorhanden.

B. Die Stoffe der zweiten Gruppe sind beziiglich ihres Verhaltens
bei Belastungen dadurch gekennzeichmet, daB von einer Proportionalitat
zwischen Spannung und Dehnung auch bei kleinen Spannungen nicht mehy

gesprochen werden kann, und daB auch eine Symmetrie der d-¢-Linie fér den
Muller-Pouillet I,3. 11. Aufl. 55
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Zug- und Druckbereich, wie wir sie bei den zihen Metallen exakt feststellen
konnten, fehlt. In Fig. 686¢ bis £ sind diese Linien fiir Marmor, Beton,
Holz (Zugversuch unsicher und schwierig) und L.eder (nur bei Zug unter-
sucht: Treibriemen) eingetragen. Man beachte auch, daB bei Marmor die
Kurve gegen die &-Achse entgegengesetzt gekrimmt ist wie fiir Beton und
Leder. Diese Stoffe zeigen auch schon bei kleiner Belastung merkliche
bleibende Forménderungen, von einem eigentlichen FlieBbereiche kann
jedoch nicht gesprochen werden, da das Hauptkennzeichen dafiir fehlt: das
Anwachsen der Dehnung bei gleichbleibender oder schwach anwachsender
Spannung.

Daneben gibt es noch andere Stoffe, denen die Eigenschaft der Elastizitit
fast vollstindig fehlt, die also schon bei den kleinsten Forminderungen ein
plastisches Verhalten zeigen, Beispiele dafiir sind Lehm, Ton u. dgl.

Zusammenfassend lassen sich demgemaf die Stoffe nach ihren wichtigsten
Eigenschaften etwa in folgender Weise unterscheiden:

I. Zihe Stoffe. Kennzeichen: Ausgebildeter Proportionalititsbereich,
Elastizitit, ausgreifender FlieBbereich. Beispiele: Viele Metalle, insbesondere
Stahl. Beziiglich der Proportionalitit bis zu maBigen Dehnungen auch GuBeisen.

II. a) Sprode Stoffe. Kennzeichen: MiBig ausgebildeter Proportionali-
titsbereich, geringe Elastizitit, kein FlieBen (unter gewshnlichen Umstinden).
Beispiele: GuBeisen, Gesteine, Beton, Glas.

b) Bildsame (plastische) Stoffe. Kennzeichen: Auftreten merk-
licher bleibender Forminderungen schon bei kleinen Spannungen, fast voll-
stindiges Fehlen der Elastizitit, kein FlieGen. Beispiele: Lehm, Ton.

Es muB jedoch ausdriicklich bemerkt werden, daB auch diese Unter-
scheidung keineswegs absoluten Charakter besitzt und auf absolute Giltigkeit
Anspruch machen kann. Bedeutungsvolle Versuche (von v. Kérman u.a.)
haben namlich gezeigt, daB Stoffe, die wir unter gewdhnlichen Umsténden als
sprode kennen (wie Marmor und andere Gesteine), durch Anwendung allseitigen
hydrostatischen Druckes in bildsame oder plastische iibergefithrt werden
konnen. Die Ergebnisse dieser Versuche sind geeignet, die Forminderungen
der natiirlichen Gesteine in Gebirgen (das FlieBen, Verwerfen u. dgl.) unter
dem EiufluB des natiirlichen Gebirgsdruckes verstindlich zu machen.

§9. Das Hookesche Gesetz. Mit der Ermittlung der Spannungs-
Debnungslinie fir einen bestimmten Probestab ist die Aufgabe der Physik
noch lange nicht erschopft. Es erhebt sich vielmehr sogleich die Forderung,
tir die durch Versuche gefundenen Ergebnisse einfache Rechnungsansitze
aufzustellen, die jene Ergebnisse in Form eines mathematischen Gesetzes in
sich vereinigen. — Weiterhin tritt die Frage auf, wie sich diese Forménde-
rungen im Innern des Korpers, im Kleingettige des Stoffes, auswirken und
endlich, wie diese Gesetze aus allgemeinen Vorstellungen iiber die Eigen-
schaften der kleinsten Teile — der Atome — verstanden werden kénnen. Diese
letzte Frage greift schon tief in das Gebiet der neueren Atomphysik ein und
kann ohne umfangreiche besondere Hilfsmittel nicht in Angriff genommen



§ 9. Das Hookesche Gesetz, 867

werden; iibrigens ist sie, wie schon oben bemerkt, heute noch keineswegs als
gelost anzusehen, so daB wir hier nicht weiter auf sie eingehen werden.

Bei den auf die erste Frage beziiglichen Ergebnissen unterscheiden wir
die Vorgénge fiir Zug und fiir Schub und gelangen zu folgenden Aussagen:

a) FirZug: Bei Betrachtung der Fig. 686 fillt unmittelbar in die Augen,

daBan die Aufstellungeines einheitlichen,alle die Besonderheiten dieser Linien
beriicksichtigenden Gesetzes, das deren ganzen Verlauf umfaf8t und dabei
hinreichend einfach ist, nicht gedacht werden kann. Mit der fiir praktische
Zwecke erforderlichen Einfachheit 1iBt sich vielmehr nur der Bereich der
Proportionalitit — soweit ein solcher vorhanden ist — wiedergeben. Die
fir diesen geltende lineare Beziehung wird in der Form angeschrieben:
__ ¢
T E
in der E = 1/ einen Proportionalititsfaktor bedeutet. Dieser Ansatz ist das
Grundgesetz der theoretischen Elastizititslehre und ist unter dem Namen des
Hookeschen Gesetzes bekannt. Es wurde 1676 durch Robert Hooke
(1635 bis 1702) in Form des Anagramms: ceiiinosssttvv ausgesprochen,
dessen Losung lautet: Vt tensio sic vis, d.h. in unserer Ausdrucksweise:
Wie die Dehnung so die Spannung. Seine Auffindung ist als eine groSe und
frithzeitige Leistung der theoretischen Physik zu betrachten und ist ganz im
Sinne Kants als rein wissenschaftlich zu bewerten, nach dessen klassisch
gewordenen Worten in jeder besonderen Naturlehre nur so viel reine Wissen-
schaft steckt, als Mathematik in ihr enthalten ist.

In praktischen Rechnungen wird oft das Hookesche Gesetz auch fir
solche Stoffe (wie Gesteine, Beton u. dgl) als zu Recht bestehend ange-
nommen, die nur einen kleinen oder iiberhaupt keinen Proportionalitatsbereich
haben; da muB man sich dariiber klar sein, daB die aus ihm abgeleiteten
Folgerungen nur einen beildufigen Einblick in die wirklichen Verhédltniese
bieten kénnen. In diesen Fillen ist iiberdies noch eine besondere Festsetzung
dariiber notwendig, was unter E zu verstehen ist.

6= E.& oder ¢ =0.0 - - e e (19)

Von v. Bach u. a. ist auch versucht worden, das von der Proportionalitit
abweichende Verhalten der Stoffe der zweiten Gruppe durch ein Potenzgesetz
von der Form darzustellen:

c=E.e". ... ... ..., (20

in der n eine positive oder negative Zahl und E eine Konstante bedeutet; dies ist
fir einen gewissen Bereich der o-¢-Linien fiir diese Stoffe tatsdchlich méglich,
doch sind derartige Ansitze weiterhin nur in ganz vereinzelten Fallen verwertet
worden und haben praktisch nur geringe Bedeutung erlangt.

Den Faktor E nennt man die Elastizitatszahl (auch Elastizitats-
modul oder Hookesche Konstante) und ihren Kehrwert &« — 1/E, der von
v. Bach eingefithrt wurde, die Dehnungszahl (DehnungsmaB). Da & eine
unbenannte Zah! ist, so wird E im Hookeschen Gesetz als Kraft/Fliche aus-
zudriicken sein, praktisch also in kg/cm?, kg/mm3 oder t/m3.

Das bisher Gesagte 148t nun auch eine Unterscheidung erkennbar werden,
die hinsichtlich der in der Mechanik der nichtstarren Kérper behandelten
Fragen einzufithren ist. Und zwar wird jener Teil dieses Gebietee, der das

bb*
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Hookesche Gesetz und dessen Folgerungen benutzt, der sich also im wesent-
lichen auf den Proportionalititsbereich bezieht, als Elastizititslehre
bezeichnet, wihrend der umfassendere, der auch das Verhalten der Kérper im
ganzen Bereich der 6-z-Linien einbezieht, also insbesondere Vorgiinge beim
FlieBen und beim Bruch, als Festigkeitslehre bezeichnet wird. In der
letzten Zeit ist es auch gelungen, in theoretischer Weise gewisse Fragen zu
beantworten, die das Auftreten bleibender (plastischer) Formanderungen be-
treffen, wodurch die Grundlagen zu einer Plastizititstheorie geschaffen
wurden. Endlich sind fir die Erscheinungen des Bruches selbst hesondere
Bruchtheorien ausgebildet worden. Sinngemdf sind daher Elastizitiats-
theorie, Plastizititstheorie und Bruchtheorie als Teilgebiete der
allgemeinen Festigkeitslehre anzusehen.

Eine solche Proportionalitit zwischen Ausdehnung in Richtung der Achse
und Belastung zeigen auch — in bestimmten Bereichen — schraubenformig
gewundene Metalldrihte von nicht zu kleiner Hirte, sogenannte Schrauben-
federn, wobei jedoch, wie in § 21 noch erldutert wird, wohl zu beachten ist,
daB es sich bei diesen nicht um eine Beanspruchung des Materials auf Zug,
sondern auf Torsion handelt, die durch das Auftreten von Schubspannungen
jn den Querschnitten gekennzeichnet ist.

Im Aunschluf an den in § 4 eingefithrten Begriff der Raumdehnung e
sei hier noch bemerkt, daB bei allseitiger Beanspruchung eines Teilchens mit
der Spannung 6 die Raumdehnung das Dreifache des Ausdruckes (6) ausmacht;
sie ist also vom Betrage:

31—2v) ¢
3¢e=3(1—2v).e = E r—r-azk—,
wobei die Grole . E
T 3(1—2v)
als die Kom pressibilitiat oder Zusammendriickbarkeit des betreffenden
Stoffes bezeichnet wird.

b) Fir Schub: Ganz éhnlich wie fiir Normalspannungen (Zug und
Druck) und Dehnungen kann das Hookesche Gesetz fiir Schubspannungen
und Gleitungen in der Form angesetzt werden:

’ e (22)

worin ( einen neuen Proportionalitdtsfaktor bedeutet, der als das GleitmaB
(Gleitmodul oder Schubmodul, manchmal auch Torsionsmodul) be-
bezeichnet wird. Sein Kehrwert 1/G — f8 heiBt (nach v. Bach) die Gleitzahl
oder Schubzahl. Dieser Ansatz spricht den linearen Zusammenhang von
und  im Proportionalititsbereiche aus.

Dadurch sind bisher zusammen drei Konstante v, E, G zur Beschreibung
des elastischen Verhaltens eingefihrt worden. Eine einfache Betrachtung
zeigt jedoch, daB zwischen diesen fir einen elastisch-isotropen Kérper eine
Bedingungsgleichung besteht, so da8 nur zwei voneinander unabhingig
bleiben; es folgt daraus, daB das elastische Verhalten eines isotropen
Kérpers durch zwei Konstante bestimmt ist.
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Zur Aufstellung dieser Bedingungsgleichung fassen wir nach Fig. 688 ein
Teilchen in Form eines Wiirfels 0000 ins Auge, an dem an zwei Paaren
gageniiberliegender Seitenflichen die
Schubspannungen T in der gezeich-
neten Weise angreifen mogen; wie
schon in § 6 erértert, miissen diese
alle die gleiche GréBe haben, damit
das Teilchen im Gleichgewicht ist.
Weiter erkennt man aus der Abbil-
dung, daB bei dieser Beanspruchung
des Teilchens in der Richtung der
Diagonalen die Hauptnormalspan-
nungen auftreten miissen, und zwar
die Zugspannung 6, = v und die
Druckspannung 6; = — 1, so daB
das Teilchen in die rhombische Form
2222 iiberpeht.

Die Diagonale I, die von rechts
unten nach links oben liuft, erfihrt wegen dieser Normalspannungen ¢
und 6, eine Gesamtdehnung im Betrage
l_al_vd, _ 1-{-11'r
l E E E
und die andere Diagonale eine Verkiirzung vom selben Betrage. Die Form-
anderung besteht in den Verschiebungen 01 wegen der wagerechten und 13
wegen der lotrechten Schubspannungen. Wenn y die Gleitung ist, so ist der
Winkel von 900 der Witrfelseiten in 90 + y iibergegangen, und daher ist der
Drehwinkel der Wiirfelseiten + /2. Aus den Dreiecken 201 und 012
folgt daher unmittelbar fiir die Strecke:

Fig. 688.

Verformung eines Teilchens durch
S8chubspannungen.

‘ l y 1 v i
01 —_ . . =
2y2 Y97 Y2 2 2vy2
und damit:
e — A Y __1+4v .
127 E 7
d h ist:
omach = E (23)
=, a£ Yo . b
so dal gemil der Gl. (22) die gesuchte Beziehung in der Form erscheint:
E
G = Gifwy Tt (24)

Das elastische Verhalten eines isotropen Korpers ist daher durch zwei von den
drei Konstanten E, G, 7 vollstindig gekennzeichnet.

§ 10. Die allgemeine Form des Hookeschen Gesetzes. Da nach
§ 8 jede Spannung eine gleichsinnige Anderung der Linge der Korperteilchen
in der Richtung der Spannung und gegensinnige Anderungen vom v-fachen
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Betrage in den dazu senkrechten Richtungen verursacht, so konnen die
Gesamtdehnungen nach z, y, 2 in der folgenden Form angesetzt werden:
E.;, = 6,— v(0y, + 6.)
E.gy=0,—v(6,+6;) ¢+ (25)
E.g = 6, —v (6 + 6y)

Diese Gleichungen nach 6, 6y, 6, aufgelost, lauten so:

0, = 1050 21}’[ (1 —v)e.+vey +ve]
E

Oy =, gVt A—metrve] (e (26)
I

6, = -1—_7:5,}&[11£,+ve,+(1—-v)s,]

Wenn u, v, w die elastischen Verschiebungen eines Raumpunktes nach
den Achsenrichtungen sind, so sind (nach den fritheren Festsetzungen) die
Dehnungen &, &, & nach diesen Richtungen durch die Ausdriicke definiert:

ou ov ow
=gy W= g = 1)
und daraus folgt fiir die Raumdehnung:
ow
e—ez+a,,+e,—ax+— o (28)

In dhnlicher Weise lauten die entsprechenden Aussagen beziiglich der Schub-
spannungen, daB die gesamte Winkelinderung des urspriinglich rechten
Winkels zweier Flichenelemente den in diesen wirkenden Schubspannungen
proportional ist. Bezeichnet nach dem Satz von der Gleichheit der Schub-
spannungen in senkrechten Ebenen z. B. 7,, = 7, die Schubspannung in
der positiven #- (oder y-) Richtung, die auf ein Flichenelement wirkt, dessen
Normale in die positive y- (oder £-) Richtung fillt, und p,. die zugehérige
Gleitung, so hat man die Gleichungen anzusetzen:

G.Pys = Ty, = Ty
[ A 7 U e 1)
G.Yay = Tay = T,
Die SchiebungsgréBen ¢ konnen wieder durch die Ableitungen von u, v, w aus-
gedriickt werden; man beachte, daB z. B. nach Fig. 689 unmittelbar

0 0
?’w=ﬂx+ﬂa=5%+a’g""""" (30)

gesetst werden kann und erhdlt damit auch die beiden entsprechenden

Gleichungen
Pew = ow
zz — 7_' A
a” Ce e e e (30Y

Yzy = + 3;/
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Aus der Form dieser Gleichungen (25) und (29), die die allgemeine Form des
Hookeschen Gesetzes darstellen, ist zu erkennen — was auch begrifflich
unmittelbar einleuchtet —, daB Normal-

Fig. 689.

spannungen nur Léngeninderungen, Schub- .
spannungen nur Winkelinderungen ver- E%;-' e
ursachen kénnen. il /

Da die sechs VerzerrungsgriSen &, .L/ I!
nur von den Ableitungen der drei Form- }ﬂﬂ i
#&nderungsgrofen %, v, w abhingen, so miissen i I ! /
sie, wenn anders sie eben die Verzerrungen - ! . aw
tiir einen riumlichen Spannungszustand dar- 4 Ao _ioy
stellen sollen, drei voneinander unabhingigen 0 2

Ty

Bedingungsgleichungen geniigen. Diese nennt
man die Vertriglichkeits- oder Kom-
patibilititsbedingungen; sie konnen in einer der beiden folgenden
Formen angeschrieben werden:

Erkldrung der Verzorrungsgrifen.

02yy, __ 0%s, ?}fj
Oyﬁ - 0y? + 228 USW. = = = o « « o o o (31)
und
.a’_hi. N ajfuj (4 37:”J
28y8:—o;{;[ oz T 0y + | e (32)

deren Richtigkeit durch Rilckeinsetzen der obigen Ausdriicke fir & y nach
den Gln. (27) und (30) leicht bestitigt werden kann. Von diesen sechs
Gleichungen konnen naturgemaB wieder nur drei voneinander unabhangig sein.

§ 11. Der ebene Spannungszustand. Von einem ebenen Spannungs-
zustand (in der z-y-Ebene) spricht man in folgenden beiden Fillen:
a) Entweder es ist 6, — 0, weiter w von z, y unabhingig und die u, v
von 7z unabhingig; dann folgt:
E.¢; = 6, — V0,
E. gy =06,—vo, L. . ... ..., (33)
E.e;, = —v(6,+ )
oder aus den beiden ersten durch Auflésung:

E
0, = 1_y2(£'+v£”) l

.......... 34
_ (39
Oy = 1t (&) +ve)
und sodann aus der dritten:
v
= —1 (Gt¢g)
Waeiter erhalten wir: i
Tz == Ty, = 0
Ty = Ty, = 0 (35)

Ty == Tpy = G.?;y= G(g;’;-*.g};-) I
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b) Oder es wird &, — 0, w — 0 und alle Ableitungen nach £ ebenfalls — 0
angenommen; dann ist zunichst:

E.eg = 0=06,—v(0:+6y), also 0, = v(d,+ 6y),
E.e; = (14+v)[(1 —v)6, —vo,] l

also

...... (36)
E.sy = (14 ) [—v0,+ (1 —7)0,] [
woraus durch Auflésung:
E
%= T+na=2v) [A—7)e. +vg)
E ‘
o,,=(14.1;)(1_'_2,,)@5,—}-(1—11)5,,] ... (8T)

vE \
6, = 1+na ;21}')(% + &)
Fir die Schubspannungen gelten dieselben Gleichungen (35) wie zuvor.
Im Falle a) ist angenommen, dal der Koérper in der z-Richtung den
elastischen Anderungen frei folgen kanu, ohne dal eine Spannung in dieser
Richtung auftreten wiirde. Im Falle b) ist die Ausdehnung in der z-Richtung
durch eine Einspannung oder dergleichen verhindert bzw. vorgeschrieben, der
Korper etwa zwischen zwei Platten in unverinderter Entfernung fest-
gehalten; diese Einspannungen verursachen naturgemil Spannungen in der
£-Richtung.

§ 12. Die Gleichgewichtshedingungen fiir den elastischen Kérper.
Wir betrachten ein Teilchen im Innern eines Korpers, das die Form eines
rechtwinkligen Blockes (oder Sechsflaches) hat unter dem EinfluB der auf
die Seitenflichen wirkenden Oberflichenkrifte (Spannungen) und der iiber
den Raum erstreckten Massenkrifte, die, auf die Masseneinheit bezogen,
durch X, Y, Z gekennzeichnet sein miogen. Wenn man den Umstand ver-
wertet, daB die Spannungen stetige Funktionen der Koordinaten z, y, £ sind,
ihre GroBen in gegeniiberliegenden Seitenflichen sich also nur um das erste
Glied der zugehérigen Taylorschen Entwicklung voneinander unterscheiden
konnen, so konuen die Gleichgewichtsbedingungen fiir dieses Teilchen unmittel-
bar angeschrieben werden (¢ == Dichte):

06, a ., 0
oz + . ’V+ x=0
6;: ‘a’ﬁ‘{'aa?'*' P (38)

Gt it ez =0
Diese Gleichungen gelten ganz allgemein — vollig unabbingig von der
besonderen Beschaffenheit des betrachteten Korpers. Sie reichen jedoch (auch
bei Vorschreibung der entsprechenden Randbedingungen) fiir sich allein nicht
sus, um die sechs Spannungsgrofen 6, T zu bestimmen, Fiir den elastischen
Korper besteht das Lésungsverfahren — allgemein gesprochen — darin, seine
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besondere Beschaffenheit durch Einfilhrung des Hookeschen Gesetzes nach
den Gleichungen (25), (27), (29), (30) des § 11 zur Geltung zu bringen;
damit treten die Forminderungen , », w als neue Unbekannte hinzu, deren
Gesamtzahl sich sonach auf neun erhoht. Zu ihrer vollstindigen Bestimmung
dienen die drei Gleichgewichtsbedingungen (38) und die sechs Gleichungen
des Hookeschen Gesetzes. Durch Entfernung der sechs SpannungsgréBen
(0, v) erhilt man weiterhin drei Differentialgleichungen fiir u, v, w, zu deren
Auflésung allgemeine Methoden zur Verfiigung stehen. Da in folgendem diese
Entwicklungen nicht mehr verwendet werden, so soll auch hier nicht weiter
auf sie eingegangen werden.

§ 13. Das ebene elastische Problem. Fir das ebene elastische
Problem — die Scheibe — nehmen die Gleichgewichtsbedingungen (38) unter
Vernachliassigung der Raumkrifte, deren EinfluB fiir statische Fragen meist
vollstindig zuriicktritt, die einfachere Form an:

2o
BJ 3: ............ (39)
Tz 00y _
8x+8y_0

Die Einfihrung der Forminderungen u, v des ebenen Problems erhoht die
Anzahl der Unbekannten auf finf (6., 6y, t., %,v), denen die eben angeschrie-
benen zwei Gleichgewichtshedingungen und die drei ibrigbleibenden
Gleichungen des Hookeschen Gesetzes, also zusammen wieder fiinf, gegen-
iiberstehen.

Was die wirkliche Ermittlung der Lésung eines vorgelegten elastischen
Problems betrifft, so kann man im allgemeinen entweder die Spannungen (6, )
oder die Forménderungen (u, v, w) als unbekannte Funktionen bheibehalten und
jeweils die anderen aus den Gleichungen entfernen. Wie schon oben erwihnt,
ist die Entfernung der Spannungen 6, 7 immer méglich und die Beibehaltung
der Forminderungen vorteilhaft. Dies tritt auch in den technischen An-
wendungen bei der Berechnung der sogenannten statisch unbestimmten
Systeme zutage, wo es in der Regel — obwohl dies meist nicht beachtet
wird — vorteilhaft ist, mit den Forméinderungen und npicht mit den
Spannungen zu rechnen.

Das ebene elastische Problem — die Scheibe — 1aBt jedoch auch unter
Beibehaltung der Spannungen eine einfache Formulierung zu, und zwar durch
Einfithrung der sogenannten Airyschen Spannungsfunktion (%). In der Tat
werden die Gleichungen (39) durch den folgenden Ansatz identisch befriedigt:

_ev e oy

oy YT oaa BT Tosoy

und die einzige, fir das ebene Problem verbleibende Vertriglichkeits-
bedingung:

[

.y _ C¢y | 0%c,
2x0y ~ 08



874 Mechanik der nichtstarren Ktrper. Kap. VII. §15.

liefert nach Einsetzen der Ausdriicke (30’) [letzte Gleichung] und " (40) und
Verwertung von Gleichung (24) fir die Spannungsfunktion 9 unmittelbar
die folgende Differentialgleichung vierter Ordnung, die man die ,biharmonische
Differentialgleichung“ nennt:

_A L By aw
de—ﬁ+2m+ay4 =0...... (42
Da diese Gleichung mit der Laplaceschen Gleichung
_ o v _
A"’—a‘aﬁw“" ........... (43)

in naher Beziehung steht, so kann der ganze Lésungsvorrat, der fiir diese letzte
Gleichung bekannt ist, zur Gewinnung von Lésungen fiir elastische Probleme
verwertet werden, was auch tatsichlich im groSen Male geschehen ist.

Nach diesen kurzen Bemerkungen iiber das allgemeine Problem der
Elastizititstheorie kehren wir zur Betrachtung weiterer Eigenschaften der
Stoffe zuriick.

§ 14. Elastische Nachwirkung. Hysteresis. Im vorhergehenden
wurde schon wiederholt darauf hingewiesen, daB das Verhalten der ver-
schiedenen Korper auch bei gleichartiger Beanspruchung durch auBere Krifte
keineswegs ein gleichartiges ist, sondern daf dabei mannigfache Unterschiede
auftreten. Nicht nur, dal es als ausgeschlossen betrachtet werden muB, ein
hinreichend einfaches, fiir alle Kérper und den ganzen Belastungsbereich von
Null bis zur Bruchlast giiltiges 6-&-Gesetz zu finden, so sind fiir ein und
denselben Korper die Beziehungen zwischen Spannung und Dehnung in Wirk-
lichkeit noch erheblich verwickelter, als dies bisher schon zutage trat. Die
Ursachen hierfiir bilden Erscheinungen, die bei den Forminderungen die
Umlagerung der kleinsten Teile des Kérpers begleiten, und von denen die
innere Reibung die wichtigste ist. Diese Erscheinungen kommen in ver-
schiedenen Formen: als elastische Nachwirkung, Hysteresis, Er-
midung und als Zeitabhangigkeit der Forminderungen zur Geltung.
Da eine ausreichende Theorie dieser Erscheinungen bisher nicht gegeben
wurde, so miissen wir uns hier vollends auf eine allgemeine Beschreibung der
dabei obwaltenden Vorginge beschrinken.

a) Elastische Nachwirkung. Genauere Beobachtungen zeigen, da
schon bei verhiltnismaBig kleinen Formiénderungen stets nur ein Teil von
diesen elastisch ist, also mit der Belastung verschwindet, der Rest jedoch
bleibend — plastisch — ist. Es zeigt sich dabei, daB auch der verschwindende
Teil nicht gleichzeitig mit der Belastung nach Null geht, sondern erst nach
einer gewissen Zeit. Dies ist die Erscheinung der elastischen Nach-
wirkung, die also in einer zeitlichen Verzogerung der Forménderung gegen
die Belastung besteht. Diese Verzigerung der Forméanderung stellt sich nicht
nur bei der Entlastung, sondern auch bei der Belastung ein: die Form-
#nderung braucht stets eine gewisse Zeit, ehe sie ihren Endbetrag erreicht hat.

b) Unter Hysteresis falt man hingegen die mit dem Auftreten blei-
bender Forminderungen verbundenen Erscheinungen zusammen, die sich
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am besten aus dem Verlauf der 0-&-Linien fiir Belastung und darauf
folgende Entlastung erkennen lassen. Belastet man den Probestab zuerst
lings O A (Fig. 690) und laBt sodann die Belastung wieder abnehmen, so erhilt
man fir die Entlastung ein von OA verschiedenes Kurvenstick AB. Als
bemerkenswert ist anzufithren, daB eine neuerliche, von B ausgehende Be-
lastung — ganz &hnlich wie bei der magnetischen Hysteresis — die Kurve
wieder nach A zuriickfiihren wiirde (aber

auf einem anderen Wege). Noch auffallen- Fig. 690.

der wird der EinfluB der inneren Reibung, 4

wenn man eine sogenannte Belastungs- P J SR A
schleife aufnimmt; man erhilt sie, wenn 4

man den Korper zuerst (wie zuvor) lings ,
der ,jungfriulichen Kurve“ OA belastet, Ao §
sodann lings A B entlastet, bei B die Be-

lastung umkehrt und die Belastung nach %}1’
.der entgegengesetzten Seite bis zu dem- (/] &
selben Betrag anwachsen 1iBt, wobei die
Kurve BA' durchlaufen wird. In A’ wird c
die Belastung wieder vermindert, bei B’
abermals umgekehrt und der darstellende
0

Punkt wieder nach A zuriickgefiihrt. Man
erkennt daraus, daB man eine Druckkraft
O C aufwenden muB, um den Dehnungsrest Hysteresisschleife.
OB wegzubringen, daB die Verkiirzung
OB' der Spannung Null entspricht, und daB diese Verkiirzung erst durch
Anwendung der neuerlichen Zugkraft O C' wieder weggeschafft werden kann.
Auffallend ist die merklich iibereinstimmende Neigung der von O, 4, B aus-
laufenden Aste gegen die &-Achse, woraus man schlieBt, daB in diesen Punkten
die kleinsten Teile des Kérpers bleibende Gleichgewichtskonfigurationen er-
reicht haben, von welchen ausgehend das Hookesche Gesetz mit gleichen
E-Werten giltig ist. — Ubrigens kann man den spannungs- und deh-
nungslosen Urzustand (O) wieder erreichen, indem man eine Anzahl solcher
Schleifen aneinanderfiigt und dabei jedesmal die Werte der Lastmaxima ver-
kleinert.

Da die zwischen der 6-&-Linie und der &-Achse eingeschlossene Fliche
— wie unmittelbar ersichtlich, aber unten in § 20 noch besonders erkldrt
wird — die Arbeit darstellt, die bei dem betreffenden Vorgang verbraucht
wird, so stellt auch die Fliche der Belastungsschleife die Arbeit dar, die zu
ihrem Umlauf notwendig ist. Der ganze Umlauf stellt daher einen nicht
umkehrharen (irreversiblen) Prozel dar, bei dem durch die GréBe der Hyste-
resisschleife die vermége der inneren Reibung in Wirme iibergefithrte Arbeit
gegeben ist. Nur sehr kleine Forminderungen erweisen sich als vollstindig
umkehrbar (reversibel).

¢) Ermidung. Verhalten bei wiederholten Belastungen, Dauer-
bruch. Bei zahlreichen praktischen Anwendungen kommen Belastungsarten
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vor, die von der bisher angenommenen ruhenden Belastung erheblich ab-
weichen. Insbesondere handelt es sich darum, die Festigkeit bei oft wiederholten
Belastungswechseln zu untersuchen, und zwar derart, daB entweder von ¢
jedesmal auf Null entlastet oder die Belastung aufeinanderfolgend zwischen
+ 6 und — 6 verindert wird. Im ersten Fall spricht man (nach A. Wohler)
von Ursprungsfestigkeit K,, im zweiten von Schwingungsfestig-
keit K;. Sei K, die Festigkeit bei ruhender Belastung, so ist stets:
Ky> K, > K,. Zu diesen Untersuchungen sind viele Millionen von Be-
lastungswechseln erforderlich. Bis vor kurzem galt es als zweifelhaft, ob
nicht sowohl K, wie K, in der Grenze die Werte Null haben, d. h. ob nicht
eine beliebig kleine Last, wenn sie nur entsprechend oft aufgebracht wird,
zum Bruche fithren kann. Heute nimmt man an, da sowohl K, wie /iy end-
liche Grenzwerte darstellen. Bei. wiederholter Belastung - tritt also stets nur
eine teilweise Ermiidung ein: nimmt man die Belastungen unter den an-
gegebenen Grenzwerten K, bzw. K,, so vermag auch ihre beliebig oft wieder-
holte Aufbringung nicht den Bruch herbeizufiihren ). .

Die Feststellung der Bedingungen fiir das Auftreten solcher Dauer-
briiche, in Abhéngigkeit von der Groe der Belastung und der Wechselzahl,
ist fir das neuzeitliche Materialpriifungswesen von groBer Bedeutung ge-
worden. Um die Versuchsdauer, die wegen der meist erforderlich auBer-
ordentlich groBen Zahl (viele Millionen) von Belastungswechseln sonst sehr
groB wiirde, abzukiirzen und gleichzeitig exakt zu beschreibende Versuchs-
bedingungen zu schaffen, sind besondere dynamische Materialprif-
maschinen konstruiert worden, von denen in Fig.691 eine der leistungs-
fihigsten Ausfithrungen, nidmlich die der Maschinenfabrik C. Schenk-Darm-
stadt (nach W.Hahnemanu und H.Hecht), schematisch wiedergegeben ist.

Die Anordnung beruht darauf, dal die Belastungswechsel durch schwin-
gende Massen erfolgen, die durch einen elektromagnetischen Wechselstromkreis
erregt werden, und zwar in der Zahl bis zu 2 Millionen Belastungswechsel in
der Stunde. Der Probestab P wird oben in einen Biigel B eingespannt, der
mit dem #uberen, die Gegenmasse bildenden Gebduse m, fest verbunden ist;
sein unteres Ende wird in die Ankermasse des Wechselstrommagnets m,
eingesetzt. Die Masse m; ist gegenitber dem Grundgestell ms federnd ge-
lagert, und zwar besteht diese Federung in zwei Stahlrohren R, und R, die
zur Vermeidung groBerer Konstruktionshéhen ineinander angeordnet sind.
Das innere Rohr R, ist in die Ankermasse m, eingesetzt, das dulere R, mit
dem Grundgestell m; verbunden. Die Gehdusemasse m, wird durch die Spiral-
federn F;, F, getragen und ist gegen das Grundgestell in den Rollen r,, r,
gefihrt. Die Grofe der dynamischen Beanspruchung kann durch die Zusatz-
massen m geregelt werden, die auf die Ankermasse des Klektromagnets auf-
gelegt werden kénnen. Zur spannungsfreien Kinstellung des Probestabes
dient das Handrad H, durch dessen Drehung die Spannung der Federn F,, F,
entsprechend verindert werden konnen.

‘& K,, K,, K, sind die friiher iiblichen Bezeichnungen fiir die betreffenden
Festigkeiten.
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Ahnliche Anordnungen stehen auch fir die Ausfihrung von Dauer-
versuchen fiir Biegungs- und Drehungsbeanspruchungen in Verwendung.

d) Weitere Einfliisse wiederholter Belastungen. Ahnlich wie
in c) beziiglich der Festigkeit sind auch systematische Untersuchungen iber
den Einflul wiederholter Belastungen auf die Elastizititsgrenze und
Streckgrenze angestellt worden, wobei die Versuchsanordnung immer még-
lichst so getroffen wurde, wie sie den Beanspruchungen in bewegten Maschinen-
teilen entsprechen. Unter diesen Versuchen haben insbesondere die von
A. Wéhler und J. Bauschinger bleibenden Wert erlangt. Als allgemeines
Ergebnis ist zunéchst hervor-
zuheben, daB eine Bean-
spruchung iiber eine gewisse
Grenze hinaus immer Ver-
anderungen des Verhaltens des
betreffenden Stoffes zur Folge
hat. Aus der groBen Zahl der
beobachteten Erscheinungen
mégen hier nur die folgenden,
die sich auf die Klastizitits-
und Streckgrenze beziehen,
erwihnt werden: Wird ein

Fig. 691.

Korper einer Belastung unter-
worfen, die groBer als die ur-
spriingliche Proportionalitits-
grenze ist, und darauf ent-
lastet, so erweist sich bei
neuerlicher Belastung diese
Grenze hoher liegend als zu-
vor; durch Wiederholung kann
diese Erhohung bis zur ur-
springlichen Streckgrenze und Dynamische Materfalpriifmaschine
sogar etwas dariiber hinaus der Firma C. 8chonk-Darmstadt.
gesteigert werden. Bei noch
hoherer Belastung sinkt jedoch diese Proportionalititsgrenze erheblich, oft
bis auf Null und hebt sich bei darauffolgender Ruhe von selbst allmihlich
bis auf ihren urspriinglichen Wert. Ebenso kann auch die Streckgrenze
selbst durch vorsichtig angepalte Beanspruchung iiber jhren urspriinglichen
Woert gehoben werden. In ihnlicher Weise konnen beide Grenzen auch durch
aufeinanderfolgende, zwischen Zug und Druck wechselnde Belastungen all-
miihlich in die Hohe getrieben werden u. dgl. m. Aus all dem ergibt sich,
daB diesen Begriffen Festigkeit, Streckgrenze usw. keineswegs eine absolute
Bedeutung zukommt, sondern daB diese Werte von den Belastungszustinden
abhingen, denen der Stoff vorher ausgesetzt war.

o) Die Zeitabhingigkeit der Forminderungen kommt unter
anderem dadurch zum Ausdruck, daB sich fiir verschiedene Geschwindigkeiten




878 Mechanik der nichtstarren Korper. Kap. VII. § 15.

der Belastung und Entlastung jeweils verschiedene 6-¢-Linien ergeben, und
zwar ist die Dehnung fiir eine bestimmte Spannung um so kleiner, mit je
groBerer Geschwindigkeit die betreffende Formanderung hervorgerufen wurde
(Fig. 692). Wird die Geschwindigkeit von dem schnellen in den langsameren
Woert iibergetithrt, so findet ein Ubergang lings der
gezeichneten transversalen Kurve A B statt.

In keine von diesen Fragen ist heute die Ein-
sicht schon so weit gediehen, daB von einer voll-
stindigen Klirung gesprochen werden kénnte, so da
hier der weiteren experimentellen Forschung ein reiches
Betitigungsfeld offen steht.

Fig. 692.

§ 15. Einflu der Beanspruchung auf die
Zeitabhiingigkeit Struktur. Das Verhalten der verschiedenen Korper,
der Forménderungen. . . .
8o wie wir es bisher kennengelernt haben, und zwar

sowohl das elastische im elastischen Bereiche, wie auch das plastische im
FlieBbereiche, also bei Beanspruchungen iiber der Elastizititsgrenze, ist
durch die Eigenschaften der kleinen Teile — der Kristallite —, aus denen
die Kérper bestehen, oder, wie man auch sagt, durch die Struktur bestimmt;
alle Veranderungen, die der Korper bei Belastungen oder durch andere Um-
stinde (Wirmebehandlung) erleidet, geben sich in einer Anderung der Form
und GroéBe dieser Teilchen zu erkennen. Diese Teilchen sind klein, aber doch
von solchen Abmessungen, daB sie mikroskopisch leicht zu untersuchen sind.

Zu den Stoffen, die hinsichtlich ihres Gefiiges am eingehendsten erforscht
sind, gehoren die Metalle und Legierungen. Diese finden in der Praxis —
als Werkstoffe — nur in der kristallinischen Form (als Vielkristalle,
kristallinische Haufwerke) Verwendung, wie sie unmittelbar bei der Er-
starrung aus dem fliissigen (geschmolzenen) Zustande entstehen; nach der
Erstarrung werden sie stets einer Reihe von mechanischen (Bearbeitung) oder
thermischen Vorgingen (Wirmebehandlung, Vergiitung) unterworfen, ehe aus
dem Rohstiick ein Fertigstick wird. Bei den Metallen und Legierungen
lassen sich die Verinderungen in dem Gefiige, die durch derartige Vorginge
entstehen, mit Hilfe des Mikroskops in allen Einzelheiten verfolgen; solche
Beobachtungen fithren zu interessanten Aufschliissen iiber die Eigenschaften
und Verinderungen dieser kristallinischen Bausteine der Stoffe.

Die wichtigste Eigenschaft der Kristalle ist jhre groBe Verformungs-
fahigkeit im elastischen und plastischen Gebiete; mit ihr sind auch die
Eigenschaften der Zwillingsbildung und der Verschiebungsfihigkeit
(Translation) von Kristallschichten gegeneinander verbunden, die aus einer
entsprechend groSen Anzahl von nebeneinander liegenden Einzelkristallen
bestehen und die direkt beobachtet werden konnen. Ein Beispiel hierzu zeigt
Fig. 693a), b) 1) (Taf. 1), welche diese Zwillingsstreifen auf Kupferstiben, die

1) Die hier folgenden Schbliff- und Bruchbilder, die zum groBten Teil an dieser
Stelle zum erstenmal verdffentlicht werden, verdanke ich Herrn Dr. G. Sachs vom
Kaiser Wilhelm-Institut fir Metallforschung in Berlin-Dablem, dem ich fir die
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durch Rekristallisation erzeugt waren, nach Atzung mit HNO, und HCI er-
kennen lift.

Diese Verschiebungen oberhalb der Elastizitiatsgrenze geben sich an der
Oberfliche durch das Auftreten regelmiBiger Linien, der Gleitlinien oder
FlieBfiguren (auch Liidersche oder Hartmannsche Linien genannt), zu
erkennen. Sie sind z.B. in Fig. 694 (Taf. I) deutlich zu erkennen, die einen
gedehnten Stahlstab darstellt, auf dem die FlieBfiguren durch Abspringen des
Glithzunders kenntlich geworden sind. Solche Gleitlinien zeigt besonders an-
schaulich auch die Fig. 695 (Taf. I) fir Elektrolytkupfer; sie sind als Relief

Fig. 696.
a)
Stahldraht Nach Beansprochung
vor der Beanspruchung auf Zug
a0
Nach % stindjgem 6lishen Nach % stindigem 6liten
bei etwa 620°C. bei 950°C.

EinfluB der Beanspruchung und Wirmebehandlung auf das Getiige.
(8chematische Darstellung.)
auf einer vor der Deformation polierten Oberfliche hervorgetreten. Diese
Linien treten gewohnlich in zwei Scharen auf, die mit den Hauptspannungs-
richtungen schiefe Winkel einschlieBen.

Um durch die mikroskopische Untersuchung Einblick in die Fragen zu
bekommen, wie sich bei einer Beanspruchung oder Erwdrmung die GroBe und
Gestalt der Kristalle verindern, werden passend ausgewihlte Flichenstiicke
vor der Belastung oder Erwirmung poliert und nachher beobachtet. In Fig. 696
ist eine solche Versuchsreihe nach Beobachtungen von E. Heyn in schematischer
Darstellung wiedergegeben, die den EinfluB einer solchen Belastung und darauf-
folgenden Wirmebehandlung deutlich erkennen 146t. Vor der Beanspruchung,
also im natiirlichen Zustande, haben die Kristalle nach Fig.696a nach allen
Richtungen ungefiihr die gleichen Abmessungen. Durch eine Zugbeanspruchung-
werden sie deutlich in der Zugrichtung gestreckt (Fig. 696 b) und bei stirkerer-

freundliche Uberlassung fiir dieses Werk auch hier — im eigenen und im Namen
des Herausgebers und des Verlages — den verbindlichsten Dagk zum Ausdruck.
bringen méchte.
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Beanspruchung auch geteilt. Bei darauffolgendem Ausglithen bei etwa 6200C
verwandeln sich diese in einer Richtung gestreckten Kristalle wieder in gleich-
miBige (Fig. 696 c); dieser Vorgang wird daher als Rekristallisation bezeichnet.
Dadurch ist auch die Erniedrigung der Streckgrenze verstindlich gemacht, die
man bei einer spiteren Belastung, die diesem Ausglithen folgt, beobachtet. —
Bei Erhitzung tiber 900° C beginnen dié Kristalle wieder zusammenzuwachsen
und gehen merklich in den ursprituglich vorhandenen Zustand iiber (Fig. 696 d).

Die zugehérigen Aufnahmen nach der Natur sind in Fig. 697a bis d
(Taf. I) wiedergegeben, in denen diese typischen Anderungen des Gefiiges
durch Kaltverformung und darauffolgende Gliihbehandlung an dem Beispiel
des f-Messings (mit 52 v. H. Cu und 48 v. H. Zn) nach Atzung mit einer Eisen-
chloridlésung festgehalten sind; und zwar gilt die Fig. 697 a nach dem Walzen
mit 30 v. H. Hohenabnahme des Probestiickes: Strecken der Kristalle in der
Walzrichtung; Fig. 697b nach dem Glithen bei 300° C durch !/, Stunde, Beginn
der Rekristallisation; Fig. 697 ¢ nach dem Glithen bei 460° C durch 1/; Stunde;
Fig.697d nach dem Glihen bei 700°C durch 1/, Stunde, Fortschreiten der
Rekristallisation.

Ein anderes Beispiel fir diesen Vorgang gibt Fig. 698 (Taf. II), welche
die Rekristallisation von Aluminiumstiben bei 500° zeigt, die um verschiedene
Betrige (4 bis 20 v. H.) gedehnt waren.

Der Vorgang der Rekristallisation kann auch dazu benutzt werden, um
den Deformationsbereich, der durch eine Beanspruchung im Innern eines
Korpers entsteht, sichtbar zu machen: So ist z. B. in Fig. 699 (Taf. II) durch
Rekristallisation bei 830°C der Verformungsbereich kenntlich gemacht, der
im Innern eines konischen Eisenkérpers durch einen auf die Grundfliche aus-
geiibten Druck entsteht.

§16. Bruchtheorie. Die Vorginge im Kristallgetiige der Stoffe, die
bei wachsender Belastung zuerst zu bleibenden Dehnungen, weiterhin zu einer
ortlichen Einschniirung und schlieBlich zum Bruche fithren, sind keineswegs ein-
fach. Von den besonderen Erscheinungen, die im Verlauf dieses Vorganges
beobachtet werden, ist das Auftreten von Gleitschichten schon hervorgehoben

worden, deren sichtbare
o Spuren an der Oberfliche
// die FlieBfiguren dar-
7 . .
7 stellen. Fiir die Beurteilung
' der Festigkeit eines Stoffes
ist die Frage von besonderer
- Wichtigkeit, durch welche
b) ¢) hoohiv, stape  Omsténde der Bruch selbst
Typische Bruchformen belm Zugversuch bedmgt.lst. Wir wissen,
von Stahlstiben. (Schematischo Darstellung.) daf bei Zug und Druck
die groSten Normalspan-
nungen in den Schnitten senkrecht zur Zugrichtung und die groBten Schub-
spannungen in Ebenen unter + 459 zu diesen geneigt — und nicht mit dep

Fig. 700.
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Gleitrichtungen zusammenfallend — auftreten. Die Frage kann etwa so
gestellt werden: Kommt es dadurch zum Bruche, daB die Teilchen in der
Liéngsrichtung vermdge der Zugspannungen abreifen oder dadurch, daB
bei fortgesetzter Verschiebung in den Gleitrichtungen schlieBlich der Zu-
sammenhang der Teilchen verloren geht? Die Antwort darauf lautet
dahin, daB die beiden genannten Vorginge selten fiir sich allein vorkommen,
sondern daB es sich in Wirklichkeit fast immer um ein Zusammenwirken
beider Erscheinungen handelt, die unter den Namen Trennungsbruch und
Verschiebungsbruch voneinander unterschieden werden miissen. Gemischte
Bruchvorginge treten vor allem bei Zugversuchen an zihen Metallstiben ein.
In Fig. 700 a bis c sind zunichst wieder rein schematisch einige solche typische
Bruchformen von Stahlstaben wiedergegeben, wie sie sich bei Zugversuchen
ergeben; von ihnen gehdrt ¢ einem hochwertigen Spezialstahl an.

Typische Aufnahmen nach der Natur sind in den folgenden Figuren
wiedergegeben; und zwar sind die Fig. 701 und 702 (Taf. II) Bruchformen
fiir Rundstibe und Fig. 708 (Taf. II) solche fiir Flachstibe aus Eisen und Stahl.

Fig. 704 (Taf. II) gibt den Fliebkegel eines Kupferrundstabes nach ein-
getretenem Bruch wieder; auch in dieser Figur sind die FlieSfiguren deutlich
zu erkennen und auBerdem eigenartige Einrisse, deren Ursprung nicht voll-
stindig gekldrt ist.

Typische Trennungsbriiche findet man bei den Zug-, Biegungs- und
Torsionsversuchen an spréden Korpern (GuBeisen, Gesteinen). Genauere
Untersuchungen an stabférmigen Korpern mit Kreisquerschnitt zeigen, daB
der Trennungsbruch bei Zug von der Mittelfaser ausgeht, um die sich nachher
die sogenannten Trichter bilden, das sind kegelférmige Verschiebungsfiachen,
langs welcher ein Abscheren des Materials erfolgt (Fig. 700b, c).

Fir die Beantwortung der weiteren Frage, welche Umstinde das tat-
siichliche Eintreten des Trennungsbruches verursachen, sind verschiedene
Moglichkeiten offen, die auch alle itberpriift worden sind, ohne dal es bisher
zu einer endgiiltigen Klirung iiber ihr Zutreffen im einzelnen gekommen
wire. Und zwar kann man fiir den Bruch verantwortlich machen: a) die gréite
auftretende Spannung, b) die grofte Dehnung, ¢) die groBte in einem Raumteil
des beanspruchten Kérpers aufgespeicherte Formanderungsarbeit.

Verschiebungsbriiche treten amn deutlichsten bei Druckversuchen an
sproden Korpern auf. Da der Hohe der Versuchskiorper wegen des Auf-
tretens der Knickung bald eine Grenze gesetzt ist, so werden diese Versuche
durch die an den Druckflichen auftretende Reibung stark beeinflult; diese
Reibung fithrt zur Ausbildung der sogenannten Druckkegel, die im weiteren
Verlauf des Bruchvorganges eine Art Sprengwirkung auszuitben scheinen.
Typische Formen des Verschiebungsbruches sind schematisch in Fig. 705 dar-
gestellt: a) entspricht einem Stahlzylinder, b) einem Lagermetall, c¢) einem
Sandsteinwiirfel.

Typische Bruchformen bei wirklich ausgefiihrten Druckversuchen sind

aus den folgenden Abbildungen erkennbar:
Muller-Pouillet I,2. 11, Aufl. 56
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Fig. 706a und b (Taf. II) zeigt einen Duraluminium-PreBkorper, der
durch ungleichmiBige Verformung beim Warmpressen am Rande grobkérnig
geworden und in den groben Kristallen aufgerissen ist?).

Fig. 705.

al)Ss I‘a/ b)Lagermetall ¢)Sandstein

Typische Bruchformen beim Druckversuch fiir verschiedene
Stoffe. (Schematische Darstellung.)

¥ig. 707 (Taf. II) zeigt einen sogenannten Schieferbruch an einem Stahl-
korper, der durch Kugeleindruck bei der Hirtepriifung hervorgerufen wurde.

Als Vergleichsbild sei hier noch die folgende Fig. 708 (Taf. II) auf-
genommen, die einen typischen Dauerbruch oder Ermiidungsbruch eines
Radreifens darstellt und die das allmihliche Fortschreiten der Ermiidungs-
grenze im Querschnitt deutlich vor Augen fiihrt.

In neuerer Zeit werden auch die Rontgenstrahlen zur Untersuchung des
Gefiiges der Baustoffe und der in ihnen durch Bearbeitung hervorgerufenen
Verinderungen verwendet.

Eine Theorie des Verschiebungsbruches wurde von Coulomb entwickelt;
sie gipfelt in der Aussage, dal die auftretende gréBte Schub-
Spannung Tnax allein fiir den Eintritt des Bruches mafigebend ist,

indem sie den Zusammenhang des Korpers,
Fig. 709. der durch eine Art innerer Reibung hergestellt
gedacht wird, iiberwindet. Diese Aussage
ist unter dem Namen der Coulombschen
Regel bekannt. Da die grofte Schubspan-
nung Tpax stets unter 459 eintritt, so miiten
anch die Bruchflichen diese Lage haben; dies
wird aber fast nie beobachtet und deshalb hat
Navier die Coulombsche Theorie durch die
Annahme erweitert, dal die innere Reibung
auch durch die Normalspabnung 6 auf die
Verschiebungsfliche beeinfluft wird. Sei z,
der konstante Betrag der inneren Reibung,
= e = f = tgo eine Reibungszahl und ¢ der Rei-
Theorie des Verschiebungsbruches bungswinkel, so wird demnach der Bruch ein-
von Coulomb. treten, sobald
TSt +f6 o (44)
ist; in diesem Ansatz ist fiir f = O der Sonderfall der Theorie der grofiten
Schubspannung enthalten. Betrachtet man das Gleichgewicht des durch Ver-

1) Nach A. Steudel, Zeitsehr. f. Mat.-Prifungswesen 19, 133, 1927,
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schiebungsbruch abgeschnittenen Stiickes im Augenblicke des Beginnes dieses
Bruches (Fig. 709) unter dem Kinflusse des Druckes @ und beachtet, da8 die
GroBe der Verschiebungsfliche A4 B — F/cos@ ist, wenn F' den Querschnitt
des Stabes bedeutet, dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen fiir die
Richtungen senkrecht und parallel zu 4 B:

] ¥
I Q.cos@ —cos(p.o'
o F
‘ Q.sing —cosqz'r
und daraus folgt ]
6 = ;_!,-cos“(p ‘

T = f,-cosqz.sintp J

Setzt man diese beiden Werte in die vorhergehende Gleichung (44) ein, so
ergibt sich
f‘wos'psimp =1 +fFQ - cos? @

oder

Q — Ty o Tg.CO5 @ .
F (sin@ —fcos@)cosp ~ sin(p — @).cos @ - (46)
Die kleinste Last @, tiir die diese Gleitbedingung erfiillt ist, wird fir jenen
Winkel ¢ erhalten, fiir den der Nenner seinen groften Wert annimmt. Wie
eine leichte Rechnung (Ableitung des Nenners nach @ gleich 0 gesetzt) ergibt,
tritt dies ein fiir

@ = 45° 4 g/2.

Die Gleitschichten liegen also — in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen —
unter Winkeln, die von 45° verschieden, und zwar gréBer als 45° sind?). Die
vorhergehende Bedingung lautet dann nach Einsetzen dieses Wertes von ¢,
da cos@ = V(14 cos 29)/2 = V(I —sing)/2, sing = V(1 —cos2p)2
= V(l —5in@)/2 und sin(@p — @) = sin (450 — @/2) = V(T—— sin @)/2:

¢ < V1 —sinie Vrg;'nz,
g T ey s S 2T . .- (47
¥ ’ V(1 — sing)/2. V(1 — sin @);2 °Y1—sing (47)

Eine weitere Vervollkommnung der Coulombschen Theorie fiir den all-
gemeinen Spannungszustand verdankt man O. Mohr, die aber bisher nur bei
zithen Stoffen als zutreffend bestitigt wurde. Bei dieser Theorie wird nicht
wie bei Coulomb und Navier eine lineare Beziehung zwischen 7 und &
nach Gleichung (44) fiir den Kintritt des Bruches als maSgebend angenommen,
sondern allgemeiner vorausgesetzt, da8 die zum Bruch fithrende Verschiebung
in jenem Flichenelement eintritt, in welchem zuerst die Schubspannung z

1) Messungen an Teilen von oxglodierteu Geschossen haben ebenfalls ergeben,
da8 die Bruchflichen nahe unter 459 gegen die Lingsachse der Geschosse geneigt
liegen, welche Erscheinung offenbar mit dieser Theorie in engem Zusammenhang
steht.

56>
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eine von der dort herrschenden Normalspannung 6 abhingige Grenze iiber-
schreitet, was durch einen Ansatz von der Form dargestellt wird:

TS F(0), -« « v v v (48)
in der F' eine fir das Verhalten des betreffenden Stoffes kennzeichnende
Funktion ist.

Diese Beziehung stellt in der 6-t-Ebene eine gewisse Kurve dar, die
man als Grenzkurve bezeichnet (Fig. 710). Der Bruch wird an einem Punkte
des Kérpers dann eintreten, wenn der diesem Punkte entsprechende Spannungs-

Fig. 710.
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Bruchtheorie von Mohr.

kreis diese Grenzkurve, die die Umhiillende der méglichen Grenzzustinde dar-
stellt, iiberschneidet. Der Grenzzustand selbst, also der Beginn des Gleitens,
tritt bei der Berithrung des Spannungskreises mit der Grenzkurve ein, und
durch den Berithrungspunkt wird auch der Winkel 2 ¢ der Gleitebene gegen
die Hauptspannungen angegeben.

Die Zug- und Druckfestigkeiten 6, 6_p sind durch die Durchmesser der
Kreise K, und K, dargestellt, die durch den Anfangspunkt 0 gehen und die
Grenzkurve beriithren, die Torsionsfestigkeit Tp durch den Halbmesser des
Kreises K3 mit dem Mittelpunkt O (denn ihm entsprechen Haupt-, Zug- und
Druckspannungen von gleicher GréBe und auch Hauptschubspannungen, die
diesen gleich sind und unter 45° gegen sie liegen); schlieBlich gibt der Schnitt-
punkt L der Grenzkurve mit der Achse die GroBe der Schubfestigkeit Tp an.

In der Mohrschen ist sowohl die Coulombsche, wie auch die Navier-
sche Theorie als Sonderfall enthalten: bei der Coulombschen besteht die
Grenzkurve aus zwei zur G-Achse parallelen, bei der Navierschen aus zwei
zu dieser Achse geneigten symmetrisch liegenden Geraden.

§17. Hérte. Derletzte Begriff, der zur Kennzeichnung der physikalischen
Beschaffenheit der Stoffe hier noch besprochen werden soll, ist die Harte.
Dieser Begriff ist deshalb von so groBer Bedeutung, weil seine Feststellung
einen Riickschluf auf die Festigkeit des betreffenden Stoffes zu gestatten
scheint, und weil zur Bestimmung der Hérte weit einfachere Mittel erforderlich
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sind als zur Ausfithrung eines ZerreiBversuches; dieser macht immer die Ent-
nahme eines Probestabes aus dem zu untersuchenden Material notwendig,
wiihrend die Hértepriiffung an dem Werkstiick selbst vorgenommen werden
kann, welches hierzu auBler der Polierung einer ganz kleinen Fliche keinerlei
Verinderung zu erfahren braucht. Obwohl die Beziehung zwischen Festigkeit
und Hirte keineswegs exakt die einer einfachen Proportionalitit ist, wie man
urspriinglich vermutete, so ist doch die Hartepriifung wegen ihrer Einfachheit
heute zu einer der wichtigsten Festigkeitsproben fiir die Praxis geworden.

Unter Héarte im allgemeinen versteht man den Widerstand,
den ein Korper dem Eindringen eines anderen entgegensetzt. Es
ist klar, dafl noch weitere Festsetzungen notig sind, um diese Definition einem
wirklichen MeBverfahren zugrunde zu legen. Das Bediirfnis nach einem
solchen hat sich zuerst in der Mineralogie geltend gemacht, die diesem Be-
diirfnis durch Aufstellung der sogenannten mineralogischen Harteskala
gerecht geworden ist; diese besteht aus der folgenden, rein empirisch gereihten
Anordnung:

1. Talk, 2. Gips, 3. Kalkspat, 4. FluBspat, 5. Apatit, 6. Feldspat, 7. Quarz
(Bergkristall), 8. Topas, 9. Korund, 10. Diamant.

Das Eindringen, von dem oben die Rede war, wird bei der minera-
ogischen Hirtebestimmung durch ein Ritzen ersetzt, und diese Reihung soll
einfach ausdriicken, daB jeder dieser Stoffe durch den folgenden geritzt wird,
ohne diesen seinerseits zu ritzen. Von einer Messung im eigentlichen Sinne
ist dabei noch nicht die Rede. Die Bestimmung der Hirte eines beliebigen
Korpers erfolgt dann einfach in der Weise, daB er durch Ritzproben zwischen
zwei (lieder der angegebenen Harteskala eingeordnet wird.

Der Wunsch, die Bedingungen fiir diesen Vorgang des Ritzens exakter
zu gestalten, insbesondere das Ritzen selbst jedesmal unter einer ganz be-
stimmten Belastung auszufiihren, fithrte zur Konstruktion des Sklerometers
durch A.Seebeck (1833), bei dem eine meist aus Diamant bestehende Spitze
unter einem ganz bestimmten Druck die Erzeugung des Ritzes besorgt.

Von einer wirklichen Messung der Hirte konnte jedoch erst gesprochen
werden, sobald die bleibenden Forminderungen selbst, die beim Eindringen
des einen Korpers in den 'anderen oder iiberhaupt bei der Beriihrung zweier
Korper unter Druck entstehen, in exakter Weise untersucht wurden. Das
Hirteproblem gehort daher seinem Wesen nach der Mechanik der nichtstarren
Kérper und inshesondere der Plastizititstheorie an.

Die grundlegenden Arbeiten dieser Theorie der Berithrung zweier Kérper
rithrt von H. Hertz her, dem es gelang, eine Beziehung zwischen der GriGe
der eingedriickten Fliche bei der Beriihrung zweier Korper einerseits und
gewissen geometrischen Bestimmungsstiicken, und zwar den Krimmungs-
halbmessern der sich berithrenden Flichen andererseits aufzustellen. So wie
beim Zugversuch die GroBe der Zugtestigkeit als jene Belastung erklirt wird,
die im Augenblick des Auftretens des ersten Risses vorhanden ist, so liegt
es auch hier nahe, die Hirte als jenen Wert der auf die Fléchen-
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einheit der Druckfliche bezogenen Belastung zu definieren, bei dem
sich der erste RiB im Koérper zeigt.

Die Anwendung dieser Definition hat aber mancherlei Unstimmigkeiten
zur Folge. Da namlich nur spréode Korper unter einer solchen Druck-
belastung RiBbildung zeigen, so erfordert diese Definition fiir zéhe und bild-
same Stoffe eine Abinderung; fiir diese konnte die Hirte als jener Wert der
auf die Flacheneinheit der Druckfliche wirkenden Belastung erklart werden,
bei dem zuerst bleibende Formidnderungen auftreten. Aber auch dies wire
eine sehr unsichere Festsetzung, da das Auftreten bleibender Forméinderungen
oft schon bei ganz kleinen Einheitsdrucken auftritt, so daB die darauf ge-
griindeten Festsetzungen je nach der MeBgenauigkeit sehr verschieden aus-
fallen wiirden. Aus diesen und anderen Griinden, die hier nicht im einzelnen
erortert werden konnen, hat sich diese ,absolute“ Hirtebestimmung nicht
einzubiirgern vermocht. In der Praxis verwendet man heute wieder ein
Vergleichsverfahren; dieses besteht darin, dal eine gehirtete Stahlkugel aus
hochwertigem Material an das zu untersuchende Werkstiick angepref8t wird,
wobei auler der Belastung auch die GroBle der Druckfliche durch Messung
festgestellt wird: die auf die Flichen-
einheit der Druckfliche bezogene Be-
lastung wird dann als Hirtezahl
bezeichnet.

Auf dieser Definition beruhen die
in der Technik iiblichen Héarteproben,
von denen die Brinellsche Kugel-
druckprobe heute nahezu ausschlies-
lich fir Hirtebestimmung verwendet
wird. In eine ebenpolierte Fliche des Probekérpers wird die gebdrtete Stahl-
kugel mit Hilfe einer ,Kugeldruckpresse“ eingedriickt und nach Entfernung
der Belastung, die selbst gemessen wird, der Durchmesser des Druckkreises
durch Mikroskop oder Lupe bestimmt. Ist D der Durchmesser der Stahlkugel
und d der gemessene Durchmesser des Eindruckkreises (Fig. 711), so ist die
GroBe der Druckfliche:

F—nDh = %ul)[[)—Vli,r—wi‘ﬁ].

Kugeldruckprobe von Brinell.

Als Brinellhérte wird dann der Quotient bezeichnet:

und meist in kg/mm? angegeben.
Nach einem anderen Vorschlage wird als Hirte der Quotient bezeichnet:
. K . , __ md?
Hp — F worin F' = L (50)
Nach den Versuchen von E. Meyer (1908) kann die Abhangigkeit
zwischen der Belastung K und dem Durchmesser d des Eindruckkreises in
der Form angenommen werden:
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worin @ und # Konstante sind, die vom-Material und von D abhingen. Es

ergibt sich dann:
K K 4 .
= s == D —— .a-at—=% . ... ... .05
Hp = F xd¥i x @0 (52)
Die Abhingigkeit der Konstanten a von D kann dadurch beriicksichtigt

werden, daB man schreibt:
d

‘ n—2 -

Hﬁzu.(b_) ....... [N .(33)
und A. Kiirth fand dann (1908, 1909), daB die Konstante & sehr genau mit
der Streckgrenze des Materials ibereinstimmt und n sehr nahe gleich 2
gesetzt werden kann, so daB durch die Bestimmung von Hj; unmittelbar die
Streckgrenze des Materials als gegeben anzusehen ist. Dadurch ist ein wesent-
liches Ziel der technischen Hirtepriifung erreicht: da nimlich die Streckgrenze
von den vorhergegangenen Beanspruchungen des Materials abhingig ist, so
ist dadurch auch die Moglichkeit gegeben, durch direkte Hirteprifung die
vorangegangene Behandlung und Beanspruchung des Materials nachzuweisen.
— Fir die Zugfestigkeit selbst 146t sich fir Kisen und Stahl die Beziehung

aufstellen:
Op==0,36.Hy + -« « v o...... (54)

In Tabelle 2 sind einige Zahlenwerte fir die Brinellhirte wieder-

gegeben.
Tabelle 2. Brinellhirte Hp.

1
Stoff I H g [kg/mm?]
Vulkanfiber . . . . . . .. ! 7— 16
Lagermetall (WeiBmetall) . 20— 28
Al (gewalzt) . . . . . . . . 45
Zn . . . ... b 50
Cu'vv v ve e e i 60
Bronze . . . . .. e 60—250
GuBeisen . . . . . . . .. . 130—300
Stabl . . . ... ... .. | 150—300
» gehdrtet . . . . . . i bis 850

In neuester Zeit wird durch die Firma Mohr & Federhaff in Mann-
heim eine tragbare Hirteprifzwinge auf den Markt gebracht, welche die
Verwendung einer Festigkeitsmaschine (Presse) iiberfliissig macht; die Kraft-
messung erfolgt nach Fig. 712, die eine schematische Zeichnung der Anordnung
wiedergibt, durch die der elastischen Verbiegung eines Stahlbigels b. Die
Erzeugung der Belastung geschieht durch eine Schnecke, die durch eine
kleine Handkurbel & betitigt wird. Die Messung des Eindruckkreises erfolgt
auch hier mit Hilfe eines Mikroskops oder einer Lupe.

Ergénzend sei hier noch bemerkt, dal dieses Brinellsche Verfahren
von verschiedenen Forschern in Einzelheiten abgeindert wurde. So hat
P.Ludwik vorgeschlagen, an Stelle der Kugel einen gehirteten Stahlkegel,
also die Kegeldruckprobe zur Hirteprifung zu verwenden; diese hat den
Vorteil, dag die Eindruckflichen zueinander ahnlich ausfallen, u. dgl. mehr.
Doch hat keiner dieser Vorschlige die Kugeldruckprobe zur Hirtebestimmung
zu verdrdngen vermocht.
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Eine andere Art ist die Schlaghirteprobe, bei welcher die Belastung
nicht durch ruhigen Druck, sondern durch einen Schlag erfolgt; der ent-
stehende Eindruck wird mit dem anderen Eindruck verglichen, der durch
denselben Schlag auf eine zweite
Platte von bekannter Hirte er-
zeugt wird. Damit tatsichlich
genau der gleiche Schlag fiir beide
Messungen verwendet wird, ist
die Anordnung so getroffen, dall
die gehiirtete Stahlkugel zwischen
den beiden Platten eingesetzt
wird. — SchlieBlich ist fir die

Hiirtepriifzwinge d;{rmf"‘ul;eihl{:hr und Federhaft, praktische Héirtepriifung auch die

Fig.712.

Kugelfallprobe herangezogen
und hierzu das Rickprall-Skleroskop (nach Shore, Ausfilhrung von
Schuchardt & Schiitte) empfohlen worden. Eine kleine gehirtete Stahl-
kugel wird auf das zu untersuchende Werkstiick fallen gelassen, an dem eine
wagerechte Fliche hergestellt wird; aus der Hohe des Riickpralls der ab-
springenden Kugel kann ein SchluB auf die Hiarte des Werkstiickes gezogen
werden.

§ 18. Elastizitiits- und Festigkeitszahlen. In der Tabelle 3 auf S. 889
sind fiir einige Stoffe die Werte der wichtigsten Festigkeitszahlen, soweit sie
bekannt sind, angegeben. Fiir die Technik sind von diesen vor allem die hoch-
wertigen (mit Chrom, Nickel, Silicium legierten) Spezialstahle von Interesse, fiir
die aber die Festigkeitszahlen je nach der chemischen Zusammensetzung und
der Herstellung stark schwanken und nach dem besonderen Verwendungszweck
ausgewihlt werden miissen. — Fir die iibrigen Metalle, deren Verhalten vor
allem fiir die Physiker von Bedeutung ist, sind die Werte der Bruchdehnung
und -einschniirung nur in einzelnen und wenigen Fillen angegeben worden. —
Bei den Gesteinen, die bekanntlich dem Hookeschen (Gesetz nicht folgen,
beziehen sich die Werte von K auf den Nullpunkt der Belastung; eine Streck-
grenze ist fiir sie, wie ein Blick auf die Fig. 686 zeigt, nicht vorhanden. —
Bei allen Angaben ist im Auge zu behalten, dal sie nur Mittelwerte dar-
stellen, die im Einzelfalle bedeutend iiber- oder unterschritten werden kionnen.

§19. Zuliissige Beanspruchung, Sicherheitsgrad. Im Gegensatz zu
den mittels exakter MeBmethoden — also objektiv — feststellbaren Werten
fiir die Festigkeit, Bruchdehnung, Einschniirung u. dgl. sowie auch fir die
Elastizititezahlen F, G sind fir praktische Zwecke mnoch andere Fest-
setzungen notwendig, die das Mafl der in einem aus einemn bestimmten Material
hergestellten Konstruktionsteil zuléssigen Beanspruchung betreffen. Diese
Festsetzungen haben das Gemeinsame, daB sie nicht durch unmittelbare
Messungen gewonnen werden, sondern aus Vereinbarungen oder Verordnungen
entstehen, also subjektiven Charakter tragen. In der Regel wird die zuldssige
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Beanspruchung als ein bestimmter Bruchteil der Festigkeit angesetzt; das Ver-
baltnis der beiden nennt man den Sicherheitsgrad, #(» >>1), und spricht
von n-facher Sicherheit, wenn die gréfte zulissige Beanspruchung 1/n der
Festigkeit betrigt. Auf die Wahl des Sicherheitsgrades werden verschiedene
Umstinde einwirken: zunéchst die Art der Herstellung des betreffenden Bau-
stoffes, die Genauigkeit der Kenntnis der auftretenden Beanspruchung, die
Art der Belastung (ob ruhend, bewegt oder schwingend, stoBartig), der Ver-
wendungszweck des betreffenden Konstruktionsgliedes (z. B. ob in einer ruhend
aufgestellten Maschine, in einem Kraftwagen, in einem Flugzeug) u. dgl.

§ 20. Formiinderungsarbeit (innere potentielle Energie). Die Frage,
ob ein Korper elastisch ist oder nicht, kann auch mittels des Arbeits- oder
Energiebegriffs gekennzeichnet werden. Hierfiir haben wir uns nach dem Satze
von der Erhaltung der Arbeit die Tatsache vor Augen zu halten, daB die bei der
Ausbildung der Forminderungen unter der Wirkung der Belastungen ge-
leistete Arbeit ihren (Gegenwert in einer anderen Arbeit gleicher GréSe finden
muB; die Arbeit der duBeren Krifte wird nun entweder als innere poten-
tielle Energie aufgespeichert oder sie wird in eine andere Form iibergefiihrt.
Die aufgespeicherte innere Arbeit bezeichnet man als (elastische) Form-
anderungsarbeit oder Verzerrungsenergie. Wenn die Forminderung
vollkommen elastisch ist, so wird diese Forméinderungsarbeit nach Fort-

Fig. 713. nahme der Belastung in ihrem vollen Betrage wieder-
gewonnen werden, und zwar in dem MaBe, in dem
der Korper wieder in seine urspriingliche Form
zuriickkehrt. Wenn jedoch auller den elastischen
auch plastische (bleibende) Formanderungen auf-
treten, so ist die zur Ausbildung dieser plastischen
Forménderungen erforderliche Arbeit nicht rick-
gewinnbar, sobald die Belastung verschwindet. Der
Korper behilt seine verzerrte Form bei, die zu
seiner Ausbildung notwendige Arbeit ist als mecha-
nische Arbeit verschwunden und in eine andere
Form, und zwar in Wirme ibergefilbrt worden. Es ist naheliegend, an-
zunehmen, daB bei der plastischen Forminderung eine innere Reibung der
kleinen Teilchen des Korpers auftritt, und daB die dabei entstehende Warme
den Gegenwert des zugehérigen plastischen Teiles der Lastarbeit darstellt.
Damit ist auch erklirt, warum dieser Teil bei Wegnahme der Belastung nicht
zuriickgewonnen werden kann. Tatsichlich ist demnach in der Regel ein Teil
der gesamten Forménderung elastisch, der Rest plastisch; dementsprechend
miilte man strenggenommen von einer elastischen und einer plastischen
Forminderungsarbeit sprechen, doch wird gewohnlich, wie es schon zuvor ge-
schah, unter Forméinderungsarbeit schlechthin nur der elastische Teil
verstanden.

Die GroBe der Forminderungsarbeit fiir die Raumeinheit, das ist die
sogenannte Energiedichte U, ist unter Annahme des Hook e schen Gesetzes

Erkldrung
der Forménderungsarbeit.
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durch das halbe Produkt aus der Spannung 6 und der Dehnung & gegeben.
Betrachtet man wieder ein Raumteilchen voun 1 cm Seitenlinge, das der linear
zunehmenden Spannung ¢ nach Fig. 713a unterworfen ist, so ist 3 durch die
GroBe der schraffierten Fliche gegeben:

1 1 10t
N — 68 — — FKeg? —= -
A g0t ) Ee 9 B
Fiir einen Koérper vom Rauminhalt V ist daher die gesamte Formanderungs-
arbeit:

..... N )

62 1 K?1 '

2_E'Fl— QFTE ........ (56)
Ahnlich ist die Formanderungsarbeit bei der Schubbeanspruchung nach

Fig. 713 b:

A=AV =

1 1
?'[1:’._‘2"7": 2(;_7,2_:‘ .......... (57)

Die gesamte Forminderungsarbeit fiir die Raumeinheit, die aufgewendet
werden muB, um den Bruch herbeizufiihren, ist ganz ebenso durch die ganzen,
zwischen den Kurven und den -Achsen in Fig. 686 liegenden Flichen gegeben,
also z. B. fir die Fig. 686a durch die Fliche O PBZ ¢, O.

Beispiel. Wenn ein Eisenstab mit Quadratquerschnitt von 2cm Seitenlinge

und 50 em Lénge durch eine Zugkraft von K — 4000 kg belastet ist, so ist die von
1cem des Stabes aufgenommene Forminderungsarbeit:

o = A __ 0% __1000.1000 _ 1 kg.cm
TV T 2K T 2.2.108 T 4 emd

und daher ist die Arbeit fiir den ganzen Stab:
A=%.V=1.4.50 = 50kg.cm.

Fiir den allgemeinen Fall des dreidimensional beanspruchten Korpers ist
die Forménderungsarbeit fir die Raumeinheit durch den Ausdruck gegeben:

1 M 1 ] ¥ .
U=, p @+, +0:)+ 5 (=t 1+ T (58)

Nach der Besprechung der grundlegenden Begriffe und Tatsachen kénnen
wir nunmehr dazu ibergehen, die einfachen typischen Belastungsfille, soweit
sie dadurch noch nicht erledigt sind, im einzelnen zu betrachten. Es ist
klar, daB die Ergebnisse, die wir auf diese Weise erhalten, selbst wieder dazu
verwendet werden konnen, die elastischen Konstanten wie die Elastizitits-
zahl E und die Gleitzahl G usw. zu bestimmen.

§21. Drehung (Torsion). Wie schon in § 2 gelegentlich der Be-
sprechung der typischen Belastungstille erwihnt, sprechen wir von einer
Beanspruchung auf Drehung (Torsion) dann, wenn die &uBeren Krafte
in Form eines Drehmomentes — auch als Drillungs- oder Torsionsmoment M
bezeichnet — um die Lingsachse des Stabes wirken. Nehmen wir den Quer-
schnitt des Stabes als Kreis vom Halbmesser @ an, so ist klar, daB dieses
Torsionsmoment in jedem Querschnitt durch Schubspannungen ibertragen
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werden muB, die an jedem Flichenteilchen in Richtung der Tangente angreifen
und so beschaffen sein miissen, daf die Summe ibrer Momente um die Lings-
Fig. 714. achse des Stabes mit M iibereinstimmt
(Fig. 714):

a
M = IQru.d@.t.g.
0

Nach dem Hookeschen Gesetz konnen
wir nun setzen :

T= G.p,
worin G die Gleitzahl und y die Schie-
bung bedeutet, die wir als die Ab-
Drehungsbeanspruchung eines Kreis- ~ Weichung zweier urspriinglich senkrecht
zylinders. zueinander stehender Flichenteilchen
gegen /2 definiert haben; da die Langsfasern des Stabes in Schraubenlinien
vom Steigungswinkel /2 — p iibergehen, so kann ¢ durch den Drehwinkel
(Torsionswinkel) & zweier um 1 entfernter Querschnitte ausgedriickt werden:
y = ﬂlg und daher 7 = (’lﬂ-g ------ (59)
Bei dieser Verdrehung benachbarter Querschnitte gegeneinander bleibt jeder

einzelne Querschnitt eben und in sich starr. Es ist dann:

Fig. 715. , 2 .
G 9 9.
| M=--i‘- 'J27t9.(lg.92= (I———1I—J” (60)
0
T i worin a
+ 4
' J,,:jh!g.dg.g?:”;

0
das (geometrische) polare Triagheitsmoment der
Kreisfliche in bezug auf den Mittelpunkt bedeutet, so daB
die Gleichung folgt:

2 l

d. h. das Torsionsmoment ist dem Verdrehungswinkel o
und der vierten Potenz des Halbmessers direkt und der
Linge des Drahtes umgekehrt proportional. Aus dieser
Gleichung folgt umgekehrt der Drehwinkel zweier Quer-
schnitte, auf die Entfernung 1 bezogen, der durch das
Drehmoment M hervorgerufen wird, in der Form:

Verdrehung eines *_ M _ 2M M

Flacheisenstabes. 17 6dy ratG D (62)
Das Produkt G.Jp, = 1) wird oft auch als Drehungssteifigkeit oder
Drillungssteifigkeit bezeichnet. Die griofite Schubspannung tritt am Um-
fang des Kreises auf und hat die Grofle
G&a _2M

Tmax = ] = e (63)
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Fiir andere Querschnitte als den Kreis :
und Kreisring, also z.B. fiir Rechteck, | ¢
Dreieck, Ellipse usw., wire der Ansatz ‘ E : §‘¢
(69) nicht mehr richtig. Nach diesem s .
wiirden namlich die groéSten Schiebungen . ol —':':
und Schubspannungen in jenen Punkten ’j‘E’ El ‘ ‘ 2
auftreten, fir die ¢ am groQten ist, also ¢ ’ 3; g i g‘,c = E
z. B. in den Ecken des Rechteckes. Tat- 3 |l &5 1 s 53 _ i"% 53
sichlich zeigt sich aber, daB die Schub- -5 ‘ 52 | Te ® EE’ "
spannungen ihre groften Werte an jenen E ! EE !I i"i“ ..—|‘=-, 3= ",,L:
Stellen einnehmen, die der Achse am 2 a j—’ 2 %
niichsten liegen. Auch trifft es fir andere g | £ | 3“ Tl lyl— cﬂ
Querschnitte nicht mehr zu, daB sie eben @ | :% &! B B — B~ B~
bleiben, wie etwa aus der Fig. 715, die einen % [ ’(
verdrehten Stab mit Rechteckquerschnitt & | “
darstellt, erkennbar ist. Die allgemeine -E i I
Theorie der Torsion von geraden Stiben & ‘ g
von beliebigen Querschnittsformen rithrt < | =
von B. de Saint-Venant (1855) her. - o 24?
Es zeigt sich jedoch, daB die Form der 'S J g\ k- ”\5 3:‘2 E.E'
Gloichung (60) beibehalten werden kann, = [ %~ ;i 2 2 P
wenn nur fiir J, nicht mehr das polare Trig- z ‘ 2 :! ;e, g. 1‘3 ,_.‘i'a
heitsmoment des Querschnittes, sondern 2" :5 ! I Il I I
eine andere, von der Querschnittsform des ;:—_=_' | L = 5 = =
Korpers abhingige Grole eingesetzt wird. 3 ‘ il
In Tabelle 4 sind die Werte des Dril- < i l e
lungsmomentes M und des Drillungs- 5
winkels fiar die Langeneinheit (9/1) far = | - g & g
einige einfache Stabquerschnitte zusam- & E .- 2 3 A
mengestellt. £ 23 | —3}:? 5 5. 2
Anwendungen. a) Torsions- 2 3; ‘ FS;, : 2: a
schwingungen. Wird am Ende des & fE E.g _f_g_ %% ﬁf
Stabes, den wir uns in lotrechte Lage ge- E % g ‘ 53 = ‘E z;
bracht denken (Fig. 716), eine zylindrische 7 || »* | 5 ,s 3 ]
Masse mit dem (dynamischen) Trigheits- @ || & a A8 8
moment J befestigt und nach Verdrehung < o )
losgelassen, so wirkt das durch die Glei- = | o T
chung (60) gegebene Drehmoment im 3 ™
Sinne der Riickfithrung in die Ruhelage ¢ s . = 'g,-
auf die Masse ein. Fiir die dadurch ent- § | s : o-_/:\ a :
stehende Bewegung gilt der Ansatz: 'g %§ EE’ E < ii'?
Tragheitsmoment x Winkelbeschleunigung B é‘§ g8 85 3573
= Drehmoment 3 = 0’% G§§ 3%
oder @0 Gl o 8 ® g 3%
T odn 1 i ®
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Diese Gleichung stellt eine einfache harmonische Schwingung dar mit der

Schwingungsdauer: o
Jl .
T=2=n VGJp ............ (65)
Durch Messung von T’ kann entweder G oder J bestimmt werden, sobald die
anderen GroBen gegeben sind.

b) Torsionsfeder. Die angegebenen Gleichungen kénnen unmittelbar
auch zur Berechnung der Verlingerung oder Verkiirzung von flachen Schrauben-
federn unter dem Einflusse einer axialen Kraft benutzt
werden (Fig. 717). Dazu denken wir uns etwa das untere.
Ende B festgehalten und rechnen die Verschiebung, diedas
obere Ende 4 dadurch erfihrt, daB jeder Querschnitt durch
dag Drehmoment M = K .r gegen den benachbarten ver-
dreht wird. Zwei um ds voneinander entfernte Quer-
schnitte bewirken sodann eine axiale Verschiebung des
Punktes A vom Betrage:

. r &
du = Rzﬁ-ds-cosq) ="' ;--ds. da Rcosp = r;

Fig. 718.

P

Drehschwingungen. _
wie frither bedeutet in dieser Gleichung #/1 die Ver-

drehung zweier in der Entfernung 1 voneinander liegender Querschnitte. Daher
entstebt durch die Verdrehung aller Teilchen der Feder gegeneinander, da ihre

Lange bei einigermafen flachen Windungen sehr angenéhert |ds = 2r=x.n
gesetzt werden kann, wenn n die Windungszahl bedeutet:
ri r.2M 4nrs
— _— . _ —— 9 — Y N 36
u_jdu— i st P G ran G K (66)

Wir sehen also, dal die Verlingerung linear mit der Grofe von K verbunden
ist, also die allgemeine Form des Hookeschen Gesetzes besitzt.

Fig. 7117. Als Anwendung der in § 20 gegebenen Ausdriicke fur
die Forménderungsarbeit wollen wir diese axiale Verschie-
bung auch mittels des Energiesatzes ausrechnen, der in
der Gleichsetzung der Forminderungsarbeit 4 der ver-
drehten Feder mit der Arbeit der Last besteht; diese
ist aus den in § 20 angegebenen Griinden 1/,. K.u. Wir
erhalten damit die Gleichung:

a

A= Ku=2ran |7 20m.d
= g Ku= n.z(’,g.g.

0
Setzt man darin fiir T den oben gefundenen Wert,
so folgt:

n 4K3r at

1
—2-K.u-— 21‘7[1’1'6'"7[”[;8-(’;'4

Torsionsfeder.

und damit fir « ein mit Gleichung (66) vollstindig ubereinstimmender
Ausdruck.
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§ 22. Biegung. Wenn ein stabférmiger Korper durch Krifte be-
ansprucht wird, die in der Mittelebene — oder Krifteebene — des Stabes liegen,
80 lassen sich alle Krafte, die auf einer Seite — etwa links — eines beliebigen
Querschnittes A B angreifen, im allgemeinen zu einer in dessen Mittelpunkt S
anzusetzenden FEinzelkraft
und einem Moment M zu-
sammensetzen, das um
eoine durch S gehende,
zur Krifteebene senkrechte
Achse dreht. Wenn nur '
auf die Wirkung von M o
geachtet wird, so spricht i

|

i
i
. . ! '
man von reiner Biege- i .
b c 1 '
eanspruchung und ' L sit)] -
4 ‘.(Uf_uﬁ_-— \
< \

nennt M das Biege-
‘\
d")
(Z'«/-y‘;”;"/

moment fiir den Punkt S;
Biegung des Stabes oder Balkens.

Fig. 718.

es ist in Fig. 718 durch
einen Rundpfeil angedeutet.
Ganz dhnlich wie bei der
Torsion sucht man nun
innere Spannungen, die
iitber den Querschnitt A B
verteilt sind, so zu bestimmen, da das Gleichgewicht des abgetrennten Stiickes
durch sie wieder hergestellt wird; man erkennt unmittelbar, daB dies durch
Einfithrung von Normalspannungen 6 geschehen kann, fiir die zunédchst aber
nur die Summe ihrer Momente um S bekannt ist; es ist namlich, wenn d /'
ein Flichenelement des Querschnitts bedeutet:

Mr:sd.df.y.

Wenn man nicht die Hilfsmittel der hdheren Elastizitatslehre heranziehen
will, so ist fiir die Ermittlung der Spannungsverteilung selbst eine besondere
Aunnahme erforderlich, die am einfachsten in der Aussage besteht, daB der
Querschnitt auch nach der Biegung eben bleiben, die Biegung also nur eine
Drehung des Querschnittes um einen bestimmten Punkt O hervorbringen soll,
eine Aussage, die bei diinnen Stiben (/i klein gegen die Linge) mit groSer
Anniherung zutrifft. Fir die Dehnung einer Lingsfaser kann sodann, wenn
u ibre urspriingliche und u' ihre gedehnte Liange bezeichnet, gesetzt werden:
w—u

w

6 =F-¢e = E-

Wenn @ den Krimmungshalbmesser der durch S gehenden urspriinglich
geraden Stabachse bedeutet, so ist:

0:(0+y) = u:v, also o = U =+ Zeu
und daher: y
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Wenn nun die Summe der Spannungen selbst iiher den Querschnitt, wie vor-
ausgesetzt, Null sein soll, also:

E
odf = ydf — 0,
J ! QJ‘yr/

80 erkennt man, daB die Stelle y — 0, die der Spannung ¢ = 0 entspricht,
mit dem Schwerpunkt des Stabquerschnittes zusammenfallt. Die erwihnte
Annahine wird als das Geradeliniengesetz fir die Spannungen bezeichnet
und der Ort der Punkte mit der Spannung ¢ — 0 als neutrale Schicht,
ihre Spur mit der Mittelebene des Stabes als neutrale Linie oder Null-
linie. Es folgt damit:
7 [ EJ 1 M
M = ""|y2df = == oder AR 69
e Jy 0 [ 9
wenn Iy*df:: J das (geometrische) Trigheitsmoment des Querschnittes in
bezug auf die Querachse durch S bedeutet; insbesondere ist z. B. fir den

Fig. 719, Fig. 720.
K2 M K2 q!
@ l/(
X > -

1 3 8 i aho/m
.:R_\;% 2[* de . 8
b€ 2l----- - > < - f7...,“,3/~7 R ——

Biegung des freiauflicgenden Balkens Biegnng des freiasufliegenden Balkens
durch eine Kinzelkraft. durch verteilte Belastung.

Rechteckquerschnitt von der Breite b und der Héhe h: J = b}3/12 wnd fir
den Kreis vom Halbmesser r: J — mr4/4.

Der Krimmungshalbmesser ¢ der durchgebogenen Nullinie ist daher dem
Biegemoment M direkt und der Grofe E.J — B, der Biegesteifheit, ver-
kebrt proportional. Fir kleine Durchbiegungen kann in dem auf recht-
winkelige Koordinaten bezogenen Ausdruck fiir den Kriimmungshalbmesser ¢:

weun die x-Achse in die urspriinglich gerade Stabachse gelegt und jetzt y
senkrecht dazu angenommen wird, das quadratische Glied y'2 — O gesetzt
werden, wodurch man die (vereinfachte) Gleichung der elastischen Linie
- erhilt:
y__ @y M

== T EF (71)

die bei kleinen Durchbiegungen mit hinreichender Genauigkeit verwendet wird.

Aunwendungen. a) Fir M = const, E.J = const ist auch 1'¢ = const,
d. h. ein durch konstante Biegemomente, etwa nach Fig. 674 e belasteter Stab
wird daher nach einem Kreise durchgebogen.
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b) Frei aufliegender Stab von der Lange 21, durch eine Einzellast K
in der Mitte nach Fig. 719 belastet. Fiir irgend einen Querschnitt C ist
M — Kz/2, also:

dty _ M Kz
de?~ ~ EJ T~ 2EJ’
und durch Integration erhilt man die folgende Gleichung, in der die Konstante
durch die Bedingung # =1, y' = 0 festgelegt ist:
,_dy K
(R PRy I A

durch abermalige Integration folgt daraus die Gleichung der elastischen

18— o)

Linie: -
K3 [z z3
y = — T 2
”"4F,J[1 313] (72)
mit der groBten Durchbiegung — dem Biegepfeil f — fiir z = I:
K13
Ymax = o == [ (73)

c) Frei aufliegender Stab durch eine gleichformig verteilte Last ¢
(kg/m) iber die ganze Linge 21 belastet (Fig. 720). Da der Stiitzendruck in
A und B die GroSe 4l hat, so gilt fir

den Querschnitt C: ) Fig. 721.
dly M q z? g‘""“""*“”’ i’f
dzt =~ TEJT EJ(“’— z) 4 M2 % =g
7 ———C
woraus durch Integration die Gleichung / ‘\\_\]}f
. ’_l._‘/ g (Bl x Biegung des eingespannten Balkens
b= dx ~ EJ\3 2 ¢ durch eine Einzelkraft.

folgt, in der die Integrationskonstante wie zuvor durch £ =1, 3’ = 0 bestimmt
ist; fiir die Gleichung der elastischen Linie folgt weiter

_oqb . x® x4
y=gm 1 —3pt 8'17] ......... (74)
mit der groBten Durchbiegung in der Mitte:
Byl . =
Ymax = 72‘4(1E';f = f ... e e e (75)

d) Einseitig eingespannter Stab durch die Einzelkraft X am Ende
belastet (Fig. 721). Es ist firr den Querschnitt C, da M = Kz:

aly M K
ds = T EBJT T EJT
und daraus folgt:
d K Kis [z 28 2
P (76)
und der Biegungspfeil am rechten Ende:
: K
ym“=3EJ—_-f. I (77)

Mdaller-Pouillet I,2. 11. Aufl. 57
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In allen diesen und ahnlichen Fillen ist durch Beobachtung von f auch
ein einfaches Mitte]l gefunden, um die Elastizititszahl E fir irgend ein
Material zu bestimmen.

§ 23. Platten, Rohre und Schalen. Durch die Art und Weise, wie
bei der Biegung von Stiben die Durchsenkung an jeder Stelle durch Auf-
stellung und Integration der Gleichung der elastischen Linie erhalten werden
konnte, ist auch der Weg vorgezeichnet, der fiir die Beantwortung der ent-
sprechenden Fragen bei ebenen oder gekriimmten Platten, Rohren, Schalen,
Behiltern, Gefalen u. dgl. einzuschlagen ist. Es ist jedoch klar, daB die
Kennzeichnung des Spannungszustandes und der elastischen Verschiebungen
fir diese Gebilde entsprechend verwickeltere Hilfsmittel erfordern wird.
Nach Einfithrung der notwendigen Bestimmungs-
stiicke kann jedoch ganz wie beim Stab durch
*\KZ die Gleichgewichtsbedingungen und das Hooke-
sche Gesetz die notwendige Zahl von Gleichungen
erhalten werden, aus denen durch Integration die
elastischen Verbiegungen und Spannungen an
jeder Stelle ausgerechnet werden kénnen.

a) Von einer Platte spricht man dann, wenn
eine Dimension — die Dicke & — klein gegen
die anderen Abmessungen (Linge und Breite)
ist Eine Folge dieser Annahme ist die, daB fiir
eine angeniherte Berechnung der Verteilung der
Spannungen tber die Querschnitte wieder das
Geradliniengesetz zugelassen werden darf; dies
fithrt weiterhin dazu, daB auch hier das (geo-
metrische) Tragheitsmoment des Querschnittes (und zwar auf die Liéngen-
einheit bezogen) als maBgebende Grofe in die Ausdriicke fir die Biege-
momente eintreten wird. Wenn man ferner beachtet, da nach dem ver-
allgemeinerten Hookeschen Gesetz auf die Dehnungen in einer Richtung
auch die Spannungen in den zu ihr senkrechten Richtungen EinfluB haben,
so wird es verstindlich, da8 auch die Biegemomente M, und M, lings zweier
zueinander senkrecht stehender Querschnitte nicht nur von der Kriimmung g,
(bzw. @,) allein, sondern auch jedesmal von der Krimmung @, (bzw. g,) in
den dazu senkrechten Richtungen abhingen werden (Fig. 722). Die Ansiitze,
die man dadurch erhilt, haben die Form:

Eh® 1 v
== <0\ + o:>

Eht 1, v
120 —v)\es @
Sie gelten jedoch, wie eine nihere Betrachtung zeigt, nur dann, wenn die
betreffenden Richtungen die Hauptschnitte des betrachteten Plattenelementes
(im durchgebogenen Zustande) darstellen, die also den gréBSten und kleinsten
Werten der Kriimmungen entsprechen.

Fig. 722.

Biegung einer Platte.

M, =
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Setzt man nun — wieder ganz so wie beim Stabe — fiir kleie Durch-
biegungen w:
1 02w 1 otw
Y LY
6 0¥ @ oy¥
so liefert die Gleichgewichtsbedingung fiir die Normalenrichtung zur Platte
eine (lineare partielle) Differentialgleichung 4. Ordnung fiir w, zu deren Inte-
gration gewisse Randbedingungen vorgeschrieben werden miissen. Die Aus-
tihrung der Integration verlangt naturgemiB eine wesentlich vermehrte
Rechenarbeit als beim Stab. Wir miissen uns daher hier damit begniigen, in
der folgenden Tabelle eine Zusammenstellung der Werte der Durchbiegungen
fir Platten von Kreis- und Quadratform mit frei aufliegenden oder ein-
gespannten Rindern zu geben, die bei physikalischen Messungen vorkommen
konpen; es sei hierzu bemerkt, daB die Zahlenwerte unter der Annahme
v =1/, gelten.

Tabelle 5. Biegungspfeil fiir ebene Platten.
(Durchbiegung in der Plattenmitte.)

‘ Kreisplatte vom Durchmesser d || Quadratische Platte, Seite d

Belastung

| frel xufhegend i emgespannt trel ﬂuﬂlegendl emgespannt

Ka? Ka? Kd? X K a3

Einzelkraft K in der '\
Mitte “ 0,147 . PR 0,056 - b [ 0129 Fhs : 0,085 - KR
Gleiohformige Belastung | ) . | 4 }
| q qd qd 4 ‘ qat
e esogen " Thaaay: i | oot | “ 00486z | OO s

b) Firzylindrische Rohre mit kleiner Wandstirke unter konstantem
Druck p von aulen oder jnnen findet man leicht die Werte der auftretenden
Spannungen, sobald auf den Einflu der Enden (und bei Belastung von auen
auf die Moglichkeit der Einbeulung, siehe

§ 26) keine Riicksicht genommen wird. Fig. 723.
Zur Berechnung der Lingsspannungen S ‘
(Fig. 723 a) denkt man sich das Rohr nach a) ]
einem Querschnitt aufgeschnitten und die /)

lings des Umfanges auftretenden Krifte
S.27 7 (S selbst ist auf die Lingeneinheit
bezogen, r — mittlerer Halbmesser des
Rohres) aus der Gleichgewichtsbedingung

tir die Richtung der Rohrachse berechnet; S ————————
es folgt: Beanspruchung eines zylindrischen
pr Rohres durch Innendruck.

S.27® = p.rim, woraus S =— 5 (79)
Ebenso erhdlt man die Ringspannung S, durch einen Lingsschnitt nach
Fig. 723 b aus der Gleichung

S8,.21l=p.2r], inder Form S, =pr=28 ... (80)
57+
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¢) Fir die Vollkugelschale ergibt sich in dhnlicher Weise mittels
irgend eines ebenen Schnittes durch den Mittelpunkt der Kugel:

S.2rm = p.rim, daher s=”2’ ....... (81)
fur alle Richtungen auf der Kugelschale und alle ibre Punkte. Einen solchen
Spannungszustand nennt man homogen.

Um die Lingeninderung w des Halbmessers (VergroBerung bei Innen-
druck, Verkleinerung bei Aufendruck) zu berechnen, benutzen wir das ver-
allgemeinerte Hook esche Gesetz, das in diesem Falle, da die Spannungen S
und daher auch die auf die Flacheneinheit bezogenen 6 iibereinstimmen, in
folgender Form anzuschrejben ist:

— = e T e e e e e e e e e 2
*=ETE E (52)
darin ist 6 = S/! (h = Schalendicke) und. da die Dehnung lings eines

Umfanges
5_...?_(,,"*'.’”)"__2"” w __1—v 8§ 1—wvpr
- 2rm “r~ E W~ E 2k

gesetzt werden kann, so folgt:

(1 —v)r?
RS 7 S
Fir andere Formen der Schale und andere Belastungen (Wasserdruck,
Eigengewicht und dergleichen) sind die Rechnungen, die zur Kenntnis des
Spannungs- und Verschiebungszustandes fithren, naturgemniaB verwickelter,
bieten aber grundsitzlich keinerlei Schwierigkeiten dar. Eine neuzeitliche
Verwendungsart derartiger Schalen stellen die Zeissschen Schalenkuppeln
fir Planetarien dar, bei denen ein steifes Netz aus Stahlstiben hergestellt
und mit Beton umkleidet wird. Die Dicke der Schale kann auBerordentlich
gering gehalten werden (etwa 6cm fiirr 30 m Spannweite der Kuppel) und
konnte noch erheblich vermindert werden, wenn nicht mit Riicksicht auf die
Moglichkeit der Knickung bzw. Einbeulung entsprechend vorgesorgt werden
miiBte.

§ 24. Physikalische Methoden zur Bestimmung der elastischen
Konstanten, Schon gelegentlich der Besprechung der einzelnen typischen
Belastungsarten ist darauf hingewiesen worden, da8 die erhaltenen Rechnungs-
ausdriicke in umgekehrter Auffassung — d. h. wenn Belastung und Durch-
biegung gemessen werden — zur Bestimmung der elastischen Konstanten
dienen konnen. So kann aus Zug-, Druck- und Biegeversuchen die Elastizitits-
zahl E ermittelt werden, aus Torsionsversuchen unmittelbar die Schubzahl G
und aus beiden ist mittels der durch die Gleichung (24) festgelegten Be-
zieshung auch die Querzabl fir den untersuchten Stoff autfindbar. Ohne
auf die Durchfilhrung derartiger Versuche, die keinerlei Schwierigkeiten bietet,
hier im einzelnen eingehen zu kénnen, wollen wir uns in diesem Abschnitt
nur darauf beschrinken, einige besondere Anordnungen zur Bestimmung
dieser elastischen Konstanten hervorzuheben, bei denen im wesentlichen nur
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die bisher verwendeten oder andere elementare Hilfsmittel zur Anwendung
kommen.

a) Bestimmung von E durch Querbelastung eines gespannten
dinnen Drahtes nach Fig.724. Die urspriingliche Spannung S, des
Drahtes kann durch die auf die Wagschale aufgelegten Gewichte gemessen
werden, worauf der Draht bei B festgeklemmt wird. Nunmehr wird in der
Mitte das bekannte Gewicht K
angehingt und die Durchbie- Fig. 724.
gung f gemessen; wenn dadurch ;
die Liinge jeder Hilfte um 4 zu-
nimmt, so ist zundchst:

A+ ap=124p

und daraus (mit 43 ~ 0):

3 Bestimmung der Elastizitiitszahl F eines Drahtes,
A= .

Wenn durch Aufhingung von K in jeder Drahthilfte die Spannung S auf-
tritt, so ist, da angenihert sino =— f;1 gesetzt werden kann:
S — K _ Kl
T 2sine  2f
Da ferner die Verlingerung A durch die Spannungsdifferenz S — S, hervor-
gerufen wird, so ist nach dem Hookeschen Gesetz:

_5—=5, , A , 1
=St =R =E = E,
und daraus
X S— S, 212 Kl 212
E=" " = <2f_so> Fp (84)

Wiederholt man denselben Versuch mit einer anderen Belastung k', bei
welcher die Senkung f’ gemessen wird, so gilt dieselbe Gleichung auch dann,
wenn K’ und ’ an Stelle von K und f eingesetzt werden. Es folgt dann durch
Entfernung von S, das gar nicht bekannt zu sein braucht:
Kif' —Kf 18
fl2—ps F
b) Bestimmung von K durch Beobachtung der Tonhéhe eines
Drahtes oder Stabes, der durch Reiben in der Mitte (beim beiderseits ein-
gespannten Draht) oder am Ende (beim einseitig eingespannten Stab) in
Schwingungen versetzt wird. Nach einem wichtigen Gesetze der Akustik
ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ einer elastischen Stérung in einem
(eindimensionalen) Medium vom Einheitsgewicht ¥ oder von der Dichte
@ = /g durch den Ausdruck gegeben:

E =
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Wenn T' die Schwingungsdauer und I die Wellenlinge des Grundtones ist
— sie stimmt fir den Grundton mit der Linge des Drahtes bzw. mit der
halben Stablinge iiberein —, so gilt weiter

l=c¢.T -+« «... cee . (8D
die Schwingungszahl in einer Sekunde — die Frequenz — ist

woraus folgt:
E=p¢ 2. . . . .. e (89)

Wenn @ und ! bekannt sind und n durch Vergleich mit einer geeichten
Stimmgabel gemessen wird, so kann E mit Hilfe dieser Gleichung ausgerechnet
werden.
c) Bestimmung von G durch Beobachtung der Schwingungs-
dauer nach § 21 a), Gleichung (65), aus der durch Auflésung folgt:
1J
T2J,
d) Bestimmung der Querzahlvdurch Messung der Krimmungen
einer gebogenen Platte. Wenn eine diinne elastische Platte durch zwei
an den gegeniiberliegenden Endflichen angreifende Biegemomente M, nach
Fig. 725. Fig. 725 gebogen wird, so biegt sie sich
i nach einer sattelférmigen Fliche durch.
Da namlich M, = 0 ist, so folgt nach der
zweiten der Gleichung (78) des § 23 a):

G = 4n2.

1 v o,

o + o= 0 oder v = o (91)
Die beiden Kriimmungshalbmesser ¢, und
Qg haben daher verschiedenes Vorzeichen
— das Merkmal der sattelfsrmigen Ge-

Bestimmung der Querzahl v eines  stalt — und geben durch ihren Quotienten

Plattenstreifens. unmittelbar die Querzahl ».

Diese sattelformige Gestalt der Biegefliche kann auch durch optische
Methoden beobachtet werden, indem auf die polierte Platte eine ebene Glas-
platte gelegt wird und die Interferenzstreifen beobachtet werden, die zwischen
beiden bei auffallendem Licht entstehen. Diese bilden zwei Systeme von
Hyperbeln mit gemeinsamen Asymptoten, deren Neigungswinkel 2 & gemessen
werden kann; es ist dann, wie sich zeigen 1aBt:

vV =1g? - - - . . .. e e e e (92)

§ 25. Physikalische und technische Anwendungen elastischer
Schwingungen. In diesem Abschnitt sind einige besondere Schwingungs-
fille zusammengestellt, die bei verschiedenen physikalischen und technischen
Anwendungen vorkommen und mit einfachen Hilfsmitteln zu erledigen sind.

a) Biegeschwingungen einer mit einer Einzelmasse besetzten
Welle. Aus den in § 23 angegebenen Beispielen erkennt man, daf (pach
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den dort zugrunde liegenden Annahmen) die Durchbiegung y einer mit einer
Einzelkraft belasteten Welle, welche als ein elastischer Stab angesehen werden
kann, der GréBe dieser Einzelkraft proportional ist; die betreffenden Glei-
chungen kénnen alle in der Form angeschrieben werden:

1
— aA.K oder K—oa.y .« . .. (93)

in der die Konstante ¢ von der Art der Welle und ihrer Auflagerung ab-
hangt. Zum Beispiel ist fiir die frei aufliegende Welle &« = 6 E J/18, fiir die
einseitig eingespannte Welle &« — 3 E J/I8 usw. Die Gréfe K — ay kann
auch als die Federkraft der um den Betrag y durchgebogenen Welle be-
zeichnet werden.

Wird nun auf eine solche Welle, die wohl als elastisch angesehen, auf
deren Eigenmasse aber keine Riicksicht genommen wird, die Masse m auf-
gesetzt, so lautet die Bewegungsgleichung fiir diese Masse:

Masse X< Beschleunigung — negative Federkraft

oder
sy
m.d_t;..{,.ay_() ............ (94)
und dies ist die Gleichung einer einfachen harmonischen Schwingung mit der
Schwingungsdauer:
m
T =327l -« v v e e e
1 7 ‘/a (95)
und der zugehérigen ,Kreisfrequenz“:
2n «
@ = - P 9
T Vm (96)

Zur Bestimmung der Biegeschwingungen von mehreren auf der Welle
sitzenden Punktmassen oder von Wellen mit kontinuierlich ausgebreiteten
Massen sind in der Dynamik besondere rechnerische und zeichnerische
Methoden entwickelt worden.

b) Kritische Drehzahlen rotierender Wellen. In enger Beziehung
mit den Biegeschwingungen steht die Frage nach den kritischen Drehzahlen
rotierender Wellen. Die Veranlassung fiir ihre theoretische Untersuchung
gab die bei schnellaufenden Maschinen (zuerst 1883 durch den schwedischen
Ingenieur De Laval) gemachte Beobachtung, daB eine mit einer Scheibe aus-
geriistete schlanke Welle, wenn sie mit zunehmender Winkelgeschwindigkeit
anlduft, nicht, wie man erwarten sollte, in immer stirkeres Schleudern gerit.
Man beobachtet vielmebr, daB solche Wellen nach ﬁbersohreitung eines
nkritischen“ Wertes der Winkelgeschwindigkeit, der sich allerdings durch
vermehrte Unruhe und besondere Geriusche zu erkennen gibt, schlieflich in
einer auch gegen beliebige Storungen fast unempfindlichen Beharrungs-

lage von gestreckter Form umliuft.
13224
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Da die Fliehkraft einer Punktmasse m, ebenso wie die Federkraft einer
durchgebogenen Welle dem Abstande bzw. der Durchbiegung y von der
Drehachse proportional ist, so erkennt man (Fig. 726) aus der Gleichung

Fliehkraft — Federkraft
oder

daB ein bestimmter Wert von @, nimlich

0 = @ = V% ............ (98)

existiert, fir den nicht nur eine einzige Gleichgewichtslage y, sondern eine
ganze Schar von solchen vorhanden ist, wihrend fiir alle anderen Werte von
® nur y = 0 als einzige Gleichgewichtslage méglich ist. Diesen Wert @, be-
zeichnet man als die kritische Geschwindigkeit der mit der Masse m be-

Fig. 726. Fig. 727.

Kritische Drehzahl einer rasch- Selbstzentrierung einer rasch-
umlaufenden Welle. umlaufenden Welle bei grofier Drehzahl.

setzten Welle. Durch Vergleich mit Gl. (96) erkennt man unmittelbar, dag
er mit der Kreisfrequenz @ der zugehorigen freien Biegeschwingung der
Welle zusammenfallt.

Fir die Bestimmung der kritischen Drehzahlen fiir mehrere auf der
. Welle sitzende Punktmassen oder fiir eine ausgebreitete Besetzung der
Welle mit Massen ist der gleiche Vorgang einzuschlagen. Es werden jene
Werte der Winkelgeschwindigkeiten @i bestimmt (fiir n Massen sind es ge-
rade n, fiir ausgebreitete Massen gibt es deren unendlich viele), bei denen die
Welle im durchgebogenen Zustande stationir umlaufen kann, in welchem
Zustande mithin die Fliehkrifte der umlaufenden Massen mit den Federkriften
in der Welle lings ihrer ganzen Ausdehnung im Gleichgewicht liegen.

Das Vorhandensein der kritischen Geschwindigkeit @y besagt noch nichts
fiber die eingangs erwihnte Eigenschaft des Selbstzentrierens der Welle bei
groBen Geschwindigkeiten. Zur Erklirung dieser fiir die Praxis aufer-
ordentlich bedeutungsvollen Tatsache muB man eine Annahme machen, die
far alle derartigen Betrachtungen kennzeichnend und auch praktisch voll-
stindig gerechtfertigt ist. Diese Annahme besteht darin, daB der Massenmittel-
punkt der aufgesetzten Scheibe nicht mebr mit dem Mittelpunkt der durch-
gebogenen Welle zusammenfallen, sondern um ein Stiick ¢ exzentrisch liegen
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soll (Fig. 727a). Die Fliehkraft ist dann noch m y w2, aber die Federkraft
nunmehr & (y — ¢) zu setzen, und ihre Gleichsetzung:

MYwd == (Y —e) - - « + -« o v o0 u (99)
liefert zunidchst unter Einfihrung der frither verwendeten Bezeichnung
o = m.@; die Gleichung:

o o}
o= -, )
“— mwl @ — ©?
Es ergibt sich also fir jeden Wert von ¢ eine ganz bestimmte Durchbiegung
und nur fir den kritischen @ — @; wird y = oo, was auf die singuldre Be-
schaffenheit dieses Wertes hindeutet.
SchlieBlich ist fir @ < @y; y > 0 (Fig. 727a), fir @ > ox; ¥y < 0
(Fig. 727b) und fir @ = oc; y = 0, was gerade die Eigenschaft der Selbst-
zentrierung der Welle zum Ausdruck bringt. Uber die Art des Uberganges

g = e 111

Fig. 728 Fig. 729,
1
| ]
7 '
: 7 |
“gh 1L i, s | 1% | PO
5 [ = = | i F——
; | ; ! .
i . : |
- ‘,i 6Ho= ! : _Lj
= by ey
Drehschwingungen einer Welle Drehschwingungen einer Welle
mit einer Scheibe. mit zwei Scheiben.

von Svon der einen auf die andere Seite der Wellenmitte beim Uberschreiten der
kritischen Geschwindigkeit @) sagt diese elementare Betrachtung freilich gar
nichts aus, es miissen dazu hohere Hilfsmittel der Dynamik herangezogen werden.

c) Drehschwingungen von Wellen mit einzelnen Scheiben. Der
Fall der hingenden Welle, die an einem Ende eine Scheibe trigt, die in
Schwingungen versetzt wird, ist schon in § 21 behandelt worden.

Wenn eine Scheibe vom Trigheitsmoment J zwischen zwei Lagern fest
eingespannt ist (Fig. 728), so lautet die Bewegungsgleichung:

& GJp GJyp 1 l)
Y L e g = — G- 9. .
AT L 7y &Iy <zl T (ot
und ihre Schwingungsdauer ist: -
, T L
= 2x. LR
T =2n VGJp e (102)

Um die Eigenschwingung fiir zwei auf einer Welle aufgesetzte Scheiben
mit den Trigheitsmomenten J; und J, (Fig. 729) zu finden, beachte man, daB
nach Gl (65), S.894 der durch die Gleichung

Toly==Jglyg « v v v v C .. (103)
gegebene Querschnitt offenbar in Ruhe bleiben muB, da die beiden Scheiben
mit denselben Schwingungszahlen und -dauern gegeneinander schwingen. Es
ist daher dieser gemeinsame Wert nach Gl. (65) von § 21:

P AR YF A V’ s
1-21:‘/GJP_.2n ’GJ,,““ S aiy SRRL UL
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§ 26. Elastische Stabilitiit: Knickung, Kippung, Einbeulung. Die
in diesem Abschnitt zur Besprechung gelangenden Fragen besitzen eine be-
sondere Beschaffenheit. =Wihrend frither einfach die Aufgabe vorlag, den
Spannungs- und Verschiebungszustand von elastischen Kérpern unter dem
Einflub bestimmter Belastungen und bestimmter Randbedingungen zu er-
mitteln, handelt es sich hier um Aufgaben, die das statische Analogon zu
den Fragen nach den Eigenschwingungen schwingungsfihiger Systeme in der
Akustik (also von Drihten, Stiben, Platten, Schalen, Glocken u. dgl.) ent-
sprechen und zu ihrer Losung oft noch besonders geartete Hilfsmittel erfordern.
Deér Rechnungsvorgang selbst wird nur in dem ersten der folgenden Beispiele
ausgefiihrt, das die Eigentiimlichkeiten dieser Probleme schon vollstindig
erkennen lift. Bei den anderen der angefithrten Beispiele, die in ganz ahn-
licher Art und mit sinngemall erweiterten Ansitzen zu behandeln sind, miissen
wir uns auf die Mitteilung der Ergebnisse beschriénken.

a) Knickung eines Stabes. Wird ein schlanker elastischer Stab
A B =1 (Fig. 730) durch zwsei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Krifte K
auf Druck belastet, und sind seine Enden etwa gelenkig und in der Kraft-
richtung frei verschieblich gelagert, so zeigt sich, daB der Stab bei einem
bestimmten Wert der Kraft K oder der Linge 1 seitlich ausknicken kann,
d. h. daB unter diesen Verhiltnissen auBer der gestreckten Lage auch andere
Gleichgewichtslagen moglich sind. Es wird sich nun darum handeln, die
Bedingungen fiir das Auftreten solcher von der trivialen (y = 0)
verschiedenen Gleichgewichtslagen aufzusuchen.

In Fig. 730 ist der Stab in einer solchen ausgeknickten
Lage gezeichnet. Nach Gl (71) von, § 23 ist dann die Krim-
mung an der Stelle # (angenihert) durch den Ausdruck gegeben:

ey ___ M _ Ky
det~ T EJ~ T EJ
Diese Differentialgleichung
dly K
dz2+EJ Y==0 « « v o0 (105)

die unmittelbar an die Differentialgleichung der harmonischen
Schwingung (z —> t) erinnert, hat die allgemeine Ldsung

K 4/ K
Knickung ly = A cos Vrf—'x + Bsin V—-; -z - - (106)
eines Stabes EJ EJ
nl::le:at.ﬂnm. in der A und B zwei willkiirliche Integrationskonstanten be-
auf Dmgk. deuten; fir 4 = 0, B = 0 ist darin die triviale Losung

y = 0, die der gestreckten Form des Stabes entspricht, enthalten.
Man erkennt jedoch sogleich, daB fir die Randbedingungen y = 0 fiir

2 =0 und # = I noch andere Losungen der Differentialgleichung (105)
moglich sind; es braucht hierzu nur

. . K
A = 0, B willkiirlich und VEJ'I =, 27, 3m=,...
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gesetzt zu werden. Die aus dem kleinsten Werte (z) folgenden Werte von
1 oder K, d. h. L
EI ppw. k=" 'rf"_‘l ....... (107)

nennt man die Eulersche Knicklinge bzw. Knicklast. Diese Werte
sind als obere Grenzwerte fiir jene Linge bzw. Last aufzufassen, bei der die
Ausknickung sicher eintritt, sofern der Stab nicht schon vorher durch andere
Ursachen (bleibende Forminderungen u. dgl.) in seiner Beschaffenheit ver-
éndert oder zerstért wird. Die ausgefiihrten Versuche ergeben auch nur dann
eine gute Anniherung an diese theoretischen Werte, wenn es sich um sehr
schlanke Stibe handelt, die Grenzbedingungen sehr nahe erfiillt sind und die
Beanspruchungen unter der Proportionalititsgrenze des Materials bleiben.
Physikalisch 1a8t sich das Ausknicken dadurch verstehen, daB immer kleine
Unsymmetrien in der Stabachse und in der Art der Belastung vorhanden
sind, durch die der Stab unter dem Einflu der Belastung aus seiner ge-
raden Gleichgewichtslage herausgedringt wird.

Fir einen Stab, der an beiden Enden eingespannt ist, und dessen Ein-
spannungen in der Kraftrichtung verschieblich sind, wiirde man durch ganz
éhnliche Betrachtungen finden:

. I
l=27t‘/hK{ bzw. K=4n'LJ ------- (108)

d. h. der kritische Wert der Knicklinge ist in diesem Falle zweimal, der der
Knicklast viermal so gro8 als bei gelenkiger Lagerung der Enden.

b) Knickung ebener Bleche. Fiir ein diinnes Blech (Dicke k), das
in seiner eigenen Ebene nach Fig. 731 durch eine iiber zwei gegeniiberliegende

=

Fig. 731. Fig. 732.

(frei)

RV 1Y

>
IRERRR NN
(gelenkiy gelagert)

N

Knickung eines ebenen,Bleches, Kippung eines hochkantig gestellten Balkens.

Kanten erstreckte Lasten K belastet ist, findet man die Bedingung fiir das
Nicht-Ausknicken in der Form:
12(1 — v’) Kb
h>V AR (109)
Es ist dabei angenommen, daB das Blech unten eingespannt, seine obere Kante
frei und die beiden belasteten Kanten gelenkig gelagert sind.
o) Kippung eines hochkantig gestellten Stabes. Wird ein Stab
vou der Linge ! nach Fig. 732 an einem Ende A eingespannt und am anderen
Ende B mit der Kraft K belastet, so tritt die eigentiimliche Erscheinung auf,
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daB der Stab bei bestimmten Werten von ! oder K in der aus der Figur
ersichtlichen Weise seitlich ausweichen wird. Diese Werte, die wieder obere
Grenzen in dem frither angegebenen Sinne darstellen, nennt man die Kipp-
linge bzw. die Kipplast, und es ist, sehr nahe:

4
92 VF_J_Q ) bzw. K = 4- VEJ.GJp (110)
VK e

worin EJ die Biegesteifigkeit und G J, = D die Drillungssteifigkeit des Stabes
bezeichnen. Eine #hnliche Erscheinung tritt auch fir einen hochkantigen
beiderseits gelagerten und in der Mitte durch eine Einzelkraft belasteten Stab

und natiirlich auch in allen verwandten Fillen ein.
d) Einbeulung eines Kreisrohres unter konstantem AuBen-
druck. Dieser Fall ist verwirklicht bei den Flanmrohren der Dampfkessel,
Fig. 733. die von auBen durch den Wasserdruck im Kessel
belastet sind und (angenihert) z. B. auch hei einem
Unterseeboot, das tief unter dem Wasserspiegel
schwimmt. Ein solcher AuBendruck wiirde zunéchst
eine Verkleinerung des Halbmessers um einen be-
stimmten Betrag hervorrufen, der sich leicht be-
rechnen laft. Auler dieser Gleichgewichtsform
sind aber noch andere méglich, bei denen der
Kreisquerschnitt die in Fig. 733 angegebene Form
Knickung (Kinbeulung)  oder eine dhnliche mit mehreren Wellen aufweist.
cines }f"ei“"hr“ unter  Der kritische Wert des Druckes p, firr den die ge-

ufiendruck.
zeichnete Lage eine mogliche Gleichgewichtslage
ist, hat die GroBe:

2K h\3 .
p = 1___.1.}2‘<a> e e (111

| =

worin 2 k die Wandstirke des Rohres und a seinen
Halbmesser bezeichnet.

Fiir ein Rohr von endlicher Lange I zeigt die
genauere Theorie, da8 der kritische Wert von p auch
von l abhiingt, und zwar mit wachsendem ! abnimmt.

o) Knickung eines Rohres oder eines

diinnen Hohlzylinders unter axialer Druck-

Knickung eines Hohl.  belastung K(Fig.734). DieTheoriesuchtzunéchst

zylindersl )lxl'::::ekr axialem jenen Wert von K zu bestimmen, bei dem die Form

: des Rohres achsensymmetrisch bleibt, und fiir den

etwa eine sich iiber die ganze Linge erstreckende Sinuslinie als Gleichgewichts-
torm moglich ist. Der zugehorige Wert des Gesamtdruckes ergibt sich zu:

K.—:%/%.Ehs ............. (112)
worin 2 h wieder die Wandstirke und E die Elastizititszahl bezeichnet. Die
Versuche haben jedoch ergeben, da8 die Knickung schon bei einer Last ein-
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tritt, die einen kleinen Bruchteil dieses Wertes ausmacht. Tatsichlich zeigen
die beobachteten Knickformen auch nur einen schmalen (einfachen oder mehr-
fachen) Wulst, meist in der Nahe der Mitte gelegen, der gewdhnlich auch
nicht achsensymmetrisch verlauft und deshalb einem viel kleineren Wert von
K entspricht. Die genaue Theorie dieser Erscheinung stimmt mit den
Messungen gut iiberein.

SchluBbemerkung. Diese kurze Darstellung, die sich auf die
wichtigeren Begriffe und Probleme beschrinken mufte, hat vor allem das Ziel
vor Augen, den Reichtum der Gesichtspunkte und Fragestellungen hervor-
treten zu lassen, der mit der Entwicklung der Theorie der nichtstarren
Kérper der neueren Physik eroffnet wurde. Schon aus dieser Ubersicht ist
zu erkennen, dal diese Theorie keineswegs als ein abgeschlossenes Ganzes
vor uns steht, daB vielmehr gerade in der Erforschung und Erklirung der
physikalischen Eigenschaften der nichtstarren Koérper in ibren verschiedenen
Zustinden noch ein reiches Betitigungsfeld fiir den Physiker, sei er nun
mehr experimentell oder mehr theoretisch interessiert, offen steht. — Be-
ziiglich aller weiteren Ausfithrungen muB auf die Spezialwerke verwiesen
werden.



Achtes Kapitel.
Reibung fester Kirper').

§ 1. Einfiihrung der Reibungskraft. Nach einer seither oft wiederholten
Aussage von H. Hertz besteht das Wesen jeder physikalischen Theorie darin,
von den Gegenstinden der Wirklichkeit Bilder von solcher Beschaffenheit
herzustellen, daB ,die denknotwendigen Folgen dieser Bilder mit den natur-
notwendigen Folgen der abzubildenden Gegenstiinde iibereinstimmen“. Gleich-
zeitig miissen diese Bilder geniigend einfach sein, um ihre Eigenschaften mit
theoretischen Ansitzen gesetzmilig erfassen und logisch-mathematischen
Schliissen unterwerfen zu kénnen.

Das einfachste Bild der Korper der physikalischen Wirklichkeit ist der
sogenannte starre Korper, der fiir eine groBe Reihe von Aufgaben aus der
Statik und Dynamik den angegebenen Zweck vollkommen erfillt. Was die
Oberfliche des Kdrpers anlangt, so wird diese zunichst vollkommen glatt
vorausgesetzt, und diese Annahme bringt es mit sich, daB in der Mechanik die
gegenseitige Einwirkung zweier mit-
einander in Berithrung stehender
Korper als eine Einzelkraft aufgefaft
werden kann, die zur gemeinsamen
Berithrungsebene der beiden Kérper
senkrecht steht und deren GroBe jeden
beliebigen Wert annehmen kann.

Aber schon in ganz einfachen
Fillen ist festzustellen, daB diese
Annahme eine mit der Wirklichkeit
auch nur anndhernd ibereinstim-
mende Darstellung des tatsichlichen
Verhaltens nicht zuldBt. Ein ein-

Einfiihrung der Reibungskraft. faches Beispiel hierfiir, bei dem gleich-

wohl schon alles Wesentliche deut-
lich hervortritt, liefert der Korper auf der schiefen Ebene (Fig.735). Schon
die Beobachtung mit den einfachsten Mitteln lehrt, daB jeder solche Korper
ohne jede duBere Einwirkung bei beliebiger Neigung auf der schiefen Ebene
im Gleichgewicht bleibt, sobald die Neigung & nur kleiner als ein bestimmter

Fig. 735.

1) Bearbeitet von Prof. Dr. ’_I‘h. Poschl in Karlsruhe.
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Grenzwert @, bleibt. Auf Grund dieser Beobachtungstatsache kennzeichnen
wir diese Bedingung durch die Festsetzung

® = Qo
und nennen @, aus einem sogleich erkennbar werdenden Grunde den Rei-
bungswinkel der Ruhe oder der Haftreibung. Wird als eingeprigte Kraft
nur das Gewicht G des Korpers und als Reaktion der schiefen Ebene, wie es
fir glatte Korper zutreffen wiirde, nur eine Normalkraft N zugelassen, so kann
durch Einfiihrung dieser beiden Krifte allein ein Gleichgewicht nicht her-
gestellt werden. Es liegt auf der Hand, den wirklichen Sachverhalt durch die
erginzende Annahme zu beschreiben, daB die gegenseitige Einwirkung der
beiden Kérper eben nicht nur in einer normalen allein, sondern auch in einer
tangentialen Komponente besteht, die in dem betrachteten Falle als die Rei-
bungskraft der Ruhe oder Haftreibung oder oft auch kurz als Reibung

Fig. 738.

Gleichgewicht an der schiefen Ebene mit Beriicksichtigung der Reibung.

bezeichnet wird. Nach Fig. 735 ist die notwendige GréBe der Reibungskraft
zur Herstellung des Gleichgewichts:

R = Gsinew, und da N = Gcose,
so folgt daraus wegen o < @o:

tyo = %é 900 = fo,
und weiter
Réthg(,:fo.N ............ 1)
worin fo == {g @, als die Reibungszahl bezeichnet und als eine den beiden
in Berithrung stehenden Kérpern eigentiimliche Konstante angesehen wird.
Ein éhnlicher Sachverhalt tritt auch ein, sobald der Kérper auf der schiefen
Ebene (mit o: > @,) unter dem Einflub einer Kraft K, in der aus Fig. 736 er-
sichtlichen Anordnung im Gleichgewicht liegt. Es ist dann zunichst Gleich-
gewicht moglich, sobald
K, = Gsine und wieder N = Gcose

ist, ohne daf irgend eine tangentiale Einwirkung in Anspruch genommen
werden miifte. Verindert man nun die Kraft K,, indem man das aufgelegte
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Gewicht entweder vergréBert oder verkleinert, so beobachtet man, daB nicht
sofort eine Aufwirts- oder Abwirtsbewegung des Korpers einsetzt, sondern
daB diese Verinderung ein gewisses MaB iiberschreiten muB, damit eine solche
Bewegung Platz greift. Die GroBe der gréfiten moglichen Reibungskraft,
die von selbst aufgebracht werden kann, wird wieder durch die Gleichung
R == fy. N gegeben sein, so daB bei einer Zunahme von K, auf K; > K,
von selbst eine nach abwirts gerichtete, bei einer Abnahme von K, auf
K, < K, eine nach aufwiarts gerichtete Reibungskraft ins Spiel tritt. Es
gilt somit fiir den Grenzwert bei der Zunahme:

K, = Gsino -+ R, = Gsinoe + fo. N

= Gsino 4+ tgQ,. Geoso. = G-sm(“+~g‘l)~ > K,
€05 Q¢
und bei der Abnahme:
K, = Gsinee— R, = Gsinot — fo N
= Gsinoe —1t9Q,. Geosor = G.sm(a — ) < K,.

€03 Q¢

Diese Werte von K; und K; kénnen nach dem Krifteplan in Fig. 736b in
einfacher Weise dadurch erhalten werden, dal man beiderseits von N den
Winkel g, auftrigt und die Schenkel mit der Richtung von K zum Schnitt bringt.

Als ein wesentliches Merkmal fiir das Auftreten der Reibung mul der
Umstand hervorgehoben werden, dag8 die Beriihrung der beiden Kérper unter
einem gewissen Druck erfolgt. Weiter sei bemerkt, dafl fir die GroBe der
Reibung selbst durch die Aussage (1) eine Ungleichung und nicht eine
Gleichung vorgeschrieben ist, was zur Folge hat, daBl es nicht eindeutige
Gleichgewichtslagen, sondern stets ganze Bereiche fir die Gleichgewichts-
stellungen (in Fig. 735 sind es alle Werte von — @y < & <+ @,) bzw. der
zur Herstellung des Gleichgewichts notwendigen Krifte (in Fig. 736 sind es
alle Kriifte, die durch die Bedingung Ify <{ K < K, gekennzeichnet sind) gibt.

Der in der Aussage (1) gegebene einfache Ansatz ist als das Coulombsche
Reibungsgesetz bekannt und ist auch heute noch die Grundlage der
rechnungsmifBigen Behandlung der Reibungserscheinungen. Das Ergebnis
der vorstehenden Betrachtungen 1Bt sich in die folgende Aussage zusammen-
fassen:

I Bei der Berithrung zweier Kérper unter Druck kann eine
in der Richtung der gemeinsamen Berihrungsebene liegende
Reibungskraft auftreten, die in dieser Ebene eine beliebige Rich-
tung haben, und deren GréBe den Betrag fo. N nicht iiberschreiten
kann; dabei bezeichnet N den Berithrungsdruck und /; eine von der
Beschaffenheit der Korper (und anderen Umstinden, siehe unter § 2)
abhingige Konstante, die die Reibungszahl genannt wird.

Wenn daher durch Anbringung einer solchen Reibungskraft + f,. N
ein Gleichgewicht iiberhaupt hergestellt werden kann, dann tritt dieses auch
ein; ist eine Kraft von der GroBe + f,.NN hierzu nicht ausreichend, dann
kommt es unfehlbar zu einer Bewegung der heiden Korper gegeneinander.
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Beziiglich einer solchen relativen Bewegung zweier Korper gegemein-
ander, die unter Druck in Berithrung stehen, lehrt weiterhin schon die aller-
einfachste Erfahrung, daB hierzu in allen praktisch vorkommenden Fillen
die dauernde Aufwendung einer Kraft nétig ist. Den Gegenwert dieser Kraft,
also den mit ihr gléich groBen, der Bewegung entgegengerichteten Widerstand,
bezeichnet man als Bewegungsreibung oder Gleitreibung. Auch fir
sie ist die Berithrung der Korper unter Druck (gegebenenfalls unter dem
Eigengewicht allein) ein wesentliches Kennzeichen. Die GroBe dieser Reibungs-
kraft wird wieder dem Normaldruck N proportional gesetzt, so daB wir diesen
Sachverhalt in die folgende Aussage kleiden kdnnen:

II. Bei der Bewegung zweier Kérper gegeneinander, die unter
Druck in Berihrung stehen, tritt eine der Bewegung entgegen-
gesetzt gerichtete Kraft auf, die man als Bewegungsreibung be-
zeichnet, und deren GriBe durch die Gleichung gegeben ist:

in der fdie Reibungszah] der Bewegung genannt wird.

Man beachte den Unterschied, der darin liegt, daB die Richtung der
Bewegungsreibung durch die Gegenrichtung der Bewegung eindeutig vor-
geschrieben ist, und daB auch ihre GroBe durch die Gleichung (2) fest-
golegt ist; dagegen kann die Haftreibung in der gemeinsamen Berithrungs-
ebene jede beliebige Richtung und innerhalb der angegebenen Grenzwerte
auch jede beliebige GroBe haben. DemgemiB und in Ubereinstimmung mit
dem in § 63 des Kap.V eingefithrten Unterschiede zwischen eingeprigten
und Reaktionskriften wird die Bewegungsreibung (Gleitreibung) als eine ein-
geprigte und die Haftreibung als eine Reaktionskraft angesehen.

§ 2. Physikalische Auffassung der Reibungserscheinungen. Aus
den eben erwihnten und allen iibrigen hierher gehérigen Beobachtungstatsachen
geht unmittelbar hervor, daB die Ursache fiir das Auftreten der Reibung in
der Beschaffenheit der Oberflichen der in Berithrung stehenden Kérper zu
suchen ist. Man wird zunichst in Betracht ziehen miissen, dal die druckhafte
Berithrung zweier Korper stets gewisse Verformungen hervorbringen muB, die
sich vor allem in den nahe an den Oberflichen liegenden Gebieten bemerkbar
machen, und zwar erkennt man unmittelbar, daB die Koérper in Richtung
des gegenseitigen Druckes zusammengedriickt und gleichzeitig in Richtung
der berithrenden Oberflichen gedehnt werden. Diese Verformungen werden
bei der Weiterbewegung des einen Kérpers nicht vollstindig zuriickgebildet,
ein Teil von ihnen ist immer bleibend (plastisch), und zu seiner Ausbildung
ist ein gewisser Energieaufwand erforderlich, der mechanisch verloren ist, d.h.
in Wirme iibergeht. Auferdem kommt in Betracht, daB die Oberflichen der
Korper niemals vollstindig eben sind, sondern stets gewisse, wenn auch kleine
Unebenheiten aufweisen, die bei der Berithrung der Kérper — in Ruhe und
Bewegung — ineinandergreifen und durch ein, wenn auch geringfigiges An-

heben oder Abscheren (Absch n) iiberwunden werden miissen. Bei der
Miuller-Pouillet I, 2. 11, Aufl. 58
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Reibungserscheinung wirken aber auch noch andere Umstinde mit, wie die
Adhision, Kapillarwirkungen der stets vorhandenen, wenn auch nur hauch-
artig diinnen Fliissigkeits- oder Gasschichten u. dgl.; diese Umstinde machen
in ihrer Gesamtheit das aus, was man die Oberflachenbeschaffenheit der
Korper nennt; mogen sie in besonderen Fillen einzeln auch verschwindend
klein sein, so wirken sie doch in einer solchen Weise zusammen, da8 ihre
vereinigte Wirkung ein von den bei glatten Korpern zu erwartenden Er-
scheinungen vollstindig verschiedenes Verhalten ergibt.

Fiir die Untersuchung der Reibungserscheinung ist es nun von besonderer
Bedeutung, daB es auBerordentlich schwierig und heute kaum erst in den
ersten Ansidtzen moglich ist, diese Oberflichenbeschaffenheit in einer ein-
deutigen Weise zu beschreiben, und zwar so, dal ein Vergleich verschiedener
Versuche miteinander und eine Wiederholung bestimmter Versuchsbedin-
gungen zweifelsfrei moglich wire. Uberdies ist es heute ausgeschlossen, die
GroBe der Reibungskraft, die aus dem Zusammenwirken aller erwihnten Einzel-
erscheinungen hervorgeht, zahlenmiBig auch nur in den einfachsten Fillen
zu berechnen. Es fehlt zwar nicht an allgemeinen Theorien, die die Erklirung
der Reibungserscheinungen aus irgendwelchen allgemeinen Vorstellungen her-
aus zum Ziele haben, doch hat es bisher keine von ihnen vermocht, einen
befriedigenden AnschluB an das durch unmittelbare Messungen gewonnene
Zahlenmaterial herzustellen.

Die wissenschaftliche Erforschung der Reibungsfrage hat daher heute,
ahnlich wie es in der Mechanik der nichtstarren Korper geschieht, nur die
eine Moglichkeit, den induktiven Weg des direkten physikalischen Versuches
und seiner messenden Verfolgung zu gehen, der allmihlich sicher zur Auf-
findung jener GesetzmaBigkeiten fithren wird, die zur Kennzeichnung der
Oberflichenbeschaffenheit der Korper nétig sind. Das Wenige, was bisher
an allgemeinen Ergebnissen ilber das rein versuchsmiBig Gefundene hinaus
bekannt ist, wird jeder, der auf eine einheitliche physikalische Theorie auf
Grund einer exakten Begriffsbildung Wert legt, als auBerordentlich unvoll-
kommen bezeichnen miissen.

§ 3. Arten der Reibung. Es gibt mehrere Gesichtspunkte, unter denen
man von verschiedenen Arten der Reibung sprechen kann; man unterscheidet:

a) Je nach dem Aggregatzustand der Korper: Reibung von
festen, flissigen und gasféormigen Korpern, und zwar unter sich oder
gegeneinander. Man bezeichnet diese auch als trockene Reibung, Flissig-
keitsreibung, Gasreibung. Die Reibungskrifte zwischen festen Korpern
sind immer gréfer als die zwischen fliissigen, und naturgemiB viel groBer als
die zwischen gasférmigen.

Wenn bei der Berithrung zweier fester Korper oder bei ihrer Bewegung
gegeneinander keinerlei Flussigkeiten, insbesondere keine Schmiermittel an-
gewendet werden, so spricht man von trockener Reibung oder von Reibung
fester Korper. Es zeigt sich jedoch die eigentiimliche Erscheinung, da8 unter
normalen Verbiltnissen auch ohne besondere Anwendung von Schmiermitteln,
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néamlich schon durch die Feuchtigkeit der Luft, ja selbst durch die an den
Oberflichen haftenden Luftschichten selbst, eine Veranderung eintritt; werden
jedoch durch besondere physikalische Hilfsmittel (exakte Glittung, Reinigung
und Trocknung der Flichen und Anstellung der Versuche im Vakuum) diese
Einflisse ausgeschaltet, so verschwindet die Reibung der festen Korper fast
vollsténdig; dies zeigt sich z. B. darin, daB es von der Genauigkeit der MeG-
instrumente abzuhéngen scheint, ob bei einer Versuchsanordnung nach
¥ig. 736 ein von Null verschiedener Grenzwinkel @, itberhaupt als vorhanden
angenommen werden kann oder nicht.

Es ist daher in der Theorie die Annahme aufgetaucht, dal es eine Reibung
der festen Korper gegeneinander strenggenommen gar nicht geben konne,
sondern dal alle jene Erscheinungen, die man unter dieser Bezeichnung zu-
sammenfalt, eigentlich ihrem Wesen nach Erscheinungen der Reibung von
fliissigen oder gasformigen Korpern sein miissen, in die aullerdem die Mechanik
der nichtstarren Korper hineinspielt. Es werden daher — nach dieser An-
nahme — fiir die Reibungserscheinungen vor allem die Gesetze fiir die Flissig-
keitsreibung gelten miissen, die in diesem Werke in Kap. XII ausfiihrlich be-
handelt werden.

Uber die Beziehung der Reibung zur Theorie der elastischen Korper hat
man erst in allerjingster Zeit begonnen, systematische Untersuchungen —
und zwar sowohl theoretische, als auch experimentelle — anzustellen; hierbei
hat man insbesondere festgestellt, dal infolge der Dehnung der Fasern in der
Liangsrichtung eine (nicht umkehrbare, Knergie zerstreuende, dissipative)
Schlipfung der Oberflichenschichten gegeneinander eintritt, die man als
Forméanderungsschlipfung bezeichnet, und die im wesentlichen fiir den
auftretenden Reibungsverlust verantwortlich zu machen ist.

Die Schmiermittelreibung besitst wegen ihres Auftretens in den Lagern
aller Maschinen als energieverzehrende Erscheinung praktisch eine kaum zu
iiberschitzende Bedeutung. Die Schmiermittel selbst (Schmieréle) haben vor
allem den Zweck, die trockene Gleitreibung, die fiir sich allein unter den
praktisch obwaltenden Umstinden unfehlbar in kiirzester Zeit eine Zerstérung
der Zapfen und Lager der Maschine verursachen und jeden Betrieb unméglich
machen wiirde, zuverlissig durch die viel kleinere Schmiermittelreibung zu
ersetzen, und anderseits auch fiir die bestindige Ableitung der entstehenden
Wirme zu sorgen; die Temperatur der Zapfen und Lager darf im Beharrungs-
zustande einen bestimmten Grenzwert nicht iibersteigen.

So stellt sich die ,natirliche“ Reibungsfrage praktisch als ein zusammen-
gesetztes und verwickeltes Gebiet dar, das erst moch durch feinere Unter-
suchungen in seine Kinzelerscheinungen zerlegt werden muB.

b) Je nach der Bewegung der Kérper gegeneinander: in unmittel-
bar verstindlicher Bezeichnung Gleit-, Roll- und Bohrreibung, je nach-
dem die Bewegung der Korper gegeneinander eine Parallelbewegung (Schiebung,
Gleitung), eine Drehung um eine in der gemeinsamen Berithrungsebene
liegende und durch den augenblicklichen Berithrungspunkt gehende Gerade

58*
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(Rollung) oder eine Drehung um die gemeinsame Normale zur Berithrungs-
ebene (Bohrung) ist. .

Es ist klar, daB in diesen verschiedenen Fillen alle frither fiir das Auf-
treten der Reibung verantwortlich gemachten Umstinde in verschiedener
Weise zur Geltung kommen werden. So werden z. B. die Forminderungen
bei der Rollbewegung darin bestehen, dal das belastete Rad in die fithrende
»Schiene“ um einen gewissen, wenn auch kleinen Betrag einsinkt und dabei
die Oberflichenfasern in der Bewegungsrichtung ausdehnt; bei der Vorwirts-
bewegung des Rades werden immer neue Gebiete diesen Forméanderungen
unterworfen, die aber hinter dem Rad nicht mehr in denselben Zustand zuriick-
kehren, den sie vor der Verformung gehabt haben. Die genaue Verfolgung
dieser Erscheinungen nach den Methoden der Elastizititstheorie ist heute noch
nicht moglich. Der Fehlbetrag kommt physikalisch in der Tatsache zum Aus-
druck, daf es des fortgesetzten Aufwandes einer Kraft (bzw. Arbeit) bedarf,
um eine (gleichférmige!) Bewegung des Rades aufrecht zu erhalten. Ganz
dhnliche Betrachtungen und Folgerungen gelten natiirlich auch fir die
Gleitreibung. :

§ 4. Reibungszahlen. Gegeniiber der verwickelten Beschaffenheit der
Reibungserscheinungen, wie sie schon in den vorhergehenden kurzen Betrach-
tungen zum Ausdruck kommt, haben sich als theoretische Ansiitze zu ihrer gesetz-
miBigen Erfassung bis heute nur die einfachen, von Coulomb herrithren

den, erhalten, die im wesentlichen

Q Fig. 737. aus den Gleichungen (1) und (2) be-

stehen. Inihnen werden die Reibungs-

I zahlen f, und f als Festwerte fiir

die in Berithrung stehenden Korper

angenommen. Die Beschaffenheit der

Messung dor Reibungskratt in  Berithrung stehenden Flachen
(Tribometer). wird gewohnlich nur durch die
ganzungenauen Worthezeichnungen :

K trocken“, ,geschmiert*, ,mit Was-

ser“ u. dgl. beschrieben. Dadurch

wird verstindlich, dal die Zahlenwerte fiir die Reibungszahlen, die von ver-
schiedenen Forschern angegeben wurden, so stark voneinander abweichen
(es gibt eben bis heute kein Mittel, um die Oberflichenbeschaffenheit in einer
der Reibungsfrage angepalten Art mit hinreichender Genauigkeit zu kenn-
zeichnen), Hierzu kommt auch noch der Umstand, daB bei den fiir technische
Zwecke angesteliten Untersuchungen meist mit nicht besonders hergerichteten
Versuchskérpern gearbeitet wurde, diese vielmehr gewshnlich so in die Ver-
suchsanordnung eingesetzt wurden, wio sie die Praxis zur Verfigung stellte.

Die Versuchseinrichtungen, die frither zu solchen Messungen verwendet
wurden, waren die denkbar einfachsten: die schiefe Ebene nach Fig. 735 oder
736 und das Tribometer nach Fig. 737, ein belasteter Schlitten, der mit der
Fahrungsschiene aus dem zu untersuchenden Stoffpaar besteht; durch Ver-
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bindung mit einer Waagschale kann sowohl die fiir den Eintritt als auch die zur
Aufrechterhaltung einer Bewegung erforderliche Kraft K (die fast immer kleiner
als die erstere ist) ermittelt werden. In neuerer Zeit werden die Anordnungen
der sogenannten Reibungsrider (s. unten) den Messungen zugrunde gelegt.
Versuche iiber die Rollreibung werden mit schweren zylindrischen Walzen,
die man lings einer schiefen Ebene herunterrollen liBt, ausgefiibrt.

Eine Zusammenstellung der wichtigsten Zahlenwerte fiir die Gleitreibungs.
zahlen, die bei den verschiedenen Versuchen gefunden wurden, ist in der
folgenden Zahlentafel enthalten.

Tafel der Reibungszahlen f; und f.

Relbungszahlen fo (Haftreibung) f (Bewegungsrelhung)
Stoffpaar trocken geschmle\t; Wa :el trocken geschmlert W:::er
| E
i r
Stabl auf Stabl . . . .| 015 012011 — Tooq 003" 0009
Metall auf Holz . . . .| 0,6-0,5 0,1 — 0’ -02 10,08-0,02 ! 0,26-0 22
Holz auf Holz. . . . . 0,65 ! 0,2 0,7 0,4-0,2 '0,16-0,04 0,26
Leder auf Metall(Draht)| 0,6  025-0,12° 0,62 | 0,5-0.25 0,15-0,12 0,36
Lederriemen auf Eichen-
trommel . . . .. — 0,12 0,38 0,27 — —
Hanfseil auf rauhem Holz 0,5 —_ — —_ — —
Hanfseil auf pol. Holz .| 0,33 — — — — —
Holz auf Stein . . . .|| bis 0,7 0,4 — 0,3 — —
Stein auf Ziegel . . . .| 0,73-0,6 — — — — —
Mauerwerk auf Beton . 0,76 — — — — —
Mauerwerk auf gewach- i |
senem Boden . . . || 0,656-0,3 — - —_ —_ —
Stahl auf Eis . . . . . 0,027 — — | 0,014 —

Die weiten Grenzen, zwischen denen diese Angaben schwanken, lassen
vermuten, dall die Versuchsbedingungen und die Art der Versuchskérper
sehr verschieden gewesen sein muBten. Man erkennt jedoch unmittelbar,
dal bei Verwendung von Schmiermitteln die Reibungszahlen nicht nur kleiner,
sondern auch merklich einander gleich werden, so daB der Einfluf der Be-
schaffenheit der festen Korper selbst sehr stark in den Hintergrund tritt.
Bei der Verwendung von Schmiermitteln bhandelt es sich eben nicht mehr
um eine Reibung von festen Korpern, sondern von zihen Flissigkeiten, die
an den Oberflichen der in Berithrung stehenden Kérper haften, und die nahezu
die gleiche GroBe haben muf, wie auch die Korper selbst beschaffen sein mogen.
Aus der Zahlentafel ist auch zu ersehen, da das Wasser eine Ausnahme-
stellung einnimmt; es wirkt nimlich manchmal als Schmiermittel, manchmal
als Gegenschmiermittel, das die Reibung vergroBert; doch ist bisher noch
keineswegs festgestellt, worin diese eigentiimliche Sonderstellung des Wassers
begriindet ist.

AuBer den bisher erwiahnten sind noch andere Umstinde auf die GroSe
der Reibungszahl von Einflu, die in den Ausdriicken des Coulom bschen
Gesetzes nicht zutage traten: die GroBe des auf die Einheit der Berithrungs-
fliche entfallenden Druckes, die Berithrungsdauer, die Faserrichtung (die
Walzrichtung bei Stahl, Faserung bei Holz u. dgl.) und bei der Bewegungs-
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reibung vor allem die Geschwindigkeit. Was diese letztere betrifft, so er-
geben die Messungen eine Abnahme der Reibungszahl mit wachsender Ge-
schwindigkeit; der Verlauf ist in Fig. 738 angegeben und 146t sich mit groBer
Annéherung in die folgende Formel zusammenfassen, die auch den diesbeziig-
lichen Festsetzungen des Vereins Deutscher Eisenbahnverwaltungen zu-
grunde liegt:

14001120
f= N fo v o (3)
wobei fiir trockene Flichen f, — 0,45 und fiir nasse f, = 0,25 zu setzen

und v in m/s anzugeben ist. Nach dieser Formel ist fir v = 0:f = f,,
Reibungszahl der Ruhe, und fir ¥ = oo :f == 0,186 f,,.

Fig. 738. Fig. 739.

Abhiingigkeit der Reibungszahl von der J 0
Geschwindigkeit. Rollreibung.

Ganz entsprechend der Form der bisher besprochenen Coulom bschen
Reibungsgesetze fiir Gleitreibung sind auch die Ansitze fiir die Roll- und
Bohrreibung gebildet worden. Da es sich dabei um Drehbewegungen
handelt, ist es vorteilhaft, den Roll- und Bohrwiderstand in Form von Momenten
anzusetzen, und zwar werden heide ganz so wie in der Coulombschen
Theorie dem Berithrungsdruck N proportional gesetzt. Man schreibt daher

tir das Moment der Rollreibung: M, = f,. N . . . . .. (4)
I " » Bohrreibung: My = f. N . ... . (5)

Aus Dimensionsgriinden miissen beide Reibungszahlen f, und f; die Be-
deutung von Lingen haben. Fiir die Rollreibung kann f; als jene Linge
gedeutet werden, um die die lotrechte Komponente des Normaldruckes unter
dem Einflufl der Verformung der Rollflichen an dem Schwerpunkt des rollenden
Rades vorbeigeht (Fig. 739).
Was die GroBe der Rollreibungszahl anlangt, so mogen als ungefihre
Anhaltspunkte die folgenden gelten:
Eisenbahnrider auf Schienen oder Pockholz auf
Pockholz - - . . « « « v v o o o oo oo e fﬂ = 0,05cm
Ulmenholz auf Pockholz . - . - - . . . . . .. = 0,08 ¢cn
Fahrgestellrider mit Gummibereifung auf Wiesen-
grund (Anlauf und Landung von Flugzeugen) f; = 1 bis 1,5 cm.
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§ 5. Physikalische und technische Anwendungen der Reibung.
Vorgiinge und Verfahren, bei denen die Reibung eine ausschlaggebende Rolle
spielt oder doch einen merklichen EinfluB ausiibt, lassen sich im Gebiete der
Physik und der Technik in auBerordentlich groBer Zahl anfithren. Man
kann fast behaupten, daB es kaum eine Erscheinung der physikalischen und
technischen Wirklichkeit und kaum irgend eine menschliche Beschaftigung
gibt, bei der nicht die Reibung in irgend einer Weise zur Geltung kommen
wiirde. Man bedenke, daB es ohne die Reibung kein Gehen, kein Fahren,
kein Reiten gibt, der gesamte Eisenbahnverkehr beruht auf der Mitwirkung
der Reibung. Die meisten
Gerite, von der Gabel an-
gefangen bis zum Kraft-
wagen benutzen die Eigen-
schaften der Reibung.
Diese umfassende Bedeu-
tung macht die Reibung
zu einer der wichtigsten
Erscheinungen der Physik
und Technik iiberhaupt.

Aus der groBen Zahl Fig. 741.
der Anwendungen seien im
folgenden nur jene hervor-
gehohen, bei der die Wir-
kung der Reibung auf
Grund der Coulombschen
Gesetze in einfacher Weise
verfolgt werden kann, und
die eine praktische Bedeu-
tung erlangt haben.

a)Zapfenund Lager.
Den Widerstand, der zur
Bewegung eines belasteten l ’

Fig. 740.

\ q

Zapfenreibung.

S

NN

N

N
Zapfens in einem um- ' Kugellager.
schlieBenden Lager — eine
Anordung, die bei allen unseren Maschinen vorkommt — fortgesetzt zu iber-
winden ist, hat man unter Verwendung des Coulo mbschen Reibungsgesetzes
zu berechnen gesucht. Nach Fig. 740 verlangt das Gleichgewicht des mit @
belasteten Zapfens an der Berithrungsstelle zwischen Zapfen und Lager das
Auftreten eines Normaldruckes N und einer Reibungskraft R, die zusammen
wieder ¢ ergeben miissen, so daB ein Moment von der Grale
M=0Q.rsing =1/1,.Q -+« (6)
welches das Zapfenreibungsmoment genannt wird, dauernd aufzu-
wenden ist, um die Reibung zu iiberwinden. Den auftretenden Beiwert
fi = r.3in @ nennt man dieZapfenreibungszahl, der man die Dimension
einer Linge zuschreiben mub. Da jedoch eine Bewegung eines jeden solchen
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Zapfens ohne Verwendung von Schmiermitteln, durch die der ganze Vorgang
eine Erscheinung der Flissigkeitsreibung wird, nicht denkbar ist, so kann
dieser Ansatz eigentlich kaum als eine Darstellung der wirklichen Verhalt-
nisse angesehen werden. Trotzdem ist er noch fast allein im Gebrauch.
Genauere Versuche haben auch ergeben, dal auf die GroBe der Lagerreibung
vor allem auch die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens (Gleitgeschwindigkeit)
und der Einheitsdruck von Einflub sind.

Das wirksamste konstruktive Mittel zur Verminderung der Zapfenreibung
sind die Kugel- und Walzenlager. In Fig. 741 ist eine schematische Dar-
stellung eines solchen Kugellagers wiedergegeben, bei dem die Kugeln in
passend geformten Rillen angeordnet sind. Die Kugeln stehen entweder
(wie in Fig.741) in unmittelbarer Beriihrung miteinander, oder es sind be-
sondere , Kafige“ eingesetzt, welche diese unmittelbare Berithrung verhindern.
Die Zwischenrdume zwischen den Kugeln sind mit Ol ausgefillt. Derartige
Kugellager werden sowohl als Querlager (zur Aufnahme einer Querbelastung)
als auch als Lingslager (zur Aufnahme eines Axialschubes) verwendet und
stehen heute in ungeheuerem Ausmale, von den kleinsten Abmessungen fiir
physikalische Apparate angefangen, iiber
mittlere Abmessungen (bei Fahrridern,
Automobilen, Transmissionen usw.) bis
zu den groBten Abmessungen fiir rein
technische Zwecke (z. B. bei Kranen)
in Verwendung.

b) Riemen und Seil. Wird nach
Fig. 742 um eine rauhe Scheibe oder
Walze ein Riemen oder ein Seil herum-
gelegt, so beobachtet man, dal zur
Uberwindung einer an einem Ende
Krifte am Seil iber einer rauhen Walze. des Seiles wirkenden Last @ an dem

anderen eine wesentlich groBere Kraft K
notig ist, oder auch, daB man mit einer kleinen Kraft K an einem Ende
einer viel groBeren Last am anderen das Gleichgewicht halten kann.

Um die auftretenden Beziehungen zahlenmiBig zu verfolgen, betrachten
wir ein Teilchen ab des Seiles mit dem kleinen Zentriwinkel d @, an dem
die Seilspannungen S, S + d S, der Normaldruck d N und die Reibung d R
angreifend zu denken sind. Die Bedingung fiir das Gleichgewicht der Krifte
in der Richtung der Normalen ergibt die Beziehung :

Fig. 742.

dN=2 Ssin d2"’=s.dq>,
und in der Richtung der Tangente:
dS=dR = f,.dN = f,.Sd @.
Aus dieser Gleichung folgt:

dsS
§ = fod@



§ 5. Physikalische und technische Anwendungen der Reibung. 921

und durch Integration, wenn fir @ = 0 : 8 = ¢ sein soll:

S = @.che?.
Im besonderen wird fir p =0, § = K:
K=¢@.ch“ . ... ... ... (7)

woraus hervorgeht, dal die Kraft K bei groSen Werten des Winkels den
Wert von @ auBerordentlich iiberwiegen kann. Die gesamte am Umfang
der Scheibe auftretende Reibung hat die GréGe: -

C efo® — 1
R=K—Q=Q@“—1) =K.~ , - (72)

Wenn die Kraft K’ zu bestimmen ist, die zum Halten der Last ¢ nétig

wire, so ist zu beachten, dal in diesem Falle die Reibung von selbst der

Kraft K zu Hilfe kommt; ihr Richtungssinn ist daher umzukehren und
es folgt:

K = Q/efo“ =Q.e~f“ ... ... (8)

Diese Erscheinung findet Anwendung beim sogenannten Riemen- oder

Seiltrieb nach Fig. 743. Durch einen Riemen oder ein Seil wird eine treibende

Fig. 743.

Seiltrieb.

Scheibe, die mit der Antriebsmaschine in Verbindung steht, mit einer ge-
triebenen Scheibe in Verbindung gebracht, wodurch an der Welle der ge-
triebenen Scheibe irgend eine Arbeitsleistung (Hebung eines Gewichts, Antrieb
einer Arbeitsmaschine u. dgl) ausgefithrt werden kann. Es ist bekannt,
daB der Riemen oder das Seil mit einer bestimmten kleinsten Spannung um
die Scheiben herumgelegt werden muB, damit eine solche ,mechanische Kraft-
ubertragung® tatsichlich méglich ist. Nach den obigen Formeln muf die
am Umfang der getriebenen Scheibe auftretende Reibung (Umfangskraft)
groB genug sein, um das Drehmoment der Belastung, das in Form G.n
angesetzt werden soll, zu iiberwinden; es muf also

R.r = G.r
sein, und durch Benutzung der obigen Werte fir K ergeben sich fiir die
Spannungen im gezogenen und ziehenden Seilstiick die Werte:

1 r
Q= JRA 1 .
"““,—1 L 9)
e r, |
k= s —1" ¢ @
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¢) Reibungsrader in der Ausfithrung nach Fig. 744 dienen ebenfalls
zur Ubertmgung einer Leistung von einer Welle, die mit einer Kraftmaschine
in Verbindung steht, auf eine andere, an der, wie zuvor, irgend ein belasten-

Fig. 744.

Reibungsréder.

des Drehinoment (+.r, iiberwunden werden soll. Es ist hierzu das Auftreten
der Reibung R (Umfangskraft) von bestimmter GroBe an der Beriithrungs-
stelle erforderlich, die wieder durch die Gleichung gegeben ist:

R.r=G.n.
Zur Ausbildung dieser Reibung miissen die beiden Réder mit einer Kraft N
aneinander gepreBt werden, die nach dem Coulombschen Reibungsgesetz

in der Form N = R/f, anzusetzen ist, so daB fiir die Griole dieses Normal-

druckes die Gleichung ‘folgt:

R
N=—= 2 F ¢ (10
fo— fo r )
Um bei gleichem N die Umfangskraft B zu vergroBern oder bei gleicher
Umfangskraft einen kleineren Achsendruck N verwenden zu kénnen, werden

Fig. 745.
N

\\

) o

5// </’\\\\\\\\

Keilrdder.
die Reibungsrider in Form von Keilrddern nach Fig. 745 ausgebildet. Fir
die Umfangskraft ergibt sich sodann:
R=2f,.N',
und die Beziehung zwischen dem Achsendruck N und dem auf die Keilflichen

ausgeitbten Druck N’ folgt aus der Gleichgewichtsbedingung fiir die Richtung
des Achsendruckes:

N = 2N'sina + 2f, N'cosawe = 2 N' (sino + f, cos o),
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und damit folgt die GroBe des Normaldruckes N, der zur ﬁberwindung des
belastenden Drehmomentes nétig ist, in der Form:
N e+ focosa
fo
d) Der Pronysche Zaum nach Fig. 746 dient zur Messung der Leistung

kleinerer Maschinen durch direkte Wigung. Auf der Welle der Maschine wird
eine Scheibe aufgesetzt und auf diese werden passend geformte und mit

sinee + focos o r,

R i N ¢ 8 )]
- fo r

Pronyscher Zaum.

entsprechenden Packungen versehene Holzklotze K gelegt, die mittels der
Schrauben S, S angezogen werden kénnen. Das von der Scheibe auf diesen
Zaam ausgeiibte Drehmoment R.r (B — gesamte Umfangskraft) kann so-
dann unmittelbar durch die auf eine Waagschale aufgelegten Gewichte G-
am Arm | abgewogen werden, so dal das Drehmoment der Maschine in der
Form erscheint :

M=G.1. .+« ... (12)

Wenn die Drehzahl % der Maschine in der Minute an einem Drehzeiger (Tacho-
meter) abgelesen wird so ergibt sich ihre Leistung in PS in der Form:

27

:60.75‘0"'”:0,0014(1‘1~)l ------- (13)

e) Die einfachen Maschinen sind seit altersher bekannte einfache
Vorrichtungen, die den “Zweck haben, mit einer kleinen Kraft grofere Lasten
zu iberwinden. Im Altertum und Mittelalter sind sie anscheinend fast
allein als Hilfsmittel zur Herstellung der groBartigen Bauwerke verwendet
worden, die noch heute unsere Bewunderung erregen. Es gibt sechs solcher
einfachen Maschinen: Den Hebel, die schiefe Ebene, den Keil, die
Schraube, die Rolle und das Wellrad. Wegen der kleinen Arbeite-
geschwindigkeiten, die dabei in Frage kommen, werden die Beziehungen
zwischen Kraft und Last einfach durch die Gleichgewichtsbedingungen ge-
regelt, die durch Einfihrung der an allen Berithrungsstellen (Zapfen, Lagern,
Fihrungen u. dgl.) auftretenden Reibungen und der iibrigen auftretenden
‘Widerstinde zu erginzen sind. Als Wirkungsgrad (1) bezeichnet man
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das Verhiltnis der Last Q, die durch eine solche Anordnung tatsichlich,
d. h. mit Beriicksichtigung der Reibung iiberwunden werden kann, zu jener
ideellen Last @, die bei fehlenden Reibungen, also im giinstigsten Fall durch
die gleiche aufgewendete Kraft iiberwunden werden kénnte. Es ist also

N =
T

Die Reihe der wichtigen technischen Anwendungen der Reibungser-
scheinungen liee sich hier noch wesentlich vermehren; aus den angegebenen
Beispielen diirften aber die Eigenschaften und die Wirkungsweise der Reibung
geniigend klar hervorgehen.



Neuntes Kapitel.

Der mechanische Aufbau
des festen Kirpers in atomistischer Betrachtung ).

Einleitung.

§ 1. Ziel der atomistischen Betrachtung. Soweit die atomistische Be-
trachtung des festen Zustandes mechanische Probleme betriftt, hat sie zwei Haupt-
ziele: erstens einen atomistischen Unterbau unter die herkémmliche
Mechanik der Kontinua (Elastizititslehre) zu errichten, und zweitens
iiber die Grenzen hinaus vorzudringen, an denen die Kontinuums-
betrachtung zundchst stehen bleiben muBte. Bei der zweiten Auf-
gabe handelt es sich hauptsichlich um die Aufstellung von Gesetzen fiir alle
diejenigen mechanischen Erscheinungen der wirklichen Kérper, die iiber den
(eltungsbereich des Hookeschen Gesetzes hinausgehen: Festigkeit, Er-
midung, Nachwirkung. Die Versuche, zu einer rein beschreibenden
- ,phanomenologischen* Erfassung der GesetzmaBigkeiten dieser Erscheinungen
zu gelangen, haben zu sehr geringen Erfolgen gefithrt. Erst das Studium
der metallischen Einkristalle lehrte, wie individuell verschieden die Grund-
gesetze sind, und erklarte, wieso aus technischenVersuchen mit vielkristallinem
Material keine allgemeingiiltigen Gesetze erschlossen werden kénnen. Da die
-Untersuchungen an Metalleinkristallen mit der atomistischen Darstellung und
den prinzipiellen Vorstellungen vom Aufbau in engem Zusammenhang stehen,
sollen sie im zweiten Abschnitt dieses Kapitels besprochen werden.

Der Hauptteil des ersten Abschnittes hingegen soll der atomistischen
Grundlegung der mechanischen Kontinuumsgesetze des festen Kérpers gewidmet
werden, das ist im wesentlichen des verallgemeinerten Hookeschen Gesetzes.
Doch wird eine Reihe anderer, prinzipiell wichtiger Erscheinungen gestreift
werden. In Anbetracht der geringen Kenntnis, die wir von den Atomkriften
selbst haben, kann es sich zunichst nur darum handeln, den formalen
Ubergang von der Atomistik zur Kontinuumsdarstellung zu finden —
analog etwa, wie die Maxwellschen Gleichungen in Kérpern durch die
Elektronentheorie formal ,begriindet werden. Die Aufgabe zerfillt in zwei
Abschnitte: einmal die Form der beschreibenden Gesetze aus moglichst
allgemeinen Ansitzen der Atomistik wiederzugewinnen, und zweitens - die
Materialkonstanten, die in diese Gesetze eingehen, auf die (unbekannten)

1) Von Prof. Dr. P. P. Ewald in Stuttgart.
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fundamentalen Konstanten der atomaren XKraftwirkungen zuriickzufiithren,
d. h. sie durch Summen iiber die Atomkrifte (,Gittersummen“) auszudriicken.
Fiir ihre numerische Berechnung sind genauere Vorstellungen iiber die Kinzel-
krifte der Atome unumginglich, und daher kommt es, daf der Erfolg nur in
seltenen Fillen gut ist.

§ 2. Einkristall und Vielkristall. Der Ausdruck ,fester Korper“
muf sofort stark eingeschrinkt werden, wenn auf ihn die folgenden Aus-
fihrungen anwendbar sein sollen. Von den ,festen Korpern“ im Sinne der
technischen Mechanik sind zunichst alle diejenigen auszuscheiden, die in-
homogen sind: Hélzer, Faserstoffe, Gesteine, Metalle. Thre Erforschung ist
offenbar durch die Grobstruktur erschwert. Man erwartet Aufklarung iber
ihre — technisch so wichtigen — mechanischen Eigenschaften mittelbar durch
das Studium der einfacheren homogenen Stoffe.

Auch von den homogenen Stoffen scheiden wir eine groBe Zahl von
den folgenden Betrachtungen aus, weil iiber ihren Aufbau noch zu wenig be-
kannt ist: es sind Stoffe wie Glas, Pech, Gele (Leim, Opal), die als amorph
bezeichnet werden. Im Gegensatz zu den Kristallen besitzen sie keine regel-
mifige Atomlagerung. Man faBt sie als unterkiithlte Fliissigkeiten mit
sehr grofer innerer Reibung auf, weil sie auch geringen Kriften bei lange
dauernder Einwirkung schlieflich durch bleibende Forminderung nachgeben.
Zudem sind ihre Eigenschaften mit der Temperatur stark und kontinuierlich
variabel. Weder in der Dichte noch in der Viskositit oder der spezifischen
Wirme zeichnet sich ein Schmelzpunkt durch eine scharfe Sprungstelle aus,
wie es bei kristallinen Substanzen der Fall ist.

. Somit bleiben als die typischen einfachsten Vertreter des festen Zustandes
die Kristalle iibrig. Von ihnen wissen wir seit der Laue-Friedrich-
Knippingschen Entdeckung der Réntgeninterferenzen in Kristallen [1912]?),
daB sie durch einen streng gesetzmiBigen inneren Aufbau ausgezeichnet sind.
Durch dje Rontgeninterferenzen haben sich viele Substanzen, deren kristalliner
Aufbau vorher nicht bekannt war, als mikro- oder kryptokristallin er-
wiesen, z. B. Metalle, deren KorngroBe jenseits des Auflésungsvermégens der
Mikroskope liegt, kolloidal verteilte Metalle, Kohle und &hnliche. Auch in
organischen Strukturen wie Pflanzenfasern, Sehnen, Perlen hat die Rontgen-
untersuchung kristalline Elemente als Grundlage fiir den Aufbau aufgedeckt,
und zwar in mehr oder weniger regelmiBiger Anordnung kleiner Kristillchen.
Man spricht, sobald bei mikrokristallinen Substanzen nicht eine vollig un-
geregelte Iagerung der Kristillchen vorliegt, von geregelten Substanzen.
Es ergibt sich bei ihnen die neue Aufgabe, ihre mechanischen Eigenschaften
mit der Besonderheit ihrer ,Regelung* oder ,Textur* in Zusammenhang zu
bringen — eine Aufgabe, die fiir eine gegebene Substanz nur so gelést werden
kann, daf zunichst die mechanischen Eigenschaften des einfachen kristallinen

) W. Friedrich, P. Knipping, M. Laue, Sitzungsber, Bayer. Akad. d.
Wiss., Math.-Phys. K1, 1912, S. 303.
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Bausteins ermittelt und die Eigenschaften des Ganzen durch geeignete Summen-
bildungen daraus gewonnen werden. Daher wird in den meisten Fillen fiir
die Einsicht in das mechanische Verhalten dieser grofen Klasse von Substanzen,
die auch als Polykristalle oder Vielkristalle bezeichnet werden, die Vor-
bedingung sein, daB man ihre Bausteine in geniigend groSen Formen als
Mono- oder Einkristalle zur Untersuchung erhalten kann. Gerade bei
Metallen beruhen die Fortschritte der letzten Jahre auf neuen Methoden,
Einkristalle herzustellen, d. h. den Baustein des polykristallinen Materials zu
studieren.

Auch von diesem Gesichtspunkt aus erscheint also der Kristall als der
typische Vertreter des Festkiorpers. Seine Anisotropie (d. h. die gesetz-
miifige Verschiedenwertigkeit der Richtungen in ihm) ist die primire Eigen-
schaft des festen Zustandes; die Isotropie, die bequemlichkeitshalber oder
mangels besserer Ansitze in den fritheren Versuchen, die Mechanik des festen
Zustandes zu erfassen, vorausgesetzt wurde, ist entweder nicht vorhanden
oder entsteht bestenfalls als Mittelwert iiber ungeregelte Einzelkristallchen.

§3. Polare, nichtpolare und metallische Kristalle. Es erweist sich
bei dem heutigen Stande unserer Kenntnis als notwendig, der folgenden Dar-
stellung noch eine weitere Unterscheidung voranzuschicken: zwischen polaren
und nichtpolaren bzw. metallischen Kristallen. Ks handelt sich dabei
um graduelle Unterschiede, die eng mit dem chemischen Verhalten der Stoffe
zusammenhiangen. Polar heiBen Kristalle dann, wenn sie aus Ionen auf-
gebaut sind. Die Alkalibalogenide, z. B. NaCl, sind typisch polare Kristalle.
Bezeichnend fiir sie ist, daB ihr inneres Kriftespiel wesentlich beeinflult ist
durch die Coulombschen Anziehungs- und AbstoBungskrifte, die zwischen
den Ionenladungen entstehen. Im idealen polaren Kristall ist jedes Ion
als in sich abgeschlossenes, starres Gebilde anzusehen, dessen Existenz durch
die Gesetze der Atommechanik geregelt wird, ohne daf die Nachbarn Einflub
darauf hatten. Das Gegenstiick bilden die ausgesprochen nichtpolaren
Kristalle, in denen sich keine atommechanisch abgeschlossenen Gebilde ab-
grenzen lassen. Ein Beispiel diirfte Diamant sein; wie wenig wir iiber seinen
Aufbau auch wissen — aufler der Lage der Schwerpunkte der C-Atome, wie
sie durch die Rontgenuntersuchung gelehrt wird —, so viel diirfte sicher sein,
daB die Atome in ihren Lagen gehalten werden durch quantenmechanisch ge-
regelte Wechselwirkungen. Dies soll heifen, dal sich entweder gar nicht
genau abgrenzen libt, was zum einzelnen Atom gehort (dal z. B. Elektronen-
bahnen mehrere Kerne umschlingen), oder mindestens, dafl die Konfiguration
des einzelnen Atoms (und damit auch seine Kraftwirkung nach auBen) wesentlich
von den umgebenden Atomen mitbestimmt wird. Ein Verstindnis der auf-
bauenden Krifte in einem nichtpolaren Kristall scheint mithin einen gleichen
Grad der Beherrschung der Atommechanik vorauszusetzen wie die Berechnung
eines nichtpolaren Molekiils — z. B. N,, 0,. Hiervon sind wir leider noch
weit entfernt. Daher kommt es, daB sich iiber die Theorie der Gitterkrifte
nichtpolarer Kristalle kaum etwas Sicheres sagen lit. Der Zugangsweg, der,



928 Der mechan. Aufbau d. festen Korpers in atomist. Betrachtung. Kap.IX. § 4.

_abgesehen von dem richtigen atommechanischen Aufbau!), am meisten Aussicht
auf schnellen Erfolg verspricht, ist der Vergleich verschiedener Stoffe auf
Grund ihrer chemischen Eigenschaften. Da dies aus dem Rahmen dieser
Darstellung herausfillt, sei auf den Aufsatz von H. G. Grimm im Handbuch
der Physik, Bd. XXIV (Springer, 1926) verwiesen. Dort wird auch eine
Teilung der nichtpolaren Bindungsart in die der Nichtmetalle und die der
Metalle vorgenommen. Vergleichen wir in der Tat typische Vertreter beider,
etwa Diamant und Kupfer, so ergibt sich, daB auBer den elektrischen und
thermischen Leitfahigkeiten auch viele rein mechanische Eigenschaften quanti-
tativ so verschieden bei Leitern und Nichtleitern der Elektrizitat sind, daB
eine Sonderung in zwei Gruppen von Stoffen mit ganz verschiedenen Gitter-
kriaften unverkennbar ist. Im metallischen Leiter existieren freie bzw. leicht
verschiebliche Elektronen, von deren Anordnung, Bahnen und Bindungs-
grad wir uns nur schwer eine genauere Vorstellung machen kénnen?). In
Nichtleitern wie Diamant, Schwefel, organischen Verbindungen ist die nicht-
polare Bindung keinesfalls mit einer annihernd so grofen Verschieblichkeit
der Klektronen durch das ganze Gitter verkniipft.

Die geschilderten Klassen von Gittern sind nicht schroff geschieden,
sondern es gibt vielfache Uberginge. Zum Beispiel hort bei vielen aus
Ionen bestehenden Substanzen die volle Selbstindigkeit der Ionen auf, die
oben fiir den ideal-polaren Kristall gefordert wurde. Man hat der Beinflussung
durch die Umgebung dadurch Rechnung getragen, daB man eine ,Polarisier-
barkeit® der Ionen eingefithrt hat, d. h. eine Deformierbarkeit unter dem
Einflub der Nachbarn, die eine Verschiebung der positiven und negativen
Ladungen des lons und die Bildung eines Dipols oder hoheren Poles gestattet.
Der Grad dieser Deformierbarkeit ist aus der Refraktion zu entnehmen3). Diese
induzierten Dipole andern die Kraftwirkung der Tonen auf ihre Umgebung
ab. Wird die Wechselwirkung benachbarter Ionen zu groB, so lilt sie sich
nicht mehr durch Hinzufigung der Dipolwirkung annihern, und es stellt sich
ein allmiblicher Ubergang von polarer zu nichtpolarer Bindung ein. Es liegt
aber in der Natur der Sache, daB es nicht moglich ist, auf diesem Wege bis zum
wahren Wesen der nichtpolaren Bindung vorzudringen.

Soweit sich ein Verstindnis fiir das mechanische Verhalten der Kristalle
auf Grund der Atomkrifte bisher hat erreichen lassen, betrifft es polare
Kristalle. Hiermit werden wir uns daher im ersten Abschnitt (§ 4 bis 10)
befassen, wiahrend wir im zweiten Abschnitt (§ 11 bis 15) bei den Metallen
auf einem einfacheren, beschreibenderen Standpunkt bleiben miissen.

I. Die Gittertheorie der polaren Kristalle.
§4. Der Hauptansatz der Bornschen Theorie. Eine umfassende
Theorie des Ubergangs vom atomistischen Diskontinuum zum Kontinuum

1) Die Arbeiten von F.London und W. Heitler in Zeitschr. f. Phys. 1927
und 1928 scheinen die atommechanische Theorie der nichtpolaren (oder homéopolaren)
Bmdung einzuleiten.

3) Vgl. hierzu §10,3
8) Uber Atomrefraktmn 8. Optikband, I. Hilfte, Kap. VIT, §1.
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der alteren Elastizitatstheorie wurde von M. Born ) 1915 in seiner ,Dynamik
der Kristallgitter“ aufgestellt, nachdem schon einige Jahre frither vom gleichen
Verfasser zusammen mit Th. v. Kirmin?) im AnschluB an E. Madelung?)
eine Theorie der spezifischen Wirme der Kristalle und von P.P.Ewald?)
der formale Ubergang zur Kristalloptik hergestellt worden war.

Die Bornsche Theorie betrachtet das Kristallgitter als ein Gegebenes.
Uber das Problem, warum die eine Substanz das eine, eine andere ein anderes
Gitter bildet, wei man noch recht wenig, vgl. § 10,1. Fiir den Zusammen-
hang mit der Kontinuumstheorie kann diese Frage unerortert bleiben, und es
geniigt, die Abweichungen des aus Atomen bestehenden mechanischen Systems
von seiner Gleichgewichtslage zu betrachten.

Als Reprisentanten der Kristallgitter®) nehmen wir den allgemeinsten
triklinen Kristall mit Basis, d. h. wir denken uns zunichst eine Gruppe von
Atomen, die durch Indizes k& (,Basisindex“) unterschieden werden und sich in
Punkten befinden, die von irgend einem Ausgangspunkt aus durch Fahr-
strahlen 1 (,Basisfabrstrahlen®“) erreicht werden. Solche Atomgruppen, die
»Basis“, wiederholen wir in raumlich-periodischer Anordnung, indem wir uns
die erste um alle ganzzahligen Vielfache von drei (nicht complanaren) Vek-
toren @,, dy, ag verschoben denken (a; = ,Translationen“ oder ,Achsen-
vektoren“). Gitter von bestimmten Symmetrieeigenschaften kénnen aus diesem
allgemeinen Typ durch Spezialisieren der a; und der Basis gewonnen werden,
doch interessiert uns das fiir das Folgende nicht.

~Diese geometrische Schilderung des Gitters als homogenes Diskontinuum
wird nach der dynamischen Seite hin erginzt durch die Behauptung: das
ideale Gitter ist ein mechanisches System in einer stabilen Gleich-
gewichtslage. Ideal nennen wir das Gitter, weil wir von Stérungen durch
Temperaturbewegung und durch Wachstumsfehler absehen wollen, die beim
,Realkristall® beriicksichtigt werden miissen (vgl. § 10, 4). Die Stabilitit der
Gleichgewichtslage ist durch die Erfahrung in den normalen Fillen bestiitigt;
andernfalls namlich wiirde das Kristallgitter durch eine beliebig kleine Energie-
zufuhr zerstort oder grob abgeindert werden konnen. Die stabile Gleich-
gewichtslage der Atome ist die wichtigste Voraussetzung der Bornschen
Theorie.

Wie aus der allgemeinen Theorie des Gleichgewichts bzw. der kleinen
Schwingungen um eine Gleichgewichtslage bekannt ist, ist die unmittelbare
Folge dieser Voraussetzung, da bei einer Entfernung des Gitters aus der
Gleichgewichtslage riicktreibende Krifte entstehen, die zunichst linear mit
dieser Entfernung wachsen. Hierin hat man den Ursprung des Hookeschen
Gesetzes (Spannung proportional Deformation) zu sehen, es folgt aber auch

1) M Born, Dynamik der Kristallgitter; Teubner 1916. Die wesentlich ver-
tiefte Darstellung in der Enzykl. d. math. Wiss. Art 25 ist als zweite Auflage
meses Buches erschienen: Atomtheorie des festen Zustnndes Teubner, 1923,

M. Born und Th. v. Kdrmén, Physik. Zeitschr. 18, 297 1912.

*) E. Madelung. Gétt. Nachr. 1909 S. 100.

4) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49, 117, 1916 (1912 erschienen als D:nertatlon)

5) Vgl. den Artikel Buchwald in Bd. 11, 2, sowie Bd.III, 2, Kap.IV, §8.

Miller-Pouillet I,2. 11. Aufl. 59
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sofort sein Charakter als Niherungsgesetz und sein Versagen, sobald bei
steigender Entfernung von der Ruhelage die Abweichungen zwischen den
wahren Kriften und den linear extrapolierten merklich werden. In diesem
Falle kommt man ein Stiick weiter durch Beriicksichtigung der quadratischen
Glieder in der Entwicklung der Krifte nach den Verriickungen der Atome
(vgl. § 7,1). — Zunichst aber suchen. wir am Beispiel des einfachen Hooke-
schen Gesetzes den Ubergang von der atomistischen zur kontinuumsmaSigen
Darstellung zu finden.

§ 5. Statische mechanische Eigenschaften (Elastizitiitstheorie).
1. Die homogene Deformation. Unter einer homogenen Deformation
des Gitters verstehen wir eine (kleine) Abédnderung der Zelle und der Basis.
An den Translationen a; werden somit Anderungen g, angebracht, an den
Basisvektoren tj Anderungen O01;. Ein Atom ist im undeformierten Gitter
durch den Fahrstrahl ri bestimmt, wobei 1, der ,Zellenindex“, eigentlich ein
Tripel ganzer Zahlen I;, I, und Iy ist und der ganze Fahrstrahl zum A-ten
Atom in der I-ten Zelle sich offenbar folgendermaBen aufbaut:
tl‘:=1101+7202+1303+1‘)¢ .......... (1)
1x hat die in §4 beschriebene Bedeutung des Basisfahrstrahls. Werden
nun die Achsen und die Basis abgeindert, so wird die Lageinderung des
Teilchens (I, k)
dtizzliﬁai+5r,‘, ........... (2)
Firr die duBere Form des Kristalls ist nur die Anderung 8 a; der Zelle wirk-
sam, und zwar ergeben sich die Deformationsgrofen der Kontinuumstheorie
far den ganzen Kristall genau so groB, als wenn man eine Zelle als Begrenzung
eines Stiickes Kontinuum betrachtet und dessen Deformation bestimmt. Infolge-
dessen lassen sich statt der Achseninderungen dq; selbst die aus der Konti-
nuumstheorie geliufigen DeformationsgroBen u,, ... u,y einfihren (in Kap. VII,
§ 10, &2...¥zy -.. genannt). Bezeichnen wir die z-Komponente der Verriickung
des Teilchens (I, k) statt durch ((5(1-}6))z mit 1, ferner d v, mit wuy, so wird
aus der letzten Gleichung
W, =W + DUay Bl oo (3)
v

Hierin ist, in der durch Born eingefiihrten Schreibweise, y) der Reprisentant
tiir eine der drei Komponenten von t}, und die Summe ist iiber alle y, d. h.
iiber die drei Komponenten zu erstrecken. Die Gleichung sagt in anderer
Form wieder, dal jede homogene Verzerrung besteht aus einem vom Zellen-
index ! unabhingigen ersten Teil (Verriickung der Teilgitter % gegeneinander,
Basisdeformation) und einem zweiten Teil, bei dem die Abstinde von Basis
zu Basis geindert werden, als wire die Basis starr und mit einem Punkt an-
geheftet an ein der Verzerrung unterworfenes Kontinuum. Die relative Ab-
#nderung der Basis ist direkt makroskopisch nicht nachweisbar. Trotzdem
ist sie von groBem EinfluB auf das elastische Verhalten, weil Basisform und
Zelltorm einander bedingen. So verursacht z. B. in piezoelektrisch erregbaren
Kristallen ein angelegtes elektrisches Feld primir eine Deformation der Basis,
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indem es die positiven Basisbestandteile in der einen, die negativen in der
entgegengesetzten Richtung zieht. Auf den ganzen Inhalt der Zelle entsteht
durch das aduBere elektrische Feld keine resultierende Kraft, da er ja neutral
ist. Aber die Basisdeformation ihrerseits bewirkt eine Zelldeformation, welche
die makroskopische Deformation des Kristalls zur Folge hat (Umkebrung des
piezoelektrischen Effekts; Frequenznormalien der Radiotechnik mit schwingen-
der Quarzplatte, siehe Akustikband, Kap.II, § 5). Die Basisdeformation ist
erst von Born gebithrend beriicksichtigt worden; die Begriinder der Elastizi-
tatstheorie in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts (Navier, Cauchy)
haben sie iibersehen, und daher stimmte ihre
atomistische Begriindung der Kontinuumstheorie
picht mit der Erfahrung und diskreditierte die
atomistische Vorstellungsweise lange Zeit. < o=

2. Definition der Spannung. Dieatomi- ,
stische Definition der Spannung im Gitter
lehnt sich eng an ihr kontinuumsméiBiges Vor-
bild an. Bezeichnen wir zwei beliehige Atome

Kig. 747,

7, ////47’/

2,
20777

mit P und P’ und sei fpp die Kraft zwischen 7, Definition der Spannung.
ihnen bei ihrer tatsichlichen Lage im Gitter.

Denken wir uns nun zur Definition der ,Spannung® eine Ebene durch das
Gitter gelegt, die es in eine rechte und eine linke — oder besser eine
,ungestrichene“ und eine ,gestrichene“ — Halfte teilt. Als ,Spannung*
beziiglich dieser Ebene wird die gesamte Kraftwirkung definiert, die die
ungestrichene Gitterhilfte ausiibt auf diejenigen Atome der gestrichenen
Gitterhilfte, welche in einem iiber der Flicheneinheit der Trennungsfliche
errichteten Zylinder liegen (Fig. 747). Bezeichnen wir mit n die Normale der
Trennungsfliche, mit & den Spannungstensor, so wire formelmiBig

@("):2271"" ............ (4)
PP

(P und P' variieren in den in Fig. 747 gezeichneten Bereichen). Die Spannung
stellt sich also als Gittersumme iiber die Atomkrafte dar. Man erkennt leicht,
daB es auf die genaue Lage der Trennungsfliche nicht ankommt. Denn iiber-
streicht diese bei einer Parallelverschiebung ein Atom, so daB es aus der un-
gestrichenen in die gestrichene Hilfte iibertritt, so wird die Ebene von den
am Atom miindenden, statt von den aus ihm austretenden Kraftlinien durch-
setzt; da aber an jedem Atom Gleichgewicht herrscht, sind dies gleich viele,
so daB die Spannung sich fiir die Ebene vor und hinter dem Atom gleich gro8
ergibt. Es wird gezeigt ), daB bei kleinen Deformationen die gittertheoretisch
definierte Spannung Tensorcharakter hat, d. h. eine lineare Vektorfunktion
der Normalenrichtung n ist.

3. Natiirlicher Zustand; Kohision; Zerreilfestigkeit. Die
Spannung ist ein wichtiger Begriff zur Definition des natiirlichen Zustandes
eines Gitters. Darunter wird der spannungsfreie verstanden.

1) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 546.
59*
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Im spannungsfreien Zustand ist die innere Energie des Gitters ein
Minimum; fir jeden anderen Zustand ist diese Energie!) vermehrt um die
elastische Energie, die als Spannungsenergiefunktion durch eine quadratische
Form in den Spannungskomponenten [mit den Elastizitdtsmoduln als Koeffi-
zienten]?) oder als Verzerrungsenergiefunktion als quadratische Form der
Verzerrungskomponenten (mit den Elastizititskoeffizienten) ausgedriickt wird.
Nur im spannungsfreien Kristall stellt sich der normale Gitterabstand unter
dem KinfluB der Atomkrafte ein. Denkt man sich das Gitter durch eine Ebene
in zwei Hauptgitter aufgeteilt, so ibt die eine Gitterhilfte auf die zweite im
natiirlichen Zustand zunichst keine resulticrende Kraft aus. Sobald aber der
Versuch gemacht wird, die zweite Gitterhilfte von der ersten zu entfernen,
entsteht eine riicktreibende Kraft — die Kohision. Diese wichst bis zu
einem Maximum, um sodann mit weiter zunehmender Entfernung der beiden
Halbgitter schnell gegen Null abzunehmen. Ihr Maximalwert heit die
theoretische Zerreilfestigkeit. Wir kommen darauf spiter (§ 9, 2) zuriick.

Da bei der homogenen Deformation die Spannungen sich fiir alle parallelen
Lagen der Trennungsfliche gleich ergeben, gilt dies auch fir die duBersten
Atomschichten. Hieraus folgt, daB am Rande &uBere Krifte auf die Atome
wirken miissen, damit auch an den Randschichten Gleichgewicht herrscht: ein
homogenes Spannungsfeld und homogene Deformation entstehen nur unter
dem EinfluB geeigneter iuBerer Flichenkrifte (Spannungen).

4.Zusammenhang zwischen Deformation und Spannung (Hooke).
Um nun den Zusammenhang zwischen Deformationen und Span-
nungen und somit das Koeffizientenschema der beschreibenden Elastizitits-
lehre zu gewinnen, mufl berechnet werden, welche Spannungen bei der all-
gemeinsten homogenen Deformation auftreten, die den Kristall aus dem
natirlichen Zustand entfernt.

Wir setzen dabei voraus, dal die Kraftwirkung zwischen irgend zwei
Atomen P’ und P’ (etwa aus den in Fig. 747 bezeichneten Bereichen) durch
die ersten Ableitungen (den ,Gradienten“) eines Potentials @, p darstellbar
sei. Verindert man den Abstand P’P’, so wird die Verinderung der Kraft-
wirkung durch das Produkt aus den zweiten Ableitungen des Potentials und
den zugehérigen Verschiebungen der Atome gegeben. Will man nun die
Gesamtkraft aufstellen, die bei einer Verzerrung des Gitters am einzelnen
Basisatom (1, k) angreift (z-Komponente &/ ), so muf man die Summe der
zweiten Ableitungen von @ mal den Atomverriickungen iiber das ganze Gitter
bilden; will man andererseits die Spannungskomponente K, bilden (y-Kom-
ponente der Kraft pro Flicheneinheit einer quer zur z-Richtung gedachten
Trennungsfliche), so muB die Summe aller Kraftinderungen festgestellt werden, -
welche infolge der Abstandsinderungen der Punkte P und P’ in Fig. 747
entstehen. In beiden Fillen hat man die Verschiebungen i}, bzw. ihre Kom-

') Bei konstant gehaltener Temperatur ist eigentlich die ,freie Energie“ (Bd. 11,2,
Kap. IV, §21) um die Verformungsarbeit vermehrt. Doch ist der Unterschied gegen
die Aoderung der inneren Energie gering.

) Vgl. Kap. VIT, §20, G1.58.
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ponenten u,  [Gl. (3)] der homogenen Verzerrung einzufithren, mit denen
die zweiten Ableitungen des Potentials multipliziert werden. Bei der Sum-
mation treten die vom Zellenindex ! unabhiingigen GroBen 1y (Basisverzerrung)
und %,, (Deformationskomponenten des Kontinuums) heraus; sie sind multi-
pliziert mit gewissen, ither das Gitter zu erstreckenden Summen der Potential-
ableitungen, die wir als Koeffizienten der ux baw. u,, bezeichnen.

In Bornscher Schreibweise wird so:

13 Sk
@kz——— kzl”!l-l llk'y—ZIzyz]u,,z ...... (')a.)
yy U7 -

vz
P

Loy ,
Diese Formeln bediirfen der Erlduterung. Die Koeffizienten der i und wug,
sind als Klammern geschrieben. Die erste Klamner z. B. heilt, daB hier ein
Koeffizient (Gittersumme) steht, der von den Kombinationen Az sowie %'y ab-
hiangt. Dieser Koeffizient gibt ndmlich an, welcher Beitrag zur z-Komponente
der Kraft auf das k-te Basisatom geliefert wird durch die y-Komponente der
Verschiebung des Teilgitters &’. k und k' sowie , y, #’ usw. sind Reprisentanten
fiir die Basisbestandteile bzw. die Koordinaten. Die 2 z. B. heilit, dal iiber

_\ﬂ -
K.y= — We:— Zulzya'y' ey . . . (5h)
2y

alle Basisatome uund-alle drei Komponenten ihrer Ver:iigkungen zu summieren
ist.  Die resultierende Kraft selbst ist bei einer homogenen Verzerrung fiir
alle Atome des gleichen Teilgitters k dieselbe; darum ist sie R4, nicht £
geschrieben. Insgesamt sagt die erste Zeile der Gleichungen: Bei einer homo-
genen Gitterdeformation kann eine resultierende Kraft auf die einzelnen
Basisbestandteile entstehen. Sie setzt sich linear aus den Anteilen zusammen,
welche a) durch die Basisverschiebungen 1x und b) durch die Zellverzerrungen
uy , geliefert werden. Die Koeffizienten dieser linearen Beziehung sind Gitter-
summen aus den zweiten Ableitungen der Potentiale.

Fbenso lesen wir jetzt die zweite Zeile: die bei der homogenen Deformation
im Gitter entstehenden Spannungen setzen sich linear aus Beitrigen der
Basisverschiebungen und der Zelldeformationen zusammen. Auch wenn keine
Zelldeformation stattfindet, entstehen also Spannungen durch die inneren
(makroskopisch nicht bemerkbaren) Basisverzerrungen.

Bei einer homogenen Verzerrung darf keine resultierende Kraft auf die
Basis entstehen. Denn sie wire die gleiche fiir jede Zelle, und der Kristall
konnte nicht in Ruhe bleiben. Es ist daher 25{}, — (, wie man an den

%

expliziten Darstellungen der Gittersummen auch ablesen kann.

Bislang ist die homogene Deformation dargestellt durch 9 Gréfen
4.y, welche den 9 Komponenten der 3 vektoriellen Translationsinderungen
d ag gleichwertig sind, sowie durch s vektorielle Anderungen 0 v; der s Basis-
fahrstrahlen 1z, die zu den 3s Komponenten U, fithren. Von den u,, sind
nur 6 wesentlich, die als Deformationskomponenten iibrigbleiben, wenn
wir starre Drehungen des Gitters als uninteressant ausschliefen. Von
den ui, fallen 3 als unwesentlich fort, da ja nur die relativen Lagen der
s Basisatome physikalisch von Belang sind.
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Hatten wir ein Gitter aus einer einzigen Atomsorte (8 = 1, ,ein-
faches“ Gitter), so hiele die obige Bedingung ~>) & . — 0 einfacher £, = 0,
0

da wir @berhaupt keinen Basisindex k einzufithren hitten. In der Tat ver-.

schwinden alle Kraftkomponenten am Atom des einfachen Gitters, weil in

diesem auch "bei homogener Verzerrung jedes Atom Symmetriezentrum der

ganzen Anordnung bleibt. Wir hétten ferner, da kein wesentliches uz, vor-

handen, :

Ky = =2y’ yuay. « o oo v oo .. (6)
zY

Hiermit hitten wir fir das einfache Gitter die Spannungskomponenten als
lineare Funktionen der Verzerrungskomponenten dargestellt, d. h. das Hooke-
sche Gesetz gewonnen. Fiir die Koeffizienten, die in anderer Schreibweise
als ¢;x bezeichnet werden, erhilt man hier Gittersummen [zyx'y'], von
denen man leicht zeigen kann, dal sie bei beliebigen Vertauschungen der
%, y, 2, y' ungeiindert bleiben!). Nun gibt es aus den drei Werten g, Y, &
nur 15 verschiedene Koeffizienten dieser Art (3 mit 4 gleichen Zeichen; 6 mit
3 gleichen; 3 mit 2 verschiedenen Paaren; 3 mit nur 2 gleichen). Mithin er-
gibt sich fir ein einfaches Gitter ein Schema von 15 verschiedenen elastischen
Koeffizienten. Dies ist das Resultat der ,Rarikonstantentheorie®,
das von Cauchy stammt. Die Symmetrieeigenschaften, die man durch
spezielle Wahl der Translationen q; fiir das Gitter erreichen kann, setzen die
Zahl 15 weiter herab, so daB z. B. fiir ein kubisches Gitter nur noch zwei iibrig-
bleiben. Ebenso wiirden auch fiir vielkristalline Aggregate, die aus kubischen
Kristillehen aufgebaut sind, sich nur zwei unabhingige Konstanten ergeben, bzw.
das Poissonsche Verhaltnis der Querkontraktion zur Lingsdilatation miBte
6 =1/, sein. Die Messungen an Metallen, fir die die Voraussetzung
einfacher Gitter gemacht wurde (die sich fast 100 Jahre spiter durch die
Rontgeninterferenzen bestitigt hat), zeigten die Unhaltbarkeit der Cauchy-
schen Rechnung und diskreditierten die atomistische Begriindung der
Elastizitit.

Wir wenden uns nunmehr einem aus s Basisteilchen zusammengesetzten
Gitter zu, indem wir auf die GL (5) zurickgreifen. In einem solchen Gitter
ist die Deformation im einzelnen durch die 9 + 3s Grofen u,. und
Mgz bzw. durch die 6 + 8 (s — 1) wesentlichen unter ihnen bestimmt. Will
man auf einen direkten Zusammenhang zwischen den makroskopischen De-
formationskomponenten u, , und den Spannungen K, kommen, so miissen die
Basisverriickungen u;, aus Gl (5b) eliminiert werden. Dies ist in der Tat
méglich. Denn damit Gleichgewicht herrscht, geniigt es nicht, da8 die Resul-
tierende aller Basiskrifte 2 &%z = 0 ist, sondern an jedem Basisatom mul}

das einzelne £, — 0 seinf‘ Das ergibt, in Gl. (5a) eingetragen, 3s lineare
Beziehungen zwischen den uxy und den u,, und gestattet, diese 3s inneren
DeformationsgrsBen durch die 9 &uBeren linear auszudriicken. Physikalisch
bedeutet dies, daB zu einer gegebenen Zelldeformation eine ganz bestimmte

1) Born, Atomtheorie, 8. 548.
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Basisdeformation gehort, durch welche erst erreicht wird, daB das Gleich-
gewicht an jedem einzelnen Basisteilchen entsteht. Setzt man nun diese
Deformation 1 in Gl (5 b) ein, so entsteht wiederum ein linearer Zusammen-
hang zwischen K., und u, y:
Koy = —S(=yr'y 1+ zy; 9y Dbwy . . . . oo .. (1
o,y

Der Koeffizient von u.:, besteht erstens aus den uns vom einfachen Gitter
her bekannten Gittersummen; zweitens treten durch den Eliminationsproze
weitere Teile hinzu, bei denen (wie die Rechnung ergibt) nicht beliebig alle vier
Angaben w, y, 2/, y' vertauscht werden diirfen, sondern npur die ungestrichenen
unter sich, die gestrichenen unter sich oder das gestrichene Paar gegen das
ungestrichene [also wie z. B. im Ausdruck (z 4+ y)(z' 4+ ¥')]. Im ganzen gibt
es mit den drei Koordinatenrichtungen z, y, # 21 solche Koeffizienten, nimlich

[zz;z2]. . .3 mal lex; yel. . . 3mal
sz;xy]. .. 3.2, [zy;2z2). . .8 ,
rxs99]. . .3 o [zy; zy]. . .8 ,

Bei freier Vertauschbarkeit, wie bei den Koeffizienten [z y 2’ y'], fallen die beiden
letzten Zeilen als selbstindige Vertreter fort, da schon vorher Koeffizienten
mit zwei z- und zwei y-Stellen (bzw. einer y- und einer z-Stelle) aufgefiihrt
sind. Da aber natiirlich die Symmetrie des ganzen Koeffizienten in Gl.(7)
durch die des niedrigst-symmetrischen Teiles bedingt ist, haben wir in (7) das
Hoo kesche Gesetz in der Form der Multikonstantentheorie vor uns: die
Einstellung der Basis durch innere Verriickung iibt eine solche Riickwirkung
auf die Zelldeformation aus, dal die volle Zahl von 21 Koeffizienten erforderlich
ist, um den Zusammenhang zwischen Deformationskomponenten und Spannungen
zu geben. Die sechs Gleichheiten

[zyze] =[rxwy2s] und [zyzy]l=|z2yy] . .. (8)
welche die zwei letzten Zeilen der obigen Aufzihlung fiir die Koeffizienten mit
unbeschrinkter Vertauschbarkeit zum Fortfall bringen, heifen die Cauchy-
schen Relationen. Sie sollen nach der Gittertheorie nur dann gelten, wenn
(wie im einfachen Gitter) jedes Atom Symmetriezentrum der ganzen Anordnung
ist und deshalb bei jeder homogenen Deformation derselben im Gleichgewicht
bleibt. Wie schon oben erwihnt, sprechen die Messungen nicht fir die all-
gemeine Geltung der Rarikonstantentheorie. Hingegen finden sich die
Cauchyschen Relationen erfilllt an Gittern wie NaCl und KCl (Messungen
von W. Voigt), also bei polaren Kristallen, in denen jedes Ion ein Symmetrie-
zentrum des Gitters ist. Die Anzahl von Kristallen, deren Elastizitits-
eigenschaften vollstandig bekannt sind, ist sehr gering. Neuerdings sind die
Metalleinkristalle eingehend von P. W.Bridgman1) untersucht worden. Ob-
wohl viele von ihnen Gitter haben, in denen die Voraussetzungen fiir die
Cauchyschen Relationen erfiillt sind, werden diese doch nicht bestitigt. Die
folgende Tabelle stellt die Werte von Voigt bei Steinsalz und Sylvin,
sowie die von Bridgman an einigen Metallkristallen den Cauchyschen

1) P. W. Bridgman, Proc. Amer. Acad. Arts Sci. 60, 305, 1925,
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Relationen gegeniiber (wobei statt der Bezeichnung durch vier Indizes die
Voigtsche durch zwei Indizes benutzt ist).

Tabelle 1. Elastizititskonstanten kubischer Kristalle in kg/mm?;
Erfillung der Cauchyschen Relation Cyy = Cyy.

| ‘ ‘ ! | ox — €4y | Couchysch
Stoft h Autor [ en Coq g | o3 = Ca4 ” ‘l;,‘e‘;a‘t{oilc ¢

| L | | ew cwolle
NaOl ][ W Voigth) ] 4770 [ 1204 1820 | ~ 002
KCl K. Forsterling?) | 3760 , 650 . 640 | ~ 0,01 . .
cu | W.Voigt 113420 | 5590 | 6575 | ~ o2 | (erfillt sein
w | P.W.Bridgmm)‘ 51800 | 20500 | 15 300 | ~-025 |

[ T P R
CaFy, | W.Voigt?) 16700 | 3470 4570 ~ 03 . .
FeS; | W.Voigtl) 36800 | 10750 4830 | ~ 0 | | micht erfillt
Nal0; | W. Voigtd) 6330 | 1218 -2140 ~ 3 | se

Die Erfilllung der Cauchyrelationen bei den extrem polaren Kristallen
wird man als Stiitze fir die Bornsche Gittertheorie buchen. An diesen
Kristallen bestétigen sich auch ihre sonstigen Folgerungen weitgehend. Auch
zeigen sich die Relationen nicht erfilllt bei polaren Kristallen mit solcher
Struktur, daB sie gittertheoretisch nicht erwartet werden diirfen. Wenn die
Metalle die Cauchyrelationen trotz einfacher Struktur nicht erfiillen, so kann
man entweder annehmen, daB die Elektronen der Atome so leicht verschieblich
sind, daB sie als selbstindige Gitterbestandteile nach Art der Atome (d. h. mit
eigenen Gleichgewichtslagen) in Rechnung zu ziehen sind (also VergroBerung
der Zabl s der Basisbestandteile), oder aber, daB der ganze Bormnsche An-
satz der statischen Gleichgewichtslage des Gitters auf Metalle nicht angewandt
werden darf. Zwischen diesen beiden Méglichkeiten 1iBt sich heute wohl
noch kaum entscheiden.

§ 6. Dynamische Eigenschaften (Gitterschwingungen). 1. Lang-
same und schnelle Gitterschwingungen. Wie jedes System, das aus
einer stabilen Gleichgewichtslage gestért wird, kann auch das Kristallgitter
mechanische Schwingungen ausfithren. Sprechen wir zunichst von den
freien oder Eigenschwingungen, 8o finden sich darunter solche, die einen
direkten AnschluB an die Kontinuumstheorie gestatten. Das sind diejenigen,
bei denen die Basis nur mit ihrer Gesamtmasse am Trigheitswiderstand beteiligt
ist. Diese Art von Schwingungen liBt sich schildern als eine nicht ganz
homogene, gegen die Abmessungen der Gitterzellen nur sehr langsam ver-
anderliche Deformation, die das Gitter durchzieht und die Zellen als ganze
verschiebt. Die lokal entstehenden Spannungen dienen im wesentlichen zur
Beschleunigung der ganzen in den Gitterzellen befindlichen Massen, da die
Basisverzerrung so klein ist bzw. so langsam geschieht, daB in ibr keine
nennenswerte kinetische Energie aufgespeichert ist. Von dieser Art sind z. B.

1) W. Voigt, Wied. Ann. 36, 642, 1888,

%) K. Forsterling, Zeitschr. f. Phys. 2, 172, 1920.

8) P. W, Bridgman, Proc. Amer. Acad. Arts Sci. 60, 305, 1925.
4) W.Voigt, Wied. Ann. 44, 168, 1891.
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akustische Schwingungen, die das Gitter durchziehen. Sie lassen sich
berechnen, wenn man die bei statischen Deformationen giiltigen Beziehungen
zwischen Deformation und Spannung zugrunde legt, d. h. mittels der gewohn-
lichen Elastizititskoeffizienten.

Uber die beschreibende Kraft der statischen Elastizititstheorie hinaus
geht die zweite Art von Schwingungen, bei der der Hauptteil der kinetischen
Energie und der Tragheitswiderstand gegen die Bewegung in der schnell
wechselnden Basisverzerrung steckt. Die Bewegung lalt sich etwa als ein
Gegeneinanderschwingen der einzelnen Teilgitter & aus ungleichen Basis-
bestandteilen beschreiben. Da durch die Basisverzerrung starke Krifte ge-
weckt werden, die zur Beschleunigung geringer Massen dienen (beides im
Vergleich zu den akustischen Schwingungen), so liegen die Frequenzen dieser
Schwingungen sehr hoch (,schnelle“ oder ,ultrarote“ Schwingungen). Je
mehr Atome die Basis enthilt, um so mehr solche Schwingungen gibt es; jede
hat eine eigene Schwingungsform (Polarisation im verallgemeinerten Sinn, von
Born als ,Eigenvektoren“ bezeichnet) und eine eigene Frequenz. Je nach
der Richtung und Wellenlinge, mit der die Schwingung das Gitter durchzieht,
findet eine kleine Abinderung derjenigen Schwingungsform und Frequenz
statt, welche eine einzige im Potentialfeld des im iibrigen starr gehaltenen Gitters
schwingende Basis aufweisen wiirde.

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein lineares Gitter aus abwechselnd
positiven und negativen Ionen, also ein Gegenstiick zum Steinsalzgitter. Fig.748a
stellt eine ,langsame® oder ,akustische“ Transversalschwingung des Gitters dar.
Die Inhalte der durch vertikale Striche abgeteilten Zellen werden im wesent-
lichen undeformiert auf und ab bewegt. Fig. 748b zeigt die ultrarote
Schwingung von unendlich groBer Wellenlinge, bei der die Teilgitter gegen-
einanderschwingen, ohne dal eine Bewegung der Zellenschwerpankte statt-
finde. Man kann die Bewegung als Schwingung der undeformierten Teilgitter
gegeneinander beschreiben. Denkt man sich in Fig. 748a die Wellenlinge un-
endlich groB, so entsteht eine einfache Parallelverschiebung des undeformierten
Gitters, und die riicktreibenden Krifte verschwinden. Entwickelt man die
zu den verschiedenen Schwingungsarten der Fig.748 gehorenden Frequenzen @
nach der Wellenzahl 1/A der Schwingung, so miissen also die Frequenzen der
Schwingungen (a) eine Entwicklung erhalten von der Art @ = 0 4+ &
+1/A + ... Hingegen schliefen sich an die Schwingungsform (b) mit der zu-
gehorigen Frequenz o bei Verkleinerung der Wellenlinge Schwingungen der
in Fig. 748 ¢ dargestellten Art an, deren Frequenzen demgemill Entwicklungen
von der Art ® = @@ + @®1/4 4 ... besitzen. Das heilt: ihre Frequenz
wird im wesentlichen durch die auf die einzelnen Basisteile wirkenden riick-
treibenden Krifte bestimmt, bei endlicher Wellenldnge aber modifiziert durch
die Inhomogenitit der auftretenden Verzerrung.

Die Gesamtheit aller Frequenzen, die das Gitter austithren kann, heift sein
elastisches Spektrum. Es ist ein kontinuierliches, begrenztes Streckenspektrum;
das heilbt, es gibt (mit geeigneten Schwingungsweisen und Ausbreitungsrich-
tungen) alle Frequenzen zwischen gewissen Grenzen. Im Gegensatz dazu hat
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eine Saite von endlicher Lange (vgl. Kap. IV, Teil V), also ein begrenztes Kon-
tinuum ein unbegrenztes Punktsystem, nimlich eine Grundfrequenz und
ihre unendlich vielen Oberfrequenzen. (Vgl. auch unten 2.)

Da die inneren Verriickungen der Basis in die Elastizitatskoeffizienten
nur sehr summarisch eingehen, lassen sich dje schnellen (ultraroten)
Schwingungen aus ihnen nur gréBenordnungsmilig vorhersagen. Zu ihrer

Fig. 748. Erregung bedarf es einer hinreichend

schnellperiodischen Beeinflussung der

a %‘{qq inneren Kopplungen zwischen den
Basisatomen, z. B. durch ultrarotes

] x | x | x| Licht. Hierbei entstehen erzwungene
I el ol of Schwingungen. Bei der Annaherung
der erregenden Frequenz an eine Eigen-

¢ W%ﬁ frequenz tritt durch Resonanz ein be-
sonders starkes Ansprechen des Gitters
auf, das sich in einer Erhohung des Bre-

chungsindex und in verstirkter Absorp-

Schwingungsformen eines ein- tion bemerklich macht (Reststrahlen,
dimensionalen Kristalls.

ultrarote Absorptionsstreifen).
Allerdings gilt dies nur fir die sogenannten optisch aktiven!) Eigen-
schwingungen (z. B. Fig.748b), d. h. jene, die zu einem elektrischen
Moment der Basis fihren. Eine Eigenschwingung von der Art von
Fig. 748d, die etwa in FKluBspat Ca**F,™ entstehen kénnte, gehort mit
ihrer groBen Basisverzerrung ebenfalls zu den schnellen, aber, da trotz
der Ladung der [onen kein elektrisches Moment entsteht, zu den optisch nicht
erregbaren, inaktiven Schwingungen. Die lang samen erzwungenen Schwin-
gungen sind direkt nur erregbar, wenn periodich wechselnde resultierende
Krifte an der ganzen Basis entstehen, z. B. durch die Drucke auftreffender
Schallwellen. Es ist aber eine indirekte Erregung auf dem Umwege iiber eine
primére Basisverzerrung méglich, z. B. in den Schwingungsnormalien aus Quarz
in der Radiotechnik. Bei diesen entsteht als Folge der Basisverzerrung durch
das elektrische Wechselfeld eine periodische Zelldeformation und daher eine
Gestaltsinderung der ganzen Quarzplatte. Die Dimensionen der Platte sind
so bemessen, dall die mechanische Eigenschwingung der ganzen Platte bei der
gewiinschten Radiofrequenz liegt. Die duBerst geringe Dampfung der mecha-
nischen Schwingungen im Quarz$) begiinstigen das Anwachsen der Amplitude
durch Resonanz derart, daB die Platten gelegentlich in Stiicke zersprengt werden.

Wegen der inaktiven unter den hochfrequenten Schwingungen ist es
nicht moglich, aus den Ultrarotbeobachtungen allgemein auf die Atomkopp-
lungen zuriickzuschlieBen. Nur ein beschriankter SchluB gelingt manchmal3):

1; J. Brester, Dies. Utrecht, 1928; Zeitschr. f. Phys. 24, 324, 1924,

%) Einthoven bestimmte das logarithmische Dekrement fiir Torsions-

schwingungen von Quarzfiden zu 4.10—5 (Versl. Amsterd. Akad. 82, 369 [1923]).
8) Vg{ hierzu vor sallem die Arbeiten von Cl. Schaefer und Mitarbeitern;

zusammenfassender Bericht von 'G. Liaski in ,Ergebunisse d. exakt. Naturwiss.“,

Bd. IlI, 1924. (Verlag J.Springer.)
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dann namlich, wenn festgestellt werden kann, daB Eigenfrequenzen von
bestimmten eng verbundenen Atomen, etwa von einem Radikal, stammen.
Diese Schwingungen sind meist im kurzwelligen Ultrarot gelegen, da die
Bindung der Atome eines Radikals sehr fest ist. Sie wiederholen sich mit ge-
ringen Verschiebungen in einer Reihe von Kristallen, die das gleiche Radikal
enthalten, z. B. COy oder NO;. Zu diesen Frequenzen finden sich auch meist
Oberténe — eine Erscheinung, die durch nichtharmonische Schwingungs-
weise zu deuten ist (§7,1). Die Schwingungen solcher Gruppen werden
durch den Einbau der Gruppe ins Kristallgitter nur unwesentlich beeinfluBit.
Angenihert kann man ibre Frequenzen an den isolierten Gruppen berechnen
(vgl. 8.937).

Abzihlungen iber die Anzahl Eigenschwingungen stammen von Born?1),
den EinfluB der Kristallsymmetrie hat Brester2) untersucht.

2, Gitterschwingungen und spezifische Wirme3). Von groBer
Wichtigkeit sind die verschiedenen Schwingungsarten des Kristalls fir die
Theorie seiner spezifischen Warme. Die Eigenschwingungen kénnen
nimlich, gehorig normiert, zur Einfihrung von Normalkoordinaten benutzt
werden, so daB sich ein beliebiger Bewegungszustand der Kristallatome
durch sie darstellen liBt. Die in diesem enthaltene Gesamtenergie 1a8t sich
als Summe iiber die in den einzelnen Normalschwingungen steckenden
Energien erhalten. Die Normalschwingungen eines mechanischen Systems
sind bekanntlich miteinander nicht gekoppelt, sondern ganz unabhingig von-
einander, und verhalten sich wie eine Reihe von ungekoppelten Pendeln oder
Resonatoren entsprechender Frequenzen. Born und v. Kirmén+) haben
daher den Ansatz gemacht, den Wirmeinhalt eines Kristalls nach der gleichen
Weise auf die Normalschwingungen zu verteilen, wie es fiir eine Reihe unab-
hingiger Resonatoren der gleichen Schwingungszahlen ¥ — @ /27 nach der

Planckschen Formel
hv

T (9

#T—1
zu geschehen hitte. Um diese Verteilung vornehmen zu kénnen, mubl die
Zahl der in einen Frequenzbereich dv fallenden Eigenfrequenzen, d. h. die
Belegungsdichte des elastischen Spektrums des Kristalls, bekannt sein.

Das elastische Spektrum eines (unendlich groB gedachten) Kristall-
gitters ist ein begrenztes Streckenspektrum, beginnend mit 0 [der zur bloBSen
Verschiebung eines Gitters gehorenden Frequenz (siehe oben S.937)] und
endigend mit der héchsten, durch Basisverzerrung hervorgebrachten Frequenz.
In einem zusammengesetzten Kristall kann das Streckenspektrum in ver-
schiedene, durch Liicken getrennte Abschnitte zerfallen, so z B., wenn in
Ca COg die Eigenschwingungen des COs-Radikals weit hoher liegen als die
né.chst schnellen Schwingungen der COg-Gruppe gegen das Ca-Ion. In diesem

l) M. Born Verh DUphys. Ges. 19, 248, 1917.
%) J. Breeter, Diss. Utrecht, 1923.

3) Vgl. Bd.IIl, 1, Kap.7, 8.374 u. f.,, sowie Bd.Ill, 2, Kap.4, §10

4) M. Born und Th. v. Karmén, Physik. Zeitachr. 18, 297 1912,
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Falle hiitte man eine lange Strecke von moglichen Frequenzen (von 0 bis zu
der der geschilderten Schwingung von CO; gegen Ca), dann eine Liicke und
schlieBlich eine oder mehrere kurze Strecken von Frequenzen, die infolge Ver-
stimmung der Eigenfrequenzen der isolierten CO;z-Gruppe durch den Einbau
ins Gitter entstanden sind (wobei zwar die Ausbreitungsrichtung der Welle
mitbestimmend wird, aber die Schwingungsform und Frequenz im ganzen
doch nur wenig abgeiindert werden), Gibt man jeder moglichen Eigenfrequenz
den ihr nach der Planckschen Formel zufallenden Energiebetrag, so stellt
sich die Gesamtenergie angenihert dar: erstens durch ein ,Debyesches Glied“
und zweitens durch ,Einsteinsche‘. Die Debyesche Funktion entsteht
durch Integration der Planckschen Funktion iiber ein mit der Dichte
@ ~ v? belegtes Streckenspektrum, baw. besser iiber ein gleichmiBig belegtes
dreidimensionales ,Volumenspektrum“; die Einsteinschen Glieder sind
nichts anderes als die Plancksche KFunktion, genommen fiir mittlere Fre-
quenzen der isolierten kurzen Stiicke des Spektrums, die den Eigen-
schwingungen bestimmter Atomgruppen entsprechen. Niheres hieriiber siehe
in Bd. 11T, 2, Kap. 8, §3. Die spezifische Wiarme wird durch die Tem-
peraturverinderlichkeit des Warmeinhalts gegeben. Schwierigkeiten bereitet
die Reduktion der Formeln, bis sie durch bestimmbare Grioflen ausgewertet
werden kénnen. Die numerische Rechnung stiitzt sich teils auf die Werte
der Schallgeschwindigkeit, teils auf die optisch bekannten Ultrarotfrequenzen
der Kristalle, und wird unzuverlissig, sobald die Wellenlingenabhingigkeit der
Schallgeschwiodigkeit (akustische Dispersion) beriicksichtigt werden muss
[vgl. Griineisen und Goens]?).

¥ 7. Gittertheorie mit Beriicksichtigung héherer Glieder in der
Entwicklung der Gitterkriifte. Die formale Gittertheorie kann einen
Schritt weiter durchgefithrt werden, wenn nicht nur die ersten, sondern auch
die zweiten Potenzen der kleinen Verriickungen aus der stabilen Gleich-
gewichtslage beriicksichtigt werden. Auf diese Weise lassen sich eine Reihe
von Erscheinungen deuten, die vom Standpunkt der ersten Niherung aus
unverstindlich bleiben. Da starke Verriickungen aus der Ruhelage vor allem
durch die thermische Bewegung entstehen, handelt es sich dabei um die Er-
klarung der thermischen Verdnderlichkeit der schon in der ersten Niherung
auftretenden Grofen.

1. Der anharmonische Oszillator. Das Schema der Einwirkung der
hoheren Glieder erkennt man aus dem Studium des anharmonischen
Oszillators, d. h. einer einzigen, aus einer stabilen Gleichgewichtslage um
eine Linge x gestorten Masse, deren ricktreibende Kraft bis zu quadratischen
Gliedern in « beriicksichtigt wird. Ihre Bewegungsgleichung lautet, bezogen
auf die Masseneinheit,

= —wlx+ P2 . - - . (10)

1) E. Grineisen und E. Goens, Zeitschr. f. Phys. 26, 250, 1924 haben bei
Cd- und Bi-Einkristallen eine bessere Wiedergabe der spezifischen Wiirme ereicht,
indem sie die Dispersion und Richtungsabhingigkeit der elastischen Wellen in
Rechnung gesetzt haben.
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Nimmt man 8z < @,? und setzt fir die Frequenz @ der Schwingung und
die Elongation z Entwicklungen nach f§ an:
x=2x2'4zf+zp4+ -, o=o"taptaft...

so erhalt man der Reihe nach die Gleichungen

IO+ @o2x0 = 0, 20 = @t cos @y t,
L+ @3z = &% = a2 (1 + cos 2 @,t),
7+ 1'002.14‘ —_— ...

Aus der zweiten (ileichung ergibt sich

a?
T 2 0,2 (1 —1'3c0520,t),
. - af\ .
8o daB bis auf Glieder der Ordnung 072) als Losung entsteht:
0
r=a l_coscoot + odwﬁﬂ (1—1t c082mpt) +ooe| -« - - (10)
< %o

Das heiBt, es superponiert sich iiber die rein harmonische Schwingung
der Frequenz ), eine doppelt so schnelle Schwingung (1. Oberton), und auBer-
dem entsteht eine zu 3 und dem Amplitudenquadrat a? proportionale Ver-
schiebung § == a2 8 '2 @} des Schwingungsmittelpunktes — eine Folge davon,
daB die riicktreibende Kraft nunmehr einen fir beide Vorzeichen von x gleich-
gerichteten Bestandteil hat.

Das Auftreten des Obertones von der Frequenz 2@, bzw. noch hoherer
ist bei den auf S. 938 erwihnten Ultrarotschwingungen der Radikale beob-
achtet worden und zeigt, daB man bei ihnen mit dem linearen Kraftgesets
nicht mehr auskommt.

DaB die mit der Energie proportionale Verschiebung des Nullpunktes
der Grund ist firr die mit der Temperatur lineare Warmeausdehnung, hat
als erster Debye?l) erkannt.

2. Allgemeine Zustandstheorie des festen Kérpers. Wirme-
ausdehnung. Die Nullpunktsverschiebung des anharmonischen Oszillators
lieBe sich durch eine zeitlich konstante duBere Kraft, die an der Oszillatormasse
angreift, unterdriicken. Beobachtet man eine Kette von — sagen wir drei —
aneinandergekoppelten Oszillatoren, so wirden die Schwingungsmittelpunkte
nur dann unverschoben bleiben, wenn eine (mit dem Quadrat der Schwingungs-
amplitude wachsende) dulere Kraft an den Randatomen angebracht wird.
Das heilit: falls die Ausdehnung verhindert wird, entsteht ein thermischer
Druck, und umgekehrt entsteht eine Ausdehnung, falls sie nicht durch
duleren Druck verhindert wird. Es wire genau das gleiche bei einer Kette
von beliebig vielen Oszillatoren, die nichtharmonisch aneinandergebunden
sind. Im Innern der Kette werden die Abstinde aus Symmetriegriinden iiber-
haupt unbestimmt bleiben, aber am Rande — sobald die Einwirkung der

1) P. Debye in Vortrige iiber die kinetische Theorie der Materie und der
Elektrizitat, Gottingen 1913 (Teubner, 1914).
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Atome von rechts und von links nicht mehr gleich ist — wird sich ein Atom-
abstand einstellen, der von der Anbringung auBerer Kriafte an den Rand-
atomen beeinflullt wird, und dieser Abstand setzt sich durch das Innere des
Kristalls bis zum anderen Rande fort. Diese Art von Indifferenz des Kristall-
innern gegen die Dimensionierung bringt es mit sich, daB durch Druckkrifte,
die nur an den Randatomen angreifen, alle Atomabstinde sich gleicher-
weise abindern konnen und eine homogene Deformation entsteht. Statt fir
die Frage der Dimensionierung bis auf die Randatome zuriickzugreifen, kann
mit Born die Forderung der Spannungsfreiheit fiir das Kristallinnere (,,natiir-
licher Zustand“) zur Ergianzung der bloBen Gleichgewichtsbedingung dienen
— man erkennt die Gleichwertigkeit beider Verfahren auf Grund der Uber-
legungen von § 4,2. Firr das Entstehen der Wirmeausdehnung bei einer
Kette von nichtharmonisch gebundenen Oszillatoren erkennen wir aus dieser
Uberlegung, daB die Gleichgewichtsbedingungen im Innern allein keine
Wirmeausdehnung liefern — wie es wegen der Symmetrie im Innern sofort
ersichtlich ist —, sondern daB man entweder bis zu den Randatomen vor-
schreiten, oder die Bedingung der Spannungsfreiheit hinzunehmen mug.

Born!) hat eine Gittertheorie unter Beriicksichtigung der quadratischen
Kraftglieder durchgefithrt, indem er, wie Debye, die Einwirkung dieser
Glieder auf die ,freie Energie“ des Kristalls ermittelte. In dieser Theorie, die
am besten als eine allgemeine Zustandstheorie des festen Korpers
gekennzeichnet wird, spielt die Art der Quantelung eine wichtige Rolle.
Wihrend fir die harmonischen Eigenschwingungen der oben geschilderten
Theorie der spezifischen Wirme die quantenhafte Energieverteilung gemil
der Planckschen Funktion die gegebene war, miissen fiir die anharmonischen
Eigenschwingungen besondere Naherungsverfahren auf Grund der Stérungs-
rechnung benutzt werden, die Debye?2) sowie Born und Paulis) entwickelt
haben. Jeder Umstand, der eine Verinderung der wirksamen Frequenzen
herbeifiibrt, bewirkt eine Abinderung der freien Energie und simtlicher aus
ihr nach den Gesetzen der Thermodynamik durch Differentiation zu ge-
winnenden Grofen. So verursacht jede Gitterdeformation durch elastische
Beanspruchung eine Anderung der spezifischen Wirme; aber auch die Wirme-
ausdehnung des Gitters selbst bewirkt das gleiche. Wie man am Beispiel des
anbarmonischen Oszillators sieht, ist die Verlagerung £ proportional zu a?,
also zur Energie des Oszillators (wenn in dieser nur der von der harmonischen
Schwingung stammende Teil beriicksichtigt wird). Mithin ist die Temperatur-
abhingigkeit der Verlagerung und der inneren Energie die gleiche, d. h. das
Verhiltnis des Wirmeausdehnungskoeffizienten zur spezifischen Wirme tem-
peraturunabhéngig (Satz von Griineisen). Zur spezifischen Wirme selbst
tritt bei hohen Temperaturen ein von T abhiingiges Glied, das den experi-
mentellen Befund der Inkonstanz der spezifischen Wirme auch bei hohen
Temperaturen bzw. der Uberschreitung des Dulong-Petitschen Wertes

1) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, Ziff. 30 (S. 667 u. f.).
%) P, Debye, s. Zitat a. S. 941.
3) M. Born und W. Pauli, Zeitschr. f. Phys. 10, 137, 1922.
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wiedergibt. Auch eine Reihe anderer, groBenteils beobachteter Temperatur-
wirkungen ergibt sich aus dem Ausdruck der freien Energie des Gitters.
Es ist aber nicht notwendig, darauf hier niher einzugehen. Uber die Tem-
peraturabhingigkeit der elastischen Koeffizienten wiirden sich erst bei einer
noch weiter gehenden Néherung Aussagen ergeben.

§8. Spezielle Ansiitze iiber die Atomkriifte. 1. Der Bornsche
Ansatz von Zentralkraften. Die Bornsche Theorie ist zunichst ein
Schema, nach dem mit vollem Erfolg die Eigenschaften der festen Kérper in
ihrer formalen Gesetzlichkeit dargestellt werden kénnen, ohne eine andere An-
nahme zugrunde zu legen, als da der ideale Kristall die stabile Ruhelage
seiner Atome ist. Die in den formalen Gesetzen auftretenden Koeffizienten
(Materialeigenschaften) werden durch Summen iiber die Gitterkrifte dar-
gestellt. Da es sich um Storungen des Kriftegleichgewichts bei kleinen Ver-
schiebungen handelt, treten die riumlichen Ableitungen der Atomkrifté bzw.
die um eine Ordnung héheren Ableitungen der Einzelpotentiale der Atome
aufeinander als Summanden in den Gittersummen auf. Es ergeben sich bereits
durch diese Betrachtungen Beziehungen zwischen den Koeffizienten, die einer
experimentellen Nachpriifung fihig sind. Z. B. sei an den Zusammenhang
zwischen den Ultrarotschwingungen und der spezifischen Wiarme erinnert,
oder an die Cauchyschen Relationen zwischen den Elastizititskoeffizienten.
Solche Beziehungen haben sich oft gut bestitigt gefunden.

Will man iiber den formalen Inhalt hinaus zu einer tatsichlichen Be-
rechnung der Materialeigenschaften gelangen, so miissen die Atomkrifte
spezialisiert werden, bis die Gittersummen sich zahlenmiBig berechnen
lassen. Dies ist von Born und seinen Schiilern in zahlreichen Arbeiten
durchgefiihrt worden?). Hierbei bat sich fiir eine Gruppe von Kérpern, namlich
fiir die ideal polar gebauten (s. § 3), der Ansatz fiir das Potential zweier
Ionen p und p’ von den Ladungen ¢ und ¢’ im Abstand r,, bewihrt:

,__ad | b
Prp = Top + T (11)

Der erste Teil dieses Potentials ist durch eine Coulombsche, von den Gesamt-
ladungen der Ionen erzeugte Anziehungs- oder AbstoBungskraft hervorgerufen;
der zweite durch eine Kraft, die, falls der Exponent n gro8 genug ist, nur
auf ganz kurze Entfernungen wirksam wird. Es ergibt sich, dal dies stets
eine AbstoBungskraft ist. Eine solche Kraft mul zur Coulombschen not-
gedrungen hinzugenommen werden, um z. B. im NaCl-Gitter ein Zusammen-
flieBen aller Ladungen in einem Punkt zu verhindern. Sie entspricht einer
gewissen Volumenbestindigkeit der Atome. Dal diese abstoBende Kraft als
reine Zentralkraft angesetzt wird, ist ein Versuch, dessen Berechtigung nur
nach dem Erfolg beurteilt werden kann. Er diirfte nach unseren derzeitigen

1) Vgl hierzu die zusammenfassenden Berichte iiber Gittertheorie von:
a) Born und Bollnow, Handb. d. Phys.,, Bd. XXIV, Kap.5 (1927);. b) G. Heck-
mann, Ergebn. d. exakt. Naturw, Bd. IV, 1925; ¢) W. Braunbek, ebenda,

A U1 1007
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Vorstellungen vom Atom- bzw. Ionenbau nur dort berechtigt sein, wo er auf
Ionen mit abgeschlossenen Edelgasschalen (von hoher Symmetrie} angewandt
wird. DemgemiB bewihrt er sich bei den Alkalihalogeniden, geniigt aber
z. B. nicht bei Zinkblende, ZnS, in welcher nach der Meinung von Sommer-
feld und Grimm?1) die beiden Atome nur bis auf eine ,Untergruppe“ von
4 oder sogar nur (2 + 2) Elektronen (nach dem Stounerschen Schema) ab-
bzw. aufgebaut sind. Auch beim Diamant deutet das azentrische Streu-
vermogen ?) fiir Rontgenstrablen auf eine von der Kugelsymmetrie stark ab-
weichende Einwirkung des Atoms nach auBen hin und ldBt sich schwer mit
der Vorstellung von Zentralkriften zwischen den Atomen vereinen.

2. Absolutdimensionen der Kristallgitter. Auf Grund des obigen
Ansatzes lift. sich ein Einblick in die Entstehung der absoluten Dimen-
sionen der Kristallgitter (bei gegebenem Anordnungstyp) gewinnen. Die
gesamte innere potentielle Knergie des Kristalls ist durch die halbe Summe
der Potentiale gegeben, die alle Atome auf alle anderen ausiitben. Man muf
sie beim unendlichen Gitter auf die Volumeneinheit beziehen und spricht
daher besser von Knergiedichte; bezieht man sie bei thermochemischen
Rechnungen (Bor nscher KreisprozeB, s. Bd. 1II, 2, Kap. 4, § 12) auf das-Mol,
so heillt sie Gitterenergie pro Mol. Wird nun die absolute Dimensionierung
des Gitters zunichst offengelassen, und ist 0 irgend eine Entfernung im Gitter,
so besteht die Gitterenergie, wie das Kinzelpotential, aus einem zu 6! und
einem zu 0—™ proportionalen Teil :

B
— 5
Das natiirliche Gleichgewicht des Gitters entspricht der minimalen Gitter-
energie und wird daher bestimmt durch die Forderung

dG A B
48 = " o2 T om0 =0

A
=+

Die Konstante 4 lift sich durch Summation der bekannten Coulombschen
Einzelpotentiale fiir jeden Typ leicht ausrechnen (Madelungsche Konstante);
Methoden hierzu sind von Madelung3), Ewald+) und anderen angegeben
worden. Hingegen ist B unbekannt, da es sowohl vom Exponenten n als
auch von den Konstanten b der Einzelpotentiale abhingt, die je nach den
aufeinander wirkenden Ionenarten verschieden sind (z. B. fiir zwei Nat — Nat-
Ionen anders als fiir CI— — Cl— oder fiir Nat — Cl-).

Man benutzt daher die obige Gleichgewichtsbedingung nicht zur Be-
rechnung des Gleichgewichtsabstandes 0,, sondern zur Elimination von B,
fir das sich ergibt:

B=A6;'—‘-
n

1) A. Sommerfeld und G. H. Grimm, Zeitschr. f. Phys. 86, 36 (1926).

2) W. Ehrenberg, P. P. Ewald und H. Mark, Zeitschr. f. Krist. 68, 1927.
3) E. Madelung, Physik. Zeitschr. 19, 524 (1918).

4 P.P. Ewald, Ann. d. Phys. 64, 253, 1921.
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Setzt man B in die Formel fiir die Gitterenergie ein, so wird diese fiir
den Gleichgewichtszustand

Gy = ‘; (1—1n).

Man sieht hieraus, daB die AbstoBungskrifte bei hohen Exponenten n
nur eine geringfiigige Abinderung der in der Hauptsache von den Coulomb-
schen Kriften stammenden Energie des Gitteraufbaues verursachen.

Zwischen dem AbstoBungsexponenten n und der Kompressibilitat
besteht ein enger Zusammenhang!), der leicht begreiflich ist, da im wesentlichen
die AbstoBungskrifte ins Spiel treten, wenn man die Atome iiber die
Gleichgewichtslage hinaus nihern will. Born und Brody?) haben daher n
aus der Kompressibilitit unter Benutzung der Absolutdimensionen (Dichte)
bestimmt. Sie finden folgende Werte:

NaCl NaBr NaJ KCl K Br KJ
n = 7,84 8,61 8,45 8,86 9,78 9,31

Dieser hohe Wert von n liBt sich elektrostatisch deuten durch die
Wirkung zweier ,Wiirfelionen* aufeinander. Hierunter sei ein positiver Kern
mit 7 bzw. 9 Ladungseinheiten ¢ verstanden, der von 8 Elektronen im
Abstand a bzw. ¢’ in Wirfelanordnung umgeben ist. Das gegenseitige
Potential ¢ der Wiirfel hingt von ihrer Orientierung ab; sind f; und f,
Kugelflichenfunktionen, so ist '

2 2 (g4 — a'4 244
p=—0 4 SEEN oy T p
Bei fast gleich groBen Ionen (z. B. KCl) iiberwiegt das Glied mit r—?, so
dal eine Deutung fiir die experimentellen Werte von n nahegelegt ist. Nach
den neuen Vorstellungen iiber Atombau ist die Deutung durch elektrostatische
Ladungsanordnung nicht aufrechtzuerhalten. Wie Unso6ld 3) gezeigt hat,
gelangt man jedoch auch auf Grund der Vorstellungen, die die Wellen-
mechanik itber die Ladungsverteilung in einem Alkali- oder Halogenion gibt,
zum Verstindnis eines hohen AbstoBungsexponenten. Die Wellenmechanik
168t die Elektronen eines Atoms in eine Wolke negativer Ladung auf, die mit
allméhlich abfallender Ladungsdichte den Kern umgibt. Nihern sich zwei
Ionen soweit, daB die Kerne jeweils in die negative Wolke des andern Ions
eindringen, so ist nach den allgemeinen elektrostatischen Gesetzen nur noch
ein Teil der Wolke fiir die Anziehung wirksam. Daher wird die Abstofung
der beiden positiven Kerne aufeinander schnell grofer — wobei die wellen-
mechanisch berechnete Ladungsverteilung gerade ein Anwachsen der Ab-
stoBungskraft hervorruft, das in der Nihe der Gleichgewichtsentfernung der
Ionen sich durch ein ¥—"-Gesetz mit » ~ 9 anndhern liBt. Dal sich bei der
Anwendung dieses Gesetzes auf Ionen mit nicht abgeschlossenen Schalen

1) M. Born und A. Landé, Verh. D. phys. Ges. 20, 210, 1918.

%) M. Born und E. Brody, Zeitschr. f. Phys. 7, 217, 1922,

8) A. Unsgld, Zeitschr. f. Phys. 48, 563, 1927; vgl L. Pauling, Zeitschr. f.
Krist, 67, 377, 1928.

Miller-Pouillet I,2. 11. Aufl. 60
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(2. B. aut Zn8) Schwierigkeiten ergeben 1), sieht die Wellenmechanik voraus.
Wieviel das einfache Bornsche Kraftgesetz aber bei ausgesprochen polaren
Substanzen (d. h. solchen mit abgeschlossenen Ionen) leistet, zeigt sich ins-
besondere in der vorziiglichen Ubereinstimmung zwischen der theoretischen
und der aus experimentellen Daten berechneten Gitterenergie der Alkali-
halogenide®).

3. Ansatz polarisierbarer Ionen. Bei nicht idealpolaren Gittern
fithrt die Vorstellung polarisierbarer Ionen, wie auf S. 928 geschildert,
ein Stick weiter. Sie ist von Fajans und Joos8) auf Probleme der Re-
fraktion und der Adsorption angewandt worden, und Born und Heisen-
berg+4) haben die Polarisierbarkeit mit optischen Termwerten in den
Serienspektren in Zusammenhang gebracht. Die Einarbeitung dieser Vor-
stellung in die Gittertheorie ist von G. Heckmann?®) durchgefithrt worden.
Wie jeder Influenzvorgang, setzt auch die Deformation der Ionen zu Dipolen
(oder die Verstirkung solcher, falls sie schon vorhanden waren, durch In-
duktion) den Energieinhalt des Systems herab. Man findet also bei gleicher
makroskopischer Deformation des Kristallgitters eine geringere Energie vor,
wenn man den Ionen erlaubt, im Sinne einer gegenseitigen Polarisation auf-
einander einzuwirken; d. h. die Polarisierbarkeit bewirkt eine Verkleinerung der
elastischen Koeffizienten, die ja zugleich die Koeffizienten der quadratischen
Verzerrungsenergiefunktion sind. Allerdings werden die Koeffizienten nichtalle
beeinfluBt. Vorbedingung dafiir ist namlich, daB bei den Verzerrungen, fiir die
sie gelten, aus Symmetrieriicksichten Dipole entstehen konnen. Das ist z. B. bei
dem Zinkblendegitter nicht der Fall, wenn Normaldrucke lings den kristallo-
graphischen Achsen wirken, daher sind ihre elastischen Koeffizienten ¢, und ¢,
unverindert durch die Polarisierbarkeit. Hingegen verliert sich die hinder-
liche Symmetrie bei einer reinen Schiebung, der die Gitterzelle unterworfen
wird, und daher sind die Koeffizienten ¢,, und ¢, welche die Schiebungs-
deformation y, mit dem Normaldruck X, bzw. der Schubspannung Y, ver-
kniipfen, empfindlich gegen die Polarisierbarkeit. Heckmann zeigt im
Falle der Zinkblende, daB die Empfindlichkeit so grof ist, da8 schon ein
Bruchteil der — refraktorisch bestimmten — Polarisierbarkeit der Zn++- und
S~ —-Tonen geniigt, um die Werte der Konstanten einigermaBen richtig dar-
zustellen. Vor allem verschwindet durch die Polarisierbarkeit die in Zink-
blende nicht erfiillte Cauchysche Bedingung (S. 935) auch theoretisch.

Daf die Polarisierbarkeit der Ionen auch das elastische Spektrum des
Kristalls verindert, ist offenbar; damit ist auch ein EinfluB auf die spezi-
fische Wirme und auf die Temperaturabbiingigkeit dieser und anderer Eigen-
schaften verkniipft. Dies ist noch nicht berechnet worden. Hingegen findet

‘; M. Born und E. Bormann, Apn. d. Phys. 62, 218, 1920.
) Vgl. die Tabelle bei M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 761,
oder im Artikel Herzfeld, Bd. III, 2, Kap. 4, § 12.

%) K. Fajans, Die Naturwiss. 11, 165, 1922; K.Fajans und G. Joos, Zeitachr.
f. Phys. 33, 1, 1924,

4) M. Born und W. Heisenberg, Zeitschr. f. Phys. 23, 388, 1924.

8) G. Heckmann, Zeitschr. f. Krist. 61, 250, 1925.
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Heckmann allgemein, dal in den Kristallen eine weit geringere Polarisier-
barkeit angesetzt werden mub, als es fir die Berechnung der optischen Daten
fiir ein isoliertes Ion zu geschehen hat.

§ 9. Mechanik der Kristalloberflichen. 1. Oberflichenspannung.
Neben den bisher besprochenen, auf das Innere des festen Korpers beziiglichen
Aussagen gewinnt die Bornsche Theorie einige Aussagen iiber die Berandung
des Korpers. Diese Rechnungen sind bisher meist fiir Steinsalz, als einfachstes
Beispiel, durchgefiihrt worden. Man legt ein ,unendliches Halbgitter“ zu-
grunde, d. h. man zerschneidet das unbegrenzte Gitter zwischen zwei Netz-
ebenen. Die Arbeit zur Entfernung der einen Gitterhilfte von der anderen
gibt die Kapillarkonstante ¢ fiir die betreffende Netzebenenstellung
(vgl. Bd. ITL, 1, Kap. 11, § 1 u. 2, sowie Bd.III, 2, Kap 4, § 13). Sie stellt sich
allgemein als Summe iiber Einzelpotentiale zwischen den Atomen dar und la6t
sich ausfithren, wenn z. B. das auf S. 943 genannte Einzelpotential (mit n = 9)
zugrunde gelegt wird. Allerdings werden in beiden Gitterhilften nach ihrer
Entfernung die Atome, die der Oberfliche nahe liegen, sich etwas aus den
bisher eingenommenen Gitterorten wegbegeben, da sie der Einwirkung der —
durch das andere Halbgitter nicht mehr kompensierten — inneren Schichten
unterliegen. Das bedeutet eine gewisse Energieverminderung oder eine Ver-
kleinerung der Oberflichenspannung. Sie ist von J. Biemiiller?) abgeschitzt
worden zu 1 bis 40 Proz. der elektrostatischen Energie bei undeformierbaren
Ionen.

Die absolute Berechnung der Oberflichenspannung bei Alkalihaliden
fithrt auf Werte von der gleichen GroBenordnung, wie sie an den geschmolzenen
Salzen gemessen worden sind, ein direkter Vergleich ist aber nicht méglich.
Interessanter sind deshalb die Verhaltnisse der fiir verschiedene Flichen
geltenden Werte 6; fir Steinsalz wurde 6(1y1): G110y o0y = 5,81:2,71:1
von Born und Stern3) berechnet. Diese Verhaltniswerte geben nach
der thermodynamischen Theorie der Kristallform$) fiir einen Kristall,
dessen Flichen im thermodynamischen Gleichgewicht miteinander stehen,
die relativen Entfernungen der Flachen vom Kristallzentrum an. Da
2,71 > V2, 5,81 > V3 ist, diirfen Rhombendodekaederflichen (110) und
Oktaederflichen (111) an solchen Kristallen nicht auftreten — im Einklang
mit der iblichen (jedoch durch Harnstoffzusatz zur Losung zu beeinflussenden)
Kristallform des Steinsalzes. W. D, Kusnezow*) zeigt, dal die (110)-Flichen,
die beim Spalten von Steinsalz gelegentlich erhalten werden, in Wahrheit
durch Stufen von Wiirfelflichen angenahert sind — wie sich auch theoretisch
daraus vorhersagen lift, daB zu deren Ausbildung eine geringere Energie er-
forderlich ist als fiir die glatte (110)-Fliche. Auch die Abschleifarbeit an

1) J. Biemiiller (Diss. Géttingen), Zeitschr. f. Phys. 38, 759, 1926.
3) M. Born und O. Stern, Berl. Ber. 1919, S.901.
8) P. Curie, Bull. Soe. min, de France 8, 145, 1885; Qeuvres, 8. 1563. Die
" Theorie verlangt, daB die gesamte Oberflichenenergie — bei gegebenem Volumen
des Kristalls — ein Minimum wird.

4) W. D, Kusnezow, Zeitschr. f. Phys. 42, 302, 1927.
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(100)-, (110)- und (111)-Fléchen bei Steinsalz, die der Verfasser experimentell
bestimmt?), steht in dem Verhiltnis, das zu erwarten ist, falls beim Schleif-
prozeB kleine Wiirfel abgesprengt werden. Obwohl also zwischen Beob-
achtung und Rechnung im Fall des Steinsalzes darin Ubereinstimmung besteht,
daB die Wiirfelflichen vor den iibrigen bevorzugt sind, kann man aus dieser
Tatsache allein noch nicht auf die Richtigkeit der thermodynamischen Theorie
der Kristallgestalt schliefen.

2. ZerreiBfestigkeit. Eine weitere wichtige Anwendung findet die
Berechnung des Trennungsvorgangs eines Gitters in zwei Halbgitter zur Er-
mittlung einer theoretischen ZerreiBfestigkeit. Denkt man sich die
abzutrennende Gitterbilfte vorsichtig aus ihrer stabilen Ruhelage entfernt, so
wird zwischen den beiden Hilften eine zunichst ansteigende riicktreibende Kraft
entstehen, da die Ausgangslage ja die stabile Gleichgewichtslage war. Diese
Kraft wird durch ein Maximum gehen, da sie bei weiterer Abtrennung bald
verschwindend klein wird. Das Kraftmaximum pro Flicheneinheit entspricht
der ZerreiBspannung. Sie ergibt sich aus der Gittertheorie fiir die Wiirfel-
flichen von NaCl zu 200 kg 'mm?3) — fast 500 mal so groB, als im gewdshn-
lichen Zugversuch (450 g. mm2). Joffé und Mitarbeiter3) glauben diesen
Widerspruch darauf zuriickfiihren zu sollen, da die Oberflichen von wirklichen
Kristallen nicht vollkommen, sondern von feinen Rissen durchsetzt sind, die
die in der Technik als ,Kerbwirkung® bekannte entfestigende Eigen-
schaft haben. Durch Zerreifen unter Wasser bei gleichzeitigem Losen der
Kristalloberfliche liBt sich zwar die Festigkeit immerhin bis auf 5000 g/mm?
steigern, doch diirfte die Deutung der experimentellen Befunde als Zerreifbar-
keit senkrecht zur Wiirfelfliche nicht einwandfrei sein, da bei den Versuchen
Gleitung (s. § 12) eintritt.

§ 10. Uber die Bornsche Gittertheorie hinausgehende Probleme
und Ansiitze; Ideal- und Realkristall. Sowohl die allgemeine, wie die
mit speziellen elektrostatischen Kraftansitzen arbeitende Bornsche Gitter.
theorie bietet, wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich, einen ganz groBziigigen
Rahmen, der groBe Klassen von physikalischen Gesetzen aufnehmen kann.
Auger fiir die betrachteten mechanischen, gilt dies auch fiir elektrische und
optische Erscheinungen. Bei den typisch polaren Kristallen gerat auch die
Ausrechnung der Materialkonstanten, die in den Gesetzen auftreten, mit
dem einfachen Ansatz der Zentralwirkung von Atom zu Atom iiber-
raschend gut.

Im folgenden soll zunichst auf einige von der Gittertheorie noch unge-
l6ste mechanische Probleme hingewiesen werden. Dabei sei das fundamentale
Problem, wie die Theorie abzuindern ist, um auf nichtpolare und metallische
Kristalle anwendbar zu sein, nicht erortert. Vielmehr beschrianken wir uns

) W. D. Kusnezow, Zeitschr. f. Phys. 44, 228, 1927.

3) F. Zwicky, Physik. Zeitschr. 24, 131, 1923.

%) A, Joffé und Mitarbeiter, Zeitschr. f. Phys. 22, 286, 1924; vgl. Bd.1ll, 2,
Kap. 4, §13.
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auf solche Probleme, von denen man erwarten sollte, daB sie wenigstens
fir polare Kristalle mit den bisherigen Mitteln der Gittermechanik losbar
wiren.

1. Das Problem des Kristalltyps. Im Vordergrund steht hier die
Frage, warum eine Substanz in einer. bestimmten Anordnung (Kristalltyp)
kristallisiert. Nimmt man die Atomkrifte als gegeben an, etwa durch das
Bornsche Zentralpotential, so mubB der realisierte Kristalltyp sich vor allen
anderen Anordnungen durch das Minimum an Gitterenergie auszeichnen. Das
Problem wire also z. B., zu zeigen, daB fiir Ionen Nat und Cl—, die durch
die bekannten Werte der Ladungen e, der Koeffizienten b und Exponenten n
im Potentialansatz Gl. (11) ausgezeichnet sind, der Steinsalztyp die Moglichkeit
zu absolut geringster Gitterenergie bietet (selbstverstindlich im ,natiirlichen
Zustand“, d. h. unter freier Einstellung der Gitterdimensionen; durch Druck
konnten sich die Verhiltnisse andern: polymorphe Umnwandlung durch auBeren
Druck). Die Atomkonstanten bei Cst Cl— hingegen miilten in einem anderen
Wertbereich liegen, so da der Césiumchloridtyp sich aus ihnen bildet.

Dies Problem ist von Born und Emersleben?) in Angriff genommen
worden, aber nur in beschrinktem Umfang. Erstens ndmlich ist die Rechnung
nur fir 1 und 2 Dimensionen durchgefithrt worden; zweitens aber werden
zum Vergleich mit der ,rdumlichen Schachbrettanordnung® des NaCl-Gitters
nur solche Anordnungen herangezogen, die aus dem NaCl durch Vertauschung
von Ladungen (unter Innehaltung der besetzten Punkte) entstehen. Drittens
wird nur der Energieanteil der Coulombschen Krifte beriicksichtigt, der
allerdings nach den Betrachtungen in § 8,2, der iiberwiegende ist. Ob der
NaCl- oder der CsCl-Typ bei gegebenen Atomkonstanten realisiert wird —
dies Problem wird durch die angefithrte Untersuchung nicht beriihrt.

Hiergegen gibt eine Arbeit von F. Hund ?) einen wertvollen Beitrag zu
dieser Frage, ohne aber iiber die einfachsten Fille hinauszukommen. Hund
betrachtet zunichst unpolarisierbare Ionen und vergleicht die Gitterenergien
(pro Mol) des CsCl-, NaCl- und Zn8-Typs fir Verbindungen der Form A B
und der Ca Fg-, Ti O3 und Cuy O-Typs fir Verbindungen der Form A B, unter-
einander und mit der Energie eines isolierten Molekiils. Hierbei wird das
Bornsche Zentralkraftgesetz (11) mit beliebigem Exponenten % angenommen
und die Energiewerte gegen n aufgetragen. Bei sehr hohem 7 (,inkompres-
sible“ Ionen, n R 40) ist am stabilsten der CsCl-Typ, da hier jedes Ion von
8 anderen, entgegengesetzt geladenen, umgeben ist, der NaCl-Typ mit je
6 Ionennachbarn folgt nahe, der Zn S-Typ mit je 4 Nachbarn hat schon hoheren
Energieinhalt. Mit abnehmendem Exponenten n greift die AbstoBung auf
weiter entfernte Ionen iiber und die Reihenfolge kehrt sich um. Zwischen
n = 36 und n = 7 ist der NaCl-Typ, darunter der ZnS-Typ am stabilsten.
Ahnlich gilt fir » = 10: CaF,-Typ stabiler als TiO;-Typ, dieser stabiler als
Cuy O-Typ. Das isolierte Molekiil ist erst fiir recht weitreichende AbstoBungs-
krafte, nimlich fiir n = 4 am stabilsten.

1) M. Born und O. Emersleben, Physik. Zeitschr. 24, 73, 97, 1923.
3) F. Hund , Zeitschr. f. Phys. 84, 833, 1925.
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Nimmt man also den Exponenten % ~ 9 fir Nat+ und Cl— als gegeben
an, so erklirt diese Uberlegang wohl die Kristallisation im NaCl-Typ.;

Weiter betrachtet Hund den EinfluB der Polarisierbarkeit auf den
Gittertyp.. Wir hatten schon loben (§ 8) betont, daB das Eintreten der
Polarisation eine Energieabgabe des Gitters bedeutet. Ist die Polarisierbarkeit
groB genug, wie es bei den groBen negativen Ionen der Fall sein kann, so
kann eine symmetrische Anordnung der Ionen wie in NaCl, CsCl usw. unter
Energieabgabe in eine unsymmetrische iibergehen. Es finden sich dann
entweder Atomgruppen zu Molekiilen zusammen (Molekelgitter), oder die vor-
ber gleichmiBigen Abstinde der mit Atomen besetzten Netzebenen werden
ungleich und es entstehen ,Schichtengitter. Solche Schichtengitter sind
mechanisch durch besonders hohe]Gleitfahigkeit ausgezeichnet — ein Beispiel
ist MoS,, das éuferlich von Graphit kaum zu unterscheiden ist.

Erst wenn das Problem des Gittertyps fiir den ideal regelméBigen Kristall
rechnerisch und physikalisch klar liegt, kann man hoffen, den Temperatur-
einflu beriicksichtigen und die Theoriel der polymorphen Umwandlung bzw.
der Begrenzungslinien im Zustandsdiagramm von der statistisch-mechanischen
Seite aus fordern zu kénnen. Es handelt sich dabei um geringe Energie-
differenzen; denn die Wirmetonungen bei Abénderung des Gittertyps (poly-
morpher Umwandlung) sind ja recht klein gegen die gesamten Gitterenergien,
wie sie rechnerisch oder aus dem Bornschen Kreisproze8 (s. Art. Herzfeld,
Bd.III, 2, S.253) ermittelt werden.

2. Das Problem der Kristallgestalt und ihrer Anderung. Nach
dem Curieschen Ansatz soll die Kristallform, die als Endform im thermo-
dynamischen Gleichgewicht entsteht, diejenige geringster Oberflichenenergie
sein. Die eigentiimliche RegelméJigkeit des inneren Aufbaus verhindert beim
Kristall die Ausbildung der Kugelform, die bei Fliissigkeiten nach demselben
Gesetz auftritt. DaB die gittertheoretische Berechnung der Oberflichen-
spannung von Steinsalz (100) und (110) Werte liefert, die die Wiirfelfliche
als #dullere Begrenzungsfliche bevorzugt erscheinen lassen, ist [schon auf
S. 947 gesagt worden.

Es ist aber doch unwahrscheinlich, daf mit dem Curieschen Ansatz schon
die wesentliche Ursache fiir die tatsichlich zu beobachtende Kristallgestalt
erfalt ist. Diese wird vielmehr offenbar stark bedingt durch den Mechanismus
des Kristallwachstums!), Damit fallt die Entscheidung iber die tatsichliche
Kristaliform aus dem Rahmen der bisherigen gittermechanischen Ansitze
heraus und wird zu einem Problem, bei dem die Gittermechanik nur die Be-
rechnung des duBeren Kraftfeldes liefern kann, das der wachsende Kristall
in die Losung oder Schmelze hineinschickt und unter dessen EinfluB sich
die Bestandteile heranbewegen, die in den Gitterverband aufgenommen werden
miissen. Je nach der Art und Stirke dieser Felder wird der Antransport
und die endgiiltige Festlegung des Baustoffes schneller oder langsamer vor

') Vgl die interessanten Studien von C. H. S8aylor, Calcite and Aragonite,
Journ. Phys. Chem. 82, 1441, 1928, sowie von W. Kossel in ,Quantentheorie
und Chemie“. 8. Hirzel, 1928.
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sich gehen, und die Wachstumsgeschwindigkeiten der einzelnen Flichen be-
stimmen die Kristallform. Die Herstellung der idealen Curieschen Gestalt
und damit des endgiiltigen thermodynamischen Gleichgewichts wiirde durch
‘die Trégheit des Materialtransports, dem der kleine zu erzielende Energie-
gewinn gegeniibersteht, verzogert werden.

DaB an Kristalloberflichen besondere, ungewohnte Zustinde herrschen,
lebren beispielsweise die Versuche von Vollmer und Estermann iiber die
Loésung von Benzophenonkristallen in Quecksilber. Sie sind in erster Linie
angestellt, um zu zeigen, daB Quecksilberoberflichen diesen Stoff zu lésen
vermégen, obwohl sich im Innern des Quecksilbers kein gelostes Benzophenon
in vergleichbarer Menge aufhalten kann. Sodann zeigen sie aber, dal ein
Benzophenonkristall auf allen seinen Flichen Substanz verliert, auch wenn
nur ein Eckchen des Kristalls mit dem vorbeitropfenden Quecksilber in Be-
rithrung kommt. Dieser Versuch spricht fiir eine groBe Beweglichkeit der
Kristallsubstanz an der Kristalloberfliche, es ist so, als ob unter dem Einfluf
des Kristallstreufeldes (wie man das aus der Kristalloberfliche austretende
Feld in Analogie zum Kondensatorstreufeld nennen kann) an der Oberfliche
eine stark verdichtete adsorbierte Gashaut der Kristallsubstanz sich aufhielte
(eventuell vermischt mit anderen Bestandteilen), Die genaue Untersuchung
dieser Verhiltnisse ist von grofer Wichtigkeit fiir unsere Vorstellungen von
Kristalloberflichen und, wie wir am Ende dieses Paragraphen sehen werden,
dadurch fiir unser Verstindnis des ,Realkristalls®.

3. Das Problem der Wiarmeleitung?!) und der elektrischen
Leitung. Ganz in den Rahmen der Bornschen Gitterdynamik scheint
zuniichst der Vorgang der Wirmeleitung zu fallen, dessen Erkldrung sich
an die Vorstellung vom Wirmeinhalt des festen Korpers (§6,2) und seiner
Temperaturabhingigkeit (spezifische Wirme) anschlieSen miite. Es treten
aber hier Schwierigkeiten auf, die noch keine endgiiltige Losung gefunden haben.

Langsame elastische (akustische) Wellen pflanzen sich mit einer Schall-
geschwindigkeit fort, die mindestens nach Hunderten von Metern pro Sekunde
zéhlt, und aus den numerischen Rechnungen zur Theorie der spezifischen Wérme
wissen wir, dafl auch die schnellen elastischen Schwingungen, die Triger des
Hauptteiles der thermischen Energie bei gewohnlicher Temperatur, shnliche
Geschwindigkeit haben. Warum pflanzt sich die Wirme nicht auch mit Schall-
geschwindigkeit nach allen Richtungen fort? Fiir ein Medium mit linearen
Schwingungsgleichungen wire dies die einzige mogliche Folgerung — genau
wie in der Optik die durch eine Spiegelklappe in einer GefiBhilfte auf-
gespeicherte Strahlungsenergie nach Fortnahme der Klappe nicht anders als
mit Lichtgeschwindigkeit in die andere GefiBhilfte einstromen kann.

P. Debye bat zuerst eine plausible Erklirung fir die geringe Wirme-
leitfihigkeit des festen Korpers gegeben, die fiir elastische Wellen ein Gegen-
stiick zur optischen Theorie des Himmelsblaus von Lord Rayleigh?) bildet. Die
Grundvorstellung Debyes ist, da8 die Homogenitit des Kérpers in elastischer

1) Vgl. Bd. 111, 2, Kap. 4, §11c.
ag Vol Bd. IL1, Kap. 1é,§§ 14. f
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Beziehung aufgehoben ist, und zwar durch seine Temperaturbewegung selbst,
die lokal engbegrenzte, zeitlich nicht allzu schnell verinderliche Dichte-
schwankungen verursacht. Diese entstehen bei einem nichtlinearen Kraft-
gesetz durch die in § 7,1 besprochene Nullpunktsverschiebung, bzw. sie
konnen als lokale Wirmeausdehnungen infolge Anhiaufung von Wiarmeenergie
gedeutet werden. Hand in Hand hiermit geht eine Abéinderung der elastischen
Koeffizienten, bzw. der von Debye allein herangezogenen Kompressibilitit.
Eine elastische Welle, die dies in doppelter Hinsicht inhomogene Medium
durchsetzen will, wird durch Beugung an den Inhomogenititen zerstreut
werden und ihre anfangs einseitige Energiestromung wird bald nach allen
Richtungen gehen. Wie in der Theorie des Himmelsblaus, unterliegen die
kiirzesten Wellen dieser Zerstreuung am meisten. Jede Welle wird also nur
eine kleine Laufstrecke haben, in der sie einen gerichteten Energietransport
besorgt und es wird eine Art Diffusionsvorgang fiir den gerichteten Transport
der Energie iiber grofere Strecken maBgebend werden — und hierdurch ist
der formale AnschluB an die Gesetze der Wirmeausbreitung erreicht.
Debye bestimmte fiir Steinsalz unter Benutzung des experimentellen Warme-
leitungskoeffizienten, der Reststrahlfrequenz, Kompressibilitit, Wirmeaus-
dehnung, Dichte usw. die ,mittlere Transportlinge“ fiir den einzelnen Wellen-
vorgang; sie ergab sich sehr klein, groBenordnungsmiBig zwischen 1,4 und
44. 1077 also zwischen 5 und 15 lonenabstinden.

Die Debyesche Theorie ist in der mathematischen Durchfithrung nur
eine Skizze und ihre Richtigkeit ist bestritten worden; da aber auch die Giltig-
keit der Einwinde nicht restlos geklirt ist, scheint es immerhin wahrschein-
lich, daB allein auf Grund der Nichtlinearitit der Kréfte eine Dissipation in
der von Debye vermuteten Art entsteht. Eine Gittertheorie der Wirme-
leitung bleibt aber als mathematisch wie physikalisch hochst bedeutsames
Problem bestehen.

Von den neueren Untersuchungen iiber Wirmeleitung seien nur die
Griineisenschen?)erwihnt, die im Anschlub an Ideen von J. Koenigsberger
sowie A. Eucken die metallische Wirmeleitung in zwei Bestandteile auf-
spalten: eine Wirmeleitung des Atomgitters und eine solche des Elektronen-
gases, das im Metall zwischen den Atomen anzunehmen ist. Dieser zweite
Bestandteil ist durch das Wiedemann-Franzsche Gesetz (Bd. III, 1, Kap. 21,
§ 20) mit der elektrischen Leitfihigkeit verkniipft. Auf den ersten Bestand-
teil allein sollten gittertheoretische Rechnungen anzuwenden sein, die aber zu
den obigen Schwierigkeiten fiithren.

Dal Stérungen im regelmiBigen Kristallwachstum, Inhomogenititen und
Korngrenzen — also gewissermaBen sekundire, wenn auch unvermeidbare
Umstinde, auf die thermische und elektrische Leitung vielleicht von be-
stimmendem Einfluf sind, betont Benedicks. Die elektrische Leitfahig-
keit in Metallen wurde von jeher auf Grund des Wiedemann-Franzschen
Gesetzes von der Proportionalitit der elektrischen und der thermischen Leit-

1) E.Grﬁn;isen, Zeitschr. f. Phys. 46,151, 1928; dort Hinweis auf die fritheren
andlungen des Verfassers.
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fihigkeit mit dieser letzteren in engen Zusammenhang gebracht. Die Vor-
stellung von freien Leitungselektronen, die zwischen den Metallatomen gasartig
herumschwirmen, geniigte jedoch in der Behandlungsweise, mit der die
klassische Elektronentheorie [Riecke, Lorentz, J.J. Thomson]!) an dies
Bild herantrat, den berechtigten Forderungen nicht (Schwierigkeiten der
klassischen Theorie bei der spezifischen Wirme des Elektronengases und bei
der zahlenméBigen Wiedergabe der verschiedenen ,Effekte“). Erst als die
neue, von Fermi?) eingefiihrte Quantenstatistik von Sommerfelds) auf das
Elektronengas angewandt wurde, lésten sich diese Schwierigkeiten auf. Aus
der Elektronentheorie wurde neben dem ganzen Modell des Elektronengases
auch die Vorstellung von der mittleren ,freien Weglinge“ zwischen zwei
ZusammenstoBen des Elektrons mit Metallatomen iibernommen, zunichst ohne
von letzterer weitere Rechenschaft zu geben. Hierzu erwies sich aber die
Wellenmechanik von de Broglie-Schrédinger fihig: nach ihr findet die
Bewegung der statistischen Gesamtheit von Elektronen nach den gleichen
Regeln statt, wie die Ausbreitung einer ebenen Welle in einem Medium,
dessen Brechungsindex von Ort zu Ort variiert (die potentielle Energie der
Atome auf ein Elektron tritt an Stelle des Brechungsindex). Es tritt infolge-
dessen eine Streuung der Welle beim Fortschreiten ein, d. h. eine Schwachung,
die einer mittleren Reichweite oder freien Weglinge der klassischen Giastheorie
entspricht. Wie Houston*) gezeigt hat, ist in einem Kristall die Stirke der
Streuung bedingt durch die relativ langsamen Verinderungen des Mittelwertes
des Brechungsindex infolge von lokalen Temperaturschwankungen. Es besteht
also eine ganz enge formale und sachliche Analogie zwischen der Sommerfeld-
schen Theorie der elektrischen und der Deby eschen Theorie der Warmeleitfihig-
keit. Beide Eracheinungen konnen als im wesentlichen aufgeklirt gelten, ohne
daB aber bisher eine befriedigende gittertheoretische Behandlung gelungen wire.
4. Platzwechselerscheinungen. Gehen wir von den Metallen zu der
Gruppe der polaren Kristalle iber, deren Kriftespiel wir zu iiberblicken
glauben, so findet sich bei ihnen eine elektrische Leitfabigkeit nicht durch
Elektronen-, sondern durch Tonenwanderung. Diese Leitung ist als elektro-
lytische anzusprechen, indem, wie insbesondere die Arbeiten der Tuband tschen %)
Schule dargetan haben, zu jeder iiberfiihrten Elektrizitatsmenge eine nach dem
Faradayschen Gesetz iquivalente Stoffmenge gehdrt, die den Kristall von
Elektrode zu Elektrode durchwandert hat und zur Abscheidung kommt.
Ahnliche Wanderungs- und Platzwechselvorgiange dulern sich in
zahlreichen Erscheinungen. Hier sind vor allem die Diffusionsvorginge
in festen Korpern zu nennen, die teils als Fremddiffusion (Eindricgen vou
Ni in Cu, von KCl in KBr), teils als Selbstdiffusion vorhanden sind. Die
Selbstdiffusion ist von G.v.Hevesy in eleganter Weise nachgewiesen

!) Vgl. die zusammenfassende Darstellung durch Riecke in Handb. d. Radio-
logie Bd.6. Leipzig 1925.

3) E. Fermi, Zeitschr. f. Phys. 86, 902, 1926.

3) A. Sommerfeld, ebenda 47, 1, 1928.

4) W.V.Houston, ebenda 48, 449, 1928.

.5) Siehe zusammenfassend: B. Gudden, Ergebn. d. exakt. Naturw., Bd. III
(8pringer, 1924).
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worden, indem er in Bleichlorid radioaktive Bleiatome (Polonium) zwischen
nichtaktive hat hineindiffundieren lassen und den Anstieg der Aktivitit der
einzelnen Schichten maB. Da die &uBeren Kraftfelder isotoper Atome die gleichen
sind, ist anzunehmen, daf die Radioaktivitit der einen Atomsorte den Vorgang
der Diffusion nicht beeinflut hat, und daB der Platzwechsel im Innern polarer
Kristalle zu den regularen Erscheinungen gehort, sozusagen konstitutionell ist.

Die Gittertheorie von Born bietet zum Verstindnis der Platzwechsel-
vorgiinge kaum irgendwelche Ansitze. Es sind ja auch Vorginge, die nicht
mehr unter das Schema kleiner Abweichungen von der Ruhelage fallen.
Ein gewisses Verstandnis dieses Vorgangs geben Betrachtungen von W. Braun-
bek 1), die sich auf die energétischen Verhiltnisse bei grofen Ausschwingungen
der Atome aus den Gitterorten beziehen und die die Aufstellung einer Zu-
standsgleichung fiir die festen Korper bezwecken. Der Braunbeksche Ansatz
besagt, daB wegen der Periodizitit der Potentiale ein Atom, um sich endgiiltig
von seinem Gitterort entfernen zu koénnen, eine gewisse Energieschwelle
iiberschreiten muB. Von hier aus ergeben sich Aussagen iiber die Abweichungen
der spezifischen Wiarme vom Dulong-Petitschen Wert, iiber die Schmelz-
temperatur, die Schmelzwirme, die ultraroten Eigenfrequenzen und auch iiber
die elektrolytische Leitfihigkeit, die teils auf bekannte Regeln (Richards,
Lindemann), teils auf gute Ubereinstimmung auch der Absolutwerte mit
der Erfahrung fithren, Da aber die gittertheoretische Durchfiihrung dieser
Ansitze noch sehr primitiv ist, moge der Hinweis auf die Arbeiten geniigen.
Die gleiche Form des Potentialansatzes wie bei Braunbek findet sich in den
spiter zu besprechenden Theorien der elastischen Hysterese von Prandtl und
der Rekristallisation von Dehlinger, nur in anderer Weise rechnerisch ver-
wertet (siehe § 18).

5. Smekals ,Realkristall“. Einen wichtigen Einwand gegen die
Zustandigkeit der Bornschen Theorie zur Erklirung vieler stofflicher Eigen-
schaften erhebt in zahlreichen Arbeiten A. Smekal2). Er unterscheidet den
tatsichlichen ,Realkristall® von dem theoretisch betrachteten ,Ideal-
kristall“. Auch wenn man von gréoberen Wachstumsstérungen absieht, die
sich ja haufig an Kristall.n durch Unebenheiten oder Facettierungen der
Flichen, durch akzidenteile Doppelbrechung oder sonstige Inhomogenititen
bemerkbar machen, soll der Realkristall Wachstumsstérungen enthalten, die
fir ihn wesentlich sind. Sie werden von Smekal teils als ,Poren¥, teils
als ,Lockerstellen“ bezeichnet.

An den Poren bzw. Lockerstellen besitzen die Atome eine abnorm groBe
Beweglichkeit. Hier ist daher der eigentliche Sitz der Platzwechselerscheinungen
und der elektrolytischen Leitung. Der von Gudden und Pohl38) erforschte
lichtelektrische Effekt, durch den die Nichtleiter bei Belichtung eine gewisse
Leitfihigkeit erhalten, spielt sich an den Lockerstellen ab. An ihnen sammeln

1) W. Braunbek, Zeitschr. f. Phys. 88, 549, 1926.

%) A. Smekal, siehe z. B. Physik. Zeitschr. 26, 707, 1925; Ann. d. Phys. 83,
1202, 1927; Zeitschr. techn. Phys. 8, 203,1927; Zeitschr. f. Elektroch. 24, 472, 1928 usw.

3) ZusammengefaBt in B.Gudden, Erg. d. exakt. Naturw. Bd:11I (Springer, 1928).
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sich auch die im Gitter ,vagabundierenden“ Bestandteile [Hiittig]!) an, wie
z. B. die kleinen Verunreinigungen, die die Mineralfirbungen verursachen.
Die Lockerstellen erscheinen so als innere Oberflichen, an denen die Atome
sich in einem Zustand grofer Beweglichkeit befinden, éhnlich dem durch die
Benzophenonversuche Vollmers fir die AuBenfliche von Kristallen fest-
gestellten (§ 10, 2). Aus der ultramikroskopischen Untersuchung von Stein-
salz, das mit Alkalidampf gefirbt war (Siedentopf), folgert Smekal als
Porenabstand mindestens 2.10—*cm, als Porendurchmesser rund 4.10—%cm,
also rund 10000 bzw. 1500 Ionenabstinde.

Auf die mechanischen Eigenschaften des Gitters sind die Poren nach
Smekal, der hierin einen Gedanken von A. A. Griffith aufgreift, von
groftem EinfluB infolge der ,Kerbwirkung®?). Nach einer von Griffith
stammenden Formel liBt sich die Herabsetzung der Festigkeit durch Poren
bestimmter AusmaBe fiir ein isotropes Material iiberschliglich berechnen. Fiir
Glas kann man die ,theoretische“ Festigkeit aus der Oberflichenspannung
ungefdhr abschitzen. Der Vergleich mit den gemessenen Werten 1aGt auf
Poren von 10—8 bis 10—4cm Lange schliefen. Ist schon diese Porengréfe
unangenehm, da sie optisch wahrnehmbar sein sollte, so liegen bei Zink-
einkristallen nach Polanyi die Verhiltnisse noch ungiinstiger. Die Festigkeit
der Basisfliche ist bei diesen nur /500 des nach der Oberflichenspannung des
geschmolzenen Zinks zu erwartende€i™ertes. Eine solch starke Festigkeits-
minderung wiirde nach Griffiths!m8 #:el — deren Anwendbarkeit auch zu
iiberschliglicher Rechnung jedoig,vomiiesem Falle von Smekal bestritten
wird — auf unmoglich lange . 4tén ;on rund 1em Lénge fithren. Auf
experimenteller Grundlage wendet s..u vor allem A. Joffé3) dagegen, die
Lockerstellen als wesentliche Wachstumserscheinungen im Kristall anzu-
sehen. Joffé glaubt mit seinen Mitarbeitern die theoretische Zerreil-
festigkeit an Steinsalz von 200 kg/cm? annihernd erreicht zu haben — sei es
durch Abétzen der rissigen Oberfliche wihrend des Zugversuchs (vgl.§9,2) —,
sei es, indem die hohe Spannung ausschlieflich im Innern des Versuchsstiicks
erzeugt wurde (Erhitzen einer vorher abgekiihlten Kugel aus Steinsalz ¢).

Auch fir die Deutung der elektrolytischen Leitung wird die Zweck-
miBigkeit der Smekalschen Vorstellungen bestritten (Braunbek). Gestiitzt
werden sie durch sonstige Tatsachen, die fiir eine Unterteilung auch der ein-

1) G. Hiuttig, Fortschr, d. Phys., Chem. und phys. Chem. 18, Heft 1, 1924.

) Befindet sich im Innern eines Probestiickes ein RiB oder auf seiner Ober-
fliche ein Kerb, so werden die Spannungslinien gezwungen, ihren Weg um den
Rif oder Kerb herumzunehmen. Infolgedessen dringen sie sich — wie es die
Stromlinien einer Wasserstromung tun wiirden —, am Ende des Risses oder Kerbs
zusammen, d. h. dort herrschen viel héhere Spannungen als im homogenen Material.
Durch diese kann der RiB sich erweitern, was zu einer noch starkeren Spannung
und schlieBlich zum Bruch des Materials fiihrt. Die Kerbwirkung spielt in der
technischen Festigkeitslehre eine groBe Rolle. Um sie zu vermeiden, miissen z. B.
Nietenhilse sorgtaltig gerundet werden. Das Glasschneiden beruht auf der Kerb-
wirkung des Diamantritzes.

8) A. Joffé, The Physics of Crystals, Mc Graw Hill Book Co., New York 1928,
sowie Traus. Faraday Soc. 24, 1928 (KongreB iiber Probleme der Kohdsion mit
zahlreichen wichtigen zusammenhingenden Vortrigen).

4) A.Joffé und M. Lewitzky, Zeitschr. f. Phys. 85, 442, 1926.
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heitlich erscheinenden Kristalle in ganz kieine Idealbereiche sprechen und die
alle auf die gleiche GroBenordnung der Bereiche (etwa 1000 Atome) hinweisen.
Als solche sind nach Smekal anzufithren: die Intensitit von Rontgen-
interferenzen gemiB der Theorie von Darwin, die oben erwihnten Mineral-
firbungen und schlieBlich die Untersuchungen iiber das Wachsen von Silber-
und Quecksilberniederschligen durch Sublimation (Estermann). Bei der
ultramikroskopischen Untersuchung dieser Schichten zeigte sich, daf sie bei
geringer Dicke aus Einzelkristillchen von mindestens 1000 Atomen bestanden,
die erst in dickeren Schichten zusammenwachsen. .

Im ganzen laft sich heute wohl nur sagen, daB die Vorstellung ,kon-
stitutioneller* Poren oder Lockerstellen manche Griinde fiir sich hat; da sie
aber quantitativ noch nicht brauchbar geworden ist. Selbst in qualitativer
Hinsicht gehen verschiedene Vorstellungen nebeneinander her oder durch-
einander, z. B. was die GroBe der Lockerstellen betrifft, ob sie ortsfest sind
oder sich wie ein dynamischer Zustand durch den Kristall fortbewegen und von
welcher Art die Lockerung der Atome eigentlich ist.

II. Die mechanischen Eigenschaften der Metallkristalle.

§11. Die Herstellung von Metalleinkristallen. Von dem Krifte-
spiel, das die Atome eines Metalls in ‘Naitterlagen hdlt, wissen wir noch

so gut wie nichts. Die Tatsache der g * hen elektrischen Leitung durch
Elektronen!), die stindig mehr oder -t frei im Gitter anwesend sein
und das Gitterpotential beeinflussen 4+ Jricht geniigend dafiir, daB die

Stabilititsverhaltnisse der Metallgitter , .z anders sein miissen, als die von
Tonengittern.

Auch experimentell ist von der Physik der Metalle bis vor kurzem
wenig bekannt gewesen, trotz der ungeheuren metallographischen Literatur.
Das kommt daher, weil metallische Einkristalle sehr seltene Zufallsprodukte
waren, die im allgemeinen nicht systematisch untersucht wurden. Die folgende
Darstellung braucht daher die &lteren Untersuchungen nicht zu beriicksichtigen,
die wir nur insoweit verstehen, um zu sehen, daf ihre Deutung in einer
physikalischen Theorie so gut wie aussichtslos ist, solange nicht die weitaus
prinzipielleren und einfacheren neugefundenen Erscheinungen an Einkristallen
theoretisch faBbar sind.

Zur Herstellung von Einkristallen gibt es zwei Wege und ver-
schiedene Ausfiithrungsformens$).

Die Herstellung aus der Schmelze fuft auf den Tammannschen
Untersuchungen iiber den Mechanismus des Kristallwachstums3). Hiernach
bilden sich in der kilter werdenden Schmelze zunichst [als statistische
Zufallsprodukte] Keime, die nun nach allen Richtungen mit Geschwindig-

1) DaB wirklich freie Elektronen die metallische Leitung besorgen, geht am
unzweideutigsten aus den e/m-Bestimmungen in Metallen durch 8. J. und L. J.
H. Barnett hervor. Proc. Am. Acad. Arts Sei. 60, 127, 1925.

%) Vgl. Bd.III, 1, Kap. 11, § 19 und Kng. 12, §9..
8) G, Tammann, Kristallisieren und Schmel

Leipzig, J. A. Barth, 1903. «
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keiten weiterwachsen, welche durch die kristallographische Orientierung der
Flichen und durch die Zahigkeit der Schmelze bestimmt sind. Ein Viel-
kristall entsteht aus vielen Keimen, die schlieBlich, zu Kérnern oder Kristalliten
ausgewachsen, in den Korngrenzen zusammenstoBen. Letztere sind bekanntlich
am geschliffenen und polierten Metall durch Andtzen mit Siuren, Alkalien
oder sonstigen chemischen Mitteln sichtbar zu machen.

Will man Einkristalle erhalten, so ist dafiir zu sorgen, dall nur ein
Keim weiterwiichst. Czochralskil), der als Erster systematische Unter-
suchungen an Einkristallen durchgefiihrt hat, zieht einen Kristallstab langsam
nach oben aus der Schmelze heraus, mit einer (durch Versuch festzustellenden)
Geschwindigkeit, die der Wachstumsgeschwindigkeit einer seiner Kristall-
flichen entspricht. Durch Zufall oder bis zu einem gewissen Grade durch
Ansetzenlassen an einen geeignet orientierten Impfstab konnen Kristalle ver-
schiedener Orientierung erzeugt werden, die meist runden Querschnitt von einigen
Millimetern Durchmesser und Léngen von 20 cm und mehr haben. Etwas
anders wurde der gleiche Gedanke von Obreimow und Schubnikow?2) und
von Bridgman$) ausgestaltet: die Kristallisation findet in einem Gefil von
beliebiger Form statt, das unten in einer Kapillare endet. Die Abkiihlung
erfolgt durch langsames Senken des Gefafes durch die untere (ffnung eines
elektrischen Ofens. Die Kristallisation beginnt in der Kapillare, in der ein be-
sonders giinstig gerichteter Kristallkeim bald die Vorherrschaft gewinnt, weil
seine Richtung schnellsten Wachstums axial in der Kapillare liegt; er wichst
dann durch das ganze erstarrende Volumen hindurch. Auf diese Art lassen
sich einkristalline Stibe und Platten sofort in geeigneter Form fiir Zug-
versuche herstellent).

Die zweite, prinzipiell andere Methode, Einkristalle zu erzeugen, beruht
auf der Rekristallisation nach vorhergegangener Reckung. Sie ist
insbesondere von Carpenter und Elam?5) ausgebildet worden und eignet
sich fiir Blechstreifen und runde Stibe (weil nur in diesen beiden Formen
eine ither den Querschnitt geniigend homogene Reckung erzielt werden kann).
Das Verfahren besteht z. B. bei Aluminium darin, dal das angelieferte Material
(von méglichst gleichmiBigem Korn) zunichst durch sechsstiindiges Anlassen
(== Erwirmen) auf 550°C von inneren Spannungen vollstindig befreit, dann
durch Zug um 1,6 bis 2 Proz. plastisch gedehnt und dann einer weiteren
Wirmebehandlung unterworfen wird, die das Ziel hat, durch , Rekristallisation
zur Zerstorung der alten Keime und zur Bildung weniger groBer Korner —
womdglich eines einzigen — zu fiithren. Dies wird mit einer Ausbeute von
etwa 30 bis 60 Proz. an Einkristallen erreicht durch viertigiges Anlassen bei
langsam steigender Temperatur von 450 bis 550°C, das durch eine ein- bis

1) J. Czochralski, Zeitschr. f. phys. Chem. 92, 219, 1918, vgl. auch seine
nModerne Metallkunde“. .Springer, 1924.

%) L. Obreimow und L. Schubnlkow Zeitschr. f. Phys. 25. 81, 1924.

3) W. P. Bridgman, Proc. Am. Acad. Arts and Sei. 80, 305, 1925.

4) Welche Vorslchtsmaﬂregeln unter Umstinden gegen unerwiinschten Zug zu
ergreifen smd vgl. bei P. Kapilza, Proc. Roy. Soc. (A.) 119, 858, 1928.

5) H. C. H. Carpenter und C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. (A.) 100, 329, 1921.
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sechsstiindige Erhitzung auf 600 bis 640°C abgeschlossen wird. Diese letzte
bezweckt, einen oberflichlichen Belag von kleinen Kristallen zur Resorption
in den Einkristall zu bringen, der inzwischen das Innere der Probe erfillt
hat. Von Vorteil ist es, bei der thermischen Behandlung den heiBesten Punkt
des Ofens an ein Stabende, nicht in die Stabmitte zu legen und die Stibe
zum SchluB noch oberflichlich abzuitzen [Karnop und Sachs]?). Sehr
wesentlich kommt es bei diesem Prozel auf die Einhaltung der optimalen
Dehnung an, wie Fig. 749 zeigt. Sie variiert von Metall zu Metall — ist z. B.

Fig. 749 %)

R

Rekristallisierte Aluminiumstibe nach Dehnungen von 10, 8, 8, 4, 2 und 0 Proz.
(lin, Vergr. 0,85).

fir Eisen mit 3,25 Proz. entschieden hoher als fir Al. Ist ein Metall in-
homogen gereckt, so ist die GroBe des rekristallisierten Korns ortlich ver-
schieden. Man sieht dies an den Képfen der Proben in Fig. 749, die bei der
Dehnung eingespannt waren und offenbar auch bei den starkgereckten Proben
nicht iiber die giinstige Deformation hinauskamen.

Um die Abhingigkeit der Korngrife, die beim Rekristallisieren entsteht,
von dem Reckgrad und der AnlaBtemperatur zu veranschaulichen, hat Czoch-

1) R. Karnop und G. Sachs, Zeitschr. f. Phys. 42, 288, 1927.

) Aus J, Czochralski, Moderne Metallkunde in Theorie und Praxis, mit
freundlicher Erlaubnis des Verlags J. Springer, Berlin.
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ralski ,Rekristallisationsdiagramme® eingefithrt, von demen dasjenige fiir
Kupfer als Fig. 2561 in Bd. III, 1, Kap. 11, § 19 wiedergegeben ist.

Das Rekristallisationsverfahren gelingt nicht bei allen Metallen. Bei
Kupfer z. B. tritt eine Zwillingsbildung?!) nach mehreren kristallographisch
gleichwertigen Ebenen ein, so daB man Einkristalle bisher nur aus der
Schmelze gewonnen hat.

Mit dem Rekristallisationsverfahren hingt das ,Pintsch“verfahrens$)
zur Herstellung einkristallinen Wolframdrahtes fiir Glihlampen zusammen.
Der aus Wolframpulver gepreSte und gesinterte Vielkristalldraht wird lang-
sam durch einen Ofen gezogen, wobei.die Rekristallisation (auch ,Sammel-
kristallisation“ bei den Mineralogen genannt) stattfindet. Ein kleiner Zusatz
von Thoroxyd zum Wolfram ist fiir das Gelingen wesentlich.

Nicht ganz homogene, aber sehr schone Einkristalle von Wolfram wurden
von van Arkel?) auf einer ,Seele“ von Wolfram-Einkristalldraht erzeugt,
indem dieser Draht in einer Atmosphére von W Cl; zum Glihen gebracht
wurde. Hierbei' zersetzt sich das gasfsrmige WCly und das Wolframgitter
der Drahtseele wichst in die Dicke. Bleistiftdicke Einkristalle wurden so
erhalten.

Insgesamt hat man nach den obigen Methoden Kinkristalle von Al, Zn,
Sn, Bi, Cu, Ag, Au, Fe, Sb, Pb, Cd, Te sowie von Legierungen, z. B. Messing,
hergestellt. Von diesen sind aber nur die ersten so gut in ihren mechanischen
Eigenschaften untersucht, daB ein Bericht dariiber nétig wiire.

§ 12. Die mechanischen Eigenschaften der Mctalleinkristalle bei
einfachem Gleiten. 1. Der einfache Dehnungsversuch. Ein Metall-
einkristall kann so merkwiirdige Festigkeitseigenschaften zeigen, daf man
zunéchst nicht glauben wiirde, den gleichen Stoff in Hinden zu haben, den
man im vielkristallinen Zustand kennt. Vor allem scheiden sich bei den
meisten Metallen die Kristalle in ,dehnbare* und ,sprode“. Die letzteren
haben gegeniiber Vielkristalldrihten eine sehr viel geringere Zugfestigkeit und
reillen, wenn man sie zwischen den Fingern zu dehnen sucht, nach unmerklicher
Lingung irgendwo glatt ab — unter Ausbildung einer scharf spiegelnden,
offenbar kristallographisch vorgeschriebenen ,ReiBebene“.

Bei den dehnbaren Kristallen, die wir zunichst betrachten wollen, ist
oft die Dehnbarkeit erstaunlich. Es ist manchmal moglich, einen stricknadel-
dicken Einkristalldraht mit den bloBen Hinden auf die doppelte Linge zu
dehnen. Dabei wird seine vordem glatte Oberfliche schuppig, die Dehnung
erfolgt ruckweise, unter deutlichen Knister- oder Knackgerauschen. Der
Widerstand gegen die Dehnung wiichst an: es tritt ,Verfestigung“ ein.

Quantitativ sieht man diese Verhiltnisse an dem Dehnungsdiagramm
fiir Zink (Fig. 750) dargestellt, das einen Einkristall von mittlerer Dehnbarkeit

1) C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. London (A) 118, 28, 1926.

3) Niheres bei R.Gross und N. Blassmann, Neues Jabrb. f. Min., Geol.,
Paléontol., Beil. Bd. 42, 728, 1919,

%) A, E. van Arkel, Physica 8, 76, 1923.
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betrifft. Die maximale Verlingerung, bei der hier Bruch eintrat, betrug
76 Proz., die zugehorige Last 1,95kg ist bequem herzustellen, indem man
den Draht zwischen deu Fingern hilt. Es tritt kein ,FlieSen“ ein, d. h. keine
zeitlich konstante oder zunehmende Dehnungsgeschwindigkeit bei fester Last.
Sondern jede Vermehrung der Dehnung mul durch Steigerung der Last er-
reicht werden. Der ruckweise Charakter der Dehnung zeigt sich an den
Stufen der Dehnungskurve, Wiihrend der Dehnung entstebhen auf der blanken

Fig. 750. und vorher glatten Oberfliche des Drahtes
Bastastyng »Gleitellipsen“ ). Sie sind ein Zeichen
1954 [T dafiir, daB die Verlingerung des Drahtes
dadurch zustande kommt, daB der Kri-

Ausgangs-

% querschnitt stall in gewissen parallelen Ebenen von
2,2mm?  kristallographisch bevorzugter Stellung
l in dhnlicher Weise gleitet, wie dies etwa
[ ein Stapel Postkarten bei einer scheren-
1 den Beanspruchung tut. Bei Zn ist die
hevorzugte Gleitebene die Basisebene

| (0001), ebenso beim hexagonalen Bi.
' Bei anderen Kristallen, insbesondere hoch-
symmetrischen (kubischen), treten Gleit-
! ebenen verschiedener Stellung auf und
| komplizieren das Bild. Es ist daher
Verlingerung  zweckmiBig, den Untersuchungen von
%% Polanyi, Schmid und Mitarbeitern fol-
Zug-Dehnungsdiagramm gend, die Vorgiinge in den hexagonalen

fir Ziok-Rinkristalldraht. Kristallen voranzustellen.

2. Die Geometrie des einfachen Gleitens, Auler der Gleitebene
ist in ibr eine Gleitrichtung kristallographisch festgelegt. Bei Zink ist
dies eine digonale Achse (I. Art). Die Zeichnungen (Fig. 761) nach einem
von Polanyi?) angegebenen Modell der Gleitung von Zink erliutern den
Gleitvorgang. Der drahtférmige Ausgangskristall ist dargestellt durch einen
StoB gleich dicker Holzscheiben, deren Ober- und Unterseiten Basisebenen
(0001) des Einkristalls sein sollen. Auf der obersten Fliche ist die kristallo-
graphische Orientierung durch ein Sechseck angegeben; die digonalen Achsen
I Art gehen vom Mittelpunkt nach den Ecken des Sechsecks (Pfeil der Figur),
Die Lage zwischen kristallographischen Achsen und Drahtachse ist durch
Angabe der Winkel 1 und 2 bestimmt (y = Winkel Drahtachse/Basisebene,
A = Winkel Drahtachse/nichstgelegene digonale Achse I. Art). (Die hier-
bei noch bestehende Zweideutigkeit ist wegen der Symmetrie von keinem
Einflub.)

Wird nun der Kristall aus dieser Ausgangslage gedehnt, so gleiten im
Modell die Holzscheiben in der Gleitrichtung aufeinander ab. Als Betrag der

N

1) Vgl. die ,Gleitlinien“ von Kap. VII, § 1
%) H. Mark M. Polanyi, E. Schmld Zextschr f. Phys. 12, 58, 1922,
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Gleitung oder als ,Abgleitung“ a bezeichnen wir mit Sachs!) die Strecke,
um die sich zwei Gleitflichen in der Entfernung 1 (senkrecht zu den Flachen
gemessen) verschoben haben.

Bezeichnen wir die Einheitsvektoren in der Gleitrichtung mit g, senkrecht zur
Gleitfliche mit ®, ferner mit I, und |, die Vektoren vom Anfangs- zum Endpunkt
des Drahtes vor und nach der Gleitung, mit I, und I, ihre Betrige, mit  das Ma8

Fig. 751. Fig. 752.

B
0

Polanyis Modell der Gleitung an Zink. Zur Geometrie des Gleitvorganges.

der Gleitung, wie es eben definiert wurde. In Fig. 752 liegen Iy, I; und g in der
dureh Drahtachse und Gleitrichtung gegebenen Ebene, & hingegen nicht. Denken
wir das untere Drahtende () festgeﬁalten, so ist die Verschiebung des oberen
Drahtendes vektoriell

a(l,®). g oder alysiny,.g
(d. b. in Richtung g, von der Linge a mal Komponente () P der Drahtlinge senk-
recht zur Gleitflache). Also ist
Lh=hLhtaG®.g .. ... ... ()
Die Dehnung des Drahtes erhdlt man auf zwei Weisen: durch Bildung entweder
des Vektorproduktes mit g oder des skalaren Produktes mit ® [bei dem (g®) = 0]:
(18]
L)
Die Dehnung %)

[lo8], d. h. fir die Betrage: [, sin 4,
(‘0 G’)v d. h. n » » ll sin A

1y 81n 2,
Iy sim x.

I

sinldy __ sin Y
sin A, sin x4y
kann also aus den Neigungen der Drahtachse gegen Gleitrichtung oder Gleitebene
in gleicher Weise entnommen werden.

Bilden wir das Quadrat der Gleichung («), so gewinnen wir die Abgleitung a:
W =142a,68)1,08)+ a® (1, ®)® = 1§ (1 4 2a sin 1, cos Ay + ad sind y),

d = L/ly =

1 .
a= - % (Va8 —sin3 29— coshg) - + - « = « v o o )
oder unter Benutzung von (8):
__Cosky _ coskh
T winy  siny
Die Abgleitung 1Bt sich also bei Kenntnis der Ausgangsorientierung allein durch
Messen der Dehnung oder der Endorientierung bestimmen.

1) Siehe E. Schmid, Zeitschr. f. Phys. 40, 54, 1926.

2) Die Dehnung wird entweder, wie oben definiert, als Verbaltnis d = LWy

der Langen nach und vor der Deformation g , oder als prozentische Dehnuny

d = 100 I'T 2 (vgl. Kap. VI, § 8). d ist ein Langenverhaltnis, d' ein Ver-
lén garungsverg}iltni 8!

Maller-Pouillet I, 2. 11. Aufi.

61
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Durch die Gleitung flacht sich der — urspriinglich als rund angenommene —
Querschnitt des Drahtes ab, so daB der Draht mehr einem Band dhnelt. Da
die Deformation durch Gleitung offenbar eine einfache affine Verzerrung ist,
geht der kreisformige Querschnitt in einen elliptischen iiber, dessen grole und
kleine Achse die Breite und Dicke des Bandes bilden. Die Breite bleibt dahei
nur gleich dem Durchmesser des ungedehnten Querschnitts, wenn die Draht-
achse in der durch Gleitebenennormale und Gleitrichtung bestimmten Ebene
liegt. Bei anderer Lage ist die entstehende Bandbreite griofSer als jener
Durchmesser. (In der Fig.751 z. B. tritt eine kleine Verbreiterung ein.)
Am gedehnten Band zeichnen sich die Spuren der Gleitebenen durch Gleit-
ellipsen ab, aus deren mikroskopisch vermessener Lage riickwarts sowohl die
Neigungen der Gleitebenen wie der Gleitrichtung gegen die Bandachse oder
gegen die Achse des ungedehnten Kristalls ermittelt werden kénnen. Wird
nun noch mit Rontgeninterferenzen die kristallographische Lage der Draht-
achse bestimmt, so gewinnt man die kristallographische Bezeichnung der
Gleitebene und Gleitrichtung.

Die folgende Tabelle zihlt die bisher gefundenen Gleitebenen und Gleit-
richtungen sowie die ReiBebenen auf. Soweit kristallographisch ungleich-
wertige Richtungen auftreten, sind sie in der Reihenfolge ihrer Hiufigkeit
aufgefiihrt.

Tabelle 2. Gleitelemente der Metallel).

lhchteste

.
y | Gleit- Gleit- | Reifl- Dichteste |
Metall Struktus mhtung '} !ﬂm che & | fliche | Gittergeraden ‘ Netz-
ebenen
Zink |\ hexagonale dich- - (ooon \(oom)l [1010] (0()01)
Cadmium |/ teste Packung ! E (1010)
tetragonal de- [oo1 00 |
Zinm . . ’ formierter Dia- [101 (100) — foo J (100)
| manttyp huj w0 {‘[100 (11}, (101} (uo)
Al, Cu, |\ kubisch \
Ag, Au | f flichenzentriert |f [101] ‘ am | ' [101) a
Wolfram |\ kubisch \ * : ‘
Eisen { raumzentriert |f (11] ‘ ? l‘ - | (1] A
Wismut |/ Thomboedrisch, | (101) a1 | (11) [101] (111)
\ fast kubisch [110] (aty | @y [110] (111
Tellur. .| rhomboedrisch (t010] | (1010) V(mw) [1010] ' (0001)

Der Gleitvorgang kann in geometrischer Hinsicht genauer beschrieben
werden als ,Biegegleitung“. So wie wir ihn bisher geschildert haben
(reine Gleitung), miibte namlich zugleich mit der Langung eine Schrigstellung
der Stabachse stattfinden, entsprechend Fig. 753b. Da dies in Wirklichkeit
nicht geschieht, muB notwendig eine Neigungsinderung der Gleitflichen er-
folgen. Sie findet vorzugsweise an den Ansatzstellen des Bandes an die
ungedebnten Kristallteile statt. Hiufig bildet sich die in Fig. 753 ¢ an-
gedeutsto Begrenzung infolge der Gleitung aus. Besitzen die Gleitebenen

}) Nach M. Polauyl, Die Naturwiss. 16, 289, 1928.
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an den Ubergangsstellon zwischen Kristallkérper und Band die Fahigkeit der
Biegung, so geniigt dies offenbar. Denn das bandférmige Mittelstiick ist
dann gewissermalen an zwei Gelenken gelagert und kann bei weiterer Dehnung
durch bloBes Gleiten (ohne Biegung) in der Zugrichtung bleiben. Sofern aber
das bandférmige Stiick sich nicht gleichmidBig ausbildet, wandert die Stelle
der Biegung durch den Kristall fort. DaB an den Biegungsstellen die Gleit~
flichen anders als in der Mitte beansprucht
werden, ist natiirlich. Daher findet sich
dort eine griBere Deformationsenergie vor
als in der Mitte. Die Biegegleitung ist zu-
erst von Miiggel) bei Untersuchungen iiber
das Gleiten in nichtmetallischen Kristallen
beschrieben worden; fiir Metalle hat Po-

lanyi?) diese Vorstellung herbeigezogen. %{ )

3. Die Dynamik des einfachen g
Gleitvorgangs. Wie steht es nun mit den %
Kriften beim einfachen Gleit- und
ReiBvorgang? Durch die schénen Unter-
suchungen von Taylor und Elam und von Schmid ist in direkter Weise
bewiesen worden, daf Gleiten immer dann eintritt, wenn der Zug
auf den Draht in der Gleitebene und Gleitrichtung eine Schub-
spannungskomponente erzeugt, die einen kritischen Wert iiber-
steigt. Ist 7 der Zug im Draht (d. h. Kraft pro Einheit des Quer-
schnitts ¢ senkrecht zur Achse), 7 der Winkel zwischen Achse und Gleit-
ebene, 4 derjenige zwischen Achse und Gleitrichtung g, so ist die Zugkom-
ponente lings g: Z cos A und, bezogen auf die Gleitebene von Querschnitt g/sin g,
die Schubspannungskomponente T = Z cos A sin §, wihrend die Normal-
komponente der Spannung in der Gleitebene v — Zsinsy ist.

Fig.753 a, b, c.

Die Biegegleitung.

Zuniachst ist von Polanyi und Schmid8) gezeigt worden, daf all-
seitiger Druck auf einen Einkristalldraht (Zn und Sn) ohne Einfluf auf das
Eintreten der Gleitung ist. Sie stellten den Dehnungsversuch in einer mit
CO, fillbaren Bombe an. Dann abet hat Schmid den Eintritt des Gleitens
in Abhéngigkeit von der Orientierung der Stabachsen untersucht und gefunden,
daB, wenn iiberhaupt Gleiten auftritt, es bei dem Zug beginnt, bei welchem
die kritische Schubspannung 7; iiberschritten wird, einerlei, wie groB dabei
der Normaldruck ist.

Wie erwihnt, sind nicht alle Kristalle des gleichen Stoffs ,dehnbar,
d. h. zeigen die Gleitung. Es gibt auch ,spréde“ Kristalle, die bei zunehmen-
der Last reiBen, ohne sich plastisch verformt zu haben. Der kristallinen
Eigenart entsprechend tritt auch das Reiflen lings einer kristallographisch
bestimmten Ebene ein, ,ReiBebene“. Ob Gleiten oder Reilen eintritt, hingt
von der Temperatur, der Belastungsgeschwindigkeit und der Orientierung der

1) Miigge, Neues Jahrb. f. Min., Geol., Paliontol. 1898 (I), 8.71.
3) H. l‘%ark. M. Polanyi, E. Schmid, Zeitechr. f. Phys. b, 58, 1922.
3) M. Polanyi, E. Schmid, ebenda 16, 336, 1923.

61*
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Drahtachse im Einkristall ab. Zinkkristalle z. B. bei der Temperatur der
fliissigen Luft sind sprode und zeigen die Basisebene als ReiSfliche. Niheres
tber Reillen vgl. unten. Fir das Eintreten des Reifens ist die Schubspannung
in der Reiebene belanglos und die Uberschreitung einer kritischen Normal-
spannung ¥; Vorbedingung. Sind die kritischen Werte 7; und v; bekannt
(sie hiingen selbst noch von der Temperatur und der Belastungsgeschwindig-
keit ab), so 1abt sich voraussagen, von welcher Orientierung ab der Draht
aufhort, dehnbar zu sein: es ist offenbar der Bereich der Sprodigkeit
jener Winkelbereich (, 1), in dem bei Steigerung des Zuges erst die Normal-
spannung vy erreicht wird. Fir Wismut?) darf 4 = y gesetzt werden
(die Gleitellipsen liegen nahezu symmetrisch im Band); aus den Dehnungs-
versuchen mit verschieden orientierten Kristallen folgt als Mittelwert far
die kritische Schubspannung ¢ = 221 g/mm? und aus ReiBversuchen
v = 324 g/mm2% Mithin ergibt sich der Grenzwinkel § zwischen dehnbar
und sprode aus

T = Zcosy siny == 221 324 040
H _= = 492,
v = Zsinty  — 3945 WX ygy3 ¥ = 55°42

In der Tat finden sich bei den untersuchten 25 dehnbaren Bi-Kristallen
nur y-Winkel von 28° bis 46° 30, bei den 17 in den Tabellen aufgefiihrten
sproden Kristallen nur Winkel von 55 bis 79°.

Die Temperatur beeinflut den Wert der kritischen Normalspannung bei
Bi nicht; die kritische Schubspannung hingegen fillt mit steigender Tempe-
ratur im Gebiet von 0 bis 200°C linear ab (221 g/mm? fir 200C, 100 g/mm3
fir 200°C).

Aus der Winkelabhiingigkeit der kritischen Schubspannung ergibt sich
als Wert fir die Klastizititsgrenze F (d. h. fir denjenigen Zug, bei
dem die erste bleibende Deformation eintritt)

= .- tk. ( ri? - bei symmetrisch liegenden G]eitellipsen)

cos A siny \cosy siny
bzw. fir die Reilgrenze R

Vi
T sinty

Wie man sieht, sind solche ,Grenzen“, die in der Technik zur Festlegung
der mechanischen Eigenschaften kleinkristallinen Materials eine groBe Rolle
spielen, fir den elementaren Vorgang am Einkristall wegen ihrer Abhingig-
keit von der zufilligen kristallographischen Orientierung als Materialkonstanten
ganzlich uncharakteristisch.

Setzen wir nunmehr voraus, daB Gleiten eintritt. Aus dem Dehnungs-
diagramm Fig. 760 wissen wir, daB der Widerstand gegen die Dehnung
anfangs sehr steil, spiter etwas langsamer anwachst, und zwar im groBSen
ganzen proportional mit der erreichten Debnung. Dies Anwachsen ist durch
ein bisher noch nicht restlos aufgeklirtes Ineinandergreifen verschiedener
Ursachen bestimmt. Es wird insgesamt als ,Verfestigung“ bezeichnet und

-

1) Georgieff und Schmid, Zeitschr. f. Phys.. 88, 759, 1926.
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hangt auf das engste mit der technisch auBerst wichtigen Verfestigung mikro-
kristallinen Materials zusammen.

Zunichst gibt es beim Dehnungsversuch einen rein geometrisch bedingten
Anteil, die ,Orientierungsverfestigung“. Sie entsteht durch die bei
dem Gleiten stets zunehmende Schrigstellung der Gleitebene gegen die Draht-
achse. Hierdurch sinkt nimlich bei gleichbleibendem Zug im Draht die
Schubspannung. Denn da nach der Definition der beiden Winkel!) stets
L <A< 90 s0istT = ZcosAsiny < Zcosysiny = V3 Zsin2%. Uber-
schreitet y den Wert 459, so fillt ¢ ab.

Beziehen sich g, 4 und der Querschnitt go auf die Ausgangslage des Drahtes,

so laft sich vermége (8) die Schubspannung in Gleitebene und -richtung durch die
Ausgangslage uud die Dehnung d = 1/, darstellen:

v = Zcoshsing = Z(lo/l)sin g VT — (lo/DF sind &g

r rrryn

= Zsiny P IR III e ()
' T.d
Fiir kleine Winkel 4y oder grofle Dehnungen ist also annihernd Z = B2

sin
Bliebe fir das Eintreten von Gleitung die kritische Schubspannung 7, unveriim{grt
in Geltung, so wiirde sich als Spannungs-(Zug-)Dehnungsdiagramm fiir einen Zn-
Kristall mit 4y = x, = 400 die gestrichelte Kurve in Iig. 754 ergeben. Der Ver-
gleich der gestrichelten Kurve mit der ausgezogenen, am Zn-Kristall von der
Anfangsorientierung iy = 40° tatsich-

lich aufgenommenen zeigt, daB in Fig. 754.

Wirklichkeit im Laufe der Dehnung 7000
eine erhebliche ,wahre“ Verfestigung
eingetreten ist. Wiinscht man die
Annahme eines unverinderlichen 7,

§

mit dem experimentell aufgenommenen > 500
Last-Dehnungsdiagramm 2) zu ver- N

gleichen, so ist der Zug Z mit dem S 4w
jeweiligen Querschnitt des Bandes S

q = qqlo/l (konstante Dichtel) zu ) 00
multi;ﬁizieren. Die Last I wird RS
T, d &

L. Tkl C & ww

singe ¥ d?—sin?a,
Diese Kurve hat fir groBe Dehnung

§

eine horizontale Asymptote. 0 i ———-2‘55———3'00—%
Experimentell ergibt sich also, Dehnung —>

daB die Orientierungsverfestigung Diagramm der beobachteten Verfestigung
nur einen kleinen Bruchteil der ge- (ausgezogen) und der reinen Orientierungs-

verfestigung (gestrichelt).
nannten Festigkeitszunahme deckt.
Der iiberwiegende Teil ist auf eine Erhohung der kritischen Schubspannung
selbst zu schieben, die infolge der schon vorausgegangenen Gleitung eintritt
(Kristallverfestigung, Widerstandserhéhung der Gleitflachen).
Zum Beispiel stieg bei dem der Fig. 754 zugrunde liegenden Zn-Kristall

1) Nehmen wir eine positive Rici:tung fir die Drahtliange ! an, so konnen die
positiven Richtungen g und @ stets so gewahlt werden, dal sie spitze Winkel mit
+1 bilden. Dies ist bei den vorangehenden und folgenden Rechnungen voraus-

esetzt,
& - 3) Die ,Last“ ist die gesamte Kraft, die am Priifobjekt angreift, der ,Zug“

ist die Last geteilt durch die jeweilige Kliche des Querschnittes.
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die kritische Schubspannung von 145g/mm® zu Beginn der Dehnung auf
1138g/mm? bei d = 3,6 (250 Proz. Dehnung).

Immerhin ist es hiernach méglich, einen ,FlieSgefahrkorper“ zu
konstruieren, sobald feststeht, welche kritische Schubspannung fiir das erste
Auftreten einer Gleitung mafBgebend ist. Dies ist dann im wesentlichen
ein Korper, der das Reziproke des Produktes cos A siny fiir beliebige Achsen-
richtungen a darstellt, wobei unter A und 3 die Winkel von a gegen das
jeweils giinstigst gelegene Gleitsystem zu verstehen sind. Schmid?!) hat
diesen Korper fiir Zink und Aluminium angegeben (siehe Fig. 755 und 756).
Fir Zn folgt, daB die Elastizititsgrenzen sich
fir ungiinstigste und giinstigste Orientierung
wie 1:8 verhalten. Wird der Zn-Kristall fast
in der Richtung der hexagonalen Achse be-
ansprucht, so erfolgt ReiBen nach der Basis;

Fig. 756.

Fig. 755.

FlieBgefahrkorper fiir Zn. FlicBgefahrkorper fiir Al

dem entspricht die kleinere, fast senkrecht zur Hauptachse stehende Fliche,
die das Modell oben und unten begrenzt. Die fast vertikalen Randflichen des
Sternes bedeuten Abgleitung nach der Prismenfliche erster Art2), wihrend
die grofen Ober- und Unterflichen des Modells zur Abgleitung nach der
Basis gehoren.

Um von der Beschrinkung auf das Anfangsstadium des Gleitens frei zu
kommen, miite bekannt sein, welche Funktion die kritische Schub.
spannung 7; von der schon erfolgten Abgleitung a, bzw. von deren
Geschwindigkeit ¢ ist. Setzt man die Geschwindigkeit d konstant (die
Abweichungen sind bei konstanter Dehnungsgeschwindigkeit nicht groB), so
ist nach Untersuchungen von Schmid?) an Zn die ,Verfestigung“ wieder-
zugeben durch ein lineares Anwachsen von 7; mit der Abgleitung:

Ty = 187 + 2404 [in g/mms).
Dies gilt bis auf + 30 Proz. fiir Abgleitungen zwischen Null und 5.

Sachs *) hingegen stellt'bei Aluminium den folgenden Zusammenhang auf:

T = 4300 Va [in g/mm?],

1) Zeitschr. f. Metallkde. 19, 154, 1927. Der Korper wiirde besser ,Gleit-

iefnhrkﬁrper“ genannt. Denn ob FlieSen (d. h. dauerndes Abgleiten bei konstanter
ast) stattfindet, hingt von der Verfestigung ab. Der Korper zeigt nur das Ein-

treten einer ersten Gleitung an, bestimmt also die Elastizitatsgrenze in Abhéngig-

keit von der Richtung.

%) Vgl. hierzu S.978—974.

8) Zeitschr. f. Phys. 40, 54, 1926.

4) G. Sachs, Zeitschr. f. techn. Phys. 8, 586, 1927.
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der die Beobachtungen zwischen ¢ = 0 und a = 1 gut wiedergibt. (Die
spiter zu besprechende Doppelgleitung erweist sich als nicht storend.)
Insgesamt bleibt also die Verfestigungskurve ri(@) noch in weiteren
Fillen festzustellen, bevor aligemeine Schliisse daraus gezogen werden konnen.
4. Der EinfluB der Deformationsgeschwindigkeit auf die
Dynamik des einfachen Gleitens. Wiederholt ist bemerkt worden, daB
die Verfestigung wesentlich bedingt ist durch die Geschwindigkeit der
Belastung bzw. der Abgleitung, und zwar in dem Siune, daB sie bei schneller
Forminderung grofer erscheint. Systematisch ist dieser Einflub von Haase
und Schmid!) an Zn, Bi und Sn mit dbnlichem Ergebnis untersucht worden,
indem sie zwischen die Dehnungen ,Erholungspausen“ einschalteten, d. h.
dem Kristall nach je 50 Proz. Dehnung erlaubten, unter geringem Sinken
der Spannung (die durch eine federnde Aufthingung geliefert wurde) durch
»FlieBen* (weiteres Gleiten) einem statischen Gleichgewichtszustand zwischen
Dehnung und Spannung zuzustreben. Schaltet man hierbei nur eine kleine
Pause ein — 1/; bis 40 Minuten —, so tritt nur ein geringes Absinken der
Spannung ein und die nichste Dehnung
tritt erst bei einer hoheren kritischen
Schubspannung 7; ein, als die vorher-
gehende. Die im Laufe der Dehnung
hervorgebrachte Verfestigung hat sich
mithin erst zu einem kleinen Teil ver-

Fig. 757.

S
S
S

$0S€k.

/ Pauvse

Auspangsquerschnitt
=3
8

8

loren (obere Kurve, Fig. 757). Wartet §,W / / / f;;‘z’;””
man jedoch nach jedem Dehnungs- §‘m R A 2 A Y
abschnitt 24 Stunden (bei Zimmer- ] Konstantss
temperatur), so ergibt sich die untere & e — mT"
ausgezogene Kurve. Diese sitzt auf . Dehaung in 76

der gestrichelten Kurve auf, die fiir Dehnungskurve an Zn mit

konstantes 7; gelten wiirde (vgl. Fig. 754). Erholungspausen.

Erst gegen Knde der Dehnbarkeit, kurz vor dem ZerreiBen, geht die Ver-
festigung im Laufe von 24 Stunden nicht ganz wieder zuriick.

Diese Messungen zeigen, daB die Erholung, speziell die Schub-
erholung ein wichtiger Faktor zum Verstindnis der Dehnungsdiagramme,
namentlich bei kleinen Dehnungsgeschwindigkeiten ist. Die Erholungs-
geschwindigkeit selbst steigt mit der Temperatur sehr schnell an.

Zusammenfassung iiber einfache Gleitung. Fassen wir nunmehr
zusammen, was sich iiber den einfachsten Dehnungsvorgang eines Einkristall-
drahtes sagen liQt, so ist es dies:

1. Die Dehnung besteht in einem Gleiten nach einer kristallographisch
im Kristallgitter festliegenden Ebene & und Richtung g.

2. Die mafgebenden GroBen sind: die Orientierung der Drahtachse (des
Zuges) gegen & und g (Winkel ¥ und 1), sowie dis GroBe der Abgleitung.

1) Zeitscbr. f. Phye. 83, 418, 1925,
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3. Gleiten tritt ein, wenn eine kritische Schubspannung 7; in Gleitebene
und -richtung erreicht wird, Reiflen tritt ein, wenn eine kritische Normal-
spannung v, senkrecht zur Gleit- (Reil-) Ebene erreicht wird. Dies hingt bei
gegebenem Zug voun % und 4 ab.

4. Wird weder 7, noch v erreicht, so ist die Verzerrung nicht plastisch,
sondern geht mit Aufhéren der Spannung zuriick (elastisch).

5. 7y ist bei konstanter Abgleitgeschwindigkeit ¢ Funktion von a, @, der
Temperatur T' und (was oben nicht erwihnt wurde) stark beeinfluBbar durch
geringe Beimengungen anderer Atome (Legierung mit Konzentrationen ¢;):
T (a, &, T, ).

6. Die Abhingigkeit der 7, von d und vielleicht auch von T entsteht
durch das ,Gedéchtnis® ?), das der Kristall fir die vorangegangene Abgleitung
hat. Dies verliert sich hei Unterbrechung des Deformationsprozesses infolge
einer zeitlich zunehmenden ,Krholung®.

7. Neben der ,Kristallverfestigung® geht beim Dehnungsversuch eine
»Orientierungsverfestigung“ einher. )

8. Ks 1aBt sich ein ,FlieBgefahrkérper“ konstruieren auf Grund derjenigen
kritischen Schubspannung, die fiir jungfrauliches oder véllig erholtes Material
gilt 2).

9. Die experimentell realisierbare Dehnung entsteht durch , Biegegleitung“.

§ 13. Die mechanisehen Eigenschaften der Metalleinkristalle bei
mehrfachem Gleiten. 1. Kristallographisch gleichwertige Gleit-
systeme. Néchst dem Zink ist Aluminium am besten untersucht, durch
eine Gruppe englischer Forscher, Carpenters), Elam, Taylor und Mitarbeiter,
und durch Sachs und Mitarbeiter im Kaiser Wilhelm-Institut fir Metall-
forschung in Dahlem. Da Aluminium kubisch ist, miissen zu jeder Gleit-
ebene und -richtung eine Reihe kristallographisch gleichwertiger auftreten.
Dies fithrt zu einem ,mehrfachen Gleiten“.

Die Methodik von Taylor und Elam bestand darin, einen urspriinglich
runden, durch Recken und Anlassen hergestellten Einkristall (siehe § 11)
auf quadratischen Querschnitt abzufrisen, auf den vier Seitenflichen mit
einer Reihe von Lings- und Quermarken einzuritzen und ihn dann der
Dehnung zu unterwerfen. Hierbei dndern sich nicht nur die Abstinde der
Marken, sondern auch ihre Neigungen gegen die Stabachse; auch bleibt
der Stabquerschnitt nicht rechtwinklig. Aus diesen Daten kann die im
Stabe erfolgte Deformation berechnet werden. Zugleich liefert die Rontgen-

1) So hat Th.v. Karmaén treffend die Eigenschaften der Materie charakterisiort,
die durch Integralgleichungen zu formulieren sind. Hierzu gehért die Erholuug.
Naturwiss. 4, 489, 1916.

%) Dies ist nur dann strenggenommen sinnvoll, wenn jenes 7, sich als un-
abbangig von der Geschwindigkeit herausstellt, mit der der elastische Teil der
Deformation durchlaufen wird.

8) Zusammenfassend berichtet H. C. H. Carpenter in J. Instit. of Metals,
Mai 1926.
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untersuchung [etwa nach dem Verfahren von Miiller]1) die kristallo-
graphische Orientierung der Stibe. Das Ergebnis der Untersuchung ?) war,
daB bei Al die Oktaederebene (111) Gleitebene & und die Wiirfelflichen-
diagonale [110] Gleitrichtung g ist. Da Al eine kubisch flichenzentrierte
Struktur hat (Fig. 758), ist @ die dichtest bes3tzte Ebene und g ‘die dichtest
besetzte Richtung im Gitter. In der Ebene (111) liegen die drei Gleit-
richtungen [110], [101] und [011), nach denen in der Figur die (111)-Flache
schraffiert ist. Welche von diesen Gleitrichtungen in Tatigkeit tritt, hingt
von der Richtung des Zuges, also von der Richtung der Stabachse ab. Nach
dem, was wir als Gleitbedingung bei Zink kennengelernt haben, ist das Er-
gebnis von Taylor-Elam3) unmittelbar einleuchtend: das Gleiten beginnt
nach jemer Richtung, die dem Zug am nichsten liegt. Hat z. B. die Stab-
achse die Lage des Pfeils in Fig. 758, so wird das Gleiten auf der nach
schrig oben links weisenden Schraffur [011] einsetzen. In dieser Rich-
tung hat dann die Tangentialspannung o

der (111)-Ebene die grofte Schub- Fig. 758.
komponente.

Ob  iberhaupt die schraffierte
Ebene (111) oder eine der drei anderen
gleichberechtigten in Tatigkeit tritt,
hingt davon ab, in welcher Ebene nach
einer der Gleitrichtungen zuerst die
kritische Schubspannung 7x erreicht
wird, d. h. fiir welches Paar (&, g) das
Produkt Z cos A sin § zuerst diesen Wert
erreicht. Da wegen der kubischen
Symmetrie jede Richtung 47 véllig
gleichberechtigte hat, geniigt es, die

- . Der flichenzentrierte Wiirfel der Al-
Stabachse aber 1/,5 der Oberfliche  gyryktur mit Gleitebene und -richtungen.

der Einheitskugel wandern zu lassen

(zwischen den Richtungen der Wiirfel-, Oktaeder- und Rhombendodekaeder-
normalen), um alle Moglichkeiten fiir den groBten Wert des Produktes cos 4 sin g
zu erschopfen. Es entsteht der von Schmid angegebene 48-flichige FlieG-
gefahrkorper (Fig. 756), der zu jeder Richtung der Stabachse die Elastizitits-
grenze (d. h. den Zug, bei dem Gleiten eintritt) angibt. Dieser Korper ist
somit das Reziproke zu der von v. Géler und Sachs?) benutzten
Schablone, bei der in einer stereographischen Projektion des von den Rich-
tungen [010], [110], [111] bestimmten 48stels der Kugelfliche eine Kotierung
nach dem Wert des Produktes cos A sin y aufgetragen ist. In der Zeichnung
Fig. 7566 ist eine solche Kotierung benutzt, um die raumlichen Verhiltnisse
hervortreten zu lassen.

1) Miiller, Proc. Roy. Soc. (A) 105, 500, 1924.

%) G. J. Taylor, C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. (A) 102, 648, 1928, .

3) Dieselben, ebenda 108, 28, 1925; s. a. Mark, Polanyi und Schmid,
Zeitschr. f. Phys. 12, 68 (insbesondere 8. 101), 1922

4) Frhr. v. Géler und G. Sachs, Zeitschr. f. Phys. 41, 118, 1927,
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Um sich die Zuordoung zwischen den Teilen der Kugeloberfliche und den
Gleitebenen und -richtungen klarzumachen, betrachten wir Fig. 759, welche die
DurchstoBpunkte der Gleitrichtungen 0 und Gleitebenennormalen o mit dem Wiirfel
enthilt, der um den Ursprungsort O dieser Richtungen beschrieben ist. Betrachten
wir das Gleitsystem, das in der Figur hervorgehoben ist: Gleitebene schraffiert,
Gleitebenennormale O I, Gleitrichtung O R, und fragen wir, in welchem 48stel der
Kugeloberfliche, d. h. in welche Ac{ltel emner Wiirfelfliche der DurchstoBpunkt a
der Drahtachse liegen muB, damit das bezeichnete Gleiteystem das giinstigste ist,
oder damit cos i siny den Maximalwert annimmt.

Da der Winkel A zwischen a und der Gleitrichtung nie kleiner als Winkel y
zwischen a und der Gleitebene sein kann, kann cosAsin y nicht groBer sein als
cos ysin y = 1/g8in2y; dieser Wert kann aber fir jeden Winkel y erreicht werden.
Sein Maximum 1/, tritt fir 4 — y — 45 ein. Diese giinstigste Lage laBt sich
mit a fiir das gekennzeichnete Gleitsystem erreichen: der Endpunkt M von a liegt

Fig. 760.
£ £
Fig. 759, M
R 3
Fig. 761,
F 7 £
pE——Na
Znordnung von Gleitebenen und
-richtungen. 6

Doppelgleiten.

dann in der Figur auf der Verbindungslinie 12 I, derart, daB der rechte Winkel R O K
halbiert wird. Da die Strecken )JS: OR im Verhiltnis ¥3 : J'2 stehen, muf M
niher an I als an I liegen, d. h. links von der vertikalen Symmetrielinie der
vorderen Wirfelfliche. M teilt die Strecke R K im Verhiltnis |2 :¥3. Dann muB
aber M rechts von der diagonalen Symmetrielinie F'Q der V&ﬁrfelﬂ'ﬁche liegen,
denn diese (Fig.76u) teilt die Strecke R im Verhiltnis 1:2, und es ist
y2:¥Y8>1:2
Die optimale Achsenrichtung fiir das durch die Punkte X und R dargestellte
Gleitsystem liegt mithin innerhnl% des in Fig. 759 stark gezeichneten Dreiecks. Das
gleiche Gleitsystem mul aus Stetigkeitsgriinden in der Umgebung des optimalen
unktes so lange das beste bleiben, bis ein anderes ehenso gut wird. Das geschieht,
sobald a auf eine der Symmetrielinien der Wiirfelfliche gelangt, d. h. an den
Grenzen des hervorgehobenen Dreiecks. Und zwar bedeutet Uberschreiten der
Grenzen ), dab F"und 1'; ¢ F, daB G und S; SF, daB F und U/ die Endpunkte
der Gleitebenennormalen bzw. Gleitrichtungen werden.

Stellen wir uns vor, die Ausgangslage der Drahtachse a befinde sich in
dem stark gezeichneten Dreieck ) SF' der Fig. 759, so daB das Gleiten nach der
Ebene E und der Richtung R beginnt. Durch den GleitprozeB strebt die Draht-
achse sich in die Gleitrichtung einzustellen; n wandert also auf dem kiirzesten
Wege nach R hin (Fig.761). Dabei gelangt a unter allen Umstinden an die
Grenze QF, bei welcher das Gleitsystem (@, S) ebenso giinstige Bedingungen
erhiilt wie (E, R). Nach den Untersuchungen von Taylor und Elam tritt nach
Erreichen dieser Grenze Doppelgleiten nach beiden Gleitsystemen ein: kleine
Gleitbewegungen nach den beiden Systemen wechseln einander ab. Die Stabachse
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wandert dabei auf einer Zickzacklinie unter fortwihrendem Uberschreiten der
Grenze Q F'an dieser entlang. Ist die Ausgangsorientierung des Drahtes zufillig
schon symmetrisch zu beiden Gleitsystemen, so tritt sofort Doppelgleiten ein.

Das Wandern der Stabachse bei der Doppelgleitung hért dann auf, wenn
die Achse den zu R und S nichsten Punkt der Diagonalen QF erreicht hat
(Fig. 761). Sie hat dann die Lage einer [211]-Geraden, der Resultierenden
aus den Gleitrichtungen R = [110] und S = [101].

Als Endstellung bei der mehrfachen Gleitung ergibt sich also nicht
eine solche, dal ein Gleitsystem optimal wirkt, sondern die symmetrische
zu zwei Gleitsystemen.

Kinematik des Doppelgleitens. Seien (¥,g) und (&',g’) die Einheits-
vektoren der Gleitflichenormalen und der Gleitrichtungen von zwei Gleitsystemen,
ferner g* = 8+ g:‘ der Kinheitsvektor in Richtung der resultierenden Gleit-

richtung, dann kann die Bewegung des Stabendpunktes | durch Zusammensetzen
unendlich kleiner Abgleitungen da und da’ nach den heiden Gleitsystemen in Er-
weiterung der Formel («) von 8. 961 so dargestellt werden:

dl=da.g((@)+dd'¢g'(1&). . . . .. oo oL (&)

Die Stabachse | muB, wenn es sich um kristallographisch und mechanisch
gleichberechtigte Gleitsysteme handelt, symmetrisch zu & und &’ sowie zu g und ¢’

liegen, d. h
(Ig) = (1¢"); A =q®) . .. ... .. e (®

Hieraus oder unmittelbar anschaulich folgt, daf die Abgleitungen da und da’
leich sein miissen, wenn die symmetrische Lage erhalten bleiben soll. Man kann
ﬁann die Bewegung darstellen als

dl = da.|g+ ¢'| a*(8).
Hierdurch ist noch nicht die Form einer Gleitbewegung erreicht, da (g*&)£0;
in der Tat ist es auch nicht méglich, die kombinierte Bewegung wieder als Gleit-

bewegung darzustellen. Fihren wir den Kinheitsvektor der resultierenden Ebene
(aber nicht Gleitebene!) ein:

@ — [CENY
NUERCUE
und setzen
da* = dalg+4¢. 0+, ... ... ... .. ")
so wird1)
dl= Vyda*g*(I8¥%) [(@*G" £01] . .. ... o)

Wird | = 1. [® ®'] gesetzt, so wird hiernach d1 = 0. Das heilt, daB bei der
Doppelgleitung solche Strecken GroBe und Richtung beibehalten, die der Schnitt-
kante der beiden Gleitebenen parallel sind.

Durch vektorielle Multiplikation von () mit g* entsteht

{dl.g*] = 0 oder |[[Ig*]| = const = |[lhg*]| . . . . . . ()

Bezeichnet & den Winkel der Stabachse gegen die resultierende Gleitrichtung g*,
80 heiBt dies fiir die Dehnung

d=t_sme L @
ly sin e
Skalare Multiplikation mit G* ermoglicht die Integration von (7):
@dr.6% 1 " ,
oy =7 da*(g*®*) . . ... ...... ()
oder
1 6% _ ., lsinyg . ©

r} a*(g*8@*) =g (‘i;"gt) =14 I sin %

1) Die Einfihrung des Faktors !/; in diese Gleichung () statt in die vorher-
gehende Definition (7') der resultierenden Abgleitung a* geschieht, um Uberein-
stimmung mit Goler und Sachs zu erzielen.
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wo y den Winkel von der Stabachse gegen die zu ®&* senkrechte ,resul-
tierende Ebenc“ bedeutet. Die rechte Seite formen wir unter Benutzung von (¥')
um, indem wir den (nur von den Gleitsystemen abhingenden) Winkel y von
g* nach @* einfithren:

(8*®*) = cosy,
und beriicksichtigen, daB, da notwendig | in der Ebene von g* und ®* liegt,
w = 90 —y+ €& ist. Hiermit wird (¢):

() e ay =y, cotgw cotg e+1 _ 1
9 o cos(y—gy) 7 cotgycotyey 41 2

Aus (9') kann die Dehnung, aus (x) die ,resultierende Abgleitung“ a* ver-
mittelst der Anfangs- und Kudorientierung der Drahtachse gegen die resultierende
Gleitrichtung g* entnommen werden.

Indem wir beiderseits in Gl () zu den absoluten Betrigen iibergehen und
wie oben sin y dureh cos(yp —€) ersetzen, ergibt sich fir das Verhaltnis von
Dehnungs- zu Abgleitgeschwindigkeit :

1 dl 1
Tdar= o COS(WPW—€) v v v o vt (%)

a*cosy . . . . (¥

Beispiel: Wenden wir die vorletzte Formel auf das Gleiten nach den beiden
Systemen

® = (111) un & = (111)
¢ = [110] g’ = [o11)
an. Es ist )
la+g| =16, |B+& =2 ¢ = “V‘%”, @* — (010).

Ferner ist _
cosy = (g*®%) = 2/V6; cotgy =V2.

Somit wird die resultierende Abgleitung
2 o cotgycotge 1 Vo1 14+ V2 coty &

= J6lg —_—— .
cosy 7 colg p cotg &+ 1 14 V2 cotg &

Die Dynamik des doppelten Gleitens ist weiter von Frhrn. v. Géler und
Sachs!) gefordert worden, indem sie die Hochstlast fiir gleichmaBige Dehnung
eines Stabes durch Doppelgleiten mit den geometrischen Daten verkniipfen
konnten. Sie benutzen dabei die empirische, auf S. 966 genannte Beziehung
zwischen der Abgleitung und der kritischen Schubspannung in Aluminium,
also die Verfestigungskurve. Die Last am Stabe ist das Produkt vom Zug 7
mit dem Querschnitt, der seinerseits der Stablinge | umgekehrt proportional
ist (konstante Dichte). Die Hochstlast entsteht, wenn

a* —

dzZ dl
VZ —_ ! = Q... ... e e e e e e (u)

ist. Nun liBt sich dl/! durch die Abgleitung ausdriicken [Gl. (A)]. Anderer-
seits ist aber fiir jede der beteiligten Gleitebenen die kritische Schub-
spannung 7 empirisch als Funktion der Abgleitung bekannt und damit eine
zweite Beziehung zwischen dem Zug Z — 7;:c0s 4 sin7 und der Abgleitung
gegeben (% soll der Winkel der Stabachse gegen eine der Gleitebenen sein).
Hieraus 1i8t sich sowohl die Hochstlast selbst, als die Hochstlastneigung &,
des Stabes gegen die resultierende Gleitrichtung g*, oder auch die Hochstlast-
debnung als Funktion der Héchstlastabgleitung a} gewinnen. Es zeigt sich,
dal die gesamte, bis zur Hochstlast zuriickgelegte Abgleitung nicht von der

1) Frhr. v. Gaoler, I'. Sachs, Zeitschr. f: techn. Phys. 8, 586, 1927.
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Anfangslage abhingt, sondern aus der Endlage &, eindeutig bestimmt werden
kann. Die Hochstlast selbst wird eine reine Funktion der Anfangslage. Sie
ist innerhalb eines sphirischen Dreiecks zwischen den Richtungen (100),
(i 10), (111) in Fig. 762 durch Kotierung dargestellt. Gleichzeitig sind die
gefundenen Werte eingetragen, die, wie man sieht, befriedigend sich der
Kotierung einfiigen. Unter Voraussetzung Fig. 762.

der Giltigkeit der obigen Verfestigungs- 010
gleichung 1Bt sich ein Héchstlast- oder
Festigkeitskorper entwerfen (Fig. 763),
shnlich wie frither der Gleitgefahrkorper
(Fig. 756).

2. Kristallographisch ungleich-
wertige Gleitsysteme. Gleichberechtigt
nennen wir verschiedene Gleitsysteme danu,
wenn sie, wie beim Aluminium, durch
die Kristallsymmetrie im undeformierten
Kristall gleichwertig sind. Infolge des
Dehnungsprozesses, der bei allgemeiner
Ausgangsorientierung des Kristalls bei
einem bestimmten dieser Systeme ein- \
setzt, werden die kristallographisch gleich- o w75 80 85 0850
berechtigten Systeme mechanisch ungleich- . ... = g der Hochstlasten beim
wertig und miissen als ,aktive“ und Doppelgleiten von Al als Funktion
apassive“ oder ,latente“ Gleitsysteme de?m%:f:'_'gé%{‘:r 3?%:2‘::‘;”"”
unterschieden werden.

Neben den kristallographisch gleich- Fig. 763.
berechtigten kann es aber auch kristallo-
graphisch verschiedenwertige Gleitsysteme
geben. Vor allem sind solche in niedriger-

symmetrischen Kristallen zu erwarten.

Das ilteste und bestuntersuchte Bei-
spiel ist die schon von Polanyi,Mark und
Schmid beobachtete ,Nachdehnung*
des Zinks. Ist nimlich ein Zink- ) )
einkristalldraht bei der Dehnung durch Hdchse?sékadlrgffsf:;h‘:} nach
Gleiten nach der Basis (0001) zum flachen
Band geworden, so tritt der Bruch schlieSlich durch ein kurzes Gleiten nach
einer neuen Fliche ein, das ,Nachgleiten“. Die Gleitfliche selbst wird hierbei
bloBgelegt; sie wurde ihrer Neigung gegen die Basisebene wegen fiir die
Prismenfliche (1010) gehalten. Schmid hat die kritische Schubspannung
auf dieser Fliche zu ermitteln gesucht.

Neue Untersuchungen von Mathewson?), die von Schmid 3) bestatigt
worden sind, haben jedoch erwiesen, dal der Vorgang der Zinknachgleitung doch

1) C. H. Mathewson, A. I. Philips, Proc. Inst. Met., Febr. 1937,
3) E. Schmid, G. Wassermann, Zeitschr. f. Phys. 48, 370, 1928.
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anders aufzufassen ist: es bildet sich nimlich, wenn eine gewisse Einstellung
des Kristalls durch die Abgleitung nach der Basis erreicht ist, ein Zwilling
aus. Dessen Basis steht fast genau senkrecht auf der alten Basis und konnte
daher fiir eine Prismenfliche gehalten werden. In der Tat ist aber die Nach-
dehnung nichts anderes als eine Gleitung nach der Basis des Zwillings. Die
nihere Aufklirung dieses Vorganges steht noch aus: man ist aber wohl be-
rechtigt, die Verhiiltnisse beim Zink als typisch anzusehen. Die Lingung
des Probestabes, die durch die Zwillingsbildung eintritt, ist an sich nicht gro8,
zumal die Atzung des Stabes zeigt, daB nur streckenweise die Umklappung
eintritt. Aber die in Zwillingsstellung geratenen Teile sind wieder zu erheb-
licher Dehnung befihigt und kénnen nochmals zu einer Zwillingslage um-
klappen, wenn durch die Gleitung die Basis wieder schrig genug zum Zug
steht. Am Wismut wurde eine ganze Folge von solchen Zwillingsbildungen
festgestellt.

Im vielkristallinen Material, wo die Behinderung der. Gleitung durch die
Verzahnung der Korngrenzen stérker als im Einkristall ist, diirfte die Zwillings-
bildung sehr stark dahin wirken, daB das Gleitvermigen der Kristallite trotz-
dem zur Geltung kommt,

Bei dem tetragonalen Zinn gibt es verschiedene Gleitsysteme. Mark
und Polanyi!) haben als Gleitrichtungen g und Gleitebenen & an 14 Kri-
stallen festgestellt:

8mal g = [001], & = (110),
3 , g=[001], © = (100),
3 , g=1[011], & = (100),
1, g=I[111], ® = (110),

letzteres Paar nur in der Wirme an einem Kristall, der bei gewdhnlicher
Temperatur nach dem ersten System glitt. Die kritischen Schubspannungen
fiir die einzelnen Gleitsysteme sind noch nicht ermittelt worden. Hingegen ist
sowohl die Verfestigung als auch die Erholung an Sn sehr ausgeprigt und von
Polanyi und Schmid ?), sowie Haase und Schmid3) untersucht worden.
Bei schneller Dehnung und bei extrem langsamer Dehnung ist die Dehnbarkeit
geringer als bei mittleren Dehnungsgeschwindigkeiten (etwa 40 und 70 Proz.
gegen 600 Proz.). Bei schnellen (ruckweisen) Dehnungen wird offenbar der
Gleitwiderstand an mehreren Gleitsystemen iiberwunden; daher entstehen
nicht flache bandférmige, sondern runde Reiquerschnitte. Die hierdurch
eintretende allseitige Verfestigung (die sich auch an den Bruchstiicken nach-
weisen liBt) behindert die weitere Dehnung. Bei extrem langsamer Dehnung
hingegen wirkt der Verfestigung die Erholung entgegen. Nun ist die Ver-
festigung die Vorbedingung fiir ausgedehnte Gleitung und das Entstehen von
Bindern. Denn wenn ein Drahtstiickchen, das wegen irgend einer Unregel-
maBigkeit stirker gedehnt ist als seine Nachbarschaft und daher wegen des

1) Zeitsehr. f Phys 18 74, 1923.
%) Ebenda 32, 634,
3) Ebenda 88, 418, 1925
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verminderten Querschnittes einen stirkeren Zug auszuhalten hat, sich durch
die Dehnung nicht geniigend stark verfestigt hat, so bleibt die weitere
Dehnung auf dies Stiickchen beschrinkt, und es tritt baldigst Bruch ein.
Gerade eine zu schwache Verfestigung kann infolge der Erholung bei zu
kleiner Dehnungsgeschwindigkeit vorkommen. Aus den Endlagen des Gleit-
systems ® (100), g [011], die von Mark und Polanyi beobachtet worden .
sind, schlieBt Schmid, dal im Zinn sich das kristallographisch gleich-
wertige, aber latente System & (010), g[101] stirker verfestigt hat als
das aktive. Das ist so wie bei den anderen Fillen gleichwertiger Gleit-
systeme (Al, Zn).

Insgesamt 1aBt sich aus diesen noch unvollstindigen Untersuchungen
wohl nur mit Sicherheit entnehmen, daB auch nicht aktiv werdende Gleit-
systeme durch das Gleiten nach einem anderen System gestort, d. h. verfestigt
werden, da8 daher die Doppel- oder mehrfache Gleitung mit einer gewissen
Verzogerung einsetzt, dall die Verfestigung bei kristallographisch und mecha-
nisch ungleichwertigen Ebenen ungleich schnell geschieht und schlieBlich,
daB durch Zwillingsbildungen die Gleitverhiltnisse noch kompliziert werden
konnen.

§ 14. Theoretische Ansiitze zum Verstindnis der Gleitung.
Die besprochenen Arbeiten suchen das Grundphéinomen der plastischen De-
formation experimentell zu erfassen. Man erkennt, wie nahe ein Verstindnis
dieser — von Stoff zu Stoff hochst individuellen — Vorginge mit dem Fein-
bau der Kristalle verkniipft ist und wieso die grob schematisierten Ansitze
der technischen Theorien nicht weit filhren konnten. Andererseits ist leider
zu gestehen, dal eine Erklirung der Gleitvorginge vom atomistischen Stand-
punkt noch nicht weit gediehen ist.

Aus den bisher vorliegenden Bestimmungen der Gleitrichtungen ergibt
sich, daB sie die dichtest besetzten Gittergeraden sind. Die kubisch-flichen-
zentrierten Gitter haben [110], die innenzentrierten [111] als Gleitrichtung;
die hexagonale dichteste Packung (Zn) [1010]. Die Gleitebenen sind auch
kristallographisch einfache, d.h. dicht besetzte Ebenen. Bei den kubisch-
flichenzentrierten Gittern ist die Oktaederebene (die dichtest besetzte) die
Gleitebene. Hingegen hort schon bei den innenzentriert-kubischen Gittern
diese Zuordnung zwischen der Gleitebene und der dichtest besetzten Ebene (110)
auf (vgl. Tabelle auf S.962).

Bei Sn sind die Gleitebenen (100) und (110) ebenfalls die dichtest und
die zweitdichtest besetzten. Von den Gleitrichtungen ist die hiufigste [100]
mit 3,15 A die dichtest, [101] mit 6,68 A hingegen erst die viertdichtest be-
setate Gerade. Die [111]-Gerade, die mit 4,44 A Atomabstand an zweiter
Stelle steht, ist nur einmal bei erhohter Temperatur, die drittdichteste Gerade
[100] mit 5,84 A iiberhaupt nie als Gleitrichtung nachgewiesen worden.

Man erkennt aus dieser Aufzihlung, dal die Besetzungsdichte zwar
wichtig, aber nicht ausschlaggebend fiir die Eignung eines Systems als Gleit-
system ist.
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An theoretischen Ansitzen zum Verstindnis der Gleitungen liegt zweierlei
vor: eine Arbeit von J. Frenkel!) und eine vou R. Becker?). Der Frenkel-
sche Ansatz sucht das Eintreten der Gleiterscheinung nach Uberschreiten
einer kritischen Schubspannung durch ein ,Feilenmodell* zu deuten: soll
lings einer Kristallfliche eine Gleitung eintreten, so ist das erst dann méglich,
wenn obere und untere Kristallhilfte sich in der Normalenrichtung voneinander
entfernt haben — etwa als wollte man zwei Feilen oder Wellbleche durch tangen-
tiellen Zug aufeinander zum Gleiten bringen. Vor dem Gleiten ist also
Arbeit zu leisten gegen die Kohisionskrifte bzw. gegen den Zugmodul. Ist
dieser E, 0 der Netzebenenabstand, h seine VergroBerung im Augenblick des
Beginnes der Gleitung, so ist !/; EAh/d.h die aufgenommene Arbeit, die als
Arbeit 1/,f. 0 der Schubkomponente f bei der Verschiebung um die Perioden-
linge in der Gleitebene, also um etwa den halben Netzebenenabstand, gedeutet
wird. Daher ist grofenordnungsmaBig

f~ Eh"/dﬂ.

Zahlenwerte sind fir E ~ 1013dyn;em?, 0 = 10~ 8cm, f = 107 dyn‘cm?
(nach Georgieff und Schmids Messungen an Bi, vgl. S.964). Hieraus folgt
fir h/0 ~ 102, d. h. es millite vor dem Gleiten eine Querdehnung des Gitters
um etwa 1Proz. auftreten. Moglicherweise ist diese nicht beobachtbar, da
sie nur in der Nachbarschicht der wirklichen Gleitfliche auftritt8). In Wirk-
lichkeit ist die ,Zahnhohe“ und Dehnungsarbeit durch die elektrischen Ober-
flichenfelder der Kristallhlften zu bestimmen, was Frenkel gittertheoretisch
durchzufithren versucht. '

Wie man sieht, gibt diese Theorie keine Erklirung der Verfestigung.
Der gleiche Einwand ist gegen die Beckersche Theorie zu erheben, deren
Durchfilhrung im ganzen immerhin iibersichtlicher ist, als die von Frenkel.

Becker geht davon aus, daB der groBe EinfluB sowohl der Deformations-
geschwindigkeit als der Temperatur auf das Gleiten eine statistische Deutung
dieses Vorgangs nahelegt. Im idealen Gitter wire er an sich schwer denk-
bar und ein Einflu der Dehnungsgeschwindigkeit wire erst dann zu erwarten,
wenn man mit ihr in die GréBenordnung der Schallgeschwindigkeiten kime.
Soll bei dem Gleiten der Zusammenhalt der gleitenden Teile nicht aufhéren,
so kann man versuchen, es unter Verzicht auf genauere geometrische Vor-
stellungen g0 zu deuten, dall das Gleiten von kleinen Volumenteilen 4 V des
Kristalls ausgeht, und zwar dann, wenn die infolge der Wirmebewegung auf-
tretenden lokalen Spannungen im Verein mit der angelegten Zugspannung
die kritische Spannung des Gleitsystems stellenweise erreichen lassen.

Sei Z die Zahl der sprungfihigen Bereiche in einem Stabe, W die mittlere
Anzahl Gleitvorginge oder Spriinge eines Bereiches pro Sekunde, 4 die mittlere

1) J. Frenkel, Zeitschr. f. Phys. 37, 572, 1926.

3) R. Becker, Phys. Zeitschr. 26, 919, 1925.

3) Im Gegensntz zu den Frenkelschen Anschauungen glaubt Tammann
(Neues Jahrb. d. Min., Geol. u. Paliont. 57, Beil. Bd. A, S.117, 1928) aus Versuchen
iber das AusflieSen von Eis und Steinsalz aus Offnungen feststellen zu konnen,

daf Normaldruck die Gleitung (FlieBen) erleichtert, vermutlich namentlich durch
Begiinstigung der Zahl der Gleitflichen.
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Verlingerung des Stabes bei einem Sprung. Dann ist die FlieBgeschwindigkeit
des Stabes
u=2>AzZW

Die Anzahl Z wird als unabhingig von Zug und Temperatur ‘betrachtet;
A setzt Becker proportional dem Zug. Ist W unabhingig von der Kraft,
so wird % proportional dem Zug und es entsteht eine ,Zahigkeit“ oder ,Pla-
stizitit wie bei viskosen Fliissigkeiten — so wie es in der Tat die meisten An-
sitze fiir die Beschreibung der FlieBvorginge in amorphen Kérpern verlangen.
Im Kristall wird W erst merklich nach Uberschreiten der kritischen Spannung o,
die auch ohne Unterstiitzung durch die Wirmebewegung (also bei 7' = 0°) ein
Abgleiten hervorrufen wiirde. Fiir die Wahrscheinlichkeit, diese Spannung
zu erreichen, macht Becker gemidf dem Boltzmannschen Prinzip der
Statistik den Ansatz

W — const.e—4/KT; A= I/QAV(UR;;G).
A ist dabei der Arbeitsbetrag, den die thermische Bewegung liefern muB, um
die herrschende (homogene) Spannung @ innerhalb eines mittleren Volums 4 V
auf den lokalen Wert 6z zu erhohen (K — Elastizititsmodul). Aus diesem
Ansatz erhilt man sofort den Ausdruck fir zwei meBbare Gréfen T und &:

olnu (6p— 6)? . olnu 6 (6 — 0)
o = gV BT - e 9
= omr =9V agxr’ % T ame =1tV gy
oder umgekehrt
or _ 2T _ (53— 12 EKT
s 1T e_1 AV = 2 261

Aus Messungen der Temperatur- und Kraftabhangigkeit der FlieBgeschwindig-
keit % sollten also 0p und 4 V zu entnehmen sein 1).

Nun sind wegen der Rekristallisation nur solche Messungen verwertbar,
bei denen die FlieBgeschwindigkeit weit unterhalb der Rekristallisations-
temperatur gemessen worden ist. Becker zieht eigene Messungen an Wolf-
ramdraht bei Temperaturen zwischen 20°C und 100°C heran, hei denen das
Material dicht oberhalb der Elastizititsgrenze belastet wurde. Es zeigt sich,
daB bereits Temperaturerhshungen von 10 bis 20°C die FlieBgeschwindigkeit
um ein Mehrfaches erhdhen. T ergibt sich im Mittel zu 30, © zu 40, und
daraus 6p/6 = 2,6, 4V = (37 A)5. Aus dem bekannten Zug (Elastizitats-
grenze) folgt absolut 6r ~ 250 kg/mm? — ein Wert, der nahe an der Zerreifi-
festigkeit von W-Draht liegt. Das fir die Gleitung wesentliche Volumen
AV enthilt etwa 3000 Atome und hat die gleiche GréBenordnung, die Smekal
tir die ungestérten Gitterbereiche angibt (siehe § 10, 5).

Die Vorstellung, dag der Eintritt des Gleitens als thermische Schwankungs-
erscheinung zu deuten ist, bringt diesen Vorgang in nahe Beziehung zu den
sonstigen AuBerungen thermischer Gitterauflockerung. Als solche sind alle

1) Die Beckersche Theorie kennt keinen Unterschied zwischen FlieSen und
Gleiten, da sie keine Rechenschaft von der Verfestigung liefert. Kommt mit Hilfe
der thermischen Schwankungen einmal ein Gleiten zustande, so wird es bei der
gleichen Last auch 6fters geschehen (FlieSen).

Maller-Pouillet I, 3. 11. Aufl. 62
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Arten von Platzwechselvorgiingen zu nennen, insbesondere Diffusion und
elektrolytische Leitung (die allerdings in Metallen ganz zuriicktritt gegeniiber
der Elektronenleitung), und auch z. B. der § 12,4 geschilderte Vorgang der
Erholung. °Dieser ist wesensgleich mit dem, was fiir den Polykristall in der
Technik als ,Vergitung* bezeichnet wird und besteht in einem allmihlichen
Ausglitten der durch die plastische Deformation verbogenen Gleitflichen.
Seine starke Temperaturabhingigkeit ist in § 12,4 erwihnt worden. Auch wenn
bei hoherer Temperatur eine Rekristallisation eintritt — sei es in klein-
kristallinem, sei es in plastisch gestértem einkristallinem Material —, so ist
die Leichtigkeit des Platzwechsels wohl bestimmend fiir die Kristallisations-
geschwindigkeit und die Leichtigkeit der Rekristallisation. Untersuchungen
technischer Art, und namentlich die Untersuchung von Polanyi und Schmid
an rekristallisierenden Sn-Einkristallen 1) fithren zu dem SchluB, daf der Ge-
halt an innerer Spannungsenergie die Leichtigkeit der Rekristallisation be-
stimmt. Das stimmt gut zu den Beckerschen Vorstellungen des statistischen
Ursprungs dieser Erscheinungen. Es ist somit zu hoffen, da das Problem
der technischen Festigkeit auf diese Weise allmihlich den Methoden der theo-
retischen Physik zuginglich werden wird.

§ 15. Vielkristalline Metalle. 1. Gleithinderung. Bisher haben
wir uns ginzlich auf die Erscheinungen beim metallischen Einkristall be-
schrinkt, dessen technische Bedeutung hinter der des polykristallinen
Materials weit zuriicktritt. Alle technischen Untersuchungen haben den groSen
Einflu der KorngrioBe auf die Festigkeit technischer Metalle dargetan. Sie
haben zwar gezeigt, daB der Bruch des Materials in der Regel nicht etwa

; Fig. 784.
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durch Abtrennung der Koérner voneinander entsteht, sondern durch inner-
kristallinen Bruch. Diese Tatsache zeigt deutlich, daB das Studium des Ein-
kristalls die Grundlage fiir die Theorie des Bruches bilden muB. Wie aber
erkliren sich die gewaltigen Unterschiede zwischen den Spannungs-Dehnungs-
kurven, von denen Fig. 764 die fir polykristallines und monokristallines Zn
nach Polanyi und Schmid ) wiedergibt? Hier greifen die geometrischen
Behinderungen der Kristallite ein, die ihnen kein ungehindertes Abgleiten ge-

1) M. Polanyi, E. Schmid, Zeitschr. f. Phys. 32, 68, 1925.
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statten, wie beim Dehnungsversuch mit dem Einkristall. Es ist wiederholt
an Einkristallen beobachtet worden, da8 unter dem Zwang von ,Randbedin-
gungen“ Gleitsysteme unwirksam werden kénnen, eventuell zugunsten solcher
anderer, die sonst wegen grioSeren Widerstandes oder ungiinstigerer Lage
gar nicht in Titigkeit getreten wiren. Goucher?) hat an Wolfram d;rartiges
gefunden, Polanyi und Schmid?) an Sn- und Bi-,Zweikristallen“. Bei
diesen letzten Versuchen handelt es sich um zwei verschieden orientierte Ein-
kristalldrihte, die oberflichlich zusammengeschmolzen (gelétet) waren und
nunmehr gedehnt wurden. Dabei zeigte sich der verlotete Mittelteil viel weniger
dehnbar als der Rest. Infolge der verschiedenen Gleitrichtungen tritt kein
einheitlicher Gleitvorgang auf und man sieht hier das einfachste Beispiel einer
»Qleithinderung®, wie sie im Vielkristall nach allen Richtungen hin eintritt.
Diese Gleithinderung bewirkt das im allgemeinen beobachtete Ansteigen der
Festigkeit mit der Feinheit des Korns. Thre Gesetze sind aber noch keines-
wegs mathematisch formuliert.

2, Texturen., Fir die Festigkeitseigenschaft technischer Materialien
ist es wesentlich, daB durch viele Prozesse mechanischer Behandlung eine ge-
wisse ,Regelung® oder ,Textur“ in das Material kommt. Die Erforschung
der Draht-, Walz-, Rekristallisations- und anderer Texturen vermittelst der
Rontgeninterferenzen ist in einer groBen Anzahl von Arbeiten geschehen, iiber
die ausfiihrlich hier nicht berichtet zu Fig. 765.
werden braucht. Es zeigt sich, da8
durch starkes Ziehen, Walzen, Himmern
Orientierungen entstehen, bei denen sich
die bevorzugten Gleitrichtungen in die
Richtung groBten Materialflusses ein-
stellen, allerdings wnicht mit aller
Schiirfe, sondern mit einer je nach der
mechanischen Vorbehandlung und dem
Material wechselnden Schwankungs-
breite. = Um das Material zu kenn-
zeichnen, muB nach dem Vorgang
von F. Wever3) auf einer Lagekugel
bzw. deren stereographischer Projektion Verteilung der Oktaederrichtungen in
die Richtungsverteilung der bevorzugten  Aluminium- Walzblech von Wever.
kristallographischen Richtungen gegen
die Drahtachse bzw. Walzebene und -richtung durch Kotierung eingetragen
werden.’», Als Beispiel einer Walztextur sei die Figur fiir die Verteilung der
[111]-Richtungen von Al-Walzblech 'nach Wever+) wiedergegeben (Fig. 765).
Projektionsrichtung ist die Walzrichtung w, NN ist die Normale der Blech-
ebene, Q@ Q die Querrichtung in der Blechebene. Die Punkte, welche in die

1) F. 8. Goucher, Phil. Mag. 48, 800, 1924.

’) M. Polanyi, E. Schmid, Zentachr f. techn Phys. 5, 580, 1924,
%) F. Wever, Zeitschr. f. Phys 28, 69, 1

4) F. Wever, Zeitschr. f. techn. Phys. 8 898 1927.
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Gebiete stirkster Belastung eingetragen sind, sind die mittleren Rich-
tungen [111]. Sie sind durch groBe Kreuze oder Kreise bezeichnet, je nach-
dem sie auf der oberen oder unteren Kugelhilfte zu zihlen sind; der im
Zentrum gelegene Punkt gehért zu beiden Kugelhilften. Kreuze und Kreise
konnten auch ausgetauscht werden — was zu einer zweiten mit den Rontgen-
interferenzen vertriglichen Lage fithren wiirde. Man erkennt aus den grofen
Kreuzen und Kreisen der Figur, da8 sich in die Walzrichtung eine [111]-Richtung
einstellen kann und daB dann eine (110)-Ebene senkrecht zu N liegt, d. h. Walz-
ebene ist. Die kleinen Kreuze und Kreise bezeichnen eine zweite Lage, bei der sich
Oktaederflichen senkrecht zur Walzebene und parallel zur Walzrichtung stellen.
Bei dieser Lage konnen die Normalen anderer Oktaederflichen nurannéiherndin
die Walzrichtung fallen (kleine Kreuze und Kreise neben dem Zentrum der Figur).
Es liegt dann annéhernd die Richtung [335] in der Walzrichtung (vgl. unten).

Bei den Ziehtexturen stellt sich nicht, wie man erwarten kénnte, die
Gleitrichtung g in die Drahtachse ein, wenigstens nicht bei den bisher unter-
suchten kubischen ziehbaren Kristallen, die mehrere kristallographisch gleich-
berechtigte Gleitsysteme haben. Die Achse tritt vielmehr in eine zu den
Gleitrichtungen symmetrische Lage als Endstellung ein, wobei diejenige nach
Polanyi?!) bevorzugt ist, die den kleinsten Winkel gegen die Gleitrichtungen
einschlieBt. Bei flichenzentriert-kubischen Gittern mit ¢ — [110] ist dies in
erster Linie [111] in zweiter [100]. Beide Lagen sind bei Ag nachgewiesen,
allein die erste bei Pd, wihrend das innenzentrierte Eisen (g = [111]) als
Ziehtextur [110] parallel der Ziehachse stellt.

Auch zur Erklirung der Walzlagen sind ihnliche Gesichtspunkte
geltend gemacht worden, die aber nicht immer mit den beobachteten Walz-
ebenen vertraglich sind.

Die Deformationstexturen kénnen je nach dem Grade der Deformation
verschieden ausfallen. Glocker und Kaupp 2) haben auf den Einfluf des
Stichgrades beim Walzen von Ag aufmerksam gemacht: erreicht man den gleichen
Walzgrad in kleinen Stichen, so stellt sich die Walztextur schirfer ein, als
bei groBen Stichen. (Dementsprechend wird die Rekristallisation erleichtert).
Konobejewski 3) weist eine Inhomogenitit der Walztextur auf: die Auflen-
schicht gewalzter Folien hat eine andere bevorzugte Lagerung als die Innen-
schicht. So entsteht bei Aluminium auBen eine Textur mit (110) als Walzebene
und einer Richtung nahe [211] (etwa [335)) in der Walzrichtung (vgl. Fig. 765);
im Innern des Bleches tritt neben dieser Textur eine zweite auf, bei der (100)
parallel der Walzebene, [110] parallel der Walzrichtung ist. Ubergange zwischen
diesen beiden Texturen finden sich nicht, hingegen nimmt mit wachsendem
Walzgrad die zweite Textur zu. Méglicherweise entsteht sie durch die An-
wesenheit solcher Kristallite, die besonders ungiinstig fiir diejenigen Gleitungen
liegen, durch welche die erste Textur erreicht wird und prigt sich erst dann
stark aus, wenn diese bevorzugte Gleitung erschopft ist.

1) M. Polanyi, Zeitschr. f. Phys. 17, 42, 1928.
’2 R.Glocker, E. Kaupp, Zeitschr. f. Metallkunde 16, 377, 1924.
) N Kanohaiawalki aitachr £ Phva 4R 741 1097
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Eine #hnliche Inhomogenitit an hartgezogenem Kupferdraht, also an
einer Ziehtextur, ist von Schmid und Wassermann?) durch Réntgen-
aufnahmen bei sukzessivem Abdtzen der AuBSenschichten eingehend untersucht
worden. Danach findet sich nur in der Drahtmitte eine Fasertextur mit Achse
f = [111] parallel zur Drahtachse bzw. Zugrichtung; weiter auen hingegen
eine Fasertextur, deren Faserachse eine wechselnde Neigung — bis zu 90 —
gegen die Zugrichtung hat. Erst in der Oberflichenschicht stellt sich die
"Faserachse parallel den Erzeugenden der Zylinderfliche, jedoch ist die Faser-
struktur hier nicht mehr gut ausgebildet. Die Maximalneigung von 9°
stimmt mit dem Winkel der Ziehdiise iiberein. Man erhilt also etwa das
folgende Bild (Fig. 766) fiir die Anordnung der Faserachsen in hart gezogenem
Draht. — Die zweite, bei Kupfer festgestellte Faserachse f = [100] weist nur
geringere Neigungen gegen die Zugachse auf.

Bei elektrolytischer Abscheidung von Metallen entstehen Faser-
texturen, indem bevorzugte Wachstumsrichtungen sich in die Stromlinien ein-
stellen. Im allgemeinen, aber nicht ohne Ausnahmen, sind dies die dichtest-

Fig. 766.

Zygrichtung
—_—

Faserstruktur in hartgezogenem Kupferdraht
nach Schmid-Wassermann.

besetzten Gittergeraden, z. B. [111] bei den kubisch innenzentrierten Metallen
Eisen und Chrom [Glocker und Kaupp]?). Zusitze zur Losung, Ent-
wicklung von* Wasserstoff und ahnliche Umstinde kénnen die Ausbildung
der Faserstruktur unterdriicken und ungeordnete Abscheidungen veranlassen.

Eine besondere Art von Textur entsteht durch Rekristallisation
bereits texturierten Materials. Die Rekristallisation geht bei geniigend starkem
Erwirmen (Anlassen) vor sich und besteht in der Ausbildung gréBerer Kristallite
an Stelle der kleineren. In ,Rekristallisationsdiagrammen® wird, wie schon in
§ 11 erwiihnt, nach Czochralskis Vorgang3) die Abhingigkeit der erzielten
Korngréfe von der Temperatur und dem Grad der vorhergegangenen plasti-
schen Deformation des Materials dargestellt. Aber die KorngréBe ist nicht
ein geniigendes Kennzeichen fiir vollstindige Rekristallisation. Nach der
von R.Glocker#) gegebenen Definition gehért namlich zur vélligen
Rekristallisation die Vernichtung der durch vorhergehende Bearbeitung
entstandenen Textur, also regellose Orientierung der Kristallite. Unter
Umsténden ist aber diese selbst durch Anlassen bis dicht unter den Schmelz-
punkt nicht zu erzielen, z.B. bei Kupfer. Zwar beginnt die Rekristalli-

1) E.Schmid, G. Wassermann, Zeitschr. f. Phys. 42, 779, 1927.
%) R.Glocker, E.Kaupp, ehenda 24, 121, 1924.
8) Czochralski, Moderne Metallkunde (Springer, 1924); Hahnemann
(Zeitschr. f. Metallkunde 1927) hat auch den EinfluB der Zeit ins Diagramm einbezogen.
Y) R.Glooker, Masterialprifung mit Rontgenstrahlen (Springer, 1927), 8. 387,
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sation stark géwalzten Kupferblechs schon bei etwa 150° C, aber die neu
wachsenden Korner weisen eine ganz ausgeprigte ,Rekristallisationslage auf,
die durch die Vorgeschichte vor dem Kaltwalzen (z. B. vorausgegangenes
Warmwalzen) bedingt ist: [100] /; Walzrichtung, (010) // Walzebene (statt
{112] und (110) bei der Walztextur). Aus dieser Textur heraus setzt schlief3-
lich das Schmelzen ein. Die anisotropen Festigkeitseigenschaften eines ge-
regelten Materials bleiben in diesem Falle trotz der KornvergroBerung bestehen.

Andere Rekristallisationseigenschaften zeigt das mit Kupfer struktur:
gleiche Silber: von starkgewalztem Blech mit [112] parallel der Walzrichtung,
(110) parallel der Walzebene ausgehend, stellt sich beim Anlassen zuniichst
eine ,Rekristallisationszwischenlage“ ein, bei der zwar noch [112] wie vorher
liegt, aber eine (311)-Ebene parallel zur Walzebene. Bei niederen Tempe-
raturen (300°C) ist diese Lage trotz 10tigigen Gliihens bestindig; bei hohen
Temperaturen (850° C) hilt sie sich jedoch nur wenige Minuten aufrecht, um
von einer regellosen Anordnung verdringt zu werden.

SchlieBlich verhilt sich wieder anders das ebenfalls strukturgleiche Alu-
minium: es geht direkt, ohne Zwischenlage, in die ungeregelte Anordnung der
vélligen Rekristallisation iiber. Bei geringem Walzgrad ist dies auch bei den
anderen kubischen Metallen der Fall, bei Al aber auch bei 98 Proz. Walzen.

Alle Rekristallisationserscheinungen werden durch ganz geringe Ver-
unreinigungen (Legierung) sehr stark beeinfluft?).

Zusammenfassend ist also zu sagen, daB sowohl die Herstellung wie die
Vernichtung der Deformationstexturen hochst verwickelte Vorginge sind, bei
denen die Individualitit der Metalle, ihre Reinheit, ihre Vorgeschichte be-
stimmend mitwirken. Der Einflu§ der Textur auf die Festigkeitseigenschaften
ist als das technisch nachstliegende Ziel der Gegenstand zahlreicher Arbeiten
gewesen, ohne da8 aber bisher mehr als qualitative Zusammenhinge auf-
gewiesen worden wiren. Es mag diesbeziiglich auf Kap. VII dieses Bandes
sowie auf einige zusammenfassende Darstellungen verwiesen werden 2).

Uber einen theoretischen Ansatz betr. die Rekristallisation siehe S.988.

-lIL Gegeniiberstellung der mechanischen Eigenschaften bei
Metallen und Nichtmetallen. Schlufibemerkungen.

§ 16. Das elastische Gebiet bei Metallen. Blicken wir noch einmal
von einem allgemeinen kristallphysikalischen Standpunkt aus auf Metalle und
Nichtmetalle zuriick, so ist zunichst beziiglich der Elastizitit zu sagen, da
jedentalls die verfestigten Metallkristalle ihr ,elastisches“ Gebiet haben, das
bei kleineren Beanspruchungen liegt als das Gebiet, bei dem die plastische
Deformation fortschreitet. Wenn freilich die Vermutung von Schmid und

1) H. Widmann (Zeitschr, f. Phys. 45, 200, 1927) findet z. B., daB Ag-Blech,
das normal erst bei 280° C zu rekristallisieren beginnt, durch 0,05 Proz. Eisenzusatz
dies schon bei Zimmertemperatur tut.

%) R.Glocker, Materialprifung mit Rontgenstrahlen (Springer, 1927), S.237;
Czochralski, Moderne Metallkunde (Springer, 1924); G. Sachs, Grundbegriffe
d. mechan. Technologie d. Metalle (Akad. Verlagsges., 1925); Sachs und Fieck,
Der Zugversuch (Akad. Verlagsges., 1926).
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Haase!) sich bewahrheiten sollte, dal ganz reine und unverfestigte Metall-
kristalle bei ganz langsamer Laststeigerung schon bei beliebig kleinen
kritischen Schubspannungen zu Gleitungen fihig sind (was pach der sta-
tistischen Auffassung dieses Vorganges durchaus im Bereich der Moglich-
keit liegt), so wirde allerdings das elastische Gebiet fiir unverfestigte
Metalle verschwinden, bzw. falls die Definition der elastischen Deformation
unter Einfilhrung konventioneller technischer Grenzen durch Riicksicht-
nahme auf die Dauer der Beanspruchung eingeengt wiirde, so wiirde die
elastische Deformation ihre theoretische Bedeutung verlieren. Jedenfalls
zeigen die Haase-Schmidschen Dehnungskurven, daf fiir Zinkkristalle mit
0,03 Proz. Cd-Gehalt (Kahlbaumzink) und bei einer Dehnungsgeschwindigkeit
von etwa 0,2 Proz. in der Minute eine Elastizitatsgrenze existiert, unterhalb deren
die Deformation innerhalb einer Genauigkeitsgrenze von 1.10 ~°der Drahtlinge
wieder verschwindet, wenn die Last fortgenommen wird. Die Elastizititsgrenze
schwankte allerdings bei 21 Versuchen zwischen 53 und 251 g/mm3, was
vielleicht auf die verschiedene Orientierung der Drihte zuriickzufithren ist. Bei
Snund Bilagen die Verhiltnisse dhnlich. Ob eine endliche Elastizitatsgrenze auch
bei ganz reinen Elementen vorhanden ist, interessiert mehr vom physikalischen
Standpunkt aus fir die Auffassung iber das Zustandekommen der Gleitungen
als vom technischen Standpunkt einer Zuriickfilhrung der Festigkeit auf die
Vorgiange im Einkristall. Bekannt ist, daB Legierung hirtet. Mit Rosen-
hayn?) kann man das so zu verstehen suchen, dal die legierenden Atome
(z.B. Cd in Zn) picht ganz in den Gitterbau des Grundmetalls hineinpassen
und innere Spannungen verursachen, die dhnlich verfestigend wirken, wie
eine vorangegangene plastische Deformation, die auch Spannungen hinter-
lassen hat 3).

§ 17. Das plastische Gebiet bei Nichtmetallen. So wie Metalle ihr
elastisches Gebiet, so haben auch nichtmetallische Kristalle ihr Gebiet plasti-
scher Deformation. Die Kristallographen unterscheiden zwischen Schie-
bungen und Translationen. Letztere sind das, was oben bei den Metallen
»Gleitung“ genannt wurde. Gleitsysteme sind z. B. bei Steinsalz und Sylvin
{110]/(110), bei Bleiglanz PbS (das nach dem Steinsalztyp aufgebaut ist)
[110] / (001) und [100]/(010), bei dem rhombischen Anhydrit (CaSO,)
{010]/(001) usw. Bei den Gleitungen oder Translationen bleibt die GroSe
der Abgleitung unbestimmt. Die Schiebungen hingegen sind Gleitungen
von ganz bestimmtem Gleitbetrag. Das klassische Beispiel hierfir ist Kalk-
spat: Fig. 767 zeigt, wie ein Kalkspatrhomboeder durch Aufsetzen einer Messer~
schneide auf die Kante in eine Zwillingsstellung umgeklappt werden kann*
Der erzeugende Vorgang ist offenbar ein Gleiten von bestimmtem Betrag mit
horizontaler Gleitfliche und der einen Rhomboederkante als Gleitrichtung.
Erfolgt die Schiebung wie hier nur nach einem Gleitsystem, so heiBt sie bei

1) 0. Haase, E.Schmid, Zeitsohr. f. Phys. 38, 413, 1925.
3) Rosenhayn, Nature 112, 832, 1928.
3) P. Rosbaud, E. Sechmid, Zeitschr. f. Phys. 82, 197, 1925.
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den Krisfallographen eine einfache Schiebung. Bei einer Schiebung erlischt
nach einem gewissen Abgleitungsbetrag die Gleitfahigkeit dadurch, daf die
Kristallstruktur in eine Zwillingsstellung zur Ausgangsstellung gelangt ist.
Kalkspat und Steinsalz haben den gleichen Aufbau, sofern man das Cl

Fig. 767.

Kalkspatschiebung.

des NaCl mit einem Radikal COz in Ca COj vergleichen darf. Wihrend bei
dem kleineren und ,runderen“ Cl aber eine Gleitung um beliebig viele Atom-
abstinde auf der Gleitrichtung méglich ist, dndert sich bei der analogen
Gleitung in CaCO, die Lage der ausgedehnteren COz-Gruppe teils durch die
Gleitbewegung selbst, teils durch die Verinderung der Umgebung (Fig.768).

Fig. 785,

Schematische Figur zur Erkldrung der Kalkspatschiebung.

Die COz-Gruppen wirken gewissermaBen wie Sperrnocken, die benachbarte
Netzebenen entweder in der einen oder in der anderen Lage festhalten. —
Ahnliche Vorkommnisse sind bei Metallverbindungen zu erwarten und vielleicht
erklirt sich in manchen Fillen die Gleitbehinderung durch Legierung in
dieser Art.

Vou den anderen, fiir Metalle so sehr bezeichnenden Eigenschaften:
Verfestigung, Erholung, Rekristallisation findet sich die letzte, freilich in
geringerem Mafe, auch bei Nichtmetallen. Sie heift hier Sammelkristalli-
sation. Aber weder bei den Schiebungen und Gleitungen, noch bei der
Rekristallisation sind so prizise und fiir die Dynamik verwertbare Ergebnisse
erzielt worden, wie bei Metallen.
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DaB einheitlichen Kristallen die Eigenschaft der elastischen Nach-
wirkung fehlt, ist bei Metallen und Nichtmetallen festgestellt worden, bei
ersteren durch v. Wartenberg!) und neuerdings wieder durch Haase und
Schmid 3); fiir Nichtmetalle besonders eingehend durch A.Jof£é 8) am Quarz.
Die elastische Nachwirkung ist nach der Ansicht von Becker+) an die An-
wesenheit plastischer Inhomogenitit gebunden und auf statistischer Grundlage
zu deuten, dhnlich wie der Gleitvorgang.

§18. Prandtls Theorie der elastischen Nachwirkung und Hy-
sterese. Diese bisher nur skizzenhaft ausgefithrte Theorie ) gibt ein gutes
Bild davon, wie die molekularstatistische Behandlung der iiber-elastischen
Vorginge anzupacken ist. Deshalb mége kurz iiber sie berichtet werden.

Wie aus Kap. VII, § 14 bekannt, bewirkt die Hysterese, da8 zum gleichen
Wert des Zuges verschiedene Deformationen gehéren kénnen, die durch die
Vorgeschichte bzw. den Verlauf des Versuchs bestimmt sind. Da jedes Paar
zusammengehorender Zug- und Dehnungswerte einem durchaus stabilen Zustand
des Systems entspricht (beliebige kleine Spannungsinderungen bewirken fest
bestimmte kleine Anderungen der Deformation), so deutet die Hysterese
darauf, da8 nicht eine, sondern mehrere stabile Gleichgewichtslagen der
kleinsten Teile im Material moglich sind. Welches diese Teilchen sind, ist
nicht sicher. Hysterese tritt in stérungsfreien Einkristallen nicht auf, wohl
aber in bereits plastisch deformierten sowie in vielkristallinem Material. Man
wird also dafiir Teilchen verantwortlich zu machen haben, die an Stérungs-
stellen (Gleitebenen) oder an Korngrenzen sitzen.

Prandtl nimmt an, daB die Teilchen Atome sind, die zwischen den
regulir gewachsenen Gitterbereichen liegen und am einen oder anderen der
an der Stérungsfliche zusammenstoBenden Gitter adsorbiert sind. Sie sollen
dort eine stabile Adsorptionslage haben, zu der sie mit einer gewissen
(einfachheitshalber linear angenommenen) Kraft wieder hinstreben, wenn sie
durch andere Krifte herausgezogen werden. Diese anderen auf die Teilchen
wirkenden Krifte rithren vom gegeniiberliegenden Gitter her — es ist
dessen ortlich periodisches Streufeld (S. 951; die Periode ist gleich dem
Atomabstand), das an dem Teilchen voriiberzieht, wenn bei weiterer plastischer
Deformation die ungestorten Gitterbereiche sich verschieben.

Angenommen nun, die elastische Adsorptionskraft wire sehr stark gegen
das Streufeld, so wiirden die adsorbierten Atome nur Ruhelagen in unmittel-
barer Niihe der eigentlichen Adsorptionsstellen C haben. Wire andererseits
das Streufeld viel stirker als die riicktreibende Kraft der Adsorption, so
miilten, entsprechend dem periodischen Charakter des Streufeldes, eine ganze

1) H.v. Wartenberg, Verh.d D. Phys. Ges. 20, 118, 1918,

%) 0. Haase, E.Schmid, Zeitschr. f. Phys. 83, 413, 1925.

%) A.Joffé, Ann. d. Phys. 20, 919, 1906.

4) R.Becker, Zeitschr. f. I hys. 38, 185, 1925.

5 L. Prandtl, Ein Gedankenmodell zur kinetischen Theorie der festen Kérper.
Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 8, 85, 1928. (Die Fassung des Titels driickt
aus, daB Prandtl die nur modellméBige Analogie zwischen den im Text wieder-
gegebenen Anschauungen und dem wahren Grund der Hysterese betont.)
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Reihe von Gleichgewichtslagen fiir jedes irregulire Atom existieren. Ohne
nihere Abschitzung der GréBenordnungen nimmt Prandtl das Verhiltnis
zwischen Adsorptionskraft und Streufeldkraft derart an, daB mindestens
zwei stabile Gleichgewichtslagen fiir ein irregulires Atom bei geeigneter Ver-
schiebung £ der Gitter gegeneinander méglich sind.

Man iibersieht die Verhdltnisse an Fig.769a. Die Wellenlinie bedeutet
die in der Verschiebungsrichtung genommene Kraftkomponente des Streufeldes,
die schrige Gerade die Adsorptionskraft, die im Punkte C verschwindet.
C ist mit dem unteren, die Wellenlinie mit dem oberen Halbgitter fest ver-

Fig. 769a.

Kriftespiel an den irreguliren Atomen nach Prandtl.

bunden zu denken. Durch eine Verschiebung £ der Gitter gelangt C nach C'.
Die Gleichgewichtslage des irreguliren Atoms tritt ein bei Gleichheit der
beiden Krifte; die zu C gehorende Lage ist mithin /), wihrend zu £ und C’ drei
Lagen 1), D", D" gehoren. Man sieht, daB dieser dreifache Schnitt nur
eintritt, wenn die Adsorptionsgerade nicht zu steil ist, und ferner, daB die
Lagen D' und D" stabil sind, D" labil.

Die Kraft, mit der das obere Halbgitter vermittelst des adsorbierten Atoms
auf das untere einwirkt, ist die Ordinate in den Punkten D, D' usw. Trigt man
diese als Funktion der Verschiebungen £ auf, so gewinnt man in Fig.769b
die mittlere, schwach gezeichnete Kurve mit zwei stabilen und einem labilen
Bereich. In die Figur ist zugleich eingezeichnet, was bei einem ,Kreisproze8“
geschieht, d. h. der Kraftverlauf bei VergroBerung und nachfolgender Ver-

Fig. 770 a. Fig. 770b.

'

2 >

Kriiftespiel an den irreguldren Atomen nach Prandtl.

kleinerung von £. Auf dem Hinweg (¢ wichst) wird das Teilchen auf dem
oberen stabilen Zweig der Kurve bleiben, solange es geht, entsprechend den
Lagen D und D' in Fig.769a; auf dem Rickweg wird der untere stabile
Kurvenzweig moglichst lange verfolgt. Hierdurch entsteht die in der Fig.769b
ersichtliche Hysteresisschleife fiir ein einzelnes Teilchen. Bei welchem Ver-
schiebungswert £ das Uberspringen des Teilchens von einem Kurvenzweig auf
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den anderen erfolgt, hingt von der ,Phase“ des Teilchens, d. h. der Lage
des Punktes { — 0 oder C gegeniiber dem Streufeld der oberen Gitter-
hilfte ab.

In einem frisch ausgeglithten Korper ist anzunehmen, daB eine gleichformige
Verteilung der adsorbierten Teilchen iiber alle Phasen im Sinne der Fig.770a
vorhanden ist. Wird nun bei einer kleinen Deformation
eine Verschiebung & erreicht (Fig. 770b), so gibt es noch p
keine Teilchen, die auf einen anderen Kurvenzweig iiber-
gesprungen sind. Die durch die Verschiebung geweckte
Spannung wichst zunichst linear an (Differenz der
schraffierten Flachen); Hysterese tritt nicht auf. Dies
ist das Gebiet bis etwa zur Proportionalititsgrenze
(Kap. VII, § 8). Wird die Verschiebung § iiber den Wert a Hysteresis-Schleife
hinaus gesteigert, so tritt keine VergroBerung der Span- nach Prandtl
nung mehr ein, da die rechts hinzutretenden Belastungen
der Kurve auf den linken Kurvenanfang umgeschlagen werden konnen.
Hingegen treten immer mehr irregulire Teilchen auf einen Kurvenast
iiber, und die bei einem symmetrischen Kreisprozel umlaufene Fliche nimmt
also weiter zu. Die Hysteresiskurve selbst wird etwa wie Fig. 771 aus-
sehen; dabei ist ein (unsymmetrisch zum Nullpunkt gelegener) KreisprozeB
eingetragen.

Die Hysterese ist nach dieser Auffassung zwar an UnregelmaBigkeiten
des Gitterbaues gekniipft, sie hat aber nichts mit der thermischen Unregel-
miBigkeit zu tun. Die thermische Bewegung der adsorbierten Teilchen ist nach
Prandtls Auffassung der Grund zu der elastischen Nachwirkung und zum
FlieBen. Hier ndhern sich die Prandtlschen Ansichten durchaus den Becker-
schen (§ 14). Die Nachwirkung (vgl. Kap. VII, § 14) entsteht kurz gesagt
deshalb, weil infolge der thermischen Schwankungen lokale und gelegentliche
Energieanhidufungen vorkommen kénnen, die ein adsorbiertes Atom von einem
Kurvenzweig auf den andern werfen. Ist zwischen Spannung und Deformation
ein Gleichgewichtszustand eingetreten, so sind die Zahlen der ,hinauf-“
und ,hinunter“springenden Atome gleich grof. Eine neu hinzutretende
Spannung wird sich zunichst mit der momentan vorhandenen Verteilung
der irreguliren Atome auf beide Kurvenzweige ins Gleichgewicht setzen
(momentane Deformation), sodann aber wird der neuen Deformation ent-
sprechend eine kleine Anderung in den Besetzungszahlen des oberen und
unteren Kurvenzweiges stattzufinden haben, damit wieder gleich viele
Atome hinauf- und hinunterspringen — und diese weitere, nach Art aller
Schwankungserscheinungen langsam eintretende Neuregelung bewirkt eine
kleine Abinderung des momentanen Deformationszustandes (kriechende
Deformation). Die rechnerische Verfolgung dieses Gedankens fiihrt Prandtl
auf Gesetze fiir die elastische Nachwirkung, die den nach den Beobachtungen
formulierten entsprechen. N

Es ist kaum zu bezweifeln, daB die Prandtlschen Uberlegungen das
Wesentliche des Vorganges treffen, wenn auch die Natur der adsorbierten

Fig. 771.

23 ->
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Teilchen und die Rolle der Adsorptionskraft noch nicht als geklirt an-
gesehen werden kann. Sehr verwandte Ziige zeigt eine von Dehlinger?)
aufgestellte Theorie der Rekristallisation. Die Rekristallisation geht bei vielen
Metallen in zwei Stufen vor sich: bei wenig erhohten Temperaturen findet
ein langsames, diffusionsartig sich ausbreitendes Neuwachstum von Kornern
statt, und oberhalb einer ziemlich scharf ausgeprigten ,normalen Rekristalli-
sationstemperatur* setzt dann eine schnelle Rekristallisation ein. Vorbedingung
fir die Rekristallisation ist eine gewisse bleibende Verformung. Dehlinger
erblickt in ihr einen ProzeB, der an manchen Stellen zu Verwerfungen und Auf-
lockerungen im Gitter fithrt, insbesondere zu einem besonderen Deformations-
typ, den er ,Verhakung“ nennt. Fig.772 gibt ein Bild davon: das Wesent-
liche ist, daB wie bei Prandtl zwei in sich ungestérte Gitterbereiche an-
einandergrenzen, deren oberer auch durch sein periodisches Streufeld angedeutet
ist, und daB ein Atom des einen Bereiches um mehr als einen halben Gitter-
abstand aus seiner Lage entfernt eine neue Gleichgewichtslage gefunden hat.
Abweichend von Prandtl nimmt Dehlinger eine Verkettung der Atome an-
einander an, wie es in der Gitterdynamik geschieht (freilich rechnet er nur mit

Fig. 772
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»Verhakung“ nach Dehlinger.
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einer Dimension). Dabei zieht die Verschiebung des einen Atoms kleinere bei
seinen Nachbarn nach sich. Die riicktreibende Kraft, die von der eigenen Gitter-
hilfte ausgeiibt wird, muB durch das Streufeld der gegeniiberliegenden Hilfte
ausgeglichen werden, wie bei Prandtl. Auch hier ergeben sich zwei stabile und
eine labile Gleichgewichtslage. Aber Dehlinger schitzt die riicktreibende Kraft
durch den Elastizititsmodul ab (auch dieser ist ja durch die Verkettung gegeben)
und findet, daB die Bindung zu stark ist, um mit der aus den gitter-
theoretischen Rechnungen bekannten Potentialkurve zu den drei Schnitten zu
tithren (vgl. Fig. 769 a). Fir die Deutung der Rekristallisation ist dieser Umstand
wichtig. Wenn namlich eine ganze Reihe gleichsinniger Verhakungen von der
Art von Fig. 772 angenommen werden, so erweicht sich die Bindung: man
gisht leicht, daB die Nachbarverhakungen auf die Atome einer Verhakung
zwischen ihnen Krifte ausiiben, die die Verhakung begiinstigen. Der vielfach-
verhakte Zustand ist stabil. Er ist es, der durch mechanische Deformation
erreicht wird. Das Aufbrechen der Verhakungen sieht Dehlinger als Vor-
bedingung fiir das Einsetzen der Rekristallisation an (Auflockerung als Anfang
der Neuordnung). Bei mittleren Temperaturen wird infolge der Energie-

1) U. Dehlinger, Stattgarter Habilitationsschrift, 1928; siehe auch Metall-
wirtschaft 7, Heft 48, 1928.
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schwankungen hie und da eine verhakte Atomgruppe die noétige Energie
erhalten, um sich zu ,enthaken“ (langsame Rekristallisation) Wenn aber
bei steigender Temperatur diese Energie sich hiufiger in benachbarten
Verhakungen findet, so fillt die gegenseitige Stabilisierung fort und das
Verhakungssystem bricht in sich zusammen (,normale Rekristallisations-
temperatur® und Rekristallisation oberhalb derselben). Zwischen dieser Theorie
und der Weissschen Theorie des Ferromagnetismus besteht eine enge Analogie:
dort stabilisieren sich die Molekularmagnete durch das von ihnen erzeugte
innere Magnetfeld, bis bei der Curietemperatur die Gleichrichtung der Magnete
und das innere Feld durch die zunehmende Temperaturbewegung plétzlich
zerstort wird. Zweifellos lieSen sich aus der Dehlingerschen Vorstellung die
von Prandtl behandelten Erscheinungen herleiten, und zwar unter besserem
AnschluB an die sonstigen gittertheoretischen Methoden.

§19. SchluBbemerkungen. Wenn wir heute in aller Ehrlichkeit an-
geben wollen, wie weit die physikalische Forschung ,das wirkliche mechanische
Verhalten“ der festen Korper erkliren kann, so miissen wir uns nach dem
Vorangegangenen mit der sebr bescheidenen Antwort begniigen: wir glauben
den Weg betreten zu haben, der weiter fithren wird, als die bisherige auf
reversible Vorginge eingestellte physikalische oder die bisher auf zu schnelle
Erfolge eingestellte technische Forschung; wir sind berechtigt, auf eine Reihe
von Erfolgen der neuen theoretischen und experimentellen Untersuchungen
hinzuweisen. Aber gerade mit der tieferen Durchdringung des Gegenstandes
erkennen wir, daB schon die Vorginge in Einzelkristallen — wieder theoretisch
und experimentell — recht schwer zu fassen sind und daB8 der Schritt zum
vielkristallinen technischen Material auch nicht leicht sein wird. Hilt man
iiberhaupt an dem Gedanken fest, die Eigenschaften des technischen Materials
auf die der Kristallite zuriickzufithren, so sind die iiblichen technischen
sProben“ und ,Grenzen“ (Elastizitits- und FlieBgrenze, Kerbzahigkeit, Harte-
zahl, Kugeldruckprobe usw.) ungeeignet, um Riickschliisse auf den elementaren
Vorgang zu gestatten. Andererseits fehlt die rechte theoretische Verbindung
zwischen dem Vorgang im Einzelkristall und seiner Auswirkung fiir den Viel-
kristall — eine alte Rechnung von Voigt?) gilt nur fiir ganz kleine, als elastisch
angesetzte Deformationen und die bei den grofen plastischen Deformationen
wesentliche Behinderung des Gleitens (8. 978) diirfte schwer zu erfassen sein.
Aber auch zum Verstindnis der plastischen Vorginge im Metalleinkristall
fehlt uns noch viel; der Einflul der Geschwindigkeit, die Erholung, der
groBe Einflul selbst geringster Beimengungen auf die Verfestigung und aut
die Rekristallisation — das alles bietet der experimentellen und theoretischen
Forschung auf lange hinaus zahlreiche Aufgaben. Der Eindruck ist nicht zu
umgehen, dafl diese elementaren Festigkeitsfragen in einem engen Zusammen-
hang stehen zu den prinzipiellen physikalischen Vorstellungen iber den
atomistischen Aufbau der Metalle, der natirlich auch die Frage der elektrischen

1) W. Voigt, Lehrb. d. Kristallphysik (Teubner, 1910), Anhang II, S.974—962.
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Leitfahigkeit umfaft. Hoffentlich werden die priziseren Vorstellungen von
der Natur der ,Leitungselektronen“, die uns die neue Sommerfeldsche
Theorie eréffnet, sich bald auch fiir Festigkeitsfragen auswirken. Jedenfalls
ist es ein bedeutsames Anzeichen dafiir, wie eng die Anlehnung der Festigkeits-
lehre an die allgemeine Atomtheorie sich gestalten muB, wenn nach den
Messungen von Bridgman?) die Cauchyschen Relationen schon bei Wolfram
nicht erfiillt sind — einem kubisch-kérperzentrierten Gitter, wo sie nach der
Bornschen Theorie unbedingt gelten miiBten. Die Richtigkeit der Bridgman-
schen Bestimmungen vorausgesetzt, wiirden diese Messungen geradezu dazu
zwingen, fiir die Metalle die Bornsche Vorstellung vom stabilen Gleichgewichts-
zustand der Atome im idealen Gitter aufzugeben. Mag der Weg zu einer
allgemeinen Zustandstheorie der Metalle auch weit sein, er scheint der einzige
zu sein, der die fiir die fundamentalen Festigkeitsfragen nétigen Grundlagen
liefert. Exakte experimentelle Forschung an den einfachsten Korpern allein
kann und wird in absehbarer Zeit weiterfithren.

1) Vgl. § 5, 4.



Dritter Abschnitt.
Mechanik der fliissigen und gasformigen Korper®).

Zehntes Kapitel.
Gleichgewicht von Fliissigkeiten und Gasen.

§ 1. Eigenschaften der Fliissigkeiten. Die Flussigkeiten unter-
scheiden sich von den festen Kérpern durch die leichte Verschieblichkeit
ihrer Teilchen. Wahrend bei den festen Korpern endliche, zum Teil sehr er-
hebliche Krifte notig sind, um ijhre Form zu dndern, verschwinden die zur
Forminderung von Flissigkeiten erforderlichen Krifte vollstindig, wenn nur
fir die Forminderung hinreichend viel Zeit zur Verfiigung ist. Bei raschen
Forminderungen zeigen auch die Fliissigkeiten einen Widerstand, der aber
nach Aufhéren der Bewegung sehr schmell verschwindet. Man nennt die
Eigenschaft der Flissigkeiten, gegen Formianderung Widerstand zu leisten,
nZahigkeit“. Von der Zahigkeit wird in Kapitel XII, § 1 ausfiihrlich die
Rede sein. Neben den gewoshnlichen, leicht beweglichen Fliissigkeiten gibt es
auch sehr zihe Flissigkeiten, deren Widerstand gegen Forminderung sehr
betrichtlich ist (im Ruhezustand aber auch wieder verschwindet), und es gibt
von hier aus alle Uberginge zum (amorphen) festen Korper. Erhitztes Glas
z. B. macht diese Uberginge simtlich durch, Asphalt und &hnliche Stoffe
zeigen sie bei gewohnlichen Temperaturen.

Versuch: Eine umgestiirzte Tonne mit Asphalt lauft je nach der Temperatur
in einigen Tagen oder Wochen aus; das Ausgelaufene bildet einen flachen Kuchen.
Obwohl dieser in dauerndem WeiterflieBen ist, kann man darauf herumtreten, ohne
merkliche Eindriicke hervorzurufen. Eindriicke zeigen sich aber bei lingerem
Stehenbleiben. Bei Bearbeitung mit einem Hammer splittert die Masse wie Glas.

In der Lehre vom Gleichgewicht der Flissigkeiten interessieren wir
uns nur fir Ruhezustinde bzw. hinreichend langsame Bewegungen, hier
ditrfen wir daher den Widerstand gegen Forminderung genau gleich Null
setzen, wir erhalten geradezu eine Definition des flissigen Zustandes,
wenn wir sagen: In einer im Gleichgewicht befindlichen Fliissig-
keit ist jeder Widerstand gegen Forméanderung gleich Null

Nach der Auffassung der kinetischen Theorie der Materie sind die kleinsten
‘T'eile aller Kérper (die Atome) in bestindiger Unruhe; die kinetische Energie dieser
Bewe’gung ist das, was sich als Wiarme #uBert. Von diesem Standpunkt aus unter-
scheiden sich die Flissigkeiten von den festen Kérpern dadurch, daf die Teilchen
nicht wie bei diesen feste Platze haben, um die sie schwingen, sondern sich dauernd
ungeordnet durcheinander bewegen, oder wenigstens sehr hiufig ihre Plitze wechsein.

1) Bearbeitet von Prof. Dr. L. Prandtl in Gottingen.
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Das allmihliche Erweichen von amorphen Kérpern bei steigender Temperatur kann
man sich so vorstellen: Erhitzt man einen festen Korper, d. h. vermehrt man die
Energie der Molekelbewegung. so treten zunichst einige Platzwechsel ein, wo
erade zufillig besonders groBe Schwingungsamplituden auftreten; bei weiterer
Srhitzung werden die Platzwechsel immer haufiger, schlieSlich allgemein. Durch
solches freiwilliges Platzwechseln ist aber die Moglichkeit der Formanderung ohne
Widerstand gegeben. Bei kristallinischen festen Korpern, in denen bekanutlich
die Teilchen véllig regelmiBig angeordnet sind, sind die Verhiltnisse ctwas anders;
hier gibt es bei geniigend hoher Temperatur Platzwechsel ohne Anderung der
Gesamtanordnung, d. h. ohne Verschwinden des festen Zustandes, und der Uber-
ang vom festen zum flissigen Zustand pflegt unstetig durch Schmelzen, d. h.
gurch Einstiirzen des regelmifigen Gebiudes zu crfolgen. DNoch gehoren diese
Dinge nicht mehr hierher.

Eine weitere Kigenschaft der Flissigkeiten ist ihr grofSer Widerstand
gegen Volumenverinderung. Es ist auf keine Weise moglich, 1 Liter Wasser
in ein Gefal von 1/, Liter Inhalt hineinzupressen, und wenn man dieselbe
Menge in ein GefiB von 2 Liter Inhalt bringt, so fiillt es dieses nur zur
Halfte aus, auch wenu man die Luft dariiber wegpumpt. Dabei ist das Wasser
nicht etwa ganz unzusammendriickbar, bei hohen Drucken kann es um
immerhin merkbare Betrige zusammengedriickt werden [5 v. H. Volumen-
verminderung bei rund 1000 Atmosphiren Druck]1). Bei anderen Fliissigkeiten
liegen die Verhaltnisse dhnlich. Uber Kompressibilitat vgl. Bd. ITI, 1, S. 246—250.

§ 2. Lehre vom Spannungszustand. Wir wollen uns nun mit dem
Spannungszustand in einer im Gleichgewicht befindlichen Flussigkeit ndher
beschaftigen. Es ist vielleicht nicht uberflissig, zu bemerken, daB man die
allgemeinen Sitze iiber das Gleichgewicht der Krifte an einem Korper auch
auf flissige Kérper anwenden darf. Man findet gelegentlich, um dies zu
rechtfertigen, ein besonderes ,Krstarrungsprinzip“ herangezogen, dem folgende
Uberlegung zugrunde liegt: ,Das Gleichgewicht irgend eines beweglichen
Systems kann dadurch, daB nachtriglich irgendwelche beweglichen Teile
festgemacht werden, nicht gestort werden; also kann man auch in einer im
Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit irgend einen Teilbezirk erstarrt denken,
ohne das Gleichgewicht dadurch zu stéren, und man kann auf den erstarrten
Teil die Satze iber das Gleichgewicht starrer Korper anwenden“?). Der
Umweg iiber den starren Korper ist aber nicht unbedingt notwendig. Die
Gleichgewichtssitze der allgemeinen Mechanik werden zwar vielfach unter
Zuhilfenabme des ,starren Korpers“ abgeleitet. Ein ,ruhendes Massensystem*“
mit inneren Bewegungsmoglichkeiten, die aber des Gleichgewichts wegen nicht
ausgenutzt werden, liBt jedoch die Anwendung dieser Sitze ebenso zu. So-
lange es sich um den Fall wirklicher Ruhe handelt, sind beide Betrachtungs-
weisen ganz gleichberechtigt; handelt es sich aber um einen Fall von Be-
wegung, 8o kommt man mit dem Erstarrungsprinzip leicht in Schwierigkeiten,
da hier nichts Erstarrtes vorhanden ist. Wegen der spiteren Anwendung
auf die Dynamik mogen die wesentlichen Uberlegungen dieser Betrachtungs-
weise, die auch in der Festigkeitslehre iiblich ist, hier kurz aufgefiihrt werden:

1) Uber DruckmaBe vgl. § 3.

?) Es ist hier natirlich nicht an ein physisches Erstarren gedacht, das mit
Volumendnderung und mit Auskristallisieren usw. verbunden ist, sondern an ein
ideelles Erstarren ohne jede Verschiebung und Volumeninderung.
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Man stellt zunichst fest, daB irgendwelche Krifte immer Wechsel-
wirkungen zwischen Massen sind. Zieht z. B. die Masse m, eine andere Masse mg
mit einer Kraft P zu sich hin, so findet sich die Kraft P gleichzeitig
auch an m, als Wirkung von m,, und zwar als eine Anziehung nach my hin.
Beide Krifte sind also entgegengesetat gerichtet (Newtons Prinzip von Aktion
und Reaktion). An einem System von Massen, das irgendwie gegen andere
Massen abgegrenzt werden mdge, unterscheidet man zweierlei Arten von
Kriften, innere Krifte, die zwischen zwei zum System gehsrigen Massen
wirken und daher immer paarweise entgegengesetzt vorkommen, und
aubere Kriafte, die zwischen je einer Systemmasse und einer auBerhalb be-
findlichen Masse wirken, und die daher am System nur einmal vorkommen.
Summiert man alle an den Massen des Systems vorkommenden Krifte
(vektoriell oder komponentenweise), so heben sich die inneren Krifte immer
paarweise aus der Summe heraus, und nur die auBeren Krifte bleiben stehen.

Zum Gleichgewicht des Systems ist erforderlich, daB an jeder einzelnen
Masse die Summe der an ihr angreifenden Krifte verschwindet (Vektor-
summe oder drei Komponentensummen!). Summiert man diese Summen iber
alle Massen des Systems, so verbleibt nach obigem nur die Summe aller
dauberen Krifte, und da jede Einzelsumme des Gleichgewichts wegen ver-
schwindet, verschwindet somit auch die Summe der &uleren Kriafte
an dem System. Dieser Satz, der iiber das Massensystem weiter nichts
voraussetzt, als dall es im Gleichgewicht ist, erweist sich fiir die verschiedensten
Anwendungen als hdchst wertvoll. Rechnet man nach der Koordinaten-
methode, dann enthilt er in sich die drei Aussagen

SX=0 SY=0 >z=0,
wo X, Y, Z Komponenten der duBeren Krifte nach der x-, y- und 2-Richtung sind.

Zu dem vorstehenden Satz gibt es einen véllig analogen fiir die Dreh-
momente der #uBeren Krifte. Auch diese miissen im Gleichgewicht ver-
schwinden.

Sowohl bei elastisch festen wie bei fliissigen Korpern interessiert man
sich fiir den Spannungszustand im Innern des Kérpers. Dieser besteht
offenbar aus den inneren Kriften, die zwischen den kleinsten Teilen des
Korpers ibertragen werden. Im allgemeinen begniigt man sich dabei mit
Angaben iber den mittleren Zustand in einem Bereich, der schon eine sehr
groBe Anzahl von Teilchen enthilt; denn das Bild der Einzelkrafte zwischen
den noch dazu in lebhafter Wirmebewegung befindlichen Teilchen wiirde
viel zu verwirrend sein. Wie aber soll man die inneren Krifte zu fassen
bekommen, da unsere Sitze nur Aussagen iiber duBere Krifte liefern? Die
Antwort ist: Man muB sie zu 4uBeren machen! Das ist méglich, und
zwar so: Denken wir uns einen Korper durchgeschnitten und erkliren das
eine der beiden Stiicke (I in Fig.773) als unser Massensystem, dann sind alle
Krifte, die von einem Teilchen des Gebietes II auf eines des Gebietes I iiber-
tragen werden, und die bisher innere Krifte waren, fir uns zu &duleren ge-

worden. Stand der ganze Kérper unter einem #uBeren Zwangszustand (in
Miuller-Pouillet I, 2. 11. Aufl. 63
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Fig. 773 ist dieser durch zwei Pfeile angedeutet), so bestehen auch innere
Spannungen, und wir werden dann, wenn wir in Gedanken den Schnitt aus-
fihren, finden, daB durch die Schnittfliche hindurch von den Teilchen rechts
vom Schnitt auf diejenigen links vom Schnitt Krifte ubertragen werden.

Fig. 773. Fig. 774,

—C[o- -6

Summieren wir alle diese Krifte, d. h. setzen wir sie zu einer resultierenden
Kraft zusammen, so hilt diese den an dem Teil I angreifenden Kriften gerade
das Gleichgewicht (vgl. Fig. 774). Dies liefert eine eindeutige Aussage iiber
die Resultierende der Krifte im Schnitt?).

Unter Spannungen versteht man nun solche Krifte in einem
»Schnitt®, bezogen auf die Flicheneinheit. Man erhdlt in obigem
Beispiel offenbar die mittlere Spannung in dem Schnitt, wenn man die aus
dem Gleichgewicht folgende Kraft im Schnitt durch den Flicheninhalt des
Schnittes dividiert. Wir ersehen hieraus auch, daf die ,Spannung auf einer
Fliche“ ebenso wie die Kraft ein Vektor ist.

Unser Prinzip, durch einen gedachten Schnitt aus inneren Kriften auBere
zu machen, im folgenden kurz ,Schnittprinzip“ genannt, liBt erweiterte
Anwendungen zu, indem wir durch eine Anzahl von Schnittflichen aus dem
Innern des Korpers, dessen Spannungszustand wir untersuchen wollen, ein
kleines Korperchen (Parallelepiped, Prisma, Tetraeder usw.) herauspriparieren
und sein Gleichgewicht untersuchen. Im einfachsten Falle sind dann alle

Fig. 175. Krifte, die an dem Kérperchen ins Gleichgewicht zu
setzen sind, Spannungskrifte. Aus dem Gleich-
gewicht solcher Korperchen lassen sich verschiedene
wichtige Sitze iiber Spannungszustinde herleiten,
von denen einer hier als Beispiel mit Beweis an-
gefithrt werden mag: ,Sind die Spannungsvektoren
fir drei Schnittrichtungen gegeben, die miteinander
eine korperliche Ecke bilden, so ist damit auch fir
alle ibrigen Schnittrichtungen der Spannungsvektor
bekannt.“ Beweis: Wir schneiden die korperliche
Ecke mit der vierten Fliche, deren Spannung ermittelt werden soll, so, daB
ein Tetraeder wie in Fig. 775 entsteht. Die Krifte 1, 2 und 3 werden erhalten,
indem man die gegebenen Spannungsvektoren mit den Flicheninhalten der
zugehdrigen Dreiecke multipliziert. Es gibt nur eine Richtung und GroBe der
Kraft 4, die den Kriften 1 + 2 + 3 das Gleichgewicht hilt; diese Kraft,
dividiert durch die zugehérige Dreiecksfliche, ist die gesuchte Spannung. Far

1) Man hitte die ganze Uberlegung natiirlich ebenso gut an die Zustinde
am Teil II ankniipfen konnen und hitte dabei eine gleich %roﬂe, aber entgegen-
gesetste Kraft erhalten (eben die Kraft, die von dem Teil I auf den Teil II aus-
gefibt wird).
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die Berechnung wihlt man zu den Flichen 1, 2 und 3 zweckmiBig die Koordi-
natenebenen, vgl. Fig. 775.

Die weiteren Einzelheiten der Lehre von den Spannungzustinden gehoren
in die Festigkeitslehre. Hier sei nur noch erwihnt, daB der ,Spannungs-
zustand®, der die Gesamtheit der Spannungsvektoren zu allen méglichen
Schuoittrichtungen durch einen Punkt darstellt, mit einem Ellipsoid in Ver-
bindung gebracht werden kann; er ist demnach ein ,Tensor“. Nach dem
vorerwahnten Satz ist der Spannungszustand in einem Punkte (und auch sein
Ellipsoid) gegeben, wenn die Spannungsvektoren zu 3 eine kérperliche Ecke
bildenden Schnittflichen gegeben sind. Entsprechend den drei Hauptachsen
die jedes Ellipsoid besitzt, sind bei jedem Spannungszustand drei aufeinander,
senkrechte Schnittflichen angebbar, auf denen der Spannungsvektor senkrecht
steht. Die drei auf diese Weise ausgezeichneten Spannungen heien Haupt-
spannungen, die zugehérigen Richtungen Hauptrichtungen.

§ 3. Der Fliissigkeitsdruck. Der Spannungszustand in einer im
Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit ist besonders einfach. Ein Widerstand
gegen Forminderung, also gegen Verschieben der Teile aneinander, ist etwas
mit einer Reibung Verwandtes. Wenn bei zwei sich berithrenden festen
Kérpern Reibungslosigkeit herrschen soll, so muB die Druckkraft an der Be-
rithrungsfliche der beiden Kérper jederzeit senkrecht auf dieser stehen (so
daf also bei einer Gleitbewegung lings der Beriihrungsfliche keine Arbeit
geleistet wird). Ganz entsprechend driickt sich die Abwesenheit eines Wider-
standes gegen Formanderung dadurch aus, daB im Innern der Fliissigkeit die
Spannung, die man hier Druck zu nennen pflegt, iiberall senkrecht
auf der Schnittflache steht, auf der sie wirkt. Man kann geradezu das
Senkrechtstehen des Druckes auf der zugehdrigen Fliche als eine Definition
des fliissigen Zustandes ansehen; sie ist der in § 1 angegebenen Definition
vollig gleichwertig.

Aus dieser Kigenschaft des Flissigkeitsdruckes 1aBt sich sofort eine
andere durch eine einfache Gleichgewichtsbetrachtung herleiten. Wir denken
uns dazu aus der Fliissigkeit ein kleines dreiseitiges Prisma herausgeschnitten;
die Stirnflichen des Prismas mogen dabei senkrecht zu den Prismakanten
stehen (wir konnen uns natiirlich das Prisma auch innerhalb der Fliissigkeit
erstarrt denken und das Gleichgewicht der Kriifte studieren, die von der
iibrigen Flissigkeit auf das Prisma ausgeiibt werden). Die Druckkrifte auf
den Stirnseiten sind gleich groB8 und entgegengesetzt gerichtet und halten
sich daher von selbst Gleichgewicht, so daB wir sie nicht weiter zu beachten
brauchen. Die Krifte auf den Seitenflichen sind, da sie senkrecht auf ihren
Flichen stehen, in einer zu den Prismakanten senkrechten Ebene enthalten.
Fig. 776 zeigt eine Stirnansicht des Prismas mit den Kriften, Fig.777 das
Dreieck, das die Krafte bilden miissen, damit Gleichgewicht vorhanden ist. Da
die Dreieckseiten von Fig. 777 je auf denen von Fig. 776 senkrecht stehen, haben
beide Dreiecke dieselben Winkel und sind daher einander éhnlich. Hieraus folgt,
daB die drei Druckkrifte sich verhalten wie die zugehdrigen Prismenseiten.

63+
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Wenn wir nun die auf die Flicheneinheit bezogenen Drucke ermitteln wollen,
8o miissen die Druckkrifte durch die jeweilige Prismenfliche dividiert werden.
Die Prismenflichen haben alle dieselbe Héhe und verhalten sich daher wie
ibre Grundlinien, die Prismenseiten, also ebenso wie die Krafte. Hieraus

Fig. 776. folgt, daBl der Druck pro Fliacheneinheit, den wir
schlechthin Druck nennen, auf allen drei Prismen-
flichen gleich groB ist. Da das Prisma im iibrigen
ganz beliebig gewihlt war, schliefen wir, dal der
Druck an ein und derselben Stelle der Fliissig-
keit in allen Richtungen (noch genauer gesagt:
4 fur alle moglichen Lagen einer gedachten Schnitt-
fliche) gleich gro8 ist. Das Spannungsellipsoid ist
in diesem Falle eine Kugel. Fiir einen Spannungs-
zustand dieser Art, den man auch hydrostatischen
7 Spannungszustand nennt, geniigt also eine einzige
Zahlenangabe, die des Druckes p. Nach dem Fritheren
bedeutet diese Zahl offenbar die Kraft, die auf einer
Flacheneinheit ibertragen wird. Je nach der gewiahlten Krafteinheit und
Flicheneinheit sind sehr verschiedene Druckmafie méglich. Technisch ist
sehr gebriuchlich das kg/cm?; aber auch das kg/m? wird viel verwendet.
kg bedeutet dabei Kilogramm -Gewicht, vgl. Kap.I, § 51. Uber einige andere
DruckmaBe vgl. § 15 und 16.

§4. Druckverteilung in einer Fliissigkeit bei Nichtberiicksichti-
gung der Schwere. Jede Flissigkeit ist schwer. In vielen Fillen, besonders
wenn es sich um hohe Drucke handelt, ist es aber unnétig, auf die Wirkungen
der Schwere Riicksicht zu nehmen; die Uberlegungen werden dadurch sehr
vereinfacht. Wir kniipfen wieder an das Kriftegleichgewicht an einem Prisma
an, das wir jetzt aber von linglicher Form annehmen wollen, und betrachten
das Gleichgewicht gegen Verschieben lings der Prismenachse. Wir nehmen

Fig. 778.
7z, 7

7 z
zunichst eine Verinderlichkeit des Druckes von Ort zu Ort an; der Quer-
schnitt des Prismas, gleich dem Inhalt der auch hier senkrecht zur Prismen-
achse angenommenen Stirnfliche, sei . Wir nehmen diesen Querschnitt so
klein, daB die Verianderlichkeit des Druckes innerhalb desselben unbeachtet
bleiben darf. Wenn an dem einen Prismenende der Druck p,, an dem anderen
P; herracht, so greifen hier die Krifte Fp, und Fp; in entgegengesetzter
Richtung parallel der Prismenachse an. Alle Druckkrifte auf den Seiten-
flichen des Prismas stehen aber nach unserer Grundannahme senkrecht auf
diesen Flachen und damit auch senkrecht auf der Prismenachse und tragen
daher zu den Kraftkomponenten parallel der Prismenachse nichts bei, gleich-
viel wie der Druck auf ihnen verteilt ist. Das Gleichgewicht verlangt also,
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daB die einzigen Krafte in der betrachteten Richtung, ¥'p, und F'p,, unter-
einander Gleichgewicht halten, also muB sein

Fp, = Fp, oder p, = p,,

d. h., da die Lage des Prismas ja ganz willkiirlich war: Bei Abwesenheit
der Schwere (und anderer etwaiger eingeprigter Krifte) ist der Druck
an allen Stellen der Fliissigkeit gleich gro8.

Erfillt die Flissigkeit etwa enge und gewundene Riaume, so daB es nicht
méglich ist, zwischen zwei beliebigen Punkten ein Prisma in die Flissigkeit zu
legen, so steht es immer frei, den SchluB beliebig oft zu wiederholen, von einem
Punkt 1 zu einem Punkt 2, von diesem in anderer Richtung zu einem Punkt 3 usw.,
bis der verlangte Endpunkt n erreicht wird. Aus p, == pg, pg = p; usw.
folgt dann auch p, = pa. Eine andere noch elegantere Uberfeguug 18t die folgende:
Man denke sich ein gerdumiges Gefal, in dem das wirklich vorliegende GefiaB
Platz hat, vollkommen mit Flissigkeit erfillt, und hinterher, nachdem das Gleich-
gewicht eingetreten ist, so viel von der Fliissigkeit erstarrt, dab nur der wirklich
vorhandene Flissigkeitsraum ibrigbleibt. Nach unserem Erstarrungsprinzip von
§ 2 wird hierdurch an dem Kriftezustand nichts gedndert; wir haben also auch
in beliebig engen Riumen im Gleichgewicht iberall gleichen Druck.

Anmerkung: Bei dulerst engen Riumen kann nach einer Anderung des
Flissigkeitsdruckes, etwa durch auBere Belastung, sehr betrachtliche Zeit ver-
gehen, bis das Gleichgewicht eingetreten ist. Bei plastischem Topferton z. B.
(bestehend aus sehr feinen festen Teilchen, deren Zwischenriume mit Wasser an-
gefiillt sind) kann diese Zeit nach Tagen oder, wenn es sich um ganze Tonschichten
im Erdhoden handelt, nach Jahren zihlen'); wéahrend dieser Zeit stromt das
Wasser von den Stellen hoheren zu denen niedrigeren Druckes, vgl. Kap. XII, § 8.

Wir fassen also zusammen: Der Druck in einer im Gleichgewicht
befindlichen Flissigkeit steht iiberall senkrecht auf der Fliche,
auf der er wirkt, und ist — bei Abwesenheit von Schwerkriften und
anderen Massenkriften — allerorts und in jeder Richtung gleich gro8.

. Was von dem Druck im Innern der Flissigkeit gilt, gilt auch fiir den
Druck auf die Winde des Gefiles, das die Flissigkeit einschlieSt. Man kaann,
um sich das klarzumachen, dicht vor der Wand — oder Fig. 779.
auch in einigem Abstand davor — einen ebenen Schnitt
durch die Fliissigkeit fithren und diesen durch eine Zylinder-
fliche ergiinzen, die senkrecht zu dem Schnitt steht, vgl
Fig. 779. Das Gleichgewicht des auf diese Weise singe-
schlossenen Wasserkorpers liefert die Kraft P, genauer die
Kraftkomponente, die das Wandstiick in der Richtung
senkrecht zur Schnittfliche erfihrt, und zwar ist
diese Kraft gleich F'p?). Diese Betrachtungsweise hat den Vorteil, daB man
sofort erkennt, daB Unebenheiten des Wandstiicks, selbst grobe, an dem Er-
gebnis nichts andern.

Macht man das Wandstiick beweglich, d. h. ordnet man einen in einem
Zylinder verschieblichen Kolben (Fig. 780) oder auch nur eine dicht schlieBende
Platte (Klappe) iber einer (ffnung (Fig. 781) an, so kann die Kraft P von
aulen wahrgenommen werden, da man, um den Kolben oder die Klappe an

1) Vgl. etwa Terzaghi, Erdbaumechanik. Wien 1924, .

%) In Fig. 779 ist die Kraft P in der Weise angegeben, wie sie von der Wand
auf den betrachteten Flissigkeitskorper ausgeiibt wird. Die Druckkraft der
Flissigkeit auf die Wand hat die entgegengesetzte Richtung.
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ihrer Stelle zu halten, von auBen eine Kraft gleich P darauf ausiiben muB.
(In Fig. 780 und 781 ist die Kraft eingezeichnet.) Durch Messung der Kraft P
am Kolben kann auch der Druck p ermittelt werden, denn er ist gleich P: F.
Hierauf beruht eines der genauesten Mefgerite fiir hohe Drucke, die Hol-

Fig. 781.

bornsche Druckwaage, Fig.782. Sie enthilt in einem senkrecht stehenden, sehr
genau gearbeiteten Zylinder einen mit ganz geringem Spiel eingepaBten Kolben,
der durch Gewichte belastet ist. Man bringt unter den Kolben ein zih-
fliissiges Ol, das wihrend des Versuchs in geringen Mengen austritt. Wesent-

Fig. 782.

/q 777 %
| 7 Y I
2
i 188

Holbornsche Druckwaage.
a = Druckzylinder, b = Stempel, ¢ = Verbindungsleitung mit der Stelle, deren
Druck gemessen werden soll, h = Haken zum Anhiéngen der Belastungsgewichte,
¢ = Nachfiillvorrichtung.

lich fir eine genaue Messung ist, daB Kolhen und Zylinder sich nirgends
berithren, was dadurch erreicht wird, daf der Kolben fortwihrend um seine
Achse gedreht wird, wodurch das Ol in dem Zwischenraum zwischen Zylinder
und Kolben gleichmiBig verteilt wird und so eine metallische Berithrung ver-
hindert. Die Reibung des Kolbens ist dann duBerst gering.

Die Klappe von Fig. 781 kann als Urbild aller Ventile gelten; sie 6ffnet
sich, entgegen der in Richtung des SchlieBens wirkenden Kraft P, wenn der
Flussigkeitedruck den Wert P: F iiberschreitet, und schlieBt sich dicht, wenn
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der Druck kleiner als dieser Wert wird. Zur Druckmessung eignet sie sich
weniger; immerhin kann sie auch dazu benutzt werden, wenn man die Be-
lastung P beobachtet, bei der gerade etwas Fliissigkeit auszuflieBen beginnt.

Ein Koérper, der von einer der Schwere nicht unterworfenen, aber unter be-
liebigem Druck stehenden Fliissigkeit allseitiz umgeben ist, erfahrt von dieser
zwar allseitigen Druck, aber keine resultierende Kraft. Dies ist vermoge des Er-
starrungsprinzips leicht einzusehen, denn denkt man zunichst den ganzen Raum

mit Flissigkeit erfiillt, so ist jeder Teilbezirk im Gleichgewicht, und es wird daran
nichts geéndert, wenn hinterher ein Teilbezirk erstarrt gedacht wird.

§ 5. Hydraulische Presse, Druckpumpe, Arbeitsleistung einer
Druckfliissigkeit. Befinden sich in einem mit Flissigkeit gefiillten Raume
zwei Kolben vom Querschnitt F;, und ¥, (Fig.783), so tritt, reibungslose Be-
weglichkeit der beiden Kolben vorausgesetazt,
nur dann Gleichgewicht ein, wenn die von
auflen auf die Kolben wirkenden Krifte P,
und P, in demselben Verhiltnis zueinander
stehen wie die Querschnitte ¥} und F,. Ist p
der Flissigkeitsdruck, so ist P, — Fp und
Py = F,;p, also P,:P; —= F,:F,. Macht
man den einen Querschnitt méglichst groB
und den anderen klein, so kann also mit
diesem Mechanismus einer groBen Kraft durch
eine kleine das Gleichgewicht gehalten werden. Auf diesem Grundgedanken
beruht die hydraulische Presse, mit der durch Bewegung des kleinen
Kolbens sehr groBe Krifte am grofen Kolben hervorgebracht werden kounen.
Zur Verstirkung der Wirkung pflegt der kleine Kolben mittels eines langen
Hebels bewegt zu werden. Eine Ausfithrungsform der hydraulischen Presse
ist in Fig. 784 dargestellt. Man trennt meist die Einrichtung in zwei nur durch
ein Rohr verbundene Apparate, die eigentliche Presse und die Pumpe. Die
Presse links zeigt einen starkwandigen Zylinder ¢, in dem sich der Kolben p
bewegt. Die Abdichtung wird dabei von einer selbstdichtenden Leder-
manschette besorgt, die in der Figur zu erkennen ist. Der zu pressende
Korper wird zwischen die auf dem Kolben befindliche Druckplatte n und die
mit dem Zylinder fest verbundene Gegenplatte e gestellt. Durch Einpressen
von Wasser in den Zylinder wird der Kolben mit der Druckplatte angehoben
und daher der Raum zwischen ¢ und # verkiirzt. s ist der Pumpenkolben,
der durch einen in der Figur nicht gezeichneten Hebel heruntergedriickt
wird, Damit der Prefivorgang nach Zuriicklegung eines Pumpenhubs weiter
fortgesetzt werden kann, ist die Pumpe in der iiblichen Weise mit einem
Saugventil (unter dem Kolben s) und einem Druckventil (d) ausgeriistet.

Nimwmt man die Kraft, mit der der Arbeiter den Hebel niederdriickt, zu
20 kg an, und ist das Hebelverhiltnis 1:8, so wirkt auf den Pumpenkolben
eine Kraft von 160kg. Hat der Kolben 2cm? Querschnitt, was ungefihr
16 mm Durchmesser entspricht, so ist der Wasserdruck 80 kg/cm3. An-
genommen, der Kolben der Presse hitte genau den 20fachen Durchmesser

Fig. 783.
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wie der der Pumpe (also rund 320 mm), so wiirde der Querschnitt 20 x 20
= 400mal so groB sein wie der des Pumpenkolbens, also Fy == 400 F,
= 800 cm? Die von der Presse entwickelte Kraft wird daher 800 cm®
X 80kg/cm? = 64000kg. (Die Berechnung wire unter Umgehung des

Hydraulische Presse.
3 = Pumpenkolben, p = Kolben der Presse.

Wasserdrucks so schneller gegangen: P, = F,/F, . P, = 400 . 160 kg
= 64000kg.) In Wirklichkeit ist die Kraft durch die vorhandenen Reibungen
in den Hebelgelenken und in den Fihrungen und Abdichtungen der beiden
Kolben etwas kleiner.

Wir wollen uns nun noch fragen, welche Arbeit in einer Pumpe oder
hydraulischen Presse umgesetzt wird. Ist 8 der Weg des Kolbens und ist
die Kraft wihrend des ganzen Weges s dauernd gleich P gewesen, so ist die
geleistete Arbeit A =— P's; es ist aber P — p F, also wird auch A = pF's.
Das Produkt F's stellt aber das vom Kolben zuriickgelegte Volumen dar, das
mit V bezeichnet werden mége. Hiermit erhalten wir also

A=pV.

Bei der hydraulischen Presse eracheint die Flissigkeitsmenge, die vom Pumpen-
kolben verdrangt wird, unter dem PreBkolben vollstindig wieder, es ist also
Vi = V,, woraus ersichtlich ist, daB, von Reibungen und Stérungsverlusten
abgesehen, auch die beiden Arbeiten einander gleich sind. Die hydraulische
Presse gehort also, wie der Hebel und das Rad an der Welle, zu den idealen
Mechanismen, sobald man von den Verlusten absieht. Man kann deshalb auch
das Prinzip der virtuellen Verriickungen auf sie anwenden. Wegen V, = F s,
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und V; = Fjys, liefert die Beziehung ¥; = V, die Proportion
8 :8g = Fy: Fy;
es ist aber nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen P,s; = P, s,
oder Py: P, = s,:5,, 8o dal sich ergibt
Py:P, = Fy: Fy,
also das frithere Resultat.

Ist die Kraft wihrend der Zur ucklegnndg des Wegel 8 nicht konstant, so ist
die Arbeit fiir ein Wegelement ds d4 = 8 = g ds = pdV, wo dV das vom
Kolben zuriickgelegte Volumenelement bedeutet. Die ganze Arbext ist dann

A :J. Pds = J‘per.

Bei einem hin und her gebenden Kollen kanu die Arbeit eines Hinundhergangs
erbalten werden, wenn das obige Integral iiher den geschlossenen Weg in der
»V-Ebene genommen wird. In dem bei WnsserEnmpen baufig vorkommenden

‘all, daB der Druck wihrend des Hingangs und Riickgangs des Kolbens je konstant
ist (pl beim Hingang und p, beim Riickgang), ist die Arbeit eines Doppelhubes

A= (py—ps) Fs = (p—pa) V.

§ 6. Eigenschaften der Gase. Die Gase unterscheiden sich von den
Flissigkeiten dadurch, daB sie sich unter Anwendung entsprechender Drucke
auf sehr kleinem Raum zusammendriicken lassen, und andererseits, wenn
ihnen mehr Raum als im gewghnlichen Zustand dargeboten wird, diesen immer
gleichformig ausfiillen, wobei ihr Druck entsprechend unter den Druck der
umgebenden Luft sinkt. Im iibrigen ist ihr Verhalten dem der Fliissigkeiten
sehr dhnlich, da auch bei ihnen im Ruhezustand jeder Widerstand gegen Form-
anderung verschwindet, und sich im iibrigen bei inneren Verschiebungen auch
hier eine gewisse Zihigkeit geltend macht. Solange also keine Volumen-
inderungen vorkommen, unterscheidet sich das Verhalten eines Gases qualitativ
in nichts von dem einer Flissigkeit, die denselben Raum, ohne eine freie
Oberfliche zu haben, ausfiillt.

Das technisch wichtigste Gas ist die atmosphirische Luft. Die anderen
Gase zeigen im wesentlichen dasselbe Verhalten. Wie spiter noch ausfihr-
licher besprochen werden wird, steht die atmospharische Luft am Erdboden
unter einem in der Hauptsache konstanten Druck, der rund 1kg/cm? betrigt.
Der Druck von 1kg/em? heiBt deshalb eine (technische) Atmosphare. (Die
davon etwas verschiedene , physikalische Atmosphire“ entspricht dem mittleren
Luftdruck in Meereshéhe und ist zu 760 mm Quecksilber = 1,0333 kg/cm?
festgesetzt worden. In hoheren Lagen ist der Luftdruck geringer, vgl. § 9.)

Zur Messung des Luftdrucks (Gasdrucks) dienen verschiedene Geriite, die,
soweit sie Druckunterschiede anzeigen, Manometer, soweit sie absolate
Drucke des sie umgebenden Gases anzeigen, Barometer heifen. Zu beiden
Arten von Geriten lassen sich Flissigkeitssiulen verwenden, vgl. § 14
und 15; aber auch solche, bei denen der zu messende Druck auf eine Feder
wirkt, werden viel angewandt. Um den absoluten Druck der Luft zu messen,
kann man z. B. eine metallene Dose mit einem nachgiebigen Deckel, die luft-
leer gepumpt ist, so mit einer starken Feder verbinden, daB diese durch ihre
Spannung den Deckel gegen das Eindriicken durch den &uBeren Luftdruck
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stitzt. Wird dieses Gerit, das noch ein Zeigerwerk zur stark vergroBerten
Wiederga:be der Deckelbewegungen enthilt, an einen Ort anderen Luftdrucks
gebracht, oder andert sich der Luftdruck von selbst, so ist durch den Zeiger
die Druckianderung erkennbar (sogenanntes Aneroidbarometer, vgl. Kap. XIV,
Abschn. B, § 23). Uber die Barometer fiir genaue Druckmessungen ist in § 16
bis 21 desselben Kapitels im Zusammenhang berichtet.

Das Gesetz, nach dem sich bei gegebenen Anderungen des Volumens der
Druck des Gases andert, ist zuerst von R. Boyle 1662 und dann noch einmal
unabbingig von Mariotte 1679 entdeckt worden. Man nennt es daher
sBoyle-Mariottesches Gesetz“. Nach ihm verhalten sich (bei ein und
derselben Temperatur) die Drucke umgekehrt wie die Volumina. Wird also
eine Gasmenge auf die Halfte ihres Volumens zusammengeprefit, so verdoppelt
sich ihr Druck, und umgekehrt, wird ibr das doppelte Volumen dargeboten, so
sinkt der Druck auf die Halfte. Man kann dieses Gesetz durch die Formel

pV:prl....--.. ...... (1)

auedriicken, in der p, den anfinglichen Druck, V, das anfingliche Volumen
und p und V zwei beliebige, aber zusammengehdrige Werte dieser GroBen sind.

Das Volumen eines Gases ist auch mit der Temperatur sehr stark ver-
anderlich. Gay-Lussac fand 1816, daB die Ausdehnung fiir 1°C, falls der
Druck konstant gehalten wird, immer 1/273° des Volumens bei 0°C ist, und
zwar fir alle Gase und Temperaturen — wenn man von Feinheiten absieht,
die im II. Band (Wirme) behandelt werden. Man kann dieses Verhalten durch
die Formel ausdriicken:

V=Vo(1l+ad)............. (2
wo V, das Volumen bei 0°C, & die Temperatur nach Celsius und & = §;3o
der ,Ausdehnungskoeffizient® ist.

Da die Formel (2) sich als unabhingig von dem jeweiligen Druck er-
wiesen hat, sofern dieser nur bei den in der Formel verglichenen Zustinden
jeweils konstant war, 148t sich die Formel (2) mit der Formel (1) verbinden.
Man erhilt damit die fiir alle Drucke und Temperaturen gleich verwendbare
Formel

PV =pVo(1tad) ....... RN €]

In dieser bedeutet p, einen im iibrigen beliebigen, aber festgehaltenen Aus-
gangsdruck und ¥V, das Volumen beim Ausgangsdruck p, und bei 0°C. Fir
die Gl (3) findet man vielfach den Namen Mariotte-Gay-Lussacsche
Gleichung. Man bezeichnet sie auch als ,Zustandsgleichung®, da sie die
drei ZustandsgroSen Druck, Volumen und Temperatur miteinander verkniipft.
Man nennt sie speziell ,Zustandsgleichung der idealen Gase“, weil die wirk-
lichen Gase gewisse Abweichungen von ihr zeigen. Diese Abweichungen sind
bei Gasen gewdhnlicher Dichte ziemlich unbedeutend, machen sich aber sehr
bemerklich, wenn die Gase stark verdichtet werden, und besonders, wenn
die Temperatur so stark erniedrigt wird, daB die Verflissigung des Gases
einsetazt.
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Diese Abweichungen werden in dem Abschnitt iiber die Zustandsgleichung in
Band IlI, 1, Kap. VI ausfiihrlich behandelt. Hier mag nur eine der Abweichungen
kurz besprochen werden. Gl. (1) wiirde ergeben, daB bei ungeheuer grofSen Drucken
das Gasvolumen ubgeheuer klein wirde, und man kann nach der Formel aus-
rechnen, bei welchem Druck die Dichtigkeit des Wassers, bei welchem die des
Goldes usw. erreicht wiirde. Dies ist aber unrichtig. Es gibt ein Grenzvolumen,
iiber das hinaus das Gas durch keinen noch so hohen Druck zusammengedriickt
werden kann, bei dem also die Teilchen die dichtest mégliche Lagerung haben.
Man kann diesem Umstand durch eine Abénderung von Gl. (3) Rechnung tragen,
indem man schreibt: o

PV = V) = po(Vo— V) 1 +ad).

V' bedeutet dabei das kleine Grenzvolumen. V ergibt sich offenbar fir jedes
endliche p noch etwas grofer als V’; fir Volumina V, die gro8 gegen V' sind,
unterscheiden sich die Ergebnisse dieser Gleichung aber praktisch nicht von
denen der Gl. (1).

Bei der Verdichtung eines Gases wird Wirme erzeugt; das Boyle-
Mariottesche (Gesetz, das nur fiir gleichbleibende Temperatur giiltig ist,
kann also nur dann wirklich beobachtet werden, wenn dem Gas wihrend oder
wenigstens nach der Verdichtung (Kompression) geniigend Zeit gelassen wird,
um die erzeugte Wirme abzugeben und wieder die Temperatur der Umgebung
anzunehmen. Das gleiche gilt fur die bei der Ausdehnung (Expansion) auf-
tretende Abkithlung. LaBt man dem Gase keine Zeit, seine Temperaturunter-
schiede auszugleichen, so muB offenbar bei der Verdichtung der Druck in
stirkerem Verhidltnis anwachsen, als das Volumen abnimmt. Die Thermo-
dynamik lebrt, daB in dem Falle, wo gar kein Austausch der erzeugten Wirme
stattfindet, also bei extrem rascher Verdichtung und Verdiiunung, an Stelle
von Gl (1) die Formel

pV¥=p F*. -« e (4)
tritt, worin % == ¢p/cy, d. h. gleich dem Verhiltnis der spezifischen Wirme bei
konstantem Druck zu der bei konstantem Volumen ist!). Fiir trockene
atmosphérische Luft ist ¥ — 1,405, Kine Kompression oder Expansion nach
dem Gesetz von Gl (4) nennt man im Gegensatz zu der nach Gl. (1), die man
isothermisch nennt, eine adiabatische Kompression oder Expansion 3).

Anmerkung: Das in diesemn Paragraphen geschilderte Verhalten eines Gases
findet eine sehr gute Krklirung durch die Annahme, daB die kleinsten Teile des Gases
mit groBer Geschwindigkeit durcheinanderschwirmen, unter gegenseitigen Sto8en
und Stoben gegen die Wand. Der Druck ist die Summenwirkung dieser Stéfe.
Niheres hieriiber vgl. in der kinetischen Theorie der Gase, Band III, 2, Kap I.

§ 7. Gebliise, Kompressoren und Luftpumpen. Die Wirkungsweise
der Geblase, Kompressoren und Luftpumpen kann an einem gemeinsamen
Schema studiert werden. Sie kehrt, so verschieden die Ausfithrung im einzelnen
sein mag, fast iberall wieder. Wir kniipfen unsere Betrachtungen an Fig. 785
an. Der von der Kolbenstange a angetriebene Kolben C bewegt sich dicht
anschlieBend in dem Zylinder 4 auf und ab. Seine Endlagen befinden sich
in méglichst kleinem Abstand von den Zylinderdeckeln. Beim Aufgang wird
durch das Ventil d (in der Zeichnung als Klappe schematisiert) Luft unter
den Kolben gesaugt, beim Niedergang wird sie, da d jetzt geschlossen ist,
durch f nach dem Sammelraum £ gefordert, von wo sie durch das Rohr r der

1) Band III, 1, S, 246.
2) Band III, 1, S. 18—14.
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Gebrauchsstelle zuflieBt. Uber dem Kolben ereiguet sich ganz Entsprechendes,
so daB sowohl bei jedem Aufgang als auch hei jedem Niedergang Luft
geliefert wird. Wir wollen nun annehmen, daB der Druck p, in I betrichtlich
iiber dem Ansaugedruck p, liegt. Dann vollzieht sich beim Niedergang des
Kolbens im einzelnen in dem Raum unterhalb des Kolbens folgendes:

Fig. 785. 1. Der Kolben ist in hochster Stellung, der
Raum unter ihm ist mit Luft vom Drucke p, ge-
fiillt, das bisher offene Ventil d schlieit sich
durch Eigengewicht oder Federkraft.

2. Der Kolben bewegt sich abwirts und ver-
dichtet die Luft bei geschlossenen Ventilen, bis der
Druck von p, auf p, gestiegen ist.

3. Sobald der Druck ein wenig iiber p, ge-
stiegen ist, offnet sich das Ventil f; die verdichtete
Luft flieit wihrend des Restes des Kolbenhubes
in dem Mafle, in dem der Kolben vorriickt, in den
Raum F ab.

Wihrend des darauf folgenden Aufgangs er-

Kolbengeblise.
A =: Zylinder, C = Kolben, eignet sich weiter das Folgende:
b und d = Saugklappen,
g und f = Druckklappen.

4. Nachdem die Luftforderung durch das
Ventil f aufgehort hat, schliebt sich dieses.

5. Die in dem ,schiadlichen Raume“ unter dem Kolben zuriickgebliebene
verdichtete Luft dehnt sich bei geschlossenen Ventilen aus, bis ihr Druck
etwas unter p, gesunken ist.

6. Unter der entstandenen Druckdifferenz offnet sich das Ventil d und
148t bis zum Ende des Aufwirtshubes in dem Mafe, in dem der Kolben Volumen
frei gibt, Luft in den Zylinder eintreten.

Die Maschine, in der sich der oben beschriebene Arbeitsvorgang vollzieht,
beiBt ,Geblase“, wenn es sich um geringe Druckunterschiede p, — p, handelt.
In diesem Falle heanspruchen die Vorginge 2 und 5 nur einen geringen Teil
des Kolbenhubs, und der ganze Arbeitsvorgang gleicht daher stark dem in
einer Fliissigkeitspumpe, wo die Druckiiberginge 2 und 5 sich praktisch
momentan vollziehen. Saugt die Maschine Luft oder andere Gase bei atmo-
spharischen Drucken und verdichtet sie betrichtlich, so dal also die Vor-
ginge 2 und b in dem Arbeitsvorgang einen sehr wesentlichen Teil ausmachen,
80 heit sie ,Kompressor® oder auch ,Verdichter“. Saugt sie endlich
Luft (oder Gas) aus einem Raume an, in dem der Druck kleiner als der Atmo-
sphirendruck ist, und verdichtet sie auf Atmospharendruck, so heilt sie ,Luft-
pumpe® (,Gaspumpe“) oder auch ,Vakuumpumpe®.

Der niedrigste Druck, der sich mit einer Luftpumpe erreichen liBt, und
der héchste Druck, den ein Kompressor zu liefern imstande ist, ist haupt-
sichlich durch die GroBe des schidlichen Raumes bedingt. Denn wenn der
Teilvorgang 5 (Ausdehnung der im schidlichen Raume verbliebenen Luft) den
ganzen Kolbenhub erfordert, wird keine Luft mebr durch das Ventil gesaugt,
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und es hort daher jede Korderung auf. Soll also bei einer Luftpumpe ein
verhiltnismilig hohes Vakuum erreicht werden, so ist der schadliche Raum
aufs duberste zu beschrinken; am besten wird er mit einer Flissigkeit (01,
Quecksilber) ausgefillt. (Uber die gebrauchlichsten Konstruktionen der fiir
den Physiker besonders wichtigen Luftpumpen, bei denen zur Erzielung eines
guten Vakuums noch mannigfache Mittel angewandt werden, vergleiche man
die Sonderausfithrungen in Kap. XIV, § 1—6.) Bei den Kompressoren wendet
man, sobald es sich um holie Verdichtungen handelt, das Mittel an, da man
mehrere Kompressoren in der Weise hintereinander anordnet, da der zweite
Kompressor die von dem ersten bereits verdichtete lLuft ansaugt und sie
weiter verdichtet usw. (,Stufenkompressor“). Dasselbe Mittel wird auch bei
Luftpampen angewandt (,, Vorpumpe, die ein , Vorvakuum* schafft; die Haupt-
pumpe fordert die Luft aus dem Hochvakuum in das Vorvakuum).

Bei (ieblasen hat der ,schadliche Raum® nur geringe Bedeutung, bei
Flissigkeitspumpen gar keine (sofern es sich nicht um die erste Ansaugung,
d. h. das Fortschaffen der Luft handelt, die die Pumpe zunichst erfiillt).
Deshalb findet man Pumpen fiir geringe Saughéhe hiufig mit recht groBen
schidlichen Raumen ausgefiihrt.

Geblise vou der Art der Fig. 785 werden ,doppelt wirkend“ genannt.
Wiirde man den oberen Teil des Zylinders mit den Ventilen b und g fort-
lassen, so wiirde ein einfach wirkendes Ge- Fig. 786,
bliise verbleiben. Kin einfach wirkendes Ge-
blase, das frither besonders fiir Schmiedefeuer
und Kirchenorgeln Verwendung fand, ist der
2Blasbalg von dem FKig. 786 eine voll-
kommenere Ausfithrungsform darstellt. Der
untere Raum B mit dem Saugventil & und

Blashalg.

. X A - Luftspeicher, B = Pumpraum,
dem Druckventil h stellt das eigentliche Ge- /& = Druckklappe, k& = Saugklappe,

blase dar; der Raum A stellt einen Speicher 0 = Ausblaseitinung.
fir die gepumpte Luft dar, von dem aus sie ihrem Verwendungsort zuflieCt.
Uber die auf dynamischen Wirkungen beruhenden Geblise vgl. Kap. XII, § 19.

§ 8. Zeichnerische Darstellung der Vorgiinge in Kompressoren usw.;
Berechnung der Arbeitsleistungen. Die im vorigen Paragraphen unter
1 bis 6 besprochenen Vorginge lassen sich

Fig. 787.
in der Weisé zeichnerisch darstellen, dall man A
den Kolbenweg von dem einen Totpunkt aus _
als Abszisse und den dazu gehérigen Druck 5 2R P>~
als Ordinate auftragt. Fig. 787 zeigt eine N/
solche Darstellung fiir einen Kompressor. Die N g—f

Vorginge 1 und 4, die bei umkehrendem, also Druckbild eines Kompressors,
augenblicklich ruhendem Kolben vor sich gehen
und vor allem auch keine Druckidnderung mit sich bringen, treten hierin nicht
in Erscheinung; aber die Vorginge 2 (Verdichten), 3 (Hinausschieben), 5 (Ent-

spannen des Inhalts des schiddlichen Raumes) und 6 (Ansaugen) sind deutlich zu
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erkennen. Die Linie 2 fithrt bei zuriickgehendem Kolben von dem unteren
Druckniveau etwas iiber das obere hinaus. Die hier in der Kurve sichtbare
Nasge deutet darauf hin, daB zum Eréffnen des Ventils etwas mehr Uberdruck
erforderlich ist, als hinterher zu seinem Offenhalten. Eine gleiche Nase findet
sich am Ende von 5. Die Linie 3 zeigt das Hinausschieben; sie liegt etwas
itber dem Druckniveau von p,; ebenso liegt 6 (Ansaugen) unterhalb des
Niveaus p,, beide Male wegen der Widerstande beim Durchgang des Gases
durch die Ventile. — Das Schaubild fiir eine Luftpumpe ist von der gleichen
Art, nur daB hier p; den Atmosphirendruck bedeutet. Fig. 788 und 789 zeigen
entsprechende Schaubilder fiir ein Geblidse und eine Fliissigkeitspumpe.

Fig. 788. Fig. 789.
Druckbild eines Geblises. Druckbild einer Wasserpumpe.

Diese Schaubilder, die man ibrigens ,Indikatordiagramme“ nennt (sie
werden mit einem ,Indikator“ genannten Instrument aufgenommen, vgl. Bd. I,
Kap.V, § 80), liefern durch ihren Flicheninhalt unmittelbar ein Ma8 fiir die vom
Kolben verrichtete Arbeit. Wir wollen der Bequemlichkeit halber einen einfach
wirkenden Kompressor annehmen. Die Arbeit auf einem kleinen Wegstiick ds
ist, wenn auf der einen Seite des Kolbens der verinderliche Druck p, auf
der anderen der konstante AuBendruck p, wirkt, also die Kolbenkraft
P=F (p—up) ist, dAd = Pds = F (p —p,) ds, also gleich dem mit F
multiplizierten schraffierten Flichenelement (p — p,) ds von Fig. 790. Fiir den
ganzen Verdichtungshub ergibt sich dann die in Fig. 791 schraffierte Arbeits-

Fig. 790. Fig. 791. Fig. 792.

-+
Arbeit beim Verdichtungshub. Arbeit beim Saughub.

fliche (vom Kolben geleistete Arbeit). Beim Saughub wird dagegen die der
in Fig. 792 wagerecht schraffierten Fliche entsprechende Arbeit von dem Gas
an den Kolben zuriickgegeben, und die der senkrecht schratfierten entsprechende
von diesem geleistet. Im ganzen ergibt sich also fiir das j. pds gerade der Inhalt
der Schaulinie von Fig. 787, und die Arbeit ist gleich diesem Inhalt, multi-
pliziert mit der Kolbenfliche F. Dabei muB, damit z. B. mkg erhalten werden,
sin m, p in kg/m? und F in m? eingesetzt werden; ebenso richtig ist es,
s in m, p in kg/cm? und F in cm? einzusetzen, da hier die Kraft F'p ebenfalls
richtig in kg herauskommt.

Was nun die theoretische Berechnung der Arbeit bei einem Kolbenspiel
betrifit, mag hier die Durchfihrung unter der vereinfachenden Annahme geniigen,
daB die Verdichtung isothermisch erfolgt, und daB der schidliche Raum vernach-
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léssigbar klein ist, und auch die Ventilwiderstinde vernachlissigt werden. Die
isothermische Verdichtung ist zwar in Wirklichkeit nur bei #uBerst langsamer
Drucksteigerung ausfithrbar, sie bildet aber einen erstrebenswerten Grenzfall, dem
man sich durch Kihlung der Zylinderwinde und andere Mittel moglichst anzu-
nihern versucht, da bei dieser Art von Verdichtung die Verdichtungsarbeit am
kleinsten wird; sie bildet also eine willkommene Vergleichsbasis fiir die wirkliche
Kompressorarbeit, die groBer als sie ist.

Wir wollen zunichst als Vorbereitung die Arbeit bei der isothermischen Ver-
dichtuug (also bei dem idealisierten Vorgang 2 der Fig. 787) berechnen. In der

Formel 4 = FI pds ersetzen wir wie frither' das Produkt Fds durch dV

(Volumenelement), dann bezeichnet V — F's das zu dem Kolbenweg s gehorige
Volumen. Da wir annehmen, daB das Volumen des schidlichen Raumes vernach-
lassigt werden sollte, ist ¥ zugleich auch das Volumen der zwischen Kolben und
Zylinderdeckel eingeschlossenen Gasmenge. Fiir die Zwischenzustande auf der Ver-

dichtungslinie von Fig. 793 gilt die Gl. (1) von § 6:
pV=p, V) salsop= ’31;,'1.

n und V, seien dabei die ZustandsgroBen fir den Ansaugezustand, ebenso Ps und
Vg die fiir den Endzustand der Verdichtung. Die ,Verdichtungsarbeit® A,
Flache 1 2 2’ 1’ in Fig. 793 wird danach

1

1
av V
Ay = dV =p, V. =y Vy In L),
14 j?’ F 31 IJ‘ v I3RS A )

2 2
Da wegen p, Vy, = p3 Vs Vi _m
’ Ve © m
ist, kann man auch schreiben:
Pa
= In ==
Av pl Vl P

Hierzu kommt die Verschiebearbeit (Pumparbeit) 4p = p, V3 (Rechteck 2 3 8’ 2/
in Fig. 798). liervon ist die Arbeit abzuziehen, die der duBere Luftdruck auf der
AuBenseite des einfach wirkend gedachten Kompressors Fig. 798

leistet. Diese ist offenbar A; — p, V;. Die der Fig. 792 8- 193
entsprechende Arbeit beim Kolbenriickgang ist bei ver- 2
schwindendem schiédlichen Raume und nicht vor- T
handenen Ventilwiderstinden offenbar gleich Null, so
daB die Gesamtarbeit eines Doppelhubs offenbar 4 = A4, 2 ,

A

+ Ap— Ay (Fliche 1234 in Fig. 798) ist. Wegen l“ F:;; A
p1 V1 = py Vg vereinfacht sich dieses zu
}<—‘ 14 —————»l’

A=p Vi g’-
1
Fiir geringere Druckunterschiede 1aBt sich diese Formel noch durch’Niherungs-

formeln ersetzen. Wir benutzen dazu die Reihe In (14 ) = =z — 12--{- “3', s

Aus 142 = P2 folgt 2 = P° 7 P1; 1 ist also klein, wenn der Druckunterschied

Py — p, klein ge&en p, ist. Nimu:t man in rohester Naherung nur das erste Glied «,
was fiir Niederdruckgebliése zuldssig ist, so wird

Aa=p " E’—prg‘- = (pa—p) Vi;
dies ist nichts anderes als die Pumpenformel vom Ende des § 5. Wenn die Ver-
dichtung sehr gering ist, unterscheidet sich das Geblése in seiner Arbeitsweise
offenbar praktisch nicht von einer Kliissigkeitspumpe. Eine bessere Naherung, die
auch fiir hohere Drucke noch brauchbar ist, erhilt man, wenn von der Reihe swei
Glieder genommen werden. Man erhélt dann

4=pnV.2z (l-—g) =(n—p) "y (l -P%;l—p‘*)~

*) In — Logarithmus naturalis.
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Diese Formel ist innerhalb der hier angestrebten Gensauigkeit gleichwertig mit
der Formel Vi+ ¥V,
4 = (m—py) ( i )1),

Fig. 794. die geometrisch so interpretiert werden kann, daB in
ihr das Indikatordiagramm als Trapez berechnet wird.

Anmerkung: Im Falle eines nicht zu ver-
nachlidssigenden schiddlichen Raumes .lassen sich die
7 9 vorstehenden Formeln unverindert verwenden, wenn

’ den GroBen ¥, und V; die in Fig. 794 eingeschriebene
Bedeutung gegeben wird.

§ 9. Gleichgewicht einer schweren Fliissigkeit. Die Wirkung des
Schwerefeldes auf irgend eine Masse m besteht darin, daB diese eine An-
ziehungskraft nach dem Erdmittelpunkt?) von der GrioBe mg erfihrt; g ist
dabei die Beschleunigung des freien Falles und in unseren Gegenden gleich rund
9,81 m/s%. Die Kraft mg wird das Gewicht der Masse m genannt. Da Flissig-
keitsmengen vielfach nach dem Volumen gemessen werden, wird zweckmiBig
fir die Masse der Volumeneinheit ein besonderer Name eingefiihrt. Man
nennt sie die Dichte und bezeichnet sie mit @. Irgend eine Fliissigkeitsmenge
vom Volumen V und der Dichte ¢ hat also eine Masse @V und ein Gewicht goV.
Das Produkt go ist somit das Gewicht der Volumeneinheit. Es wird vielfach,
besonders in der technischen Literatur, mit einem besonderen Buchstaben
bezeichnet: g9 — 9, und heit Raum gewicht. Falschlich findet man dafir
auch den Namen ,spezifisches Gewicht“. Dieses bedeutet aber Raumgewicht
bezogen auf Wasser als 1 oder, was dasselbe ist, Dichte bezogen auf Wasser
als 1. Das Raumgewicht stimmt damit nur bei besonderer Wahl der Einheiten
(em und ggewicht; dm und kggewicht; m und t) iiberein. Fiir m und kg z. B.
ist das Raumgewicht des Wassers yy == 1000 kg/m3.

Da die Stirke der Erdanziehung g nicht an allen Orten genau dieselbe
ist, ist die GroBe des Raumgewichts auch von Ort zu Ort etwas verinderlich-
Die Physiker ziehen deshalb den Begriff der Dichte, der von der Stirke der
Erdanziehung unabhingig ist, vor. Fiir hydrostatische Rechnungen ist jedoch
die Zusammenfassung des Produkts g@g zu dem Raumgewicht ¥ bequem.

Die Grundaufgabe der Hydrostatik, d. h. der Lehre vom Gleich-
gewicht schwerer Fliissigkeiten, ist die Bestimmung der Druckver-
teilung (des ,Druckfeldes“)in einer homogenen schweren Flissigkeit.

Wir betrachten wieder das Gleichgewicht eines in der Flissigkeit ab-
gegrenzten Prismas gegen Verschieben in der Achsenrichtung und verwenden
zunéichst eines nach Fig. 778, dessen Achse wagrecht, also im rechten Winkel
zur Richtung der Erdschwere (zur ,Lotrichtung“) liegt. Das Gewicht des

1) Durch binomische Entwicklung von Vy, = V; Z !, analog der obigen Ent-
wicklung von ln%, kann die Niherungsformel '
1

V=V, (1-Ph)

1

erhalten werden, aus der sich die behauptete Beziehung leicht ergibt.
%) Dies ist nicht ganz genau. es trife nur dann zu, wenn die Erde nicht abge-
lattet wire und nicht rotierte. In Wirklichkeit schneidet die Lotrichtung fiir die
wohner der nordlichen Halbkugel die Erdachse etwas siidlich vom Erdmittelpunkt.
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Prismas hat also.keine Komponente nach der Achsenrichtung, deshalb lassen
sich slle einschligigen Uberlegungen von § 4 wiederholen; sie liefern auch
hier p, = pg; durch Wiederholung der Schlisse fiir beliebige aneinander-
gereihte Prismen mit wagerechter Achse findet man, daB an allen Punkten
einer wagerechten Ebene der Druck denselben Wert haben muB.

Eine Beziehung zwischen verschiedenen wagerechten Ebenen erhilt man
oun durch Betrachtung des Gleichgewichts eines Prismas oder Zylinders mit
senkrechter Achse gegen Verschieben in senkrechter Richtung. Hier

finden wir das Gewicht des Prismas am Zustandekommen des F’g.;?‘

Gleichgewichts beteiligt. Abwirts wirkt das Gewicht G ==y ¥V !

=y Fh, ferner — gemal Fig. 795 — die Druckkraft auf die | -f

obere Endfliche p, F, aufwirts die Druckkraft auf die untere End-

fliche p, F. Das Gleichgewicht erfordert also, daB 6 1
yFht+pF=p F

ist, woraus nF

Py—p =ph. ... cee e (D)

folgt. (Druckunterschied zwischen den Stellen 1 und 2 gleich dem Gewicht
der dazwischenliegenden senkrechten Fliissigkeitssiule vom Querschnitt 1.)
Wiederholte Anwendung dieser Uberlegung liefert das Ergebnis, daf der
Druck nach unten zu fortwiahrend zunimm¢t, und zwar so, daB er
fiir jede Langeneinheit um den Betrag y steigt. In jeder wage-
rechten Ebene ist er dabei konstant.

Fiibrt man ein x y#-System ein, dessen z-Achse senkrecht nach oben
weist, und ist p, der Druck in der Horizontalebene # — 0, so ist der Druck p
an irgend einer anderen Stelle )

P=Pp—YPZ - - S e e e e . . (2)

Wie das mehrfach angewandte Erstarrungsprinzip lehrt (vgl. § 4), gilt diese
Beziehung ebenso in grofen, von der Flissigkeit erfiillten Riumen, wie auch
in beliebigen Réhrensystemen, in den Zwischenrdumen einer Kies- oder
Sandmasse usw. Voraussetzung ist nur eine homogene in sich zusammen-
hingende ruhende Fliissigkeit.

Handelt es sich um eine inhomogene Fliissigkeit (an verschiedenen
Stellen verschieden temperierte Fliissigkeit, Salzlosung von an verschiedenen
Stellen verschiedenem Salzgehalt usw.), so 1iBt sich zunichst die Uberlegung
mit dem Prisma mit wagerechter Achse ohne jede Anderung iibertragen, es
ergibt sich also auch hier in jeder wagerechten Ebene derselbe Druck. Wir
greifen nun zwei solche wagerechten Ebenen mit dem (nicht zu groBen) Ab-
stand & heraus, Fig. 796, von denen die obere unter dem Druck p,, die untere
unter dem Druck p; steht, und betrachten zwei senkrechte Prismen von
der Hohe & und dem mittleren Raumgewicht ¥, beim linken und pg beim
rechten Prisma.

Das Gleichgewicht erfordert, dai pg — p, = ¥, h links und pg —p, =y h
rechts sei. Das ist aber nur nebeneinander moglich, weun p; = p, ist.

Anders kime kein Gleichgewicht zustande, die Flissigkeit wiirde sich in Be-
Mtiller-Pouillet I, 2. 11. Aufi. 64
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wegung setzen. Wir konnen die Betrachtung verfeinern, indem wir die
Hohe h sehr klein nehmen und dje Betrachtung fiir beliebig viele Paare
von benachbarten Horizontalebenen wiederholen. Wir erhalten also das Er-
gebnis: In einer inhomogenen schweren Flissigkeit ist Gleich-
gewicht nur so moglich, daB in jeder wagerechten Schicht die
Dichte konstant ist. In diesem Resultat ist
Fig. 796. gleich die Frage nach dem Gleichgewicht zweier
& ibereinandergeschichteter, sich nicht mischender
A4 V| % Flissigkeiten verschiedener Dichte mit entschieden.
P, Deren Gleichgewicht erfordert gemiafl unserem Satz,
A daB die Trennungsfliche eine horizontale
Flache sei. Man kann natiirlich die Betrachtung von Fig. 796 auch un-
mittelbar auf zwei iibereinandergeschichtete homogene Fliissigkeiten anwenden,
deren Trennungsfliche in zunichst unbekannter Weise zwischen uuseren
beiden Horizontalebenen verlduft und komwt so zum selben Ergebnis.
Beziiglich der Stabilitdt einer solchen Flissigkeitsschichtung ist noch
zu bemerken, daB sich immer die weniger dichte Flissigkeit iiber der
dichteren befinden muf. Die umgekehrte Schichtung ist labil; die geringste
Stérung bringt sie zum Umsturz.

Uber den Beweis hierfiir sei kurz bemerkt, daf man ihn wieder an Fig. 796
ankniipfen kann; man nimmt dabei eine gestorte, also z. B. etwas geneigte
Trennungsschicht zwischen den beiden Horizontalebenen an und berechnet die
dabei auftretenden Druckunterschiede. Im stabilen Falle suchen diese die Neigung
der Trennungsschicht zu verkleinern, im labilen zu vergriofern.

Fir stetig verinderliche Dichte gilt genau Entsprechendes. Stabilitit
ergibt sich, wenn die Dichte nach oben zu iiberall abnimmt. Im Gegensatz
zu der stabil geschichteten inhomogenen Fliissigkeit stellt die homogene Fliissig-
keit den Fall des indifferenten Gleichgewichts dar. Bei ihr kénnen beliebige
Teile willkiirlich verschoben werden, ohne da8 dadurch irgendwelche das
Gleichgewicht stérende Krifte entstiinden.

Was die Druckverteilung in der inhomogenen Fliissigkeit betrifft, so gilt
fir jede Schicht, in der die Dichte noch geniigend homogen ist, die
Gl. (1) dieses Paragraphen in der differentiellen Form:

dp=—ydz ............. (la)

Ist p als Funktion der Hohe 2 gegeben, so fithrt eine Integration zu der
Beziehung

§ 10. Gleichgewicht eines schweren Gases. Die Bedingungen fiir
das Gleichgewicht einer schweren Gasmasse stimmen in allem Grundsitzlichen
mit denen fir das Gleichgewicht einer Fliisgigkeit iiberein; die Gleichungen
des vorigen Paragraphen konnen daher ohne weiteres auch hier iibernommen
werden. In vielen Fillen, so bei miafiger Hohenausdehnung einer Gasmasse,
kann das Raumgewicht der Gasmasse als raumlich konstant angesehen werden.
Dann lassen sich GlL (1) und (2) des vorigen Paragraphen anwenden
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d. h. das Gas darf als eine homogene Fliissigkeit wie irgend eine andere an-
gesehen werden. Bei grofer, z.B. nach Kilometern zdahlender Hohenaus-
dehnung ist dies aber nicht mebr zulissig. Die Druckunterschiede sind hier
3o groB, daf sich infolge der Zusammendriickbarkeit merklich verschiedene
Dichten oben wund unten ergeben. Auch Temperaturverschiedenheiten
spielen vielfach eine Rolle. Hier mul also mit der Formel fiir inhomogene
Flissigkeiten gerechnet werden. Diese wird aber hier zweckmifig etwas
anders geschrieben, da p nicht von vornherein als Funktion der Hohe £
bekannt ist, sondern durch den Druck p bestimmt wird. Wir dividieren
Gl (1a) durch y und integrieren. Das gibt
Po

jd;’ N (4)
b 4

Dieses Integral gibt je nach dem Gesetz, nach dem die Temperatur verteilt
ist, noch verschiedenen Wert. Wir wollen uns hier darauf beschrinken, als
wichtigstes Beispiel den Fall konstanter Temperatur zu behandeln. Das
Raumgewicht y, das als Gewicht der Volumeneinheit dem Volumen einer be-
stimmten abgegrenzten Gasmenge umgekehrt proportional ist, ist gemiB dem
Boyle-Mariotteschen Gesetz dem Druck proportional, also

Y= 70';:"
damit wird .
j‘df,:"". ‘.Q’:?”,mg" .......... ()
Y Yo ! P Yo P
P »

Po it dabei, wie leicht aus Gl (1) zu entnehmen ist, die Hohe einer
[
Flussigkeitssiule von dem konstanten Raumgewicht y,, an deren unterem
Ende der Druck p, und an deren oberem Ende der Druck Null herrscht.
Man nennt diese Hohe die ,Hohe der gleichférmigen Atmosphire“.
In bezug auf die wirkliche Atmosphare stellt sie nichts weiter als eine be-
queme Rechengrofe dar. Wir wollen sie hier als Beispiel zahlenmiGig
ermitteln. Dazu benitigen wir eine Zahlenangabe iber p,. Man kann
solche Zahlenangaben gewinnen, indem man ein mit einem Hahn versehenes
GefiB, das vorher luftleer gepumpt ist, auf einer empfindlichen Waage wigt
und es dann, nachdem man den Hahn geéffnet und den Temperaturausgleich 1)
abgewartet hat, zum zweitenmal wiigt. Da es vorher leer war und jetzt mit
Luft gefillt ist, ist es notwendigerweise um das Gewicht G seines Luftinhalts
schwerer geworden. Ermittelt man noch den Volumeninhalt ¥ des Gefiles,
etwa dadurch, daf man es noch einmal luftleer pumpt und den Hahn unter
Wasser offnet, und das mit Wasser gefiillte Gefdl von neuem wigt, dann

14

1) Die Luft im GefiB ist zunichst durch die Arbeitsleistung der &uBeren
Atmosphire beim Eindringen in das Gefal erwirmt, vgl. Bd. III, 3, Kap.I, § 6.

64

ergibt sich daraus das zu dem Druck p, am Boden gehdrige y, = g Far
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jeden anderen Bodendruck p, wire p, proportional umzurechnen. Wir wollen
der einfacheren Rechnung wegen annehmen, daB p, gerade = 1kg/cm? be-
trigt. Dann ist fir mittelfeuchte Luft von der Temperatur &

— 1245
Y= + ad
su setzen. (Fir einen Drack p, gleich einer physikalischen Atmosphire

= 1,0338 kgjem3 wire statt 1,245 die Zahl 1,286 fir mittelfeuchte und
1,293 fiir kiinstlich getrocknete Luft einzusetzen.)

kg m

Um nun 1;-,9 zu berechnen, muB man p, im gleichen MaBsystem wie ¥
(]

ausdriicken. Es ist 1 kg/em? = 10000kg/m?, also ist

1
1;" = loff»g(l + a®) = 8030 (1 +a®).
0
S kg kg I P .
Die Dimension ist miims ™ Die Hohe der gleichférmigen Atmosphare

fiir mittelfeuchte Luft ist also (unabhingig vom Druck, aber abhingig von
der Temperatur) = 8030.(1 + «®)m. Wir setzen sie gleich If,. Die
Gl. (4) liefert dann zweimal angewandt:

Do Po
2, =Hyln=—; eg,=— Hyln"",
1 olm L B ol
also

2, ——l’_Holnp ............. (6)

Dies ist die sogenannte barometnsche Hohenformel (sie heilt so, weil die
Drucke mit dem Barometer gemessen werden, vgl. § 15). Durch Umkehrung
von Gl (6) erhalten wir die Abhingigkeit des Druckes von der Hohe:

z2—2

p=p .¢ H C e e e e e e e e e e 7

Durch eine Betrachtung analog derjenigen, die an Fig. 795 angekniipft wurde,
ist leicht zu erkennen, daB das Gewicht einer Luftsiule von der Grundfliche F,
Fig. 797. die von der Stelle 2z sich nach oben bis an die Grenze

+ der Atmosphére erstreckt, gleich F'p ist. p ist dem-
nach unmittelbar gleich dem Gewicht der iiber der

3 Stelle £ befindlichen Luftsiule vom Querschnitt 1. Fig.797
stellt den Inhalt von Formel (7) graphisch dar. Der
-1-— Druck nimmt mit wachsender Hohe dauernd, aber immer
A schwicher ab. Er wird dabei fiir unendlich groBe Héhe
i J gleich Null. Die Druckabnahme mit der Hohe 148t sich
v in der freien Atmosphire leicht messend verfolgen, wenn
Drncheruilm: g ineiner 8T mit einem DruckmeBgerit (Barometer) einen Turm
Atmosphiire konstanter oder Berg besteigt. Auch in einem mehrstéckigen Hause
Temperatur. ist sie bereits bequem nachweisbar. Man kann die beob-
achteten Druckunterschiede, wenn die Lufttemperaturen mit festgestellt werden,
zu einer (recht zuverldssigen) Bestimmung der Hohenunterschiede verwenden.
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Far Luftfahrzeuge ist dies die allgemein verwandte Methode der Hohenermitt-
lung (bei bekannter ‘Hohendifferenz 1aBt sich die Methode natiirlich auch zur
Bestimmung des mittleren Raumgewichts der zwischenliegenden Luftschicht
verwenden). ‘

Ist die Temperatur in der Luftmasse nicht konstant, so kann die Hohen-
formel immer noch fiir Héhenabschnitte angewendet werden, innerhalb deren
die Temperaturunterschiede nicht mehr gro8 sind. Die zu jedem Hohen-
abschnitt gehorige Atmosphérenhshe Hy, wird dann fir den Mittelwert der
Temperatur in dem Hohenabschnitt berechnet.

Es ist nun noch die Frage zu entscheiden, wann das Gleichgewicht einer
geschichteten Gasmasse stabil ist und wann nicht. DaB die oberen Schichten
leichter sind als die unteren, geniigt nicht, und zwar deshalb nicht, weil eine
Gasmasse bei einer Auf- oder Abwirtsbewegung unter anderen Druck kommt
und dabei ibre Dichte dndert. Die richtige Antwort auf unsere Frage ist die
folgende: Stabilitit herrscht, wenn ein Gasteil, der in die Hohe gehoben wird,
unter dem neuen Druck dichter ist als seine neue Umgebung, und wenn ein
Gasteil, der herabgedriickt wird, unter dem neuen Druck weniger dicht ist als
-seine neue Umgebung. Denn in diesem Falle wird der Gasteil nach seiner
alten Lage zuriickstreben. Es gibt eine Schichtung (Temperaturverteilung)
in einer Gasmasse, die in diesem Sinne der homogenen Fliissigkeit entspricht,
die also indifferentes Gleichgewicht der Gasmasse bedeutet. Damit dies zu-
trifft, muB jeder Gasteil, der irgendwo weggenommen wird, nach der Verschie-
bung so in die neue Umgebung hineinpassen, als ob er ihr immer schon
angehort hiatte. Nun verhilt sich der Gasteil bei der Druckinderung, so-
lange Gelegenheit zu Wirmeaustausch fehlt, adiabatisch. Ist die Schichtung
nun derart, daB Druck und Dichte sich nach der adiabatischen Zustands-
inderung [vgl. § 6, Gl (4)] verhalten (also p proportional p%, da y sich
dem Volumen reziprok verbilt), so kommt tatsichlich jeder gehobene oder
gesenkte Gasteil immer wieder in eine Umgebung von der Temperatur, die er
durch seine eigene adiabatische Zustandsinderung selbst erhalten hat, und er
hat dadurch auch gar keine Gelegenheit, Wirme auszutauschen. Diese
sadiabatische Schichtung® bat, wie man zeigen kann, auch das mit
der homogenen Fliissigkeit gemein, dal sie durch kriftige Durchmischung
aus einer urspriinglich anders gearteten Schichtung entsteht, ebenso, wie z. B.
eine urspriinglich inhomogene geschichtete Salzlésung durch Umrithren
homogen gemacht wird.

In atmosphirischer Luft ist die adiabatische Schichtung dadurch gekenn-
zeichnet, daf die Temperatur fir rund 100 m Hohe um 1°C abnimmt. Eine
geringere Temperaturabnahme als dieser Betrag bedeutet bereits Stabilitit,
Temperaturzunahme nach oben also eine noch stirkere Stabilitit. Eine
stirkere Temperaturabnahme als 1° auf 100 m Héhe wird in der freien Atmo-
sphire im allgemeinen nicht gefunden, da sie labilen Zustinden entspriche.
Man findet sie allerdings in der Niahe des Erdbodens, wenn dieser heiler ist
als die Luft. Diese ist dann allerdings nicht im Gleichgewicht, sondern ist
von vertikalen auf- und absteigenden Strémen durchsetat.
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§ 11. Verschiedene Anwendungen der hydrostatischen Gesetze.
a) Bodendruck. Hydrostatisches Paradoxon. Ein einfacher Versuch
zum Nachweis des Flissigkeitsdruckes kann mit dem von Pascal angegebenen
Apparat Fig. 798 gemacht werden. Die bewegliche Bodenplatte p hingt an
der Waage und éffnet sich, sobald das Ge-
wicht des Wassers in dem zylindrischen
Gefall A groler ist, als das Gewicht in
der Waagschale. Man kann in den Ring r
auch Gefalle nach Fig. 799 und 800 ein-
schrauben und findet nun, daB man in
diese zur Erreichung des Grenzgleich-
gewichtes nicht etwa gleiche Gewichts-
mengen Wasser einfiillen muB, sondern
daB die Hohe der Wassersiule in
allen Fillen dieselbe sein mufl, was natir-
lich in dem GefaB Fig. 799 weit mehr
/ Wasser erfordert, als in dem Gefal Kig. 800.
Bodendruck waage. Von unserer Erkenntnis der Druckver- -

teilung in einer Fliissigkeit aus ist es ganz

Fig. 798.

7.

klar, daB dies so sein muf. Wird zur

Fig. 799. Fig. 80v.

Vereinfachung der Rechnung die Zunahme
des Luftdrucks nach unten infolge des
Gewichtes der Luft ihrer Geringtiigigkeit
wegen vernachlissigt, dann hat man auf
der Unterseite der Platte den Luftdruck py,
Teile der Bodendruckwange. auf der oberen Seite den Wasserdruck
P1.== po + P h, wo h die Hohe der Wasser-

saule ist; das Gewicht an der Waage, I, hat daher, abgesehen von dem
Kigengewicht der Platte — das austariert sei —, Gleichgewicht zu halten
der auf die Fliche /' wirkenden Druckdifferenz p, -— py, also der Kraft
F(p, — po) == Fyh Dies stimmt zwar mit dem Gewicht des Wasser-
inhalts des Zylinders iiberein, jedoch spielt die Gefalform bei unserer Be-
rechnung keine Rolle und ist dafiir auch gleichgiltig. Man scheint frither
diesen Tatbestand fir sehr verwunderlich gehalten zu haben, denn die Kr-
scheinung fithrt den Namen ,hydrostatisches Paradoxon®. Man kaun
sich von dem Umstand, dal eine grofe Wassermenge in dem Gefall Fig. 799
und eine kleine im Gefill Fig. 800 denselben Bodendruck hervorbringt, auch
dadurch Rechenschaft geben, dall das Gewicht des iiber den Zylinder
iiberschieBenden Volumenteils in dem Gefal Fig. 799 von den nach auBen hin
sich erweiternden Seitenwinden getragen wird (vermittelst der dortigen Wand-
drucke, die, von dem (iefdaB auf das Wasser ausgeiibt, eine Komponente nach
oben haben), und dall das, was bei dem Wasservolumen in dem Gefil Fig. 800
an dem Zylinder fehlt, durch die nach unten gerichteten Druckkomponenten
auf den verengten Seitenwinden kompensiert wird. Wiirde man die ganzen
Gefiio auf eine Waage stellen, dann wiirde zu der Druckkraft auf die Boden-
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fliche auch die Kraft des Wassers auf die Seitenwinde hinzukommen, die im
Falle der Fig. 799 nach unten und im Falle von Fig. 800 nach oben wirkt, und
man wiirde damit jetat die wirklichen Wassergewichte als wirksam finden.

b) Kommunizierende Gefille. KEin ahnliches Paradoxon  bestand
darin, dall das Wasser in miteinander verbundenen Gefillen gemia Fig. 801,
obwohl das eine weit ist und viel Wassergewicht in sich falt, das andere eng
ist, also nur geringes Wassergewicht in sich aufnimmt, doch in beiden Ge-
faBen die gleiche Spiegelhohe Fig. 801. Fig. 802.
einnimmt.  Vom modernen
Standpunkt ist diese Tatsache -
sehr klar, wir wissen, dafl der
Druck eine Funktion der Héhe
allein ist, und gleichem Druck
(namlich dem Luftdruck auf Kommunizierende
die beiden freien Oberflichen) GefiBe. Wasserstand am Dampfkessel.
immer die gleiche Hohe ent-
spricht, einerlei, welche Gestalt
die Winde haben. Wir kénnen
auchdiebeiden kommunizieren-
den Gefile aus einem sie beide
umfassenden Flissigkeitsquan-

Fig. 803.

Kanalwaage.
tumn unter Anwendung des Er-

starrungsprinzips entstehen lassen und erhalten so das gleiche Ergebnis.

Eine wichtige Anwendung des Prinzips der kommunizierenden Rihren
ist das Wasserstandsrohr, das bei Dampfkesseln verwendet wird, um den
Wasserstand im Kessel aullen erkennbar anzuzeigen, vgl. Fig. 802. Die untere
Verbindung sorgt fiiv Druckgleichheit im Wasser, die obere fir Druckgleich-
heit im Dampfraum. Unter dem gleichen Dampfdruck stehen dann die beiden
Wasserspiegel gleich hoch.

Eine andere Anwendung der kommunizierenden Gefale stellt das frither
fiir Vermessungsarbeiten verwendete Instrument, Fig. 803, dar (Wasserwaage

. oder Kanalwaage).

Anmerkung. Wenn von zwei kommunizierenden Gefillen das cine eine
enge Rohre ist, so beobachtet wman, daB in der Rohre eine Flissigkeit, die die
Rohrwand benetzt (Wasser, Alkohol, Ol), hiher steht, eine nicht netzende Flissig-
keit (Quecksilber) dagegen tiefer steht als in dem weiten GefaB. Dies ist dadurch
zu erkliren, dafl die freie Oberfliche einer Fliissigkeit Spannungen nach Art einer
gespannten Haut zeigt, wodurch iberall, wo diese Haut gekrimmt ist, der Druck
auf beiden Seiten nicht mehr gleich ist. Das Gesetz, dul die freie Obertlache einer
Flissigkeit wagerecht verlauft, erfahrt also gewisse Abweichungen, wo sich die ,Ober-
flichenspannung* bemerklich macht. Es sind dies vor allem die wandnahen Stellen
der Oberfliche. Im Innern einer ausgedehnten Flissigkeitsobertliche ist die Ober-
flichenspannung in sich selbst im Gleichgewicht, und es ist dort die Oberfliche
genau eben und in kommunizierenden Gefilen genau gleich hoch, und der Druck
der obersten Flissigkeitsschicht ist gleich dem der dariiber befindlichen Schicht.
Uber die Oberflichenspannung, auch Kapillaritit genannt, vgl. Bd. IlI, 1, Kap. XI.

¢) Seitendruck. Wie sich der Wasserdruck auf der Seitenwand eines
Gefalles bemerklich macht, ist besonders dann wichtig zu wissen, wenn es
sich nm bewegliche Wandteile handelt, und man die von dem Wasser auf
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diese ausgeiibten Krifte zu kennen wiinscht. Wenn wir, was bei solchen
Aufgaben bequem ist, den Ursprung des Koordinatensystems in die Wasser-
oberfliche legen und die #-Koordinate nach unten positiv wihlen, so
erhalten’ wir in Formel (2) von § 9 das Pluszeichen. Es ist also der Druck
auf der Wasserseite, wenn p, den Luftdruck bedeutet: p = p, + y#. Auf
der Luftseite des Wandteils herrscht der Druck p,, also ist die in der Tiefe ¢
unter dem Wasserspiegel herrschende Druckdifferenz p — p, = y 2. Diese ist
also der Tiefe genau proportional, vgl. Fig. 804.
Fir die Gesamtkraft ergibt sich die Regel, daB
diese gleich ist der Fliche des Wandteils, multi-
pliziert mit dem Druck im Schwerpunkt der
Fliche. Liegt dieser (S in Fig. 805) um ¢,
unter dem Wasserspiegel, dann ist die Kraft
P — y Fe, Diese Regel kann so begriindet
werden, dall jedes Flichenelement, das tiefer als
Seitendruck des Wassers. der Schwerpunkt liegt, sich mit einem anderen
iiber dem Schwerpunkt liegenden gerade so

Fig. 805.
wasserlinie erginzt, als ob sie beide in Schwerpunktshéhe
N— : ligen. Die resultierende Kraft der Drucke auf
% fg—__: Yy den Wandteil greift natiirlich, da die unteren
7 Partien groBere Beitrige liefern als die oberen,

nicht im Schwerpunkt an, sondern etwas tiefer!

Rechnerisch gestaltet sich die Sache so: Die Kraft auf ein Flachenteilchen d /'

ist y zd F, die Gesamtkraft also

P = yjzdl" = y.lFz,
wobei 2, die Schwerpuuktskoordinate ist. Um die Lage der Resultierenden zu
erfahren, muB man die Drehmomente bilden. Fiir die ,Wasserlinie* (Schnittlinie
der Wasseroberfliche mit der Wandfliche) als Drehachse ist der Beitrag jedes
Flachenelementes d F' y 2zd F'.z = y:%d F'; ist 2, die z-Koordinate des Angriffs-
punktes A der Resultierenden, so ist

Pz = 'yj‘z’dl" =yd.
J ist das Triagheitsmoment der Fliche fiir die Wasserlinie als Achse. Nach Kin-
fiilhrung des Wertes von P ergibt sich nun

_dJ _ B

VT Ry T 2
wenn durch J = F't3 der Trigheitsradius ¢ eingefihrt wird.

Anmerkung. In dem ganzen Paragraphen ist das Eigengewicht der Luft
vernachlissigt und der Luftdruck konstant gesetzt worden. Diese Vernachlassigung
148t sich aber auch unschwer vermeiden. ks geniigt dafir, das Raumgewicht
der Luft als konstant anzunehmen. Wir nennen es y;, dasjenige des Wassers pp,,
Bezeichnen wir den Luftdruck an der Wasseroberfliche mit p,, so ist in der Luft

P, =Pt VL%
Pw=Dpot+rwe

Der Druckunterschied an einer Stefle der Wand, die um : unter der Wasser-
oberfliche liegt, ist dann

Z

]

im Wasser

Pw—PL= (Yw—7rL)*
Wir erkennen daraus, dal alle Ergebnisse des § 10 verwendbar bleiben, wenn wir
nur an Stelle von y den Unterschied der beiden Raumgewichte einfiibren. Dies gilt
natiirlich auch dann, wenn an die Stelle der Luft eine zweite sich mit der ersten
nicht mischende Flissigkeit tritt. Im Falle der Luft ist iibrigens die Anderung
durch die genauere Formel gegeniiber dem Fritheren nur rund /g, des Betrages.
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§ 12. Der Auftrieh von in Fliissigkeiten eingetauchten Kirpern.
Um die Frage nach der Kraft zu kliren, die ein in die schwere Flussigkeit
eingetauchter Korper erfihrt, wollen wir das Erstarrungsprinzip umgekehrt
anwenden und die Krifte studieren, die zu erwarten sind, wenn wir den ein-
getauchten Korper durch Flissigkeit von der Art der umgebenden Flissigkeit
ersetzen. Der an Stelle des Korpers vorbanden gedachte Fliissigkeitsteil
unterscheidet sich dann in nichts von der iibrigen Flissigkeit und mu8 also
sicherlich durch die Druckkrifte, die die iibrige Fliissigkeit an seiner Ober-
fliche ausiibt, im Gleichgewicht gehalten werden. Es muf also die
Resultierende dieser Druckkrifte gleich groB und entgegengesetzt gerichtet
sein, wie das Gewicht des Fliissigkeitsteils, und sie muf auch, damit kein
Kriftepaar iibrigbleibt, durch den Schwerpunkt des Flissigkeitsteils gehen.
Unsere Aufgabe ist damit gelost. Der eingetauchte Korper erfahrt
einen ,Auftrieb“ senkrecht nach oben, der gleich dem Gewicht
der verdringten Fliussigkeitsmasse ist. Die Auftriebskraft geht
durch den Schwerpunkt der verdridngten Fliissigkeitsmasse. IstV
das Volumen der verdringten Wassermasse, das bei ganz untergetauchten
Korpern offenbar mit dem Korpervolumen iibereinstimmt, so ist der Auftrieb

A=y

Das Gesetz, daB der Auftrieb eines eingetauchten Korpers gleich dem Gewicht
der verdringten Flussigkeitsmasse ist, geht auf Archimedes zuriick. Man
findet deshalb dafiir auch den Namen ,Archimedisches Prinzip“. Es ist
niitzlich, sich zu iiberlegen, wie der Auftrieb im einzelnen zustande kommt.
Er hingt eng zusammen mit der Druckverteilung in der schweren Flissigkeit.
Durch die Druckzunahme nach unten wird gerade immer das Gewicht der
zwischenliegenden Fliissigkeitsschicht getragen. Die Ableitung der Druck-
formel (1) in § 9, die an Fig. 795 ankniipfte, ging gerade von dieser Gleich-
gewichtsforderung aus. Der Auftrieb kommt also dadurch zustande, dag auf
der Unterseite des Korpers groBere Drucke herrschen als auf der Oberseite,
so daB, am Korper betrachtet, eine Kraft nach oben iibrigbleibt.

Man kann die resultierende Kraft auch aus der Druckverteilung ausrechnne.

Wir vereinfachen uns die Sache dadurch, daB wir die wirkliche Korperoberfliche
durch eine solche ersetzen, die nur wagerechte

und senkrechte Flichenstiickchen enthalt, sich Fig. 808.
im iibrigen aber der wirklichen Oberfliche eng
anschlieft. Offenbar wird dadurch nur sebr wenig

eindert. Die senkrechten Flichenstiickchen er-
fabren nur wagerechte Druckkrifte, die wage-
rechten nur senkrechte. Wir brauchen nur die
letzteren zu untersuchen, da die wagerechten
Krifte sich offenbar gegenseitig wegheben miissen.
Wir betrachten zuniichst ein Prisma von der
Grundfliche d F, das von der oberen Begrenzungs-
fliche (Koordinate 2,) bis zur unteren Begren-
zungsfliche (Koordinate z5) reicht (Kig. 806).
Der Druck an der einen Stelle ist p, =po+ ¥ 71,

der an der anderen py = py + y 2. Die nach oben gerichtete Resultierende
der zwei Druckkrifte 1st damit pgd F—p, dF = y (23— 7)) d }F' = yd V, wobei
d V das Volumen des Prismas betieutet. er Gesamtauftrieb wird also

A= y”(z,—:l)dl" =9V,
was mit dem Fritheren ibereinstimmt.
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Ein lehrreicher Versuch, der das Auftriebsgesetz veranschaulicht, ist in
Fig. 807 und 808 dargestellt. Der Korper p, Fig. 807, palt genauin das GefaB ¢
und fillt dessen Hohlraum gerade bis zum Rande aus. Hingt man das
Gefill ¢ mit dem Korper p zusammen an eine Waage und bringt diese durch

Fig. 807. Fig. 808.
£

Zubehdr zu dem Apparat
von Fig. 808.

Fig. 809.

Versuch iiber den hydrostatischen Auftrieb.

Auflegen von Gewichten auf die andere Waag-
schale zum Kinspielen, dann wird das Gleich-
gewicht gestiort, wenn der Kérper p unten an
das GefaB gehingt und in eine Flissigkeit ge-
taucht wird (Fig. 808). Das Gleichgewicht kann
aber wieder hergestellt werden, wenn jetzt das
Gefill ¢ genau bis an den Rand mit derselben
Flissigkeit vollgegossen wird, in die der Korper p

Hydrostatischer Abtrieb durch
einen eingetauchten Kirper.
getaucht ist.

Dem Auftrieb, den die Fliissigkeit dem eingetauchten Korper erteilt,
entspricht nach Wirkung und Gegenwirkung ein Abtrieb, der von dem ein-
getauchten Korper auf die Flissigkeit ausgeiibt wird. Die Wirkung des ein-
getauchten Korpers ist dieselbe, als ob eine Flussigkeitsmenge gleichen
Volumens hinzugekommen wire. Dies lilt sich durch den Versuch Fig. 809
veranschaulichen. Hat man erst die Waage mit dem mit Flissigkeit gefiillten
Becher ins Gleichgewicht gebracht, und senkt nun den an einem Stativ S
befestigten Korper p in die Flissigkeit, so sinkt die Waagschale, und man
muB auf die andere Waagschale Gewichte entsprechend der verdringten Flissig-
keitsmenge zulegen. Gleichzeitig stellt man fest, dall der Flussigkeitsspiegel
im Gefal, der vorher bei ¢ war, durch das KEintauchen von p bis b gestiegen
ist. Nimmt man jetzt den Korper, nachdem man bei b eine Marke gemacht
hat, wieder fort und bringt die Waage, die jetzt links herunterhingt, durch
ZugieBen von Flissigkeit wieder ins Gleichgewicht, so kann man feststellen,
daB der Spiegel, der auf a zuriickgesunken war, jetat gerade wieder bei b steht.

Als scheinbarer Widerspruch gegen das Auftriebsgesetz sei noch folgender
Versuch erwihnt. Ein Koérper mit sorgfaltig eben geschliffener Unterfliche und
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senkrechten Seitenflichen wird in ein Gefi8 mit ebenfalls sorgfiltig geebnetem
Boden gestellt (Fig.810), und es wird nun behutsam Quecksilber zugegossen.
Der Korper, der viel mehr Quecksilbergewicht verdringt, als sein Eigengewicht
betrigt — er mag z. B. aus (ilas bestehen, dessen Dichte rund !/, derjenigen
von Quecksilber ist —, schwimmt aber nicht auf,
sondern bleibt stehen. Die Erklirung ist nicht schwer.
Unter dem Korper befindet sich eine Spur von Luft,
deren Druck sich durch das KingieBen des Quecksilbers
8o lange nicht erhoht, als dieses nicht in den feinen
Spalt eindringt; daran wird es aber durch seine Ober-
flichenspannung gehindert. Mit einer Fliissigkeit, die

Fig. 810.

3 __

Paradoxon zum
hyvdrostatischen Auftrieb.
den Glaskorper zu henetzen strebt’ und die daher in

den Spalt eindringt, gelingt der Versuch nicht. Sobald iibrigens der Korper
ein klein wenig gekippt wird, so dal das Quecksilber unter ihn dringen kann,
~wird er sofort angehoben.

Das Gesetz, daB der Auftrieb gleich dem Gewicht der verdringten
Flissigkeit ist, gestattet, sobald das Raumgewicht p der Flissigkeit bekannt
ist 1), die Bestimmung des Volumens beliebiger fester Korper durch Bestimmung
des Gewichtsverlustes beim Untertauchen in der Flissigkeit. ks sind also
zwei Wiigungen erforderlich: P, sei das Gewicht in Luft, P, in Flissigkeit,

_p
der Auftrieb ist dann 4 = P; — Py = y V und somit ¥V = P 2. Mit

der Bestimmung des Volumens ist auch die Bestimmung des Raumgewichtes

des Korpers, yx, moglich geworden. Es ist [} = Vg, also
P Py .
S S R

Nimmt man irgend eine Fliissigkeit als Bezugskorper fiir alle iibrigen Stoffe
— es ist iiblich, Wasser von 4°C (im Zustand seiner groGten Dichte) dafiir
zu wihlen —, so kommt man zum Begriff des ,spezifischen Gewichts®
7K
rw

Korpers zu dem des Wassers. Wir erinnern uns der in § 8 erorterten DBe-

= 8. Dieses ist also das Verhiltnis des Raumgewichts irgend eines

oK .
ziehung ¥ = ¢ ¢ und fiigen sofort hinzu, daB auch YK — 5 ist, d. h. das

spezifische Gewicht ist auch gleich dem Verhiltnis dgr Mas~endichte des
Korpers zu der von Wasser von 4°.

Setzen wir den obigen Wert von yx ein und nehmen an, dal die
Wigung P, in Wasser stattfand (die Unterschiede sind, wenn das Wasser
nicht 49, sondern Zimmertemperatur hatte, nicht groB), so wird
_ A
B
Diese Beziehung liegt den meisten Methoden zur Bestimmung von spezifischen
Gewichten zugrunde. Ausfiihrlichere Erorterungen iiber die wichtigsten
Methoden finden sich in Kapitel XIIIL.

3

1) Man kann es ermitteln durch Wigung einer Fliissigkeitsmenge, die in ein
GefidB von gemessenem Volumen eingefiillt ist.
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§ 13. Auftrieb in Luft. Luftballon. Auch in Luft und anderen
Gasen erfahren die Korper einen Auftrieb. Fir alle praktischen Anwendungen
geniigt es dabei, das Raumgewicht der Luft y1 als riaumlich konstant anzu-
sehen; deshalb gelten fiir den Luftauftrieb dieselben Gesetze wie fiir den von
Flissigkeiten. Es ist A;, == 1 V.

Bei genauen Wigungen ist es notwendig, sowohl den Luftauftrieb des
zu wigenden Gegenstandes wie den der Gewichtsstiicke zu beriicksichtigen.

Fig. 811. Dabei ist noch zu beachten, da8 y; von der Tempe-
ratur und vom Luftdruck abhingt.

Die technisch wichtigste Anwendung des Luft-
auftriebs stellen die gasgefiillten Luftfahrzeuge (Luft-
ballon und Luftschiff) dar. Im Gleichgewicht ist
der Luftauftrieb gleich der Summe aller Gewichte.
Die letzteren bestehen aus den festen Teilen (beim
Luftballon: Hille, Netz, Korb mit Insassen und
» Ballast), sowie aus dem Fillgas (Fig. 811). Der Luft-

auftrieb der festen Kérper kann vernachlissigt werden,

K dann ist, wenn V das Volumen des Fiillgases und yg
Luftballon. sein Raumgewicht, ferner ¢ das Gewicht aller festen
H=Hille, V="Ventil, Teile ist, im Gleichgewichtszustand
F = Fiillansatz, N = Netz, ,
A = Auslaufleinen, YLV = Q-+ yeV.

R =Ring, K = Korb.
Diese Formel kann z. B. dazu dienen, die Ballast-

menge @' auszurechnen, die mitgenommen werden kann. Ist @, das Gesamt-
gewicht der festen Teile ohne den Ballast und Q' das Gewicht des Ballastes, so ist

Q=@+ ¢ = V({L—ye)

Q= V@r—7e)— Qo
Steigt der Ballon in die Héhe, so dehnt sich das Gas unter dem geringer
werdenden Luftdruck aus; wird das Volumen der Ballonhiille dabei iiber-
schritten, so entweicht Gas durch den unten an der Hiille befindlichen Fiill-
ansatz, der deshalb immer offen sein muB. In diesem Zustand ist offenbar
das Gasvolumen V konstant = Vypax. Bei der Druckverminderung #ndert
sich, wenn von Temperatureinfliissen abgesehen wird, das Raumgewicht der
Luft in demselben Verhiltnis wie das des Gases. Fiihrt man das ,spezifische

Gewicht des Gases, bezogen auf Luft“, ;:% = 0 ein, so kann auch
Q+ ¢ =7Vyr(l—0)

geschrieben werden. Man kann hieraus durch Nullsetzen von Q' dasjenige y,
berechnen, das durch Abwurf allen Ballastes erreichbar ist. Aus y; kann,
wenn iiber die Lufttemperatur Annahmen gemacht werden, der zu yjz ge-
hérende Druck p und damit gemaB § 10 die erreichbare Héhe ermittelt werden.
Man nennt den durch V = V., gekennzeichneten Zustand den prallen
Zustand. Zu ihm im Gegensatz steht der schlaffe Zustand, der eintritt,
wenn der Ballon von seiner ,Prallhéhe“ herabsinkt. Das Gas zieht sich zu-

also
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sammen und die Hillle wird schlaff. Jetzt ist offenbar die Gasmenge, also

Vyq konstant. Wir setzen Vyg = Qg; da y1 = ; Y@ geschrieben werden

kann, hat man jetzt im Gleichgewicht
, 1
@+ = Qa5 — 1)

Soweit keine Temperaturunterschiede stérend dazwischentreten, ist alsb imn
schlaffen Zustand die resultierende Hubkraft des Ballons (= Luftauftrieb
— Gasgewicht) konstant. Ist beim schlaffen Ballon das Gewicht der festen
Teile einschlieBlich Ballast etwas groer als die resultierende Hubkraft, so
sinkt er bis zum Boden durch, ist es kleiner, dann steigt er bis zur ,Prall-
héhe“ und steigt hierauf in prallem Zustand unter Gasverlust so lange weiter,
bis durch die abnehmende Hubkraft Gleichgewicht eingetreten ist. Da er
durch seine kinetische Energie die Gleichgewichtslage etwas iibersteigt, mul
er, wenn er nicht sofort wieder sinken und schlaff werden soll, durch geringes
Ballastgeben ins Gleichgewicht gebracht werden, sobald er zu steigen aufhort.

Anderungen der Gastemperatur, die bei wechselnder Bestrahlung in sehr
betrichtlichem MaBe auftreten koénnen, bewirken — hesonders im schlaffen
Zustand, wo das Gasvolumen dabei geindert wird — sehr betrichtliche
Storungen des Gleichgewichts, die meist nur durch Opfer an Gas (durch
Ventilziehen) oder an Ballast ausgeglichen werden kénnen.

Beim Luftschiff gelten in der Hauptsache dieselben Beziehungen wie
beim Freiballon. Nur insofern ist ein Unterschied, als das Luftschiff den
von den Propellern erzeugten Vortrieb zur Gewinnung von ,dynamischen®
Auftrieb- oder Abtriebskriften ausnutzen kann, indem es durch die Wirkung
des Hohensteuers eine schriige Lage (Nase hoch oder Nase tief) einnimmt.
Dadurch ist es in der Lage, kleinere Abweichungen vom statischen Gleich-
gewicht ohne Gas- und Ballastverlust auszugleichen.

Die Gummiballons, die zu meteorologischen Zwecken und als Kinder-
spielzeug Verwendung finden, sind, obwohl von praller Form, von unserem
Standpunkt im schlaffen Zustand, da die dinne Gummibaut der Ausdehnung
des Gases wenig Widerstand bieten kann. Sie steigen, da die Hubkraft an-
néhernd konstant bleibt, bei Auftriebsiiberschuf so lange weiter, bis sie platzen.

Als Fillgase fir Luftballons kommen in Betracht Leuchtgas mit
6 — rund 0,4 (schwankend je nach Zusammensetzung) und Wasserstoff mit
6 — 0,07 in reinem Zustand (gewdhnlich durch Verunreinigung etwas gréGer).
Fir Luftschiffe kommt nur Wasserstoff in Betracht. In Amerika wurde in
letzter Zeit auch Helium mit ¢ = 0,14 (seiner Unbrennbarkeit wegen)
verwandt.

Zahlenbeispiel. Fir 1600 cbm Leuchtgasfillung eines Freiballons mit
6 = 0,42 ist bei einem Luftdruck von 1kg/cm? und & = 20°C gemiB § 10;

_Las 16 :
"= e = W = 1,16 kg/m?,
273

also 71.(1 —6) = 1,16.0,58 = 0,673 kg/m®.
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Die Hubkraft wird damit 1600 m3.0,673 kg/m® — 1077 kg. Mit.- 450 kg fir
Hiille, Netz, Korb und Zubehér und 300kg fiir vier Insassen bleiben fiir
Ballast 1076 — (450 4 300) = 327 kg (Sand in Sicken von je 15 kg, also rund
22 Sack). Werden 5 Sack = 75 kg fiir die Landungsmanéver zuriickgestellt,
dann konnen rund 250 kg fiir die Gewinnung von Hiohe ausgegeben werden.
Aus der Hubkraft in der Hohe von 450 4 300 4 75 — 825 kg ergibt sich
ein y5, = 160?)2:50;58 = 0,89kg/m3. Schitzt man die Temperatur in der
Hohe zu 09, so entspricht wegen der Proportionalitit des Raumgewichts mit
dem Druck bei gleicher Temperatur dem angegebenen Raumgewicht ein Druck
o 0,89

1,245
" Luftschicht sei 10°C; dann ergibt sich gema8 § 10 eine Héhe von

vo -1 =0,715 kg/cm? Die Mitteltemperatur in der zwischenliegenden

. 10 -
8030 (1 + 25—3> In1,0,715.

Es ist lnz — 2,3025.%logx; hier In1/0,715 = 0,336, Damit wird die
Hoéhe — 2800 m.

Derselbe Ballon wiirde bei Wasserstoffiillung mit 6 = 0,09 am Boden
eine Hubkraft von V(1 -- 6) = 1600.1,16.0,91 = 1690kg entwickeln.
825
1600.0,91
dieser bedeutend groferen Hohe & — — 20° an, so wird

__0,567(1—20/273)
P="" 145

Das p fir die Gipfelhohe wiire = 0,567 kg/m3. Nimmt man in

= 0,422 kg/cm3.

Die mittlere Temperatur ist jetzt 00 Die Hohe wird damit 8030.0,465
= 6930 m.

§14. Gleichgewicht schwimmender Korper. a) Véllig unter-
getauchte Korper. Das Kraftegleichgewicht erfordert 1. daB das Gewicht
des Korpers mit dem der verdringten Flissigkeit iibereinstimmt und 2. daB
die resultierende Auftriebskraft, die nach friiherem durch den Schwerpunkt
der verdringten Flissigkeitsmasse geht, mit der Gewichtskraft des Korpers,
die durch dessen Schwerpunkt geht, in ein und dieselbe Gerade fillt. Mit
anderen Worten, der Schwerpunkt A der verdringten Flissigkeit (Auftriebs-
mittelpunkt) und der Schwerpunkt S des Korpers miissen senkrecht iber-
einanderliegen. Wire es nicht so, so wire ein Kriftepaar vorhanden, das
den Korper in Drehung versetzte. s ist noch die Frage nach der Stabilitat
zu kliren. Gegen Verschieben wagerecht und senkrecht ist das Gleich-
gewicht indifferent, wenn das Volumen des Korpers sich mit dem Druck nicht
merklich #ndert. Ist aber das Volumen durch die Elastizitit des Korpers
mit dem Druck verinderlich, nimmt es also bei zunehmendem Druck merklich
ab, so ist das Gleichgewicht in der Senkrechten instabil (in der Tiefe mehr

Druck, also weniger Volumen und daher weniger Auftrieb, daher weiteres
Sinkan)
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Kin Beispiel fiir den oben geschilderten Zustand ist der cartesianische
Taucher, ein teilweise mit Luft gefiillter l{ohlkérper mit einer Offnung unten
(I in Fig. 812). Wird der Flissigkeitsdruck gesteigert, was bei dem Apparat
in Fig. 812 durch Driicken auf die abschlieSende Gummimembran oben hewirkt
werden kann, dann dringt Flissigkeit durch die
Offnung in den Korper ein und driickt die darin

Fig. 812.

befindliche Luft zusammen, wodurch er zumn Sinken
gebracht wird. Bei Entlastung steigt er wieder.
Wird der Druck so eingestellt, daB der Korper in
der Mitte des GefaBes im Gleichgewicht ist, dann
wird er nach oben steizen, wenn er iiber der Mitte
war, und zu Boden sinken, wenn er unter der
Mitte war.

Zur Frage, ob die in den Taucher eingedrungene
Flissigkeit zum Tauchergewicht oder zur umgebenden
Fliissigkeit gerechnet werden mub, ist zu sagen, daB
beides zulissig ist. Entweder man rechnet mit kon-

stantem Auftriebsvolumen und betrachtet die einge- Cartesianischer Taucher.
drungene Fliissigkeit als Gewichtsvermehrung, oder . .
man rechnet die eingedrungene Flissigkeit als zu der Fig. 813. Fig. 814.

umgebenden gehorig, mit der sie durch das Loch im
Zusammenhang bleibt, und findet dann, dall sich das
Auftriebsvolumen geindert hat. Das Endergebnis ist
in beiden Fillen genau das gleiche.

Weiter ist zu entscheiden, wann das Gleich-
gewicht in bezug auf Drehungenu stabil oder labil
ist. Die Antwort ist bei untergetauchten Korpern
nicht schwer. Man braucht blol das Kriftepaar  Stabiles und labiles Gleich-
zu betrachten, das entsteht, wenn man den Korper “i::‘e‘r‘: ef"‘:i;‘t'c"“ l;\l:f;'fr':e"'
aus der Gleichgewichtslage, in der die Punkte 4
und S senkrecht iibereinanderliegen, ein wenig verdreht. Aus Kig. 813 und
Fig. 814 geht ohne weiteres hervor, dafl ein in die Gleichgewichtslage zuriick-
drehendes Kriftepaar nur dann entsteht, wenn der Auftriebsmittel-
punkt iitber dem Schwerpunkt liegt. Nur dann ist also stabiles Gleich-
gewicht vorhanden. Auf an der Oberfliche schwimmende, nur teilweise
eingetauchte Korper ist diese Uberlegung nicht mehr anwendbar, da bei
diesen die Gestalt der verdringten Wassermasse bei Verdrehung des Korpers
nicht mehr unverinderlich ist.

b) An der Oberfliche schwimmende, nur teilweise eingetauchte
Korper. Das Gleichgewicht gegen lotrechte Verschiebungen ist hier dann
vorhanden, wenn der eingetauchte Teil so viel Fliissigkeitsgewicht ver-
dringt, als der ganze Korper wiegt. Dieses Gleichgewicht ist regelmiliig
stabil, da beim gliefertauchen das Volumen des eingetauchten Teiles wichst
und damit ein Auftriebsiiberschull entsteht, der den Kirper in eine hohere
Lage zuriickfithrt. Im Schiffbau bilden die Ermittlungen des verdrangten
Volumens fiir jeden Tiefgang (des ,Deplacements*) und sorgfiltige Gewichts-
berechnungen eine wichtige Rolle. Ein niaheres Eingehen hierauf eriibrigt
sich fiir uns. Eine physikalisch wichtige Anwendung des Schwimmens teil-
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weise eingetauchter Kérper stellen die Ardometer dar, die zur Ermittlung des
spezifischen Gewichts von Fliissigkeiten dienen, vgl. Kap. XIII, § 2. Wir wenden
uns jetzt zu der Frage nach dem Gleichgewicht gegen Verdrehung, die be-
sonders fiir die Beurteilung der Stabilitit von Schiffen von Wichtigkeit ist.
Zunichst ist wieder zu fordern, da8 Auftriebsmittelpunkt A und Schiffs-
schwerpunkt S in einer Senkrechten liegen. Fiir die Stabilitit ist es nun
nicht erforderlich, dal der Schiffsschwerpunkt unter dem Auftriebsmittelpunkt
liegt, und es ist auch bei den Schiffen, von gewissen schnellen Segelfa.hrzéugen

Fig. 815. Fig. 816. abgesehen, nicht der Fall?).
Entscheidend ist hier wieder
die Lage des Kriftepaares, das
bei einer geringen Verdrehung
des Schiffes entsteht. Das
Neue gegeniiber dem véllig
untergetauchten Korper ist
aber das Auswandern des Auf-
triebsmittelpunktes nach der
Seite durch Anderung der
Lage und Gestalt des einge-
tauchten Volumens. Fig. 816
zeigt, daB durch die Schrig-
lage (,Kringung“) gegen-
iiber der Gleichgewichtslage (Fig.815) auf der rechten Seite ein keilférmiges
verdringtes Volumen neu hinzugekommen ist und auf der linken Seite ein
entsprechendes Stiick fortgefallen ist. Der Auftriebsmittelpunkt (Schwer-
punkt der verdringten Wassermasse) riickt dadurch von A nach A'. Die
Strecke 4 A’ = a ist von der Neigung @ des Schiffes abhingig, bei kleinen
Neigungen ihr proportional. Eine von der Grofe der. kleinen Neigung un-
abhingige Angabe erhdlt man offenbar, wenn man den Schunittpunkt M
zwischen der neuen Auftriebsrichtung und der Schiffsmittellinie AS auf-
sucht. Betrachtet man das Kriftepaar, das aus dem in S angreifenden
Gewicht und dem in A’ angreifenden Auftrieb besteht, so erkennt man leicht,
daB dieses Kriftepaar immer dann im Sinne eines Wiederaufrichtens das
Schiff dreht, wenn der Punkt M iiber dem Schwerpunkt S liegt. Wiirde
man das ganze Schiff aus dem Wasser ziehen und im Punkt M pendelnd auf-
béngen, 8o wiirde bei einer Verdrehung dasselbe Kriftepaar auftreten, wie es
sich hier ergeben hat. Man nennt den Punkt M das Metazentrum, und
die gesuchte Stabilititsbedingung lautet also, daB das Metazentrum iiber
dem Schwerpunkt liegen muB,

Zu einer Berechnung des Metazentrums ist noch die Kenmtnis der Strecke

a = A A’ erforderlich. Wir wenden den Momentensatz fir die auf der senk-

hten Schiffsmittelebene gelegene Schnittlinie zwischen der alten und der neuen
Wasserfliche in Fig. 816 als Momentenachse an. Das verdringte Volumen sei V,
die Auftriebskraft daher ¥ V; ihre Verschiebung um « bedeutet ein Drebhmoment

Schiff' im Gleichgewicht. Schiff aus der Gleich-
gewichtslage herausgedreht.

1) Eine Ausnahme bilden auch die Unterseeboote, die der Unterwasserfahrt
wegen einen tiefliegenden Schwerpunkt haben miissen.
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»Va, das hervorgerufen wird von dem Auftrieb des neueingetauchten und dem
Abtrieb (verschwundenen Auftrieb) des ausgetauchten Keiles. Ist d F' ein Flichen-
element der ,Wasserlinienfliche“1), das von der Mittelebene des Schiffes um z
abliegt, so ist bei einem kleinen Neigungswinkel ¢ (im Bogenmaﬂ gerechnet) die
Héhe des kleinen Volumenteils = x ¢, sein Auftrieb yx@d F, und sein Moment
ya3@dl'. Die Auftriebe der linken Seite sind negativ, die Hebelarme aber auch,
so daB die Beitrage zam Moment wieder positiv sind. Es ergibt sich also
yVa = y(p!a:’d[" = ypd,

wo oJ das Trigheitsmoment der Wasserlinienfliche bezogen auf deren Schwerpunkts-
achse bedeutet (es muB ebensoviel Volumen eintauchen wie austauchen; daraus
folgt leicht, daB die Drehachse durch den Schwerpunkt der Wasserlinienfliche gehen
muB). Somit wird a = 7—7‘7'-’- Aus der Fig. 816 kann leicht die Beziehung abgelesen

werden, daB a = A M. ist. Damit wird aber

=7
Hiermit ist unsere Aufgabe gelost.

Handelt es sich um einen Korper, der an der Grenze zwischen einer
schwereren und einer leichteren Flissigkeit schwimmt, so liefert die sinn-
gemaBe Ubertragung unserer fritheren Uberlegungen leicht das Folgende:
Verdrangt der Koérper von der schweren Flissigkeit (Raumgewicht y,) ein
Volumen ¥, und von der leichteren (Raumgewicht p,) ein Volumen Vj, so
kommt ein Gesamtauftrieb

A=Vn+Vr

zustande. Dies folgt ohne weiteres daraus, daB die beiden Flussigkeitskorper,
die vorher den Platz unseres Korpers eingenommen haben, dort im Gleich-
gewicht waren. Es 1aBt sich aber auch vom Standpunkt der Druckverteilung
auf den Kérper ohne Rechnung einsehen. *Wir denken uns den Kérper lings
der Trennungsebene der beiden Fliissigkeiten gespalten
(Fig.817), so daB der in dieser Ebene vorhandene
Druck sich in den Spalt hinein fortpflanzt. Dann
befindet sich jeder der beiden Teile }; und ¥, in nur
je einer Fliissigkeit und erfihrt den entsprechenden
Auftrieb, Eine nachtrigliche starre Verbindung
beider Teile zu einem Korper, bei der die Druck-
krifte im Spalt, die sich gegenseitig aufheben, zu Sc';:i:?e':e;m‘s‘:i:::“f:““
inneren Kriften werden, #ndert nichts an dem

Resultat. Wird der Koérper ganz in die Flissigkeit 1 untergetaucht, so ist
sein Auftrieb 4, = p, V; wird er ganz in die Flissigkeit 2 gehoben, so ist
er Ay = p3 V (V = V, + V, Gesamtvolumen). Damit er an der Grenze
zwischen beiden Flissigkeiten zum Schwimmen kommt, muB sein Gewicht G
zwischen .1, und A, liegen: A4, >G> A4,. Da man V; = V — V, setzen
kann, ist auch 4 = p,V + (p; — )V, = 4, + (¥, — 72) V3. Diese Be-
ziehungen sind auch auf den Fall anwendbar, daB die Fliissigkeit 2 die uns
umgebende Luft ist. A; ist dann der Luftauftrieb, der sich den Wigungen
an der Waage entzieht, solange es nicht moglich ist, eine Wigung im Vakuum

Fig. 817.

1) ,Wasserlinie“ ist die Schnittlinie der Wasseroberfliche mit der AuBenfliche
des Schiffes.

Muller-Pouillet I, 2. 11, Aufl. 85
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hinguzunehmen. Der beim Eintauchen in Flissigkeit neu hinzukommende Auf-
trieb ist dann
A — A4, = —p)V,

was bei sehr genauen Bestimmungen des spezifischen Gewichts zu beachten ist.

§15. Wechselwirkung von Luftdruck und Fliissigkeitsdruck;
Fliissigkeitsmanometer. Den Druckunterschied der Luft in einem Gefil
gegenilber der duleren atmosphirischen Luft kann man, solange er nicht zu
groB ist, sehr gut durch ein teilweise mit einer Fliissigkeit gefiilltes U-formiges
Rohr messen, vgl. Fig.818. Sieht man von dem Eigengewicht der Luft ab, so
ergeben sich dabei folgende Beziehungen. An der Stelle 4 ist der Flissig-
keitsdruck gleich dem Luftdruck im GefiB, p,. In dem anderen Schenkel
des ,U-Rohres“ ist in gleicher Héhe, also bei B, derselbe Druck vorhanden
(kommunizierende GefiBe!); der freie Fliissigkeitsspiegel in diesem Gefil sei
bei C; dort ist der Flussigkeitsdruck gleich dem Druck der Atmosphire, p,.
Nach den Beziehungen von § 9 ist nun, wenn die Héhe B C = h gesetzt wird,

P =p,+7h
Das mit Flussigkeit gefiillte U-Rohr ist also zum Messen solcher Druckunter-
schiede sehr geeignet. Es wird in verschiedenen Ab#nderungen praktisch
Fig. 818. Fig. 819. angewandt. Um nicht an zwei
Stellen (4 und C in Fig. 818)
Fliissigkeitshohen ablesen zu
miissen, gestaltet man hiufig den
einen Schenkel zu einem weiten
e AE Topf um, in dem dann die
Hydrostatische Druck- flim = Spiegelbewegung sehr klein wird
messung (U-Rohr). Gssigheitsmanometer.  (yo] Fig, 819). Fir Ausfihrung
der ,Nullablesung“ mu8 man hier
beide Offnungen mit der Atmosphire verbinden. Fir sehr kleine Druckunter-
schiede wendet man eine verfeinerte Hohenablesung (mit einer Art Katheto-
meter oder mit Beobachtung einer auf Berithrung der Flissigkeitsoberfliche
einzustellenden Spitze mit einer Lupe) an, oder man verwendet geneigte Glas-

Fig. 820. Fig. 821.

A =~ )

— P!
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Tiéplersche Drucklibelle. Mikromanometer.

réhren wie bei der Téplerschen Drucklibelle (Fig. 820), oder bei dem Krell-
schen ,Mikromanometer“ (Fig.821). Einer Verschiebung der Flissigkeits-
siule in dem Rohr um den Betrag z entspricht bei beiden Instrumenten eine
Spiegelhohendnderung von h = zsine und daher ein Druckunterschied
Py — Py = pxsina. Dabei ist es aber nicht leicht, die kleine Neigung «
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geniigend genau zu bestimmen; man kann sich auch nicht obne Priifung auf
die unbedingte Geradheit der Rohren verlassen. Deshalb empfiehlt sich fiir
genauere Messungen eine Eichung. .

Beim Krellschen Mikromanometer kann diese so vorgenommen werden, daB
man zunéchst den Durchmesser ¢ des genau zylindrisch ausgedrehten Topfes miBt,
und dann, nachdem die auf dem Grundbrett des Instruments angebrachte Libelle
sorgfiltig eingestellt ist, mehrmals passende abgewogene Mengen der Flissigkeit
in den Topf nachgieBt und den jeweils zugehorigen Stand der Fliissigkeit im Rohr
an der Skala abliest. Die zugegossenen Mengen breiten sich in dem Topfe aus
und belasten so den urspriinglichen Fliissigkeitsspiegel mit einem Druck gleich

dem abgewogenen Gewicht dividiert durch die Kreisfliche —1—’—:(’. Das Gleich-

gewicht des urspriinglichen Flissigkeitssystems ist dabei dasselbe, als wenn ein
gleicher Druck von der Luft ausgeiiht worden wire. DaB in Wirklichkeit die zu-
gegossene Fliissigkeit sich mit der bereits im Topfe befindlichen mischt, ist fir
unsere Uberlegung belanglos. Aus den zusammengehorigen Drucken und Flissig-
keitsstinden 1aBt sich dann eine ,Eichkurve“ oder Eichtabelle ableiten.

Die Toplersche Drucklibelle 1aBt sich als @ulerst empfindliches Gerat fir
kleinste Druckdifferenzen ausgestalten, wenn man die von Tépler selbst!) an-
gegebenen Feinheiten beachtet. Die Réhre 71’ in Fig. 822 enthilt einen etwa
25 cm langen Faden einer nicht flichtigen, )
leicht beweglichen Flissigkeit (Xylol) und Fig. 822.
hefindet sich in einem Wasserbade W mit Y )
Glaswinden unmittelbar vor einer Millimeter-
teilung. Das Bad selbst ruht auf einer Me-
tallplatte p, deren Neigung mittels der
Schraube s verstellt werden kann; die Ver-
drehung der Schraube kann an einem Index
abgelesen werden. Da die Ganghiohe der 7
Schraube bekannt ist, kann hiermit auch
die Neigung der Platte p ermittelt werden. Toplersche Drucklibelle.

Ein an der Platte p befestigtes MikroskoY M

gestattet die rechtsseitige Kuppe der Fliissigkeit in ihren Bewegungen zu beob-
achten. Ist die Nullstellung der Drucklibelle abgelesen (gleicher Druck bei »
und 7'), so laBt sich eine eintretende Druckdifferenz durch die Verschiebung der
Flissigkeitskuppe oder durch die Schraubendrehung, die sie rickgingig macht,
messen. Die fiir die erstere Beobachtungsart erforderliche Eichung wird dadurch
erhalten, daf die bei Verdrehung der Schraube s ohne Druckdifferenz erfolgende
Kuppenverschiebung beobachtet und mit dem Neigungswinkel @, der durch die
Schraubenbewegung hervorgerufen wird, in Beziehung gebracht wird. Ist die
Entfernung der beiden Enden des Flissigkeitsfadens = a, so ist die hydrostatisch
wirksame Hohendifferenz & — asing. Topler konnte bei besonders empfindlicher
Einstellung (sehr kleinem Knickwinkel «) noch Druckdifferenzen von 10—8kg/cm?
== 10—+ kg/m? pachweisen. (Der Knick ist in Fig.822 in der Gegend des Buch-
staben W zu denken; er ist nicht gezeichnet.)

Die Verwendung der Flissigkeitsmanometer hat zu einer besonderen Art
von Druckeinheiten gefiihrt, die praktisch sehr viel verwendet werden. Es
liegt nahe, den Druck durch die Hohe der Fliissigkeitssiule selbst zu messen;
man spricht deshalb, da die verschiedenen Flissigkeiten ihres verschiedenen
Raumgewichts wegen unterschieden werden miissen, von ,Millimeter Wasser-
sidule“, ,Millimeter Quecksilber®, abgekiirzt mm WS, mm QS usw. Es ist
1mm W8 = 1kg/m% = 10—*kg/cm?, wie leicht durch Nachrechnen zu be-
stitigen ist (eine Wassermenge von 1 m? Grundfliche und 1 mm Héhe hat
gerade 1 Liter Inhalt und wiegt 1kg). Die erstere Beziehung ist besonders
bequem zu merken; sie hat dem Druckmal 1kg/m? zu einer weiten Ver-
breitung in der Technik (Liftungstechnik, Flugtechnik usw.) verholfen. Dabei
ist Wasser als MeBfliissigkeit sehr wenig geeignet, sobald es sich um héhere

1) Wiedem. Ann. 84, 790, 1888 und 56, 609, 1895.
65*
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Ablesegenauigkeit handelt, da es leicht unregelmiBig an den Winden des
Glasrohres hiangt. Sehr viel besser sind alle fettlésenden Fliissigkeiten (Al-
kohol, Toluol, Xylol usw.). Fiir gréBere Druckunterschiede empfiehlt sich
Quecksilber, das in reinem Zustand sehr saubere Einstellung in einem nicht
zu engen Glasrohre liefert. Wegen des spezifischen Gewichtes 13,6 (genauer
13,695 bei 00) ist 1 mm QS = 13,6 kg/m2 = 0,001 36 kg/cm’. Umgekehrt
ist 1kg/em? = 735,5mm QS. Die Druckeinheit
1mm QS wird aus meBtechnischen Griinden von
den Physikern stark bevorzugt. Neuerdings wurde
fir sie die Bezeichnung ,1 Tor“ vorgeschlagen (zu
Ehren von Toricelli, siehe § 16).

Der Vollstindigkeit halber seien noch die Feder-
manometer erwihnt, die besonders als Melgerite
fiir hohe Drucke verwendet werden. Die verbreitetste
Konstruktion iet das Rohrenfedermanometer (Fig.823),
dessen wichtigster Teil eine kreisformig gebogene
Metallrohre von elliptischem Querschnitt, ein soge-
nanntes Bourdonrohr (b in Fig.823) ist. Solche
Réhbren haben die Eigenschaft, sich unter der Wirkung
eines inneren Uberdrucks zu strecken, was dsher rithrt, daB der elliptische
Querschnitt sich durch den Innendruck der Kreisform zu nahern strebt, also
sich aufbliaht. Die Réhre b ist bei a festgelotet, das andere Ende, ¢, schwebt
frei und bewegt durch das Zwischenglied f den Hebel d, an dem der Zeiger
befestigt ist. Derartige Manometer werden bis zu Drucken von mehreren
hundert Atmosphéren ausgefiihrt. Sie bediirfen, wie alle Federinstrumente,
der Eichung, die bei maBigen Drucken mit einer Quecksilbersiule, sonst mit
einer Holboruschen Druckwaage ausgefiihrt werden kann.

Fig. 823.

Rihrenfedermanometer.

§16. Unterdruck. Barometer. Pumpt man aus dem Gefal von Fig.818
etwas Luft heraus, so daB der Druck dort kleiner wird als der dubere Atmo-
spharendruck, so wird die Flissigkeit in dem Schenkel A des U-Rohres hoher

Fig. 824. stehen als in dem Schenkel B, sie wird, wie man sagt,

»in die Héhe gesaugt“. FEine etwas abgeinderte

Anordnung fir das gleiche Experiment zeigt
Fig. 824.

Man spricht in dem Fall der Fig. 818 von , Uber-

druck® in dem GefaB, in dem Fall der Fig.824 von

g ‘f »Unterdruck®, und zwar versteht man unter der
E A Zahlenangabe fiir den Uberdruck oder Unterdruck
H } jeweils die Druckdifferenz gegen die duBere Atmo-

sphire, die durch die Hohe & der Klissigkeitssiule
in Fig.818 bzw. 824 gemessen wird.

i

Vom physikalischen Standpunkt erhebt sich nun die Fra.ge,‘ wie hoch
es gelingt, eine Flissigkeit in die Hohe zu saugen. In alter Zeit machte man
sich fiir das Ansteigen einer Fliissigkeit beim Saugen eine ,Erklérung“, indem
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man von einem ,horror vacui“, von einer ,Scheu vor dem Leeren“ sprach,
und man fiihlte sich mit diesem Wort, das schlieflich nur die Tatsache fest-
stellte, zufrieden. Ob der horror vacui beliebig stark war oder Grenzen
hatte, daritber wurden keine Untersuchungen angestellt. Das MiBgeschick
von Florentiner Pumpenmachern, die bei einer Wasserpumpe das Saugventil
mehr als 10 m iiber dem Wasserspiegel anbrachten und dann durch alle Miihe
das Wasser nicht so hoch bringen konnten, gab den AnstoB, daB Galilei
sich mit der Sache befaBte. Indessen hat erst sein Schiiler Toricelli auf
Grund eines Experiments mit Quecksilber, das auf seine Anregung hin sein
Freund Viviani 1643 gemacht hatte, den richtigen Sachverhalt erkannt.
Von unserem Standpunkt aus ist die Antwort auf die oben gestellte
Frage nicht schwer. Saugen ist nichts anderes, als weniger stark driicken,
als die auBere Atmosphére driickt. Den Druck in dem GefiB von Fig.824
kann man nicht kleiner machen, als er wird, wenn samtliche Luft aus dem
GefiB weggepumpt wird. Er ist dann gleich Null. Die Flissigkeitssiule
kann also hochstens so boch steigen, daB ihre Hohe A dem vollen Luft-

(]

druck p, entspricht: & =}; Das erwihnte Experiment Vivianis bestand

nun darin, daB er eine zwei Ellen (120 cm) lange Glasréhre mit an einem
Ende angeblasener Kugel von dem anderen, offenen Ende her ganz mit Queck-
silber fillte und nun dieses Ende mit dem Finger verschloB, dann die Rohre
umkehrte und mit dem Ende in ein flaches Gefall mit Quecksilber brachte.
Wurde nun der Finger weggezogen, so sank das Quecksilber, einen leeren
Raum zuriicklassend, auf 11/, Elle (75 cm) iiber dem Quecksilberspiegel. Tori-
celli schloB daraus richtig, daB die so beobachtete Quecksilbersiule dem
dufleren Luftdruck, oder wie man auch sagen kann, dem Gewicht einer Luft-
sdule vom gleichen Querschnitt, die bis an die Grenzen der Atmosphire reicht,
Gleichgewicht halt. Toricelli beobachtete auch schon, daf die Quecksilber-
siule nicht immer dieselbe Hohe hatte, und schlo8 daraus, daB der Luftdruck
gewissen Schwankungen unterworfen sei. Diese Tatsache ist fiir die Meteoro-
logie von groBer Wichtigkeit geworden. Toricelli schloB auch bereits, daB
der Luftdruck auf einem Berge geringer sein miisse als im Tal und deshalb
die Quecksilbersidule dort niedriger stehen miisse als unten. Den Nachweis
hierfir hat einige Jahre spiiter Perrier auf Anregung von Pascal erbracht,
indem er die Hohe der Quecksilbersiule auf dem Puy de Dome und am Fulle
dieses 975 m hohen Berges mal und einen Unterschied von 3 Zoll in dem
verlangten Sinne feststellte. Von Pascal stammt auch der Name Baro-
meter fiir das Gerit, der sich allgemein eingebiirgert hat. Dieser Name
(vom griechischen barys — schwer) deutet an, daB mit diesem Instrument
das Gewicht der iiber dem Ort lagernden Luftsiule gemessen wird.

Uber die heutigen Ausfiihrungsformen des Barometers und iber die Art,
wie man bei genauen Messungen mit dem Barometer verfahren muB, wird in
Kap. XIV, § 15 bis 24 berichtet werden. Hier sei nur noch eine auf das Baro-
meter begriindete Druckeinheit besprochen, die sogenannte ,physikalische
Atmosphéare“. Der mittlere Barometerstand in der Hohe des Meeresspiegels
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betragt rund 760 mm QS. Man ist iibereingekommen, diesen Barometerstand
bei 00 Quecksilbertemperatur als Normalzustand der Atmosphiire anzusehen
und nennt den zugehirigen Luftdruck auch .eine Atmosphére“. Der Zusatz
yphysikalisch wird gemacht, weil, wie bereits friither erwihnt, die von den
Ingenieuren verwendete technische Atmosphire = 1kg/cm? daneben steht. Da
Fig. 825. das spezifische Gewicht des Quecksilbers bei 0°C = 13,595
: ist, also 1cm?® 13,5695 g wiegt, entspricht einer Queck-
silbersidule von 76 cm ein Druck von

76.13,596 = 1033,2 g cm? —= 1,0332 kg ‘em?.

Diesem Druck entspricht, wie hier angemerkt werden
mag, eine Wassersiule von 10,332m Hohe (,Wasser-
barometer“). Die Saughohe von Pumpen mull also ge-
ringer sein als dieser Betrag (wegen schadlicher Riume
und Undichtheiten zweckmiBig nicht iiber ¢ bis 7 m).
Da in der vorstehenden Definition der physika-
lischen Atmosphdre die Erdanziehung eine Rolle spielt,
und diese nicht an allen Stellen der Erde denselben
Wert hat, muB fiir hohere Genauigkeitsbediirfnisse bei

der Definition der Druckeinheiten ein bestimmter Wert
der Erdbeschleunigung g zugrunde gelegt werden. Man
hat als Normalschwere den Wert 980,665 cm/s3, nim-
lich den Wert, der dem 45. Breitengrad im Meeres-
niveau entspricht, festgesetzt. Unter einer anderen
Schwere (= g) wird damit die Normalatmosphire durch
1,0332 . 980,665
9

zentimeter gemessen. Um von diesen etwas willkiirlichen

ortliche Kilogramm auf das Quadrat-

Festsetzungen frei zu werden, hat man eine an das
CGS-System angeschlossene Druackeinheit vorgeschlagen,
und zwar wird das Millionenfache der Druckeinheit
1Dyn/em? als ,Bar“ bezeichnet. [em DBar entspricht bei
der Normalschwere eine Quecksilbersiaule von 750,06 mm

Haéhe.

Im Anschlub an das Manometer und das Barometer

sei hier noch ein Apparat zur Nachprifung des Boyle-

Apparat zur Nach-
prifung des Boyle-
Mariotte schen DruckmeBmethoden zur Anwendung kommen. An der

Mariotteschen Gesetzes erwihnt, bei dem die erliuterten
Gesetzes. Saule (Fig. 825), die auf einem Dreifull steht, sind die
beiden Glasrohren A und B, die durch einen festen Schlauch S verbunden sind,
senkrecht verschieblich angeordnet. Die Réhre /1 ist oben geschlossen und
trigt eine Volumenteilung, die Rohre B ist oben offen. Die Rohre 4 ist unter-
halb des Hahnes It abschraubbar und wird fiir die Messungen zum Teil mit dem
zu untersuchenden Gase, zum Teil mit Quecksilber gefiillt und dann auf den
vollstindig mit Quecksilber gefiillten Schlauch luftfrei aufgeschraubt. Man
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stellt nun durch Verindern der Hohenlage der Rihren die beiden Quecksilber-
kuppen gleich hoch und liest das (Gasvolumen ab, das Gas steht jetzt unter
dem derzeitigen Atmosphirendruck, der an einem in gleicher Hohe angebrachten
Barometer abzulesen ist. Verschiebt man nun die Réhre I nach oben, oder
unten, so wird das Gas durch die Quecksilbersiule zusammengedriickt oder
es dehnt sich durch den nachlassenden Druck aus. Der Hohenunterschied
der beiden Quecksilberkuppen zu dem Barometerstand addiert bzw. von ihm
subtrahiert, liefert die zugehérigen Drucke. Es zeigt sich, dafl diese sich
ziemlich genau umgekehrt verhalten wie das Volumen.

§17. Verschiedene Versuche iiber die Wirkung des Unterdrucks
und Uberdrucks. Heher, Heronshrunnen. Wenn man eine ganz oder
zum Teil mit Wasser gefillte Flasche rasch umkehrt und ihre Offnung unter
Wasser bringt, dann liuft nichts mehr aus. Dazu miilite Luft in die Flasche

Fig. 826.

Fig. 827.

Nuchfiilleinrichtung zu einem Tintenglas. Stechheber.
Filtrierapparat.

gelangen, was nicht moglich ist, solange die Offnung véllig unter Wasser
ist. Die in der Flasche iiber dem Wasser befindliche Luft steht durch die
verschiedene Hohe des Wasserspiegels in und auBerhalb der Flasche unter
geringerem Druck als die dulere Atmosphéire, und dieser Druckunterschied
ist es, der die Wassersiiule in der Flasche trigt. Man hat sich diesen Vorgang
in verschiedener Weise zunutze gemacht. Die Fig. 826 zeigt eine Einrichtung
zum Filtrieren einer Flissigkeit, die des haufigen Nachgiefens dadurch ent-
hebt, daB aus der umgekehrten Flasche nur dann etwas ausflieen kann, wenn
der Flissigkeitsspiegel im Trichter so weit gesunken ist, daB eine Luftblase
in den Flaschenhals eindringen kann. Der Trichter wird also dauernd bis
zur gewiinschten Hohe voll gehalten, solange noch Fliissigkeit in der Flasche
ist. Das Tintenglas (Fig. 827), in dessen Hals die Tinte immer ungefihr gleich
hoch steht, ist ein anderes Ausfithrungsbeispiel desselben Grundgedankens.

Der Stechheber (Fig. 328) wird so verwendet, daB man ihn in die
Flassigkeit, von der man ein Quantum entnehmen will, hineinsenkt, wobei er
sich durch seine kleine untere (ffnung fillt, wihrend durch die obere die
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Luft entweicht. Hailt man jetzt mit dem Daumen die obere Offnung zu, so
kann man den Heber herausziehen, ohne dafl Flissigkeit aus ihm ausflielit;
dies ist erst der Fall, wenn man das obere Loch wieder freigibt. Hier bewirkt
die Kapillarspannung der Flissigkeitsoberfliche, daf in der unteren Offnung
hier keine Luft an der Fliissigkeit vorbei eindringt, wie es bei einer weiteren
Offinung der Fall wire. Die Kapillarspannung stabilisiert also sozusagen die
freie Oberfliche, die sonst, da ja die schwere Flussigkeit sich iiber der leich-
teren (namlich der Luft) befindet, labil wire.

Ahnlich ist es bei dem bekannten Versuch, daB man ein mit einem Papier
bedecktes Wasserglas umkehren kann, ohne dal das Wasser in gréferem
MaBe ausflieBt?), vgl. Fig. 829; die Stabilisierung der schwereren Fliissigkeit
ither der leichteren wird hier durch die Steifigkeit des Papierblattes erreicht.

Fig. 830.
Fig. 829.

Versuch mit dem umgedrehten Heber.
Wasserglas,

Verschwindet diese durch allméihliches Aufweichen des Papiers, so stiirzt das
Wasser, besonders wenn das Glas nicht genau wagerecht gehalten wird, heraus.
Bemerkenswerterweise gelingt das Experiment auch, wenn man statt des
Papiers ein (nicht zu schweres) Sieb verwendet. Das einzelne Siebloch verhilt
sich dabei ebenso wie das untere Loch des Stechhebers.

Der Heber, eine gekriimmte Rohre mit zwei ungleichlangen Schenkeln
(Fig. 830), wird in der Weise verwendet, dal man durch Saugen bei a die
Rohre mit Flissigkeit anfillt, worauf diese zu fliefen beginnt und so lange
weiterflieSt, bis die Luft Zutritt zu der Offuung b erhilt. Die genaueren Um-
stinde dieses Vorgangs lassen sich am einfachsten iibersehen, wenn man sich
bei gefiilltem Heber die (Mfnung bei a verschlossen denkt. Dann bildet das
Innere der Flasche und das des Hebers ein zusammenhingendes, von einer
ruhenden Flissigkeit erfillltes Gebiet; der Druck ist dann hydrostatisch ver-

1) Kin wenig Wasser wird, wenn das Glas nicht vollig luftfrei gefillt ist,
ausflieBen, da die Luft in dem Glase sich etwas ausdehnen muB, um den erforder-
lichen Unterdruck anzunehmen.
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teilt, er ist in der Hohe des Flissigkeitsspiegels in der Flasche gleich dem Luft-
druck, dariiber ist er kleiner und darunter groBer. Bei a herrscht demnach ein
Uberdruck entsprechend der Hohendifferenz gegen den Spiegel. Offnet man
nun, so mufl offenbar Wasser bei ¢ ausfliefen. Diese Betrachtungsart fiihrt
auch zu dem SchluB, daB es, um den Heber in Gang zu bringen, geniigt,
soviel Flissigkeit durch Saugen iiber den Punkt s heriiberzuheben, bis das
Ende des Fliissigkeitsfadens sich ein wenig unterhalb des Spiegels in der
Flasche befindet.

Eine Abart des Hebers ist der ,Giftheber“ (Fig. 831), mit dem man
ohne Gefahr dtzende und giftige Fliissigkeiten ansaugen kann. Man senkt
den Schenkel b in die zu entleerende Flasche und verschlieBt zunichst die
Offoung b'. Saugt man nun mit dem Munde bei ¢, bis die iiber s heriiber-
gehobene Fliissigkeit in dem mitt-

leren Rohre tiefer steht als der ) Fig. 832.
Fig. 831.

Spiegel in der Flasche, so liuft
dieses voll und fiillt auch das Mund-
rohr bis zur Spiegelhohe. Wird
nun bei b’ geiffnet, so flieBt der
Heber.

Lehrreich ist auch die Einrich-
tung Kig. 832. Hier wird der Heber
cde dadurch in Gang gebracht, dal
man bei a in das kurze Winkelrohr

ab hineinbldast, wodurch unter der
Voraussetzung, da der Kork, durch Giftheber. Hebertlasche.

den die beiden Roéhren hindurch-

gefithrt sind, dicht schlieft, der Luftdruck in der Flasche erhoht wird und
die Fliissigkeit in dem Rohr ¢d hochsteigt und nach ¢ zu iberflieBt. Der nun
flieBende Heber kann wieder angehalten
werden, wenn man die Offnung ¢ mit dem
Daumen verschlieBt. Vorher flieft noch die
kleine Flissigkeitsmenge aus, die notig ist,
um die Luft in der Flasche auf den Unter-
druck expandieren zu lassen, der der Fliissig-
keitssiule von der Hohe ce entspricht. Beim
erneuten Offnen flieBt der Heber wieder.
Man kann ihn abstellen, wenn man durch
Saugen bei « die Flissigkeit in dem Rohr de
nach ¢ zurickholt.

Eine interessante Abanderung der eben
besprochenen Einrichtung ist der Filtrier-
heber (Fig. 833). Die Rohre aa ist der Filtrierheber.

Heber, die Rohre bb entspricht der Rohre ab
von Fig. 832. Der leber hort hier jedesmal zu laufen auf, wenn die
Flissigkeit im Trichter das Ende von b erreicht hat. In den Pausen steigt

Fig. 835,
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diese in b bis zur Hohe des Spiegels in der Flasche. Das FlieBen beginnt
wieder, sobald Luftblasen in b eindringen konnen.

Durch Uberdruck, der in dem Luftraum einer teilweise mit Fliissigkeit
gefiillten Flasche erzeugt wird, labt sich die Fliissigkeit emporheben, wie schon
gelegentlich der Beschreibung der Einrichtung Fig. 832 erwihnt wurde. Die
Spritzflasche der Chemiker (Kig. 834) ist ein verwandtes Beispiel hierfiir.
Der Heronsball, dem Grundgedanken nach éhnlich der Spritzflasche, ist in
Fig. 835 in einer Ausfuhrungsart wiedergegeben. In die zur Hilfte mit Wasser
gefiillte Flasche wird durch kriftiges Blasen mit dem Munde, oder noch besser
mit einer Kompressionspumpe, Luft hineingedriickt und der Hahn geschlossen.
Man wiirde, wenn man an die Miindung
ein senkrechtes Rohr anschlieft, nach
Offnen des Hahns das Wasser durch die
Wirkung des Luftdrucks in der Flasche
zu einer Sdule von betrachtlicher Hohe
ansteigen lassen konnen. Wenn man es
statt dessen durch eine Offnung frei aus-
treten lifit, wird es in einem Strahl von
ahnlicher Hohe (geringer wegen Reibung
und Luftwiderstand) herausspritzen. Eine

Fig. 834. Fig. 835.

Spritzflasche. Heronsball. Heronsbrunnen,

Einrichtung ahnlich dem Heronsball ist der Druckwindkessel der Feuer-
spritzen und anderer Druckwasserpumpen.

Der Heronsbrunnen (Fig. 836) kann als die Verbindung eines Herons-
balles (C) mit einem Drucklufterzeuger (A B) aufgefaBt werden. Die Luft in
dem GefiB B steht unter dem Uberdruck, der durch die Wassersiule im
Rohr 7 (Spiegel im GefiB A) erzeugt wird. Dieser Uberdruck teilt sich durch
das Rohr r; dem Luftraum im Gefaf C mit und treibt das Wasser in Spring-
brunnenform aus C aus. Der Vorgang ist zu Ende, wenn die Luft aus dem
GefiaB B und dem Rohr r; ausgetrieben ist. Durch Kippen des Apparats kann
man den Inhalt von I3 nach C bringen, worauf, wenn bei A neues Wasser

- aufgegossen wird, das Spiel wieder heginnt. Es gibt verschiedene geistreiche
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Abinderungen dieser Einrichtung, meist zum Betrieb von Zimmerspring-
brunnen, die hier aber nicht mehr besprochen werden kénnen.

§ 18. Fliissigkeitsgleichgewicht bei anderen Kraftfeldern. Bei
den Darlegungen von § 9 bis 17 ist ein homogenes Schwerefeld zugrunde
gelegt worden, also eine iberall gleich starke und gleich gerichtete Erd-
beschleunigung vorausgesetzt worden. Dies trifft auf miBige Raume geniigend
genau zu und reicht daher fiir die meisten Anwendungen aus. Handelt es
sich aber z. B. um Anwendung auf ein Gebiet auf der Erde, das nicht mehr
klein gegen den KErdradius ist, dann mub davon Rechenschaft genommen
werden, dal die Erdbeschleunigung in GroBe wie Richtung veranderlich ist.
Bei einer relativ zu einem gleichformig rotierenden Gefa8 ruhenden Fliissigkeit
hat man zur Schwere die Zentrifugalbeschleunigung hinzuzunehmen, um mit
dem rotierenden Raume wie mit einem ruhenden rechnen zu kénnen. Wir
wollen deshalb ganz allgemein die Frage behandeln, wie es mit dem Gleich-
gewicht einer homogenen oder nicht homogenen Flissigkeit in einem Kraft-
feld allgemeiner Art steht, dessen Kraft auf die Masseneinheit (d. h. dessen
Beschleunigung) von Ort zu Ort nach Stirke und Richtung verinderlich ist.

Wir kniipfen an die Erorterungen von § 9 an und stellen leicht fest, daB
wie dort in jeder Richtung senkrecht auf der jeweiligen Kraftrichtung der
Druck sich nicht andern kann (Gleichgewicht eines kleinen Prismas nach
Fig. 778 mit Achse senkrecht zur Kraftrichtung). Weiter stellen wir fest,
daB in der Kraftrichtung der Druck zunehmen muB, und zwar so, da

dp =g@dh -+ « « L (1)
ist (Gleichgewicht eines kleinen Prismas entsprechend Fig. 795 mit der Hohe dh
parallel der Kraftrichtung, dp Druckanstieg, g Stirke des Kraftfeldes). Aus
der ersteren Beziehung folgt zunichst, wenn man die Gesamtheit der zur
Kraftrichtung senkrechten Richtungen in einem Punkt zusammenfaBt, dal
auf dem zur Kraftrichtung senkrechten Flichenelement der Druck konstant
sein mub. Fiir den Fall, daB sich die aneinander angrenzenden Flichen-
elemente zu einer endlichen Fliche zusammenfassen lassen, wenn also, wie
man sagt, das Kraftfeld Normalflichen besitzt, dann folgt aus obigem, daB
lings jeder solchen Normalfliche der Druck konstant ist. Wenn ein Kraft-
fold keine Normalfliche besitzt, dann ist auch kein Gleichgewicht einer Fliissig-
keit in diesem Kraftfeld moglich?).

Wir nehmen nun an, dal das Kraftfeld Normalflichen besitzt, und be-
trachten zwei solche Normalflichen mit den Drucken p und p +dp. Wir
greifen, vgl. Fig. 837, zwei Stellen 1 und 2 heraus und stellen fest, dal dp

*1) In diesem Falle wiirde eine senkrecht zu den Kraftlinien gezogene Schleifen-
linje, die zu derjenigen Kraftlinie, von der sie ausging, zuriickfiihrt, nicht wieder
an den Ausgangspunkt zuriicklaufen, sondern je nach ihrem Umlaufesinn tiefer
oder héher als dieser auf der Kraftlinie einmiinden. Ein Beispiel eines Vektor-
feldes dieser Art kann z. B. gewonnen werden, indem man zunichst zwei parallele
Ebenen durch eine Schar zu ihnen senkrechter, also unter sich paralleler Geraden
verbindet, nun die eine Ebene gegen die andere um eine der Geraden als Achse
etwas verdreht und die jetzt schraubenartig angeordneten Geraden als Kraftlinien
betrachtet.
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gemaDB der obigen Beziehung einerseits — g, @, dh,, andererseits auch g, Q3dhy
ist. In dem Falle, daB @ entweder konstant oder eine Funktion von p ist
(homogene Flissigkeit oder homogenes Gas, vgl. § 9 und 10), ist im letateren
Falle wegen p, = p;, ©; = @5, und es bleibt
§1dhy = godhy. Nun ist gdh die Arbeit, die von
der Feldkraft beim {/bergang von der einen Normal-
fliche zur anderen geleistet wird. Da8 nun, wie
unsere Betrachtung lehrt, diese Arbeit zwischen
den beiden Normalflichen an allen Stellen den-
selben Wert hat, ist das Kennzeichen dafiir, da8
unser Kraftfeld ein Potential hat. Die Normalflichen sind dann Flichen
konstanten Potentials, vgl. S. 518 bis 529. Fiihren wir das Potential I/ an
einem Punkte A durch die Formel

Fig. 837,

A
U= j' gdh o oo (2)
ein, so erkennt man, dafl
dp = @dU oder dU = ap L (3)
(4
geschrieben werden kann, woraus
4
Us— Up = [dp ............ (4)
J o
B

folgt. In dem hier angenommenen Falle einer homogenen Fliissigkeit oder
eines homogenen Gases 1Bt sich die rechte Seite ausrechnen, und man erhilt
dann den Druck unmittelbar als Funktion des Potentials. Diese Ergebnisse
lassen sich also wie folgt zusammenfassen:

Im Falleder homogenen Fliissigkeit bzw. des homogenen Gases
ist nur Gleichgewicht moglich, wenn das Kraftfeld ein Potential
hat. Die Fliachen konstanten Potentials, die senkrecht zur Feld-
kraft verlaufen, sindgleichzeitigauchFlichenkonstanten Druckes.
Der Druck steigt in der Richtung der Feldkraft an, und zwar ist
dp = @dU.

Bei der inhomogenen Fliissigkeit ist der Fall denkbar, dal zwar g,dh,
}:gydh,ist,aber durch geeignete Verteilung der Dichte iiberall 9, 9, dhy = @, gsd by
ist. Gleichgewicht wire dann vorhanden, aber es ist leicht zu sehen, dal das
Gleichgewicht labil wire, denn man braucht nur Verschiebungen von
Flissigkeit lings der Normalfliche auszufithren, die keinerlei Arbeit erfordern,
und hat dadurch, da jetzt die Verteilung der Dichte gedndert ist, das Gleich-
gewicht gestért. Wenn man sich also auf stabile Zustinde beschrinken will,
80 kommen auch hier nur Kraftfelder in Betracht, die ein Potential besijzen.
Ist aber g,dh, = gydh,y, so muB zur Erfilllung des Gleichgewichts auch
@1 = @, sein. Wir stellen also fest:

Eine stabile Lagerung einer inhomogenen Fliissigkeit ist nur
mdglich, wenn das Kraftfeld ein Potential besitzt. Die Flachen
konstanten Potentials sind gleichzeitig Flachen Lkonstanten
Druckes und konstanter Dichte.
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Die Formeln (3) und (4) sind also hier wieder verwendbar. Die Be-
dingungen fiir die Stabilitit der Schichtung sind dieselben, wie sie in § 9 und 10
fiir das homogene Schwerefeld auseinandergesetzt wurden.

Die in der Physik vorhandenen Kraftfelder haben, wenn man von gewissen,
durch elektrische Strome in magnetischen' Feldern hervorgerufenen Kriften
absieht, fast immer ein Potential, so dal die obige Forderung eines Potentials
praktisch kaum eine Einschrinkung bedeutet. Voun praktischer Bedeutung
ist aber die Forderung, daB auf allen Flichen konstanten Potentials die Dichte
je konstant sein muB. Diese Bedingung kann z. B. dadurch verletzt werden.
daB die Flussigkeit oder das Gas ortlich erwirmt wird, wodurch sich die
Dichte dort verringert. In einem solchen Falle ist kein Gleichgewicht mehr
moglich, die erwirmte Flissigkeit setzt sich und damit auch ihre Nachbar-
schaft in Bewegung, und das Ganze kommt erst zur Ruhe, wenn die wiarmsten
Teile iber den anderen geschichtet liegen.

Die freie Oberfliche einer Fliissigkeit oder die Grenze einer Fliissigkeit
gegen eine andere sich nicht mit ihr mischende Fliissigkeit von anderer
Dichte folgt immer einer Flache konstanten Potentials; man findet deshalb fiir
die Flichen gleichen Potentials (,Aquipotentialflichen“) auch die Bezeichnung
,Niveaufliche“ (freie Oberfliche oder Niveau einer gedachten Fliissigkeit).
Bei der Erdvermessung bildet die Meeresoberfliche die grundlegende Niveau-
fliche, auf die alle Hohen bezogen werden.

Die Anwendung der im vorstehenden dargelegten Gesetze mige an zwei
Beispielen erliutert werden:

1. Druckverteilung auf einem Weltkéorper, der als homogene Flissigkeit
angenommen wird. Der Weltkorper besitze keine Rotation, unterliegt also
nur seiner eigenen Gravitation. Er wird im Gleichgewicht die Gestalt einer
Kugel annehmen. Der Radius des Weltkorpers sei R, irgend ein Radius in seinem
Iunern r. Wie in der Lehre vom Gravitationspotential gezeigt wird, ist die
Feldkraft (= Beschleunigung) im Radius r gleich derjenigen, die die Masse
der Kugel vom Radius r hervorbringen wiirde, wenn sie im Kugelmittelpunkt
vereinigt wire. Die (mit r veridnderliche) Beschleunigung im Radius 7 ist
also unter der Annahme einer gleichfsrmigen Dichte @, mit £ — Gravitations-
konstante:

_km_ & 43:_53_k dmr
=T ace 3 — e g
An der Oberfliche ist
4R
go = ko - 3

so daB auch einfacher g = gy ; geschrieben werden kann. Setzen wir will-

kiirlich das Potential U an der Oberfliche gleich Null, so wird
R

U=jgdr='

20;3 (R3 —13).

r
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Fir den Druck hat man bei konstantem @ einfach die Beziehung
p = po+ 0U, wo po den Drack an der Stelle U — 0, also hier an der
Oberfliche bedeutet. Der Druck ist also

p=rpot O (=1,

er zeigt also eine parabolische Verteilung. Am groBten ist er in der Kugel.
.R
mitte (r = 0), namlich ppax = po + Q"l‘g—v - Wendet man diese Rechnung
auf die Erde an, deren Inneres vielfach als feurig-flissig angenommen wird
(wennschon gewisse Beobachtungen iiber Erdbebenwellen und anderes dageger
sprechen), und nimmt man die Dichte der Flissigkeit entsprechend der
mittleren Dichte der wirklichen Erde zu 5,5mal derjenigen von Wasser an.
so ergibt sich bei R =— 6380 km = 6,38.10%m, wenn wieder @ gy — ¥ ein-
gefiihrt ist, mit y == 5500 kg/m3:
Pruax = ”f = 14 5500.6,38.108 = 1,754.100kg m?
= 1754000 kg/cm®.

Natiirlich wiirde bei diesem ungeheuren Druck eine wirkliche Fliissigkeit
sehr erheblich zusammengedriickt werden; die vorstehende Rechnung hat aber
nur den Wert einer rohen Uberschlagsrechnung, die allerdings die GroSen-
ordnung der im Erdinnern vorbandenen Drucke ganz richtig wiedergibt.

2. Als weiteres Beispiel sei das Gleichgewicht einer homogenen schweren
Fliissigkeit behandelt, die in einem gleichférmig um eine senkrechte Achse
rotierenden Gefa8 in relativer Ruhe ist. Wir stellen zunichst den Ausdruck
fir das Potential auf, das sich additiv aus einem durch die

Fig. 838.
Schwerkraft und einem durch die Zentrifugalkraft erzeugten
Anteil zusammensetazt.
z Nehmen wir Zylinderkoordinaten » und ¢ an, vgl
N 2 Fig. 838, und nehmen die #z-Koordinate nach oben positiv
~—] . . .
an, dann wird der Schwereanteil des Potentials
——
—

U, = Uy —gz,

J

wo ¢ die Erdbeschleunigung und U, ein willkiirlicher An-
fangswert ist. Fiir den Anteil durch Zentrifugalkraft hat
man zunichst den Wert der Beschleunigung — w27 zu
Fliissigkeit in setzen, mit @ = der gemeinsamen Winkelgeschwindigkeit
rotierendem Gefdl. 4.0 GefdBes und der Fliissigkeit. Daraus folgt durch
Integration in Richtung dieser Beschleunigung, also in Richtung von 7,
der zweite Anteil des Potentials zu
242
6 =2,
Im ganzen ist also
w?rd

U=U,+4+U=U,—ge+ >
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Die Flichen gleichen Potentials ergeben mit U = const:

wird
= t — =
z const + 29

Die freie Oberfliche und alle Flichen gleichen Druckes sind also Para-
boloide mit dem gemeinsamen Parameter g. 62
Der Druck selbst wird wieder p = po + @7/, also mit gg = ¥

@2r2

= const — -

p +7v ( o p )

Anmerkung: Die Aufgabe, die Gestalt eines flissigen Weltkérpers, der um

eine Achse rotiert, zu berechnen, ist von den Astronomen ausfiihrlich behandelt

worden, fithrt aber auf groBe mathematische Schwierigkeiten, die daher kommen,

daB durch die Gestaltverinderung auch die Anziehungskrifte geindert werden.

Fir geringe Stirke der Rotation ergibt sich mit guter Anniherung die ellipsoidische
Gestalt, die an der rotierenden Erde auch beobachtet wird.



KElftes Kapitel.

Stromende Bewegung der Fliissigkeiten und Gase. 1. Teil.

Kinematik; Dynamik der reibungsfreien Fliissigkeit.

Vorbemerkung.

Die stromenden Bewegungen der Fliissigkeiten und die der Gase zeigen
80 viel Gemeinsames, daB es zweckmiBig erscheint, ihre Behandlung nicht zu
trennen. Die Gase sind zwar in viel hoherem MaBe zusammendriickbar als
die Flussigkeiten. Die Frage ist aber hier die, ob sie bei dem jeweils be-
trachteten Stromungsvorgang merkliche Zusammendriickungen erfahren
oder nicht. Zu merklicher Zusammendriickung gehéren betrichtliche Druck-
dnderungen. Bei kleinen und maBig groBen Geschwindigkeiten, sowie bei
mifigen Hohenabmessungen der stromenden Gasmassen bleiben die Druck-
dnderungen aber gering gegeniiber dem im Mittel vorhandenen Druck, und
die Volumenanderungen sind dann so klein, daB man sie zur Vereinfachung
der Rechnung meist ganz vernachlissigt. Die Gasstromungen unterscheiden
sich dann in nichts mehr von denen volumenbestindiger Fliissigkeiten. Be-
trachtet man Volumeninderungen von 1 v. H. als vernachlassigbar, so darf
man bei Stromungen atmosphirischer Luft von gewohnlicher Temperatur die
Formeln fiir volumenbestindige Stromung anwenden fiir Geschwindigkeiten
des Gases bis zu rund 50 m;sec und fiir Hohenausdehnungen bis zu 100 m
(vgl. § 4b und Kap. X, § 10). (Die Volumeninderungen sind rund 10 v. H.
bei 160 m/sec und 1000 m Hohe.) Die Volumeninderungen werden sehr be-
trichtlich und beeinflussen die Stromungsform in fiihlbarer Weise, wenn die
Strémungsgeschwindigkeiten von der Gré8enordnung der Schallgeschwindigkeit
(rund 340 m/sec) werden. Bei Stromungsgeschwindigkeiten, die gréSer als
die Schallgeschwindigkeit sind, ergibt sich sogar ein gegeniiber dem bei ge-
wohnlichen Flissigkeiten iiblichen Verhalten véllig geinderter Charakter der
Strémung.

In diesem und dem folgenden Kapitel handeln die meisten Abschnitte ledig-
lich von den Strémungen ohne merkliche Volumendnderung. Um hierbei nicht
imroer von ,Flissigkeiten und Gasen“ sprechen zu miissen, wird im folgenden
das Wort ,Flissigkeit® als Sammelbegriff fiir Flissigkeiten und Gase ge-
braucht werden. Die Gase wird man im Sinne dieses Sprachgebrauchs als
nzusammendriickbare Fliissigkeiten“ bezeichnen. Von den Besonderheiten der
Bewegungen mit starker Volumeninderung und von Analogien dazu bej
Strémungen von Flissigkeiten mit freiem Spiegel werden die letzten Para-
graphen dieses Kapitels (§ 15 bis 17) berichten.
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1. Kinematik.

§ 1. Darstellungsmittel. Von den stromenden Bewegungen einer
Flissigkeit witrde man dadurch ein erschdpfendes Bild gewinnen kénnen, da
man von jedem Fliissigkeitsteilchen fiir jeden Zeitpunkt den Ort angibt, wo
es sich aufhilt; seine Ortsinderung in der Zeit liefert dann seine Geschwin-
digkeit und Beschleunigung. Mathematisch kann man zu diesem Zwecke so
verfahren, daf man zunichst zur Unterscheidung der einzelnen Teilchen von-
einander ein besonderes, mit den Fliissigkeitsteilchen fest verbundenes, im
Raume aber bewegliches Koordinatensystem einfiihrt. Das kann z. B. so ge-
schehen, daB man zunichst eine Flichenschar a = const betrachtet, wobei a
in irgend einer Anfangslage als Funktion der Raumkoordinaten z, y, 2 ge-
geben sein kann. Nimmt man noch zwei weitere Flichenscharen b = const
und ¢ == const dazu, die man so wihlt, dal eine a-Fliche, eine b-Fliche und
eine ¢-Fliche sich immer nur in einem einzigen Punkte schneiden, dann ist
das Fliissigkeitsteilchen in diesem Schnittpunkt durch die Werte von a, b
und ¢ vollstindig gekennzeichnet. Nach unserer Festsetzung soll nun ein
Flissigkeitsteilchen die ,Fliissigkeitskoordinaten“ @, b und ¢ dauernd bei-
behalten, was darauf hinauskommt, daB jede Fliche & = const, und ebenso
jede Fliche b == const oder ¢ = const dauernd aus denselben Flitssigkeits-
teilchen besteht. Die urspriingliche Wahl der Flissigkeitskoordinaten ist
dabei willkiirlich und nur durch ZweckmaSigkeitsgriinde bestimmt. Man
kann z. B. auch die gewdhnlichen Koordinaten in irgend einer Anfangslage
oder Ruhelage als Fliissigkeitskoordinaten wihlen.

Die Aufgabe, die Bewegung, d. h. Ortsinderung aller Teilchen anzugeben,
besteht jetzt darin, die Werte der augenblicklichen Koordinaten z, y, & des
"Teilchens als Funktionen der Zeit und der ,Flissigkeitskoordinaten“ a, b, ¢
des Teilchens anzugeben. Man hat also

x = F,(a,b, ¢ t)

y=Fy@a bty . ... ... 1)
&= F;(a,bct)

Zur vollstindigen Beschreibung des Zustandes der strémenden Fliissigkeit
gehort noch eine Aussage iiber den Druck p, und bei veranderlicher Dichte @
auch eine Aussage iiber diese. Die wirkliche Durchtihrung dieses Programms
bis zum numerischen Endresultat gelingt aber nur in einigen dafiir besonders
geeigneten Fillen. Da es schlieBlich auch nicht so wichtig ist, die indi-
viduellen Schicksale der einzelnen Teilchen zu erfahren, begniigt man sich
meist mit einer einfacheren Darstellungsweise, die darauf ausgeht, lediglich
den an jedem Orte und zu jeder Zeit vorhandenen Stromungszustand niher
zu beschreiben, ohne nach dem Verbleib der einzelnen Flissigkeitsteilchen zu
fragen. Handelt os sich um eine zeitlich gleichbleibende Strémung (,stationare
Stromung“), so hat man hierzu nur fiir jeden Ort des durchstromten Raumes
die Geschwindigkeit nach GréBe und Richtung anzugeben, wozu noch ent-

sprechende Angaben iiber den Druck und gegebenenfalls die Dichte hinzu-
Miller-Pouillet I, 3. 11. Aufl. 66



1042 Strémende Bewegung der Wldssigkeiten und Gase. I. Kap. XI. §1.

kommen. Andert sich aber die Stromung in der Zeit, so sind solche Angaben
fiir jeden Zeitmoment erforderlich. Mathematisch werden diese Angaben meist
in der Form geleistet, daB man die drei rechtwinkligen Komponenten u, v, w
der Geschwindigkeit (und gegebenenfalls auch den Druck p und die Dichte o)
als Funktionen der Raumkoordinaten z, y, # und der Zeit { angibt, also fiir
4, v, w in Formeln:

u="/f(=yat

— fﬂ (x, A t) ............ (2)

w = f3 (%, ¥, z,t)l
Man pflegt das Formelsystem (1) nach L.agrange, das System (2) nach
Euler zu benennen, trotzdem schon Euler beide gekannt hat.

Wenn es in einem Einzelfalle wiinschenswert ist, die Bahn eines Fliissig-
keitsteilchens zu verfolgen, so sind die drei simultanen Gleichungen dx = udt,
= vdt, dz = wdt zu integrieren. Da die drei Integrationskonstanten un-
mittelbar als Flissigkeitskoordinaten a, b, ¢ gedeutet werden konnen, kommt man
hiermit suf die Darstellung (1) 7uriick.

Um eine anschaulichere Darstellung vom augenblicklichen
Stréomungszustand einer Flissigkeit zu gewinnen, hat man die sogenannten
Stromlinien eingefiihrt, die ganz analog den ,Kraftlinien“ bei den Kraft-
feldern sind, niéimlich Linien, die iiberall in der Richtung der Stromung ver-
laufen, d. h. deren Tangente iiberall die Richtung des Geschwindigkeits-
vektors zeigt.

Die Differentialgleichungen der Stromlinien heilen:

dr:dy:dz = u:v:w.
Bei einer stationiren Beweguog stimmen die Stromlinien mit den Bahnen der
Teilchen iiberein, bei der zeitlich verinderlichen Bewegung dagegen durchaus nicht,
da die Stromlinien ein Bild der augenblicklich nebeneinander vorhandenen
Geschwindigkeitsrichtungen geben, die Bahnen aber die im Laufe der Zeit von

einem Teilchen nacheinander eingenommenen Geschwindigkeitsrichtungen
zeigen.

Es mag hier darauf aufmerksam gemacht werden, daB die Stromlinien
ein und derselben Strémung, ebenso wie die Bahnlinien, ganz verschiedenes
Aussehen haben, wenn das Bezugssystem gewechselt wird, wenn also z. B.
bei der Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit der Beobachter relativ
zu der ungestérten Fliissigkeit in Ruhe ist, und ein andermal sich mit dem
Kérper mitbewegt, so daB firr ihn nun der Kérper rubt und die Flissigkeit
dem Korper entgegenstromt.

Die Stromlinien kénnen sichtbar gemacht werden, wenn man auf die
Flissigkeitsoberfiiche oder in das Flissigkeitsinnere kleine Teilchen streut,
die die Bewegung der Fliissigkeit mitmachen. Bei einer kurzen Zeitaufnahme
zieht jedes Teilchen auf der photographischen Platte einen kurzen Strich.
Diese Striche fiigen sich bei hinreichend dichter Bestreuung, wenn man die
Aufnahmen betrachtet, zu einem Stromlinienbilde zusammen (Bahnlinien
wiirde man erhalten, wenn man bei wenig dichter Bestreuung lange Zeit-
aufnahmen macht). Die beiden Bilder stellen gleichzeitige Aufnahmen der
Bewegung einer Platte in ruhender Fliissigkeit von zwei Bezugssystemen aus
dar, die eine (Fig. 839) ist von einer ruhenden Kamera, die andere (Fig. 840)
von einer mit der Platte mitbewegten Kamera aufgenommen. Die Aufnahmen
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stammen von Prof. Fr. Ahlborn, Hamburg, und sind mit Lykopodium als
Bestreuung erhalten. Die Belichtung solcher Aufnahmen erfolgt zweckmaBig
durch eine Mischung von Blitzlicht- und Zeitlichtpulver.

Zieht man durch alle Punkte einer kleinen geschlossenen Kurve die
Stromlinien, so bilden diese, wenn das ,Geschwindigkeitsfeld“ aberall stetig
ist, auf beliebig lange Erstreckung eine Rohre; diese hat die besondere Eigen-

e faaa o
Stromung um eine bewegte Platte, nach Ahlborn. Ruhende Kamera.
Fig. 840.

L

Stromung um eine bewegte Platte, nach Ahlborn. Kamera fihrt mit der Platte mit.

schaft, dall die Flissigkeit in ihr in dem betrachteten Augenblick wie in einer
festen Rohre stromt (denn sie strémt definitionsgemiaB parallel den Strom-
linien; ein Durchdringen durch die Réhrenwand wiirde eine Geschwindig-
keitskomponente quer zu dieser, also quer zu den Stromlinien voraussetzen,
was deren Definition widerstreitet). Man nennt solche Réhren ,Strom-
rdhren, ihr flissiger Inhalt wird als ,Stromfaden“ bezeichnet. Bei
stationdren Bewegungen bleiben die Stromrshren dauernd bestehen, und die
66*
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Teilchen in ihnen flieBen dauernd darin wie in einer festen Rohre. Bei
nichtstationiren Bewegungen dagegen sind in einem spiteren Augenblick im
allgemeinen andere Teilchen miteinander durch Stromrohren verbunden als
vorher. Man kann den ganzen von der Flussigkeit erfiilllten Raum in solche
Stromrohren aufgeteilt denken und erhilt damit ein sehr anschauliches Bild
von der Flissigkeitsstromung. Bei vielen einfacher gearteten Aufgaben, be-
sonders Stromungen durch Rohren und Kanile, ist es erlaubt, den ganzen von
der Stromung erfiillten Raum als einen einzigen Stromfaden anzusehen. Man
kiimmert sich dann nicht um die Unterschiede der Geschwindigkeiten in einem
Querschnitt, sondern strebt nur Aussagen iiber die mittlere Geschwindigkeit
dortselbst an. Von diesem Verfahren machen besonders die Ingenieure bei
ihren praktischen Berechnungen einen umfangreichen Gebrauch.

§ 2. Kontinuitéit. Bei den wirklichen Strémungen der Fliissigkeiten
und Gase verschwindet nirgends Materie, noch entsteht irgendwo neue Materie.
Es ergibt sich daher bei den von uns betrachteten Geschwindigkeitsfeldern
die Aufgabe, dafir zu sorgen, daf sie mit der Tatsache der Konstanz der
Materie im Einklang stehen. Am einfachsten wird die Formulierung bei den
stationdren Bewegungen, wenn die Gestalt der Stromlinien bereits hinreichend
bekannt ist. Man betrachtet dann einen Stromfaden und hat nur auszu-
driicken, daB durch jeden Querschnitt desselben in der Zeiteinheit gleich viel
Masse stromt. (Wiire diese Masse fir zwei Querschnitte nicht gleich, so
miilte der Masseninhalt des Stromfadens zwischen den zwei Querschnitten
unbegrenzt zu- oder abnehmen, was dem stationiren Zustand widersprechen
wiirde.) Ist F der Querschnitt des Stromfadens an einer bestimmten Stelle,
w 1) die mittlere Geschwindigkeit in diesem Querschnitt und @ die Dichte
dortselbst, so ist das in der Zeiteinheit durch den Querschnitt flieBende
Flissigkeitsvolumen — Fw, und die in der Zeiteinheit hindurchflieBende
Masse — @ Fw. Die Kontinuitit fordert also, daB @ F'w in allen Quer-
schnitten desselben Stromfadens denselben Wert haben muf. Hieraus folgt
auch, daf ein Stromfaden einer stationiren Stromuing im Innern der Fliissig-
keit nirgends aufhoren kann. Er kann sich von einer Grenze des betrach-
teten Raumes bis an eine andere Grenze dieses Raumes erstrecken, oder er
kann in sich zuriicklanfen.

Handelt es sich um Stromungen, bei denen keine Volumeninderungen
auftreten, also z. B. um solche einer unzusammendriickbaren Flissigkeit, so
gelten die im vorstehenden fiir die durch einen Querschnitt flieBende Masse
ausgesprochenen Beziehungen auch fiir das Volumen, und da hier keinen
Augenblick lang durch einen Querschnitt eines Stromfadens mehr Volumen
bindurchflieBen kann als durch irgend einen anderen, kann hier auch die Be-

1) Der Buchstabe w fiir Stromungsgeschwindigkeiten (statt v) ist deshalb

gewihlt, weil bei Rechnungen iiber die gtn‘imungen von Gasen mit merklicher

Volumenénderung mit v das Volumen der Masseneinheit bezeichnet zu werden

Bﬂegt, im Einklang mit der Bezeichnungsweise der Thermodynamik, die in diese
ingn wit hineinspielt.
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schrinkung auf stationire Bewegungen fallen. Fiir volumenbestidndige
Stromungen gilt also aligemein

Fw=—wvconst. . . . ... ... . ... (1)

d. h. die Geschwindigkeit ist dem Querschnitt des Stromfadens umgekehrt
proportional. Teilt man den ganzen von der Flissigkeit durchstromten Raum
in lauter Stromréhren auf, durch die simtlich in der Zeiteinheit gleiche
Flitssigkeitsmengen flieSen, so werden sich da, wo die Geschwindigkeit groB,
also der Stromfadenquerschnitt klein ist, viele Stromfiden zusammendringen,
da wo die Geschwindigkeit klein ist, werden sie sich entsprechend weiter
ausdehnen. Die Zahl der Stromfiden, die jeweils die Flicheneinheit durch-
setzen, ist proportional zu der Geschwindigkeit an diesem Orte. Das Strom-
réhrenbild dient also bei der volumenbestindigen Strémung nicht nur durch
seine Richtung an jedem Orte, sondern auch durch seine Dichtigkeit zur Ver-
anschaulichung der Strémung.

Die hier erorterten Beziehungen werden besonders handgreiflich in
solchen Fillen, wo man die ganze Strémung als einen einzigen Stromfaden
behandeln darf. Hier geben die vorgegebenen Querschnitte gleich die Strom-
fadenquerschnitte ab, und es laft sich die mittlere Geschwindigkeit an jeder
Stelle einer derartigen volumenbestindigen Stromung aus der Beziehung

Fw = @

ermitteln, wobei @ das in der Zeiteinheit geforderte Volumen (,Fordervolumen®,
nErgiebigkeit* der Stromung) bedeutet.

Fir Strémungen mit Volumeninderung gilt in gleicher Weise
oFuy= M,
wo M die in der Zeiteinheit geforderte Masse ist. Da hier aber meist die Dichte o
erst im Zusammenhang mit sem Druck bestimmt werden kann, laBt sich die Ge-
schwindigkeit nicht aus der Kontinuitit allein ermitteln (vgl. hieriiber § 15).

Bei solcher Art der Darstellung hat man, sowie es sich um stationare
volumenbestindige Stromungen handelt, nur noch eine unabhingige Ver-
anderliche, nimlich die lings der Rohrenmittellinie gemessene Entfernung des
betreffenden Querschnitts von irgend einem Anfangspunkt. Man spricht in
diesem Zusammenhang von ,eindimensionaler Behandlung“, im Gegensatz zu
der dreidimensionalen Behandlung, bei der die raumliche Veranderlichkeit der
Geschwindigkeit und der iibrigen Grofen voll beriicksichtigt wird. Soweit es
sich um Wasser handelt, fabt man die Gesamtheit der eindimensional be-
handelten Aufgaben unter dem Sammelnamen Hydraulik zusammen. Die
mehrdimensional behandelten Aufgaben werden dagegen unter dem Namen
Hydrodynamik zusammengefalt. Bei Aufgaben, die aus dem Gebiet der
Luftfahrt und aus anderen Anwendungsgebieten der Luftstrémungen stammen,
verwendet man auch gern den Namen Aerodynamik.

Bei der dreidimensionalen Behandlung, wo gewohnlich die rechtwinkligen
Komponenten %, v, w der Geschwindigkeit als Funktionen der Raumkoor-
dinaten z, y, # berechnet werden, driickt man die Kontinuitit dadurch aus,
daB man verlangt, daB in ein kleines Parallelepiped mit den Seiten dz, dy
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und d ¢ ebensoviel einstromt als aus ihm ausstromt. Fiir volumenbesténdige
Stromungen, die hier allein betrachtet werden sollen, driickt sich dieses
folgendermafen aus, vgl. Fig. 8411): In der X-Richtung wird durch die Ge-

schwindigkeitskomponente % in der Sekunde die

. Fig. 841. Flissigkeitsmenge dy.dz.u in das Parallel-
epiped hineingetragen, und auf der entgegen-
o
v gesetzten Seite, wo u bereits in u + é—gda:
-t @ /2:—‘,—- geindert ist, eine Menge dy-d#¢ <u + 0“ da;)
[ usgydx ox
B R hinausgetragen. Es tritt also mehr aus als
Zad dy X
dx B

ein die Menge dz-dy-dl-a—:~ Ahnliche Be-

trige liefern die Y- und Z-Richtung. Die Bedingung, dal im ganzen
ebensoviel ausstrémt als einstromt, erhdlt demnach die Form

Dies ist die ,Kontinuititsgleichung“ der Hydrodynamik.

Grenzt irgendwo die Fliissigkeit gegen einen festen Kérper oder gegen
eine andere Fliissigkeit, so verlangt hier die Kontinuitit, daB weder eine
Liicke entsteht, noch beide Stoffe sich durchdringen. Damit beides vermieden
ist, missen offenbar die Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zur Grenz-
fliche zu beiden Seiten dieser Grenzfliche iibereinstimmen. Handelt es sich um
rubhende Kérper in der stromenden Flissigkeit oder um feste Wande, so muf
die Geschwindigkeitskomponente der Fliissigkeit senkrecht zur Korperoberfliche
oder Wand an dieser verschinden. Die zur Wand parallele Komponente kann
vom Gesichtspunkt der Kontinuitat aus jeden beliebigen \Wert annehmen.

2. Dynamik der ,idealen‘ reibungsfreien Fliissigkeit.

§3. Krifte in einer stromenden Fliissigkeit. Bernoullische
Druckgleichung. Die beiden an einer ruhenden Fliissigkeit wirksamen
Kriftearten: Schwere (und andere Massenkrifte) und Druckunterschiede,
die dort ein Gleichgewichtssystem bilden, finden sich auch bei der bewegten
Flissigkeit vor; zu ihnen tritt noch die Flissigkeitsreibung, die als ein
Widerstand gegen Formanderung anzusehen ist. Von ibr wird im nichsten
Kapitel noch ausfiihrlich die Rede sein, fiir die Betrachtungen dieses Kapitels
soll sie jedoch vernachlissigt werden. Die technisch wichtigsten Fliissig-
keiten (Wasser, Luft usw.) haben in der Tat eine sehr geringe Zihigkeit und
zeigen deshalb unter den meist vorliegenden Verhiltnissen nur sehr geringe
Reibungswiderstinde, so daB deren Vernachlissigung berechtigt erscheint;
sie ist aber auch dringend geboten, da die Krafteverhiltnisse nur bei Ab-
" 1) Die Figuren 841—844, 847—848, 850, 8#4—867, 871 880, 836—888, 890,

893, 902, 905—907, 909, 913, 928, 931—935, 939942, 945, 965, 995—997
nmi mit freundl. Erlaubnis des Verlages Gustav Fischer ( Tenn) den Abhandlungen

des Verfassers: ,Uber Flissigkeitsbewegung* im Handworterbuch der Natur-
wissenschaften, Bd. 1V, entnommen.
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wesenheit von Reibungswiderstinden einfach genug werden, um ibersichtliche
GesetzmiBigkeiten zu gewinnen. Es ist daher iblich geworden, die funda-
mentalen Gesetze der stromenden Bewegung an dem Idealbild der ,reibungs-
losen Flissigkeit“ zu entwickeln, und erst hinterher zu fragen, welche
Abdnderungen von dem idealen Verhalten durch das Vorhandensein der
Reibung verursacht werden. Wir legen  also dem Folgenden die ,ideale
Fliussigkeit* zugrunde, der wir im ibrigen auBer der Reibungslosigkeit
auch Unzusammendriickbarkeit zuschreiben wollen, so daB Volumeninde-
rungen bei ihr nicht vorkommen.

Um die dynamische Beziehung zwischen dem Druck und der Massenkraft
einerseits und dem Bewegungszustand andererseits zu entwickeln, miissen wir
an die Newtonsche Gleichung Kraft — Masse < Beschleunigung an-
kniipfen, die das Fundament aller Dynamik ist. Zun#chst ist hier die Be-
rechnung der gleichzeitigen Zustinde lings eines Stromfadens beabsichtigt;
dazu braucht man die Beschleunigungskomponente in der Bewegungsrichtung,
die sogenannte longitudinale Beschleunigung. Diese soll daher erst berechnet
werden. Die Bogenlinge entlang der Stromlinie heiBle 3, die Zeit ¢, die Ge-
schwindigkeit w. Die Geschwindigkeitsinderung bei gleichzeitiger Anderung
von s um d8 und ¢ um d¢ ist dann

ow ow
dw =3 ds+ o7 dt).

Bei der Beschleunigung handelt es sich um diejenige Geschwindigkeitsinderung,
die ein Teilchen bei seiner Bewegung erfihrt. Wir miissen daher ds =— wdt
setzen; damit ergibt sich die Longitudinalbeschleunigung zu

dw cw  ow

dt—was'-l_a[ ............ (¢8)

Dabei bedeutet 01: den Beschleunigungsanteil, der dadurch entsteht, dall

0

das Teilchen an Orte mit anderer Geschwindigkeit kommt, und 0

9

durch die zeitliche Anderung des Stromungszustands am Orte. Bei stationiren
Stromungen ist der zweite Anteil gleich Null. Der erste Anteil kann ibrigens

1: den Anteil

. 0 (wh .
auch in der Form —— ( 9 geschrieben werden.

0s

Zur Anwendung der Gleichung: Kraft — Masse < Beschleunigung trennen
wir aus der stromenden Fliissigkeit wieder ein Zglinderchen mit dem Quer-
schnitt d F und der Lange d s heraus, dhnlich wie dies bereits beim Studium
des Gleichgewichts in § 9 von Kapitel X geschehen ist. Die Achse des Zylin-
derchens wollen wir dabei in die Stromungsrichtung legen (vgl. Fig. 842).
Die Masse des Zylinderchens ist — @d F'.ds.

Auf das Teilchen wirken nun, wenn die Bewegung als reibungslos an-
gesehen wird, die folgenden Krafte: Erstens ein Druckunterschied. Der

1 %u; = partieller Differentialquotient (bei festgehaltenem s), %’: = totaler

Differentialquotient (bei festgebaltenem Teilchen).
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Druck an dem stromaufwirts gelegenen Ende des Zylinderchens habe den
Wert p, er wirkt dann auf die dortige Endfliche d F mit einer Kraft pd F.
An dem stromabwiirts gelegenen Ende hat er den etwas verinderten Wert

p+%€ds. so daf sich also die Resultierende aus den beiden Druckkraften
zu pd F — (p + g}: ds) dF = — ?;p ds dF ergibt. Auf die Flissigkeit
wirke ferner eine Massenkraft, deren Wirkung auf die Masseneinheit = ¢
sei (z. B. die Erdschwere); schlieft die Richtung der Massenkraft mit der
Strdmungsrichtung einen Winkel o ein, so ergibt sich an der Masse o d F'ds
in Richtung der Bewegung eine Kraftkomponente

= pdFds.gcoso.
In der Gleichung: Kraft = Masse )X Beschleunigung hat jetzt jedes Glied den
Faktor d F'.ds, der infolgedessen fortgelassen werden kann (d. h., das will-

Fig. 842. Fig. 843.
-dz { E :ds
z

kirlich gewahlte Teilchenvolumen ist fiir das Endergebnis ohne Belang).
Dividiert man nun noch dutcb @, 8o wird

0 [wt ow
—za Trema= g ()5 @
Gewohnlich handelt es sich bei der Massenkraft allein um die Schwerkraft,
dann ist g nach GréBe und Richtung konstant, und fir cos « kann, mit

# = vertikale Koordinate, vgl. Fig. 843, — Z geschrieben werden.

Handelt es sich um eine stationire Bewegung <fﬂr die %’; =0 ist),

und wird noch die Dichte @ als konstant vorausgesetzt, so sind samtliche
Glieder Differentialquotienten nach s; die Gl. (1) kann daher in diesem Falle
lings der Stromlinie integriert werden. Aus

10p 0 (w?

0ds 9% +bs( >—
wird somit

+gg+ __const ............ (3)

Diese Gleichung, die den Namen ,Bernoullische Gleichung“?) oder
aDruckgleichung* fithrt, bildet die Hauptgleichung fiir die eindimensionale
Behandlung von Strdmungsaufgaben. sie ist aber auch fir die ganze Hydro-

T ‘) ‘Nach D D:mel Bernoulli 1788.
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dynamik von fundamentaler Bedeutung. Sie bringt die Konstanz der Energie
zum Ausdruck; ihre Glieder stellen namlich Energie pro Masseneinheit dar,
und zwar das erste die Druckarbeit, das zweite die potentielle Energie der
Schwere, das dritte die kinetische Energie. Dividiert man alle Glieder der
Gl. (3) durch g, so bekommen sie die Dimension einer Linge und erhalten die
Bedeutung von Hohen. Fithrt man wie im vorigen Kapitel wieder das Ge-
wicht der Volumeneinheit (Raumgewicht) ¢ g =— y ein, so erhilt die Ber-
nouillische Gleichung die besonders von den Ingenieuren bevorzugte Form:

2
f:.*_z-}-%:const ............ (3a)

p/y bedeutet gemiB § 9 in Kapitel X die Hohe einer Flissigkeitssaule, die
durch ihr Gewicht den Druck p erzeugt, und heiSt deshalb ,Druckhéhe¥,
¢ ist die Hohe der beziiglichen Stelle iiber einer irgendwie festgesetzten
Horizontalebene und wird ,Ortshdhe“ genannt; w3/2 g ist die Hohe, um die
ein Korper herunterfallen mu8, um die Geschwindigkeit w durch den freien
Fall zu erlangen, und heilt daher ,Geschwindigkeitshohe“. Nach der
Bernoullischen Gleichung ist also die Summe der Druckhéhe, der Ortshéhe
und der Geschwindigkeitshohe in der ganzen Erstreckung einer Stromlinie
konstant. Der Wert der Konstanten kann dabei von Stromlinie zu Strom-
linje verschieden sein, und ist es besonders dann, wenn die Stromlinien ver-
schiedenen Ursprung haben. Kommen alle Stromlinien aus einem Raum, in
dem statische Verhiltnisse (d. h. Ruhe oder gleichformige geradlinige Be-
wegung) herrschen, so ist die Konstante fiir alle Stromlinien dieselbe, die
Bernoullische Gleichung gilt also hier auch quer iiber die Stromlinien weg
im ganzen Raum. (GemaB § 9 von Kapitel X ist in einer ruhenden Fliissigkeit
p/y + £ = const, was mit der Bernoullischen Gleichung fir w = 0 oder
w = const ibereinstinmt.) Es mag erwihnt werden, dal der hier be-
schriebene spezielle Stromungszustand mit der spiter zu behandelnden
stationdren Potentialbewegung identisch ist.

Fir andere Massenkrifte ist, wenn sie ein Potegti?I U besitzen, die Inte-

gration ebenfalls ausfilhrbar, da g cos « dann == — 95 gesetzt werden kann,

Handelt es sich um eine zusammendriickbare Fliissigkeit, so ist die Integration
ebenfalls moglich, wenn die Fliissijkeit homogen ist, d. h. die Dichte nur allein
)

vom Druck abhingt. Dann ist .“ ?’ = P(p) eine Funktion des Druckes, und es

kann also 1 zf = %g geschrieben werden. Durch Integration nach s ergibt sich

somit die allgemeine Form der Druckgleichung fiir stationire Bewegungen

w?
P+ U+~2' =Const . . . . e e (8b)

Mathematische Ergiinzung.

In der mathematischen Hydrodynamik geht man gewohnlich von den drei
rechtwinkligen Komponenten der Geschwindigkeit u, v, w aus. In Analogie zu
unserer Gl. (1) erhilt man hier fir die Beschleunigungskomponente in der
X-Richtung
du _0u , 0u dx , du dy , 0u dz __ Ou  Ou du Jdu
qt = o tor datoy aetorar “oiToz " Toy e - @
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fir dv und ';1:, gelten die entsprechenden Formeln. Das Druckgefille liefert

dt
fir die Volumeneinheit die drei Komponenten —gg; —-gs; ——g{) ; die Massen-

kraft (bisher g) habe die drei Komponenten X, Y, Z, die Komponenten der Kraft
auf die Volumeneinheit ergeben sich also, da die Masse der Volumeneinheit = o
ist, zu 0 X, @ ¥ und %Z. Damit werden nun fiir die in der Volumeneinheit ent-
haltene Masse als Ausdruck der (vektoriellen) Beziehung ,Masse X Beschleunigung
= Summe der Krifte* die drei Gleichungen erhalten:

du __ op
ear =X =y, l

dv . 0p

— — 4 S T T S R D 5

egr =eY—y)y ®)
dw _ , 0p
@4y =¢% 4%

Diese Gleichungen, in denen noch die Beschleunigungen durch die Ausdriicke von
Gl (4) ersetzt werden konnen, heilen die Eulerschen Gleichungen der
Hydrodynamik. Um zu zeigen, wie man sie verwenden kann, soll die Ber-
noullische Gleichung fiir eine Stromlinie aus ihnen hergeleitet werden.
Wir multiplizieren die Gl. (5) der Reihe nach mit dx, dy, dz und setzen
gleichzeitig fest, daB
dr:dy:dz: = u:v:w

sein soH, was bedeutet, daf dz, dy, dz die Komponenten eines Stromlinien-
elements sein sollen. Dann 1Bt sich vdx durch wdy ersetzen, wdx durch
wdz usf.

Dadurch kann

du __Ou

ou Ju On
a7t de = dt—dl‘-{-u(axd.n-{—-d—y :/y—f—a: d.-)

gesetzt werden. Der Klammerausdruck bedeutet die Anderung von u beim Fort-
schreiten auf der Stromlinie; wir schreiben abkiirzend dafiir du. Also ist

du du
dt dr = ot da 4 udu.
Nimmt man zur Vereinfachung eine stationire Bewegung an, so daB 3'; usw. = 0

wird, so geben die linken Seiten der mit d, bzw. dy und d: multiplizierten
Gl. (5) durch o dividiert:

du dv dw , o ud 4 08 4wl
d—tdx-l-ﬂwly—}—d{d.» o= rulu—frvdv—f-wdw——d( 9 )

Haben die Massenkrifte ein Potential [, ist also

ouv. ., oU.  , _ oU
X=—go Y=—4y Z2=—4o
80 geben die entsprechenden Glieder von Gl. (5):
QU ar or .
— (54 dz+, dy-}—dé—d_«) = —dl.
Entsprechend wird auch

1 0dp, ,0p dop 1
° (0x(la.+a—ydy+a‘5 dz) =0 d p,
so daB, immer unter Beschrinkung auf Punkte einer Stromlinie, erhalten wird
ud 4 v2 4 w2 Ly dp
d( . 77)+.u+9 =0,
was mit Gl. (3b) gleichbedeutend ist.

§ 4. Folgerungen aus der Bernoullischen Gleichung. Die Ber-
noullische Gleichung liefert fiir eine groBe Reihe von Anwendungen in sehr
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einfacher Weise eine Antwort. Drei besonders wichtige Beispiele mogen
hier angefithrt werden.

a) Ausflub aus einem GefiB unter dem EinfluB der Schwere.
Verfolgt man in dem GefiB Fig. 844 die Stromlinien von der Ausflufi-
miindung B riickwirts, so findet man leicht, daB
sie zum Wasserspiegel A hinfiithren, der sich unter fig' i
langsamem Sinken der Wassermasse selbst mit =
senkt. Die Wasserteilchen bei A stehen unter dem
Atmosphirendruck po, die in dem freien Strahl
bei B ebenso!) (vgl. unten). Die Geschwindigkeit
bei A ist, wenn die Wasserspiegelfliche gro8 gegen
die Miindungsfliche F' ist, so klein, daB ihr Quadrat
gegen das der Geschwindigkeit bei B vernachlissigt
werden kann. Die Bernoullische Gleichung liefert
also, mit z4 und gz = Ortshéhe von 4 uund B,

AusluB aus einem Giefil

Do w;{ Po
o toemt ) ="0+oz+0
also
wh .
29‘—5;(—28 =Ry
oder o
wp = V29h - e (1)

Die Geschwindigkeit bei B wird damit so groB, als wenn das ausflieBende
Woasserteilchen die Hohe & frei durchfallen hitte. In Wirklichkeit ist es so,
daf die Teilchen bei A etwas tiefer geriickt sind und die vorher an dieser
Stelle befindlichen Teilchen ebenfalls tiefer geriickt sind usw., und da8 sich
die Arbeiten dieser ’feilchen, die vermige des inneren Mechanismus der
Flissigkeit alle auf das ausflieBende Teilchen iibertragen werden, geradeso
addieren, als wenn ein einziges 'I'eilchen von der GroSe des ausgeflossenen
die ganze Héohe durchfallen hatte. Die in Gl. (1) enthaltene Beziehung wird
»Toricellisches Theorem“ genannt.

Der experimentelle Nachweis des Toricellischen Theorems wird am
besten durch die Sprungweite des ausflieBenden Wasserstrahls gefiihrt. Jedes
einzelne Teilchen dieses Strahles bewegt sich, da es der Schwere unterworfen ist,
genihert auf einer Wurfparabel. Die Abweichungen, die vom Luftwiderstand
verursacht werden, sind in geeigneten Fillen (glatter Strahl) nur gering.
VerlaBt der Strahl die Mindung in wagerechter Richtung, so ist der wage-
rechte Weganteil z = w .t, der senkrechte besteht aus der Fallbewegung, ist

1
also y = ¢1t% wenu ¢ die Zeit seit dem Verlassen der Miindung bedeutet. Eli-

2 —_
mination von ¢ gibt y = ;(i:; oder 1 = wV2gy . Mit w = Y2gh gibt

dies # = 2 Yk g Zur Ausfithrung des Versuchs wird mit Vorteil eine soge-
1) Die Schwere der Luft ist dabei vernachlissigt, was erlaubt ist, wenn es
auf die dritte Dezimale nicht mehr ankommt.
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nannte ,Mariottesche Flasche“ verwendet, vgl. Fig. 845. In den Hals dieser
Flasche ist eine oben und unten offene Glasrohre mittels eines durchbohrten
Korkes dicht eingesetzt, so dall die Luft, die fir das bei o austretende
Wasser in das Gefal nachflieBen muB, nur bei @ in dieses gelangen kann.
Dadurch herrscht in der Hohe von a im Wasser Atmosphirendruck, so da8
also die Ausflufhohe & unabhingig von der Lage des Wasserspiegels in der
Flasche gleich dem Hohenunterschied zwischen ¢ und o ist, solange nur der
Wasserspiegel hoher liegt als a. Durch Verschieben des Glasrohres 1iBt sich
die Hohe I leicht verindern. Lift man nun den Wasserstrahl z. B. auf eine
wagerechte Fliche herunterfallen, die um y tiefer liegt als die Mindung o,
so mufl die Sprungweite x, wenn man das untere Ende
des Glasrohres in die Hohe von Teilstrich 1, 2, 3
oder 4 einstellt (b = 1, 2, 3 oder 4 dm), sich wie
1:Y2 7V3: V4 indern. Die Nachrechnung der Versuche
mit der obigen Formel zeigt, dal die Sprungweite etwas
kleiner ist, als sich nach der Theorie ergibt. Dies
kommt sowohl von der Reibung des ausiliefenden
Wassers an den Winden der Miindung als auch vom
Luftwiderstand. Die erstere ist bei einer (ffnung in
dinner Wand am geringsten. :

Macht man den Versuch mit einer senkrecht nach
oben gerichteten Miindung (vgl. das rechts oben in
Fig. 845 dargestellte Ansatzstick mit der Ausflub-
offoung o), so miilite theoretisch der Strahl bis zur
Mariottesche Flasche.  Hohe des freien Wasserspiegels aufsteigen (bei der

Mariotteschen Flasche also bis zur Hohe a). Prak-
tisch wird er aber durch das zuriickfallende Wasser stark gedriickt. Man
erhilt grofere Sprunghdhen, wenn man den Strahl ein wenig zur Seite neigt,
bis er durch das zuriickfallende Wasser nicht mehr gestort wird.

Der Querschnitt des Strahles stimmt in der Regel nicht mit dem des
Loches iiberein. Bei einem Strahl, der z. B. aus einer kreisférmigen Offnung

o in dinner Wand kommt,
Fig. 846.

Fig. 547, ist der Strahlquerschnitt

[ etwa 0,61 bis 0,64 von
\ / i // 7 - dem Lochquerschnitt. Diese
A\ H ! / Erscheinung, die man Kon-

%

I

traktion nennt, kommt
daher, daB die Flussigkeit
im Innern des Gefiles

AusfluB aus einer Offnung AustluB aus einer ab- tromt d Loct d
in ebener Wand. gerundeten Miindung. siromt und am Lochran

nicht plotzlich von der
radialen Richtung in die Richtung der Strahlachse umlenken kann. Fig. 846
stellt eine solche Stromung dar. Im Falle einer abgerundeten Offnung,
Fig. 847, wo sich die Umlenkung der Stromfaden innerhalb der Mindung

radial auf das Loch zu-
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vollziehen kann, ist die obige Ziffer, die man Kontraktionsziffer nennt, aller-
dings ungefihr gleich 1. Die durch eine Offnung vom Querschnitt F' sekund-
lich ausflieBende Menge ¢ (Volumen pro Sekunde) ist
Q@ =aFV2gh,

wobei « die Kontraktionsziffer ist. Bei nicht kreisfsrmiger (ffnung in dinner
Wand ist o meist wenig von dem Wert bei einer kreisformigen Offnung ver-
schieden, aber die Strahlformen, die sich hier ausbilden, sind in der Regel
ziemlich verwickelt. Der Strahl, der aus einem quadratischen Loch kommt,
formt sich z. B. in einen ditnnen kreuzformigen Querschnitt um, der aus
einem rechteckigen Loch kommende, in ein Band, das auf der langen Recht-
eckseite senkrecht steht.

b) AusfluB aus einem Gefill unter dem Einflull eines inneren
Uberdruckes. In dem Ciofill Fig. 848 herrsche ein Druck p,, im AuBenraum
der Atmosphirendruck p,. Fir eine Stromlinie, .
die wagerecht verlauft, ist z4 = zp, die Druck- Fig. 848.
gleichung liefert daher, wenn wieder die Geschwin-
digkeit hei A als vernachlissighar klein angesehen
wird,

0?

)
l;+ 9 —=p +0,

also

- Vz(Px;I’o) _ V??(pl_;bo‘)
0 y

Bezeichnet man die Hohe 2! -,po’ d. i. die Hohe einer Fliissigkeitssiule vom

7
Raumgewicht 7, zwischen deren oberen und unteren Fnde der Druckunter-
schied p; — po herrscht, mit &, so wird aus Formel (2) wieder w = Y2 qh
Die IFormel (2) gibt uns eine Méglichkeit, die GroBe derjenigen Geschwindigkeit
abzuschétzen, bis zu der es noch erlaubt ist, ein Gas als volumenbestindige
Flassigkeit zu behandeln. Die Grenzgeschwindigkeit w, hangt natiirlich
von der GréBe derjenigen Dichteschwankung ab, die man noch zulassen will,
und ist daher um so kleiner, jo hoher die gestellten Anspriiche an die Genauigkeit

%)
sind. Nimmt man etwa die zuldssige Dichteinderung E’g = 1 v. H, also

0,01, so ergibt sich fiir die Druckdifferenz 7 p, da wegen p v* == const 1) oder
P = const o* ALP % Ag@ ist, dp X %p,- 4;9; in kg 'm2 ergibt dies, wenn
es sich um Luft von gewbhnlichem Druck handelt, rund 1,4.10333.0,01
= 144,35 kg m?; mit einem Mittelwert von ¢ = 0,125 ]fg::cg wird somit

w, = VQAQ’Z, = V2312 = rund 48 m/sec.
LaBt man 10 Proz. l)ichtgschwankung zu, dann erhdlt man aus unserer
Naherungsformel eine {10 mal grobere (reschwindigkeit, also rund 150 m'sec.

1) Vgl. Kapitel X, § 6.
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Die Wirkung der Dichteschwankung ist zweierlei Art; kinematisch a@ndern
sich die Stromfadenquerschnitte, dynamisch wird das MaB der zu einer Be-
schleunigung gehérigen Druckinderung beeinfluBt, vgl. § 3, Gl. (2).

c) Aufstau vor einem Hindernis. Befindet sich in einer gleich-
formigen Fliissigkeitsstromung von der Geschwindigkeit w, ein Hindernis, so
staut sich unmittelbar vor dem Hindernis die Stromung an und zerteilt sich
nach allen Seiten, um das Hindernis zu umflieflen, vgl. Fig. 849. Im Mittel-
punkt des Staugebietes, dem ,Staupunkt®, kommt die Strémung vollig zur
Ruhe. Die Bernoullische Gleichung liefert also fiir die durch den Stau-
punkt gezogene Stromlinie, wenn der Druck am
Staupunkt p, und der ungestérte Druck in der gleichen

f Héhe p, heilt,
h Do, We?
0o="4%7
% o 0=t

\ also
\

_ wo
Stromung um ein Hindernis. P = Do + 0 P)

Fig 849,

Der Druckanstieg p; —p, = 0@ %02 fiilhrt den Namen Staudruck oder
Geschwindigkeitsdruck, auch dynamischer Druck. Die Beobachtung
dieses Druckanstiegs liefert ein Mittel zur Feststellung von Strémungsge-
schwindigkeiten. Wird ein Korper mit der Geschwindigkeit » durch ruhende
Luft (oder Fliussigkeit) bewegt, so spielt sich beziiglich eines mit ihm mit-
bewegten Bezugssystems die Stromung ebenso wie vorstehend beschrieben
ab, wobei die Geschwindigkeit w, gleich und entgegengesetzt » ist. Auch in

3
diesem Falle wird daher eine Druckerhéhung — g:~ beobachtet. — Weist

das Hindernis am Staupunkt eine Anbohrung auf, so pflanzt sich der
Druck p; durch diese ins Innere fort und kann zu einem Mebinstrument ge-

2
leitet werden. Zur Messung des Druckes p, = p + —0—: in irgend einer

Fig. 850. Stromung geniigt als ,Hindernis“ ein ein-
faches, umgebogenes Rohr, vgl. Fig. 850, das
nach seinem Erfinder Pitotrohr heifit.

Man kann jedem Punkt der strémenden
Flissigkeit auBer dem dort herrschenden
Druck p (den ein mit der Flissigkeit mit-
bewegtes Druckmelgerit anzeigen wiirde),

Pitotrohr. auch den Druck p, zuschreiben, den ein

dort angebrachtes Pitotrohr liefern wiirde.

Die Ingenieure nennen den Druck p den ,statischen Druck®, den Druck

p, den ,Gesamtdruck®, es ist also Gesamtdruck = statischer Druck
+ dynamischer Druck. Aus der Bernoullischen Gleichung

2
§+gs+u; — const
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w?

ergibt sich durch Einfithrung des Gesamtdruckes p;, — p + ¢ P

% + g2z = const, oder p, 4 y2 = const,

d. h. p, ist nach statischen Gesetzen verteilt, also in dem Falle, daB alle Strom-
linien dieselbe Konstante haben, konstant in jeder Horizontalebene.

Um die vorstehenden Beziehungen zur Ermittlung von Strémungs-
geschwindigkeiten zu verwerten, bedarf es neben der Bestimmung von p, auch
der des statischen Druckes p. Diese macht viel mehr Schwierigkeiten als die
von p,, da der statische Druck durch das Einbringen einer Sonde gerade
an der Stelle gestért wird, wo man ihn messen will. Uber die Ausfithrung
solcher Druckmessungen vgl. § 7.

§ 5. Weitere Ausfiihrungen iiber den Fliissigkeitsdruck. Die
folgenden Ausfilhrungen sind nicht auf den Fall der reibungsfreien
Flussigkeit beschrinkt, sondern gelten (unter Umstinden mit geringen Ab-
anderungen) auch fir mibig stark reibende Flissigkeiten. Die erste
Bemerkung setzt aber eine volumenbestiandige Flussigkeit von konstanter
Dichte voraus.

a) Man kann den Druck in einer solchen Fliissigkeit in zwei Summanden
zerspalten, von denen der eine denjenigen Druck darstellt, der sich einstellen
wiirde, wenn die Fliissigkeit in Ruhe wire. Dieser ,Gleichgewichtsdruck“
sei mit p’ bezeichnet. Offenbar ist p' = const — p 2. Setzt man nun den
wirklichen Druck in der stromenden Flissigkeit p = p' + p*, so stellt p*
den Unterschied des Druckes im Bewegungsfall gegeniiber dem in der Ruhe dar.
Ist die Bernoullische Gleichung verwendbar, also p + yz + g’f;j = const,

2
so folgt bei Beriicksichtigung des Wertes von p': p* + gu; = const, d. h.

p* verteilt sich so wie bei einer zwar mit trager Masse begabten, aber schwere-
losen Flissigkeit; die Ortshohe # hat auf p* keinen Einfluf. Dies Ergebnis,
das einfach mit dem Umstand zusammenhiéingt, daB jedes Teilchen einer
schweren Fliissigkeit durch den Auftrieb, den es von seinen Nachbarteilchen
erfihrt, gerade in der Schwebe gehalten wird, 1ift sich offenbar auch auf
reibende Strémungen iibertragen. Wir werden deshalb in den folgenden
Betrachtungen stets, wenn es sich um Bewegungen unter Wasser oder in Luft
handelt, von den Wirkungen der Schwere absehen, was also darauf hinaus-
kommt, daB wir statt des Druckes p immer den Druckunterschied p* betrachten.
Der Einfachheit halber werden Wr aber, statt p* wieder p schreiben.

Wird bei einer Luft- oder Wasserstromung der Druck mittels auBenliegender
ruhender Druckanzeigegerite gemessen, zu denen von der beweglichen Druck-
entnahmestelle (Sonde) ﬁohrleitungen oder Schliéuche fiihren, so wirkt die Schwere
der Flissigkeit in den Robrleitungen so, daB der angezeigte Druck unabhingig
von der Hohenlage der Druckentnahmestelle wird. Das Gerél zeigt also einen
Druck von der Art von p* an. Ist die Sonde ein gegen die Stromung gekehrtes
Pitotrobr (siehe oben), so zeigt das ruhende Geriit auf einer Stromlinie konstanten
Druck an. In dem Falle, daf alle Stromlinien dieselbe Konstante haben,iist diese
Druckanzeige fiir das ganze Gebiet dieselbe.
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b) Die Bernoullische Gleichung behandelt die Drucke lings einer
Stromlinie. Uber die Druckunterschiede in einer Richtung quer zur Stromung
148t sich ebenfalls eine Aussage gewinnen, wenn man statt der Longitudinal-
beschleunigung die Transversalbeschleunigung betrachtet. Diese hat be-

2
kanntlich die Richtung der Hauptnormale der Bahnkurve und den Betrag u:.’

wo r der Krimmungsradius der Bahnkurve ist. Durch Betrachtung der
Krifte an einem kleinen Prisma, dessen Achse in die Richtung der Haupt-
normale gelegt ist, ergibt sich fir die Komponenten in der Richtung des
Radius 7:

wd __ 10p

r 008
wobei ds' ein Bogenelement in der Richtung der Hauptnormale ist und p im
Sinne von p* im vorstehenden Absatz aufzufassen ist. Die Formel bringt die
Zentrifugalwirkung in einer krummlinigen Stromung zum Ausdruck. Der
Druck steigt von der konkaven Seite der Stromlinie zur konvexen hin

3
an, und zwar um gg}— fir die Langeneinheit. Durch diese Beziehung sind

also nebeneinander liegende Stromfiden miteinander verkniipft. Wichtig
ist vor allem die Feststellung, daf bei geradliniger Strémung (r = o)
ein Druckunterschied quer zur Strémungsrichtung nicht bestehen
kann. Bei krummliniger Stromung ergibt sich ein besonders einfaches
Resultat in dem bereits besprochenen Sonderfall, daB die Konstante der
Bernoullischen Gleichung fiir alle Stromlinien denselben Wert hat. Hier

2
1a8t sich aus g + “; = const durch Differentiation nach s’ ein zweiter Aus-

druck fir Lop herleiten, namlich Lop _ ow

0 08 005 — ——was,~ Durch Gleichsetzen
mit dem fritheren Ausdruck ergibt sich
ow | w
57 + ;= 0 « « e e e 2)

Dies driickt, wie in Vorwegnahme spiterer Ergebnisse (§ 9) bemerkt werden
mag, aus, daB bei der krummen Strémung die einzelnen Fliissigkeitselemente
keine Drehung erfahren [,drehungsfreie Bewegung“]?).

Als Beispiel sei eine Bewegung in einem Spiralgehiuse nach Fig. 851
betrachtet. Alle Stromlinien beginnen in der Parallelstromung bei 4, und es
mag dort die Geschwindigkeit aller Stromfiaden dieselbe sein, so daf — bei
der Druckgleichheit in der Parallelstrémung — die Bernoullische Konstante
auf allen Stromlinien dieselbe ist. Die Kriimmungsradien der einzelnen
Stromlinien konnen genihert gleich dem vom Mittelpunkt O aus gezogenen
Radius r, und das Bogenelement ds’' kann — dr gesetzt werden. Dann ist

. Y) Es_laBt sich leicht zeigen, daB die ,Zirkulation“ lings eines aus zwei
Radiens iicken von der Linge ds’ und zwei Stromlinienhégen gebildeten Rechtecks
verschwindet, wenn Gl. (2) erfillt ist. Der Beweis findet sich in § 8.
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gemiéB dem Vorstehenden (;—1: +’;? = 0, oder déf = _drr, oder integriert

mw = ImC)—Iinr, also w = g Die Geschwindigkeit nimmt also nach

innen betrichtlich zu2?). Der Druck ergibt sich aus der Bernoullischen
2
Gleichung zu p = const — g,cz +  Gelangt die Flissig- Fig. 851.
keit innen auf einem Radius 7, ins Freie (Druck p,), so
ist der Druck an einer anderen Stelle
ra

21 1
P =p+e 2 &’19—7 )

Bei einigermaBen kleinem Radius des AbfluBloches konnen
also sehr bedeutende Uberdriicke bei A auftreten.

Spiralgehduse,

¢) Bei nichtstationdren Bewegungen von Fliissigkeiten kommt fur die
Anderung des Stromungszustandes noch ein zusitaliches Druckfeld zu den
bisherigen Driicken dazu. Die Betrachtungen mogen hier auf die longitudinale

Beschleunigung beschriinkt werden, in der gema8 § 3, GL (1) hier das Glied 0w

(zeitliche Geschwindigkeitsinderung am festgehaltenen Ort) hinzukommt.
Fihrt man die Rechnungen, die zur Bernoullischen Gleichung gefiihrt
haben, gemil der vollstindigen GL (2) von § 3 durch, so kommt in Gl (3)
von § 3 auf der linken Seite das Glied J‘Ez;fds hinzu. Handelt es sich z. B.
0
um eine Rohre mit konstantem Querschnitt, in der also in allen Querschnitten
die Geschwindigkeit dieselbe ist (iiber dem Querschnitt soll sie jeweils auch
konstant angenommen werden, da Reibungslosigkeit vorausgesetzt ist), so

ist 3—':) unabhingig vom Ort, das Integral kann

Fig. 852.

daher — %1:)8 gesetzt werden.
Beispiel: Beginn des AusflieBens durch
ein Ansatzrohr von der Linge /, vgl. Fig. 852.

Es ist lings der wagerecht angenommenen
Réohrenachse

Beginn des Ausfliefens.

pow dw o — Do
o+2+dts__const—-9+gh-

Solange ‘f;;) noch von Null verschieden ist, sinkt der Druck p lings der

1) Integrationskonstante. .
2) Die Radialkomponente der Geschwindigkeit ergibt sich bei llxonsta.nter Hohe
des Spiralgehéuses wegen der Kontinuitit ebenfalls proportional ;80 daB also

der Winkel der Stromlinien mit den Radien iiberall derselbe ist, die Stromlinien
also logarithmische Spiralen werden.

Mtller-Pouillet I, 2. 11. Aufl. 67



1058 Strdmende Bewegung der Fliissigkeiten und Gase. I. Kap. XI. §5.

Rohre proportional mit s ab. Ist der Druck am Rohrenende (s = 1) = p,,
so gilt

Po , w2 dw Do
+lyrgpt ="t

Y
dw 1 w?
=, (="

dt (g 2
Fiir den ersten Moment ergibt sich, da hier w — 0 ist, die einfache Beziehung
d h d
d% =g Mit dem Anwachsen von w nimmt d? immer mehr ab und
goht spiter gegen Null, d. h. die Bewegung wird stationir und w wird = Y2 g h.
Das genaue Gesetz des zeitlichen Anwachsens von w, das an sich nicht
schwierig zu berechnen ist, mag hier iibergangen werden. Eine Abschitzung
der Zeit, die bis zur angenaherten Erreichung des stationiren Zustandes ver-
flieBt, wird gewonnen, wenn man eine bis zur Erreichung von w, = yY2gh

also

i
konstante Beschleunigung (d? annimmt und 1;,1 an Stelle von dw in die

obige Formel einfithrt. Dies gibt

wl 2l

= gh ul

Ein anderes einfaches Beispiel einer nichtstationiren Bewegung einer
Flissigkeit ist die Schwingung einer Flissigkeitssiule in einem gebogenen
Rohr unter dem Einfluf der Schwere, vgl. Fig. 853. Das Rohr habe kon-

LA

stanten Querschnitt, die

Fig. 858.

Lénge der Flissigkeitssiule,
in der Rohrachse gemessen,
sei I. Der Ausschlag in
einem Augenblick sei z, ge-
messen in der Richtung der
Rohrachse (der Kontinuitit
wegen gleich an beiden
Enden und auch fir jede

Schwingung einer Wassersiule. Zwischenstelle). ~ Die Ge-
schwindigkeit ist iberall

gleich, némlich w = ‘;‘:, also w 31:) == 0, somit ist die Beschleunigung ein-
fach @z Das eine Ende ist um %k, = zsin« gehoben, das andere um

ae’
hy = zsinf gesenkt, die Ortshohendifferenz ist also h, + hy = z (sino + sinf3).
Der Druck ist an beiden Enden = p,, so daB also die erweiterte Bernoulli-
sche Gleichung, auf die Enden angewandt, ergibt

gz (sin o +.«>mﬂ)+1dﬁ =
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Die Losung dieser Differentialgleichung, die mit der der elastischen Schwingung
iibereinstimmt, ist £ — Acos (@t + 9), mit @ — Vg_(sm “l+ sm ﬁ). Dies
gibt eine Schwingungszeit

t="= 2”Vg(sinu+sinﬂ)

Fiir ein senkrechtes I/-Rohr (sinoa = sinff = 1) ist T = 27!‘/5%, also

gleich der Schwingungsdauer eines Pendels von einer Linge gleich der halben
Linge der Fliissigkeitssiule.

§ 6. Zusammenflub zweier Fliissigkeitsstrome. Trennungsfliichen.
Wirbelbildung. Wenn sich zwei Fliissigkeitsstrome verschiedener Herkunft
hinter einer scharfen Kante vereinigen, vgl. Fig. 8564, so ist im allgemeinen
die Konstante der Bernoullischen Gleichung in beiden Strémen nicht die-
selbe. Da lings der Fliche, die die beiden Strome
trennt  (,Trennungsfliche“), Druckgleichheit
herrscht, ist daher die Geschwindigkeit dem Be- \
trage nach auf beiden Seiten verschieden. Aber X

selbst wenn die Bernoullische Konstante beider

Strome gleich ist, kann noch die Richtung der /__\
Stréomung auf beiden Seiten verschieden sein. f

Fig. 854.

In der Trennungsfliche wechselt also in den

betrachteten Fillen die Geschwindigkeit sprung- Zusammenflug.

weise. In dem ersterwihnten Falle handelt

es sich um einen longitudinalen Geschwindigkeitssprung, im zweiten um
einen transversalen. Derartige Trennungsflichen werden vielfach beob-
achtet. Sie bleiben allerdings dadurch nicht lange in der urspriinglichen
Form bestehen, daB sie labil sind. Sie zeigen eine starke Neigung dazu, dal
irgendwelche zufillige Ausbuchtungen schnell anwachsen und sich die
Geschwindigkeitsunterschiede an einigen Stellen anhiufen, an anderen ver-
mindern. Die Trennungsfliche zerfiallt dadurch in eine groBe Zahl meist
unregelmiBiger Wirbel. Dieser fiir das Verstindnis wirklicher Flissigkeits-
bewegungen wichtige Vorgang mag hier noch etwas niher beschrieben werden.
Die Trennungsfliche von Fig. 854 moge durch irgendwelche Schwankungen
im Zustrom eine leichte Wellung aufweisen, die in Fig. 855 niher gekenn-
zeichnet ist. Die Wellen bewegen sich mit dem Mittelwert der beiden
Geschwindigkeiten vorwiirts, der in Fig. 854 durch eine punktierte Linie
' angedeutet ist. In Fig. 855 ist ein Bezugssystem gewihlt, das sich mit dieser
mittleren Geschwindigkeit mitbewegt, fiir das also die Wellenberge und -téler
am Orte bleiben. Die obere Fliissigkeit stromt fiir dieses Bezugssystem nach
rechts, die untere bleibt nach links zuriick. Analysiert man nun nach
den Ergebnissen des vorangehenden Paragraphen die Druckverhiltnisse in
dieser Stréomung, so gibt sowohl die Bernoullische Gleichung wie auch die

67*
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Gleichung fiir den transversalen Druckanstieg [§ 5, Gl. (1)] den Aufschlus,
daB unter der Voraussetzung, daB die Bewegung stationir wire, in den
Wellen'bergen jedes einzelnen Stromes Uberdruck, in den Tilern dagegen
Unterdruck herrscht (in Fig. 855 durch -+ und — angedeuntet). Diese Druck-
verteilung zeigt aber deutlich, daf die Bewegung nicht stationir sein kann;
es wird vielmehr die Fliissigkeit in den Uberdruckgebieten sich mach dem
benachbarten Unterdruckgebiet hin in Bewegung setzen, was offenbar bedeutet,

Fig. 855. Fig. 856.
TN
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Entstehung von Wirbeln aus Wellen
einer Trennungsfliche.

daf die Wellung stirker wird. Die weiteren Schicksale einer solchen
Trennungsfliche sind in Fig. 856 dargestellt. Das Ende ist ein Zerfall in
einzelne Wirbel. Da die urspriinglichen kleinen Stérungen in Wirklichkeit
meist nicht eine gleichmiBige Wellung, sondern eine unregelmabige Verteilung
zeigen, ist der Endzustand auch in der Regel ein ungeordnetes Durchein-
ander von groferen und kleineren Wirbeln.

Im Zusammenhang mit diesen Dingen muf noch eine andere Art von
Trennungsflichen besprochen werden, bei deren Entstehung zugleich ein
Wirbel gebildet wird (nebenher gesagt, wo eine Trennungsfliche neu gebildet
wird, sind die Verhiltnisse
fast regelmifig dhnlich wie
in dem im folgenden be-
schriebenen Fall). Strémt
eine Flissigkeit um eine
scharfe Kante, so tritt im
ersten Augenblick eine Um-
strémung der Kante gemiB Fig. 857 ein. Die Geschwindigkeit an der
Kante selbst ist dabei sehr groB, fir die reibungsfreie Flussigkeit wire
sie nach der Theorie unendlich grof. Man beobachtet nun, daB die Ge-
schwindigkeit an der Kante unter Bildung eines Wirbels sehr bald kleiner
wird. Man kann fir dieses Verhalten als ein besonderes Prinzip anfiihren,
daB die Fliussigkeit unendliche Geschwindigkeiten zu vermeiden strebe und
statt dessen Trennungsflichen bilde. Spdter werden wir erkennen, daB
hinter diesem Prinzip die Flissigkeitsreibung steckt, die, wenn sie auch noch
80 klein ist, doch in der Nahe fester Wiande nicht wirkungslos bleibt. Nehmen
wir fiir den Augenblick einen Wirbel hinter der scharfen Kante an, der der
Kante in Form einer umlaufenden Stromung auch von hinten Flussigkeit zu-
fithrt, dann sind die Bedingungen des Zusammenflusses an der Kante erfiillt,
und es wird hier eine Trennungsfliiche erzeugt (vgl. Fig: 858), die Trennungs-
fliche wiederum wird von dem Wirbel aufgewickelt und fithrt ihm dadurch

Fig. 857. Fig. 858.
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neue Nahrung zu, so daf er wachsen kann. In Wirklichkeit sind beide,
Wirbel und Trennungsfliche, eine Einheit und wachsen zusammen aus winzigen
Anfingen hervor (vgl. Fig. 8569). Spiter entfernt sich dieser ,Anfahrwirbel®,
und die Trennungsfliche, von der an der Kante immer neue Stiicke gebildet
werden, zerfillt wie oben beschrieben, in einzelne Wirbel. Ganz analoge
Vorgiinge spielen sich an den Kanten eines runden Loches in ebener Wand
ab. Der sich aufrollende vordere Rand der Trennungsfliche erzeugt einen
Wirbelring, der unter Ausbildung eines gut abgegrenzten Fliissigkeitsstrahles
fort wandert (vgl. Fig. 860). Man kann sehr schone Wirbelringe erzeugen,
wenn man einen Kasten mit nach-

giebiger Riickwand und einem kreis-

formigen Loch in der Vorderwand % Fig. 860.

Fig. 859.

mit Rauch fillt und nun auf die
Riickwand schligt. Da in diesem
Falle das HerausflieBen sehr schnell
wieder aufhért, entsteht kein Strahl,
sondern nur ein Ring, der sich selb-
stindig weiterbewegt, und, da er in
sich Rauch mitfihrt, als Rauchring
sichtbar wird. Derartige Wirbel-
ringe sind sehr stabile Gebilde und
zerfallen erst, wenn ihre Energie

AL
T

Ausbildung und Zerfall Strahlbildung.
einer Trennungsfliche,

durch Reibung bis auf einen kleinen
Rest aufgezehrt ist.

Transversale Geschwindigkeitsspriinge ergeben sich z B. bei dem Zu-
sammenflul hinter einer unter kleinem Winkel gegen die Bewegungsrichtung
geneigten Platte. Auf der ,Druckseite“ streben die Stromlinien unter der
Wirkung des sich hier ausbildenden Uberdrucks nach links und rechts aus-
einander, auf der ,Saugseite werden sie durch den Unterdruck zusammen-
gebogen. An der Hinterkante der Platte hat die Stromung daher — von der
Mitte abgesehen — auf der Druckseite eine Komponente nach dem Seitenrande
zu, auf der Saugseite dagegen eine nach der Mitte zu; Fig. 861.
im stationdren Fall muB wegen der Stetigkeit des Druckes ;
und weil alle Stromlinien einheitlichen Ursprung haben, M
der Betrag der Geschwindigkeit auf beiden Seiten der
Trennungsfliche je derselbe sein, der Geschwindigkeits- @ 9
sprung ist daher hier rein tangential. Erfahrungsgemif
rollen sich solche Trennungsflichen von den Seitenrindern
her ein und ergeben so zwei Wirbel, die auf der ganzen U
von der Platte durchfahrenen Bahn zu finden sind. . .

Trennungsfliche hinter
Fig. 861 gibt von dieser Art von Vorgéingen eine An- einer geneigten Platte.
schauung; sie stellt die Gestalt der Trennungsfliche in
verschiedenen Schnitten hinter der Platte dar. Das Studium derartiger
Vorgiinge ist fiir das Verstindnis der Wirkung von Flugzeugtragfligeln sehr
wichtig geworden, vgl. § 14 und 15 von Kapitel XII.
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§ 7. Weiteres iiber Trennungsflichen. Druckmessung. In einer
Fliissigkeit, deren Reibung gering genug ist, um in erster Niherung von ihr
abzuselilen, kann nach dem Vorstehenden als feste Regel angesehen werden,
daB von jeder scharfen Kante, die quer iiberstrémt wird, eine Trennungsfliche
ausgeht. Ist die Kante ringformig geschlossen, und findet die Strémung durch
das Innere der geschlossenen Linie statt, wie bei Ausflubmiindungen, bei
plotalich erweiterten Rohren usw., so bildet sich ein Strahl #hnlich den in
§ 4a beschriebenen Ausflufistrahlen aus, auch bei Wasserausflu unter Wasser,
wie bei LuftausfluB in Luft. In diesen Fallen wird der Strahl allerdings nach
einer gewissen Strecke durch die Wirbel, die sich aus der Trennungsfliche
bilden, wieder aufgezehrt. Findet die Stromung aullen um die Linie herum
statt, wie z. B. beim Umstromen einer senkrecht zum Strom stehenden Scheibe,
80 bildet sich hinter dieser ein , Totwasser“, das allerdings meist nicht gianzlich
tot ist, sondern mehr oder weniger von Wirbeln erfillt ist (vgl. Fig.840). Doch
sind dort immerhin die Geschwindigkeiten wesentlich kleiner als aufBlerhalb1).

Trennungsflichen bilden sich iibrigens unter geeigneten Bedingungen
auch an runden Korperoberflichen, vgl. dariiber § 6 von Kapitel XII. An ab-
gerundeten Kanten ist daher die Strémung meist durchaus derjenigen an
scharfen Kanten dhnlich.

Ein besonderes Interesse verdient der in Fig. 862 und 863 dargestellte
Fall. Beim ersten Bewegungsbeginn mufl hier eine Stromung nach der in
Fig. 862 angedeuteten Form entstehen.
An den Kanten entstehen dann zu-
nichst Wirbel und Trennungsflichen.
Nachdem die Wirbel sich aber entfernt

Fig. 862. PFig. 863.

\

&l

. o haben, bleibt — wenigstens unter der
//, 7 Voraussetzung, daf die Entfernung der
Strémung an einem Bchlitz. beiden Kanten klein genug ist, um La-
bilitit zu vermeiden — eine Stréomung

nach Fig. 863 zuriick. In dem Einschnitt herrscht praktisch Ruhe. Der
Druck ist dort, da er in dem ruhenden Teil konstant ist und in der Trennungs-
fliche stetig in den der strémenden Fliissigkeit itbergehen muB, offenbar gleich
dem Druck in der stromenden Flissigkeit. Schlielt man an das Innere des
Einschnitts durch eine Rohrleitung oder einen Gummischlauch ein Druckmel-
gerit an, so gelingt es damit, den Druck in der stromenden Fliussigkeit zu
messen. Statt eines Einschnitts kann auch ein irgendwie gestaltetes Loch,
2. B. eines von kreisformigem Querschnitt verwendet werden. Die Rander des
Loches und Schlitzes miissen gut eben sein, keinesfalls darf ein Grat in die
stromende Flissigkeit vorstehen, da dadurch der Druck in der nun gewélbten
Trennungsfliche erheblich von dem der benachbarten Flissigkeitsteile abweichen
wiirde. Eine miBige Abrundung der Lochrinder ist zuldssig. Eine zweck-
mafbige Anordnung fir eine Druckentnahmestelle an einer Rohrwand zeigt
Fig. 864. Um den Druck im Innern der stromenden Flissigkeit zu messen,

1) Trennungsflichen, auf deren einer Seite die Flﬁssigkeii rubt, sind zuerst
von Helmholtz theoretisch untersucht worden.
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kann man in Verwendung desselben Grundgedankens eine vor das Ende eines
diinnen Robhres gelotete, in der Mitte durchbohrte, sehr feine Scheibe (Sersche
Scheibe, Fig. 865) verwenden. Diese ist aber gegen eine Richtungsabweichung
des Luftstroms gegen die Scheibenebene sehr empfindlich. Besser ist ein
Gerdat nach Fig. 866, das bis zu Winkelabweichungen von etwa 5° den
Druck einigermaBen genau liefert. Bei schriger Haltung zeigt es zu niedrigen
Druck.

Durch Verbindung einer solchen Druckmessung mit der in § 4c¢ und
Fig. 850 angegebenen Messung des Gesamtdrucks ist man nun in der Lage,

Fig. 864. Fig. 865. Fig. 866.
—_———— —_—
I I T
Anbohrung einer Wand Sersche Scheibe.
zur Druckmessung. Drucksonde.

als Differenzdruck den Geschwindigkeitsdruck (dynammchen Druck oder Stau-

druck) ¢ = g;i zu erhalten, aus dem bei bekannter Dichte ¢ die Geschwin-
digkeit w berechnet werden kann. Im m-kg-sec-System ist fiir atmospharische
1 kg
Luft ¢ = % ziemlich genau == s Grjec dies gibt fiir w in m/sec und ¢ in
; w?
kg/m2: ¢ = 16 und w = 4 Vq, was leicht zu merken ist. Fir Wasser ist in
demselben Mafsystem ¢ = 7= = 102; man ist aber bei Wasser mehr geneigt,

statt der Driicke Druckhéhen anzugeben. Mit der Druckhéhe = & (in m)
wird w = V?gﬁ wie frither.

Man kann die Drucksonde nach Fig.866 mit dem Pitotrohr nach Fig.850
zu einem einzigen Gerdt vereinigen, wodurch ein sehr handliches Mittel
fir die Geschwindigkeitsmessung entsteht.

Fig. 867.
Fig. 867 stellt eine Ausfithrungsform —_—
eines solchen ,Staugerits“ dar, die sich
durch - groBe Unempfindlichkeit gegen =
Neigungsabweichungen des Instruments E——
gegen die Strémungsrichtung auszeichnet.
Bei Luftgeschwindigkeitsmessungen wird
es gewthnlich in Verbindung mit einem @
Mikromanometer (vgl. Kap. X, § 15) ge- Staurohr nach Prandtl.

braucht. )

Die Druckmessung durch Anbohrung gestattet auch sonst viele niitzliche
Anwendungen. So kann die Druckverteilung auf der Oberfliche eines um-
stromten Korpers (z. B. eines Luftschiffmodells oder Flugzeugfliigels) dadurch
studiert werden, dafl man eine Reihe von Anbohrungen nach Fig. 863 anbringt,



1064 Strdmende Bewegung der Fliissigkeiten und Gase. 1. Kap. XL §8.

die man nacheinander mit der einen Seite eines DruckmeBgerits verbindet,
wobei der Gegendruck konstant gehalten wird (man kann auch eine Anzahl
DruckmeBgerite gleichzeitiz arbeiten lassen). Ein sehr bekannter Versuch
tiber die Druckverteilung in einem verengten und wieder erweiterten Rohr, der
zur Demonstration der Bernoullischen Gleichung verwendet wird, ist in
Fig. 868 wiedergegeben. Durch den Drosselhahn am Rohrende kann der
Druck dort passend eingestellt werden. Wird der Hahn voll gesffnet, so
entsteht bei b erheblicher Unterdruck, der durch Anbringung eines nach unten
fithrenden Rohres, das in ein QuecksilbergefaB taucht, deutlich nachgewiesen
werden kann (Fig. 869). Der Riickgewinn an Druck ist im iibrigen wegen

Fig. 868. Fig. 869.

abcd\

Druckminderung in Verengungen. =5

Reibungsvorgingen in dem Teil hinter dem engsten Querschnitt etwas kleiner
als nach der Theorie, immerhin ist qualitativ das Verhalten so, wie es der
Bernoullischen Gleichung entspricht, und in dem verengten Teil stimmt sie,
falls durch geniigende Abrundung Wirbelbildung vermieden wird, sogar sehr
gut. Solche Druckunterschiede an Verengungen konnen zur Mengenmessung
verwendet werden, vgl. Kap. XII, § 10.

§ 8. Verfeinerte Betrachtungen iiber die Bewegungen einer homo-
genen reibungslosen Fliissigkeit. Potentialstromung. Die mathematische
Hydrodynamik steckt ihr Ziel weiter, als es in den vorausgehenden Paragraphen
geschehen ist, sie will wirklich so, wie in § 1 angedeutet, die Geschwindigkeit
an jedem Raumpunkt angeben kénnen, und sich nicht, wie wir es bisher meist
getan haben, mit Mittelwerten begniigen. Fiir die homogene reibungslose
Fliissigkeit ist in dieserjBeziehung ziemlich viel erreicht worden, doch ist zum
Verstindnis der einschligigen Methoden mehr Mathematik erforderlich, als
hier vorausgesetzt wird. Ks miissen deshalb hier einige allgemeinere Dar-
legungen iber die Eigenschaften solcher Bewegungen und einige einfache
Beispiele geniigen. Vorangestellt sei ein Satz von W. Thomson (Lord Kelvin),
der hier zunichst ohne Beweis mitgeteilt wird. Bevor der Satz formuliert
wird, miissen einige Begriffe erklirt werden.

1. Unter ,fliissigen Linien® und ,fliissigen Flichen“ sollen solche Linien
und Flichen verstanden werden, die dauernd von denselben Flissigkeits-
teilchen gebildet werden.

2. Unter einem Linienintegral lings einer gegebenen Linie zwischen den
Punkten 4 und B soll verstanden werden das Integral iiber das Produkt
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des Linienelements ds mit der Geschwindigkeitskomponente in Richtung

von ds, also
1B B

L-::j'wds cosu:jludsl)
P 4

(o = Winkel zwischen w und ds). Im Falle einer nichtstationéiren Bewegung
ist festzuhalten, dal solche Linienintegrale fur einen Momentanzustand der
Geschwindigkeitsverteilung zu bilden sind.

3. Der Betrag des Linienintegrals fiir eine geschlossene Linie heift
Zirkulation (Bezeichnung I'), also, mit § als Zeichen fiir ein Integral langs

einer geschlossenen Linie

Mit diesen Erklirungen kann der Satz von W.Thomso n so ausgesprochen
werden: In einer reibungslosen homogenen Fliissigkeit bleibt die
Zirkulation lings einer geschlossenen fliissigen Linie zeitlich
konstant.

Aus diesem Satz kénnen viele wichtige Folgerungen gezogen werden. Die
erste ist die folgende: ‘

Beginnt die Bewegung aus der Ruhe heraus, so ist der Anfang, d. h. vor
Beginn der Bewegung, sicher die Zirkulation fiir jede geschlossene fliissige
Linie gleich Null, sie bleibt daher dauernd fir diese Linie gleich Null. Wenn
aber das Linienintegral iiber geschlossene Linien in einem Gebiet gleich Null
ist, so ist auch das Linienintegral von einem Punkte A nach einem anderen
Punkte B vom Wege unabhingig, gleichgiiltig, wélcher Weg innerhalb des
Gebietes gewihlt wird. Denn man kann ja den bisherigen Weg von B
nach A zuriickgehen (wodurch die Betrige von A nach B wegen umgekehrten
Richtungssinnes von ds genau aufgehoben werden) und auf einem anderen

B
Wege wieder nach B gehen. Das Ganze ist j. plus einem Integral iiber einen
A
B
geschlossenen Weg, das — 0 ist, also — [, was zu beweisen war. Betrachtet

4
B
man den Punkt A als fest, dann ist durch das J‘ wd8 jedem Punkt B ein
4

Zahlenwert zugeordnet. Wir bezeichnen ihn mit @ und nennen ihn Potential

am Punkt B. Geht man von B nach einem um d s entfernten Punkt C weiter,
c

dann ist, da fir die Bildung von [ der Weg tiber B genommen werden darf,
4

C B
[=1]+mds oder ®c=Bp+wds cos w=Pp+wdh, (2
A 4

1) wd8s = skalares Produkt der Vektoren w und d3, vgl. Kap. 1V, §27.
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wenn d k die Projektion von ds auf die Richtung von w bedeutet. Fiir « = 900
wird cos & == 0 und daher @; = ®@p. Die Strecke ds — B C steht daher
immer senkrecht auf der Richtung von w, wenn @y = @ ist. Die Gesamtheit
aller Punkte, fiir die @ — @y, ist, bildet aber eine Fliche, die durch den
Punkt B geht!). Die Tangentialebene dieser Fliche im Punkt B steht also
nach dem Vorstehenden senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor w im
Punkt B. Es gilt daher allgemein, daB die Stromlinien, die ja iberall die
Richtung des Geschwindigkeitsvektors haben, iiberall senkrecht auf den
Flichen @ = const stehen.

Fiir beliebige Werte von o ergibt sich aus Gl. (2) mit @¢ — Op = d D
einmal

aa(f SmOWCOS 0 - v v e e e e e e e e (3)
andererseits auch

dD

an = 0« v v e e e e e e e e e e e e e (4)

dh steht dabei gemal obigem senkrecht auf der Fliche @ == const. Vektoriell
schreibt man

W o= gra,d D .. (5)
(lies ,Gradient von @“) und faBt damit die Aussage (4) mit der zusammen,
daf w senkrecht auf den Flichen @ = const steht, also: Geschwindigkeit nach
Griole wie nach Richtung = gréfter Anstieg (= Gradient) von @.

Die geometrische Begriffsbildung des Potentials und Gradienten, wie sie
hier auftritt, stimmt vollig mit der des Kriftepotentials itberein, vgl. Kap. IV,
8§ 73. Von dort ist auch der Name Potential entnommen. Der Gradient des
Kriftepotentials ist allerdings eine Feldstirke, der unseres Potentials eine
Geschwindigkeit. Man bezeichnet es deshalb als ,Geschwindigkeits-
potential“ oder auch ,Stréomungspotential“. Als ein Unterschied mag
noch erwihnt werden, dal es iiblich ist, die Feldstirke § — — grad U und
w = 4 grad @ zu setzen. Man konnte unter Umkehrung des Vorzeichens
vou @ Ubereinstimmung herbeifiihren, und es geschieht auch manchmal, hier
mag aber an dem bequemen - -Zeichen festgehalten werden.

Aus dem weiter oben Gesagten folgt also unter Verwendung der hier
entwickelten Begriffe, daB jede aus der Ruhe heraus entstandene Be-
wegung einer homogenen reibungsfreien Flissigkeit ein Potential
besitzt. Die ,Potentialstrémung®, wie wir solche Bewegungen nennen
wollen, zeichnet sich dadurch aus, dall die Elemente keine Drehung erfahren.
Als MaB fiir die Drehung kann namlich immer die Zirkulation lings einer kleinen
geschlossenen Kurve dienen, die hier nach dem Gesagten gleich Null ist.

Nimmt man als Gegenbeispiel eine Fliissigkeit an, die wie ein starrer Korper
mit einer Winkelgeschwindigkeit w rotiert, so ist hier fir einen Kreis vom Radius r,
falls der Kreismittelpunkt als Nullpunkt des Bezugssystems gewillt wird?), die
Geschwindigkeit = wr; sie hat die Richtung des Kreisumfangs. Das Linien-

1) Diese Fliche scheidet das Gebiet ¢ > @p von dem Gebiet @ < Pp.

?) Eine Traunslationsbewegung liefert zur Zirkulation keinen Beitrag, man
darf daher von ihr bei der Berechnung der Zirkulation immer absehen.
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integral fir diesen ist also I' = 2&r.wr = 2;m2@. Dividiert man durch die

Kreisfliche ' = 72, so wird W= 20; V3 ergibt sich sonach als ein gutes Ma8
fur die Drehung. Hat die Fliche F' eine allgemeine Lage, d. h. bildet sie mit der
Drehachse einen Winkel «, so ergibt sich leicht, daB dann fiir unsere Bewegung
= 2w sin @ wird. Die Flichenlage, die das Maximum von 1‘, liefert, ist also
dadurch ausgezeichnet, daB die Drehachse senkrecht zu I steht.

Bei der Potentialbewegung ist jede Zirkulation fir im Innern des
Gebietes verlaufende Linien gleich Null, die Bewegung daher iiberall im Innern
pdrehungsfrei“. Man hat geglaubt, daraus schliefen zu missen, dafl bei
einer aus der Ruhe heraus entstehenden Bewegung einer homogenen reibungs-
losen Flissigkeit nie ein Wirbel entstehen konne. Betrachtet man jedoch die
Bewegungsvorginge bei der Bildung einer Trennungsfliche von der in § 6
geschilderten Art niher, so zeigt sich, daf alle im Ruhezustand im Innern der
Flussigkeit gezogenen flissigen Linien sich so bewegen und deformieren, da
sie der Trennungsfliche ausweichen und so keine von ihnen die Trennungs-
fliche durchsetzt. Uber die gegenseitigen Beziehungen der Gebiete
zu beiden Seiten der Trennungsfliche sagt demnach der Thomson-
sche Satz nichts aus. Es ist daher auch kein Widerspruch gegen den
Thomsonschen Satz, dal in einer praktisch reibungsfreien Fliissigkeit an
scharfen Kanten Trennungsflichen und damit auch Wirbel entstehen konnen.

Anmerkung: Bei den wirklichen Fliissigkeiten, die immer etwas Zihigkeit
besitzen, tritt an Stelle der Trennungsfliche cine Trennungsschicht, die aber
hiufig sehr diinn ist. Die Teilechen der Trennungsschicht stammen immer aus der
unmittelbaren Nihe der Oberfliche des festen Korpers, wo die Reibungswirkungen
ebenfalls auch bei noch so kleiner Zahigkeit nicht mehr vernachlassigt werden
kénnen. Die genauere Analyse der inneren Vorginge in den Trennungsschichten
muBl daher die Zahigkeitswirkungen beriicksichtigen. Iir das Studium der dulleren
Vorginge geniigt aber meist schon die Betrachtung der an Stelle der Trennungs-
schicht eingefithrten Trennungsfliche. Uber die Reibungswirkungen vgl. Kap. XII,
§ 1 bis 6.

In § 65 war fiir die Stromung, bei der die Konstante der Bernoullischen
Gleichung fiir alle Stromlinien eines Gebietes denselben Wert hat, aus dem

Druckgefille quer zur Stromlinie abgeleitet worden,

Fig. 870.
dab &5
ow | w Ow
=0 o
05 + r W os as
ist (r = Kriimmungsradius der Stromlinie). Die w
Zirkulation um ein kleines Viereck aus zwei Strom-

linien und zwei Normalen (vgl. Fig. 870) liefert nun,
da die Normalen keine Beitrige geben:

w.rdq)—(w—i— f? . ds’) (r+ds').de

ow ow
= —ds'.dg (r os T w+ as,rls’>~
Das letzte Glied in der Klammer ist als klein von hoherer Ordnung zu
streichen, der Rest ist nach der obigen Beziehung gleich Null, d. h. die obige

Bewegung ist eine Bewegung mit Zirkulation gleich Null fir jeden kleinen
Bezirk, d. h. sie ist eine Potentialbewegung. Umgekehrt gilt in jeder
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stationdren Potentialbewegung die Bernoullische Gleichung unabhingig von
den Stromlinien (Beweis am SchluB der folgenden ,mathematischen Er-
génzung“).

Mathematische Ergiinzung.
a) Beweis desThomsonschen Satzes. Sind w, v, w die Komponenten der
Geschwindigkeit, so driickt sich das Linienintegral aus durch j‘ (wdx +vdy+wdz)

(jeder Schritt ds kann durch drei Schritte da, dy, d: ersetzt werden, und u, v, w
sind die Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung von dx, dy bzw. dz). Es
muB nun die zeitliche Anderung des Integrals unter der Voraussetzung berechnet
werden, da8 die Linie dauernd aus denselben Flissigkeitsteilchen besteht. Das

Zeichen dieser Differentiation sei :2 (man findet in der Literatur auch 11)) ‘ dafiir).

‘Wir wollen zunéchst d judz berechnen und konnen dafir zundchst schreiben

dt
j dudw-l—ju jt (dz). In dem ersten Ausdruck kann :;1: mittels der Kulerschen

dt
Gleichung [§ 3, Gl.(5)] durch X ——r-é— g—g ersetzt werden; zur Berechnung des

zweiten Ausdruckes sei bemerkt, daB offenbar fiir festgehaltenes Teilchen Zf = u
1

ist. Dann ist auch (;It (x+dr) = u-+t du, also flit (dx) == du, wobei also du die
Anderung von ux beim Fortschreiten lings der Linie bei festgehaltener Zeit ist.
Wird mit den anderen beiden Gliedern des Linienintegrals ebenso verfahren, so
ergibt sich also

: fwdz tody +wds) = [ Xdot+ Ydy+ 242

140 9 )
+ J‘é—((—)gdx-{- o’f, dy+bid:)-}—j(udu+vdv-}-wdw).

Es sei nun angenommen, daB die Massenkraft X, ¥, Z ein Potential I/ habe,
daB also
o, doU alr

X=—gii Y=gy 2= =57
sei; ferner soll die Dichte nur vom Druck allein abhéngen (,bomogene Flissigkeit),
dann sind die obigen Ausdriicke simtlich integrabel. Die zeitliche Anderung des
Linienintegrals langs einer fliissigen Linie zwischen zwei Punkten A und B, die
ebegfa&lls auernd mit den zugehorigen Flissigkeitsteilchen zusammenfallen sollen,
wird damit

B

d .

i j.(uda'+vrly+wd:) = U, —Upg4P,— Py
A

2 )8 4 02 2 X 2
R,

A

Dabei ist wieder wie in § 3 J dp = P gesetzt. Es mag darauf hingewiesen werden,

daB hier das Vorzeichen des Geschwindigkeitsquadrates entgegengesetzt zu dem in
der Bernoullischen Gleichung ist.

Handelt es sich um eine geschlossene Linie, 8o fillt A mit 3 zusammen, und
damit ergibt die rechte Seite Null. Hiermit ist der Satz bewiesen und es zeigt
sich dabei die Bedeutung der Voraussetzungen. Die eine, dal das Kraftfeld ein
Potential haben miisse, ist bei der bisherigen Formulierung des Satzes nicht
erwihnt worden, da von der Vorstellung ausgegangen war, dal eine Massenkraft
tberhaupt nicht in Betracht kime. Auf die andere, die viel wichtiger ist, die
Homogenitit, wurde bereits friilher hingewiesen. In einer inhomogenen Fliissigkeit
gilt der Thomsonsche Satz nicht. Die vorstehende Ableitung zeigt den Weg an,
wie z. B. bei ungleicher Erwirmung einer Luftmasse die zeitliche Anderung des
Linienintegrals berechnet werden kann.
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b) Bemerkungen iiber die Potentialbewegung. Die Winkelgeschwia-
digkeit ® hat drei Komponenten (Drehungsanteile um die Koordinatenachsen):

o0 = 5 (39 —52)
ou 0

Qy = ; (ozﬁ—oxw)’
_ 1 0v Ou

@ =g dx"oy)'

Sollen diese Drehungsanteile simtlich Null sein, so muf also g—i = g: usw. sein.
Wird nun ein Geschwindigkeitspotential @ eingefiihrt, also © = gif s = g—;p,
w = gf gesetzt, 8o sind diese Beziehungen identisch erfiillt (die angeschriebene
gibt dat(g;) = dd:/ (gf), was bekanntlich immer zutrifft. Mit 32 = g; usw,

kann nun aber in Gl. (4) von § 3

b gt e
TSI
geschrieben werden. Multipliziert man jetzt die drei Fulerschen Gleichungen

der Reihe nach mit da bzw. dy und d: und addiert, so sind alle Ausdriicke ohne
Einschrankung des Integrationsweges integrabel und liefern

0£+u“+1'2+10

]
ot 9 + P+ U = const.

Da die Integration bei festgehaltener Zeit erfolgt, kann die Konstante rechts moch
zu verschiedenen Zeiten verschiedene Werte annehmen (z. B. durch Einwirkung
von aullen der Druck sich #ndern). Man schreibt deshalb richtiger f(¢) fir const.

Der Ausdruck %? wird dadurch erhalten, dal @ = j(u dx 4+ vdy -+ wdz) ist und

0[(1.1: = b% '[ud:c usw. ist. Fir stationire Stromungen geht die vorstehende
Gleichung in die gewohnliche Bernoullische Gleichung iiber.

§ 9. Weiteres iiber Potentialbewegung. Aus Gl (3) von § 8 folgen
Formeln fiir den Zusammenhang der Geschwindigkeitskomponenten , v, w
mit dem Potential @, wenn man ds der Reihe nach — dz, = dy und == de¢
setzt. Es wird also
—_— a ¢ .
T oz’

Die Kontinuitatsgleichung

_ 20 20

u _.ay,w.__a’. ......... (]_)

v

ou , 0v , ow
22T oy T o0
{Formel (2) von § 2] liefert damit die Gleichung

0P 03D 10
'?)_ﬁ+ayi+§:_’= N )]
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Diese Gleichung, die sogenannte Laplacesche Gleichung, tritt ebenso bei den
elektrostatischen Potentialen [und auch anderwirts]?) auf, und gilt dort fiir
diejenigen Teile des Feldes, wo keine Ladungen sitzen (und die Dielektrizitits-
konstante konstant ist). Daher lassen sich die aus der Elektrostatik bekannt
gewordenen Loésungen von Gl (2) auch hier verwenden, wie z. B. die Losung
fiir eine Punktladung, fir einen Dipol usw. Von groBer praktischer Wich-
tigkeit ist dabei der Umstand, daB die Summe oder Differenz zweier Losungen
wieder eine Losung liefert, wie sich aus der Linearitit von Gl (2) ergibt. Die
Geschwindigkeiten setzen sich bei dieser ,Uberlagerung zweier Potentiale
nach dem Parallelogramm zusammen.

Einige Beispiele von Potentialstromungen: a) Stau-
punktstréomung. Einer der einfachsten Ansitze eines Potentials ist
D = 15 (ax? + by? + ce?). Gl (2) liefert, daB dabei « 4 b-} ¢ = 0 sein
muB. Wenn wir Rotationssymmetrie mit der Z-Achse als Rotationsachse haben

wollen, so kénnen wir b = a, ¢ = — 2« setzen, wo-
y durch GL (2) befriedigt wird, also wird

Fig. 871.

D= (@ 4yr—2e)

und ¥4 = ax; v = ay; w = — 2a 2. Die Stromlinien
in der YZ-Ebene (x == 0) sind durch die Differential-

gleichung
dz w 2z

dy — v

Staupunktstromung.  gegeben, die
Inz = const — 2Iny
oder y? ez = const
liefert (sogenannte kubische Hyperbel, vgl. die Fig. 871).
Ist die Bewegung stationdr, d. h. a zeitlich konstant, so gilt fiir den Druck

Y
2

p = const —  (u? 4 0?4 w?),

) .
= const — 9: (24 y2 4 422).

Bei = y = 2 == 0 ist also ein Druckmaximum, und im i#brigen sind die
Flichen gleichen Druckes Ellipsoide mit dem Achsenverhdltnis 1:1:1,, vgl.
Fig. 871.

b) Quellen und Senken. Nach der an Gl (2) gekniipften Bemerkung
sind die bekannten Lésungen fir die elektrostatischen Potentiale auch Lésungen
fir mogliche Potentialstromungen, wofern die Grenzbedingungen fiir diese
verwirklichbar erscheinen. Bereits das elektrostatische Feld einer Punkt-

1) Auch z B. bei den reibenden Stromungen zwischen eng gestellten parallelen
Platten; dieser Vorgang wird vielfach zur Demoustration der Stromlinien der
Potentialbewegung benutzt. Die Ergebnisse sind unter bestimmten Voraussetzangen
in Ubereinstimmung mit der Potentialbewegung, obwohl das Kriftespiel dort ganz
anders geartet ist, vgl. hieriiber § 8 von Kap. XIL
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ladung liefert eine wichtige Stromung, die sogenannte Quell- bzw. Senken-
stromung. Das Potential lautet @ — + :, wo r den Abstand von einem

Punkte O bedeutet. Es ist also konstant auf Kugeln, die um O beschrieben
werden, die Geschwindigkeit ist damit, da sie zur Fliche konstanten Potentials

senkrecht steht, rein radial gerichtet und hat den Betrag ;ﬂl Die Durch-
flubmenge, die in der Zeiteinheit durch die Kugel vom Radius r (Oberfliche
= 4 7 %) hindurchtritt, ist Q = 47 r2 % —4me Diese Menge entsteht bei

der ,Quelle“ im Punkt O sekundlich neu, bei der Senke verschwindet sie
dort. Genau in dieser Weise kommt das physikalisch nicht vor, aber man
kann z B. bei O durch ein diinnes Rohr Flissigkeit absaugen und hat dann
in der Umgebung der Saugstelle genshert eine Stromung der angegebenen
Art zu erwarten (nur genihert, da das endliche Volumen des Rohres stort usw.).
Eine andere sehr niitzliche Anwendung der Quell- und Senkenstrémung
ist die folgende: Bewegt sich ein stabférmiger Korper mit der Geschwindig-
keit ¥ in der Richtung der Stabachse vorwirts, so wird fortwihrend
an seinem vorderen KEnde Fliissigkeit verdringt, an seinem hinteren Ende
flieBt sie in dem frei gewordenen .
Raum zusammen (vgl. Fig. 872). Fig. 872.
Die Bewegung in der Nachbar-
schaft des Vorderteils ist also so,
als ob dort eine Quelle, und die
am Hinterteil 80, als ob dort eine
Senke wire. In der Tat gibt die
Formel

1 1 Potentialstrdmung um einen bewegten Kérper.

b = c< — ) Ruhendes Bezugssystem.
rg N
diese Stromung richtig wieder (genau genommen miissen dafirr die Stabenden
eine bestimmte wohl abgerundete Form haben, aber auch bei anderer Form
der Stabenden stellt die Gleichung eine brauchbare Niherung dar). Die ,Er-

giebigkeit“ @ der Quelle und der Senke ist dabei — F'. V zu setzen, wo F°

V
den Stabquerschnitt bedeutet, also ¢ — I: - Betrachtet man diese Bewegung

die zunéichst wegen des stetigen Vorriickens des Stabes und der Geschwindig-
keitsverteilung um ihn herum nicht stationir ist, von einem Bezugssystem
aus, das sich mit dem Koérper mitbewegt, so ergibt sich eine stationire Be-
wegung, tir die der Korper in Ruhe ist, und der Flissigkeitsstrom an dem
Korper vorbeigleitet. Mathematisch wird diese Stromung durch das Potential
@' = @ + Vz dargestellt. Ihre Stromlinien sind in Fig. 873 dargestellt.
Darunter ist die Druckverteilung iiber die Oberfliche des Korpers dargestellt,
wie sie von der Bernoullischen Gleichung geliefert wird.

Riickt man die Quelle und die Senke immer niher zusammen und ver-
stirkt ihre Ergiebigkeit in demselben MaBe, als ihre Entfernung abnimmt,
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8o erhilt man in der Grenze einen ,Dipol“; die Strémung nach Fig. 873 geht
dabei iiber in die um eine Kugel (vgl. Fig. 874). (Die wirkliche Strémung um
eine Kugel sieht, wie bemerkt werden mag, wegen Reibungseinfiiissen etwas

anders aus.)
¢) Ebene Bewegung. Ist die Bewegung derart, daB alle Strom-
linien ebene Kurven in lauter parallelen Ebenen sind, und daB auf
einer zu der Ebenenschar

Fig. 873.
senkrechten Geraden iiber-
—— = ——————— all " derselbe Stromungs-
m zustand herrscht, so spricht
—_;\J\,: L Jﬁ man von ,ebener Bewe-
e — ~—¥ :j::::———_ gung“. Nimmt man eine
él’\ / der Ebenen zur X Y-Ebene,
$2 H : Po so ist also von den drei Ge-
Strémung um einen bewegten Korper. Mitbewegtes schwindigkeitskomponenten
Bezugssystem. - Darunter Druckverteilung. %, v, w die letztere = 0,
und die ersteren sind Funk-
Fig. 874, tionen von z und y allein. Die Theorie

J dieser Stromungen ist in der mathema-

[ S tischen Hydrodynamik besonders voll-

___’//“_\\_ kommen durchgebildet, da hier ein be-

_—7 /Tr((\_ sonders machtiges Hilfsmittel zur Ver-
N —

fiigung steht. Es zeigt sich nadmlich,

47 -~ X
M” daB der reelle wie der imaginire Teil einer
X’/ jeden analytischen Funktion der kom-
M plexen Verinderlichen z + 7y ein Poten-
|

tial darstellt, das der Gl. (2) geniigt. Die

Potentialstromung um die Kugel.  ebene Staupunktstrémung z. B. wird durch

7 = A#? die ebene Quellstrémung durch

Z = A In z gegeben, wobei Z = @ -+ i ¥ und £=x+iy ist!). Es

ist an diesem Ort nicht moglich, auf diese Dinge niher einzugehen. Auf

eine bestimmte Art ebener Strémungen wird im nichsten Paragraphen noch
néher eingegangen werden.

§ 10. Potentialstromung mit Zirkulation; Tragfliigelauftrieb;
Magnuseffekt. Obwohl bei allen Potentialstromungen in jedem kleinen Be-
reich die Zirkulation verschwindet, gibt es doch solche, bei denen im ganzen
eine Zirkulation auftritt. Vorbedingung ist dabei allerdings, daB das Gebiet,
in dem die Strémung sich abspielt, mehrfach zusammenhingend ist. Der
mehrfache Zusammenhang wird dadurch gekennzeichnet, da8 es Kurven gibt,
die man durch stetige Veranderung nicht auf Null zusammenziehen kann,
ohne das Gebiet zu verlassen?). Ist die Zirkulation lings einer solchen

) Esist (z41iy)? = 22— y34-2izy; In(z+iy) =Inr+ig, wo r = Ra-
dius, ¢ = Zentriwinkel ist.

. 2 Beispiele von zweifach zusammenhéngenden Riumen: Ein Zimmer mit

einer Siule in der Mitte; der Raum, der einen Ring umgibt.
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Kurve = T, so ist, wenn im ibrigen die Strémung drebungstrei ist (also in

jedem einfach zusammenhiingenden Teilgebiet die Zirkulation verschwindet),

die Zirkulation lings jeder anderen Kurve, die durch stetige Anderung ohne

Verlassen des Gebiets aus der ersten entsteht, die Zirkulation ebenfalls = T,

wie leicht zu zeigen ist. Das Potential, das ja als

Linienintegral zwischen einem festgehaltenen Punkt

und dem jeweiligen Raumpunkt definiert war, ist

daher bei solchen Stromungen ,mehrdeutig, es nimmt

bei jedem Umlauf um den Betrag I zu. -
Der einfachste Fall einer ebenen Stromung dieser

Art wird durch das Potential @ — ¢ ¢ gegeben, in

dem @ einen Zentriwinkel hedeu?et (vgl. Fig. 375). Potentialstromung mit

Dieses Potential, das auch der Gl. (2) von § 9 ge- Zirkulation,

niigt, nimmt bei einem Umlauf (¢, = ¢, + 27)

um 2% ¢ zu, welcher Betrag also die Zirkulation I" darstellt. Die Flichen

konstanten Potentials sind hier Ebenen durch die Achse, die Stromlinien

c

)

Fig. 875.

l
daher Kreise. Die Geschwindigkeit w — ‘dd_), wird mit ds = rdgp w —

die Strémung stimmt daher mit der in dem Beispiel von § 8, b betrachteten
ibergin. Fir r = 0 wiirde nach der Formel w = oo sein; die Stromung
hat also nur fir Begrenzung durch einen Kern von endlichem Durchmesser
(in Fig. 875 schraffiert) physikalischen Sinn. Der Kern kann entweder durch
einen festen Korper gebildet sein, er kann aber auch aus drehender Fliissig-
keit bestehen (in der es kein Potential gibt), er kann
endlich auch aus einer anderen (leichteren) Flussigkeit
bestehen, die an der Rotation keinen Anteil nimmt,
also z B, bei Wasser als umlaufender Flissigkeit
durch Luft gebildet werden (Hohlwirbel). Unter der
Wirkung der Schwere nimmt die Oberfliche eines
solchen Hohlwirbels eine Gestalt wie in Fig. 876 an,
deren Form aus der Bernoullischen Gleichung zu Hohlwirbel.
wt c
Tag T T gy,

z2 =z, erhalten wird. Derartige Trichter konnen viel-

fach in flieBenden Gewissern, beim Entleeren einer Badewanne usw. beobachtet
werden. In allen solchen Fillen handelt es sich um Strémungen, in denen
durch irgendwelche anderen Ursachen bereits vorher war Zirkulation enthalten.

Eine Anwendung anderer Art wird von den Potentialstrémungen mit
Zirkulation in dei Lelre vom Tragfliigelauftrieb gemacht. Die Tragfliigel-
stromung Fig. 877 146t sich durch ,Uberlagerung® aus der ,gewéhnlichen
Potentialstrsmung“ Fig. 878 (ohne Zirkulation) und der zirkulatorischen
Stromung Fig. 879 darstellen; sie weist daher selbst ebenfalls eine Zirkulation
auf. Diese ist mit der Entstehung des Auftriebs aufs engste verkniipft;
auch ohne alle Rechnung sieht man leicht, dal die zirkulatorische Stromung
oben die Potentialstrémung nach Fig. 878 verstirkt, unten ihr entgegenwirkt.

Nach Bernoulli bedeutet das aber eine Druckverminderung oben und eine
Mtller-Pouillet I, 2. 11, Aufl. 68
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Druckvermehrung unten, d. h. einen Auftrieb. Kutta und Joukowski
fanden unabhiingig voneinander durch theoretische Rechnungen diese Kraft
genau proportional der Zirkulation I, und zwar ist sie fir die Lingen-
einheit = @ I'V, wo V die Relativgeschwindigkeit des Tragfliigels gegen die
Flissigkeit ist. Ein Beweis dieses Satzes wird in § 13, a gebracht werden.

Fig. 877.
——_

—
——

~

Fliigelstromung.

Fig. 878.

s Ygpma— Zirkulatorische Umstrémung
eines Fliigels.

Einfache Potentialstromung um
einen Fliigel,

Nach dem Thomsonschen Satz kann bei Bewegungen aus der Ruhe
heraus auch in einen mehrfach zusammenhdngenden Raum zuniichst keine
Zirkulation entstehen, denn im Ruhestand war die Zirkulation auf jeder Linie
gleich Null, und sie bleibt dann auch gleich Null. In Wirklichkeit entsteht
die Zirkulation in der Regel auf dem Wege iiber eine Trennungsfliche. Bei
dem Spiralgehiduse von Fig. 851, S. 1057 z. B. bildet sich beim Bewegungs-
beginn an der scharfen Kante bei K ein Wirbel von der Art der Fig. 858,
S. 1060 aus. Der Wirbel flieit spiter bei O ab, und nur seine Zirkulation
bleibt fir die Dauer der Stromung zuriick.

Fir die Bewegung eines Tragfliigels ergibt sich eine ganz dhnliche Losung.
Beim Bewegungsbeginn entsteht an der Hinterkante des Tragfliigels, die im
Fig. 880. Anfang gemiB Fig. 878 quer uberstromt wird, eine

Trennungsfliche nach Fig. 880. Spiter wandert der aus
W@) der Trennungsfliche entstandene Wirbel ab und lit an
dem Tragfliigel eine Zirkulation, die seiner eigenen ent-
gegengesetzt gleich ist, zuriick. (Die fliissigen Linien,
die den Tragfligel und den Wirbel zusammen umschlieBen, behalten dabei die
Zirkulation Null, wie es der Thomsonsche Satz verlangt.)

Anmerkung. Damit der Fligel den Raum zweifach zusammenhingend
macht, muB man ihn seitlich durch zwei parallele Winde begrenzen, oder man
mul annehmen, daB er nach beiden Seiten ins Unendliche reicht. Bei wirklichen
Tragfiigeln ist weder das eine noch das andere der KFall. Die Zirkulation um den
Fliigel, die auch hier vorhanden und zum Zustandekommen des Auftriebs not-
wendig ist, wird hier moglich durch eine Trennungsfliche von der bereits in § 7
ﬁeacbilderten Art mit transversalem Geschwindigkeitssprung, iiber die in § 13 von

ap. XII noch Naheres gesagt werden wird.

Anfahrt eines Fliigels.

Eine Zirkulation von derselben Art, wie beim Tragfliigel, entsteht auch
bei einem quer zur Achse angestrdomten rotierenden Kreiszylinder (und zwar
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durch Reibungswirkungen, vgl. Kap. XII, § 7), und erzeugt hier auf der Linge 1
eine Kraft quer zur Strémung gleich @ I" V, die hier auch ,Quertrieb“ ge-
nannt wird. Auch bei dreieckigen und viereckigen Prismen, die um ihre
Langsachse rotieren, sowie bei Kugeln usw., zeigt sich eine solche Kraft. Der
Sinn der Kraft ist dabei immer von der Seite, wo Drehung und Strémung
einander entgegenlaufen nach derjenigen, wo sie gleichlaufen, gerichtet. Diese
Erscheinung fithrt nach jhrem Entdecker Magnus (1852) den Namen
Magnuseffekt.

Das Verhalten kugelformiger Geschosse, die haufig beim Verlassen des
Laufes unheabsichtigte Rotationen um Querachsen erhalten und dadurch in
ihrer Flugbahn Seitenabweichungen ergeben, ist der Anlaf zum Studium
dieser Erscheinungsgruppe gewesen. Solche Seiten-
abweichungen lassen sich auch beim Fluge von ,ge-
schnittenen“ Tennis- und Golfbillen durch die Luft
beobachten; sie konnen sehr betrachtlich seine Neuer-
dings hat A. Flettner mit seinem Rotorschiff die Er-
scheinung im grollen zum Antrieb von Schiffen durch
den Wind angewandt, wobei an Stelle der Segel senk-
recht stehende schnell rotierende Zylinder verwendet
werden. Es empfiehlt sich dabei, an den Enden iber-
stehende Scheiben anzubringen (vgl. Fig. 881), da sonst
die nicht mit umlaufende Luft an den Zylinderenden in den Unterdruckraum
auf der Saugseite eindringt, und die Stromung dort teilweise zerstort.

Fig. 881.

Rotierender Zylinder.

Versuch: Ein von einem kleinen Elektromotor angetriebener rotierender
Zylinder befindet sich auf einem auf Schienen laufenden Wigelchen. Wird
der Zylinder mittels eines kleinen Schraubenventilators (Tisch-Ventilator) quer
zu den Schienen angeblasen, so liuft der Wagen auf den Schienen vorwirts.
‘Wendet man den Ventilator so, daB der Wind mit dem Geblise einen anderen
Winkel bildet, so kann man das Verhalten des Zylinder-
segels unter den verachiedenen Kursen studieren. Es
gelingt, den Wagoen unter spitzem Winkel gegen den
Wind fahren zu lassen. Bei Umkehrung der Dreh-
richtung lduft er in der entgegengesetzten Richtung. —
Ein mit wagerechter Achse in schnelle Rotation ver-
setzter leichter Zylinder fallt losgelassen nicht senkrecht
herunter, sondern fithrt einen flachen Gleitflug aus. Er
erleidet aufler dem Auftrieb (A) senkrecht zu seiner Q
Bahn einen Widerstand (W) in der Richtung der Bahn,
der aber im giinstigsten Falle (langlicher Zylinder mit Endscheiben) wesentlich
kleiner als der Auftrieb ist. Die Resultierende der beiden Krifte hilt dem
Gewicht des Zylinders das Gleichgewicht (vgl. Fig. 882) und verhindert so
sein Fallen.

Fig. 882.

§ 11. Drehende Bewegung einer reibungsfreien Fliissigkeit.
Wirbelfiden. Beim Studium der drehenden Bewegung einer homogenen

68*
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reibungsfreien Flissigkeit kann wieder der Thomsonsche Satz von der
Konstanz der Zirkulation lings einer flissigen Linie als Fiithrer dienen. Man
kann aus ihm und aus den geometrischen Eigenschaften des Drehungsvektors
(auch Wirbelvektor genannt) Sitze ableiten, die gewisse wichtige geometrische
und mechanische Zusammenhinge aufzeigen. Es sind dies die beriihmten
Helmholtzschen Sitze iiber Wirbelbewegungen, die dieser auf einem anderen
Wege, ausgehend von elektrodynamischen Vorstellungen gefunden hat!). Die
aus diesen Sitzen zu ziehenden Folgerungen werden aber nur dann einfach,
wenn das Gebiet der in Drehung befindlichen Flissigkeit fadenformige Gestalt
hat und die ibrige Fliissigkeit drehungsfrei ist. Man spricht in diesem Falle
von einem ,Wirbelfaden“, Die wichtigsten Sitze iiber Wirbelfiden lassen
sich bereits aus dem Verhalten der sie umgebenden Potentialstromung ableiten,
so daB hier ein niheres Eingehen auf die Mechanik der drehenden Fliissigkeit
entbehrt werden kann.

Bei der Behandlung der Potentialbewegung mit Zirkulation in § 10 — um
eine solche handelt es sich auch hier — ist bereits erwihnt worden, daf das
Gebiet dieser Potentialbewegung mehrfach zusammenhiingend ist, und daB die
Zirkulation fiir alle ohne Gebietsiiberschreitung ineinander iiberfithrbaren
Linien gleich grof sein muf. Das heifit, fiir den Wirbelfaden ausgesprochen,
daB dieser ringformig in sich geschlossen sein oder beiderseits bis an die
Grenzen der Flissigkeit reichen muB, und daB die Zirkulation um ihn in ein
und demselben Augenblick in allen Stellen denselben Betrag haben muS8.
Diese Eigenschaften, die einfach mit der geometrischen Struktur der Potential-
stromungen zusammenhingen, konnen auch so eingesehen
werden, daf man die in Fig. 883 angegebene geschlossene Linie
betrachtet. Die Linie ist so gewdhlt, da man sie durch
stetige Verinderung, ohne das Gebiet des Wirbelfadens zu be-

Fig. 883.

rithren, auf Null zusammenziehen kann; sie hat daher sicher
die Zirkulation Null. Sie besteht aber aus zwei Teilstiicken,
die in entgegengesetzter Richtung langs ein und derselben
Linie A B verlaufen und deren Beitrage sich daher gegenseitig

aufheben, und aus zwei weiteren Teilen, der Umkreisung des Wirbelfadens
bei A und der bei B. Diese letzteren Beitrige miissen daher, damit die
Summe Null gibt, auch entgegengesetzt gleich sein. Die Linie umkreist
bei A den Wirbelfaden im entgegengesetzten Sinn wie bei B, also muB
die gleichsinnig genommene Zirkulation an beiden Stellen gleich grof sein.
Wiirde der Wirbelfaden irgendwo in der Fliissigkeit aufhéren, so wiirde
man die eine der beiden Schleifen iiber das Ende des Wirbelfadens ab-
streifen konnen, wiahrend man die andere in ihrer den Wirbelfaden um-
schlingenden Lage lafit. Die erstere hitte dann ihre Zirkulation eingebiiBt,
die letztere hiitte sie behalten. Die ganze Linie hitte damit ihre Zirkulation
verindert, obwohl sie nur in einer Potentialbewegung verschoben worden ist.
Man sieht, daB dies unméglich ist. Es gilt daher der Satz: Ein Wirbel-

1) H.v. Helmholtz, Crelles Journ. 55, 25, 1858 — QOstwalds Klassiker Nr. 79.
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faden kann im Innern der Flissigkeit nirgends endigen und hat
iberall dieselbe Zirkulation. Zu dieser rein geometrischen Aussage
kommt die aus dem Thomsonschen Satz folgende dynamische Aussage hinzu,
daf die Zirkulation um den Wirbelfaden zeitlich ungedndert bleibt.
Betrachtet man das Verhalten von sehr kleinen geschlossenen fliissigen
Linien, deren Zirkulation, soweit sie im Potentialgebiet liegen, iiberall gleich
Null ist, soweit sie sich aber im Innern des Wirbelfadens befinden, im all-
gemeinen von Null verschieden ist, so folgt aus dem Thomsonschen Satz,
daB diese sich in der Zeit nicht andert. Hieraus folgt unmittelbar, daB der
Wirbelfaden dauernd aus denselben Flissigkeitsteilchen besteht.
Da der Impuls und die Knergie des eigentlichen Wirbelfadens klein sind
gegen die entsprechenden Betrige der Potentialbewegung um ihn herum, be-
bewegt sich der Wirbelfaden in der Hauptsache so, wie die Bewegung um ihn
herum es ihm vorschreibt (vgl. das untenstehende Beispiel a!). Allerdings kann
man die Dotentialbewegung geometrisch auf die Zirkulation um die Achse des
Wirbelfadens zuriickfiihren, was fiir Berechnungen meist bequem ist. Dann
erscheint die Bewegung jedes Wirbelfadenelements als verursacht von simt-
lichen iibrigen Wirbelfadenelementeu und die ganze Potentialbewegunyg als
durch den Wirbelfaden erzeugt. Dies ist aber nur als geometrische Beziehung
zu werten; energetisch ist die dullere Bewegung das iiberwiegend Bestimmende.
Die Kormeln fiir die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes aus der
geometrischen Anordnung der Wirbelfiden stimmen iibrigens vollstindig mit
den elektrodynamischen Beziehungen im Biot-Savartschen Gesetz iiberein.
Was dort der elektrische Leiter ist, ist hier der Wirbelfaden, der Stromstirke
entspricht die Zirkulation und dem Magnetfeld des Stromes das Ge-
schwindigkeitsfeld. Auch entspricht der Stromdichte die Drehungsintensitit.
Die Stromstirke ist wie die Zirkulation an allen Stellen des Leiters dieselbe,
die Stromdichte ist dann umngekehrt proportional dem Leiterquerschnitt.
Beim Wirbelfaden ist gemid dem Kleingedruckten von § 8 (mit sin ¢« = 1)
['= 2@ F; also gibt Verkleinerung von F' ein Anwachsen von @ und um-
gekehrt. Dies gilt auch zeitlich: Wird ein Teil des Wirbelfadens gestreckt,
so nimmt seine Winkelgeschwindigkeit @ umgekehrt proportional dem Quer-
schnitt zu. Die Linge eines Abschnitts des Wirbelfadens wichst dabei auch
umgekehrt proportional F, da ja das Volumen dasselbe bleibt. Also ver-
andert sich die Winkelgeschwindigkeit genau proportional der
Liange des Abschnitts. '
Dies ist im wesentlichen der Inhalt der Helmholtzschen Satze.
Beispiele: a) Gerade parallele Wirbelfiden in einer sonst drehungs-
freien Flissigkeit. Ein Wirbelfaden mit der Zirkulation (Wirbelstirke) I”
besitzt ein Geschwindigkeitsfeld um sich herum, wie es bei den Potential-
bewegungen mit Zirkulation in § 10 bereits besprochen ist. Die Geschwindig-
keit steht senkrecht auf der Wirbelachse und auf dem Radius (r), der von
der Wirbelachse zu dem Ort des Teilchens hingezogen ist, und hat den
Betrag I'/2mr. Sind mehrere Wirbelfiden vorhanden, so addieren sich die
einzelnen Geschwindigkeitsfelder und jeder Wirbelfaden nimmt selbst an der
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Bewegung teil, die die iibrigen an seinem Ort erzeugen. Bei zwei parallelen
Wirbelfiden ergibt sich so ein Kreisen der beiden Wirbelfiden um diejenige
Achse, in die die resultierande Kraft fallen wiirde, wenn an den Orten der
Wirbelachsen Krifte proportional der jeweiligen Wirbelstirke angebracht
wiirden; gleichgerichtete Krifte sind zu nehmen, wenn die Wirbel gleich-
sinnig drehen, und umgekehrt gerichtete, wenn die beiden Wirbel entgegen-
gesetzt drehen. In dem einen Falle liegt die Achse zwischen den Wirbelfiden,
im anderen auflerhalb. Fiir zwei entgegengesetzt umlaufende gleich starke
Wirbel (, Wirbelpaar“, entsprechend dem Kriftepaar) ergibt sich ein gerad-
liniges Fortwandern senkrecht zur Verbindungslinie mit der Geschwindigkeit
I'/J2nd, wenn d den Abstand der beiden Wirbelachsen bedeutet. Von einem
relativ zur ungestérten Flissigkeit ruhenden Besugssystem aus ergeben die
Stromlinien eines Wirbelpaares ein Bild entsprechend Fig. 884, von einem
mit den Wirbelachsen mitbewegten Bezugssystem dagegen das nach Fig. 885.
Fig. 884. Fig. 885.
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Stromlinien des Wirbelpaares; Stromlinien des Wirbelpaares; Bezugs-
ruhendes Bezugssystem. system mit den Wirbelkernen mitbewegt.

Das in dieser Figur schraffierte Gebiet verbleibt dauernd in der Umgebung
der Wirbelfiden. Werden diese in einem Gebiet gefirbter Fliissigkeit erzeugt
(vgl. unter d), so wandert ein Korper aus gefirbter Flissigkeit, entsprechend
dem schraffierten Gebiet in Fig. 885, in die ungefirbte Flissigkeit hinein.

Anmerkung: Damit die vorstehenden Beziehungen zutreffen, miissen die
parallelen Wirbelfaden theoretisch nach beiden Seiten ins Unendliche reichen, oder
sie miissen in einer von zwei parallelen Wanden senkrecht zu den Wirbelachsen
begrenaten Flissigkeit von einer Wand bis zur anderen reichen. Doch stéren im
letzteren Falle Reibungseinflisse an den Winden. Statt der Winde kann auch ein
Boden und eihe freie Sberﬂﬁche vorhanden sein.

b) Bei kreisformigen ,Wirbelringen® kommt durch die Krimmung
des Wirbelfadens eine zusitzliche Geschwindigkeit des Kortschreitens zu-
stande, die um so grifer ist, je konzentrierter der mit Drehung behaftete
Wirbelkern ist. (Diese Erscheinung kommt als Wirkung der benachbarten
Wirbelelemente richtig aus den Helmholtzschen (iesetzen heraus, man
kann sie aber auch dynamisch als Wirkung der Zugspannungen verstehen,
die durch Zentrifugalkrifte der umlaufenden Fliissigkeit in dem Wirbelring
geweckt werden und die den Wirbelring zu verkleinern trachten, vgl. die
Ausfiihrungen zum Kutta-Joukowskischen Satz in § 10.) Wegen der
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schnelleren Fortschreitungsgeschwindigkeit ist der mit dem Wirbelring
mitgefithrte Fliissigkeitskorper im Gegensatz zu Fig. 885 meist ringformig
(Rauchringe!). Zwei Wirbelringe mit gemeinsamer Achse, die sich im
gleichen Sinne bewegen, wirken so aufeinander ein, daB der vordere sich
erweitert, der hintere aber sich zusammenzieht; dadurch nimmt die Fort-
schreitungsgeschwindigkeit des vorderen ab, die des hinteren zu; der hintere
schliipft schlieBlich durch den vorderen hindurch, und es beginnt das Spiel
mit vertauschten Rollen von neuem. Zwei auf derselben Achse gegeneinander
bewegte gleiche Wirbelringe vergroBern bei ihrer Anniherung ihre Durch-
messer mit fortwihrend wachsender Geschwindigkeit, und verlangsamen dabei
ihre Bewegung so, daB sie nicht miteinander in Berithrung kommen. Da
sich die mittlere Ebene zwischen den beiden Wirbelringen hierbei wie eine
feste Wand verhilt, so gilt das gleiche von einem gegen eine Wand prallenden
Wirbelring.

¢) Die in § 6 besprochenen Trennungsflichen lassen sich auch als
flichenhafte Scharen von Wirbelfiden auffassen, wobei die Achsen der
Wirbelfaden senkrecht auf der Richtung des Vek-
tors des Geschwindigkeitssprunges stehen. Dal in
der Tat eine Reihe von parallelen Wirbelfaden eine —
Stromung ergibt, die in einigem Abstand von den TT L U .
Wirbelfiden der Strémung mit einer Trennungs- :@2'-_9‘_;@__‘@{_@__@‘(?—_ S
fliche entspricht, zeigt die schematische Fig. 886.

Umgekehrt sind Trennungsflichen labil und zerfallen
leicht in einzelne Wirbel, vgl. Fig. 856.

d) Die Erzeugung von Wirbeln mitsamt den zugehérigen zirkulatorischen
Potentialbewegungen erfolgt regelmiBig auf dem Wege iiber Trennungsflichen.
Alle Potentialbewegungen sind das Ergebnis von Druckwirkungen auf die
Flissigkeit, die von irgendwelchen Wand- bzw. Oberflichenteilen oder von
Korpern im Innern der Flissigkeit ausgeiibt werden. Zirkulatorische Be-
wegungen kommen vor allem dann vor, wenn eine Teilfliche im Innern der
Flissigkeit eine Zeitlang einen Druck erfahren hat, und der angrenzende Teil
nicht. Die Erzeugung eines Wirbelringes nach Fig. 860, bei der die Wand auBer-
halb des Loches einem von links her wirkenden Druck Widerstand leistet, der
Innenraum des Loches aber nicht, ist ein Beispiel davon. Ein anderes wichtiges
Beispiel liefert die Bewegung eines Flugzeugtragfliigels, bei der der von dem
Fligel iiberstrichene Flichenstreifen zeitweilig durch das Gewicht des Flug-
zeugs belastet worden ist, das Gebiet aulerhalb dieses Streifens aber keinen
Druck erfabren hat. Wie bereits im Anschluf an Fig.861 am Schlusse von
§ 6 angegeben, bilden sich aus der Trennungsfliche hinter dem Tragfliigel
zwei von den Fligelspitzen ausgehende Wirbel. An der Stelle, wo die Be-
wegung begonnen hat, wurde ein Wirbel gemiB Fig.880 erzeugt. > Dieser
»Anfahrwirbel und die seitlichen Wirbel bilden zusammen einen einzigen
(meist etwas diffusen) Wirbelfaden. Der Tragfliigel selbst mit seiner Zir-
kulation, die mit derjenigen um den Wirbelfaden genau iibereinstimmt,
schlieBt das ganze Gebilde zu einer Art von Wirbelring, von dem allerdings

Fig. 886.
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Wirbelschicht.
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ein Teilstiick durch einen festen Korper gebildet wird. Man darf die Sache
vom kinematischen Standpunkt aus so auffassen, daB ein Teilstiick des
Wirbelfadens im Innern des festen Korpers verlauft, nach aufBen hier nur
eine Potentialstrémung mit Zirkulation erzeugend: vom dynamischen Stand-
punkt ist allerdings festzustellen, daf fiir dieses Teilstiick des Wirbelfadens
wegen eeiner Kigenbewegung mit dem Korper der dynamische Helmholtzsche
Satz nicht gilt, und dal insbesondere von seinen Enden her den seitlichen
Wirbelfiden immer neue Fliissigkeitsteile zugefithrt werden. Das quantitative
Studium dieser Wirbelbewegungen hat wichtige Aufschliisse iitber das Ver-
halten der Tragfliigel geliefert, vgl. besonders Kap. XII, § 15 und 16.

§ 12. Impulssiitze fiir stationire Bewegungen. Die Impulssitze
der allgemeinen Mechanik, die unter dem Namen Schwerpunkts- und Flichen-
sitze sehr bekannt sind, finden eine eigenartige Anwendung auf die statio-
niren Bewegungen der Flissigkeiten, wie auch auf Bewegungen nicht statio-
nérer Art, deren zeitliche Mittelwerte als stationdre Bewegungen angesehen
werden konnen. Der Wert der Impulssitze besteht darin, dal sie nur Aus-
sagen iiber Zustinde an den Grenzflichen eines Gebietes enthalten, und
man deshalb aus ihnen auch Schliisse auf Vorginge ziehen kann, deren Eingel-
heiten man nicht vollstindig beherrscht.

Unter Impuls oder Bewegungsgrofle einer Masse versteht man das Produkt
aus Masse und Geschwindigkeit (der Impuls ist ein Vektor und hat daher
genau wie die Geschwindigkeit drei Komponenten). Es ist die zeitliche
Anderung des Impulses gleich der an der Masse angreifenden
resultierenden Kraft. In der Mechanik wird nun gezeigt, daf bei der
Summierung iiber alle Massen eines mechanischen Systems alle inneren Krafte
des Systems sich nach dem Prinzip von Aktion und Reaktion fortheben und
nur die &uleren (von nicht zum System gerechneten Massen herrithrenden)
Krifte ibrigbleiben.

Die Anderung der BewegungsgroBe einer irgendwie abgegrenzten
stationdr bewegten Fliissigkeitsmasse besteht nun allein darin, dal die
Grenzen der Flissigkeitsmasse sich durch die Bewegung verschieben: im
Innern ist jedes Fliissigkeitsteilchen an seinem Orte durch ein anderes ersetzt,
das seine Geschwindigkeit angenommen hat. Was an den Grenzen vor sich
geht, mag an einem Stromfaden gezeigt
werden. Es gehort zum Wesen unseres
Satzes, daB jede Teilmasse, die zum System

8 "*  gehort, auch bei ihm verbleibt und

A auch andere Teilmassen nicht neu hinzu-
kommen. Die zur Anwendung des Satzes

gezogenen Grenzflichen verschieben sich daher mit der Strémung, sie sind
»flissige Flichen“. Bei unserem Stromfaden verschwindet daher in der
Zeit dt bei 4 in Fig. 887 die Masse dm, — @ F4w,dt. Bei B tritt
die Masse dmy — @ Fpwpdt neu hinzu. Wegen der Kontinuitit ist
dm; = dmy = dm. Zur gesamten Impulsinderung liefert der Stromfaden bei

Fig. 887.

Wa
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dm
at “F
— @ Fywpg? (in der Richtung von wp), bei A ahnlich den negativen Beitrag

B in der Zeit d¢ den positiven Beitrag dm .wpg, in der Zeiteinheit also

— 'lr: wy = — @ Fqw,? (in der Richtung entgegengesetzt zu w,). Diese

auf die Zeiteinheit berechneten Impulsinderungen kénnen unmittelbar als
Krifte angesprochen werden, die durch die Flichen £y und F'g hindurch von
aullen auf die betrachtete Flissigkeitsmasse ausgeiibt werden. Will man
nicht die Krifte haben, die von auBen auf die Fliissigkeitsmasse ausgeiibt
werden, sondern die Gegenwirkung der Klissigkeit auf die Gefaliwinde, ihre
»Reaktion“, so braucht man nur in den obigen Beziehungen die Vorzeichen
umzukehren. Es entspricht also der Fliissigkeitsstromung in Kig. 887 bei A
eine Reaktion von der oben genannten GriBe in der Richtung der eintretenden
Stromung, bei B eine Reaktion entgegengesetzt der Richtung der aus-
tretenden Stromung.

Mit dieser Formulierung ist der Ubergang von der fliissigen Begrenzungs-
fliche der betrachteten Fliissigkeitsmasse zu einer ortsfesten Fliche vollzogen,
durch die hindurch die Impulsiénderungen (bzw. ihre Reaktionen) und die Driicke
iibertragen werden. Um die Impulssitze richtig anzuwenden, muB die fragliche
Flissigkeitsmasse zweckmiBig mit einer geschlossenen Fliche, der ,Kontroll-
fliche“, umgeben werden (diese ist in einigen der folgenden Figuren durch ----
kenntlich gemacht), und es miissen fiir alle ein- und austretenden Stromfiden
die vorstehenden Reaktionen gebildet werden. Die Reaktionskrifte miissen
dann nach den Regeln der Statik mit simtlichen an der Flissigkeit an-
greifenden auBeren Kraften ein Gleichgewichtssystem bilden, d. h. es muf
sowohl die Kriftesumme wie auch die Momentsumme der Krifte fir alle
Koordinatenachsen gleich Null sein. Sehr hiufig ist es iibrigens nur eine
Komponentengleichung, die bei den speziellen Aufgaben interessiert.

Anmerkung: Im Falle nicht stationirer Bewegungen kommt noch ein
weiterer Beitrag hinzu, der von der Impulsinderung im Innern der Flissigkeit
herrithrt. Wenn, wie hiufig bei turbulenten Bewegungen, die nicht stationire Be-
wegung einen gleichbleibenden Mittelwert der Bewegungsgrole besitzt, so heben
sich die Beitrige des Fliissigkeitsinnern im Mittel weg und es lassen sich deshalb die
Impulssitze wie bei stationaren Bewegungen an-
wenden, nur muB bei der Bildung der Mittelwerte
in der Kontrollfliche mit Vorsicht vorgegangen
werden, vgl. § 14.

Beispiele: a) Reaktion einer durch
einen gekrimmten Kanal stréomenden
Flissigkeit. Die Fliissigkeit stréme (vgl.
Fig. 888) mit einer Geschwindigkeit w, und
einem Drucke p, ein, dann ist nach dem oben
Auseinandergesetzten der Impulstransport
durch die Flache F, = ¢ F, w}; er ist gleich-
bedeutend mit einer von der einstrémenden
Flissigkeit in ihrer Richtung ausgeiibten Kraft. Dazu kommt noch eine Druck-
kraft in der gleichen Richtung gleich p, ;. Eine entsprechende Kraft
Fy(o w? + p,) findet man am Ausstromungsende des Kanals, hier entgegen-

Fig. 888.
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gesetzt der Geschwindigkeit (also immer nach dem Innern der Kontrollfliche
gerichtet!). Durch die Resultante der beiden Krifte ist die in Wirklichkeit
durch Druckkrifte an der Wand erzeugte Kraftwirkung des Fliissigkeits~
stromes auf den Kanal gefunden.

b) Reaktion ausflieBender Strahlen. Ein Strahl, der durch eine
Offnung aus einem Raume mit dem Drucke p, in einen Raum mit dem Drucke py
ausstromt, fithrt mit sich einen sekundlichen Impuls von der GréBe J = @ Fyw3,
2(P, — pa)

0

wo F, der Strahlquerschnitt ist; mit w — (vgl. §4,b) wird

J = 2F,(p, — p,), also gleich dem Zweifachen der Kraft, die von dem Druck-
unterschied p, — p, auf einen Kolben von der GroBe des Strahlquerschnitts aus-
geiibt wiirde. Da dieser Impuls ein Aquivalent in der Druckverteilung haben

Fig. 889.

Kig. 890.

SBegnersches Wasserrad. Borda-Miindung.

muB, folgt hieraus, daB durch den Wegfall des Uberdrucks auf die Offnung
und die Druckabsenkung in deren Umgebung infolge der Zustrémung zur
Offnung zusammen ein Ausfall an Wandungsdruck gegeniiber dem ge-
schlossenen Gefill entsprechend dem zweifachen Strahlquerschnitt entsteht.
Dieser Druckausfall macht sich als Riickdruck, als ,Reaktion des ausflieBenden
Strahles“ bemerkbar. Diese Reaktion lalBt sich unschwer nachweisen, wenn
man ein Gefdl mit seitlicher Offnung auf einen leicht beweglichen Wagen
stellt. Das Gefal setzt sich dann in der dem ausfliefenden Strahl entgegen-
gesetzten Richtung in Bewegung. Ein verwandter Versuch ist der mit dem
»Segnerschen Wasserrad“ (Fig. 889), der nach dem Vorstehenden keiner
besonderen Erklirung mehr bedarf. Mit Hilfe des ausflieBenden Wassers
kann hier ein Gewicht geboben werden, wie in der Figur, oder es kann eine
andere Arbeit verrichtet werden. Solche Segnerschen Wasserrader sind
frither auch im groBen gebaut worden.

In einem besonderen Falle, nimlich dem der ,Bordaschen Miindung*
(vgl. Fig.890), 1ibt sich aus der Gréfe des Impulses die sogenannte Kon-
traktionsziffer, das ist das Verhiltnis des Strahlquerschnitts zum Lochquer-
schnitt bestimmen. Da niémlich hier auf allen Wandflichen, deren Druck-
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crifte Komponenten in der Strahlrichtung besitzen, der volle Uberdruck
rerrscht, muB der Wegfall des Uberdrucks im Mindungsquerschnitt F dem
Strahlimpuls gleich sein, also F(p; — p;) = 2 F,(p, — p,) oder F,: F =1/,

c) Plotzliche Erweiterung. Tritt ein Klissigkeitsstrom mit der
Jeschwindigkeit w, aus einem zylindrischen Rohrstiick in ein weiteres, eben-
‘alls zylindrisches Rohr ein, so wird der

Fig. 891.
Strahl sich, weil er labil ist (vgl. §6), , '
nit der umgebenden Flissigkeit ver- — I —— T
mischen und nach der Vermischung un- =g{——— :f;j&»(

gefihr gleichformig mit einer mittleren F, P,
Jeschwindigkeit w, abstromen. Der
[mpulssatz erlaubt hier die mit der Ver-
mischung verbundene Drucksteigerung p, — p, zu berechnen, ohne daB die
Einzelheiten des Vermischungsvorganges bekannt wiren. Es ist fir die
in Fig. 891 gezeichnete Kontrollfliche, von der nur die beiden Stirnflichen
Beitrige zu den Kriften liefern,

dm

dt

Plétzliche Erweiterung.

(0, — wy) = Fy(pg—p1)
>der mit ‘f;: = o Fyw,: _

Py — 1 = Q wy(w, — wy).
Bei einer allméhlich erweiterten Réhre wire nach der Druckgleichung p; — p,
= 1/, 0 (w2 — w,?); durch die plotzliche Erweiterung ist demnach ein Druck-
verlust py — p, entstanden, der, wie leicht nachzupriifen, die GroBe 1/5 @ (w0, — wj)?
hat. Da diese Formel mit der fiir den Verlust an kinetischer Energie beim
unelastischen Stof fester Korper iibereinstimmt, hat man vielfach von einem
sStoBverlust bei der plotzlichen Erweiterung gesprochen, obwohl hier
keineswegs ein StoBvorgang vorliegt. Das mit dem StoBvorgang Gemeinsame
liegt lediglich darin, daB hier wie dort eine Vermischung der Geschwindig-
keiten eintritt.

d) Schwebenderhalten von schweren Kérpern in Luft. Um in
ruhender Luft eine Last schwebend zu erhalten, ist es notig, fortwihrend
immer neue Luftmassen nach abwirts zu beschleunigen. Ist w die erteilte
Endgeschwindigkeit, die der Einfachheit halber als gleichférmig angesehen
dm
T
80 ist, wenn nennenswerte Druckunterschiede in den nach abwirts bewegten
Massen nicht verbleiben, die erzielte Kraft gleich dem Impuls: P = Mw.
Diese Betrachtung trifft z. B. auf eine frei schwebende Hubschraube mit
groBer Anniherung zu, wenn die Hubschraube geniigend weit vom Boden
entfernt ist. Dann bildet sich ein senkrecht nach unten gerichteter Luft-
strahl aus, der den Impuls Mw enthilt. Der Luftstrahl wird sich bei hin-
reichend groBem Wege mit ruhender Luft aus der Umgebung vermischen und
dadurch verlangsamen. Der Impuls bleibt dabei aber ungeindert, da die
bewegte Masse entsprechend vergrofert ist. Der Strahl iibertrigt schlieSlich

werden mag, und M die in der Zeiteinheit in Bewegung gesetzte Masse,
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durch Aufprallen auf den Erdboden, wobei er seinen Impuls verliert, das
Gewicht der Hubschraube als Druckkraft auf den Boden.

Beim Flugzeug werden die abwiirts bewegten Massen durch das in der
Luft zuriickbleibende Wirbelsystem (vgl. § 11) gebildet. Doch spielt hier auch
ein Druckfeld eine Rolle, und die Verhiltnisse liegen daher verwickelter. Es
kommt hier auf die Gestalt der Kontrollfliche an, ob man das Aquivalent
des Auftriebs als Impuls oder als Druck bekommt. Auch hier ergibt sich
am Erdboden unter dem Flugzeug eine Druckvermehrung, durch die das
Gewicht des Flugzeugs auf den Erdboden ibertragen wird.

§13. Weitere Beispiele zu den Impulssiitzen. a) Schaufelgitter.
Satz von Kutta und Joukowski. Um die Wechselwirkung zwischen den
Schaufeln einer Turbine oder den
Fligeln eines Propellers usw. mit der
an ihnen vorbeistromenden Flissig-
keit zu studieren, pflegt man zu-
nichst den einfacheren Kall des aus
lauter gleich grofen, parallel zuein-
ander eingestellten unendlich langen
Schaufeln bestehenden ,Schaufel-
gitters® zu betrachten. Hier liefern
die Impulssitze fiir die zur Gitter-
ebene parallelen und fir die dazu

Fig. 892.

senkrechten Kraftkomponenten zu-
sammen mit der Bernoullischen
Gleichung und der Kontinuitits-
gleichung sehr wertvolle Aufschliisse
iber die Schaufelkrifte im Zu-
sammenhang mit den Strémungs-
geschwindigkeiten. Fig. 892 stellt
ein solches Schaufelgitter mit der
Stromung dar, wie sie einem relativ
zu den Schaufeln ruhenden Beob-
achter erscheinen. Das abgebildete
Schaufelgitter entspricht einem Pro-
peller; das einer Turbine zeigt um-
gekehrte Wolbung der Schaufeln, und
die Kraftkomponenten haben die um-
gekebrte Richtung; die folgende Rechnung gilt aber fiir beide Verwendungs-
arten. Die Geschwindigkeitskomponente parallel und senkrecht zu dem
Schaufelgitter heiBe 4 und v, die entsprechenden Krifte auf die Lingeneinheit
einer Schaufel X und Y (positiv in den in Fig. 892 angegebenen Richtungen).
Der Index 1 bezieht sich auf den Eintritt, der Index 2 auf den Austritt.

Der Impulssatz macht von dem Umstand Gebrauch, da — Potential-
bewegung vorausgesetzt — in einigem Abstand vor und hinter dem Schaufel-

Fliigelreihe.
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gitter die Geschwindigkeit je praktisch konstant ist. Was zwischen den
Schaufeln passiert, braucht dabei nicht naher bekannt zu sein, wenn nur
_ sicher ist, daB sich dort keine groben Wirbel ausbilden (was bei unzweck-
mibiger Form der Schaufeln vorkommen kann). Zunachst liefert, mit
a = Schaufelabstand, die Kontinuitit
Q@ =va = va

(¢ — sekundliche Fliissigkeitsmenge zwischen je zwei Schaufeln in einer
Schicht von der Dicke 1 parallel zur Schaufelachse). Es ist also v; = v,!
Wir schreiben daher von jetzt ab fiir beide Werte einfach v. Die Bernoulli-
sche Gleichung gibt, mit w? (result. Geschw.) = u? -}- 13:

»n+ (2, (%32 4 %) = py+ g‘ (ug? 4 ?)
oder

Pg— P = g (U2 —ug?) - - v oo 0

Fir den Impulssatz bilden wir eine Kontrollfliche, deren Grundrif aus zwei
gleichgelegenen Stromlinien, die um eine Schaufelteilung auseinander liegen,
und aus zwei Geraden von der Linge a parallel der Gitterebene besteht
(punktierte Linie in Fig.892). Die Hohe sdmtlicher Flichen sei = 1. Durch
die beiden Stromlinienflichen strémt nichts hindurch, und wegen ihrer iiber-
einstimmenden Eigenschaften herrscht auf ihnen auch die gleiche Druck-
verteilung; sie tragen daher weder zum Impuls, noch zu der Resultierenden
aus den Druckkriften etwas bei. Es sind also nur die Beitrige der Flichen
parallel der Gitterebene zu berechnen. Die sekundlich durchstrémende Masse
ist == @ ¢ = @av, man erhilt also

X=040av(u—ug) s + + +« v v oo (2)

Y=a(p,—p)+0 v (3)
Es ist niitzlich, in diese Formeln die Zirkulation um eine Schaufel einzufiihren.
Wir benutzen fiir ihre Berechnung wieder die punktierte Linie und stellen
zunichst fest, dal die beiden Stromlinien in entgegengesetzter Richtung
durchfahren werden und daher entgegengesetzt gleiche Beitrige liefern. Die
beiden geraden Stiicke liefern aber au, und — au,, also wird

P=au—up) s+ oo vveen (4)

Wenn man Gl. (1) beriicksichtigt und beachtet, dab

2 — ug? = (4 — ug). (4, + %)

ist, so ergibt sich also aus (2) und (3):

X = Q Fv o v« v v v v vt v v o0 (d)
Y=o r" 42_ Yoo (6)

. . U+ uy .
Die Proportion Y: X = g Y besagt, wie durch Betrachtung der ent-

sprechenden ihnlichen Dreiecke in Fig. 892 leicht ersichtlich ist, daB die
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Resultierende ausf X und Y senkrecht steht zu der aus und v ge-

Ut U
2
bildeten resultierenden Geschwindigkeit. Nennt man die resultierende Kraft R

und die resultierende Mittelgeschwindigkeit w,,, so wird auBerdem

wie aus (5) oder (6) mittels dhnlicher Dreiecke leicht folgt.

Von Gl (7) soll nun noch ein besonderer Gebrauch gemacht werden.
Liaft man den Abstand a zwischen je zwei benachbarten Schaufeln immer
mehr wachsen, wihrend man I’ — a(u,; — ;) konstant hilt, so wird die
Differenz %, — #uy, immer kleiner und kleiner. In der Grenze fir a — oo
wird sie Null, und die Geschwindigkeiten vor und hinter der einen Schaufel, die
im Endlichen iibrigbleibt, stimmen dann in geniigender Entfernung von ihr
iberein, und fir die resultierende Mittelgeschwindigkeit w,, laBt sich jetzt
auch w., setzen, was die ungestorte Geschwindigkeit im Unendlichen bedeutet.
Durch einen Wechsel im Bezugssystem erhilt man eine mit einer (Geschwindig-
keit vom Betrage w. bewegte Schaufel in einer im Unendlichen ruhenden
Flissigkeit. Sei die Geschwindigkeit mit ¥V bezeichnet, so ergibt sich nach
G1.(7) pro Lingeneinheit eine Kraft von der GroBe

R=polV
senkrecht zu V. Fiir ein Stiick der Schaufel oder Tragfliche von der Linge !
erhilt man daher eine Kraft (,Quertrieb“ oder ,Auftrieb“, Bezeichnung A)

vom Betrage A=olVi. ... (8)

Dies ist der Satz von Kutta und Joukowski. Er liBt sich natiirlich auch
auf andere Art beweisen; Joukowski hat ihn z. B. dadurch abgeleitet, daB
er den Impulssatz fir eine Kontrollfliche anwendet, die aus einem Kreis-
zylinder mit sehr grofem Radius um die Tragflichenachse als Zylinderachse
besteht. Man bekommt hierbei die Hilfte von A als Impuls, die andere als
Resultierende von Druckkriften. Dieser Satz ist vor allem dadurch wichtig,
daB er die zu einem gegebenen Auftrieb gehorige Zirkulation, durch die die
Wirbel hinter der Tragfliche bestimmt sind, kennen lehrt.

b) Impulsmomente; Eulerscher Turbinensatz. Entsprechend den
Momenten von Kriften in der Statik kann man auch Momente von Impulsen
bilden, und es gilt auch hier ein dem Schwerpunkts-
satz analoger Satz: ,Die zeitliche Anderung des
Impulsmoments ist gleich dem resultierenden
Moment der Kriafte.“ Dieser Satz fiihrt auch den
Namen ,allgemeiner Flichensatz“, vgl. 8. 695. Fur
stationdre Fliissigkeitsstromungen geht er wieder
analog dem fritheren iiber in den Satz vom Gleich-
gewicht der Momente der &ulleren Krafte und der
»Reaktionen“ der Flussigkeit.

Als Beispiel mag die Ableitung der Eulerschen Turbinengleichung ge-
geben werden. Durch eine Turbine, Fig. 893, stréme eine sekundliche Wasser-
masse M. Die absolute Eintrittsgeschwindigkeit sei w;, ihr Winkel mit der

Fig. 893.
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Bewegungsrichtung des Rades f,, der Eintrittsradius r,; das Wasser stromt
durch das sich drehende Rad in einer durch die Schaufeln gendhert vorgegebenen
Richtung. Die relative Austrittsgeschwindigkeit im Radius 7, setzt sich mit
der dortigen Umfangsgeschwindigkeit des Rades zur absoluten Austritts-
geschwindigkeit w, mit der Richtung @, zusammen, dann ist, gleichviel, was
im Innern des Rades vor sich geht, das Drehmoment, das vom Wasser auf
die Turbine ausgeiibt wird, gleich
M (w, 7y c08 By — wyryco8 fy).

Die giinstigsten Arbeitsverhéltnisse ergeben sich dann, wenn der Austritt
in radialer Richtung erfolgt, also cosf; = 0 ist (weil dann die verlorene
kinetische Energie des austretenden Wassers am kleinsten ist. Die Arbeits-
leistung fiir diesen giinstigsten Fall erhilt man als Produkt des Drehmoments
mit der Winkelgeschwindigkeit @ des Rades, zu I, = Mr, @ w, cos f3;.

Anmerkung. Wendet man denselben Satz auf eine kreisende Fliissigkeits-
bewegung an, in ger sich kein Turbinenrad befindet, so ergibt sich offenbar

wy Ty €08 By = wqTqycos Py
oder, wenn simtliche Winkel g klein genug sind, daB cosp = 1 gesetzt werden

darf, wr = const, ein Resultat, das auf einem anderen Wege schon in §5, b er-
halten worden ist.

§14. TImpulssatz fiir Stromungen mit Geschwindigkeitsschwan-
kungen. In vielen praktischen Anwendungen kommt es vor, dall in einem
der Stromung angehorigen Gebiet die Geschwindigkeit betrichtlichen und
meist unregelmiBigen Schwankungen unterworfen ist, dabei aber iiberall ein
von dem gewihlten Zeitintervall unabhéingiger zeitlicher Mittelwert der Ge-
schwindigkeit angebbar ist. Die Mittelwerte an den verschiedenen Orten
stellen dann in ihrer Gesamtheit wieder eine stationire Bewegung dar;
man spricht dabei von einer schwankenden (,turbulenten*), aber ,in
Mittelwerten stationdren“ Bewegung. Der in § 12, ¢ behandelte
Vorgang ist ein Beispiel hierfiir. Bezeichnet man die Mittelwerte der Ge-
schwindigkeitskomponenten mit %, ¥, w und die augenblicklichen Abweichungen
von den Mittelwerten mit «',v’,w’, so daB also die wirklichen Geschwindig-
keiton: u = % + u/, v = ®+ ¢/, w = w -+ w' sind, so sind die Mittelwerte
von «/, ¥ und w' definitionsgemal = 0; fiir Mittelwerte' von Quadraten und
Produkten von «', ¢/, w’ gilt das aber nicht.

Bei der Anwendung des Impulssatzes auf solche Bewegungen geniigt es
nun nicht, wenn der Impulssatz auf die stationire Mittelbewegung angewandt
wird, sondern es mull der Mittelwert aus den einzelnen, durch die feststehende
Kontrollfliche hindurchgetragenen Impulsen (oder Reaktionen) gebildet werden.
Dies soll hier fiir zwei Falle ausgefithrt werden:

1. X;Komponente des Impulses fiir ein Stiick der Kontrollfliche, das auf
der X-Achse senkrecht steht. In einem Zeitabschnitt d¢ tritt durch die Flichen-
einheit die Masse @ ud?; sie fihrt mit sich die X-Komponente der Geschwindig-
keit = w, also ist der Impuls fir dt =— @ u?dt. Die Summem;irkung iber

eine lingere Zeit T ist, auf die Sekunde gerechnet, — —;—Igu’dt, oder

0
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kitrzer geschrieben, wobei Mittelbildung durch {berstreichen angedeutet wird,
= ou? Nunist == (04 w')? = W+ 2uu + w2 Bei der Bildung des
Mittels von u2 ist zu beachten, dal % schon das Mittel von u darstellt und
das Mittel von ' = 0 ist. Daher wird

oud = @W - ou? - - . o 1)
Es kommt also zu dem Impuls der stationiren Mittelhewegung (o %#3) noch
der aus dem Mittelwert des Quadrats der Schwankung resultierende Impuls
hinzu (als Reaktion gerechnet mit der Richtung von aullen nach innen, wie
immer, also wie ein zusitzlicher Druck wirkend).

2. X-Komponente des Impulses fir ein Stiick der Kontrollfliche, das auf der
Y-Achse senkrecht steht. Die in der Zeit d¢ durch die Flacheneinheit tretende
Masse ist hier gvdi; die X-Komponente des Geschwindigkeitsvektors ist
wieder u, so daB also der hindurchgetragene X-Impuls — guwvd{ ist. Die
Mittelwertbildung liefert hier den Impuls firr die Sekunde — guwv. Mit

w—=u-+u und v = ¢4 ist wo = uo -+ wd + wo + we oder wegen
Nullwerdens der Mittelglieder
' Quv = 9E5+91(101 ............ (2)

Auch hier kommt also zu dem Impuls der stationdren Mittelbewegung (o uv)
ein Beitrag durch die Schwankung hinzu. Der Mittelwert des Produkts von
w' und ¢’ braucht ndmlich nicht zu verschwinden, da z. B. positive Werte
von %’ iiberwiegend mit positiven Werten von ¢/ und negative von u’ iiber-
wiegend mit negativen von ¢’ zusammentreffen konnen, wodurch beidemal
iiberwiegend positive Produkte entstehen. Bei entgegengesetztem Zusammen-
treffen (positive «' mit negativen ¢/, und umgekehrt) iiberwiegen die negativen
Produkte. Die Kraft, die als Reaktion von @u’¢' auf der Flicheneinheit
auftritt, ist eine X-Kraft an einer Fliche | Y, also eine Schubspannung
(vgl. Kap. VII, § 5).

3. Es ist noch zu untersuchen, ob die Fliissigkeitsmasse im Innern der
Kontrollfliche Beitrage liefert. Man sieht aber leicht, dal die zeitlichen
Anderungen der Geschwindigkeit an ein und demselben Orte, wenn diese sich
im Mittel nicht dndern soll, eben starke positive wie negative Beitrige ent-
halten missen, so dafl im zeitlichen Mittelwert das Innere nichts beitrigt.
Alles in allem zeigt sich also, dal bei im Mittelwert stationiren Bewegungen
aus den Geschwindigkeitsschwankungen Impulsbetrige resultieren, deren
Mittelwerte Spannungen von dhulicher Art darstellen, wie sie in stark zihen
Flassigkeiten (vgl. Kap. XII, § 1) auftreten. Anwendungen von diesen Uber-
legungen werden in dem Abschnitt iiber turbulente Strémungen (§4 von
Kap. XII) gemacht werden.

§15. Stromung mit erheblichen Volumeniéinderungen. Druck-
fortpflanzung, Schallgeschwindigkeit. Im folgenden sollen iiber die
Stromungen eines (iases oder Dampfes mit wesentlichen Volumeninderungen
einige grundsitzliche Dinge mitgeteilt werden. GemidB dem in der Vor-
bemerkung zu diesem Kapitel Gesagten kommen Strémungen mit erheblichen
Volumeninderungen einerseits vor, wenn es sich um grofe Hshenerstreckung
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handelt, andererseits, wenn die Geschwindigkeiten sehr grof sind. Eine Be-
handlung der Stromungen der ersteren Art, die in das Gebiet der dynamischen
Meteorologie gehoren, mag hier unterbleiben, da die diesbeziiglichen Unter-
suchungen noch nicht sehr zahlreich und auch wenig charakteristisch sind.
Es wird sich also hier lediglich um das Gebiet der groSen Geschwindigkeiten
handeln. Diesbeziigliche Aufgaben treten einerseits bei maschinentechnischen
Anwendungen, z. B. bei Dampfturbinen, andererseits auch bei der Bewegung
von Geschossen auf, ferner auch bei Flugzengpropellern, die ebenfalls sehr
hohe Geschwindigkeiten aufweisen.

Fir die besondere Art der Stromungen mit hohen Geschwindigkeiten
spielt die Geschwindigkeit eine besondere Rolle, mit der sich irgendwelche
Druckénderungen in einer Gasmasse fortpflanzen. Deshalb sei zunichst
dieser Fortpflanzungsvorgang niaher betrachtet.

Der Betrachtung der Druckfortpflanzung wird folgender einfache Fall
zugrunde gelegt. In einer ruhenden Gasmasse, die in einem weiten Rohr
eingeschlossen sein moge, werde durch geeignete Bewegung eines Stempels
eine Drucksteigerung erzeugt, die sich in der in Fig. 894 angedeuteten Weise
in die ruhende Gasmasse hinein fortpflanzen soll.

Es sei dabei angenommen, da die Druckverteilung ohne Anderung ihrer
Gestalt mit der konstanten Geschwindigkeit ¢ nach rechts weiterriickt. Da
das Gas hierbei zusammengedriickt wird, muf der Teil, iiber den der
Druckanstieg bereits hinweggegangen ist, eine Ge- Fig. 894.
schwindigkeit w nach rechts hin besitzen. Fir die g
Rechnung sei angenommen, da8 die Drucksteigerung PR rp_
P, —po klein gegen den Druck p, sei, dann wird l ; ’
auch die Dichteinderung 0, — @, klein, ebenso wird
auch w klein, wie sich aus dem Folgenden noch ergibt. “:I “i\ 3 -

i
Druckwelle im Rohr.

Uber die Vorgange in dem Ubergangsgebiet von -
der Breite b (vgl. Fig.894) lassen sich nun zweierlei
Aussagen machen:

1. betreffend die Kontinuitit: Wahrend das Gebiet b itber eine Stelle
hiniberriickt, steigt dort die Dichte vom Werte @, auf @,. Die zugehorige
Zeit ist T = b/c. Die in der Zeiteinheit!) erfolgende Massenzunahme im
Ubergangsgebiet ist danach gleich dem Volumen des Gebietes F'.b mal der
0—0

T

Dichtigkeitszunahme in der Zeiteinheit ®, also = F' (@, — @o).¢. Diese

Massenzunahme wird bewirkt durch die von dem verdichteten Gebiet her in
der Zeiteinheit zuflieBende Masse @, F'w, es ergibt sich also

010 = (03— Qg)C =+ + + -+ e 1)

2. der Satz: Masse mal Beschleunigung — resultierende Kraft gibt die
folgende Aussage. Innerhalb des Ubergangsgebiets nimmt die Geschwindig-
keit in der Zeit T von O bis w zu, die mittlere Beschleunigung ist also

1) Man wahlt fir diese Uberlegung zweckmilig eine Zeiteinheit, die klein
egen die Zeit v ist. Da im Endergebnis die Zeit v nicht mehr vorkommt, be-
geutet dies keine Einschrénkung der Ableitung.
Millor-Pouillet I, 2. 11, Aufl. 69
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': = '%- Die jeweils zu beschleunigende Masse ist @p, F', wo @,n die mitt-
lere Dichte ist. Die resultierende Kraft ist F'(p, — p,), also ergibt sich die
dynamische Beziehung

QmWC == Py —Pg + ¢ o o e e 2)
In Gl (1) dirrfen wir links nachtriglich g, durch @, ersetzen, ochne einen
groBeren Fohler zu begehen, als er schon in den bisher gemachten Ver-
nachlissigungen liegt. Dividiert man jetzt (2) durch (1), so wird nach Weg-
hebung von @, w:

8 — P1— Do,
01— Qo
Der Ausdruck auf der rechten Seite hingt aber nur vom Kompressionsgesetz
des Stoffes ab, wir schreiben fiir ihn den Differentialquotienten 35 und
erhalten so
=9 NE))

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir Druckinderungen wird also unter der
Annahme kleiner Druckinderungen unabhingig von der Gré8e der Druck-
inderung und von der Breite des Ubergangsgebietes, und ist nur von dem
Kompressionsgesetz des Stoffes abhingig. Deshalb kénnen auch beliebige
positive und negative kleine Druckinderungen aufeinanderfolgen, ohne sich
gegenseitig zu storen. Da der Schall aus solchen Folgen positiver und nega-
tiver Druckinderungen besteht, die nach obigem mit der Geschwindigkeit ¢
weiterlaufen, nennt man ¢ die Schallgeschwindigkeit.

Fiir Gase gilt nach dem Adiabatengesetz (vgl. Kap. X, § 6) p = const . @,

also
ap p
- = x.comst. Q¥ = uxn " ,
de ¢ [
- P 1 . . .
mit g = %Fo.ﬁ“ﬂ (hier 9o = Normaldichte beim Normaldruck p, und

bei 0°C) wird daher

c::‘/u&(IA—ocﬁ)............ (4)
Qo

Die Schallgeschwindigkeit ist also bei ein und demselben Gase lediglich mit der

Temperatur verinderlich. Fiir mittelfeuchte Luft ist V% z ® = 334 m/sec in
0 .

guter Ubereinstimmung mit beobachteten Schallgeschwindigkeiten.

Der fir uns wichtige Fall der Druckfortpflanzuug in einer strémenden
Flussigkeit 1a6t sich dadurch auf den hier betrachteten Fall zuriickfiihren,
da man ein mit der Fliissigkeit mitbewegtes Bezugssystem verwendet. Daraus
folgt, daB die Druckfortpflanzung relativ zu der Flissigkeit mit der Ge-
schwindigkeit ¢ erfolgt. Relativ zu einem Raum, in dem die Flissigkeit mit
der Geschwindigkeit w, stromt, erfolgt die Fortpflanzung stromabwirts mit
der Geschwindigkeit ¢ + w,, stromaufwirts mit der Geschwindigkeit ¢ — w,.
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Man sieht leicht, da in dem Falle, daB w gréBer als ¢ ist, stromaufwirts
iiberhaupt keine Fortpflanzung von Druckianderungen stattfindet. Daher zeigen
die Gase und Dimpfe bei Stromungsgeschwindigkeiten, die die Schall-
geschwindigkeit iibersteigen, ein von dem gewshnlichen wesentlich verschiedenes
Verhalten.

Anmerkung. Eine endliche Druckﬁuderung 1aBt sich als”eine Folge von
vielen kleinen Druckénderungen auffassen. Nach Gl. (2) ist an den Orten hoheren
Druckes eine ungefdhr dem Druckunterschied proportionale Geschwindigkeit in
der Fortpflanzungsrichtung vorhanden (umgekehrt an Orten tieferen Druckes eine
in der entgegengesetzten Richtung). Nach der vorangehenden Darlegung ist dann
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der auf eine Verdichtung folgenden weiteren
Verdichtung = ¢+ w, also groller; entsprechend die einer weiteren Verdiinnung
kleiner, so dal man also schlieBen muB, daB starke Verdichtungen mit mehr als
Schallgeschwindigkeit fortgepflanzt werden, starke Verdiinnungen mit weniger als
Schallgeschwindi%keit. Die exakte Theorie dieser Erscheinungen von B.Riemann?)
bestitigt diese Uberlegung.

§ 16. Stationiire Stromungen bei erheblichen Volumeniinderungen.
Hier gilt fiir einen Stromfaden die verallgemeinerte Bernoullische Gleichung

[GL (3b) von § 3]. Bei Vernachlissigung der Schwere lautet diese, wenn wie
in diesem ganzen Kapitel von Reibung abgesehen wird: )

w?
P+2=co‘ngt=PlA.... ...... (1)

Die Druckfunktion P = j gf ist dabei fiir die adiabatische Zustandsinderung

1
zu nehmen, die allein hier in Betracht kommt. Mit ¢ = o, - (1—1:—)" wird durch
1

Auswertung des Integrals —

*x P1 P\«
P— R4 v> ........... @)
x—1 o1\p

Ist p, der Druck, bei dem w — 0 ist, also z. B. bei Ausfluvorgingen der
Druck im Kessel, so wird

. x—1
w=V§(I>l“_'p)—_-]/u2_"l%i[1—(£> ; ] e

Man sieht leicht, daB die Geschwindigkeit, die sich beim Expandieren des
Gases bis in das duBerste Vakuum ergibt, endlich ist. Sie entspricht p == 0
in Gl (3) und ist also

Firr Luft von gewdhnlicher Temperatur (rund 15°C) und Atmosphérendruck
als Ausgangszustand gibt dies, wenn in kg und m gerechnet wird:

2.1,4056 10330 .
VW. «0»;1-2—5 = 756 m/s.
Die Kontinuitit liefert fir die stationire Stromung einer zusammen-
driickbaren Flussigkeit (vgl. S. 1046):
Fow —CONSt. - - - e e e e e e e - (8)
1) Vgl.z.B. B.Riemann und H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen
der mathematischen Physik, Bd. 2, S. 507, 5. Aufi. Braunschweig 1913.
69*
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lings des Stromfadens. Der Verlauf des Stromfadenquerschnitts F' mit dem
Druck p 1Bt sich durch folgende Uberlegung im Anschiuf an Gl (8) und (5)
klarmachen: Wenn man mit p — p, beginnt, so ist zunichst w = 0 und
daher F — oc. Wenn p nun abnimmt, so wichst w allmihlich an, ohne
daB g sich vorerst viel dndert, also muB F abnehmen. Ist jedoch p bereits sehr
klein geworden, so ndhert sich w dém Betrage ®wmax, #ndert sich also nicht
mehr viel, ¢ nimmt aber mit unbegrenzt abnehmendem p ebenfalls unbegrenzt
ab, also muB F in diesem Gebiet zunehmen und gegen oo streben.

Zwischen dem Gebiet, wo F' abnahm, und dem, wo es zunimmt, muf
offenbar ein Minimum von F liegen; es liegt da, wo die verhiltnismiBige Zu-

nahme der Geschwindigkeit %’f geradeso groB ist wie die verhiltnismiBige

Abnahme der Dichte — dég - Die Nachrechnung zeigt nun, dal dieses Mini-
mum gerade da liegt, wo die Stromungsgeschwindigkeit gleich der zu diesem
Zustand gehorigen Schallgeschwindigkeit ist. Wegen der erfolgten adiaba-
tischen "Abkithlung ist diese Schallgeschwindigkeit nicht die des Anfangs-
zustandes, sondern entsprechend der niedrigeren Temperatur kleiner (bei Luft
von gewdhnlicher Temperatur im Ausgangszustand rund 300 m/sec). Die
eben erwihnte Beziehung 1iBt sich auch ohne alle Rechnung aus der
Betrachtung des vorigen Paragraphen erschliefen. Betrachtet man nimlich
den in Fig. 894 dargestellten Vorgang von einem Bezugssystem aus, das sich
mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts hin fortbewegt, so erscheint das Gas
dort, wo es in Ruhe ist, als mit der Geschwindigkeit ¢ von rechts nach links
stromend, und die Druckwelle bleibt an ihrem Orte stehen. Von diesem
Bezugssystem aus hat man also eine stationire Stromung von der Besonder-
heit, daB ein Druckunterschied in einer Strémung ohne Querschnittsinderung
des Stromfadens besteht. Das ist aber auch gerade die kennzeichnende Eigen-
schaft der Stelle in unserem Stromfaden, wo der Querschnitt ein Minimum
hat, also dort weder zunimmt noch abnimmt.

Nach Uberschreitung des Minimums ist die Geschwindigkeit somit gréBer
als die Schallgeschwindigkeit. In einer solchen Strémung nimmt nach obigem
bei Druckabnahme, also Geschwindigkeitszunahme, der Querschnitt zu (statt
abzunehmen, wie es bei volumenbestindigen

1;'1;. 805. Flassigkeiten der Fall wire); bei Druck-
9 4 zunahme (Geschwindigkeitsabnahme) nimmt

-—— er ab. Hieraus resultiert ein stark von dem

Z Gewohnten verschiedenes Verhalten solcher

Lavaldiise. Stromungen. Ein regelmiGiges Anwachsen der

Geschwindigkeit bis zu dem aus der Druck-
gleichung sich ergebenden Kndwert ist, wenn dieser Endwert groBer ist als
die Schallgeschwindigkeit, nur dann méglich, wenn die Rohre, in der die
Strémung erfolgt, sich zuerst verengt und hinterher sich um einen genau
bestimmten Betrag wieder erweitert (De Lavalsche Dampfdiise, vgl. Fig. 895).
Ist die Erweiterung stirker oder schwicher, so stellt sich in der Miindung
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ein anderer Druck als der auBerhalb der Mindung vorhandene ein, namlich
jener, der zu der Krweiterung gehort. Dieser geht dann auBerhalb der Diise
in charakteristischen Schwingungen in den AuBendruck iiber.

Bei einer einfachen Offnung ohne Krweiterung kann sich, sobald der
Gegendruck klein genug ist, um Uberschallgeschwindigkeit zu erzeugen, in

Fig. 898,

Wellen mit ausflieBender Druckluft.

der Offnung selbst nur noch derjenige Druck einstellen, der einer Stromungs-
geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit eutspricht (bei Luft und
anderen zweiatomigen Gasen rund 0,53 des Druckes des ruhenden Gases).
Die Ausflufmenge ist dann von dem Gegendruck gauz unabhingig. Aufler-
halb der Miindung erweitert sich der Querschnitt des Gasstrahles, und zwar
durch Tragheitswirkung so stark, daf in seinem Innern Unterdruck entsteht.
Infolge des Unterdruckes wird die Stromung dann wieder konvergent und
verdichtet sich wieder ungefahr auf den Miindungsdruck, worauf das Spiel
von neuein beginnt. Fig.8967) zeigt eine Aufnahme eines solchen Luftstrahles
von E. Mach3) mit der Toplerschen Schlierenmethode.

Die quantitative Berechnung der Gas- und Dampfstromung durch
Offnungen und Diisen ist ausfithrlich in Band III, 1 behandelt, so daB
hier darauf verwiesen werden kann (Kap. XXII,

S. 961 bis 979). Fig. 897.

Eine andere Erscheinungsgruppe muB hier noch
erwihnt werden: Kine momentane punktformige
Stérung an einer Stelle A (Fig. 897) breitet sich in
einer gleichformigen Gasstromung in Korm einer
Kugelwelle aus, deren Mittelpunkt mit der Stromungs-
geschwindigkeit weiterwandert. Eine andauernde
Stérung im Punkte 4, wie sie etwa durch ein dort
befindliches kleines Hindernis dargestellt wiirde, kann Druckwelle, w < ¢,
als Aufeinanderfolge von momentanen Stérungen auf-

gefalt werden. Wenn die Stromungsgeschwindigkeit w kleiner ist als die
Schallgeschwindigkeit ¢, ergibt sich eine Ausbreitung der Wirkung des

1) Die Fig. 896 bis 898 und 900 sind mit freundl. Krlaubnis des Verlages
Gustav Fischer (Jena) den Abhandlungen des Verfassers: ,Uber Gasbewegung®
im Handworterbuch der Naturwissenschaften, Bd. 1V, entnommen.

9) E. Mach, Sitzungsber. d. Wien. Akad. Ila 98, 1303, 1689 und 108, 1025,
1897; vgl auch R. Emden, Ann. d. Phys. u. Chem. (3) 69, 264 u. 426, 1599 und
L. Prandtl, Physik. Zeitschr. 8, 23, 1907.
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Hindernisses nach allen Richtungen hin, wennschon in verschiedenen Rich-
tungen mit verschiedener 'Stirke. Ist aber die Stromungsgeschwindigkeit
groBer als die Schallgeschwindigkeit, so erfiillen alle Kugelwellen nur
einen Kegel hinter dem Punkte A (vgl. Fig. 898). Der Raum vor
dem Kegel bleibt villig frei von jeder Einwirkung des Hindernisses.
Fir die Bewegung eines Korpers (z. B. eines Geschosses) durch eine ruhende
Gasmasse gelten ganz entsprechende Beziehungen. Im Falle, da8 die Gescho8-
geschwindigkeit gréBer ist als die Schall-
Fig. 898. geschwindigkeit, erstreckt sich die Wirkung
nur auf einen Kegel entsprechend Fig. 898
[E. Mach]?).

Der Winkel an der Kegelspitze ergibt
sich folgendermaBen: Im Verlauf einer kleinen
Zeit T ist eine punktformige Storung zu
einer Kugel vom Radius c¢.t angewachsen,
deren Mittelpunkt hat sich um w.t entfernt;
der Kegel beriihrt die Kugel, also ist

c.T 4

Druckwellen, w0 > c. S o == w.t = w (6)

Man nennt & den Machschen Winkel.

Die Schlierenbilder, die man von mit Uberschallgeschwindigkeit bewegten
Geschossen erbilt [vgl. Fig. 899, die von C. Cranz stammt]?), lassen sich in
ihren Hauptziigen so verstehen: Aus dem Winkel der Kopfwelle 18t sich

die GeschoBigeschwindigkeit ziemlich

Iig. 899. genau berechnen, wenn man die

weiter von dem Gescho8 entfernten
Teile dieser Welle benutzt. Ganz
nahe am GeschoB sind die Druck-
unterschiede so grofl, daB hier die
Kopfwelle sich mit Uberschall-
geschwindigkeit fortpflanzt und da-
her der Winkel o gréfer ist. Auch
bei Diisenstromungen kann man
solche schrigen Wellen beobachten,
wenn die Diissenwinde Unebenheiten
aufweisen. Fig. 900, ebenfalls mit
der Toplerschen Schlierenmethode

Schlierenbild eines fiiegenden Infanterfe-
geschosses nach Cranz.

gewonnen, zeigt eine solche Stromung; an der Abnahme des Machschen
Winkels von links nach rechts ist deutlich die von links nach rechts zu-
nehmende Geschwindigkeit zu erkennen.

1) E. Mach, Sitzungsber. d. Wien. Akad. Ila, 95, 164, 1887; 98, 1310, 1889;
105, 605, 1896.

%) Nach C. Cranz, Lehrb. d. Ballistik 2, 4561. Mit freundl. Erlaubnis des
Verlages Julius Springer, Berlin 1926.
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Auf weitere Einzelheiten soll hier mit Riicksicht auf die schon erwihnte
ausfithrliche Darstellung unter Einbeziehung der thermodynamischen Be-
ziehungen in Band 1II, 1 (Kap. XXII, § 9 bis 16) nicht eingegangen werden.

Fig. 900.

Schlierenbild der Strédmung durch eine erweiterte Diise vach Prandtl

§ 17. Wellen auf einer freien Fliissigkeitsoberfliche. Vernach-
lassigt man, wie meist zulissig, die Masse der von der Flissigkeit mit in
Bewegung gesetzten Luftteile gegeniiber der der Fliissigkeit, so ist die Be-
dingung fir die freie Oberfliche einfach die, daB dort der Druck gleich dem
Luftdruck posein muB. Durch Beobachtung weil man, dal bei der einfachsten
Wellenbewegung die einzelnen 'Teilchen der Wasseroberfliche angenihert
Kreisbahnen beschreiben. Von einem Bezugssystem aus, das sich mit der
Fortschreitungsgeschwindigkeit der Wellenberge und -tiler mit den Wellen
mithewegt, ergibt sich offenbar eine statio-
nire Strémung, auf die die Bernoulli-
sche Gleichung angewandt werden kann,
vgl. Fig. 901, Ist die Fortschreitungs-
geschwindigkeit der Wellen = ¢, der

Fig. 901.

Wellenbewegung.
Radius des Bahnkreises eines an der
Oberfliche gelegenen Teilchens — r und die Umlaufszeit — T', also die
27y
Geschwindigkeit auf dem Kreise = T) , 80 wird in dem genannten Bezugs-

system die Stromungsgeschwindigkeit

2 2
auf dem Wellenberg w, — ¢ — ;r, im Wellental wg = ¢+ —an-
Der Hohenunterschied ist h = 2r, also gilt wegen der Druckgleichheit
w2 — 0,2 == 2gh = 49r.
Die Ausrechnung der linken Seite gibt Smcr T. Damit wird
a7
c = - e 4 v o s e s e w s e e s e (1)

und r fillt heraus, d. h. die Wellengeschwindigkeit hangt von der Hohe der
Wellenberge nicht ab. Wenn nicht die Schwingungszeit I', sondern die
Wellenlinge A gegeben ist, so ist noch die Beziehung zu benutzen, daf bei
dem Fortschreiten der Wellenberge und -taler mit der GGeschwindigkeit ¢ zum
Durchschreiten einer Wellenlinge gerade die Schwingungszeit verbraucht
wird, also
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Durch Wegschaffen von T aus (1) und (2) ergibt sich

Iin Gegensatz zu den Schallwellen ergibt sich also bei den Wasserwellen eine
starke Abhingigkeit der Wellengeschwindigkeit von der Wellenlinge. Lange
Wellen laufen schneller
als die kurzen. Die
Woellen konnen sich, ohne
sich wesentlich zu stéren,
gegenseitig iiberlagern.
Kurze Wellen werden
von den langen auf den
Riicken genommen, aber
sie bleiben dabei gegen diese zuriick. Die Stromlinien der Wellenbewegung
in einem relativ zum ungestorten Wasser ruhenden Bezugsystem zeigt Fig. 902.

Anmerkung: Die genauere Theorie ergibt, daB Formel (3) nur fiir flache
Wellen gilt. hier unabhéngig von der Wellenhohe; bei hohen Wellen ist die
Wellengeschwindigkeit jedoch etwas groBer. Dort sind auch die Bahuoen der
Wasserteilchen nicht mehr geschlussen, sondern das Wasser kommt im Wellenberg
mehr vorwirts, als es im Wellental wieder zuriickschwingt, vgl. die Nebenfigur
rechts von Fig.902. Es findet also in der Welle ein Wassertransport statt.

Von der Geschwindigkeit, mit der die Wellenkopfe fortschreiten, hier
Wellengeschwindigkeit (c) genannt, ist wohl zu unterscheiden die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit einer Wellengruppe, die sogenannte Gruppen-
geschwindigkeit ¢*. Man studiert diese Aufgabe am bequemsten durch
Uberlagerung zweier Wellen mit gleicher Amplitude, aber ein wenig ver-
schiedener Wellenlinge. Die Betrachtung, die nicht nur fir Wasserwellen,
sondern ganz allgemein fiir Wellen gilt, deren Wellengeschwindigkeit von der
Woellenlinge abhingt. die also eine ,Dispersion“ haben, geht von einer ein-
fachen Sinuswelle

Fig. 902.

Stromlinien der Wellenbewegung.

y = Asin(uz — vi)

aus. Wird 2 um 2—; vermehrt, oder { um 2:-:, so nimmt der Sinus denselben

Wert wie vorher an, also ist 4 = 277‘ die Wellenliinge und 7' = 2; die

Schwingungszeit. Fir px — vt = const, also x = const + : t ist das
Argument des Sinus zeitlich konstant, also auch y zeitlich konstant, was so viel

heiBt, dal die ganze Wellenform sich mit der Geschwindigkeit ¢ = Y nach

rechts verschiebt. Wir iiberlagern damit eine zweite Welle 3’ von derselben
Amplitude, aber etwas geindertem yu und v, das wir mit g’ und 7’ bezeichnen,
also y' = Asin(u'x — v't), dann gibt

y+y = A[sin(uz—vt)+ sin(u' z — V't)]
das Resultat der Uberlagerung an. An den Stellen, wo beide Schwingungen
gleichsinnig wirken, wird die Amplitude = 2 A, an denjenigen Stellen, wo sie
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sich entgegenwirken, wird sie = 0; dieser Vorgang wird als eine Schwebung
bezeichnet. Durch Anwendung der bekannten Formel

sino -+ sin 8 = 2 sin ﬁ:;—ﬁ cos o_c_;ﬁ
wird hier

. ’ ’ ’
y+y'=2Asin<“-‘2—v&x—yi-vt -cos(fi “I—th)-
In dieser Formel stellt der Faktor sin (...) eine Welle mit dem Mittelwert

von g und @' bzw. v und v’ dar, der Faktor 2 A cos (...), der sich bei kleinem
w—u' und v—7' nur langsam

#ndert, kann als verdnderliche Ampli- Fig. 903.

tude angesprochen werden, vgl. - ] \|
Fig. 903. Die ,Wellengruppe®* ist A A

da zu Ende, wo der Kosinus = 0 ist. Schwebung.

Die Fortschreitungsgeschwindigkeit
dieser Stelle, die Gruppengeschwindigkeit c*, ist also gemaB dem Friiheren

—a)
= —Zv—_ ::, oder fiir lange Gruppen (langsame Schwebung) genau genug

av
= 2,
c* = Fm
Fiir Wasserwellen wird nun gema Gl. (1)
—2%_ 9,
- r T ¢’
nach Gl. (3) ist aber . -
— 19t _ 19
[ St Vu '
daher ist
v=Ygu,
also ist B
dv 1 g 1
* — V=T 0.
¢ _d“»,_2‘/y 20 (4)

Die Wellengruppen pflanzen sich also mit der Geschwindigkeit 1/g¢ fort oder,
anders gesagt, in der Gruppe laufen die Wellenképfe mit der doppelten
Gesohwindigkeit der Gruppenfortpflanzung; es bilden sich immer am hinteren
Ende der Gruppe neue Wellen und verschwinden am vorderen Ende wieder.
Bei den Wellen, die ein in ruhiges Wasser geworfener Stein hervorbringt, ist
dies sehr gut zu beobachten.

Sind zwei Flussigkeiten von verschiedenem Gewicht ibereinander-
geschichtet, so kann die Grenzfliche ebenfalls Wellenbewegungen ausfithren.
Strémt die obere Fliissigkeit mit einer Geschwindigkeit w, iber die untere
hinweg, so sind nur die lingeren Wellen stabil, die kiirzeren sind &hnlich
labil, wie dies in § 6 fiilr die Bewegung zweier Fliissigkeitsstrome lings einer
Trennungsschicht gezeigt worden ist. Dies filhrt dann gegebenenfalls zu
einer Vermischung der beiden Flissigkeiten in der Zwischenzone, wodurch
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wieder Stabilitit der Stromung eintritt. Mit dem Anwachsen der Geschwindig-
keit 0, verschiebt sich die Grenze zwischen Labilitit und Stabilitit nach den
groferen Wellenlingen. Fiir die Bewegung von Luft iiber einer Wasserfliche
gilt Entsprechendes, nur dal statt einer Vermischung ein Uberschlagen
(Schdumen) der Wellen eintritt. Zu jeder Windstirke gehért eine groBte
‘Wellenlinge, auf die der Wind labilisierend, also verstirkend einwirkt. Die
Amplituden der lingeren Wellen werden nicht vom Wind verstirkt, diese
treten daher gewdhnlich gar nicht in Erscheinung. Zwischen zwei Luft-
schichten verschiedener Dichte, wie sie in der Atmosphire vorkommeu, sind
auch Wellen der erwihnten Art méglich, die manchmal durch Wolken-
bildungen sichtbar werden (Helmholtzsche Luftwogen).

Die im vorstehenden angegebenen Formeln gelten fiir Wellen in tiefem
Wasser. Die Beziehungen éndern sich, wenn die Wassertiefe klein gegen die
Wellenlinge wird. Bei Wassertiefen gleich einer halben Wellenlinge sind
dabei die bisherigen Formeln noch geniigend genau. Fiir sehr kleine Tiefen,
oder aber fiir sehr groBe Wellenlinge, wo die Wasserteile an der Oberfliche
im wesentlichen wagerecht hin und her gehen mit im Vergleich dazu sehr
miibigen Hebungen und Senkungen, muB eine andere Rechnung Platz greifen.

Man kann sie ganz analog derjenigen aus-
Fig. 004. fihren, die in §15 fir die Schallwellen

— c
T e~ angegeben worden ist. Es werde an-

]
R ;, ~ genommen, dal sich ein ,Schwall®, in dem
! h die Wasserhohe iiber dem ebenen Grund
Schwall auf der Wasseroberfliche, VoD h; auf h, ansteigt, mit einer Geschwindig-
keit ¢ nach rechts hin fortpflanze, vgl
Fig.904. Vor der Ankunft des Schwalls sei das Wasser in Rube, nach Er-
héhung des Wasserspiegels habe es die Geschwindigkeit w nach rechts hin.

Die Kontinuitit erfordert

b ==

hgw = (h,—hl)c ............ (5)

Die dynamische Gleichung kann unmittelbar aus § 15 entnommen werden,
wenn man p, — p; = ¥ (hg — Iy) setzt. Dies darf man, wenn es sich um
einen sehr flachen Schwall handelt, bei dem die vertikalen Beschleunigungen
vernachlissigt werden konnen. In diesem Falle darf man auch fir Ay und A,,
wo sgie als Faktor auftreten, einen Mittelwert einfithren, ohne die Ungenauig-
keit zu vergréBern gegeniiber der, die durch die erste Vernachlissigung schon
begangen wurde. Aus Gl. (2) von § 15 wird dann (mit y = @g)

we=g(hg—h)- -+ v ... (8)
In beiden Gleichungen ergibt sich w proportional (kg — h,). Dividiert man
beide Gleichungen durcheinander, so bleibt

A=gh .+ .. e (D
tibrig. Durch aufeinander folgende positive und negative Schwalle ergeben

sich auch hier Wellen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit solcher Wellen
ergibt sich gemiB Gl (7) von der Gestalt der Welle unabhingig (also
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ebenso wie bei den Schallwellen keine Dispersion). Flache Wellen schreiten
also mit der Geschwindigkeit ¢ = Vg—h fort.

Diese Wellen- und Schwallgeschwindigkeit macht sich bei der Art
des FlieSens des Wassers in einem FluBlauf in &hnlicher Weise bemerkbar
wie die Schallgeschwindigkeit bei Gasstrémungen. Ist die Strémungs-
geschwindigkeit kleiner als die Schwallgeschwindigkeit, dann macht sich ein
Stau im FluB (durch ein Wehr oder dergleichen) fluBaufwirts durch eine
Spiegelhebung geltend; ist die Strdmungsgeschwindigkeit aber gréfer als
die Geschwindigkeit kleiner Schwalle, so stellt sich am Wehr oder etwas
davor ein stationdrer endlich hoher Schwall ein (ein ,Wassersprung®);
stromaufwirts von diesem ist aber der Lauf des Wassers in keiner Weise
durch den Stau beeinfluft. Irgendwelche Unebenheiten am Rande des
Gerinnes geben zu kleinen schrigen Schwallen AnlaB, die den in § 16 er-
wahnten schrigen Schallwellen sehr #hnlich sind. Man hat die beiden
Bewegungsarten eines Wassergerinnes mit Stromungsgeschwindigkeit kleiner
oder gréfer als Wellengeschwindigkeit ,Stromen“ und ,SchieBen“ ge-
nannt.

Rechnet man fir eine gegebene Stromungsmenge @, fir die Breiten-
einheit die zu wachsenden Geschwindigkeiten gehorigen Wassertiefen aus, so
ergibt sich folgendes (vgl. Fig. 905): Die Spiegelsenkung vom ruhenden
Spiegel aus ist h = 225 - Die zum Durch- Fig. 905.

e e

flu der Menge @, in der Einheit der
Breite notige ortliche Wassertiefe ist

Q

a = ~w‘ ; der Abstand des zugehorigen Ge-

rinnepunktes unter dem ruhenden Spiegel

ist danach Uberstromen iiber einen Wehrriicken.

— _w @
g=h+a = 2;+‘w.

Labt man nun w alle Werte von 0 bis oo durchlaufen, so beginnt #
wegen des zweiten Gliedes mit oo und geht wegen des ersten Gliedes wieder
auf oo zuriick. Dazwischen muB also ein Minimum liegen, geradeso wie bei
dem Stromfadenquerschnitt einer Gasstrémung in § 16. Fir dieses Minimum
ergibt sich durch Differenzieren:

damit

Damit ist aber w = Vga, d.h. gleich der Schwallgeschwindigkeit der Wasser-
tiefe a! Diese Rechnung ergibt also folgendes: Stromt Wasser iiber einen
flachen Wehrriicken, so ist iiber der héchsten Stelle des Wehres die Wasser-
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tiefe a = 9/; der Tiefe # des Wehrriickens unter dem ruhenden Spiegel, und

die Geschwindigkeit ist dort V%ge. Die Durchflubmenge ist daher

2 2
Q,=aw=§z‘/~3—-gz R S (8)

Unterhalb des Wehrriickens hat man schieBende Bewegung, die meist auf dem
Wege tiber einen Wassersprung wieder in die stromende iibergeht.

Bei stirker gekriimmten Wehren darf man nicht mehr die Annahme
machen, daB im ganzen Querschnitt die gleiche Strémungsgeschwindigkeit
herrsche, die qualitativen Beziehungen bleiben aber dieselben wie hier, vgl.
auch § 9 des nichsten Kapitels.



Zwolttes Kapitel.
Stromende Bewegung der Fliissigkeiten und Gase. II.

Bewegung z#her Fliissigkeiten; Turbulenz; Widerstinde;
’ technische Anwendungen.

§ 1. Zihigkeit (innere Reibung). Alle wirklichen Fliissigkeiten be-
sitzen eine gewisse ,Zihigkeit“, die sich durch innere Reibung bei der Form-
anderung #ulert. Besonders zihe Fliissigkeiten sind z. B. Honig, Glycerin,
dicke Ole u. a. m. Zum Verstindnis des Wesens der Ziahigkeit sei zunachst
folgendes einfache Beispiel betrachtet: Von zwei parallelen Platten, zwischen
denen sich Fliissigkeit befindet, bewege sich
die eine mit der Geschwindigkeit V in ihrer
Ebene, wihrend die andere in Ruhe ist .
(vgl. Fig.906). Unter der Wirkung der
Reibung stellt sich dann in der Flissigkeit
ein solcher Bewegungszustand ein, daB die
unmittelbar an den Platten befindlichen Schichten dieselbe Geschwindigkeit
haben wie die Platten (an den Platten ,haften“), die zwischenliegenden
Schichten aber mit Geschwindigkeiten %, die dem Abstand von der ruhenden
Platte proportional sind, iibereinander weggleiten:

Fig. 908.

w—=v.2.
a

Die Fliissigkeitsreibung dulert sich dabei durch eine Kraft, die der Bewegung
der oberen Platte Widerstand leistet und die fir die Flacheneinheit der Platte

die Grofle T — u- :7 hat. In etwas allgemeinerer Formulierung ist die bei

dem Ubereinanderweggleiten erzeugte Schubspannung
du
r:Xy:yd;............. (1)

(Das Symbol X, soll die X-Kraft pro Flacheneinheit auf einem Flichenstiick
bedeuten, dessen &uBere Normale parallel zur Y-Achse ist.) Die Gréfe u
heit Koeftizient der Fliissigkeitsreibung oder ZahigkeitsmaB, auch -
kurz Zihigkeit?).

1) Die Bezeichnung u ist bei den Hydrodynamikern iiblich, nach dem Vorbild
englischer Forscher. Die Physiker bezeichnen die Zihigkeit meist mit 7 (Dimen-
sion im CGS-System = gom™! s-1).
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Die Kenntnis dieser Tatsache geniigt bereits, um einige einfache Fille
zu behandeln, bei denen die Bewegung ebenfalls in einem einfachen Uber-
einanderweggleiten von Schichten besteht (sogenannte ,Laminarbewegung*,
von lamina — Schicht). Hierher gehort die Bewegung einer reibenden (zihen)
Flissigkeit in einem geraden Rohr von Kreisquerschnitt. Der Druckunter-
schied p, — p, bewirkt an einem zylindrischen Fliissigkeitskérper vom Radius y
(Fig. 907) eine Kraft (p, — p,) 7 y2; die Gegenkraft besteht aus der Reibung

Fig. 907.

auf der Mantelfliche 2w yl, die pro Flicheneinheit — %, im ganzen also
= 2mylvist. Durch Gleichsetzen beider Krifte ergibt sich

—p=Pr P Yy
T=" 5 ) 2)

Aus Gl (1) ergibt sich Z—“ =7 ; durch Integration wird hieraus, wenn man

gleich noch die Integrationskonstante so bestimmt, daf die &uBerste Fliissig-
keitsschicht an der Rohrwand haftet, also in Rubhe ist,

=0T gL
w=br -y ®
(r = Rohrradius). Die DurchfluBmenge ld8t sich nun auch berechnen.
Es ist
r
— Tt TR
Q—j‘21tydyu_8‘L . - (4)

0
Diese Formel ist fiir die Erkenntnis des Reibungsgesetzes von grundlegender
Bedeutung gewesen, da sie sich durch den Versuch mit groBer Genauigkeit
nachpriifen labt; sie ergibt auch die besten Bestimmungen des Zahigkeits-
maBes . Ihr Ergebnis, daB die Durchflubmenge dem Druckgefille aut die
Léngeneinheit und der vierten Potenz des Rohrhalbmessers proportional ist,
wurde von G. Hagen 1839 durch Versuche festgestellt2). Es wurde unab-
hingig davon noch ein zweites Mal von Poiseuille gefunden3). Gewohnlich
wird es nach seinem zweiten Entdecker benannt, da die Veroffentlichung von
Hagen, der Ingenieur war, in Physikerkreisen anscheinend unbeachtet blieb.
Es ist aber richtiger, es wenigstens ,Hagen-Poiseuillesches* Gesetz zu
nennen ). Es sei hier schon bemerkt, daB das Hagen-Poiseuillesche

1 Mlnnlulchen, da 7 hier entgagengesetzt wirkt als im ersten Beispiel.
’; G. Hagen, Poggendorffs Annalen 48, 423, 1839.

Poiseuille, C i 11, 1840; 12, 1841; Mem des Savants étrangers 9,
&Dxele Ehrenrettnng verdankt man Wolfg Ostwald, Kolloid-Zeitsc r
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Gesetz nur in engen Rohrchen bei allen praktisch erreichbaren Geschwindig-
keiten zutrifft. In weiteren Rohren tritt bei den groBeren Geschwindigkeiten
ein anderes Gesetz an seine Stelle. Diese Abweichung riihrt indes keineswegs
von einer Ungenauigkeit des Reibungsgesetzes her, dieses, sowie die Tatsache
des Haftens an der Wand ist vielmehr durch Versuche mit engen Rohren bei
den meisten Fliissigkeiten mit aller Genauigkeit bestatigt.

Anmerkung: Nach der Auffassung der kinetischen Gastheorie ist die
Zahigkeit als ein Vorgang von Impuleaustausch henachbarter verschieden schneller
Fliissigkeitsschichten, hervorgerufen durch die Eigenbewegung der Molekeln, an-
zusehen. Der Geschwindigkeitsausgleich benachbarter Schichten ist danach als
eine Art Ditlusionsvorgang (Diffusion von Impuls) anzusehen, und nach den im
vorigen Kapitel (§ 14, 2). abgeleiteten Beziehungen zu beurteilen. — In hoch-
verdiinnten Gasen, wo die ,freie Weglinge* nicht mehr vernachlissigbar klein
gegen die GefaBabmessungen ijst, hat man eine scheinbare Gleitung an der Wand
estgestellt, die dadurch zustande kommt, daB die aus der stromenden Flissigkeit
kommenden Molekeln im Mittel eine endliche Geschwindigkeitskomponente parallel
der Wand mitbringen, wihrend die von der Wand zuriickprallenden eine regellose
Verteilun% mit der mittleren Tangentialkomponente Null aufweisen. Der Mittel-
wert der Tangentialgeschwindigkeit aller Teilchen ist dadurch von Null verschieden.
Bei Gasen von gewohnlichen Drucken, und noch mebr bei tropfbaren Flissigkeiten,
ist die freie Weglange so klein, dal diese Erscheinung unmerklich wirdg. Eine
echte Gleitung scheint gemil neueren Beobachtungen iiber Abweichungen vom
Hagen-Poiseuilleschen Gesetz bei gewissen Schmierélen vorzukommen. Diese
ist durch eine einigermalBen regelmifige Reflexion der sehr groSen Molekeln an
der Wand (im Geg:,ncatz zu der ganz regellosen bei kleinen, in die molekularen
Unebenheiten der Wand eindringenden Molekeln) zu erkliren 1).

Die allgemeine Theorie der Flussigkeitsreibung lehrt, da8 durch die
Forménderung der einzelnen Flissigkeitselemente Spannungen von éhnlicher
Art entstehen wie bei den elastischen Korpern, nur mit dem Unterschied, daB
diese Spannungen npicht den Forménderungen, sondern den Formanderungs-
geschwindigkeiten proportional sind. Die Formeln fir die neun Spannungs-
komponenten (je drei auf den drei zu den Koordinatenachsen senkrechten
Flichen) lauten demnach gemiB den Lehren der Elastizitatstheorie: ’

ou : ou 0
I:—_Zpax Xy:: Y’=“(3j+ag)
0y 0¥ ., _ (0v  ow s
Yy =265, Y"“""“(a‘;*‘a’;) (3)
0 ’ dw 0
Z=2u5, Z=X=u(g;+7)

Haben diese Spannungen an allen Stellen eines Gebiets denselben Wert (wie
o8 bei affiner Forminderung des Gebiets der Fall ist), so halten sie sich
ohne weiteres gegenseitig das Gleichgewicht. Sind sie aber (bei allgemeinerer
Art der Forminderung) von Ort zu Ort verschieden, so entstehen durch die
ortliche Verschiedenheit im allgemeinen Krifte, die, auf die Volumeneinheit
bezogen, die Komponenten X' ¥’ Z’' haben mégen. Nach den in der Elasti-
zitdtstheorie entwickelten Lehren ist

¢ X, 0X X
P JOE Y e
X_bz+by+oz (6)
und entsprechend fiir Y’ und Z'.

1) Miindliche Mitteilung von v. Karmén,
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Durch Einsetzen der Werte von X, usw. aus Gl (5) in Gl (6) erbalt man
. 0B Pu  Bu 0 (du  dv , dw
X' = u(gatoptan) trosoatagtar) - ™
der zweite Ausdruck in dieser Gleichung verschwindet, wenn die Stromung volumen-
bestindig verlduft. Fir Y’ und Z' gelten entsprechende Ausdriicke.

Solche Krifte wie X' usw. treten bei den zihen Fliissigkeiten zu den
in § 3 des vorigen Kapitels erérterten Kriften durch Druckunterschiede (und
gegebenenfalls den Massenkriften) hinzu und bestimmen mit ihnen zusammen
die Beschleunigung des Fliissigkeitsteilchens.

Durch Hinzufiigung der Ausdriicke (7) auf der rechten Seite der Euler-
schen Gleichungen (Mathematische Erginzung zm Kapitel XI, § 8) entstehen die
sNavier-Stokesschen Differentialgleichungen der zihen Flissigkeit.

Im Falle einer Stromung, bei der dhnlich wie bei den oben behandelten
die u-Komponente vorherrscht und sich in der Y-Richtung am stéirksten
andert, ist X, [= 7 von Gl (1)] die hauptsichlichste Spannung, und es wird
daher von der Kraft X' der Anteil 2 X, amr meisten hervortreten. Dieser

oy
a2
wird dann nach Gl (5) im wesentlichen durch u dy': wiedergegeben; er tritt

dann [vgl. etwa Gl (2) von § 3 des vorigen Kapitels] hauptsichlich mit dem

Druckgefille _o»p und der ,Trigheitskraft®!) — o <uf> (und gege-
4 Pz nlrég 057 \e geg

benenfalls dhnlichen Gliedern) in Wechselwirkung. Die Rechnungen sollen
jedoch hier nicht weiter verfolgt werden, da ihre Durchfithrung bis zum End-
resultat im allgemeinen auf sehr groBe Schwierigkeiten sto8t. Statt dessen
soll hier eine Betrachtung iiber mechanische Ahnlichkeit durchgefiihrt werden,
die zur Gewinnung eines allgemeinen Uberblicks von grofem Nutzen sein wird.

§ 2. Mechanische Ahnlichkeit; Reynoldssche Zahl. Es handelt
sich hierbei um die Frage, wann wird bei geometrisch #hnlichen &uBeren
Umstinden (geometrisch ahnlichen Kanilen, geometrisch @hnlichen Kérpern
in der Flissigkeit usw.) auch die Bewegung der Flissigkeit geometrisch
dhnlich verlaufen? Mar kann die Antwort zunichst so formulieren, dag hierzu
in den zu vergleichenden Fillen an dhnlich gelegenen Stellen das Verhltnis der
drei ‘Krifte Druckgefille, Reibungskraft und Trigheitskraft das gleiche sein
muf. Da zwischen den drei Kriften die Bedingung des Gleichgewichthaltens be-
steht, brauchen nur zwei von ihnen weiter betrachtet zu werden, als welche Trig-
heitskraft und Reibungskraft gewihlt werden, da das Druckgefille — wenigstens
bei volumenbestindigen Strémungen — nichts geniigend Charakteristisches an
sich hat. Die verschiedenen geometrisch ahnlichen Strémungen sollen nun
durch irgendwelche charakteristische Lingen I;, I3 usw. (z. B. Durchmesser
oder Liéinge eines Korpers, lichte Weite eines Kanals oder dergleichen) und
durch charakteristische Geschwindigkeiten v,, v,, usw. (z. B. Bewegungs-
geschwindigkeit eines Koérpers oder mittlere Geschwindigkeit in einem be-

1) Unter ,Tragheitskraft“ ist der Widerstand einer trigen Masse gegen Be-
schleunigung zu verstehen, sie ist also — — Masse < Beschleunigung, vgl. Kap. 1V,
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stimmten Kanalquerschnitt) gekennzeichnet werden. Die Dichten und Zahig-
keiten kénnen auch verschieden sein und @,, 0 usw., bzw. @;, g usw. heilen.
Die Komponenten der Trigheitskrifte, von denen eine (siehe oben)
0o _ _  ou
2 6z . "%z
2
lautet, miissen sich bei den dhnlichen Strémungen wie die Produkte @ 1% ver-

halten, da der angenommenen Ahnlichkeit wegen die u-Werte an entsprechen-
den Punkten und daher auch kleine Differenzen davon sich wie die charak-
teristischen Geschwindigkeiten v;, v,, und die Lingen # und y und auch kleine
Differenzen davon wie die charakteristischen Lingen 1,, 1, verbalten. Die
2
Reibungskrifte dagegen werden sich entsprechend dem Ausdruck g g?;: wie
y;; verhalten. (024 bedeutet eine von der zweiten Ordnung kleine Ge-

schwindigkeitsdifferenz, verhalt sich also wie die Geschwindigkeit v, @42 ist
aber das Quadrat einer kleinen Lingendifferenz und verhilt sich wie 12, wenn
dhnlich gelegene benachbarte Punkte herangezogen werden.) Unsere Forde-
rung der mechanischen Ahnlichkeit kommt also darauf hinaus, da 9;'”
wo
12
Bedeutung nach (Verhiltnis zweier Krifte pro Volumeneinheit) muf dies
Verhiltnis eine reine Zahl sein. Es ist
ovl uv _ qul
=
die mechanische Ahnlichkeit zweier Systeme 1 und 2 ist also zu erwarten, wenn
vy __ 03vly
O
ist. Man nennt diese Zahl, die das Verhiltnis der Trdgheitskrifte zu den
Zshigkeitskraften charakterisiert, zu Ehren des Entdeckers dieses Ahnlichkeits-
gesetzes, Osborne Reynolds?), die Reynoldssche Zahl. Das Verhiltnis
/@ (Zahigkeit : Dichte) wird kinematisches ZahigkeitsmaB genannt und
mit v bezeichnet. Es hat die einfache Dimension L3%/T.
Irgend ein Strémungszustand einer reibenden Flissigkeit kann durch den

und

in den verglichenen Fillen in einem festen Verhiltnis stehen. Seiner

Wert seiner Reynoldsschen Zahl R — evt = vl charakterisiert werden.

Dabei bedeutet kleine Reynoldssche Zahl iiberwiegende Zahigkeitskrafte,
und groBe Reynoldssche Zahl iiberwiegende Trigheitskrifte. Wie noch ge-
zeigt werden wird, sind die Bewegungsgesetze der Fliissigkeiten und die
Gesetze fiir die Bewegungswiderstinde fiir diese beiden Fille sehr verschieden.
Wie man aus dem Bau der Formel (1) erkennt, ist neben dem Zahigkeits-
mal auch die GréBe der Raumabmessungen und Geschwindigkeiten von ent-

1) 0. Reynolds, Pbil. Trans. 1883 = Papers II, 51.
Muller-Poufllet I, 3. 11. Aufl. 70
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scheidendem EinfluB. Bei sehr winzigen rdumlichen Abmessungen werden
die fir kleines R geltenden Gesetze fiir alle praktisch vorkommenden Ge-
schwindigkeiten gelten, fiir groBe Abmessungen dagegen nur bei sehr kleinen
Geschwindigkeiten oder bei sehr zahen Fliissigkeiten. Ks ist noch von
Interesse festzustellen, daB bei Einhaltung der Ahnlichkeit (gleiches R bei
geometrisch #hnlichen &uleren Umstinden) die bei der Bewegung auf-
tretenden Druckunterschiede sich wie @ v2 oder, was wegen (1) dasselbe ist,

wie E;{ verhalten.
Hier mogen einige Werte des kinematischen Zihigkeitsmaes v ange-

geben werden:

Wasser von 00, . . . . . . .. .. .. v = 0,0178 cm?/sec
” w 2000 L Lo v = 00100
4 P B0Y. L. v = 0,0066
" L1000, . . = 0,0080
Quecksilber ,, 00, . = 000126
” » 1000 . = 0,00091
Glycerin , 200, . . . ... ... ... = 68 ”
Luft , 0° und 760 mm = 0,133 "
»  n 1000 7 = 0,245 N
» n n = 133 »

§ 3. Bewegung von Korpern in ziihen Fliissigkeiten. Stokessche
Formel. Grenzschichten. Die mathematische Behandlung der Bewegung
von Kérpern in einer zihen Flissigkeit hat sich als so schwierig erwiesen,
daB bisher nur Grenzfille sich der Behandlung zugéinglich erwiesen haben,
namlich einmal der Grenzfall sehr groBer Zihigkeit, also sehr kleiner Rey-
noldsscher Zahl, und der sehr kleiner Zihigkeit, also sehr grofier Reynolds-
scher Zahl. 1. Bei starkem Uberwiegen der Zahigkeit, wie es einer-
seits in sehr zihen Fliissigkeiten (z. B. fliissigem Leim), andererseits bei sehr
winzigen Abmessungen auch in gewdhnlichen Fliissigkeiten vorhanden ist,
kann jede Trigheitswirkung als klein gegen die Zihigkeitswirkungen ver-
nachlissigt werden, und man hat nun an jedem Flissigkeitsteil Gleichgewicht
zwischen dem Druckgefille und der Reibungskraft anzusetzen. Die Reibungs-
krifte an der Volumeneinheit tind nach den Ausfithrungen von § 2 fiir geo-
metrisch dhnliche Fille proportional “l:} )
Gleichgewichts derselben Beziehung, so daB hier geometrische Ahnlichkeit
auch immer mechanische Ahnlichkeit nach sich zieht; vergleichbare Volumina
verhalten sich wie i3, so daB die gesamten Widerstandskrifte sich wie das
Produkt wvl verhalten miissen. Man hat an einigen einfachen Korper-
formen die Strémung berechnen kénnen und dabei auch den Bewegungs-
widerstand ermittelt. Am bekanntesten ist die Stokessche Losung fir die
Bewegung einer Kugel, die einen Widerstand

die Druckkrifte folgen wegen des

ergibt und die fiir die Fallbewegung kleiner Trépfchen von Bedeutung ist
(v = Geschwindigkeit, a = Radius). Es ist hier der Widerstand gleich
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Gewicht minus Auftrieb zu setzen, also wird, mit @, = Dichte des Tropfens
und @4 == Dichte der umgebenden Fliissigkeit,

6ruva = 4; (01— @i)ga?,
was eine Fallgeschwindigkeit
2 -0
9 u
ergibt. Die Formel gilt nur fir Reynoldssche Zahlen, die klein gegen 1
sind, (Fiir Wassertropfchen in Luft ergibt sich v = 1,3.108 a2, wobei a in
Zentimetern einzusetzen ist; die Formel ist giltig fiir Tropfchen, deren Radius
_kleiner als 1/;oomm ist. Solche Trépfchen kommen in feinem Nebel vor.)

Man kann diese ganze Gruppe von Fliissigkeitsbewegungen als ,schlei-
chende Bewegungen“ bezeichnen.

Der Grenzfall der sehr groflen Reynoldsschen Zahl oder der sehr
kleinen Reibung wiirde durch ein vélliges Zuriicktreten des Reibungs-
einflusses gekennzeichnet sein, also einfach die in § 3 bis 11 des vorigen
Kapitels behandelte Bewegung der reibungslosen Fliissigkeit ergeben, wenn
nicht die Bedingung des Haftens an der Waud hinzukime, die von der
reibungsfreien Fliissigkeitsbewegung nicht erfiillt werden kann. Eine ndhere
Untersuchung zeigt nun, daB die wenig reibende Fliissigkeit
sich zwar da, wo keine Winde sind, so gut wie eine reibungs- Fig. 908
lose Fliissigkeit verhilt, daB sich aber an den Wanden unter
dem Einfluf der Reibung eine diinne ,Grenzschicht“ ausbildet,
in der die Geschwindigkeit von dem Wert, der der reibungs-
freien Bewegung entspricht, auf denjenigen ibergeht, den -
das Haften an der Wand erfordert. Die Grenzschicht ist IJ ;
dabei um so diinner, je kleiner die Zihigkeit ist. Die e
Reibungskrafte pro Volumeneinheit sind dann zwar im Innern ““°§‘;Z“‘,‘{{:f,,‘;"""‘
der Flissigkeit sehr klein, in der Grenzschicht dagegen sind  in Wandnihe.
sie von der GroéBenordnung der Tragheitskrifte, da ja hier
durch die Reibungskrifte die Geschwindigkeiten um endliche Betrige geindert
werden. Fig. 908 stellt die Geschwindigkeitsverteilung in einer Grenzschicht
dar. Ist die Dicke der Grenzschicht von der GroSenordnung 0 und die
Korperabmessung in der Stréomungsrichtung von der GrioBenordnung I, so ist

v = gar . . ..o 2)

02
die Reibungskraft u gyz (v senkrecht zur Oberfliche) von der GroBenordnung

3
‘%, die Tragheitskraft wie frither von der Ordnung 9{3—; die Gleichsetzung

o= 1/t
ot

Eine Abschitzung mit demselben Endergebnis gewinnt man auch durch die

folgende Impulsbetrachtung fir eine Stromung entlang einer ebenen Platte.

Die Linge der Platte sei !, die Breite b, die Geschwindigkeit der Stromung w,
70*

dieser beiden Ausdriicke liefert
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die ungefihre Dicke der Grenzschicht 8 (Fig, 909), dann ist die sekundlich
in die Grenzschicht geratene Masse ~ @obd w (das Zeichen ~ bedeutet pro-
portional); diese Masse, die mit der Geschwindigkeit w ankam, verliert in der
Grenzschicht einen bestimmten Bruchteil davon; der Impuls, der dem ent-
spricht, ist Masse X< Geschwindigkeitsverlust und ist sonach proportional
@b0.w2% Dem Impuls muB gleich sein die durch die Reibung an der Wand

auf die Fliissigkeit ausgeiibte

Fig. 909. Kraft. Nach Gl (1) von §1
| kann diese gesetzt werden
= w
i — ~ uldb 5 Aus der Propor-
P .
B %__ tionalitit der beiden Ausdriicke
— : o5 folgt, daff wie oben
= T ¥ R .
| S——
= aNV‘Q=V“..(3)
ow w

Strémung léngs einer Platte.

d
Das Verhiltnis ! ist demnach

~ ‘/u:'l‘ = 71=, also eine reine Funktion der Reynoldsschen Zahl. Diese

&
Beziehung gilt in gleicher Weise fiir alle stationiren Grenzschichten. Man
kann in vorstehende Formel auch die Zeit einfithren, wihrend der das einzelne
Flussigkeitsteilchen an dem Kérper entlangstromt. Fir Teilchen, die nicht
allzu nahe an der Oberfliche liegen, ist diese Zeit von der GriBenordnung

t ~ 't%' 80 daB man auch

schreiben kann. Diese Formel kann auch fiir Bewegungen, die erst vor einer
kiirzeren Zeit ¢ aus der Ruhe heraus begonnen haben, Verwendung finden

und lebrt, daB die Grenzschicht am Beginn der Bewegung proportional der
Wourzel aus der Zeit zunimmt.

Es ergibt sich also, daB jeder in schwach reibenden Fliissigkeiten be-
wegte Korper eine diinne Flissigkeitsschicht mit sich schleppt. Fir Flissig-
keitsstromungen durch kiirzere Kanile usw. gilt das gleiche. Bei lingeren
Kanilen wird nach Gl (3) die Grenzschicht mit der Wurzel aus der Ent-
fernung vom Kanaleinlauf wachsen und daher bei gemiigender Kanallinge
das ganze Innere erfiillen, d. h. die Reibungswirkungen werden sich iber den
ganzen Kanalquerschnitt verbreiten!). Diese Verbreitung erfolgt iibrigens
in vielen Fillen viel schneller, als nach Formel (3) zu erwarten ist, durch
einen Vermischungsvorgang, der als Turbulenz bezeichnet wird, vgl. § 4. Der
Stromung gemiB Fig. 908 entsprechen Schubspannungen an der Wand, die
sich zu einem Reibungswiderstand zusammensetzen. Bei der Platte von

1) Vgl hierzu die Ausfihrungen S. 1132,
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Fig. 909 ergibt sich hierbei folgendes: Die Schubspannung v —= p g;‘ wird

hier abschitzend
w w3
T ~ y—o— ~ l/“-%wr-;

ist b die Breite der Platte, so ist die gesamte Oberfliche O — 2bl, der
‘Widerstand ist daher

W~ 2bl.t = Zahl.bVpolws - - - - . . . .. (5)
Man vgl. hierzu auch die Ausfihrungen S.1148.

§ 4. Turbulenz. Bei der Stromung einer zihen Fliissigkeit durch
lange gerade Rohren macht man die Beobachtung, daB bei hoheren Geschwin-
digkeiten das in § 1, Formel (4) angegebene Hagen-Poiseuillesche Gesetz
(Druckabfall proportional mit der DurchfluBmenge) von einem anderen Gesetz
abgelost wird, bei dem der Druckabfall nahezu der zweiten Potenz der Durch-
fluBmenge proportional ist. Gleichzeitig wird festgestellt, daB die Strémung,
die im Bereich des Hagen-Poiseuilleschen Gesetzes ganz glatt und gerad-
linig erfolgt, bei den hoheren Geschwindigkeiten von unregelméBig wirbelnden
Mischbewegungen durchsetzt ist. Dies ist bei der Stromung durch Glasrohre
sehr deutlich zu sehen, wenn man mittels eines diinnen Réhrchens etwas ge-
firbte Flissigkeit in den Strom bringt. Diese bildet bei den kleinen Ge-
schwindigkeiten einen sauberen geraden Faden, bei den groBeren wird der
Faden eine kiirzere oder lingere Strecke hinter dem Einlauf zerrissen, und
die Farbe erfiillt die Flissigkeit von da ab fast gleichformig. Man nennt
die glatte Bewegung ,laminar“, die wirbelnde ,turbulent“!). Durch die in
§ 2 behandelte Ahnlichkeitsbetrachtung war O. Reynolds in den Stand ge-
setzt, vorauszusagen, dal, wenn man Rohre verschiedener Weite und ver-
schiedene Fliissigkeiten untersucht, der Umschlag von dem laminaren zum

turbulenten Zustand immer bei demselben Zahlwert von u;}' erfolgen mub

[w — mittlere Geschwindigkeit, r =— Rohrhalbmesser]%). Dies trifft, wenn
die Bedingungen fiir das Zustromen zum Rohr auch geniigend gut iiberein-
stimmen, in der Tat zu. Zum Beispiel ergibt sich fiir ein Rohr, das mit
scharfer Kante an ein Gefil mit ebener Wand anschlieSt, die ,kritische

Reynoldssche Zahl“ u:}_r = 14008). Bei guter Abrundung des Einlaufs und

1) In dem Schrifttum der Ingenieure findet man dafiir auch die Bezeichnun,
sgleitende“ und ,flieBende* Stromung, und auch die andere: ,Bandstromung“ un
pFlechtstromungé. Der letztere Ausdruck ist nicht gerade glicklich gewahlt, da
ein Geflecht im allgemeinen ein sehr regelmiBiges Gebilde ist, die turbulenten Be-
wegungen aber gerade sehr unregelmibig sind.

3) Die Ingenieure setzen gewdhnlich in ihre Formeln nicht den Halbmesser #,

dern den Durch d des Rohres ein. Da d — 2r ist, ist natirlich auch
%ﬁ =2 wyr‘ Um die beiden Arten von Reynoldsschen Zahlen zu unterscheiden,

soll -'1:’1 =R, und 11);@ = R, geschrieben werden; es ist also Ry — 2R,.
8) L. Schiller, vgl. FuBnote S.1181.
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guter Beruhigung des Fliissigkeitsinhalts des Gefafes geht 1’;’—" bis 20 000 und

hoher, bei sehr unregelmifigem Einlauf geht es bis etwa 11601) herunter.
Der Aufklirung der Frage nach Entstehung der Turbulenz ist schon
viel Scharfsinn, besonders von mathematischer Seite gewidmet worden, ohne
daB bisher eine wirklich befriedigende Erklirung gefunden worden wire.
DaB aber durch die einmal vorhandene Turbulenz eine Vermehrung der
Reibung eintritt, ist nach den Darlegungen von § 14 des vorigen Kapitels
wohl verstindlich. Dort war gezeigt, daB im Falle von Geschwindigkeits-
schwankungen aus den durch die Schwankungen resultierenden Impuls-
betrigen scheinbare Spannungen resultieren, so z. B. eine Schubspannung
v = — o' ¢, wo %' und ¢’ die Abweichungen der Geschwindigkeitskompo-
nenten # und v von ihrem zeitlichen Mittelwert « und v bedeuten. Um zu
einer praktisch verwendbaren Formel zu gelangen, muf versucht werden, die
GroBe der Geschwindigkeitsschwankungen %' und ¢’ durch andere GréSen
auszudriicken. Es zeigt sich, daB hierfiir eine Linge wesentlich ist, die man
als Durchmesser der jeweils einheitlich bewegten Fliissigkeitsballen deuten
kann, aber auch als den Weg, den diese Flissigkeitsballen relativ zur iibrigen
Flissigkeit zuriicklegen, bevor sie durch Vermischung mit der umgebenden
turbulenten Fliissigkeit ihre Individualitit wieder einbiiBen. Man kann nicht
von vornherein sagen, daf diese beiden Lingen einander genau gleich wiren,
es ist aber zu erwarten, dal sie einander im wesentlichen proportional sind.
Es sei nun eine Strémung angenommen, in der die Geschwindigkeit quer zu
den Stromlinien verinderlich ist. Wird nun — vgl. Fig. 910 — eine
Flissigkeitsmasse von einer Stelle y, wo die mittlere Geschwindigkeit = u (y)
ist, in der Richtung quer zur Strémung um den Betrag ! verschoben, so
unterscheidet sich ihre Geschwindigkeit von der des neuen Ortes um

#(y + 1) — u(y), wofir in erster Niherung I 2; geschrieben werden kann.

Dieser Wert gibt — zum wenigsten der GréSenordnung nach — den Betrag
der Schwankung «' an. Der Betrag von v’ ergibt sich aus der Annahme,
daB zwei Flissigkeitsballen, die von verschiedenen Seiten in die fragliche
Schicht eingetreten sind und sich nun hintereinander her bewegen, sich mit
der Relativgeschwindigkeit 2lg$ nahern oder voneinander entfernen, was
AnlaB zu Quergeschwindigkeiten gleicher GroSenordnung gibt. Es muB also

0
8}; sein. Bei der Bildung des Mittelwerts

W' v’ kommt es noch auf die Vorzeichen der gleichzeitig zusammentreffenden
u- und v-Komponenten an. Man sieht aber leicht, daB beim Durchschreiten
der in Fig. 910 gestrichelt gezeichneten Kontrolifliche die aufwirts bewegten
Teile zu langsam sind, die abwirts bewegten dagegen zu schunell, es gehéren
also zu positivem o' negative %', zu negativem v’ positive «'. Das Produkt u' +/

auch v' von der Grofenordnung !

1) L. Schiller, vgl. FuBnote B.1131.
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ist daher beidemal negativ, die scheinbare Schubspannung daher positiv und
jedenfalls von der GrdBenordnung @ (l g—;;)ﬂ Wenn man die auftretenden
unbekannten Proportionalitatsfaktoren willkiirlich == 1 setzt, so verschiebt
sich nur die Bedeutung von I noch einmal etwas. Damit in der Formel
richtig zum Ausdruck kommt, da8 positivem ou eine positive Schubspannung,

oy

. ou .
und negativem -.-— eine negative Schubspannung entspricht, muB die Formel

oy
nun geschrieben werden:
Ou. ou
} by . a}j L I 1)
Aus dieser Formel, die, wie erwahnt, nur einen Niherungsausdruck darstellt,
ist zu entnehmen, daB die scheinbaren Spannungen, die durch turbulente
Mischbewegungen hervorgebracht werden, sich bei
GroBenanderung der Geschwindigkeit proportional dem Fig. 910.
Quadrat der Geschwindigkeit #ndern. In der Tat
zeigen alle hydraulischen Widerstinde im wesentlichen uyy
dieses Verhalten, Die Linge [, die wir nun ,Mischungs- ——Eg==4—
weg“ nennen wollen, hat eine gewisse Verwandt- = “)
schaft zu der freien Weglinge der kinetischen Gas-
theorie (vgl. Band III, 2, Kap.I, § 11). Dort wird der
durch die Molekularbewegung hervorgerufene Impulstransport in ganz ent-
sprechender Weise betrachtet, wie das hier mit dem Impulstransport
durch die grobe (,molare“) Bewegung ganzer Flissigkeitshallen der Fall
war. Die Abweichungen des Geschwindigkeitsmittels der von unten oder
ow
oy’
keit des Quertransports v’ ist dort aber nicht proportional ', sondern
sie ist gleich der Geschwindigkeit der Molekularbewegung ¢. Damit werden
die durch Molekularbewegung hervorgebrachten Schubspannungen, die wir
schon als Zihigkeitsspannungen kennen, proportional der ersten Potenz von

T =l

7

oben kommenden Teilchen ist wie hier u' = I, die Geschwindig-

gf usw, Die freie Weglinge I, ist bei Gasen umgekehrt proportional der

Dichte, so daB hier der die Zahigkeit darstellende Faktor, in dem das Produkt
@, vorkommt, unabhingig von der Dichte ist.

§ 5. Einzelheiten turbulenter Stromungen. Der Mischungsweg 1
der turbulenten Bewegung ist im allgemeinen von Ort zu Ort verinderlich.

a) Bei solchen Vorgingen, wie bei der Vermischung eines freien Strahles
mit der ihn umgebenden ruhenden Fliissigkeit, empfiehlt es sich und ist auch
ganz plausibel, den Mischungsweg in jedem Querschnitt proportional der
dortigen Strahlbreite zu setzen: | — «b.

1) |a| = ,Betrag von a“ heiBt, daB der Betrag von a positiv einzusetzen ist,
gleichviel ob a positiv oder negativ ist.
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Unter b kann man z. B. den Basishalbmesser einer parabolischen oder para-
boloidischen Geschwindigkeitsverteilung verstehen, deren Hochstgeschwindigkeit
und Stromungsmenge mit der der wirklichen _Strqmung iibereinstimmen. _Eine
derartige Festsetzung ist erforderlich, da die wirkliche Strémung ohne greifbare
Grenze diffus in die &uBere Fliissigkeit iibergeht. Mit solcher Festsetzung ergeben
sich Werte fir «, die um 0,12 herum liegen.

Die Beobachtung zeigt, daB die Ausbreitung solcher freien Strahlen in
einem geniigend grofen von ruhender Fliissigkeit erfiillten Raum so vor sich
geht, da, abgesehen von der nichsten Umgebung der AusfluBstelle, die Strahl-
breite sehr genau proportional der Entfernung von der Ausflustelle ist. Die

Geschwindigkeit nimmt dabei mit

zunehmender Entfernung ab. In

dem ganzen Strahl herrscht ziemlich
M genau der Druck der Umgebung?).
’ Die Geschwindigkeitsabnahme mit
zunehmender Entfernung wird daher
lediglich durch die Reibungsspan-
nungen hervorgerufen. Die Ge-
schwindigkeitsabnahme  bestimmt
sich dabei nicht so, daB durch alle Querschnitte dieselbe Menge stromt; dies
ist auch nicht der Fall, da beim Weiterstrémen immer neue ruhende Flissigkeit
mitgerissen wird. Wegen des konstanten Druckes ist vielmehr der Impuls
des Strahles, J = ¢ “ u3d F, konstant (vgl. voriges Kapitel, § 12). Es wird
J = Zahl. gu,2. b2 wo u, die grofte Geschwindigkeit in dem Querschnitt
ist. Daraus, daB J konstant ist, folgt also u, proportional mit 1/b, also auch
mit 1/z. Die Stromung verliuft etwa nach Fig. 911.

Mit diesem Verhalten von b und u, ist die Formel (1) von § 4 im besten
Einklang. »Man kann, ausgehend von dieser Formel, nicht nur dieses Verhalten
herleiten, sondern auch die Geschwindigkeitsverteilung im einzelnen berechnen,
wobei nur die Konstante « oder eine ihr entsprechende willkiirlich bleibt. Das
oben geschilderte beobachtete Verhalten des sich ausbreitenden Strahles bildet
also emnen Beweis fiir die Zulissigkeit von Formel (1) des § 4. Wie man ohne
eigentliche Durchfihrung der Rechnung eine Abschitzung erhalten kann, die be-
reits die wesentlichsten Beziehungen liefert, sei hier kurz dargelegt.

Es sei wie oben I = «a b gesetzt. Der Impulssatz liefert u, b = const = C.

3
Fir die Schubspannung v = — 12 (gi;) (Vorzeichen gilt fiir positive y) erbilt

Mittlere Stromlinien eines sich aus-
breitenden Luftstrahls.

man einen Mittelwert iiber den Querschnitt, wenn

Ou durch —4 angenéhert wird.
Yy
Damit wird

a b
2
Ty = —-Ql“(“&) = —dou?

Die Kraft auf die Volumeneinheit ist gemiB Formel (6) von § 1 = (;r” 7 nimmt
von der Mitte aus von Null bis zu einem Maximum zu und dann wieder bis auf

1) Bei der Behandlung des gewohnlichen Flissigkeitszerstiubers findet man
ge!egentlieh die Behauptung, da8 in dem Strahl nach dem Bernoullischen Satz

ei der Geschwindigkeitsabnabme ein Druckanstieg stattfinde und daher an der
Ausflubstelle ein Unterdruck vorhanden sei, durch den die Flissigkeit angesogen
wiirde. Das ist unrichtig; der Bernoullische Satz gilt nur fir Abwesenheit von
Reibungespannungen, hier aber sicher nicht. Das Ansaugen erfolgt vielmehr durch
das Umstromen der senkrecht in den Strahl hineinragenden Rohrmiindung.
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Null ab, %ﬁ ist also erst negativ, dann positiv; in dem ersteren Gebiet wird die
Hauptstromung verzogert, ind dem zw’eiten die mitgerissene Luft beschleunigt. Fir
die mittlere Stromung kann oy ™~ : gesetzt werden. Die Gleichung: Masse X Be-
schleunigung = Kraft liefert also fiir ein Volumenelement der mittleren Strémung
L0 0T

%9 T oy~ Ty

wobei auch links « = u, geschrieben werden kann, also
0 uy ~ @y

ox b

Mit u, = C/b (Impulssatz) und (;1;‘ = -b(f 32 wird
ab
dx “

also b ~ «?x, entsprechend der experimentellen Feststellung.

b) Bei Strémungen entlang von Wanden muB der Mischungsweg bei
Annéherung an die Winde gegen Null gehen; dies geht aus seiner Bedeutung

unmittelbar hervor. Hieraus ergibt sich, dal glu im Innern der Stromung

sehr klein wird, in der Niihe der Wiinde aber grofe Werte annimmt. Fig. 912
zeigt eine turbulente Geschwindigkeitsverteilung im Rohr im Gegensatz zur

Fig. 912. Fig. 913.

Geschwindigkeitsverteilung der turbu- Gieschwindigkeitsverteilung der laminaren
lenten Strémung in einem Rohr. Stromung in einem Rohr,

laminaren, Fig. 913. Derartige turbulente Geschwindigkeitsverteilungen lassen
sich weitgehend durch Potenzgesetze darstellen, so weist die Stréomung lings
einer glatten Wand bei nicht allzu groBen Reynoldsschen Zahlen Geschwindig-
keiten proportibnal der siebenten Wurzel aus dem Wandabstand auf?!). Bei
groBeren Reynoldsschen Zahlen ist die achte Wurzel beobachtet. Bei
rauhen Winden ergeben sich niedrigere Wurzeln, z. B. die fiinfte. Diesen
Geschwindigkeitsverteilungen entsprechen Mischungswege nach Formel (1),
die proportional y*7 bazw. y'ls bzw. y*s sind, wo y den Wandabstand bedeutet.
Diese (esetzmiBigkeiten, fiir die keine theoretische Begriindung vorhanden
ist, milssen einstweilen als Interpolationsformeln angesehen werden.

Aus den Versuchen iiber den Druckabfall in Rohren, vgl. § 9 Gl (4), 1aBt
sich fir Reynoldssche Zahlen bis etwa 40000 die Naherungsformel fir die Schub-
spannung an der Wand angeben:

o O
Twad = § 73 (ru,) @

wobei u, die Geschwindigkeit in der Mitte, r den Rohrradius und § eine Zahl
ungefihr von der GréBe 0,046 bedeutet, Ist 4 die Geschwindigkeit an irgend einer

1) Vgl. v. Kirmén, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1, 233ff; und
P;ﬂ’ln Stl-lﬁ?.etz, Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Gottingen, II1. Lieferung
- 1927, 8. 14,
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Stelle und y der zugehoérige Wandabstand, und wird nach friiherem » propor-
tional y' gesetzt, so Ialt sich fir Formel (1) auch schreiben

3 !
TwWand = gQéﬂ(y"u) M )

)
es ist dann namlich eine Konstante, die Wandreibung also, wie

'
yuw)ls — yls
es sein mub, unabhingig von den willkiirlich gewéhlten y1). Die Formel (2) bat
den Vorteil, daB in ihr der Rohrradius und die Mittengeschwindigkeit nicht mehr
vorkommt, sie ist daher wertvoll fir die Ubertragung der bei der Rohrreibung
festgesteliten GesetzmiBigkeit auf andere Stromungen.

Die letzte Fliissigkeitsschicht an der Wand haftet auch bei turbulenter
Strémung an der Wand fest, und es bildet sich zunéichst der Wand eine diinne
Schicht aus, in der die Strémung laminar verlduft, so zwar, daB dort, glatte
Wand vorausgesetzt, in Abweichung von der vorstehenden Beziehung
du __ Twand
dy
Vermischungsbewegung im Innern Twana sehr betrichtlich, daher erfolgt der

ist. Bei groBeren Reynoldsschen Zahlen ist wegen der heftigen

Anstieg Z; ungemein rasch, die laminare Grenzschicht ist also sehr diinn;

bei oberflichlicher Betrachtung machen daher die turbulenten Bewegungen
den Eindruck. als ob bereits an der Wand selbst eine endliche Geschwindig-
keit herrschte.

Bei rauhen Oberflichen hingt die Wandreibung sehr stark von der Art
und GréBe der Rauhigkeiten ab, so daB sich schwer allgemeine Angaben
machen lassen. Die Wandreibung ist hier im grofen und ganzen proportional
dem Quadrat der Geschwindigkeit und ist im iibrigen eine Funktion der
yrelativen Rauhigkeit“, d. h. des Verhiltnisses BuckelgréBe : Rohrradius?).

Bei Versuchen mit Platten, die nach Art von Fig. 909 angestromt sind, hat
sich gezeigt, daB auch hier bei geniigend groBer Reynoldsscher Zahl wl/v turbu-
lente Stromung in der die Platte begleitenden Reibungsschicht eintritt. Die
kritische Reynoldssche Zahl ist hier etwa wl/v — 500000; diese hohe Zahl liBt
sich so verstindlich machen, dal hier die Grenzschichtdicke vor Eintritt der
Turbulenz die entsprechende Rolle spielt, wie bei den Rohren der Rohrradius. Es
ist mit der IKormel fir & [GL (8) von § 3}

M(Z ~ " Vvl,: le— = rund 700.

v v ) ow v
Unsere Abschiétzung hatte die Zahlenfaktoren vernachlissigt. Bei richtiger Ein-
fiigung dieser Faktoren wird obige Zahl wesentlich vergrofert, so daf die Uber-
einstimmung mit dem Rohre sehr gut wird.

Die Impulsbetrachtungen im Anschluf an Fig. 909 lassen sich fiir das turbulente
Reibungsgesetz nach Gl. (2) wicderholen. Man erhélt dabei eine proportional mit x#is
wachsende turbulente eibungsschichtl(x = Abstand von der Vorderkante) und
WL\ s

)
einen Widerstand proportional Q:’ Wenn am Anfang der Platte die

Stromung laminar bleibt, wie das bei zugeschirften Platten der Fall ist, so ver-

ringert sich der Widerstand gegeniiber der Formel um etwas$), um so mehr, je groSer
der Anteil des laminar bestromten Stiickes ist. Uber Versuchsergebnisse vgl. §13.

71) Aus dieser Unabhéngigkeit konnte die Proportionalitit der Geschwindigkeit

mit }y auf Grund der Gl. (1) vorausgesagt werden.

%) Vgl. etwa Hopf und Fromm, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 1923,
S. 329 u. 339 und Hopf, Handb. d. Phys. Bd. VI, S. 146 u. f.

3) Vgl z. B. L. Prandtl, Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt,
IIL Lief., 5.4 und 87. Miunchen und Berlin 1927.
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Auch hei anderen Korpern beobachtet man, daB bei geniigend groSen
Reynoldeschen Zahlen in der Reibungsschicht, die den Kérper umgibt, Turbulenz
auftritt (vgl. § 7).

§ 6. Wirbelbildung. Die durch die Wirkung einer kleinen Zahigkeit
an der Kérperoberfliche sich bildenden verzogerten Reibungsschichten, sowohl
die schlicht wie die turbulent strémenden, haben noch eine &uBerst wichtige
Eigenschaft, die nun besprochen werden soll. Sie geben unter gewissen
Bedingungen den Anla8 zur Bildung von freien Trennungsschichten und von
Wirbeln (vgl. voriges Kapitel, § 6 und 11). Wenn in der d&uBeren Fliissigkeit,
die an die Reibungsschicht grenzt, irgendwelche beschleunigende oder ver-
zogernde Druckunterschiede vorhanden sind, so wirken diese Druckunterschiede
auch auf die Flissigkeit der Reibungsachicht ein, Wird die &uBere Stromung
durch ein Druckgefille in der Bewegungsrichtung beschleunigt, so erfahren
auch die Fliissigkeitsteilchen in der Reibungsschicht, die langsamer strémen,
einen Antrieb in der Bewegungsrichtung, die Strémung wird daher in allen
ihren Teilen ihren Weg lings der Korperoberfliche fortsetzen. Besteht da-
gegen ein Druckgefille entgegen der Stromungsrichtung, das die #@uBere
Strémung verzogert, so werden dadurch die bereits langsameren Teilchen der
Reibungsschicht noch stirker aufgehalten und werden daher nach vélliger
Aufzebrung ibrer kinetischen Energie zur Umkehr gebracht; wihrend also
die mit groBerer Energie begabte dulere Stromung weiter vorwirts flieSt,
ergibt sich jetzt zunichst der Wand eine Riickstromung. Da nun immer neues
Flassigkeitsmaterial lings der Wand, das stromaufwirts eine Bremsung er-
fahren hat, dasselbe Schicksal erleidet, sammelt sich in kurzer Zeit immer mehr
abgebremste Flissigkeit zwischen der Wand und der duleren Stromung an,
8o daB sich der ricklaufige Strom rasch verbreitert und durch ihn die duBere
Stromung mehr und mehr von der Wand ahgehoben wird (sich von dieser
»,ablost®). Die auf diese Weise entstandene Trennungsschicht rollt
sich nun rasch in der in § 6 des vorigen Kapitels beschriebenen Weise
zu einem Wirbel zusammen. Das gebremste Material, das durch die
Reibung in Rotation versetzt ist, findet sich dabei zum Teil in dem end-
lich ausgedehnten Wirbelkern wieder. Die hier beschriebenen Vorginge
werden durch Fig. 9141) und 915 gut illustriert, die aufeinanderfolgende
Stadien der Stromung um einen Kreiszylinder wiedergeben ?). Beim Bewegungs-
beginn stellt sich der Theorie entsprechend die Potentialstrémung ein, die sich
hinter dem Zylinder ebenso schlieBt, wie sie sich vor ihm gedffnet hatte,
Wihrend aber auf der Vorderseite, wo die Stromung beschleunigt verlduft,
dieser Zustand andauert, stellen sich auf der Riickseite, wo die Fliissigkeit langs
der Wand verzogert stromt, sehr bald Riickstromungen und in deren Gefolge
ausgepragte Wirbel ein. Die Trennungsschicht, die aus urspriinglich an der
Zylinderwand befindlichen Wasserteilchen besteht, ist dabei durch eine (durch

1) Die Figuren 914, 915 und 917, 918 sind mit freundl. Erlaubnis des Ver-
lages R. Oldenbourg. Miinchen, dem Werke »Ergebnisse der Aerodynamischen
Versuchsanstalt zu Gottingen*, III. Lieferung. von Prandtl und Betz, entnommen.

1) Entnommen aus kinematographischen Aufnahmen, vgl. Tietjens, Naturw.
18, 1050, 1925.
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Kapillarkrifte verursachte) Anhaufung der auf das Wasser gestreuten
Aluminiumflitterchen auf mehreren Bildern deutlich zu erkennen. Die letzten
Bilder der Reihe zeigen, wie die Wirbel, die immer neue Stiicke der Trennungs-
schicht in sich aufnahmen, immer mehr anwachsen, bis sie schlieBlich,
instabil werdend, zerfallen und einem mehr oder minder regelmafBigen Wechsel
von rechts und links ausgebildeten Wirbeln Platz machen (vgl. auch S.1143).
Die wesentliche Erkenntnis aus dem Vorangehenden ist also die, daf in
einer Stromuug mit in der Strémungsrichtung zunehmender Geschwindigkeit
Fig. 914. Fig. 915.

Entwicklung des Wirbelsystems hinter einem nicht rotierenden Zylinder.

die Flissigkeit immer an der Wand anliegend vorwirts stromt, dal aber in
einer Stréomung mit in der Strémungsrichtung abnehmender Ge-
schwindigkeit durch die Umkehr der inneren Teile der Reibuugsschiém
eine Ablésung der auleren Stromung von der Wand und eine Bildung
betrachtlicher Wirbel entstehen kann; sie wird sicher eintreten, wenn die
Geschwindigkeitsabnahme stark genug ist; bei schwicherer Abnahme kann
sie aber auch ausbleiben, vgl. § 7.

Die in § 6 des vorigen Kapitels beschriebene Ablésung der Strémung an
einer umstrémten scharfen Kante unter Bildung einer Trennungsschicht kann
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von dem neuen Gesichtspunkt aus so verstanden werden, daB man zunichst
eine abgerundete Kante betrachtet. Die Geschwindigkeit der Potential-
strémung ist innerhalb der Rundung am gréBten und nimmt stromabwirts
von ihr rasch ab. Die Bedingung fiir die Riickstrémung und fir die Aus-
bildung der Trennungsschicht ist also hier wieder auf Grund der Reibungs-
vorginge gegeben, die Trennungsschicht wird von der Rundung ihren Ausgang
nehmen. L&Bt man nun in Gedanken die Rundung immer kleiner und kleiner
werden, so éndert sich nur so viel, dal wegen der schroffer werdenden Ge-
schwindigkeitsunterschiede die Ausbildung der Riickstromung und ihrer
Folgeerscheinungen immer rascher vor sich gehen wird. So gelangt man®zu
dem SchluB, daB an scharfen Kanten sich &uBerst schnell eine Trennungs-
schicht ausbildet, dal also die Annahme von § 6 des vorigen Kapitels sehr
wohl begriindet war.

Erfabrt eine Flﬁssig“l,(eit, die entlang einer Wand stromt, eine seitliche Ab-
lenkung parallel zu der Wand, so werden unter dem zugehérigen Druckgefille die
wandnahen Schichten wegen ihrer geringeren Geschwindigkeit stirker abgelenkt
als die schneller stromenden, weiter von der Wand entfernten Fliissigkeitsteile:
ihre Stromungsrichtung wird daher unter Umstinden stark von der Richtung der
Kernstromung verschieden sein. Kreist z. B. Flissigkeit in einem zylindrischen

Fig. 916a.
Fig. 916b.

Sekundirstrdmungen.

GefiB mit flachem Boden, so ist die Stromung in der bodennahen Schicht einwirts

erichtet (ihre ,Zentrifugalkraft“ ist kleiner als die der dariiberliegenden Schichten,
gie den Druckverlauf bestimmen). Eine salltigliche Beobachtung lehrt, daB kleine,
auf dem Boden eines solchen Gefalies befindliche Kérperchen nach der GefaBmitte
hingeschleppt und dort angehiuft werden. Die erwahnte Bodenstromung, die in
Fig. 916a veranschaulicht ist, liefert die Erklirung fir diesen Vorgang. Strémt
Flassigkeit durch eine gekrimmte Rohrleitung, so sucht die Kernstromung mit der
groBten Geschwindigkelt moglichst geradeaus zu gehen, die Randschichten werden
aber um so starker abgelenkt, streben also der Innenseite des Bogeus zu. Es iiber-
lagert sich deshalb in der gekrimmten Rohrstrecke der Stromung parallel der
Rohrmittellinie eine ,Sekundirstromung®, die in der Rohrmitte nach auBen,
in der Nihe der Rohrwand aber nach innen verliuft (vgl. Fig. 916b). Die Sekundar-
stromung hat zur Folge, daB die Stelle groBter Geschwindigkeit nahe an den
&uberen Rand verschoben wird. Bei den natiirlichen FluBlaufen hat die Sekundér-
stromung in den FluBkrimmungen die Wirkung, daf die Ablagerungen von Sand,
Kies u. sergl., die mit der Bodenstrémung wandern, von der duBeren Seite der
Krimmung weggeholt und auf der inneren angehiuft werden, wodurch das Bett
aulen vertieft und innen verflacht wird. Dies fihrt dazu, da die FluBkrimmung
sich immer mehr verstirkt. Deshalb zeigen die natiirlichen Flisse iiberall, wo
die Méglichkeit dazu vorhanden ist, stark gekrimmten Lauf (,Maanderbildung®).

§ 7. Verhiitung der Wirbelbildung. In den Betrachtungen von § 5
ist der Vereinfachung wegen ein Umstand unerwihnt geblieben, durch den
die Wirbelbildung bei schwacheren Verzégerungen der Stromung unterbleiben
kann. Es handelt sich um folgendes: Die Reibungsschicht wird nicht nur
durch ihre Berithrung,mit der Wand gebremst, sondern sie wird auch durch
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ihre Berithrung mit der auberen Strémung wieder angetrieben. Wenn daher
die Verzogerung nur sehr allmihlich eingeleitet wird, dann kann dieser Antrieb
geniigen, um Riickstromung zu vermeiden, und dann wird auch die Ablosung
ausbleiben. Bei den schlicht stromenden Grenzschichten ist der Antrieb der
duBeren Stromung auf das Grenzschichtmaterial allerdings ziemlich gering;
viel stirker ist er bei den turbulenten Reibungsschichten infolge des lebhaften
Impulsaustausches durch die Mischbewegung. Durch diesen Umstand wird
auch bewirkt, daB bei hinten stumpf abgerundeten Korpern (z. B. Kugeln) die

Fig. 917, Fig. 918.

Entwicklung der Stromung um einen rotierenden Zylinder.

Ablosungsstelle wesentlich weiter hinten liegt, das Wirbelgebiet also kleiner wird,
wenn die Reibungsschicht turbulent ist (vgl. § 13, Widerstand einer Kugel).

In der Technik ergibt sich die Aufgabe, trotz Druckanstiegs eine Ab-
losung der Stromung zu vermeiden, weil nur so die Stromungsverluste klein
gehalten werden konnen. Die Aufgabe wird in der Weise gelost, dall die
Form der Kérper geniigend schlank gehalten wird, um dem Antrieb der duberen
Stromung das Ubergewicht iber den Druckanstieg zu erméglichen. Die Liosung
gelingt aber im allgemeinen nur in dem Falle befriedigend, da die Reibungs-
schicht in dem verzogerten Teile turbulent stromt.
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Man kann im iibrigen die Reibungsschichten auch kiinstlich so beein-
flussen, daB die Ablosung verhindert wird. Laft man z. B. einen quer an-
gestromten Zylinder so rotieren, dal die Umfangssgeschwindigkeit gleich oder
groBer als die groBte Stromungsgeschwindigkeit ist, die am Zylinderumfang
auftritt, so wird auf derjenigen Seite, wo die Flissigkeit und die Wand sich
gleichsinnig bewegen, aberhaupt keine Bremsung der Reibungsschicht ent-
stehen, diese wird vielmehr durch die voreilende Wand beschleunigt; dadurch

Fig. 914.

Stromung in einom stark erweiterten Kanal mit Absaugung an den Wiinden.

wird sie mehr als die dullere Stromung befihigt, verzogernde Druckanstiege
zu itberwinden, und es kommt daber auf dieser Seite nicht zur Riickstrémung
und daher auch nicht zur Ablésung der Stromung. Auf der anderen Seite
bewegt sich die Wand der Fliissigkeit entgegen und bremst die dortige
" Reibungsschicht, so daB hier erst Riickstromung und dann Ablésung eines
kriftigen Wirbels entsteht. Gleichzeitig mit dem Wirbel entsteht, wie in
§ 10 des vorigen Kapitels dargelegt wurde, eine dem Wirbel gegenliufige
Zirkulation um den Zylinder, und es entsteht der Quertrieb des ,Magnus-
effekts“, wie er in § 10 beschrieben wurde. Die grofte Geschwindigkeit am
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Zylinderumfang ist bei der gewdhnlichen Potentialbewegung — 2v; kommt
noch eine Zirkulationsbewegung von 2v hinzu, dann wird auf der einen Seite
die Geschwindigkeit — 0, auf der anderen — 4. Die Versuche mit rotierenden
Zylindern zeigen, daB dieser Zustand ungefihr das Maximum des Magnus-
effekts ergibt und dann eintritt, wenn die Umfangsgeschwindigkeit % rund =4 v
gewdhlt wird. Die Wirbelbildungsvorginge bei # = 4 v sind in Stromungs-
aufnahmen von Fig. 9171) und 918 dargestellt.

Ein anderes Mittel der Beeinflussung der Reibungsschicht besteht darin,
daB man an den Stellen, wo sich sonst riickwiirts strémende Flissigkeit an-
sammeln wiirde, durch Schlitze oder durch Poren der Wand Flussigkeit nach
dem Korperinnern zu absaugt. Wenn dadurch die Ansammlung gebremster
Fliissigkeit verhindert wird, so unterbleibt auch die Ablésung der Strémung.
Unterstitzend kommt hinzu, daf durch das Absaugen der Druck in der
Strecke unmittelbar vor dem Schlitz erniedrigt und so hier eine Ablésung ver-
hindert wird. Man kann auf diese Weise nicht Widerstand sparen, aber man
kann noch bei wesentlich kiirzeren oder plumperen Kérperformen eine Stromung
ohne nennenswerte Wirbelbildung erhalten, als es sonst moglich ware.

Fig. 919 und 9201) zeigen eine Strémung in einem erweiterten Kanal, in
dem sich bei anliegender Stromung die Fliissigkeit des zunehmenden Quer-
schnitts wegen stark verzégern muB, einmal ohne, einmal mit Absaugen an
den Seitenwinden. Nur im letzten Falle liegt die Stromung an, im ersteren
Falle bildet sich ein Strahl.

Eine dritte Art der Beeinflussung der Reibungsschicht besteht darin, daB
man den Antrieb durch die 4ullere Stromung vermehrt. Dieses Mittel ist im all-
gemeinen weniger wirksam als die beiden anderen; es wird aber z. B. bei dem

. Diigenfliigel nach Handley Page und Lachmann er-

Fig. 921. folgreich angewandt. Die Reibungsschicht des ersten

m Fliigelteils in Fig. 921 wird in die duBere Strémung

= hinausgetragen und die am zweiten Teil ausgebildete

”‘-—}..\; durch den Strom, der durch den Schlitz flieSt, an-

Spaltfliigel.

getrieben. Man erreicht mit diesem Fligel ein An-

liegen der Stromung bis zu wesentlich groBeren Anstellwinkeln, als dies

sonst moglich ist, und damit einen erheblich groBeren Auftrieb, allerdings auf
Kosten eines stark vergroBerten Widerstandes.

§ 8. Strémungen mit iiberwiegender Zihigkeit. Wie bereits in § 3
auseinandergesetzt wurde, kann bei stark iiberwiegender Zahigkeit die Trigheit
gegeniiber den Reibungskriften vernachlissigt werden. Diese ,schleichenden
Stromungen“ weisen das gemeinsame Merkmal auf, daB die Bewegungs-
widerstinde proportional der ersten Potenz der Geschwindigkeit sind. Das
Kennzeichen, daB die Zihigkeit iiberwiegt, ist bei den stationiren Bewegungen
eine sehr kleine Reynoldssche Zabl, die entweder durch sehr groBe Zihigkeit
oder sehr kleine Geschwindigkeit oder sehr kleine Raumabmessungen erhalten

1) Nacf: Zeitschr. f. Flugtechn. u, Motorluftschiffahrt 1927 mit freundl. Er-
laubnis des Verlages R. Oldenbourg, Miinchen.
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werden kann (auch der Fall der sehr geringen Dichte ist zu erwahnen, der
bei der Stromung eines Gases in stark evakuierten Rohrleitungen Anwendung
findet). Drei Beispiele solcher Bewegungen mogen hier niher besprochen
werden.

a) Ein praktisch wichtiges Beispiel solcher Strémungen bildet die
Stromung von Wasser und Luft durch Sand, Gerdlle u. dgl; die
hierfir ermittelten Gesetze werden z. B. bei der rechnerischen Ermittlung
von Grundwasserstromungen im Erdboden angewandt. Die Stromung, die
hier in Wirklichkeit in den Zwischenriumen zwischen den einzelnen Sand-
kornern erfolgt, 148t sich im groBen so verfolgen, daB man die Menge angibt,
die jeweils sekundlich durch die Flicheneinheit eines durch die Sandmasse
gezogen gedachten Schnittes flieBt. Diese GréBe ist eine Geschwindigkeit und
kann durch die Komponenten u, v, w (Ergiebigkeiten fiir Flichen senkrecht
zur X-, Y- und Z-Achse) angegeben werden. Diese Geschwindigkeit kann
bei der schleichenden Bewegung gemilB dem oben Gesagten oder in Analogie
zu dem Hagen-Poiseuilleschen Gesetz fiir Rohre proportional dem Druck-
gefille gesetzt werden, also in Komponenten

— _por op op
= kaw v = —ka,u,_—ka’ ce e (1)
Aus der Kontinuititsgleichung (Kap. XI, § 2):
8u
+
die hier unverdndert angewandt werden kann, ergibt sich gemaB (1):
ep 3“p
a x’ 0 y’ + ............ (2)

Der Druck p folgt also denselben Beziehungen wie das Flissigkeitspotential @
in § 8 und 9 des vorigen Kapitels, und %, », w werden hier (bis auf das
hierfiir unwesentliche Minuszeichen) aus p ebenso abgeleitet wie bei den
reibungslosen Potentialbewegungen aus ®. Ein wesentlicher Unterschied ist
aber, dab p seiner physikalischen Natur nach iiberall eindeutig sein und stetig
verlaufen muB, wiahrend @ an Trennungsflichen unstetig sein darf, bei den
Stromungen mit Zirkulation sogar mehrdeutig ist.

Man kann mit den vorstehenden Gleichungen das Stromen des Grund-
-wassers in verschiedenen typischen Fillen verfolgen, so z. B. die Verhiltnisse
untersuchen, die sich in der Umgebung eines Brunnens einstellen, aus dem
Wasser weggepumpt wird. Doch soll hier nicht niher darauf eingegangen
werden.

b) Mit den Grundwasserstrsmungen in gewisser Weise verwandt sind die
Strémungen zwischen zwei parallelen Platten. Im einzelnen hat man
hier eine der Hagen-Poiseuilleschen Strémung #hnliche Strémung mit
parabolischer Geschwindigkeitsverteilung, vgl. Fig. 913 in §5. Der Mittel-

wert der Geschwindigkeit tiber die Spaltweite kann aber bei geniigend kleinen
Miller-Pouillet I, 3. 11. Aufl. 71



1122 Btromende Bewegung der Fliissigkeiten und Gase. II. Kap. XII. §8.

Geschwindigkeiten wieder dem Druckgefille proportional gesetzt werden, also
in Komponenten

_ op. — op
“‘_"az’ v = kay ........ (1a)
Die Kontinuititsgleichung
ou o¢v
ox + 0y 0
liefert hier also -
o*p | ¢*p _ 9
ax’_*_oy’_o ............. (_,a)

wieder in Analogie zu dem Potential der ebenen reibungslosen Strémuug.
Man kann daher die Stromlinien der reibungslosen Potentialstromung im Falle
des eindeutigen und stetigen Potentials durch einen
Versuch mit stark iberwiegender Reibung nachahmen.
Dies ist zuerst von Hele Shaw1) gemacht worden.
Er fiihrte in die zwischen Glasplatten stromende
Fliissigkeit (Wasser, Glycerin) Streifen von gefirbter
Fliissigkeit ein; diese gaben die Stromlinien der ver-
schiedensten Potentialstromungen sehr schon wieder.
Ein neuerer Apparat dieser Art, der mit Wasser und
Tinte arbeitet, ist von R.Pohl angegeben worden;
—_— Fig. 922 ist mit diesem Apparat gewonnen worden.
Ums"”j"":l':_-‘f" ‘;’::’;‘Zyli“d""s F.Prasil hat dhnliche Stromungen in einem

groBen flachen Becken erhalten, das wenige Millimeter
hoch mit Wasser gefilllt war und in das kleine Kristalle von Kalium-
permanganat gestreut waren; vgl. Fig. 9239) die eine Quellsenkenstromung

Fig. 923.

T e SR T

R o
o

Quell-Senkenstromung nach Prasil.

darstellt (Eintritt durch das linke, Austritt durch das rechte Loch). Da
die Druckverteilung ginzlich anderer Art ist wie bei schwacher Reibung,
1) Nach Prasil, Nature 58, 34, 1898; Proc. Roy. Soc. 16, 49, 1899.

2) Technische Hydrodynamik, 2. Aufl. Mit freundl. Erlaubnis des Verlages
Julius Springer, Berlin 1926.
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niamlich immer Druckgefélle in der Strémunésﬁchtung 1), sind hier nirésnds
Riickstromungen zu beobachten. Es mag daher ausdriicklich hervor-
gehoben werden, daB die in der beschriebenen Weise erhaltenen Strémungen
auf derselben Linie stehen wie die aus den Formeln gerechneten Potential-
stromungen. Uber die wirklichen Strémungen bei groSen Reynoldsschen
Zahlen geben sie keinen Aufschlub. Strémungen mit Trennungsflichen kénnen
allenfalls mit einem solchen Apparat erhalten werden, wenn man die Trsnnﬁngs-
fliche durch eine Scheidewand verwirklicht und die strémenden Flissigkeits-
mengen beiderseits geeignet reguliert.

Es mag hier noch bemerkt werden, daB bei den hier beschriebenen
Strémungen Abweichungen der Bahnen der inneren und #uBeren Flussigkeits-
schichten eintreten, wenn die Fliissigkeitsschicht zu dick oder die Geschwin-
digkeit zu groB ist. Die Bahnen der wandnahen Schichten sind danu stirker
gekriimmt, die der inneren Schichten gestreckt (Sekundirbewegungen, vgl.
das Kleingedruckte am SchluB von § 6). Bei den Versuchen ist darauf zu
achten, daB dieser Vorgang vermieden wird.

c) Ein weiteres Beispiel von Stromungen mit iberwiegender Zihigkeit
bilden die technisch sehr wichtigen Vorginge in den geschmierten
Lagern und Fithrungen von Maschinen. Es hat sich gezeigt, daf —
besonders bei rascher Bewegung — zwischen den beiden gegeneinander
bewegten Maschinenteilen (Zapfen und Lager bzw. Gleitschuh und Fithrung)
eine selbst in stromender Bewegung befindliche diinne Olschicht vorhanden
ist, die die beiden festen Korper vollig vor gegenseitiger Berithrung schiitzt,
Die Fihigkeit eines Zapfenlagers und einer Gleitschuhfithrung, groBe be-
lastende Krifte bei kleiner Reibung aufzunehmen, muB also als Ergebnis
eines Stromungsvorganges der Olschicht verstanden werden. Hier mag als
besonders einfaches Beispiel der Gleitschuh auf ebener Fiithrung behandelt
werden, wobei zur weiteren Vereinfachung noch angenommen werden soll, dag
die gleitenden Fldachen in der Richtung senkrecht zur Bewegung sebr aus-
gedehnt sein sollen, so daB man, zum mindesten in der mittleren Zone, eine
ebene Bewegung annebmen darf2). Damit wir eine stationire Bewegung
erhalten, wollen wir ein Bezugssystem wibhlen, in dem der Gleitschuh ruht
und die (wesentlich lingere) Fihrung mit der Geschwiudigkeit » nach rechts
bewegt wird. Als Vorarbeit sei die Strémung durch einen Spalt von der
Hohe h unter der Annahme untersucht, dal die obere Wand des Spaltes (der
Gleitschuh) ruht, und die untere Wand (die Fithrung) parallel zur oberen mit
der Geschwindigkeit » bewegt wird, und daB gleichzeitig in dieser Richtyng
ein Druckanstieg oder -gefille herrscht. Die X -Achse sei in die Bewegungs-
richtung gelegt, die ¥ - Achse sei senkrecht zu den Winden. Der Druckanstieg

1) Bei der reibungslosen Potentialstromung dagegen Druckgefille in der
Richtung des Gradienten von %!

%) Diese zweidimensionale Theorie ist erstmalig von O. Reynolds entwickelt
worden (picht nur fiir den Gleitschuh, sondern auch fir den Zapfen im Lager),
vgl. 2f'lgil.sTranl. Roy. Soc. 1886, Part I — Papers II, 8. 228 = Qetwalds Klassiker

r. 218, 8. 39.

71+
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ist dann = 2—:, wotiir zur Abkiirzung p' geschrieben werden soll, p' darf

dabei wegen der geringen Schichtdicke & als unabhiéngig von y angesehen
werden. Die Stromungsgeschwindigkeit, die hier in die X-Achse fallt, sei u
(auch im allgemeineren Falle nicht vollig paralleler Winde ist die Geschwin-
digkeit durch die X-Komponente 4 hinreichend charakterisiert. Die Y-Kom-
ponente hat nur far die Kontinuitit Bedeutung). Gem#&B den Bemerkungen
am Schlub von § 1 ist hier bei Vernachlissigung der Trigheit und unter der
Annahme, daB in der X-Richtung der Zustand sich nur langsam #ndert
(langsam gegeniiber den starken Anderungen nach y, was zur Vernachlissigung
von g;‘: gegen 2’71: fithrt):

%u __
. [ Ey p.
Durch Integration folgt daraus

ou __
boy =Pyt G
und weiter
2
uu=p'y?+ Ciy + G,

Die Forderung, daB fir y — 0 « — v sein soll, wird erfiillt durch C; = pv;
fiir y = h soll 4 = 0 werden; dies ist erfiillt, wenn

= (kv ot
G = n e )
gesetzt wird. Damit wird
— P e Ph—my) oo
u—“(y hy) + 5 (h—y) ce (1)
Die Reibungskraft pro Flicheninhalt an der oberen Wand wird
_ 8u) _ v, h
r’—“<0;;.‘— 'uh+p2” ....... (2)

(Die Reibungskraft an der unteren Wand ist entsprechend 7, = C,
= —y%—- p' %) Bei der Diskussion dieser Ergebnisse ist zu beachten,

daB einem Druckanstieg in der Richtung der positiven X -Achse ein positives p’
entspricht; ein negatives p’ bedeutet ein Druckgefille. Weiter interessiert
noch die strémende Fliissigkeitsmenge, die wir im folgenden zur Formulie-
rung der Kontinuitit brauchen. Dié Menge in der Hohe h wird fiir die
Lingeneinheit in der Breitenrichtung

h
Q= j udy.
0
Die sehr einfache Ausrechnung gibt
=2 PN )

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns der eigentlichen Aufgabe zu-
wenden. Es soll eine solche Losung gefunden werden, bei der der Druck p,
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von dem Luftdruck p, beginnend, mit # stark anwichst und hinterher wieder
auf p, abnimmt, denn der ,Gleitschuh“ soll ja Lasten tragen kénnen, was nur
bei einem derartigen Druckverlauf moglich ist. Mit einem konstanten Wert
der Spalthshe h gelingt dies nicht, denn wegen der Kontinuitit mul
() == const gesetzt werden. v ist die Geschwindigkeit des Gleitschuhes, also
konstant; damit wird auch der Druckanstieg p’ konstant. Wir miissen also
h mit x verinderlich annehmen; dann liefert Gl. (3)

,__4p __ v Q
Y=_= 12“<2h5_h3> .......... (4)

woraus durch Integration p(x) erhalten wird. Die Bedingung, daB fiir Anfang
und Ende des Gleitschuhes p — p, sein muB, liefert dann den bis dahin noch
unbekannten Wert von @. Damit ist aber der Verlauf von p bekannt, und es kann
nun durch weitere Integrationen die resultierende Druckkraft des Gleitschuhes,

1 ]
fiir die Einheit in der Breitenrichtung — j.pd:c, sowie das Moment j‘ prax
0 0
berechnet werden. I)ie Reibungskraft wird unter Benutzung von Gl (2)

!
= J. 7,dx, so daB damit die resultierende Kraft auf den Gleitschuh nach
0

Gréfe und Richtung fiir jeden gegebenen Verlauf der Spalththe i ermittelt
werden kann. Meist ist die resultierende Druckkraft gegeben, woraus dann
eine Angabe iiber die Spalthohe folgt.

Der einfachste Fall einer verdnderlichen Spalthshe wird erhalten, wenn
man Gleitschuh und Fihrungsfliche eben, aber gegeneinander um einen
kleinen Winkel 0 geneigt annimmt. Der

Gleitschuh reiche von # = 0 bis 2 = [; Fig. 924.
die Hohe sei
h=(a-—-z),6 ..... (6) l|<—x
was bedeutet, daB die Schnittkante der N
beiden Ebenen in der Entfernung a von  |le——7— !
der Vorderkante des Gleitschuhes (z — 0) e 4 o

liegt (vgl. Fig.924). Damit wird

x

de 1 (__ 1 1\ _ 23;—5{;’ )
s T 208 (a—-ix)ﬂ—u’)— 203%a9(a — 1)
(]

und =
dz _ _1,,(,_1_ , ,!,>~ B S
T \a—z o/ dal@a—a)’
)
also wird
— _bpe  ( Q@a—2)\
P=7pot 0%2a(a —1z) (v 5a(a—x)) ©)

Nach Gl. (6) ist fir x = 0 p = p,; damit auch fir z =1 p = p, wird,
muB die Klammer in (8) verschwinden, also

Q gy s %)
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sein. Nach leichter Vereinfachung ergibt sich hiermit, wenn noch fir 6 (a — z)
wieder h gesetzt wird:
6uvz(l — z)
p = p,+ h’(édfi— y (8)

Zur Abschidtzung des mittleren Druckes mag zunidchst der Druck p, in der
Mitte des Gleitschuhes (z = »;—) angeschrieben werden. Dieser ist zwar nicht

das Druckmaximum, da h gemiB Gl. (5) mit x verdnderlich ist, aber er wird,
wenn diese Verianderlichkeit nicht allzu stark ist, die GroBenordnung dieses

Maximums noch richtig angeben. Es ist gemil Gl. (8)

_ 3 wol?
h=h =5 es—0’
Nimmt man eine angenihert parabelférmige Verteilung des Druckes an’ so ist
der mittlere Uberdruck p,, gendhert = /5 (p; — p,), also
pold

Pm = wt(2a —l) - (9)
Diese Formel zeigt deutlich, daB auch bei verhiltnismiaBig kleinem u durch
sehr kleine mittlere Schichtdicke h,, sehr groBe Drucke erzielt werden kionnen,
Das Druckmaximum liegt gemdB Gl. (8) wegen der
Abnahme von k in der Strémungsrichtung .hinter
der Mitte, daher liegt auch die resultierende Kraft
P hinter der Mitte. Fig. 925 zeigt eine solche Ver-
teilung gemaB Formel (8). Darunter ist die zu-
h i ' gehorige Geschwindigkeitsverteilung angedeutet, aus
1 i deren verschiedener Kriimmung die Druckunter-
schiede deutlich sichtbar werden.- Die besondere
7 Art der Druckverteilung hingt dabei noch von dem
Verhiilltnis 7/a ab; die Lage der resultierenden

PFig. 925.

Fig. 926. Druckkraft ist nur von !/a abhingig. Mitchell
gab den Gleitschuhen des nach ihm benannten
QER Lagers eine gelenkige Befestigung etwas hinter der

Mitte der Gleitfliche (vgl. Fig. 926) und erzielte da-
durch ein unter allen Belastungen gleichmiBig
gutes Arbeiten. Es stellt sich automatisch eine
bestimmte Schriglage (genauer ein bestimmtes a)
ein, denn bei stirkerer Neigung liegt der Druckmittelpunkt weiter hinten,
bei schwicherer weiter vorn; die richtize Lage weist daher eine starke
Stabilitit auf.

In Wirklichkeit strémt bef solchen Gleitschuhen von der an der Eintritts-
kante erfaBten Olmenge oin gewisser Teil an den Seitenkanten aus; dadurch
erfihrt der Druck im Innern eine wesentliche Abschwichung?!); qualitativ
bleibt der Vorgang jedoch von der beschriebenen Art.

1) Vgl A.G.H. Mitohell, Zeitschr. . Math. u. Phys. 62, 125, 1905 = Out-
walds Klunker Nr. 218, 8. 202

////////% v

ST

Gleitschuh.
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Die Schubspannungen am Gleitschuh sind wegen des Druckfeldes am
Eintritt kleiner, am Austritt aber gréfer als die einfache Spaltreibung, aber
sie bleiben doch im allgemeinen von derselben GriBenordnung. In unserem
Beispiel wird, wie sich leicht aus Gl. (4) und (7) ergibt:

v ad(a—1)
n= _—<12h( %0 1) —3)
wobei die Veranderlichkeit von A gemiB Gl. (5) noch zu beriicksichtigen ist.

Beim Zapfen im Lager sind die Verhiltnisse weniger ‘einfach, da hier
in der Spaltweite s bei zentrischer Luge des Zapfens (Differenz des Lager-
halbmessers 7 + s und des Zapfenhalbmessers ), auch ,Lagerspiel“ genannt,
eine neue, fest gegebene Grofe auftritt, zu der durch Verschiebung des Lager-
mittelpunktes in wagerechter und senkrechter Richtung noch zwei Unbekannte
hinzutreten. Im wesentlichen kommt es auch hier darauf hinaus, daB ein
keilformiges Olpolster gebildet ist, durch das das Ol von dem rotierenden
Zapfen von der weiten Seite zur engen durchgeschleppt
wird (vgl. Fig. 927). Die Rechnungen sind hier sehr
umstiéndlich, sie werden aber einfacher, wenn man
annehmen darf, daB die Zapfenexzentrizitit e klein
ist gegen das Lagerspiel s. Dies trifft bei in Ol
badenden, schnell laufenden und maBig belasteten
Zapten zu. Man kann in diesem Falle h — s 4 ecos
(® + o) setzen (p = Zentriwinkel) und in den Formeln
die Nenner binomisch entwickeln. Bei dieser Rech-
nung, deren Durchfihrung ganz analog derjenigen fiir den Gleitschuh ist,

Pm 83 .
Um , worin pp, den
or

Fig. 927.

Lager.

wird —:» proportional der dimensionslosen Grébe L —

mittleren Lagerdruck, r den Zapfenradius und v die Umfangsgeschwin-
digkeit bedeutet. Der Bau dieser ,Lagerbelastungszahl“ oder kiirzer ,Lager-
zahl® 1aBt sich im dbrigen auch an Hand unserer Formel (9) fir den Gleit-
schuh einsehen, die auch so geschrieben werden kann:
l _ Pm 'fm
2a—1 uol
Die linke Seite dieser Gleichung ist rein geometrischer Natur und hat eine
ganz verwandte Bedeutung wie e/s; rechts tritth,, statt s auf und I statt r.
Im allgemeineren Fall?) eines nicht kleinen e/s erweist sich diese Grofe
als eine Funktion der Lagerzahl L, ebenso der Winkel & zwischen der Kraft-
richtung und der Richtung der Verbindungslinie Zapfenmittel—Lagermittel,
Dieser Winkel ist meist in der Nihe von 90°; der Punkt des kleinsten Ab-
standes zwischen Zapfen und Lager liegt dabei gegen die Richtung.des Zapfen-
drucks in der Drehrichtung voraus.
Der Einflul verschiedener Lagerbelastung, verschiedenen Lagerspiels,
verschiedener Olzéhigkeit und Umfangsgeschwindigkeit kommt in der Lager-

!) Vgl. 0. Reynolds, L. c.; A. Sommerfeld, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 50,
97, 1904 = Oltw:lds Klunker Nr. 218, S.108.
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zahl richtig zum Ausdruck, es erweist sich deshalb auch richtig, Versuchs-
ergebnisse unter Zuhilfenahme dieser GroBe zu ordnen?).

Bei den vorstehenden Ausfithrungen war natiirlich stillschweigende Voraus-
setzung, daf durch reichliche Olzufuhr und nicht zu kleine Geschwindigkeit
bzw. nicht zu groBe Lagerbelastung ein die ganze Lagerfliche bedeckender
,Olfilm* vorhanden ist, der jede metallische Berithrung verhindert. Mit Riick-
sicht darauf, dal der Genauigkeit, mit der sich Lager und Zapfen bzw. Gleit-
schuh und Fiihrung herstellen lassen, Grenzen gezogen sind, ist bei zu kleiner
Spaltweite h eine metallische Berithrung nicht mehr zu vermeiden, und es treten
dann Zustéinde ein, die durch die gewohnliche Reibung der festen Korper
besser erklirt werden konnen. Auch der Fall, da8 im Olfilm groBere negative
Drucke eintreten, muB bei Benutzung der Formeln ausgeschlossen werden.
In diesem Falle ist statt dessen ZerreiBen des (lfilms zu erwarten; dies @ndert
zum mindesten die Berechnungsgrundlagen.

§ 9. Stromung durch gerade Rhren und Kaniile von gleich-
bleibendem Querschnitt. Das in § 1 angegebene Hagen-Poiseuillesche
Gesetz, wonach der Druckabfall proportional der Geschwindigkeit wichst, gilt

nur unterhalb .der kritischen Geschwindigkeit

Fig. 928. (vgl.§ 4). Oberhalb der kritischen Geschwindig-
Jp— '_'f".\ keit, also bei turbulenter Stréomung, ist der
£y Druckabfall, wie in § 4 schon erwihnt, mehr
N oder minder genau proportional der zweiten
; Potenz der Geschwindigkeit. Die Schubspannung
e
1

2
an der Wand kaon dann = ' 1% geschrieben

werden, wo A’ eine von den niheren Umstinden, besonders von der Wand-
rauhigkeit abhiingige Zahl und w die mittlere Geschwindigkeit ist. Der
Druckabfall in einem Rohr- oder Kanalstiick von der Linge ! mul den Schub-
spannungen an der Wandfliche das Gleichgewicht halten, vgl. die an Fig. 907
ankniipfende Betrachtung in § 1. Es ist daher mit F' — Querschnittsfliche
und U = ,benetzter Querschnittsumfang* 3)

. 2
(B —p) F=vlU =29 510,
also )
P—p _ 4, U ou?

l F 2

Man nennt F/U == r, den hydraulischen Radius. Bei einem unter der
Wirkung der Schwere flieBenden Gewisser, z. B. einem FluB, wird gewshnlich

das Spiegelgefille § — h ;"“ angegeben, vgl. Fig. 928, das mit dem Druck-

1) Uber Einzelbeiten vgl. etwa Gimbel-Everling, Reibung und Schmierung
im Maschinenbau. Berlin 1925,

%) Bei einem offenen Gerinne (FluB oder Kanal) gehort der freie Spiegel nicht
zu dem ,benetzten Umfang®.
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gefille lings einer wagerechten Linie durch die Beziehung p; — py=g¢ (¢, — £,)
1 p—p, AMow?

zusammenhingt (Kapitel X, § 9); damit wird i =- = ..
qu 1 rh 2¢
Durch Umkehrung ergibt sich hieraus
/ .
w = ‘/ 21{’ Thi.
In der Anwendung auf Flisse und Kanidle wird diese Formel meist
W= CVrat « « v )

geschrieben und als Chézysche Formel bezeichnet. Der Wert von C, der
noch als eine Funktion des hydraulischen Radius und der Wandrauhigkeit
angesehen werden muB, schwankt fir Wassertiefen von 0,5 bis 3m von
80 m“25~! bei Kanilen aus glattem Holz oder glatt geputztem Mauerwerk bis
30 bis 50 bei Erdwinden und 24 bis 40 bei Gerélle. Es sind vielfach Formeln
vorgeschlagen worden, die die Beobachtungen genauer wiedergeben sollen,
z. B. kann C bei gleicher Wandbeschaffenheit etwa der 6. bis 8. Wurzel aus
dem hydraulischen Radius proportional gesetzt werden, jedoch besteht immer
die Schwierigkeit, die gerade vorliegende Wandrauhigkeit richtig einzuschétzen.
Der Einflub verschiedener Querschnittformen wird durch den hydraulischen
Radius in befriedigender Weise wiedergegeben, was darauf hindeutet, dal
wirklich, wie in obiger Ableitung stillschweigend angenommen, die Schub-
spannung an allen Wandstellen ungefihr gleich gro8 ist. .

In § 17 des vorigen Kapitels wurde erwihnt, daB die Geschwindigkeit ygh,

mit der ein niedriger Schwall fortschreitet, die Grenze zwischen ,Strémen“ und
iE;Schiefll?ln“ bilde. Setzt man /. == r,, was bei breiten FluBliufen zutrifft, so ist im
renzfa

w=2C Vr;,il = V.’/;h'
iy = g/C%

fir ¢ = 50 mY2s—1 ist also z. B.7; = 1/250. Fir i < 7, findet Stromen, fir
i > i, SchieBen statt.

Fir Rohren von Kreisquerschnitt (Radius r) ist
: Fo_mr_r,
U 2nr 2
Schreibt man 4, tir 2 A, so wird aus Gl. (1)

b= __ h oow

1 :r P) e a e e e s e se e 3)

also

Ay heilt Widerstandsziffer. Es muf dabei bemerkt werden, daf die Ingenieure
meist statt des Radius » den Durchmesser ¢ — 27 in die Formel einsetzen,
wodurch die Widerstandsziffer A3, um dasselbe Zahlenergebnis zu erhalten,
doppelt so groB wie hier, also 4, — 24, = 4 A’ gesetzt werden muB.

Eine Ahnlichkeitsbetrachtung ergibt fir rauhe Rohre, daB man die-
selben Zahlenwerte fiir A bei zwei Réhren verschiedenen Durchmessers er-
warten kann, wenn die Abmessungen der Rauhigkeiten sich wie die Rohrweiten
verhalten. Hopf und Fromm?) fanden, daB, wenn & eine Langenabmessung

1) Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 8, 329 u. 389, 1928.
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der Rauhigkeit (z. B. ihre Hohe) ist, A fiir geometrisch ahnliche Rauhigkeiten
k
™
Ay = 44, 03%; dies gibt fiir die obigen Werte von C 4,- Werte von 0,006
bis 0,068.

Uber das Verhalten der turbulenten Stromung in glatten Rohren liegen
ausgedehnte und zum Teil sehr genaune Versuchsreihen vor. Vom theorstischen
Standpunkt 1aBt sich nur sagen, daB die Widerstandsziffer 4 in solchen Fillen
denselben Zahlwert haben muB, wo die Reynoldssche Zahl i der Strémung
(vgl. § 2) denselben Wert hat. 4 kann daher noch eine Funktion von % sein.
In der Tat zeigt sich eine Abnahme von A mit wachsender Reynoldsscher

Zahl. Bis etwa R, = 10;’ = 40000 !) kann

0,314
ptoportiona.l( > ist. — Durch Vergleich mit Gl. (2) ergibt sich

A =01833R7% . ... .. ... Coe )

geschrieben werden [Blasius$), nach Versuchen von Saph und Schoder].
Versuche, die bis iiber #; — 200 000 ausgedehnt wurden, zeigten neuerdings,
daB die Formel

Ay == 0,0036 4 0,24R7%%® . . . ... (5)

den ganzen Bereich besser darstellt [Lees, nach Versuch von Stanton und
Pannels), ferner Jakob und Erk nach eigenen Versuchen]¢). Ein
Uberblick iiber den Verlauf von 4, fiir glatte Rohre ergibt sich.aus folgenden
in runden Werten angegebenen Zahlen. Es wird

A, = 0,020 0,016 0,010 0,008 0,006

fir R; = u:}_r = 2000 6000 32000 88000 500000

Aus der Blasiusschen Formel (4) ist durch Berechnung der Schubspannung
an der Wand die Formel (1) in § 5, b erhalten worden, in der nur durch Anbringung
eines Zahlenkoeffizienten von der mittleren Geschwindigkeit zur Geschwindigkeit
in der Hohrmitte ibergegangen ist. Aus der Annahme, dal die Schubspannung
an der Wand von der Stromung an der Wand, nicht aber von der Entfernung der
Rohrmitte von der Wand abhingen muB, ist die Form (2) der Gleichung fiir die
Schubspannung in § 6 gewonnen worden. Aus der Unabhingigkeit des Ty, 4
von y kann, wie dort erwihnt, auf w's/y's = const fur ein und dieselbe Stromung
oder u proportional y'/r geschlossen werden.

Das Hagen-Poiseuillesche Gesetz, das mit w = @/7x7* auch in
der Form
B—p_ Bew L
I 7 ©

1) In der Literatur findet man als die Linge, die in die Reynoldssche Zahl
von Rohrenstromungen eingefiihrt wird, sowohl den Halbmesser » wie den Durch-
messer d, seltener den hydraulischen Radius r, Hier wird, entsprechend dem

physikalischen Brauche, » bevorzugt. Zur Unterscheidung wird —“;—' =R, und
!)vé = Ry geschrieben (Ry = 2 R,).

3) Forschungearbeiten des Ver. Deutsch. Ing. 1918, Heft 131.
oL 4 6',) ll;hllé Trans. Roy. Soc. London (A) 214, 199, 1914; Proe. Roy. Soc. London (A)
’ 4) Fors'ehungurbeiten des Ver. Deutsch. Ing. 1924, Heft 267.
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geschrieben werden kann, 146t sich ebenfalls unter die Form von Gl.(3) bringen,
wenn man

setzt. Das Diagramm Fig. 929 stellt i, als Funktion von R, dar, wie es
sich aus den Beobachtungen ergibt.

Die kleinste Reynoldssche Zahl i}, = wvr , bei der eine turbulente Be-

wegung in einem geniigend langen geraden Rohr noch bestehen kann, ist nach
L. Schiller?) i}, — 1160. Die groBte Reynoldssche Zahl, bei der die

Fig. 929.

Verlauf der Widerstandszahl 4, abhéngig von der Reynoldsschen Zahl.

Laminarstromung noch bestehen kann, ist abhingig von der Gréfe der
Stérungen, mit denen der ZufluB der Fliissigkeit zum Rohr behaftet ist oder
die an der Rohreintrittsstelle (durch scharfe Kanten oder dergleichen) erzeugt
werden. Bei gut abgerundetem Einlauf und gut beruhigtem Wasser im Be-

héilter 148t sich leicht “;' = 10000 und mehr erhalten. Die Ursachen fiir

die Entstehung der ersten Turbulenz in einem solchen Falle sind noch nicht
hinreichend geklirt. Wahrscheinlich geben schwache Wirbel mit Achse parallel
der Rohrachse, die durch geringe noch vorhandene Stromungen im Behilter
verursacht werden, zunéchst AnlaB zu labilen Geschwindigkeitsverteilungen im
Rohr; diese fithren dann einen raschen Zerfall der Stromung unter Bildung
heftiger Querwirbel hervor, die dann nicht mehr verschwinden, da sie immer
wieder AnlaB ‘zu neuen instabilen Geschwindigkeitsverteilungen geben. Bei
scharfkantigem Einlauf bildet sich dort eine Trennungsschicht, die leicht in
Wirbel zerfdllt und dann Turbulenz bervorruft. Ist das Rohr in eine ebene
Wand so eingesetzt, daB es mit scharfer Kante an diese anschliefit, so erhilt
man den Ubergang zur turbulenten Stromung etwa bei 9%; — 1400.

Der Verlauf des Druckabfalls in einem Rohr, wie er durch die Gl (6a)
und (4) bzw. (5) und durch die Fig. 929 dargestellt ist, wird nur erhalten,
wenn die ,MeBstrecke“, an deren Anfang und Ende die Drucke (durch An-
bohrungen, vgl. voriges Kapitel, § 7) gemessen werden, geniigend weit, z. B.

1) Forschungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing. 1922, Heft 248, S. 16.
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100 Durchmesser, vom Einlauf entfernt sind, und selbst dann kénnen sich im
laminaren Zustand noch gewisse Abweichungen zeigen. Milt man niher am
Einlauf, oder miBt man etwa den Druckabfall vom Behilter bis zum Rohr-
ende, so kommen die Anlaufvorgidnge noch wesentlich mit in Betracht.
Zunichst hat man, abgerundeten Einlauf vorausgesetzt, einen Druckabfall
= 9_2’9’ zur Erzeugung der Geschwindigkeit w im Eintrittsquerschnitt des
Rohres. Die Geschwindigkeit ist zundchst im Querschnitt praktisch gleich-
férmig verteilt, da jedes Teilchen dasselbe Druckgefille durchlaufen hat. Die
Bremsung durch Reibung setzt von der Wand her ein, und es bildet sich eine
wachsende Schicht verzogerter Flissigkeit, vgl. Fig. 930.
Die Geschwindigkeit der Kernstromung in der Robrmitte
mub dabei in dem Mafe zunehmen, daB durch jeden Quer-
schnitt dieselbe Menge flieSt; dieser Beschleunigung der
Kernstromung entspricht ein Druckgefille lings der Rohr-
achse gemil der auf die Kernstromung angewandten Ber-
Geschwindigkeits- 1 oyligchen Gleichung. Dieses Druckgefille, durch das auch
profil der Anlauf-
stromung. die Randzone einen Antrieb erfihrt, ist groBer als das der
Hagen-Poiseuilleschen Stromung. Beim Weiterstrémen stellt
sich durch Ausbreiten der Reibungszone allméhlich der normale Strémungs-
zustand der Hagen-Poiseuilleschen Stromung her. Der Ubergang vollzieht sich
nach Rechnungen und Beobachtungen von L.Schillerl) etwa nach einer Strecke

Fig. 930.

2
I, = 0,12 5—1/'—”— = 0,127.%,. Bei %, = 1000 bzw. 10000 wird demnach

{; = 120 bzw. 12007, also 60 bzw. 600 Rohrdurchmesser! Bei kurzen, an
der Eintrittsstelle abgerundeten Rohrstiicken ist daher, wenn die Reynoldssche
Zahl nicht ganz klein ist, keine Rede davon, daf die Geschwindigkeit nach
Gl (3) von §1, also nach einem Paraboloid verteilt wire. Die Geschwindig-
keit ist, wenn die Flissigkeit aus einem groferen Raume kommt, hier viel-
mehr in der Hauptsache gleichformig verteilt, und nur eine Randschicht ist
durch Reibung verzogert.

Die turbulente Stromung bildet sich in verhaltnismiBig kiirzeren Strecken
aus, wenn durch scharfé Kanten, durch Umlenken um eine Ecke oder der-
gleichen beim Eintritt in das Rohr fir die ndtigen Wirbel gesorgt ist. Bei
glattem Einlauf bildet sich zunichst ein laminares Stiick aus, am Ende dessen
die Turbulenz einsetzt. Fiir groBe Reynoldssche Zahlen und stérungslosen
Zustrom kann diese Linge etwa I3 =— 500000 7/w = 500000 r,/ R, gesetzt
werden (vgl. Plattenwiderstand, § 13).

§10. Strémung durch Kaniile mit Querschnittsiinderungen. a) Der
einfachste hierher gehérige Fall ist der AusfluB aus Miindungen. Soweit keine
hydraulischen Verluste dabei auftreten, ist die Aufgabe schon in § 4 des
vorigen Kapitels behandelt, insbesondere ist dort betont, daB vermége der

1) Forschungsarbeiten des Ver. Deutsch. Ing., Heft 248; Zeitschr. f. angew.
Math. u. Mech. 2, 96, 1922.
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Strahlkontraktion der Strahlquerschnitt meist nicht mit dem Lochquer-
schnitt (F') iibereinstimmt: Strahlquerschnitt = o F, wo o die Kontraktions-
ziffer heilt (bei scharfrandigen 6ﬂnungen in ebener Wand etwa & — 0,61).
Die Geschwindigkeit in der Strahlmitte ist beim Ausflu aus einem GefiG,
dessen Querschnitt groB gegen den Lochquerschnitt ist, meist sehr genau
—'V2gh aber in der Randzone wird durch die Reibung der auf das Loch
zufliessenden Fliissigkeit an der Wand eine Geschwindigkeitsverminderung
getunden, die bei den Miindungen nach Fig. 847 groBer ausfallt als bei
solchen nach Fig. 846. Die mittlere Geschwindigkeit wird somit etwas kleiner
als die theoretische und kann w = ¢ }/ 2 gk geschrieben werden, mit @ = Ge-
schwindigkeitsziffer. Die Geschwindigkeitsziffer ist hauptsichlich bei kleinen
Oftnungen und kleinen Geschwindigkeiten (bei kleiner Reynoldsscher Zahl!)
merklich von 1 verschieden; bei grofen (ffnungen und Geschwindigkeiten ist
sie fast immer ganz nahe an 1 (vorausgesetzt, da8 der GefaBquerschnitt auch
hier groB gegen den Lochquerschnitt ist). Der AusfluBvorgang eignet sich
zur Mengenmessung. Man braucht nur den Lochquerschnitt F' und die
Flissigkeitshohe % zu messen, dann ist Q =@ F Y29k die sekundliche
Menge. Das Produkt & @ pflegt zu der ,Ausflubziffer* u zusammengefaBt zu
werden: & @ = g. Zur Ermittlung von g kann man die in festgestellter
Zeit ausgeflossenen Flissigkeitsmengen wigen.

b) Bei scharfkantig an die Wand anschlieSenden Ansatzrohren, wie z. B.
Fig. 931, werden dagegen erhebliche Verluste festgestellt. Man hat zunachst
eine Kontraktion ahnlich wie bei einer Offnung.in diinner
Wand, dann aber Wiederausbreitung unter Vermischung Fig. 031.
mit dem Totwasser, das den Strahl umgibt (in Fig. 931
punktiert). Fir diese Vorginge ergeben sich gemil der
Theorie im vorigen Kapitel § 12, ¢, folgende Beziehungen:
Ist w die mittlere AusfluBgeschwindigkeit am Ende des
Ansatzrohres, so ist die Geschwindigkeit an der engsten

w
Stelle = -; es kommt also zu der Druckhéhe #3/2 g
o Scharfkantiges Ansatz-
rohr.

wt /1 3
noch die Verlusthohe - ( - — 1> hinzu, Die Summe
29\

beider Hohen ist gleich der Wasserhhe im Gefal zu setzen. Lést man nach
der Geschwindigkeit auf, so ergibt sich eine Geschwindigkeitsziffer

QP = e Flg. 932.
VI —2a+ 208 T\—V\‘E——IT
Fir « = 0,61 ergibt sich ¢ = 0,84. @LL;W“._—: W,

\
\
o) Plétzliche Verengungen in einem Robr, L}I‘:;_f’-ﬂ——ﬂ—

vgl. Fig. 932, bringen neben dem Bernoulli-
schen Druckabfall einen Druckverlust analog
dem hier behandelten, da auch hier eine Kontraktion eintritt. Die Kontrak-

Scharfkantige Verengung.

3
tionsziffer kann nach Weisbach zu &« — 0,63 4 0,37 (;,‘--) angenommen
)

werden.
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Folgt auf die Verengung wieder eine plotzliche Erweiterung (vgl. Fig. 933),
80 ist entsprechend der Druckverlust

P L <_,E9.__ )’
Do — Py = 9 oF, 1).
Der Druckunterschied p, — p,,
der groBer ist, wird vielfach zur

__E’.'gl_.._F{L_ P Mengenmessung verwendet; er ist

P nach Bernoulli (wenn von kleinen
Verlusten abgesehen wird, siehe

Fig 938,

Drosselscheibe. unten bei Fig. 934)
— Q! [( Fo \!
Po— P = P) [ “F1>-1]'

Ist po —p; durch Druckmessung vermittelst je einer Anbohrung vor und
hinter der Verengung (,Drosselscheibe®, , Staurand“) gemessen und o durch
anderweitige Versuche bekannt, so folgt aus der Gleichung w, und damit
die sekundliche Menge = F) w,.

Knierohre und kurze Kriimmer kénnen auf ganz shnlicher Grundlage
beurteilt werden wie die Rohre Fig. 933; auch hier ergeben sich bei den
raschen Umlenkungen Kontraktionserscheinungen mit daraut folgendem

Wiederausgleich der Gelschwindigkeiten. Der Druckhéhenverlust wird = §2w’

geschrieben, wo § eine empirischi fiir jeden Einzelfall zu ermittelnde Wider-
standsziffer ist. Uber die Zahlwerte fir typische Fille geben die Ingenieur-
handbiicher Auskuntt, vgl. z. B. Hiitte, Bd.I, 25.Aufl, S.359 u. f., ferner
Mitteilungen des Hydraulischen Instituts der Technischen Hochschule Miinchen,
Heft 2, 1927.

d) Allmihbliche Verengungen bringen sehr kleine Stromungsverluste mit
sich, wesentlich groflere dagegen die allmihlichen Erweiterungen, da hier
Neigung der Stromung zur Ablésung von der Wand besteht. Immerhin sind

0o P, Fig. 94, P2 die Druckwiedergewinne wesent-
H L lich héher als bei plétzlicher Er-
- g weiterung. Der Druckhdhen-
\Fo \Fy | ‘|F2 . .
' o w, aF o, W, verlust py — py in Fig. 934 kann
Pt VA cood
. v \/ =t ‘21 (w} — w}) geschrieben

Venturi- Diise. werden, mit { = 0,15 bis 0,2. Ein

Rohr nach Art von Fig. 934 wird Venturirohr genannt und wird ebenfalls zur
Mengenmessung verwandt. Beobachtet werden p, und p,, die Rechnung ist
ganz entsprechend der fritheren, nur daf hier & bei guter Formgebung = 1
gesetzt werden kann. Die Geschwindigkeitsziffer ist dagegen nicht genau =1,
und auch die Ungleichformigkeit in der Zustrémung ist von EinfluB, so da
sich eine empirische Eichung empfiehlt, wenn hihere Genauigkeitsanspriiche
gestellt werden. Fiir die Drosselscheiben nach Fig. 933 gilt das gleiche.

Die Drucksteigerung p, — p, in einem plétzlich oder allmihlich erweiterten
Robr wird in den Strahlapparaten nach Fig. 935 dazu verwendet, andere
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Flussigkeiten anzusaugen und fortzuschaffen. Unter den Anwendungen sind
zu nennen die Wasserstrahlluftpumpe, mit der man betrichtliche Luftleere
herstellen kann (damit py— p, gleich einer Atmosphire wird, muB w, etwa
20 m/sec sein), ferner der Bunsenbrenner, bei dem der aus einer Diise aus-
tretende Gasstrahl Luft ansaugt und sich mit ihr mischt. Eine andere An-
wendung ist das Lokomotivblasrohr, bei dem der aus dem Zylinder stréomende

Fig. 935.

Strahlpumpe.

Dampf die Verbrennungsgase aus der Rauchkammer absaugt und so die Ver-
brennung unterhilt. Eine sehr merkwiirdige Anwendungsform ist der
Injektor, der mittels Dampf aus einem Dampfkessel kaltes Wasser ansaugt
und es in denselben Kessel pumpt (die Wirkung ist durch die Dichte-
vermehrung zu erkliren, die der Dampf bei seiner Kondensation auf dem
Wasger erfihrt; ein groBes Volumen wird dem Kessel entnommen, ein viel
kleineres zuriickbefordert). Auf die Theorie des Strahlapparats, die sich
auf dieselben Beziehungen aufbaut wie die der vorgenannten Apparate, kann
hier nicht niher eingegangen werden.

e) Fiir offene Wasserlaufe ist der , Uberfall iiber ein Wehr“ (vgl. Fig. 936)
ein sehr brauchbares Mittel zur Mengenmessung. Eine Abschitzung der iiber-
fallenden Wassermenge, soweit es sich um den ‘

Bau der Formel handelt, ist bereits durch die . Fig. 938,
Betrachtungen am Ende des § 17 des vorigen
Kapitels gewonnen worden. Man kann diese
Formel aber auch aus einer ganz anderen,
scheinbar nur entfernt verwandten Aufgabe
gewinnen: AusfluB aus einem schmalen senk-
rechten Schlitz in der Wand eines offenen
Gewissers (vgl. Fig. 937). Hier kann ohne Ubertall iiber ein scharfkantiges
Bedenken der AusfluBquerschnitt in Elemente Wehr.

bdh zerlegt werden; durch ein solches Element

flieBt eine Menge a:bdh Y2gh. Die Integration von O bis Fig. 937,
hy liefert dann die Gesamtmenge

Q= z abh Y2y,

1
was mit der Formel in § 17 ibereiustimmt, wenn & — "7 -

gesetzt wird (fiir h, steht dort #). Die formale Ubereinstimmung hingt damit
zusammen, daB die Abmessungen des Ubertalls in die Formel aus Dimensions-
griinden gar nicht anders eingehen kénnen. Der Versuch zeigt nun aber, da
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selbst die Zahlwerte fir den senkrechten Uberfall nach Fig. 936 und den Spalt
nach Fig. 937 fast genau ibereinstimmen. Fir Uberfille zwischen parallelen
Wiinden (Uberfille ohne Seitenkontraktion) mit scharfkantiger senkrechter
Uberfallwand und mit Luftzufubr unter dem Strahl liegen besonders sorg-
filtige Messungen vor. Nach Rehbock?) ist hierfiir

3 0,081,
3 (b, — ') T
wobei &' eine vermutlich mit Kapillarwirkungen zusammenhingende kleine
Hohe von 2,85 mm und a den Abstand der Uberfallkante von dem Boden des
Zulaufgerinnes bedeutet. &, ist die Uberfallhohe, d. h. die Hohe des Ober-

wasserspiegels iiber der Wehrkante, gemessen in einiger

o = 0,603 + —

Fig. 938. Entfernung vom Wehr; die Messung gelingt z. B. mit
4 g
einem Gerit nach Fig. 938 mit guter Genauigkeit, da man
das Austauchen der Metallspitze aus dem Wasser sehr
scharf feststellen kann (besser als das Eintauchen einer
nach unten gerichteten Spitze).
— = Bei Wehren mit flacher Wehrkrone wird durch die
B - . 1
Vorrichtung zur Versuche der theoretische Wert von & — VH = 0,577
Wasserspiegel-
messung. (siehe oben) gut bestatigt.

§ 11, Widerstand von Korpern in Fliissigkeit. a) Aligemeine
Vorbemerkungen iiber die Widerstandsformel. Fiir den Widerstand,
den eine Flissigkeit der Bewegung eines in ihr befindlichen Kérpers ver-
moge ihrer Trigheit entgegensetzt, hat schon Newton den SchluB gezogen,
daB dieser Widerstand proportional der Flichenausdehnung des Kérpers quer
zur Bewegungsrichtung (F'), ferner proportional der Dichte der Flissigkeit (o)
und dem Quadrat der Geschwindigkeit () sein muB. Dieses Ergebnis a8t
sich durch eine sehr einfache Betrachtung nachpriifen: Der Korper muB
sekundlich eine Fliissigkeitsmasse M — @ F.v aus seiner Bahn raumen und
erteilt dabei jedem Massenelement eine Geschwindigkeit, die seiner Geschwindig-
keit proportional gesetzt werden kann. Der Widerstand ist gleich der
sekundlich erteilten BewegungsgrdBe, also proportional mit

Moy = @ Fov.

Die naheren Einzelheiten der New ton schen Theorie, die den Flissigkeits-
widerstand nach den Gesetzen des elastischen StoBes bebandelt (Newton
dachte sich das Medium als aus frei schwebenden ruhenden Massenteilchen
bestehend, die von dem bewegten Kérper in regelmiBiger Weise reflektiert
werden), haben sich allerdings nicht halten lassen; an Stelle der Newton-
schen Auffassung ist die hydrodynamische Auffassung getreten, nach
der der Widerstand aus den bei der Umstrémung des Korpers entstehenden
Druckdifferenzen und Reibungsspannungen besteht. Ein prinzipieller Unter-

Vg l etwa die Rehbocksche Abhandlung in DeThxerry und Matschoss,
Die auerkrnﬂlnbontonen Europas, 8.104. Berlin 1926.
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schied zwischen den Ergebnissen der alten und der neuen Auffassung ist der,
daB bei der alten nur die Gestaltung der nach vorn gekehrten Flichen des
Korpers in Betracht gezogen wird, wihrend man jetzt weil, dal die eigent-
lichen Widerstandsvorginge hinter dem Kérper zu suchen sind, und da8
daher die Ausbildung der hinteren Teile von gréSter Bedeutung sein kann.
Auch ist hervorzuheben, dal die alte Theorie den Widerstand irgend eines
Korpers durch einfache Summierung iiber alle Flichenelemente (unter Ver-
wendung eines fiir ebene Platten gewonnenen Gesetzes) erhalten wollte,
wihrend nach der hydrodynamischen Anschauung sofort einzusehen ist, daB
dies unzuldssig ist. Das folgende Beispiel mag dies erlautern: die Strémung
um ein Dieder, vgl. Fig. 939, muf einen ganz anderen Verlauf nehmen, als
die um zwei entfernt stehende, gleich geneigte Platten, da

im letzteren Falle die Fliissigkeit zwischen den beiden Fig. 939.
Platten durchstrémen kann, im ersteren aber nicht. Nach
Versuchen von Eiffell) ist denn auch der Widerstand
eines aus zwei quadratischen Platten mit Winkeln von
30° gegen die Bewegungsrichtung bestehenden [ieders
letwa 60 Proz. des der einzeln stehenden Platten, wihrend
nach der alten Theorie beide Objekte den gleichen Wider-
stand haben miiiten. Ein anderes sehr auffilliges Bei-
spiel ist das folgende: Eine Kreisscheibe, ein Kreiszylinder Dieder.

von einer Linge gleich dem Durchmesser und einer von

einer Linge gleich dem Anderthalbfachen des Durchmessers (alle senkrecht
zur Kreisfliche bewegt) haben nach Eiffel3) (Fallversuche am Eiffelturm)
eine Widerstandsziffer 1,12, 1,10, 0,80. Die Zahlen sind in der Géttinger
Modellversuchsanstalt (kiinstlicher Luftstrom) nachgepriift und bestitigt
worden. DaB8 der lingere Zylinder weniger Widerstand bat als der kiirzere,
kann nur so erklirt werden, daB in diesem Falle das Wirbelsystem durch
Anlegen der Stromung an die Mantelfliche des Zylinders kleiner ausfillt und
dadurch die Saugwirkung auf die Hinterfliche geringer wird als in den beiden
anderen Fillen.

Uber die allgemeine Form des nach der Hydrodynamik zu erwartenden
Viderstandsgesetzes fiir eine bestimmte Art von Korpern 1aGt sich zunichst
aussagen, daB dieser Widerstand durch Druckdifferenzen und Reibungs-
spannungen zustande kommt. Die ersteren iiberwiegen im allgemeinen; sie
koénnen proportional gesetzt werden dem zur Geschwindigkeit v gehdrigen

Staudruck 0 -(vgl. § 4, ¢ des vorigen Kapitels), also ergibt sich der Widerstand
als Produkt einer solchen Druckdifferenz mit der dargebotenen Fliche, ist

2
also proportional mit F'- 0: Der Staudruck, der durch das Staugerit (§ 7

des vongen Kapitels) gemessen werden kann, wird in der Aerodynamik vielfach
1) Recherchea expérimentales sur la résistance de l'air exécutées a la tour

Eiffel, S 78\1 f. Paris 1907.
3 17e. S. 54.

Miller- Pouiuct I, 2. 11. Aufl, 72
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mit ¢ bezeichnet; neuerdings scheint sich durch BeschluB einer Kommission
des Vereins Deutscher Ingenieure eine bei den Maschineningenieuren schon
linger ibliche Bezeichnung, pg (,dynamischer Druck“), durchzusetzen, weshalb
sie auch hier verwendet werden soll. Da die Geschwindigkeit v meist durch
Messung des Staudrucks ermittelt wird, ist dieser und nicht die Geschwindig-
keit bei den Versuchen die urspriingliche GroBe; da es im iibrigen sehr an-
schaulich ist, einen Widerstand als Wirkung eines Druckes auf eine Fliche
darzustellen:

W = Zahl.F.pq,
hat es sich nicht nur in Deutschland und Osterreich, sondern neuerdings
auch in Amerika und Italien eingebiirgert, statt

W — Zahl . F g v?
zu schreiben

12
W = Zahl. F:‘l;—— .

Die neuen Zahlen sind offenbar das Doppelte der alten; sie sollen, dem
Brauch der Aerodynamiker in den genannten Lindern entsprechend mit ¢,
gegebenenfalls mit einem Index fiir Komponenten bezeichnet werden. )

Uber das Verhalten dieser ,Widerstandszahl“ 1a6t sich in Anwendung
der Betrachtungen iber mechanische Ahnlichkeit folgendes aussagen. Solange
nur geometrisch und mechanisch ahunliche Fille verglichen werden, bei denen

also die Reynoldssche Zahl R = %l (1 ist irgend eine Vergleichslinge) den-

selben Wert hat, werden die Druckdifferenzen und Reibungsspannungen in
demselben Verhéltnis zusammenwirken, die Reibungsspannungen andern sich in
den zu vergleichenden Fillen proportional zu den Druckdifferenzen, die ihrer-
seits wieder dem Staudruck proportional gesetzt werden diirfen, so dal die
obige Form des Widerstandsgesetzes, also

2
W = ¢ Fpq =cF0:7 ........... (1)

hier ein genaues Gesetz darstellt. Die Widerstandszahl ¢ ist dabei natiirlich
nur so lange unverdnderlich, wie die Reynoldssche Zahl unverinderlich ist;
sie dndert sich im allgemeinen mit dieser, kann also als Funktion von R
geschrieben werden:

c = f(R). ]

Ist in einem bestimmten Falle eine merkliche Wirkung der Reibung nicht
zu erwarten, so ergibt sich dem Vorstehenden gemil eine merklich genaue
Foo®

2
Verhiltnisse, d. h. die Funktion von R wird eine Konstante. Dies ist bei
Platten, die senkrecht zu ihrer Ebene bewegt werden, und bei #hnlichen
scharfkantigen Objekten ziemlich genau der Fall. Fiir kreisférmige Platten
ist der Faktor ¢ etwa gleich 1,12.

Spielt dagegen die Reibungswirkung die Hauptrolle, wie z. B. bei
Platten, die in ihrer Ebene hewegt werden, so sind starke Abwdichungen

fiir alle in Betracht kommenden

Proportionalitit des Widerstandes mit
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von der Newton schen Proportionalitit zu erwarten, vgl. § 12. Fir die aller~
kleinsten Geschwindigkeiten (R klein gegen 1) hat man alleinige Wirkung
der Zihigkeit; hier findet das schon in § 8 erwahnte Stokessche Gesetz
(Widerstand proportional ») Anwendung. Man kann auch dieses in die Form
der Gl (1) bringen, indem man ein zu 1/R proportionales ¢ einfiihrt.

b) Zerlegung des Widerstandes. Der Widerstand eines in der
Flissigkeit bewegten Korpers 1abt sich immer in zwei Teile zerlegen, den
Druckwiderstand und den Reibungswiderstand.

Man kann nimlich auf jedem Flichenelement die von der Flissigkeit
auf den Korper ibertragene Kraftwirkung in eine Normalkomponente und
eine Tangentialkomponente, das ist in eine Druckkraft und eine Reibungskraft,
zerlegen. Die Resultante aller Druckkrifte ist der Druckwiderstand, die
Resultante aller Reibungskrifte der Reibungswiderstand. (Bei rauhen Ober-
flichen wird man dabei aus praktischen Riicksichten die Zerlegung nach einer
dem mittleren Verlaut der Fliche angepalten glatten Idealfliche vornehmen,
Der nach der strengen Definition auf die einzelnen Rauhigkeiten entfallende
Druckwiderstand wird somit zum Reibungswiderstand geschlagen.) Die
Trennung des Gesamtwiderstandes in diese beiden Teile 146t sich im Versuch
8o durchfithren, daB man die Druckverteilung iiber die Kérperoberfliche durch
Anbohrungen beobachtet und daraus durch Rechnung den Druckwiderstand als
die Resultierende aus den Druckkriften auf die einzelnen Teile der Oberfliche er-
mittelt. Ist der Gesamtwiderstand durch eine Kraftmessung beobachtet, so ergibt
die Differenz den Reibungswiderstand. Von der Vorstellung ausgehend, dag zwar
der Druckwiderstand stark von der Form des Korpers abhidnge, da8 aber der
Reibungswiderstand im wesentlichen nur von der GriéBe der Oberfliche und
nicht von der Form des Kérpers abhingig sei, hat man die Trennung des
Widerstandes in einen Formwiderstand und einen Oberflachenwider-
stand vorgeschlagen. Neuere Versuche weisen indes darauf hin, daB auch
der Reibungswiderstand recht merklich von der Formgebung abhingt, so da8
gich diese Art der Trennung nicht streng aufrechterhalten liGt.

Bei Korpern, die sich an der freien Oberfliche der Fliissigkeit bewegen,
kommt noch ein weiterer Widerstand, der Wellenwiderstand hinzu, der
durch das von dem Korper bei der Bewegung erzeugte Wellensystem ver-
ursacht wird. Da die Wellenbewegung unter dem Einflul der Erdschwere
vor sich geht (von den Kapillarkriften sei abgesehen), so ist hier ein
anderes mechanisches Ahnlichkeitsgesetz maBgebend wie bei den Reibungs-
vorgingen. Aus Geschwindigkeit (v), Linge (I) und Erdschwere (g) 146t sich

2
eine dimensionslose Zahl ;l bilden. Das zu erwartende Wellensystem wird

bei zwei verschieden grofen Ausfithrungen einer Schiffsform (z. B. Modell und
Schiff) geometrisch ahnlich ausfallen, wenn diese Zahl denselben Wert an-
nimmt, wenn sich also die Geschwindigkeiten verbalten wie die Wurzeln aus
den Liangen (Froudesches Gesetz).
Der Wellenwiderstand ist mit kleinen Anderungen der Schiffsform und
der Geschwindigkeit sehr stark verinderlich; bei einer Verlingerung des
72*
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Schiffskorpers kann er sowohl wachsen wie abnehmen, je nachdem die Heck-
welle, die mit dem vom Bug kommenden Wellensystem interferiert, dieses
verstirkt oder abschwicht. — In seichtem Wasser kann sich das Wellensystem
ganz erheblich modifizieren. Der Widerstand wichst ganz erheblich an,
wenn das Schiff gerade mit der Geschwindigkeit der Grundwelle (§ 17 des
vorigen Kapitels) fihrt.

Der Wellenwiderstand macht sich am Schiff selbst als ein Teil des
Druckwiderstandes geltend. Die vom Schiff gegen den Wellenwiderstand
geleistete Arbeit wird bei der Ausbreitung des Wellensystems hinter dem
Schiff als kinetische Energie der Wellenbewegung fortgetragen. Der andere
Teil des Druckwiderstandes, der dem gewdhnlichen Druckwiderstand eines
allseitig von Fliissigkeit umgebenen Korpers entspricht, findet sich in dem
Impuls der Kielwasserwirbel wieder und heiit deshalb auch Kielwasser-
widerstand. Die ihm entsprechende Widerstandsarbeit findet sich in der
kinetischen Energie der Wirbel wieder, die spiter allmihlich in Wirme ver-
wandelt wird. Gleiches gilt vom Reibungswiderstand.

Da der Reibungswiderstand und der Kielwasserwiderstand, abgesehen von den
Storungen durch die Wellenbildung, die Reynoldssche Ahnlichkeit befolgt, der
Wellenwiderstand aber die Froudesche Ahnlichkeit, sind streng iibertragbare
Modellversuche unmoglich. Da bei den Schiffen der Wellenwiderstand das Haupt-
interesse besitzt, hilt man sich bei den Versuchen in den Schiffsmodell-Sehlepp-
anstalten an die Froudesche Ahnlichkeit und beriicksichtigt die Veranderlichkeit
der anderen Widerstandsanteile mit dem GroBenmafBstab des Objektes nach Er-
fahrungsregeln.

c) Bewegter Korper und bewegte Fliissigkeit. FEine wichtige
Frage ist noch die, wie sich der Widerstand eines Kérpers in ruhender Fliissig-
keit zu der Kraft verhilt, die eine stromende Flissigkeit auf einen ruhenden
Korper ausiibt. Wenn die strémende Flissigkeit sich in allen Teilen voll-
kommen gleichformig bewegt, so kann nach den Gesetzen der allgemeinen
Mechanik zwischen beiden Fillen kein Unterschied bestehen, da die Hinzu-
nahme einer gemeinsamen gleichformigen Bewegung (entgegengesetzt gleich
der Geschwindigkeit des Korpers, so dal dieser in Ruhe versetzt wird) an
dem Ablauf von mechanischen Vorgingen nichts andert. Einen Unterschied
aber macht es, ob die Fliissigkeit bei ihrer Bewegung gegen den Kérper voll-
kommen gleichférmig, oder ob sie turbulent stromt. Die Widerstinde sind
in der Regel im zweiten Falle groBer, doch kommen Ausnahmen vor (Kugel
im kritischen Gebiet, vgl. § 13). Da natiirliche Fliissigkeitsstrémungen (Wind,
Stromung in Kanilen usw.) bei grofen Abmessungen regelmifig turbulent
sind, wird man solche Unterschiede immer beobachten. Wenn man zum
Zwecke von Widerstandsversuchen die Verhiltnisse eines in ruhender Flissig-
keit bewegten Korpers mit einem in stromender Flissigkeit ruhenden Modell
nachahmen will, so wird man durch geeignete Einrichtungen fiir einen méglichst
gleichformigen Fliissigkeitsstrom zu sorgen haben. vgl.§ 21.

§ 12. Der Fliissigkeitswiderstand in der hydrodynamischen
Theorie. Die gewshnliche Potentialstromung der reibungslosen Fliissigkeit
ergibt fir einen gleichformig bewegten Korper in einer allseitig unendlich
ausgedehnten Flitssigkeit niemals sinen Widerstand in der Bewegungsrichtung
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und auch keinen Auftrieb senkrecht dazu, gleichgiltig, welche Gestalt der
Korper auch habe. Dieses zuerst vielleicht verwunderliche Resultat 1Bt sich
gut einsehen, wenn man den Impulssatz fir eine den Korper in einiger Ent-
fernung umschliefende Kontrollfliche anwendet. Nihere Untersuchung zeigt,
daB die durch den Kérper verursachten Stérungsgeschwindigkeiten nach allen
Seiten sehr rasch, mindestens mit der umgekehrten dritten Potenz der Ent-
fernung abklingen, die Druckunterschiede desgleichen; 148t man die Kontroll-
fliche ins Unendliche wachsen, wobei ihr Flicheninhalt proportional dem
Quadrat des Halbmessers wichst, so gehen also die Beitrige zum Impuls usw.
gegen Null. Da der Impulssatz fiir jede Kontrollfliche dasselbe Resultat
ergeben muB, kann es also nur Null sein. .

Bildet man die Impulsmomente, so kommt eine Potenz der Entfernung als
Hebelarm dazu; daraus ist ersichtlich, daf die Impulsmomente nicht zu ver-
schwinden brauchen, und in der Tat erhilt man fiir schrig angestromte Korper
Drehmomente (und zwar solche, die die Kérfer quer zur Stromung stellen wollen,
wie sich aus der Diskussion der Druckverteilung unschwer ergibt).

Mit der obigen Betrachtung steht nicht im Widerspruch, daB Kérper, die
sich in der Nahe einer Wand oder eines anderen Kirpers bewegen, Krifte durch
die Stromung erfahren (hier ist es nicht méglich, die gontrollﬂﬁche ins Unendliche
zu riicken). Kugeln werden z. B., wenn sie sich parallel zu einer Wand bewegen,

mit Kriften proportional dem Quadrat der Geschwin wkeit und umgekebrt pro-
portional der vierten Potenz der Entfernung von der Wand angezogen, wenn sie
sich senkrecht auf die Wand zu bewegen oder sich von ibr entfernen, mit Kriften
derselben Art abgestofen.

Bei beschleunigten Kérpern findet man auch in der reibungslosen Fliissig-
keit Krifte zwischen der Flussigkeit und dem Korper, die aber nur von der
Art sind, als ob die Masse des Korpers durch die der von ihm mitgenommenen
Fliissigkeit vergroSert wire. Man spricht hier von einer ,scheinbaren Masse*
der mitbewegten Fliissigkeit. Bei einer Kugel ist die scheinbare Masse halb
so grob wie die von der Kugel verdringte Flissigkeitsmasse. Da beim Be-
wegungsbeginn aus der Ruhe heraus immer zunichst angenihert eine Po-
tentialbewegung entsteht, hat dieses Resultat auch fiir die wirklichen Flissig-
keiten Bedeutung.

Da8 der Widerstand bei der gleichformigen Bewegung eines Korpers in
reibungsloser Flissigkeit gleich Null ist, 1iBt sich auch aus einer Energie-
betrachtung schlieBen. Beim Fehlen von Reibung konnte die fir die Uber-
windung des Widerstandes aufzuwendende Arbeit nur in Form von kinetischer
Energie in der Flissigkeit aufgespeichert werden. Wenn sich aber, wie bei
den Potentialbewegungen, die Fliissigkeit hinter dem Korper ebenso schlielt,
wie sie sich vor ihm gedffnet hat, und also keine Stérung in ihr zuriickbleibt,
so ist auch kein Widerstand moglich. Ein Fall, in dem kinetische Energie
in der Fliissigkeit zuriickbleibt, und daheér auch ein Widerstand auftritt
(Flugzeugtragfliigel), wird in § 156 und 16 behandelt werden.

Ein anderer Fall betrifft das an der freien Wasseroberfliche fahrende Schiff,
bei dem, wie schon erwihnt, durch das sich bildende Wellensystem, dessen Aus-
dehnung mit der Linge der Fahrt dauernd zunimmt, Energie zerstreut wird. Der
Energiezerstreuung entspricht hier der Wellenwiderstand.

Das Auftreten eines Auftriebs ohne Hinterlassung von kinetischer Energie
in der Flissigkeit wird durch die Energiebetrachtung nicht susgeschlossen,
da der Auftrieb senkrecht zum Wege des Kérpers in der Flissigkeit wirkt
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und daher keine Arbeitsleistung erfordert. Das Auftreten eines solchen Auf-
triebs (oder Quertriebs) ist bereits in § 10 des vorigen Kapitels behandelt
worden.

Die mit der scheinbaren Masse zusammenhingenden Flissigkeitskrifte
bei der Beschleunigung eines Kérpers lassen sich vom Standpunkt des Energie-
satzes gut verstehen, wenn man itberlegt, daB die Arbeiten dieser Krifte
erforderlich sind, um die in der Fliissigkeitsbewegung steckende kinetische
Energie zu erzeugen oder — bei der Verzigerung — wieder aus der Flissig-
keit fortzuschaffen.

DaB in Wirklichkeit die meisten Kérper einen iiber den unvermeidlichen
Reibungswiderstand (vgl. § 5) weit hinausgehenden Widerstand aufweisen,
liegt daran, daB sich an ihnen in der in § 6 beschriebenen Art Trennungs-
schichten und Wirbel ausbilden. Diese sind als eigentlicher Sitz des Wider-
standes anzusehen. Sie verhindern, daf sich die Stromung hinten ebenso
schlieBt, wie sie sich vorn gesffnet hatte, und veranlassen so eine Un-
symmetrie der Druckverteilung (vorn voller Staudruck, hinten nicht); sie
sorgen auch dafiir, daB dauernd kinetische Energie vom Kérper weg-
gefithrt wird.

Von den verschiedenen Versuchen, das Widerstandsproblem im Rahmen
der Theorie der idealen Fliissigkeit zu behandeln, seien hier zwei als besonders
typisch behandelt, die Kirchhoffsche Stromung um die Platte mit Trennungs-
fliche und die Karmé nsche Wirbelstrage.

Kirchhoff?) fand ein sehr schones Beispiel der Anwendung der Helm-
boltzschen Diskontinuititsflichen (vgl. § 7 des vorigen Kapitels) in der Um-
stromung einer ebenen Platte gemif Fig. 940. Die Stromung teilt sich vor
der Platte und flieBt von den Kanten seitlich
nach hinten zu ab, wihrend der Raum hinter
der Platte von einer ruhenden Fliissigkeit ein-
genommen wird. Da in diesem Raume, wenn
von Schwere abgesehen wird, der Druck itberall
konstant ist, erhdlt man fir die Trennungs-
fliche die Bedingung, da8 auch auf ihr der
Druck konstant und also wegen der Bernoulli-
schen Gleichung auch die Geschwindigkeit kon-
stant ist. Die Theorie liefert bei Einhaltung

Kirchhottsche Strimung an dieser Bedingung nur solche Losungen, bei denen
einer ebenen Platte. die Trennungsflichen ins Unendliche reichen

und die Geschwindigkeit auf der Trennungs-

fliche gleich der Geschwindigkeit der ungestorten Flissigkeit (d. h. gleich der
Geschwindigkeit im Unendlichen) wird. Die Druckverteilung ist leicht zu
iibersehen: vor der Platte in der Mitte Staudruck, nach den Réndern zu bis
auf den Druck der ungestorten Fliissigkeit abfallend; auf der Hinterseite
konstanter Druck gleich dem der ungestorten Flissigkeit. Dies gibt im

Fig. 940.

///ﬁt\\

1) Zur Theorie freier Flissigkeitestrahlen. Crelles Journ. 70 (1869).



§12. Der Fliissigkeitswiderstand in der hydrodynamischen Theorie. 1143

ganzen einen Widerstand proportional der Plattenfliche und proportional dem
Staudruck, also konstantes ¢ (: 2m = 0,880) .
44+

In Wirklichkeit sind, wie bereits mehrfach hervorgehoben, solche Trennungs-
flichen stark labil und zerfallen unter Bildung von grolen und kleinen
Wirbeln. Deshalb reicht das Totwasser in Wirklichkeit nicht ins Unendliche,
und die Stromung schlieBt sich hinter der Platte bald wieder zusammen.
Hiermit steht im Zusammenhang, daf der Druck hinter der Platte erheblich
unter dem ungestorten Druck liegt, und infolge dieser ,Saugwirkung“ der
Widerstand erheblich groBer ist als nach der Kirchhoffschen Rechnung.
In dem FKall der ,unendlich breiten Platte“ (Platte zwischen parallelen seit-
lichen Winden) findet man etwa ¢ — 2,0; bei einer rechtwinkligen Platte
von endlichem Seitenverhaltnis stromt iiber die Schmalseiten Flissigkeit in
den Saugraum nach und setzt dadurch den Unterdruck erheblich herab.
Man erhilt bei einem Seitenverhiltnis

1:20 1:10  1:4  1:1
¢c= 1,45 1,29 L,19 1,10

Die Kirchhoffsche Rechnung bezieht sich auf die unendlich lange Platte,
stimmt also mit dem zugehorigen Versuchsergebnis sehr schlecht; gute Uber-
einstimmung mit der Rechnung ergibt dagegen der Fall, daf bei der Stromung
von Wasser gegen eine Platte der Wasserstrom aufspaltet und der sich
bildende Hohlraum mit Luft ausgefiillt wird (oder auch mit dem Dampf der
Fliissigkeit, was bei sehr hohen Geschwindigkeiten vorkommt, sogenannte
Kavitation). Da in diesem Falle die Trennungsfliche nicht oder nur unerheblich
dem Zerfall ausgesetzt ist, sind die Bedingungen der Theorie gut erfiillt, und
es diirfte daher auch der Widerstand dem gerechneten Wert entsprechen.

Bei solchen Strémungen um eine langliche Platte oder ein #hnliches
Hindernis, bei denen eine Zerspaltung der Fliissigkeit von der oben erwihnten

Fig. 941.

WirbelstraBe hinter einer schmalen Platte (ruhende Kamera).

Art nicht auftritt, kommt unter gewissen Bedingungen eine regelmifig
pendelnde Bewegung hinter dem Hindernis zustande, bei der abwechselnd links
und rechts ein kraftiger Wirbel erzeugt wird; die Wirbel ordnen sich dabei
zu einer mehr oder minder regelmaBigen Reihe an, vgl. Fig. 941. Solche Beob-
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achtungen veranlalten Th. v. KArmaén?), die Stabilitit von parallelen geraden
Wirbelfaden in derartigen Anordnungen zu untersuchen. Es ergab sich fir
die meisten Anordnungen eine mehr oder minder groBe Labilitit; nur eine
einzige gemal Fig. 942, bei der das Verhiltuis des Abstandes h der beiden
Wirbelreihen zu der Teilung I — 0,283 war, ergab Stabilitit 3).

Die tatsichlich beobachteten Wirbelreihen zeigen sehr nahe das an-
gegebene Verhiltnis h/l, falls die Wirbel einigermafien ausgeprigte Kerne
haben. (Wenn durch die Reibung
die Form der Wirbel verschwommen
wird, dann riicken sie weiter aus-
einander, wie aus Fig. 941 zu er-
kennen ist.)

Der fortwihrenden Neubildung
von Wirbeln entspricht nach dem
Energiesatz ein Widerstand, der im

Stromlinien der Wirbelstrafe tibrigen auch nach dem Imp\lls-ss.tz *)

nach Kérmén. nachgewiesen werden kann (zwischen

den Wirbeln stromt die Flissigkeit

dem Korper nach). v. Kirman hat diese Rechnung durchgefiihrt. Es ist ein

schoner Erfolg der Theorie, dal aus einer photographischen Ausmessung des

Wirbelsystems und einer Beobachtung iiber die Geschwindigkeit der Wirbel

im Verhiltnis zur Korpergeschwindigkeit die Widerstandszahl des wirbel-

erzeugenden Korpers in guter Ubereinstimmung mit der aus Versuchen be-

stimmten Widerstandszahl gefunden wurde. Der Zusammenhang der Ab-

messungen des Wirbelsystems mit den Abmessungen des Kérpers hat sich
allerdings” bisher noch nicht theoretisch faseen lassen.

§13. Experimentelle Feststellungen iiber den Fliissigkeitswiderstand.
Bei den Korpern mit einem groBeren Flissigkeitswiderstand ist, wie bereits
erwihnt, die Ausbildung von Trennungsschichten maBgebend fiir das Zustande-
kommen des Widerstandes. Liegen, wie meist bei kantigen Kérpern, die An-
satzstellen der Trennungsschichten, d. h. die Stellen, an denen sich die Stromung
vom Korper ablost, eindeutig fest, so findet man beim Versuch in ganz weitem
Bereich konstante Widerstandszahlen. So ergaben z.B. Géttinger Versuche+)
fiir senkrecht angeblasene ebene Kreisscheiben zwischen Reynoldsschen Zahlen

R = vi-; = rund 2000 bis 500 000 keinen erkennbaren Gang in der Wider-

1) Kirman und Rubach, Physikal. Zeitschr. 18 49, 1912,

?) Genauer %?Jsu%t, ist die Apordnung gegen alle kleinen Abweichungen der
Anfangslage der Wirbelfaden stabil mit Ausnabme einer besonderen Stérung, bei
der die um die Entfernung ! voneinander abstehenden Wirbel immer gerade ent-
Eegengeuetzte Verschiebungen. aufweisen. Gegen diese Storung ist Indifferenz vor-

anden, d. h. solche Storungen kénnen mit der Zeit gleichformig weiterwachsen.

%) Die Berechnung nach dem Energiesatz wiirde eine Angabe iiber den Durch~
messer der Wirbelkerne erfordern, die nach dem Impulssatz kommt ohne diese
Angabe aus, daher ist nur diese hier branchbar.

4) Vgl Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Géttingen, 2. Lief.,
Miinchen 1923, S.28u. f.
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standszahl, und es ist als sicher anzunehmen, da auch noch bei weit groBeren
Reynoldsschen Zahlen keine Anderung in diesem Verhalten festgestellt
werden wiirde. Bei kleineren Reynoldsschen Zahlen wiirde wobl, angefangen

von etwa.zu-r= 500, allmihlich eine VergréSerung der Widerstandsziffer

durch die unmittelbare Reibungswirkung eiusetzen, die allmihlich zu dem
Stokesschen Widerstandsgesetz iiberleiten muB, das fiir kreisformige Platten

8,7
C =

RN

lautet und fiir Reynoldssche Zahlen unter 0,5 brauchbar ist. Versuche
unter f == 1000 sind nicht bekannt, doch kann nach Analogie mit Kugeln
etwa erwartet werden, dall bei

RN = 100 10 1
die Widerstandsziffer

¢c= rd. 1,4 2,8 10
gesetzt werden kann. Fiir > 1000 ist ¢ = 1,10 bis 1,12.

Was fiir die Widerstandszahlen gilt, gilt auch fir die Druckverteilungen.
G. Eiffel1) hat die Druckverteilung an drei geometrisch dhnlichen Modellen
eines Hauses gemessen, die eine Liinge von 0,8,
5und 40 cm besaBen. Die Ergebnisse stimmten
dabei trotz der groBen Verschiedenheit der Ab-
messungen sehr gut iberein. Fig. 943 gibt
diese Messungen wieder.

Wesentlich anders verhalten sich Kérper
von runden Formen, bei denen von vornherein
keine bestimmte Stelle der Oberfliche fiir die
Ablésung der Strémung bevorzugt in Betracht
kommt. Die Lage der Ablésungsstelle wird
hier durch die Vorgiinge in der (meist diinnen) Reibungsschicht an der Ober-
fliche des Korpers bestimmt, vgl. § 6 und 7, und es sind deshalb oft scheinbar
nebensichliche Umstinde, wie z. B. eine leichte Rauhigkeit der Oberfliche oder
kleinere oder groBere Wirbligkeit der zustromenden Flissigkeit oder der-
gleichen, von recht merklichem Einfluf auf die Ablésungsstelle und damit
auch auf die GroBe und Lage des Wirbelgebildes und daher auch auf den
Widerstand. Entscheidend ist aber, ob die Strémung in der Reibungsschicht
bis zur Abloésungsstelle laminar verlauft oder vorher turbulent wird. Wie
in § 7 bereits erwihnt wurde, riickt in dem letzteren Falle die Ablgsungsstelle
weit pach hinten, und der Widerstand verkleinert sich sehr erheblich. Diese
Erecheinung wurde zuerst bei der Untersuchung des Widerstandes von Kugeln

Fig. 943.

Winddruck auf ein Haus.

festgestellt?), dieser sinkt in der Gegend von ZJ = 108von ¢ = 0,45 bis 0,48

1) G. Eiffel, Nouvelles recherches sur la résistance de lair et l'aviation,
Paris 1914, S.286 u. f.

3) G. Eiffel, Compt. rend. 166, 1597, 1912; L. Prandtl, Gottinger Nachr.,
Math.-Physikal. K1. 1914, 8,177, dort weitere Literatur; siehe auch C. Wiesels~
berger, Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motorluftsch. 5, 140, 1914,
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auf Werte herunter, die bei besonders reinen Versuchsbedingungen noch
unter 0,10 liegen; bei groBerer Reynoldsscher Zahl — etwa = 106 —
geht ¢ wieder auf etwa 0,18 herauf (bei rauher Oberfliche wesentlich héher).
Das kritische Gebiet von Reynoldsschen Zahlen verschiebt sich durch
Wirbligkeit des Versuchsluftstroms nach kleineren Werten. Dal tatsichlich
das Turbulentwerden der Reibungsschicht an der Widerstandsverkleinerung
schuld ist, geht aus folgendem Versuch deutlich hervor: Legt man um eine
groBe Kugel etwas vor der Stelle, wo bei laminarer Strémung die Ablésung
stattfinden wiirde, einen diinnen Drahtreif (z. B, von einer Drahtstirke
gleich /5o, des Kugeldurchmessers) auf und macht dadurch die Reibungs-
schicht wirblig, so wird auch unter 9 = 10° der kleinere Widerstand beob-
achtet. Gleichzeitig erweist sich die Ablésungsstelle, die sonst etwa bei 80°
vom vordersten Punkt liegen wiirde, auf etwa 110 bis 120° verschoben.

Der Widerstand von Kugeln ist von sehr kleinen Werten der Reynolds-
schen Zahl bis zu R} = v;r = 1,8. 106 untersucht?). Fiir R kleiner als

0,2 gilt geniigend genau das Stokessche Gesetz, das in unserer Ausdrucksart
c = 12/R

lautet. Fir
vr
Y

ist ¢ etwa — 120 14 2,6 0,75 042 045 0,44 0,18

Ganz dhnlich verhalten sich Kreiszylinder. Bei sehr langen Zylindern

(12> 100 Durchmesser) oder bei Zylindern, die an beiden Enden von parallelen

Wiinden begrenzt sind, gilt etwa3) fiir

= 0.1 1 10 108 108 10¢ 108 10¢

”{-:o,l 1 10 10® 108  10¢ 105 108

¢ = 34 6,5 2,0 1,30 0,92 1,20 1,15 0,35
Der ﬁbergang von den groBen Widerstandswerten zu den kleinen liegt zwischen
%r =0,9.10%und 2,5.10° Der Widerstand fallt von ¢ = 1,2 auf ¢ = 0,3.
Bei kleinem R gilt hier statt der Stokesschen Kormel eine verwickeltere
von Lamb3):
_ 47
¢ R (1309 — %)

Der Verlauf der c-Werte fiir Kreisplatte, Kugel und Zylinder ist in Fig. 944
wiedergegeben.

Bei endlich langen Zylindern erhdlt man wieder wesentlich kleinere
Widerstinde als bei den unendlich langen; die Ursache ist, wie bei den endlich

1) Von ® = 0,1 bis 4.10%: Allen, Phil. Mag. (5) 50, 323; von % = 4.10?
bis 4.108% Erﬁobniue der Aerodyn. Vers. Anstalt, Gottingen, 2. Lief., S. 28; von 10°
bis 1,8 . 10%: Bacon und Reid, 9. Report des National Advisory Comm. f. Aero-
nautics 1923, Washington 1924,

$) Gottinger Ergebnisse, 2. Lief., 8. 28 und Relf, Technical Report of the
Advisory Comm. f. Aeronautics 1913/14, London 1914, S.47.

%) Phil. Mag. (3) 21, 120, 1911.
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langen Platten, darin zu suchen, daB das Wirbelgebiet hinter dem Zylinder
iiber die Zylinderenden beliiftet wird und sich dort so ein kleinerer Unter-
druck einstellt als bei fehlender Beliftung. Nach Gottinger Messungen ist

fiir I'r = 10 bei
vr
v

¢c= 085! 068 0,74 0,75 0,35Y)

In der Technik der Luftfahrzeuge hat die Aufgabe eine besondere Be-
deutung erlangt, Kérper von kleinstem Luftwiderstand zu finden. Wir

= 10?2 108 104 108 108

Fig. 944.
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Widerstandszahl von Kugel, Zylinder und Scheibe, abhiéngig von der
Reynoldsschen Zahl.

wissen, daB in der reibungslosen Flissigkeit die Stromung, bei der sich die
Flussigkeit hinter dem Korper ebenso wieder schlieft, wie sie sich vor ihm
geoffnet hat, den Widerstand Null ergibt, gleichgiiltig, welche Form der
Korper hat, da eben keine Stérung in der Flissigkeit zuriickbleibt. Die
genannte Aufgabe kann deshalb auch so formuliert werden: Wie mul ein
Korper gestaltet werden, damit in der wirklichen Fliissigkeit jede Ablésung
der Stromung an ihm unterbleibt. Wenn dies erreicht wird, dann ist dem
Vorstehenden gemi8 zu erwarten, da§ der Widerstand eines solchen Korpers
nur noch aus Reibungswiderstand besteht. Das ist nach den Versuchen in
der Tat der Fall. Die Kérperformen, fiir die ein Anliegen der Strémung
erreicht wird, sind alle einigermaBenr schlank und wohlgerundet und laufen
pach hinten in eine Spitze oder Schneide aus, die allerdings auch etwas ab-
gerundet sein darf. Vorn, wo ja keine Wirbelablosung zu befiirchten ist,

1) Extrapoliert.
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ist eine Zuspitzung nicht nétig, eine Form nach Art eines verlingerten
Ellipsoids geniigt vollig. (Anders liegt die Sache bei an der Wasseroberfliche
fahrenden Schiffen, die einen schneidenartigen Bug haben miissen, damit nicht
ein hoher Wellenberg vor dem Schiff entsteht.) Die Fig.945 (Luftschiff-
korper) und Fig. 946 (Strebenprofil) geben Beispiele von solchen Kérpern.

Fir den Rotationskérper nach Fig. 945 ergibt sich nach den Versuchen
¢ = 0,04, der Widerstand ist also nur der 28. Teil desjenigen einer Kreis-

Fig. 945. Fig. 946.
Gute Luftschiff - Form. Gutes Strebenprofil.

scheibe mit gleichem Durchmesser. Fiir einen quer zur Achse angestromten
Stab vom Querschnitt Fig. 946 liefert der Versuch etwa ¢ — 0,08, wenn die
Reynoldssche Zahl vr/v iiber etwa 30000 liegt.

Fir den Reibungswiderstand mogen hier folgende Angaben geniigen
(vgl. auch §5). Man pflegt ihn auf die gesamte reibende Oberfliche O zu
beziehen; bei einer beiderseits bestromten rechteckigen Platte von der Breite b
und der Linge [ ist also O = 2 bl; der Widerstand kann im allgemeinen der
Breite senkrecht zur Bewegungsrichtung unmittelbar proportional gesetzt
werden, die Breite ist also in O schon richtig enthalten, kommt daher in der
Reibungswiderstandszahl ¢ nicht mehr vor; die Linge I (in der Bewegungs-
richtung) verhilt sich dadurch anders, daB die hinteren Teile in dem durch
die vorderen Teile schon teilweise gebremsten Strome stehen, so daB bei Ver-

Fig. 947.
107
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6 — by e © Blasius -0,0006
Etedy - -4 +Wieselsberger
; ; IR R DT )
L)
2 °] . hd ’ [—
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Reibungswiderstand von ebenen Platten, abhiingig von der Reynoldsschen Zahl.

dopplung der Linge der Widerstand nicht ganz verdoppelt wird. Bei
laminarer Stromung in der Reibungsschicht ist er proportional {1, bei tur-
bulenter fiir geniigend groBe Reynoldssche Zahlen bei glatter Oberfliche
proportional 1%® bis 1%%, bei rauher Oberfliche proportional 1% bis 178,

Fihrt man die mit ! zusammenhingende Reynoldssche Zahl i =fv_l ein, 80
ergibt sich fiir glatte Oberflichen bei laminarer Stromung
e = 1,327/YR;
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bei turbulenter Strémung ist, wenn die Turbulenz gleich vorn beginnt, etwa
¢r = 0,074/R02,
Wenn ein laminares Anfangsstiick vorhanden ist und erst weiter hinten die

Turbulenz einsetzt, so kann, entsprechend einer kritischen Reynoldssch
Zahl & — 500 000,

¢y = 0,074/R" — 1700/R

gesetzt werden. Fig. 947 stellt den Verlauf der drei Gesetze in logarith-
mischem MaBstab dar und zeigt ihre Ubereinstimmung mit Versuchsresultaten.

Bei rauhen Oberflichen ist ¢, von der Geschwindigkeit, also von der
Reynoldsschen Zahl wenig oder gar nicht abhingig; Zahlenangaben mégen
hier unterbleiben, da es schwierig ist, die Art der einzelnen rauhen Ober-
flichen geniigend zu charakterisieren; vgl. indes die Ausfithrungen am Ende
von § 5.

§14. Tragfliigel. Bei der Behandlung der Widerstandsfragen sind
hier bisher nur solche Fille behandelt worden, wo vermége einer vorhandenen
Symmetrie die Widerstandskraft in die Bewegungsrichtung faillt. Im all-
gemeinen ergibt sich aber eine Kraft in irgend einer allgemeinen Richtung,
gegebenenfalls zuziiglich irgend eines ebenfalls allgemein orientierten Dreh-
moments. Beispiele, in denen eine seitliche Kraft oder ein Drehmoment
als gewollte Wirkung vorkommen, sind der Flugzeugtragfligel und das Rad
einer Windmiihle. In beiden Fillen kommt zu der gewollten Wirkung noch
ein Widerstand in der Bewegungsrichtung hinzu.

Bei den Tragfliigeln liegt die Aufgabe, wie leicht zu sehen ist, so, da
moglichst viel ,Auftrieb® mit einem Minimum von Widerstand erreicht
werden soll. KEbene Platten, die um einen kleinen Winkel (,,Anstellwinkel“)
gegen die Bewegungsrichtung geneigt sind, sind nicht ganz ungeeignet fiir
diese Aufgabe. Besser sind aber, wie O. Lilienthall) nachwies, flach ge-
wolbte Platten. Statt der diinnen Platten kénnen vorteilhafterweise auch
ziemlich dicke ,Profile“ genommen werden, die man sich so entstanden denken
kann, daB man um eine flach gewélbte Mittellinie ein
Fischprofil nach Fig.945 herumlegt. DaB auch recht
betrichtlich dicke Profile noch sehr brauchbar sind, hat
zuerst um 1917 Junkers durch Konstruktion seiner
Metallflugzeuge erwiesen, deren Fliigel vollstindig durch R ——
Versteifungen getragen werden, die im Fliigelinnern
liegen. Einige heute gebriuchliche Fligelprofile sind ¢ =
in Fig. 948 wiedergegeben, sie haben mit den Profilen  gute Tragfliigelprofile.
der Fliigel von gut fliegenden Vogeln groBe Ahnlichkeit.

Um zahlenmiBige Angaben iiber die Eigenschaften von Tragfligeln zu
machen, kann man die resultierende Luftkraft in zwei Komponenten zerlegen,
entweder nach im Fliigel festen Richtungen (Normalkraft N und Tangential-
kraft T senkrecht und parallel zur ,Fliigelsehne“ oder einer anderen passend

l) Vgl O Llhenthnl Der Vogelflug als Grundlage der Fliegerkunst, 2. Aufl,,
Miinchen 1910, 8. 75 u. f.

Fig. 948.
P ——
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gewihlten Richtung) oder nach der Richtung der Bewegung und senkrecht
dazu (Auftrieb A und Widerstand W). Die dimensionslosen Widerstands-
zahlen werden bier zweckmiBig in der Weise gebildet, daB man sie nicht auf
die verinderliche Projektionsfliche in der Bewegungsrichtung bezieht, sondern
auf die ,groBte Projektionsfliche“ des Fliigels, also bei rechteckigen Fliigeln
einfach F — b.t, mit b = Breite (Spannweite) und ¢{ — Tiefe (Ausdehnung

2
in der Flugrichtung). Ist wieder pg = —921 der Staudruck, so wird gemil

der in der deutschen Aerodynamik iiblichen Bezeichnung geschrieben :

A=cFps, W= chPd}
bzw. N = ¢ Fpay, T = c:Fpgq

Ist o der Winkel zwischen der Profilsehne und der Bewegungsrichtung
(vgl. Fig. 949), so gelten fiir 4 und W einerseits und fiir N und T' anderer-
seits die bekannten Formeln fir die
Transformation von einem Koordi-
natensystem auf ein anderes um den
Winkel « verdrehtes Koordinaten-

|z -
Fig. 949. 7
a0l

L ki

Fig. 950.
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Auftrieb und Widerstand eines Tragfliigels,
abhingig vom Anstellwinkel.

system. Durch Division mit Fpy erhdlt man hieraus die entsprechenden
Formeln fiir ¢, und ¢, einerseits und ¢, und ¢; andererseits. Diese lauten:

Cn == CqCO8 0. + CySIN 0L ]
¢ = —casino + cycose

Die Strémungsformen sind je nach der GréSe des ,Anstellwinkels“ o
verschieden, daher sind auch ¢, und ¢, [und vermége Gl. (2) auch ¢, und ¢]
als Funktionen von o zu betrachten. Fig.950 stellt den typischen Verlauf
dieser Funktionen fiir das erste der in Fig. 948 wiedergegebenen Profile dar
(und zwar fir ein Seitenverhiltnis 1:5 des rechteckigen Fliigels). Der
Winkelbereich von 4 bis B entspricht der ,gesunden Strémung®, d. h. einer
Strémung, die iiberall an dem Fliigel anliegt; in den Bereichen jenseits A
und B ist die Strémung auf der unteren bzw. oberen Seite des Fliigels ,ab-
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gerissen und der Zwischenraum mit Wirbeln erfiillt, vgl. die Stromungs-
aufnahmen, Fig.951 (gesunde Stromung) und Fig.952 (oben abgerissene
Stromung).

Eine andere viel verwendete Darstellung des Inhalts von Fig. 950 ergibt
sich durch Auftragung von A senkrecht zu dem zugehorigen W oder auch

Fig. 951.

Gesunde Fliigelstromung.

Fig. 952.

Abgerissene Fliigelstromung.

von ¢q senkrecht zu dem zugehérigen c¢y,; da A und W rechtwinklige Kom-
ponenten der resultierenden Luftkraft sind, stellt der Vektor vom Ursprung O
nach einem Punkt der A4-W-Kurve die resultierende Kraft nach Gréfe und
Richtung dar. Fir die ¢g-c,-Kurve gilt ganz Entsprechendes. Man nennt
beide Kurven, da eine resultierende Kraft von einem Pol O aus aufgetragen
ist, auch ,Polarkurve“. Diese anscheinend zuerst von O.Lilienthal an-
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gewandte Darstellung wurde von G. Eiffel dadurch verbessert, dal der meist
sehr kleine Widerstand bzw. die Widerstandszahl in einem fiinfmal gréBeren
MaBstab aufgetragen wird als der Auftrieb bzw. die Auftriebszahl. Diese
Auftragungsart hat sich sehr stark eingebiirgert, da sie fiir die Verwendung
in der Flugtechnik sehr bequem ist (vgl. § 20). Wenn an die einzelnen
Punkte der Polarkurve die zugehorigen Anstellwinkel als Bezifferung an-
geschrieben werden, so enthilt die Darstellung alle Angaben der zwei Kurven
von Fig. 950 (vgl. Fig. 963, ausgezogene Kurve).

Eine weitere wichtige Angabe fiir die stromungstechnischen Eigenschaften
eines Fliigels ist die Lage der resultierenden Kraft zum Fliigel fiir jeden

Fig. 953. Anstellwinkel, die durch die Entfernung des

wr TTTTT Schnittpunkts der resultierenden Kraft mit
‘ EAEN der Profilsehne O ¢ von dem Bezugspunkt O,

= ;7’" ‘SRE also s in Fig. 949, gegeben werden kann. Da
0 (2 :3£~—» 1 jedoch s fir N~—=0 in der Regel unendlich
) / wird, liefert s in seiner Abhingigkeit von o

“ / T 1771 (die ,Druckpunktwanderung®) eine zeichnerisch
@ Yy | 11 und auch fir Interpolationszwecke unbequeme

Darstellung; besser ist es, das Drebmoment M

T _ﬂ7 “TT I T 1T der resultierenden Kraft fir den Bezugs-
wf-Har {4 Tt punkt O anzugeben,. das ?inen' sehr stetigen
, / A J |l Verlauf zeigt. Es ist, wie leicht zu sehen,
AR M = Ns, woraus bei gegebenem M und N
2} AXE’ | A L1 || 8 ermittelt werden kann. Um M durch eine
_r \{ dimensionslose Grofe ausdriicken zu kénnen,

Polark ( 3 mull noch eine Linge eingefithrt werden. Als
0, J—
Mo:1e:tezf:rv:%:fﬁihii?kg:n). solche bietet sich die Profiltiefe 0@ — ¢ dar.

Die Zshlen sind dss Hundertfache [Damit wird

von cg, Cy, und Cypy. M= cp de t
¢m heiBt Momentenzahl. In Fig.953 ist durch die gestrichelte Kurve c,, (wage-
recht) abhéiingig von ¢, (senkrecht) wiedergegeben. Diese Darstellung empfiehlt
sich dadurch, daB ¢, in dem flugtechnisch vor allem in Frage kommenden
Gebiet der gesunden Stromung mit wachsendem Anstellwinkel ziemlich gleich-
mibig wichst. Ein anderer Grund, warum die Wahl von ¢, als unabhingige
Veranderliche zweckmiBig ist, wird sich aus dem Folgenden ergeben (§ 15).

Die Eigenschaften der Tragfligel wie auch die der ebenen Platten er-
weisen sich als stark von dem Seitenverhiltnis {:b abbiangig, in dem Sinne,
daf der zu einem bestinmten Wert von ¢, gehsrige Wert von ¢, um so
kleiner ist, je kleiner ¢:b, d. h. je linglicher der Fligel ist. Ahnliches gilt
auch fir die zugehorigen Anstellwinkel. Soweit es sich um die gesunde
Stromung handelt, kénnen theoretische Betrachtungen itber die reibungslose
Strémung um Tragfligel zur Aufklarung dieser Dinge herangezogen werden;
der Reibungswiderstand und etwaiger Druckwiderstand durch Ablésung der
Stromung bleiben dabei natirlich unberiicksichtigt, was beim Vergleich von
Ergebnissen der Theorie mit solchen der Versuche immer zu beriicksichtigen ist,
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Der einfachste Fall betrifft den Fligel von unendlicher Spannweite baw.
den Flagel zwischen parallelen dicht anschlieBenden Winden, was im wesent-~
lichen auf dasselbe hinaus-

kommt. Die stationdre Stro- Fig. 934.

mung  der  reibungslosen T

Flussigkeit fir diesen Fall ist , NV yd '\
eine Potentialstromung mit | T ”_§' a ha*
Zirkulation, vgl. voriges Ka-. < /

pitel, § 10. Wie gut diese von |———1 "’tfii AR S

W. M. Kutta1) und N.Jou- |/ /"2

kowski?) entwickelte Theorie |

|
+
-
|

mit dem Versuch stimmt, mag §'
aus Fig. 9p48) entnommen $/
werden, die Auftrieb und $7/°
Widerstand  eines  Fliigels N /
zwischen Winden im Vergleich [ —t—1t9s ——
mit der Theorie nach Versuchen /
von A.Betz¢) abhingig vom | . s/l 4 L 4 |
Anstellwinkel darstellt. Das
zugehérige Fligelprofil (,Jou- [ ol t chy D
kowskiprofil“) ist das unterste ' la' /’
von Fig. 948. lo—oT" %n
Der Widerstand ist theo- 5o 50 700 750 2pp°

retisch g]eich Null, der prak- heorerischeriderstand=0 O ———
tische Widerstand besteht in
der Hauptsache aus Reibungs-
widerstand, der praktische
Auftrieb ist etwas kleiner als
der theoretische, was ebenfalls
auf Reibungseinfliisse zuriick-
zufithren ist (Verkleinerung Auftrieb und Widerstand bei der ebenen Strémung.
der Zirkulation durch die auf
der Saugseite etwas breitere Reibungsschicht, die ebenso wirkt wie eine geringe
Gestaltinderung des Profils). Die theoretisch gerechnete und die praktisch
gemessene Druckverteilung an einem solchen Fligel fiir einen mittleren
Anstellwinkel ist in Fig.954a wiedergegeben.

Die Berechnungsmethoden fiir diese Potentialstromung mit Zirkulation
sind durch Arbeiten von v. Mises?®), Geckeler?), Wilh Miller?),
Hohndorf?® u. a. so ausgebildet, dal man die Rechnung fir jedes

1) Sitzungsber. d. Bayr. Akad. d. Wiss. M.-Ph. Kl 1910 u.1911. — 3) Zeitschr.
f. Flugt. u. Motorluftsch. 1, 281, 1910; vgl. auch Joukowski, Aerodynamique,
Paris 1916. — °) Die Figuren 954 bis Y54a, 960, 961, 963 bis 964 sind mit freundl.
Erlaubnis des Verlages Julius Springer (Berlin) dem Werke Kérmén-Levi-
Civita: ,Vortrige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik“ entnommen, —
4) Zeitschr. f. Flugt. u. Motorluftsch. 8, 173, 1915. — °) Ebenda 8, 157, 1917 u.
11, 68 u. 87, 1920. — ¢) Ebenda 13, 187, 176, 191, 1922. — 7) Zeitschr. f. angew.
Math. u. Mech. 8—86, 1923—1926. — 8) Ebenda 6, 265, 1926.

Mdaller-Pouillet I, 3. 11. Aufi, 73
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praktisch vorkommende Profil mit der erforderlichen Genauigkeit durch-
fihren kann.

Bei endlicher Spannweite des Tragfliigels bildet sich an der Hinterkante
eine Trennungsfliche aus, wie sie in § 6 des vorigen Kapitels im Anschlub an
Fig. 861 beschrieben ist. Durch das dort geschilderte Einrollen der Trennungs-
fliche entstehen zwei Wirbel, die sich in der ganzen Linge der Flugbahn

Fig. 954a.
/ /| 1
4 ~
Derarucn aul der Unlerseite A4y

Yorne

Druckverteilung nach Theorie und Messung.

nach hinten erstrecken. Da in jedem Zeitabschnitt ein Stiick dieser Wirbel
neu gebildet werden muB, ist nach dem Energiesatz leicht einzusehen, daf
hierfiir dauernd Arbeit geleistet werden mufl; diese Arbeit kann nur in der
Uberwindung eines Widerstandes bestehen. Es ergibt sich also die Tatsache,
daB der endliche Tragfliigel auch in der reibungslosen Flissigkeit
einen Widerstand erfihrt. Kine an-
geniherte Berechnung dieses Widerstandes ist
in der im folgenden dargelegten Weise méglich.

Aus §10 des vorigen Kapitels wissen wir,
daB in der reibungslosen Fliissigkeit der Auf-
trieb immer senkrecht zur Richtung der Ge-
schwindigkeit v steht. Beim endlichen Trag-
fligel weicht die Flissigkeit auf der Druckseite
nach auBen aus und stromt iber die Fligel-
spitzen zur Saugseite. Diese Bewegung kann
als ein Nachgeben der Flissigkeit unter dem Druck des Fligels gedeutet
werden, ibr entspricht auch eine Geschwindigkeitskomponente in Richtung
dieser Druckkraft; die resultierende Stromung am Fliigel setzt sich daher

Fig. 955.
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aus der ungestérten Geschwindigkeit v und der durch den Fliigel selbst
hervorgerufenen (eschwindigkeit w (Lv) zusammen und hat daher die
Neigung tgp = w;v (vgl. Fig. 955). Die resultierende Luftkraft steht senk-
recht zu dieser Richtung und hat daher zwei Komponenten, den Auftrieb A

und den Widerstand W= Atgp = 4 l: Die Aufgabe der Tragfliigeltheorie

besteht nun darin, die vom Tragfligel ,induzierte* Geschwindigkeit w zu
ermitteln.

§15. Tragfliigeltheorie!). Die Ermittlung der induzierten Geschwindig-
keit w gelingt unter der vereinfachenden Annahme, dal der Auftrieb 4 so
klein ist, dall alle Ablenkungen der Stromung nur klein sind und da8 es
daher geniigt, bei allen GréBen nur die jeweils niedrigste Ordnung zu be-
riicksichtigen, wihrend alle Beitrige, die von hgherer Ordnung klein sind,
vernachldssigt werden. Diese Annahme schlieft z. B. ein, dal man bei den
Winkeln, die die relativen Stromlinien mit der Bewegungsrichtung bilden,
Sinus, Tangens und Bogen verwechseln und den Kosinus — 1 setzen darf.

Das Feld der von einem Tragfliigel induzierten Geschwindigkeiten 1aBt
sich nun aus dem Wirbelsystem berechnen, das man fiir den Tragfligel und
seine Trennungsfliche substituieren kann. Auftrieb ist immer mit Zirkulation
verkniipft, und zwar ist nach dem Kutta-Joukowskischen Satz, der auch
hier gilt, der Auftrieb pro Lingeneinheit = @ I'v (I"= Zirkulation, vgl. § 10
und § 13, a des vorigen Kapitels). Der Fliigel wirkt deshalb auf die Fliissig-
keitsteile, die weiter von ihm entfernt sind, wie ein Wirbellinienstiick von der
Wirbelstarke (Zirkulation) I Da im iibrigen fiir einen solchen Wirbel, der
in Wirklichkeit ein Fliigel ist, der Helmholtzsche Satz, da8 der Wirbel
immer aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, nicht gilt, spricht man hier
von einem ,tragenden Wirbel¥, im Gegensatz zu den ,freien Wirbeln¥, die
dem Helmholtzschen Satz unterworfen sind.

Das einfachste Wirbelschema eines endlichen Tragfliigels besteht nun
aus einem tragenden Wirbel von der Stirke I" mit zwei von den Fligel.
spitzen nach hinten parallel ins Unendliche laufenden

freien Wirbeln von der gleichen Stirke, vgl. Fig. 956. Fig. 056.
(Der Satz, daB ein Wirbelfaden nirgends endigen -9
kann und auf seiner ganzen Erstreckung die gleiche
Stirke haben muB, ist rein kinematischer Natur N

o

und gilt deshalb fir ein aus freien und tragenden
Wirbeln zusammengesetztes Gebilde ebenso wie fiir
freie Wirbel.) In Wirklichkeit pflegt die Auftriebs-
intensitit nach den Fliigelspitzen zu abzunehmen. Dies liBt sich in dem
Wirbelbild durch Uberlagerung sehr vieler Wirbelgebilde mit infinitesimaler
Stirke nach Fig.956 erreichen, von denen jedes eine andere Spannweite hat

Vereinfachtes Wirbelsystem
eines Tragfliigels.

1) Vgl. Prandtl, Gotting. Nachr. 1918, 8. 451 u. 1919, 8,107, auch Karman-
Levi-Civita, Hydrodyn. Vortrige (Innsbruck 1921), Berlin 1923, Vortrige von
Trefftz und Wieselsberger.

8%
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als die tbrigen (vgl. Fig.957). Wenn man so verfahrt, so erhilt man eine
Niherungsdarstellung der frither besprochenen Trennungsfliche, bei der aber
bewult darauf verzichtet wird, die Umgestaltung, die die Trennungsfliche

Fig. 957. mit wachsendem Abstand vom Fliigel erfihrt, zu
beriicksichtigen. Je kleiner der Auftrieb ist, desto
langsamer geht diese Umgestaltung vor sich, so daf
man im Grenzfall sehr kleinen Auftriebs in der
Tat diese Umgestaltung ganz vernachlissigen kann,
wenn es gilt, das Geschwindigkeitsfeld in der Nihe
des Fliigels zu berechnen.

Fir die hier vorliegende Aufgabe braucht man nur die Geschwindigkeit
parallel zur Auftriebskraft am Orte des Tragfligels zu berechnen. Unter
Zugrundelegung eines Wirbelsystems nach Fig. 956 ergibt sich fiir die Mitte
des Tragfliigels das Folgende. Ein nach vorn und hinten unendlicher gerader
Wirbel von der Stirke I" gibt im Abstand a eine Geschwindigkeit w = I'/2 7 a,
vgl. § 11 des vorigen Kapitels. Ein von der ,Querebene“ durch den Fliigel
nur nach hinten sich erstreckender Wirbel gibt aus Symmetriegriinden in der
Querebene gerade die Halfte des obigen Betrags, also I'/4ma. Ist b die
Spannweite des Tragfliigels, so ist fiir die Mitte des Tragfligels a = b/2, und
8 kommen zwei Betrige von dem rechten und linken Wirbel zusammen, so

r r . . A
inbe = mb wird. Mit I' = obo nach dem Kutta-

Verfeinertes Wirbelsystem.

daB also w, — 2 -

Joukowskischen Satz wird w, = Neben der Mitte ergeben sich

movbs
groBere Geschwindigkeiten, wie leicht nachzurechnen ist, und in der Nihe
der Fliigelenden gehen sie gegen Unendlich. Das heift nur, daB die An-
nahme eines bis zum Fliigelende konstanten Auftriebs unzuldssig ist. Die
genauere, an Fig. 957 ankniipfende Theorie zeigt, daf man ein itber die ganze
Spannweite konstantes w erhilt, wenn man den Auftrieb nach einer halben
Ellipse (vgl. Fig.958) iiber die Spannweite verteilt. Da hier die Zirkulation
in der Mitte 4/7-mal grofer ist als der Mittelwert und im iibrigen die einzelnen
Wirbelfiden durchschnittlich niher zur Mitte liegen,

Fig. 958. .
wird w groBer als w,, und zwar ergibt sich gerade
2
N w=2w°=ng:6" N ¢ 8
b Damit wird
Elliptische Auftriebs- . w 24 y: | 9
'vertellung. gp = ; = ﬂngb! = ;pdb’ cee (2)

Da w, wie erwihnt, bei elliptischer Auftriebsverteilung uber die ganze Spann-

weite konstant ist, ist es auch tgp. Es ist also die Beziehung von § 14
7

tgp = 7
anmittelbar iibertragbar, und es ist daher
A2
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Dieser Widerstand eines Tragfliigels in der reibungslosen Fliissigkeit heift
pinduzierter Widerstand“ (der Name kommt von der Ahnlichkeit der Be-
ziehungen zwischen den Wirbelfiden und den Geschwindigkeiten mit den
zwischen elektrischen Leitern und ihrem Magnetfeld). Eine nihere Unter-
suchung hat ergeben, daf der Widerstand nach Formel (3) das Minimum des
induzierten Widerstandes darstellt, das bei irgend einer Verteilung des Auf-
triebs A in der Spannweite b erreicht werden kann; die Minimumseigenschaft
hiéngt dabei ursichlich mit der Konstanz der induzierten Geschwindigkeit
itber die Spannweite zusammen. Da iibrigens eine GréBe in der Nahe des
Minimums sich meist nur wenig zu dndern pflegt, ist Formel (3) auch fiir
andere Auftriebsverteilungen, wenn sie nicht allzusehr von der elliptischen
abweichen, als Niherungsformel zu brauchen. Fiir rechteckige Fliigel von
nicht allzu groBem Seitenverhéltnis ist dies z. B. der Fall.

Formel (3) zeigt, daBl der mit der Erzeugung eines bestimmten Auftriebs
verbundene induzierte Widerstand um so kleiner ist, auf eine je groBere
Spannweite der Auftrieb verteilt wird. Dal alle Flugzeuge verhiltnismaBig
grofe Spannweiten bei geringen Tiefen aufweisen, hat hierin seinen Grund.
Die Tiefe des Tragfliigels in der Flugrichtung kommt in Formel (3) nicht vor,
was 8o zu verstehen ist, daB es nur darauf ankommt, welcher Strémungs-
zustand hinter dem Fliigel zuriickbleibt, nicht aber, ob dieser Zustand durch
groBe Druckunterschiede in einer wenig tiefen Zone oder durch sanfte Drucke
in einer etwas tieferen Zone erzeugt worden ist.

Die Betrachtung der hinter dem Tragfligel zuriickbleibenden Stérung
tihrt zu einer anderen anschaulichen Darstellung der hier obwaltenden Be-
ziehungen. Statt dal in rascher Aufeinanderfolge eine Stelle der Bahn des
Fliigels nach der anderen durch diesen Drucke erfihrt, kann man sich denken,
daB alle Stellen der durchlaufenen Bahn gleichzeitig eine kurze Zeit lang
solche Drucke erfahren.
Die so entstehende Be-
wegung ist eine ebene
Potentialbewegung (vgl.

§9,c des vorigen Ka-
pitels); die Fliche, auf
der die Drucke ausgeiibt
worden sind, ist dabei zu
einer Trennungsfliche ge-
worden. Fig.959 1) stellt
eine solche Stromung

dar. Man kann die ,StoG-
¢

Al
drucke“ 6‘ pdt einerseits

Fig. 959.

Strémung hinter dem Tragfliigel.

mit dem Stromungspotential, andererseits mit der Auftriebsverteilung in
Verbindung bringen und so Formeln gewinnen, die den frither erwahnten

‘)“I\Taoh Jahrbuch der wiss. Gesellschaft fiir Luftschiffabrt 1920 mit freundl.
Erlaubnis der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, Berlin.
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gleichwertig sind. Hier soll lediglich eine vereinfachte Impuls- und Energie-
betrachtung Platz finden, in der angenommen wird, daf sich nach dem
Voritbergang des Tragfliigels eine Fliissigkeitsmenge vom Querschnitt F
mit der Geschwindigkeit w; in der Richtung der auf die Flissigkeit aus-
geiibten Kraft bewege, die iibrige Fliissigkeit aber in Ruhe bleibe. (In Wirk-
lichkeit hat man es mit einer Geschwindigkeitsverteilung zu tun, in der die
Geschwindigkeiten in der Nihe der Bahn des Tragfligels von der GroBen-
ordnung w, sind und nach aullen asymptotisch gegen Null abnehmen.) Die
sekundlich neu in Bewegung gesetzte Masse ist gemidl unserer Annahme
m = @ Fyv. Der Impuls in der Richtung von w,, der der Wirkung des Auf-
triebs A in einer Sekunde dquivalent ist, ist also mw, = @ F, v w,, die erzeugte

2 3

kinetische Energie ist m %’ = o F,v %—- Diese muB gleich der sekund-

lichen Arbeitsleistung des induzierten Widerstandes am Tragfliigel sein, also
oF, v~—2— = Wy;

nimmt man

o Fiow, = A4
hinzu, so kann w, eliminiert werden, und man erhalt
2 A2
W= *_4 — e e e (4)

200'F, 4pa Fy
Der Vergleich von Gl. (3) und (4) zeigt, daB beim Eindecker mit elliptischer
Aufiriebsverteilung die Hilfsfliche F; = Z« b? gesetzt werden muB, also gleich

der Fliche des Kreises ist, der iiber der Spannweite als Durchmesser be-
schrieben werden kann. Die Formel (4) gilt iibrigens, kleinen Auftrieb
vorausgesetzt, ganz allgemein fiir jedes geradlinig bewegte Fliigelsystem. Es
muf nur jedesmal die Fliche F; besonders ermittelt werden.

Bei einem Doppeldecker steht jeder Fliigel auBer seiner Wirkung auf

sich selbst auch unter derjenigen des anderen Fliigels (Selbstinduktion und
gegenseitige Induktion); unter der Annahme kleinen Auftriebs iiberlagern sich
die Einzelwirkungen additiv, und der induzierte Widerstand besteht aus vier
Beitrigen: W= W+ Wi+ Wy, + Wy,
(W5 = Widerstand des 1. Fliigels unter der Wirkung des 2. Fliigels usw.).
Die Rechnungen fiir Doppeldecker sind sehr weit durchgefithrt und haben
eine Reihe hemerkenswerter Beziehungen zutage geférdert, doch kann hier
darauf nicht niher eingegangen werdenl). Ein praktisches Ergebnis wird
am Schlusse des niichsten Paragraphen mitgeteilt werden.

§16. Praktische Anwendung der Tragfliigeltheorie; Bestiitigung
durch den Versuch. Will man die Ergebnisse der Tragfliigeltheorie prak-
tisch anwenden, so muB man berticksichtigen, daB bei den wirklichen Flissig-
keiten Reibungswiderstand und auch Widerstand durch Ablésung der Stromung

1) Vgl hieriber etwa Prandtl, Gott. Nachr. 1919, S.107—123 oder Ergeb-
nisse d. Aerodyn. Vers.-Anstalt 2, 9, 1923 und 8, 9, 1927 auch B. Eck, Zeitschr.
f. Flugtechn. u Motorluftseh. 1925, 8. 183.
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vorhanden ist. Dieser Widerstandsanteil kann isoliert beobachtet werden
durch Versuche mit Tragfligeln zwischen parallelen Winden, vgl. § 141); bei
diesen ist der induzierte Widerstand gleich Null, wenigstens in einem allseitig
geschlossenen Kanal?).

Beim endlichen Tragfligel kommt zu diesem Widerstand W,, den man
»Profilwiderstand“ nennt, der induzierte Widerstand W; dazu:

W= W,+ W
Damit diese additive Zusammensetzung erlaubt ist, darf man aber nicht Zu-
stinde bei gleichem Anstellwinkel vergleichen, sondern es mufl der Strémungs-
zustand am Fligelelement derselbe sein: wenn dies der Fall ist, dann ist auch
(unter Vernachlassigung kleiner GroBen) die Auftriebsintensitit am Flagel-
element dieselbe. Wir erkennen also, daf man zweckmiBig von der Auftriebs-
intensitit, also z. B. von der Auftriebszahl ¢, ausgeht, wenn man die Be-
ziehungen der Tragfliigeltheorie verwerten will. (Die Auftriebszahl ¢, stellt
allerdings bereits eine Mittelbildung iiber verschieden groBe Auftriebsinten-
sititen von der Mitte bis zu den Fliigelenden dar; da aber in dem Gebiet der
gesunden Stromung ¢, ungefihr linear mit & geht und die Profilwiderstands-
zahl ¢y, nicht stark verdnderlich ist, ist diese Mittelwertsbildung nicht be-
denklich). Geht man in Formel (3) von § 15 von 4 und W; zu ¢, und cy;
iber (4 = ¢, F'pg und W; = ¢,; }'pg), so ergibt sich
caF
Cuwi — ,:b,

und daher, nach dem Vorstehenden, fiir ein gegebenes c,
2
cw="uvo+¢wi:ﬁuo+%b§' e e e e e (1)
Diese Formel kann zur Berechnung der Widerstandszabl eines endlichen Trag-
fligels aus der des unendlich langen verwendet werden. Noch genauer ist
sie aber fiir die Berechnung der Widerstandszahl eines endlichen Fliigels aus
einem Versuch mit einem anderen endlichen Fliigel mit anderem F/b2, denn
hier ist die Verteilung des Auftriebs iiber die Spannweite in beiden Fillen
ungefibr dieselbe, und die oben in der eingeklammerten Bemerkung erwihnte
Mittelwertbildung findet in gleicher Weise fiir das Gegebene und das Gesuchte
statt. Man uberzeugt sich durch zweimalige Anwendung von Gl. (1), einmal
auf den Fliigel 1 (Spannweite b;, Fliche F|) und dann auf den Fligel 2
(Spannweite by, Fliche F}), wenn gemal dem friher Gesagten cg3 = ¢4, ge-
setzt wird, daB hier die Beziehung besteht:
2
Cwa == Cy1 + 0; EF:; f:;)

1) Eine andere Methode, die den Impulesatz auf das Gebiet verminderter
Geschwindigkeit hinter dem Fliigel anwendet, mag hier wenigstens erwibnt werden,
vgl. A. Betz, Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motorluftsch. 1925, 8.42; H. Weidinger,
ebenda 1926, 8. 112; M. Schrenk, Luftfahrtforschung Heft 2, 1928.

9) Bei einem oben und unten freien Strahl zwischen parallelen Seitenwinden ist
ein induzierter Widerstand nach Formel (4) des vorigen Paragraphen mit ¥y = Strahl-
querschnitt vorhanden.
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Fir rechteckige Fliigel ist F' = b.{, hier wird also, wie bemerkt werden mag,
{; == %, also gleich dem ,Seitenverhaltnis“, Die Umrechnungsformel (2) hat
sich in dem praktisch am meisten in Betracht kommenden Bereich von Seiten-
verhiiltnissen 1:3 bis 1:7 fir alle vorkommenden Auftriebswerte sehr gut
bewahrt, obwohl sie zunichst nur fir verschwindend kleine Auftriebe ab-
geleitet ist. Die Ablenkungen der Stromlinien durch solche Fligel sind eben
hier im Bereich der gesunden Stromung, wenn man von der unmittelbaren Nach-
barschaft des Fligels absieht, noch ziemlich klein, Bei einem Seitenverhiltnis
1:2 oder gar 1:1 hat die Ersetzung des Fliigels durch eine Htragende

Fig. 960. Fig. 961.
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Polarkurven von sieben rechteckigen Umrechnung der Versuchsergebnisse
Tragfliigeln von Fig. 960
verschiedenen Seitenverhiltnisses. auf das Seitenverhiltnis 1:5.

Die Zahlen sind das Hundertfache von Ca und Cu.

Wirbellinie“ etwas zu Gewaltsames, und man kann nicht verlangen, dal hier
noch Ubereinstimmung mit den Formeln erreicht werden kann; trotzdem sind
die Abweichungen selbst in diesen Fallen nicht allzu bedeutend. Die im
folgenden mitgeteilte Gottinger Versuchsreihe!) mag das Mal der Uberein-
stimmung mit Formel (2) erweisen. In Fig.960 sind die Polarkurven fiir
eine Reihe von Fligeln von gleichem Profil und vom Seitenverhiltnis 1:1
bis 1:7 wiedergegeben. In Fig. 961 sind diese simtlichen Messungen nach
Formel (2) auf das Seitenverhdltnis 1:5 umgerechnet, und man sieht, dal die
Mohrzahl der Versuchspunkte sich eng an die gemessene Kurve 1: 5 anschlielt.
Etwas weiter abseits liegt nur das Quadrat.

Eine andere Nutzanwendung dieser Beziehungen besteht darin, daf man
bei den Polarkurven, die aus den Versuchen erhalten werden, die ,Parabel*

1) Ergebnisse der Aerodyn. Vers.-Anst. 1 50, 1921.
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des . induzierten Widerstandes beifiigt, wodurch dann gemaB Gl (1) dieses
Paragraphen zwischen der Parabel und der Versuchskurve der Profilwider-
stand abgelesen werden kann. In Fig.962 ist

Fig. 962.
diese Parabel zu der Polarkurve von Fig. 953 [ o
hinzugezeichnet. N s sl /s
Die Umrechnung der Anstellwinkel fir ™ z7
gleiches ¢, gelingt ebenso wie die der Wider- /

standszahlen. Hier fiihrt die folgende Uber- / ”
legung zum Ziel: Dem Anstellwinkel des un- “[ [~

endlich langen Fliigels in wagerechter Stromung
entspricht beim endlichen Fligel der Winkel ¢’

60) Za

zwischen der Profilsehne und der unter dem +
Winkel ¢ geneigten Strémungsrichtung (vgl. ,r/ ” I O
Fig.955, S.1154). Wir miissen also erwarten, 1
daB die Abhéngigkeit zwischen ¢, und dem s 0] 7
pwirksamen Anstellwinkel* o — o — @ bei JEE N ~—'1
allen in Betracht kommenden Seitenverhiltnissen N
dieselbe sein wird. Nach Gl (2) von § 15 ist LT L -
Parabel des induzierten Wider-
tgtp — ,,A, = C(i" standes.
7 pg b? 72

also ist, wenn &' = f(c,) geschrieben wird,

a:a'—}-q;:f(ca)-}-i%{; ......... (3)

Will man wieder fiir gleiches ¢, einen Anstellwinkel o:; eines Fliigels 2 aus
einem Versuch mit einem anderen Fliigel 1 berechnen, so ergibt sich

“2=“1+¢;E(F“'Q‘_EL> e e e e e (4)

Auch Gl (4) ist durch Versuche gut bestitigt. Fig.963 gibt den Verlauf
von ¢g mit dem Anstellwinkel bei den vorhin erwihnten Versuchen mit sieben
Fligeln wieder; Fig.964 zeigt die auf das Seitenverhaltnis 1:5 umgerech-
neten Anstellwinkel. Auch hier ist die Ubereinstimmung in den frither
erwihnten Grenzen recht befriedigend.

Bei irgendwelchen zusammengesetzten Tragfligelanordnungen, wie z. B.
bei Doppeldeckern, lassen sich sehr dhnliche Beziehungen angeben. Es zeigt
sich, da8 man die Formeln (1) und (2) auch fir solche zusammengesetzte
Fligelanordnungen verwenden kann, wenn % fz statt f‘_a gesetzt wird, wobei
% ein nur von der Anordnung abhéngiger Zahlwert ist; bei den giinstigen
Anordnungen ist ¥ regelmiBig kleiner als 1. Fiir Doppeldecker von gleicher
Spanaweite beider Fliigel kann genahert

0,975+ 1,44hd

T 1435mb
gesetzt werden; b ist dabei die Spannweite, A der Abstand der beiden Fligel
voneinander. Die Formel kann von b = 24 bis b = 15 h verwendet werden.
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An Stelle der Formeln (3) und (4) kénnen ebenfalls mit gewisser Anniherung
ahnliche Formeln gebraucht werden, aber mit einem Wert %' an Stelle von x,

Fig. 963.
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Auftriebszahlen von rechteckigen Tragfliigeln verschiedenen Seitenverhiiltnisses
abhiingig vom Anstellwinkel.

Fig. 964.
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Umrechnung der Versuchsergebnisse von Fig. 868 auf das Seitenverhiltnis 1:5,

der groBer als x ist [Einflu der Stromlinienkriimmung, verursacht durch den
anderen Fliigel]?).

1) Vgl. Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt 8, 9.
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§ 17. Propeller. Im Gegensatz zu den Tragfliigeln, die eine zur
Bewegungarichtung senkrechte Kraft erzeugen sollen, haben die Propeller die
Aufgabe, eine Kraft in der Bewegungsrichtung hervorzubringen und damit
also Nutzarbeit zu leisten. Ist die Kraft — S (nPropellerschub“) und die
Relativgeschwindigkeit des Fahrzeuges gegen das Medium = v, so ist die
sekundliche Nutzarbeit oder ,Nutsleistung“ L, = S». Nach dem Impuls-
satz arbeitet der Propeller 80, duf er dauernd neue Flissigkeitsmassen in
Bewegung setzt. Ist die sekundliche Masse = M und die erteilte Geschwin-
digkeit w, so wird der Propellerschub S gleich dem Impuls Mw. Mit der
Erteilung der Geschwindigkeit w ist eine kinetische Energie der in Bewegung
gesetzten Flissigkeitsmassen verbunden, deren Erzeugung einen zusitzlichen
Energieaufwand bedeutet. ~Pro Sekunde wird hierfir eine Leistung
L'=M i;i verbraucht. Ist der Propellerschub, also das Produkt Mw
gegeben, so wird L' offenbar um so kleiner, je kleiner w, also je groSer
M ist. Es gilt also, tunlichst groBe Massen M zu erfassen und diesen eine
kleine Geschwindigkeit zu erteilen, um die aufzuwendende Leistung L, + L’
moglichst zu verringern. Diese Leistung ist noch nicht der Gesamtaufwand;
dieser enthilt noch einen dritten Anteil L”, der durch Reibung und Ver-
wirbelung verbraucht wird. Man versteht unter dem Wirkungsgrad n das
Verhiltnis der Nutzleistung zum Aufwand, also

L,
=L orre Ce )

Neben diesem ,Gesamtwirkungsgrad“ unterscheidet man noch den theoretischen
Wirkungsgrad

und den hydraulischen Wirkungsgrad oder Giitegrad
L+l

Kl A A 28

Wie leicht zu sehen, ist # = % -94. Fir den theoretischen Wirkungsgrad

3
laBt sich wegen L' = M u;_ = Sg}— (siehe oben) auch schreiben

_ S.v - v

t = Sv4+Sw2 " v+ w?2
Hieraus ist zu ersehen, da8 %, immer nahe an 1 gebracht werden
kann, wenn w klein gegen v gemacht wird, was nach dem Fritheren da-
durch erreicht wird, daf man groBe Flissigkeitsmassen erfaSt, also den
Querschnitt des vom Propeller verarbeiteten Fliissigkeitsstroms grof macht.
In Wirklichkeit sind dem freilich durch technische Gesichtspunkte hiufig
ziemlich enge Grenzen gezogen, auch haben zu groSie Propeller einen kleineren
hydraulischen Wirkungsgrad, wodurch unter Umstinden der Gewinn wieder
aufgehoben wird.

n
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Die wichtigsten Arten der Propeller sind der Schaufelradpropeller
und der Schraubenpropeller. Der erstere findet sich bei dem ,Rad-
dampfer® und wirkt so, daf die Schaufeln des Rades der Reihe nach in das
Wasser eintauchen und dem zwischen den Schaufeln befindlichen Wasser eine
Geschwindigkeit nach hinten erteilen. Die Schaufelkanten erzeugen dabei
Trennungsflichen (vgl. voriges Kapitel § 6); das Wasser zwischen den
Schaufeln erhilt annihernd die Geschwindigkeit der Schaufeln und behilt
diese nach dem Herausziehen der Schaufeln zunichst bei (spiter erfolgt
natiirlich Vermischung mit dem iibrigen Wasser entsprechend den Aus-
fithrungen von § 5 des vorliegenden Kapitels). Bei einer Fahrgeschwindigkeit
des Schiffes — » und einer Rickwirtsgeschwindigkeit des angetriebenen
Wassers — w wird also die Umfangsgeschwindigkeit des Rades annihernd
= v + w; wird die Umfangskraft — S gesetzt (genau genommen ist S nur die
wagerechte Komponente der Schaufeldriicke, deren Richtung im allgemeinen
gegen die Wagerechte abweicht!), so ergibt sich ein Leistungsaufwand
= S(v + w), also ein Wirkungsgrad 7 = S(vg-%w) = vE-E?w. Der Ver-
gleich mit dem Fritheren lehrt, dal hier im ganzen die Leistung L,+ 2L’
aufzuwenden ist, wovon das zweite L' auf Rechnung der durch die Schaufeln
erzeugten Wirbel zu setzen ist. Durch allerhand Nebeneinfliisse ergeben sich
noch weitere Verluste. Der Wirkungsgrad kann aber durch Wahl eines
kleinen w, d.h. groBer wirksamer Schaufelflichen immerhin ganz gut gemacht
werden (z.B. Anordnung von Schaufelridern hinter dem Schiff in der ganzen
Schiffsbreite, wie dies bei neueren Donaudampfern ausgefiihrt ist). Die groSen,
langsam umlaufenden Rader sind aber vom maschinenbaulichen Standpunkt
aus unerwiinscht, so daff man sie nur bei FluB- und Binnenseedampfern aus-
fithrt, wo des geringen Tiefgangs des Schiffes wegen Schraubenpropeller nicht
anwendbar sind.

Diese letzteren sind da, wo der erforderliche Tiefgang vorhanden ist, durch
ihren kleineren Durchmesser und ihre gréBere Drehungszahl (die leichtere

Antriebsmaschinen ergibt) iiberlegen: Fiir
Fig. 985. den Antrieb von Luftfghrzeugen kommen
praktisch allein die Schraubenpropeller in
Betracht.
. Die Schraubenpropeller erzeugen ihren
Schub nach dem Tragfligelprinzip, das nur
insofern abgeiindert ist, als die ,Schrauben-
flagel“ sich durch die Drehung des Pro-
pellers bei gleichzeitigem Fortschreiten auf
Schraubenlinien fortbewegen, statt der
geradlinigen Bewegung der Tragfliigel. Von
den Enden der Fliigel gehen auch hier Wirbel aus (vgl. Fig. 965); die in der
Nihe der Nabe austretenden Wirbel der verschiedenen Fliigel, die gleichen
Drehsinn haben, vereinigen sich dabei zu einem ,Nabenwirbel“; die duBerem
Wirbel umschlingen schraubenformig die ganze durch den Propeller hindurch-

Wirbelsystem einer Luftschraube.
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gegangene Flissigkeitsmasse. Wenn wir voriibergehend sehr viele Propeller-
fliigel annehmen, dann schlieBen die &uBeren Wirbel einen nahezu geschlossenen
Strahl ein (die enge Folge von Wirbeln ist nahezu einer Tremnungfliche
" aquivalent, vgl. voriges Kapitel § 11, ¢). Der Strahl ist gegeniiber der iibrigen
Flussigkeit in fortschreitender und drehender Bewegung. Die fortschreitende
Bewegung hiingt unmittelbar mit der Aufgabe des Propellers zusammen,
eine Schubkraft zu erzeugen; die drehende Bewegung ist ein notwendiges
Ubel; in giinstigen Féllen ist ihre kinetische Energie verhiltnismiBig gering.

Eine wirklich befriedigende Theorie der verwickelten Vorginge im
8chraubenpropeller ist bisher nicht vorhanden. Soweit man die vom Propeller
erzeugten Zusatzgeschwindigkeiten als sehr klein gegen die Fahrgeschwindig-
keit ansehen kann (schwach belasteter Propeller), lassen sich Uberlegungen
anwenden, die mit denen der Tragfliigeltheorie verwandt sind ); jedoch sind
die praktisch angewandten Propeller meist nicht schwach belastet. Hier mag
es ausreichen, zwei Gesichtspunkte etwas naher herauszuarbeiten, die einen
gewissen Uberblick iiber die obwaltenden Verhaltnisse vermitteln.

Der erste ergibt sich aus der Anwendung von Impuls- und Energiesitzen
auf eine idealisierte Schraube, bei der angenommen wird, daB sie jedem durch
den Schraubenkreis hindurchtretenden Flissigkeitsteilchen eine Druckerhéhung
erteilt. Eine solche Druckerhthung durch die Wirkung eines Fligelsystems
ist nach den Darlegungen von § 13, a des vorigen Kapitels verstindlich.
Zur Vereinfachung soll nun angenommen werden, dal alle durch den
Schraubenkreis hindurchtretenden Fliissigkeitsteilchen genau die gleiche Er-
héhung ihres Druckes erfahren, was in den iuberwiegenden Teilen des
Schraubenkreises durch geeignete Wahl der Fliigelbreite moglich ist. In der
Nihe der Nabe, wo die Umlaufgeschwindigkeit der Fligel ungeniigend ist, und
an den FKligelspitzen, wo die Flissigkeit dem Fliigel ausweicheu kann, ist
dies allerdings nicht méglich, doch kann man diese Umstinde dadurch beriick-
sichtigen, dal man als ideale Schraubenkreisfliche F eine Flache wihlt, die
nach Abzug der unwirksamen Gebiete von der wirklichen Schraubenkreis-
fliche iibrigbleibt.

Weiter soll die Rotationsbewegung, die die Schraube der Flissigkeit in
Wirklichkeit erteilt, unberiicksichtigt bleiben. Man hat also jetzt einen
Idealpropeller, der jedem durch eine gegebene Kreisfliche F' hindurchtretenden
Flissigkeitsteilchen eine Druckerbshung (d.h. Erhohung der Konstanten der
Bernoullischen Gleichung) — A p erteilt, wihrend natirlich die auBerhalb
des Propellerkreises vorbeistromenden Fliissigkeitsteilchen eine solche Ver-
anderung nicht erfahren. Da sich in einiger Entfernung vom Propeller
der Druck véllig ausgleicht, erhalt man also einen Strahl mit erhéhter Ge-
-schwindigkeit hinter dem Propeller. Die durch den Schraubenkreis gehenden
Stromlinien bilden dabei die Strahlgrenze (vgl. Fig.966). Im einzelnen ergibt
sich nun folgendes.

1) Vgl etwa A.Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust,
Gottinger Nachr. 1919, 8.198 = Vier Abhandl. zur Hydrodynamik und Aero-
dynamik, 8. 68.
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In einem Bezugssystem, in dem der Schraubenmittelpunkt ruht, hat man
eine Zustromgeschwindigkeit v, die der Fahrgeschwindigkeit der Schraube
entspricht. Die Abstromgeschwindigkeit ist dann v 4 w, beides in solchen
Entfernungen von der Schraube, in denen das Druckfeld der Schraube als
ausgeglichen gelten darf, also der ungestorte Druck p, herrscht. Die Durch-
fluBgeschwindigkeit durch die Schraube ist unter dem Einflul des Druckfeldes

von v verschieden; sie liegt zwischen v

und v + w (vgl. Fig. 966). Wir wollen

dabei die Schraube auch noch in der

Weise idealisieren, da8 wir ihre Er-
—  streckung in der Strémungsrichtung

vernachldssigen. Dann ist die Ge-

schwindigkeit unmittelbar hinter der

Schraube aus Griinden der Kontinuitdt
mit der unmittelbar vor der Schraube identisch; sie sei mit ©' bezeichnet.
Der Drucksprung 4 p kommt nun so zustande, daB der Druck p’ unmittelbar
vor der Schraubenkreisebene niedriger ist als der ungestérte Druck, der
Druck p" hinter der Schraube aber hoher als dieser. Die Bernoullische
Gleichung liefert nun fir die Zustinde vor und hinter der Schraube

2
po+9~2 =7+

Fig. 968.

ov'?
2

o(v + w) v'2
pot TN gy 07,
Fir den Drucksprung 4p = p'' — p' ergibt sich hieraus durch Subtraktion

2
9‘@;1”)2“0: =0w(”+'1:) ....... (5)

Wir wenden nun den Impulssatz auf zweierlei Weise an:

dp =

1. Fir eine Kontrollfliche, die die Schraubenkreisebene moglichst eng
umschlieBt. Die Geschwindigkeit ist in der Gremze vor und hinter der
Schraubenkreisebene gleich und = ¢', triigt also zum Impuls nichts bei, da-
gegen bringt der Drucksprung 4p auf der Fliche F eine Kraft, die gleich
dem Schraubenschub S ist:

S=de=ng(v+;)> .......... (6)

2. Fiir eine Kontrollfliche, die durch die Stromlinien durch den Schrauben-
kreis und eine Fliche weit davor und eine Fliche weit dahinter abgegrenzt
ist. Die durchflieBende Menge ist hier = @ F'¢', sie hat vorher die Geschwin-
digkeit v, hinterher die Geschwindigkeit v + w; das Druckintegral bringt, wie
eine nidhere Untersuchung zeigt, keinen Beitrag, also wird der Schub S auch:

S = Q Fo'-w - « « v v v v v v v o v 7
Der Vergleich von (6) und (7) liefert die bemerkenawerte Beziehung

,,'=,,+g .............. (8)
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Die aufzuwendende Leistung unseres ,idealen Strahlpropellers“ 148t sich an
Hand der Kontrolifliche I oder II berechnen. Die erste liefert die Pumpleistung

L=Fv . dp=2S8v...+..c0cc....(9)

(Volumen pro Zeiteinheit < Druckunterschied); die zweite in der friiheren
Woeise Masse pro Zeiteinheit > Unterschied der halben Geschwindigkeits-

quadrate:
= oFy (T’ v’)
L = o Fv ( 3 9 )
was dasselbe gibt. Die Nutzleistung ist wie frither L, = S-v, so daB der
Wirkungsgrad
8 _ v v
"= §sd = v T o4 w/2
ist. Dies stimmt mit dem Ausdruck 7%, von Gl (4) iberein. Der ideale
Strahlpropeller ist somit gleichzeitig ein Idealbild fir jede Propellerart und
eignet sich daher fiirr Vergleichsrechnungen mit ausgefiihrten Propellern.
Eine wichtige Beziehung ergibt sich noch, wenn man aus Gl. (6) w aus-
rechnet und diesen Wert in die Wirkungsgradformel (4) einfithrt. Man
erhilt zunichst

28
w=—ov+4+ V2t 25 ... ... ...
]/v + o ¥ (1)
wofiir man unter Einfilhrung der ,Belastungsziffer“
Cy = - s P
ST, K02
auch schreiben kann:
w=__1+‘/1’_[_cs e e « ... (11a)

v

(das andere Vorzeichen der Wurzel hat keinen physikalischen Sinn). Dies
gibt nun
2

Mo =1 Vi4oe
Man sieht, daB8 mit verschwindender Belastungsziffer 1y, gegen 1 geht;
mit wachsendem ¢, nihert es sich dagegen der Null. Die Formel (12) liefert
fir jede Schraube, die einen verlangten Schub S mittels einer gegebenen
Schraubenkreisfliche F bei gegebener Fahrgeschwindigkeit » hervorbringen
soll, eine obere Grenze fiir den Wirkungsgrad. Sie liefert auch eine sehr
willkommene Vergleichsbasis bei Versuchen. Das Verhiltnis .des gemessenen
Wirkungsgrades 7 zu 7y, ist der frither schon erwihnte Giitegrad.

Die vorstehende Beurteilung versagt offenbar bei Hubschrauben, die eine
Last schwebend erhalten sollen. Hier ist zwar dauernd Leistung aufzu-
wenden, aber, falls kein Steigen vorliegt, ist keine Nutzleistung da. Man
kann hier nur nach dem theoretischen Leistungsaufwand bei gleichem
gebobenem Gewicht fragen und diesen mit dem wirklichen Aufwand
vergleichen.
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Wir kénnen unser Formelsystem so verwenden, daB wir v = 0 setzen.
Dann ist o' = w/2 und gemil (9)

Ly = 1/, Sw,
wobei hier S das gehobene Gewicht bedeutet. Gl. (6)

§ =130 Fus

liefort wieder das Mittel, um w fortzuschaffen. Es wird w — ‘/z—; und
daher

S8
'2 0 1'31
hieraus laGt sich wieder ein Giitegrad — L.y/L bilden.

Die erforderliche Leistung einer Hubschraube ist also bei gleichbleibendem

Giitegrad um so kleiner, je grofler F gewihlt wird! Andererseits wichst in
Wirklichkeit mit wachsender GroBe der Hubschraube deren Eigengewicht und
damit also auch das zu hebende Gewicht S.

Ly = (13)

§ 18. Weiteres iiber Schraubenpropeller; Windmiihlen. Um den
Einblick in die Wirkungsweise der Propeller zu verbessern, seien nun die
Verhiltnisse an einem einzelnen Fliigelblatt etwas niher studiert.

Wir behandeln einen Abschnitt eines Fligelblattes, der zwischen den
Radien r und r + dr liegt, wie ein Stiick eines Tragfliigels, und zwar, genauer
gesagt, wie ein Stiick eines unendlich langen Tragfliigels, falls wir uns vor-
behalten, diejenige Geschwindigkeit in die Rechnung einzufiithren, die sich
als Relativgeschwindigkeit zwischen dem Fliigelelement und der Flissigkeit
am Ort des Fligelelements ergibt. Diese Geschwindigkeit ist nun wieder
durch den ganzen Propeller beeinfluBt, und es hat hier also eine Rechnung
einzusetzen, die in ihren Grundgedanken mit der der Tragfliigeltheorie ver-
wandt ist. Auch hier mag wieder der Vereinfachung halber die Drehung
der Fliissigkeit in der Schraube vernachlissigt werden. Die Beeinflussung
der axialen Stromung durch die Schraube kann dadurch beriicksichtigt

werden, da8 man die Geschwindigkeit dieser Strémung

Fig. 967. gleich dem Wert ¢’ nach Gl (8) des vorigen Paragraphen
setzt, wobei mit w nach Gl (11a)

v =101+l +e)
gesetzt werden kann. Die Umfangsgeschwindigkeit des
Fliigelblattes ist r-® (@ die Winkelgeschwindigkeit).
Damit wird die Relativgeschwindigkeit des Schrauben-
blattes zur Flussigkeit = ¢ + r2w?, die Richtung ist

’
durch tgp — '—‘% gegeben (vgl. Fig. 967). Ist das Fliigelprofil um den kleinen

Winkel o gegen diese Richtung geneigt, 8o ergibt sich ein dem Staudruck
der Relativgeschwindigkeit und diesem Anstellwinkel entsprechender Auf-
trieb A in Richtung senkrecht zur Relativgeschwindigkeit und ein Wider-
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stand W entgegengesetzt der Relativgeschwindigkeit, wobei A und W auf
die Lingeneinheit des Fligelblattes bezogen sein mag (auf das Element dr
wiirde sich also Adr und Wdr ergeben.)

Far die weitere Rechnung werden nun zweckmiBig die Komponenten
normal zur Schraubenkreisebene (N) und tangential zur umlaufenden Bewe-
gung (T) gebildet. Die ersteren wirken also in der Richtung von v, vgl. Fig.967,
die letztere entgegengesetzt zur Richtung von r @. Wie leicht zu sehen, wird

N = Acos p — Wsintpl
T = Asing + Weos gf

Die Integration der Normalkomponenten ergibt den Schub, die der
Momente der Tangentialkomponenten das Drehmoment D, also bei n Fligeln

S=M§Ndr; Dzna[Trdr ........ @)

Man hitte statt dessen auch die Arbeitsleistungen am Element, Ndr-v' und
Tdr-ro integrieren konnen und hitte daraus die Schubleistung gegen die
Geschwindigkeit ¢',S-v' (Pumpleistung) und die durch den Motor aufzu-
bringende Leistung D@ erbalten. Ein einfacher Begriff sei hier noch er-
wihnt, der Wirkungsgrad des einzelnen Fliigelelements
17,1,—_—%;%%’ ....... (3)

Mit den obigen Werten von N und 7' und unter Beriicksichtigung von
v/ = r @ -tg @ ergibt sich, wenn noch die ,Gleitzahl“ W/A = & eingefiithrt wird,

l—etag
—_— 7 L ... [ 4
14 cclgop @

Dieser Ausdruck weist ein Maximum bei einem Steigungswinkel ¢ auf, der

nm =

(genahert) bei Z — 82 liegt. Da die Profilgleitzahl ¢ sehr klein ist (¢ = 1/4,

bis 1/5,), ist aber das Maximum so flach, daf auch Steigungswinkel ¢
weit ab von diesem Maximum vom Standpunkt des Fligelwirkungsgrades
noch fast ebenso brauchbar sind. Erst bei sehr kleinen Neigungen wird der
Fligelwirkungsgrad unzuldssig klein. In der Praxis entscheidet der Umstand,
dal bei groBeren Werten tg @ der Flissigkeit eine stirkere Drehgeschwindig-
keit erteilt wird 1), die wegen ihrer kinetischen Energie schidlich ist; deshalb
wihlt man fir die aufleren Fligelteile, auf die es wegen ihrer groSen Um-
fangsgeschwindigkeit hauptsichlich ankommt, wesentlich kleinere Steigungen
als das obige Optimum, z.B. tg p = 1/, bis 1/,

Der Zusammenhang zwischen dem Auftrieb A des Fligelelements und
dem zugehérigen Staudruck liefert nun einen Weg tiir die Ermittlung der
zu wihlenden Fliigelbreite in Abhingigkeit von r und fir die des zuge-

1) Man kann sich bei Untersuchung derartiger Verhiltnisse auf die Theorie der
Schaufelsysteme stiitzen, wie sie (allerdings obne Reibung) in § 18, Abschnitt a des
vorigen Kapitels entwickelt worden ist.

Mtller-Pouillet I,2. 11. Aufl. 74
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horigen Anstellwinkels . Jedoch ergibt sich bei schnellaufenden Wasser-
schrauben die Notwendigkeit, noch darauf Riicksicht zu nehmen, daB die
Wasserstromung durch Luftausscheidung und Dampfbildung zerreiBt, sobald
der absolute Druck im Wasser sich dem Wert Null ndhert. Man nennt diese
Erscheinung ,Kavitation“ oder Hohlraumbildung. Man wird deshalb
bei sehr schnelliufigen Wasserschrauben genétigt, sehr flache Profile und sehr
kleine Anstellwinkel zu verwenden, um die Unterdriicke auf der Saugseite der
Profile klein zu halten, und man erhilt dann sehr breite Fliigelblatter. Fig. 968

Fig. 968a.

Fig. 968b. Fig. 968c.
@®© ﬁ

' “.
r
Luftpropeller. Langsam laufender Wasserpropeller.  Schnell laufender Wasserpropeller.

enthiilt nebeneinander die Stirnansicht und einen Profilschnitt einer Luft-
schraube (a), einer langsam laufenden Wasserschraube fiir einen Fracht-
dampfer (b) und einer schnell laufenden Wasserschraube fiir einen Turbinen-
Schnelldampfer (c). Bei Luftschrauben ergibt sich noch eine etwas anders
geartete Storung, wenn die Umfangsgeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit
erreicht. Auch hier ist es notig, sehr flache Profile anzuwenden, die aber
meist sehr schmal bleiben (Reedschraube).

Das wirkliche Verhalten der Wasser- und Luftschrauben pflegt durch
Versuche festgestellt zu werden. Hier seien nur solche Versuche eingehender
besprochen, bei denen die Schraube nicht in Verbindung mit dem Fahrzeug
geprift wird, sondern in der ungestorten Fliissigkeit fiir sich allein fabrt.
Im anderen Falle ergeben sich Stérungen durch das Fahrzeug und Wechsel-
wirkungen mit ihm, die das Gesamtbild sehr verwickelt machen!). Eine
maBgebende Grofe fiir die Ordnung von Versuchsergebnissen ist offenbar
das Verhaltnis Fahrgeschwindigkeit : Umfangsgeschwindigkeit. Wir schreiben
% = ;';—, = A (v = Fahrgeschwindigkeit, ¥ — Umfangsgeschwindigkeit,
r — Halbmesser des Schraubenkreises, ® — Winkelgeschwindigkeit) und
nennen A den Fortschrittsgrad. Fiir einen Schraubenpropeller, der aus Schrauben-
flichen von der Steigung & besteht, gibt es offenbar einen besonderen Fort-

1) Vgl. etwa A.Betz, Zeitschr. f. angew. Math. und Mech. 7, 431—436, 1927,
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schrittsgrad 4,, bei dem die Schraube sich in der Fliissigkeit so verschiebt, daB sie

nur Reibungswiderstand erzeugt. Offenbar ist 4, = 22—;- Nur fiir Werte

von 4 unterhalb 4, haben die Schraubenblitter einen Anstellwinkel gegen die
Strémung relativ zu ihnen, der einen positiven Schraubenschub erzeugt. Fir
die Betriebszustinde mit A >> A, héitte man keinen Propeller, sondern eine
Windmiible. Fir die iblichen Ausfithrungsformen der wirklichen Propeller
gilt ganz Entsprechendes, nur da8 eine einfache geometrische Interpretation
von A, fehlt.

Die bei den Versuchen meBbaren Kraftgréfen sind der Schub S und das
zum Antrieb der Schraube vom Motor aufgewandte Drehmoment 1. Die
aufgewandte Leistung ist L = D, die Nutzleistung wie frither L, — S-v,
so dafl der Wirkungsgrad Sv

M=o (B)
wird.

Um die Versuchsergebnisse in einer von den speziellen Abmessungen der
Versuchsschraube unabhingigen Form darzustellen, verwendet man auch hier
dimensionslose GréBen, die ahmlich wie diejenigen der Tragfliigel gebildet
sind. In Deutschland scheint jetzt das folgende System dieser GroSen das
gebrauchlichste zu sein1):

S S .
[L’ l—/;’ 0 u?%’rﬁ — 1];0 m?;zﬂrl ............ (b a)

D D L )
ka Veeuwtmrd 1 ewinrs — vyewtmys 0 (6D

Da v = A-r® ist, wird der Wirkungsgrad, wie sich an Hand von Gl (5)
leicht ergibt,
__ Ak,
n = k;z".

Den Verlauf von ky, kg und 7 fir eine Luftschraube gemaB Fig. 968 a stellt
Fig. 969 dar. Man erkennt, daB k, und kg in der Nihe von 4 =— 0,35 durch
Null gehen. 7 ist seiner Bedeutung nach = 0 fir A = 0 und fir k, = 0.
Es hat dazwischen also ein Maximum. Um den Vergleich mit 7y, gemaB
Formel (12) des vorigen Paragraphen zu ziehen, kénnen wir zunichst den
Belastungsgrad ¢, ermitteln, der, wie leicht nachzupriifen, ¢, — El")— ist. Da-
mit konnen wir also 7, punktweise ausrechnen und zu dem zugehérigen 4
auftragen. Das ist in Fig.969 durch die gestrichelte Linie geschehen. Man
sieht, daB die Werte von % denen von %, ziemlich nahekommen, ausgenommen
in der Gegend von 4,, wo %, gegen 1 und 7 gegen 0 geht.

Beziiglich der Windmiihlen, die hier kurz berithrt werden mogen, lassen
sich ganz dhnliche Betrachtungen anstellen wie fiir die Luftschrauben. Der
anstrémende Wind erfihrt beim Durchtritt durch den Fliigelkreis einen Druck-

1) ¢, und ¢4, wenn die Krifte auf den Staudruck der Geschwindigkeit v be-
zogen werden; k, und %4, wenn die Krifte auf den Staudruck der Geschwindigkeit u
bezogen werden.

74*
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abfall 4p, durch den eine Leistung 7r2.¢'Jp zur Verfiigung gestellt wird,
die nun entsprechend dem Fligelwirkungsgrad in Nutzleistung an der Windrad-
welle verwandelt wird; o' ist dabei wieder die axiale Durchtrittsgeschwindigkeit
durch die Radebene. Die Formeln von § 17 lassen sich unmittelbar iber-
tragen, nur daB hier die Geschwindigkeit hinter dem Rade kleiner ist als
vorher. Es muf also fiir den Geschwindigkeitsunterschied  hier ein negativer
Wert eingefiihrt werden. Schreibt

Fig. 969.

ok man —w an Stelle von w, um

d . wieder eine positive GroBe zu er-
4 1PN ks halten, so wird gemaB Gl (5) von
44 100ky §17
w w N = dp = M,(v_ '2ﬂ)
36 @
i [ N\ und gemil Gl. (8)

2 8L % N\q ‘ w
28 y f v=v—
24 05 a ,/ } .
2 / / \\ i 80 daf die verwandelbare Leistung
0 45
16 o / \ \I Ly==art-v'dp
1’z I: / ) \ 2 { wy i
12 4 // _nr-gw\v—2> (6)
98w \
v o / \ wird. Es kann leicht nachgewiesen
) / 2 werden, dal diese Leistung bei
o o+ 008 9% 0% 42 94 B 4% 0% A gegebenem v und r dann ein

Kurven einer Luftschraube. Maximum wird, wenn die Ge-

schwindigkeit hinter dem Rade
v—w = 140, also v' = %/3v gewahlt wird. Damit wird L;max == &/y; Tr3g0s.
Man kann die Leistung I, die durch den Radkreis flieBen wiirde, wenn das
Rad keinen Widerstand bieten wiirde, als VergleichsgroBe heranziehen und
den Ausnutzungsgrad ¢, = L/L, bilden. Da die sekundlich durch den Rad-
kreis flieBende Masse — @ r2v und die kinetische Energie der Masseneinheit
= 1/g0? ist, wird Ly, = 1/, 0-7r2v3, und damit der maximale theoretische
Ausnutzungsgrad ¢;max = Limax/Lo = 1¢/y; = 0,5926.

Ein Wirkungsgrad hat bei den géwohnlichen Windmiihlen keinen Sinn,
da die Windenergie in beliebigen Mengen zur Verfiigung steht. Die Wirtschaft-
lichkeit kann nur nach dem Verhiltnis der Leistung zu den aufgewandten
Kosten beurteilt werden, wobei eine billige Konstruktion unter Umstinden
besser abschneiden kann als eine aerodynamisch hochwertige, aber teurere
Konstruktion. Anders ist es mit Windmiiblen auf Luftfahrzeugen, durch die
mittels des Fahrtwindes irgendwelche Hilfsmaschinen angetrieben werden.
Hier muB der Schub S der Windmiihle vom Hauptpropeller des Luftfahrzeuges
mit bestritten werden. Es wird also die Leistung S-v aufgewandt, und der
Wirkungsgrad ist y = L/Sv.

Bei den Versuchen mit Modellen von Windmiihlen kann man bei gegebener
Windstérke verschieden starke bremsende Drehmomente ausiiben und erhélt
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mit wachsendem Moment abnehmende Umfangsgeschwindigkeit. Ahnlich wie
bei Schrauben kann man Momentenzahlen bilden und diese abhingig von dem
Verhiltnis «:v (Umfangsgeschwindigkeit zu Windgeschwindigkeit) auftragen.
Ebenso kann man die Ausnutzungs-

Fig. 970.

grade ¢; auftragen. Die Windrader .
zeigen dabei je nach ihrer Schrauben- ‘& =1
steigung verschiedene ,Schnell- K / X
laufigkeit“. Fig. 970 gibt als Bei- ,, N
spiel Kurven fiir einen ,Schnell- . N
laufer.

o o

§19. Stromungsmaschinen. @ /J
(Wasserrader und Turbinen, s a2 4
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Pumpen und Geblise.) Wasser- ar
kraftmaschinen verwandeln die Lﬁ
Arbeitsleistung des um eine Hohe H 123 e s 67 8 9

herabsinkenden Wassers in eine Kurven einer Windmiihle.

Arbeitsleistung an einer drehenden Welle, die Pumpen Arbeitsleistung an
einer drehenden Welle in Hebung von Wasser auf eine Hohe F; die Geblase
verrichten entsprechende Arbeitsleistungen an strémender Luft. Geblise fir
niedrige Druckunterschiede heiBen auch Ventilatoren.

Ist die sekundliche Wassermenge (Volumen/sec) — ¢ und das Raum-
gewicht ¥, so ist die der Wasserkraftmaschine zugetithrte Leistung L, —= y Q H.

Fir die Wasserrider ist charakte-
ristisch, daB das Wasser zwischen den
Schaufeln praktisch zur Ruhe kommt.
Bei den Turbinen bleibt es relativ zu den
Schaufeln in Bewegung.

Die Wirkung auf das Rad kann iber-
wiegend Gewichtswirkung sein, wie bei
den meisten Wasserriddern, sie kann aber ,g
auch rein dynamischer Art sein, wie bei StoBrad.
den Turbinen und bei den StoBradern.

Bei dem reinen Stofrad (Fig. 971) kommt das Wasser mit einer Ge-
schwindigkeit ¢!) an und wird auf die Schaufelgeschwindigkeit % abgebremst.
Nach dem Impulssatz gibt dies eine Kraft P = @ @-(c —u); die Leistung
ist L = P-u=0Q-u(c—u). Diese ist, wie leicht nachgewiesen werden
Qe
NS
Reibung im Zulaufgerinne absieht, so ist ¢ = Y29 H, also Lyax = /37 QH
(¢ = Dichte, y = @g). Der Wirkungsgrad ist also Nmax == Lmax/Lo = Ys-
In Wirklichkeit ist er durch Verluste verachiedener Art noch kleiner. Das
StoBprinzip ist also nicht gut. Wesentlich besser ist das Gewichtsprinzip,
denn die Gewichtsarbeit auf dem Wege von der Stelle, wo sich die Schaufel

1) Vgl. FuBnote 1, 8.1174.

Fig. 971.

. ¢ .
kann, ein Maximum fir 4 = 7 und ist dann @ Wenn man von aller



1174 Strdmende Bewegung der Fliissigkeiten und Gase. II. Kap. XII. §19.

mit Wasser gefiillt hat, bis dahin, wo sie das Wasser entleert, wird im Prinzip
verlustlos an das Rad abgegeben. Die Notwendigkeit, die Schaufeln rasch zu
fiillen, bringt allerdings einen StoBvorgang mit sich; einen weiteren Verlust
ergibt die Fallhohe des aus dem Rade ausflieBenden Wassers, die durch das
oFreihingen“ bedingt ist. Tmmerhin erreicht man bei gut gebauten ,ober-
schlichtigen Wasserridern (bei denen das Wasser von oben in die Zellen
eintritt) Wirkungsgrade iiber 80 v. H. Bei den mittel- und unterschlichtigen
Ridern kommt noch ein weiterer Verlust durch das Vorbeifliefen des Wassers
neben den Schaufeln hinzu, auBerdem machen die Verluste beim Fiillen und
Entleeren des Rades meist einen groBeren Bruchteil des Gesamtgefilles aus
als bei den oberschlichtigen Rédern, deshalb bewegen sich die Wirkungsgrade
guter Rider dieser Art zwischen 55 und 65 v. H.

Fig. 972.
Fig. 973.

S vy

Oberschlidchtiges Wasserrad. Mittelschlichtiges Wasserrad.

Ein wesentlich anderes Prinzip liegt bei den Turbinen vor. Die Energie-
ibertragung ist hier rein dynamischer Natur. Das raschstrémende Wasser
wird durch eine Leitvorrichtung ,stoBfrei“ zwischen die Turbinenschaufeln
eingefithrt und nun durch die Schaufeln so abgelenkt, daB es das Rad mit
einer moglichst kleinen Absolutgeschwindigkeit verlaBt. Da bei diesen Vor-
gingen nirgends groBere Verluste auftreten, so folgt aus dem Energieprinzip,
daB von dem, was nach Abzug der kinetischen Energie des austretenden
Wasgers von der gesamten Gefilleleistung noch verbleibt, der weitaus iiber-
wiegende Teil an der drehenden Welle der Turbine nachgewiesen werden kann.

In bezug auf die Form, in der sich die Energieumsetzung vollzieht,
unterscheidet man zwei Arten von Turbinen, die ,Gleichdruckturbinen* und
die ,Uberdruckturbinen“. Bei den ersteren wird die ganze verfiigbare Gefille-
leistung vor dem Rade in kinetische Energie verwandelt, indem man das
Wasser durch geeignete Miindungen oder Leitkanile frei ausstromen 1aBt.
Das Wasser, das mit der Absolutgeschwindigkeit ¢; 1) auf das mit der Ge-
schwindigkeit %, umlaufende Rad trifft, hat relativ zum Rade eine Ge-

1) Die Bezeichnungen ¢ fir Absolutgeschwindigkeiten, « fiir Umfangsgeschwin-
g{ﬁ.kel:ten, und w fir Relativgeschwindigkeiten sind bei den Turbineningenieuren
ich.
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schwindigkeit w;, (vgl. Fig. 974). Die Eintrittskanten der Schaufeln haben
ungefihr die Richtung von w;; das Wasser wird nun von den Schaufeln in
die Richtung w, abgelenkt, wobei, abgesehen von maBigen Verlusten durch
Oberflichenreibung, der Betrag der Relativgeschwindigkeit derselbe bleibt.
Die Absolutgeschwindigkeit ¢, wird durch Konstruktion eines Geschwindigkeits-
dreiecks aus w, und u, erhalten. Im giinstigsten Betriebszustand ist sie nahezu
senkrecht zum Schaufelsystem und sehr klein, Bei den Uberdruckradern wird
zundchst nur ein mifiger Teil des Gefilles in Geschwindigkeit umgesetzt; das
Wasser tritt deshalb mit einem erheblichen Uberdruck in das Rad ein. Die
Einzelheiten ergeben sich aus Fig.975. Das Wasser erfihrt nun in den sich
_verengenden Schaufelkanilen einen erheblichen Zuwachs der Relativgeschwin-
digkeit und verbraucht dabei den Rest des Gefilles. Im giinstigsten Betriebs-
zustand ist die absolute Wassergeschwindigkeit hinter dem Rade wieder sehr
klein und ungefihr senkrecht zum Schaufelsystem.
Die Uberdruckturbinen arbeiten notwendig mit vollgefiillten Schaufel-
kanilen. Bei den Gleichdruckturbinen pflegt man dagegen durch geeignete
Fig. 974. Fig. 975.

u Uy

Geschwindigkeitsplan einer Gleichdruckturbine.  Geschwindigkeitsplan einer Uberdruckturbine.

Ausbildung der Schaufelform dafiir zu sorgen, dal das Wasser mit einer
freien an Luft grenzenden Oberfliche durch die Schaufeln flieft. Da hierbei
die Schaufeln nur einseitig vom Wasser berithrt werden, ergibt sich weniger
Reibung als in dem Falle der zweiseitigen Berithrung.
Wenn von der Reibung und den Zentrifugalwirkungen im Rade abgesehen
wird, so ist 1
" H = 2—;}— Cel+wi—wh .o (1)

Das erste Glied liefert das Teilgetille in der Leitvorrichtung, die Differenz
der beiden anderen das Teilgefille im Laufrad (fir wy = w,, also fir die
Gleichdruckturbine ist dieser letztere Anteil gleich Null).

Die Theorie der Turbinen, bei der eine gleiche Ablenkung aller Wasser-
teilchen angenommen wird, stammt von Euler. Von ihm stammt auch die
folgende ,Hauptgleichung der Turbinentheorie“, die aut den Impulsmomenten-
satz (§ 13 des vorigen Kapitels, Abs. b) aufbaut. Die Umfangskomponenten
der absoluten Eintritts- und Austrittsgeschwindigkeit, dort mit w, cos §; und
wq cos By bezeichnet, mogen jetzt in der bei den Turbimenfachleuten dblichen
Bezeichnung ¢y, und ¢y, heiBen. Dann ist das Drehmoment an der Turbinenwelle

D= 9Q(n, Cyy — r’c“‘) ........... (2)
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Die Nutzleistung L ist dann = D o; mit r, 0 = u, und r, ® = u, wird dann

L= Qs —Ugly) =+ + v (3)
Andererseits ist L == Ly = 1y Q H, wobei 1 der hydraulische Wirkungs-
grad ist. Fiic diesen ergibt sich also unter Beriicksichtigung von y == gg:

— WOy Uy Cuy

= gl e (4)

Bei senkrechtem Austritt verschwindet c¢,,, so daf u,¢, == ygH wird.
Aus dieser letzteren Gleichung, in Verbindung mit Fig. 974 und 975, geht
deutlich hervor, daB bei gleichem Gefille die Uberdruckturbinen wesentlich
grollere Umfangsgeschwindigkeit haben als die Gleichdruckturbinen. Man
findet deshalb bei kleinen und mittleren Gefillen regelmiiBig Uberdruck-
turbinen, bei groBen Gefillen aber Gleichdruckturbinen ausgefiihrt.

Von der Annahme der gleichen Ablenkung aller Wasserteilchen sucht sich
die neueste hydrodynamische Auffassung des Turbinenproblems frei zu machen.
Fig. 976. Man sieht nicht mebr den I}&um
————————— zwischen zwei Schaufeln einer Uber-

: druckturbine als einen ,Kanal® an,
sondern betrachtet die Schaufeln als
einzelnein der Stromung befindliche

Fig. 977.

e e e — W‘ V“R _J

Pelton-Rad. Pelton-Rad mit Regulierdiisen.

,Fligel“, die sich dabei gegenseitiy beeinflussen’). Bei den modernen
Schunellauferbauarten, die sehr groBe Abstinde der Schaufeln aufweisen,
wird nur diese Auffassung den wirklichen Vorgingen einigermafen gerecht.
Aber auch in den Fallen, wo man noch von Schaufelkanilen sprechen
kann, zeigt sich, daB man die mittlere Kintritts- und Austrittsrichtung nicht
mit den entsprechenden ,Schaufelwinkeln“ gleichsetzen darf, wie man dies
im Rahmen der alten Theorie getan hat. Die Schaufelwinkel stellen vielmehr
ein Maximum der Ablenkung dar, alle nicht unmittelbar an den Schaufeln
anliegenden Wasserfaden erfahren geringere Ablenkungen. Im Falle der ebenen

1) Vgl Bauersfeld, Zeitschr. d. Ver. Deutsch. Ing. 66, 461 u. 514, 1922, oder

Prandtl, ebenda 65, 959, 1921. Vgl such die Rechnung iber das Schaufelgitter
in § 13 des vorigen Kapitels.
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Stromung sind diese Verhdltnisse in neuester Zeit durch verschiedene Arbeiten
aufgeklirt worden!). Um von den praktischen Ausfiihrungsformen der Wasser-
turbinen einige Beispiele zu geben, seien einige typische Laufrider im Bilde
wiedergegeben. Fig.976 zeigt die moderne Ausfiihrung eines Gleichdruckrades
oder Freistrahlrades, wie es sich aus dem sogenannten Peltonrad entwickelt
hat. Ein oder mehrere Wasserstrahlen von kreisformigem Querschnitt werden
auf die an den links unten befindlichen Schaufeln erkennbaren Schneiden
gerichtet und werden in den links und rechts von

der Schneide befindlichen Muscheln um nahezu 1800 Fig. 978.
umgelenkt.  Die ginstigste Radgeschwindigkeit [ 0 |-
liegt etwa bei der Hilfte der Wassergeschwindigkeit : ’ J

im Strahle. Fig. 977 zeigt eine etwas vereinfachte

Skizze von dem Zusammenbau eines Freistrahl-
rades. In Fig. 978 ist eine iibliche Korm von
Uberdruckradern dargestellt (sogenannte Francis-
turbine). Das Wasser tritt, aus einem das Rad
umschlieBenden Leitapparat kommend, durch die
linken Offnungen in das Rad ein und verliBt es
durch die rechten Offunungen. Der Weg durch
das Rad erfolgt in raumlich gewundeunen Bahnen, doch ist im grundsatzlichen
das Schema von Fig. 975 eingehalten. Um auch bei miBigen Gefillen eine hohe
Schnelldufigkeit zu erhalten, ist man zu Formen wie Fig. 979 gelangt (Kaplan-
turbine). Der Leitapparat ist dabei
ahulich wie bei der vorigen Turbinenart;
or erzeugt eine spiralige Bewegung des
Wassers von aullen nach innen. Der

Fig. 979.

Durchtritt durch das Rad erfolgt dann
in axialer Richtung. Man kann es
sich aus dem Francisrad entstanden
denken, indemn man von diesem nur die
dubersten Schaufelteile ganz rechts in
der Abbildung beibehilt, die ibrigen
Teile des Rades aber fortliGt. Eine
Skizzedes Zusammenbaues einer Kaplan-
turbine mit dem Leitapparat zeigt
Fig. 980.

Bei den Uberdruckturbinen wendet
man regelmilig zur Verringerung der ——r—— =
Austrittsenergie noch ein meist schwach Kaplanrad.
kegelig erweitertes ,Saugrohr® an (vgl.

Fig. 980, ¢). Dadurch, daB man das Saugrohr unter Wasser ausmiinden laBt,

wird auch das Gefille so vollstandig wie moglich verwertet.
Zur Anpassung der Turbinenleistung an den vorliegenden Leistungs-
bedarf wird die Wassermenge reguliert. Dies geschieht meist in automatischer

1) Vgl Bﬁ;é;ann, Z.f. ang. Math. u. Mech. 1928, 8.372; dort weitere Literatur.
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Weise so, daB die Drehzahl der Turbine konstant gehalten wird. Bei den
Freistrahlturbinen dient dazu die in den Diisen befindliche Reguliernadel.
Bei den Uberdruckturbinen werden die Leitachaufeln (a in Fig. 980) verdreht,
8o daB die DurchfluBkanile weiter oder enger werden.

Die Wirkungsgrade bewegen sich bei guten Turbinen der verschiedenen
Bauarten in der Gegend von 85 bis 90 v. H. Es mag bemerkt werden, daB
auch bei den Dampfturbinen Gleichdruck-

. Fig. 980. rader und Uberdruckrider unterschieden
Z / | werden. Die Kompressibilitit des Dampfes
= ///////,I:V///////////// verursacht allerdings verschiedene Ande-

rungen gegenitber den Wasserturbinen.
Niheres hieriiber vgl. Bd. III, 1, Kap. XXIII,
§ 13 u.f.

Die auf dem Fliigelradprinzip be-
ruhenden Pumpen, die gewissermalen
Umkehrungen der Turbinen (und zwar
speziell der Uberdruckturbinen) sind,

Kaplanturbine. Schaufelplan einer Schraubenpumpe.

scheiden sich in solche mit axialem Durchtritt (Schraubenpumpen) und solche
mit radialem Darchtritt (Zentrifugalpumpen). Fiir die Férderung von Luft
gibt es ganz entsprechende Maschinen, Schraubengeblise und Zentrifugal-
geblise. Die Schraubenpumpen und -geblise sind in ihrer Bauart den
Schraubenpropellern &hnlich; die einfachsten unterscheiden sich von den
Propellern nur dadurch, daB sie im Innern eines Rohres oder in der Trenn-
wand zweier Riume arbeiten. Durch ein Leitrad kann die im Pumpenrad
erzeugte Energie der drehenden Bewegung zum groBten Teile wieder in
Druck verwandelt werden (vgl. den Schaufelplan Fig. 981).

Bei den Zentrifugalpumpen und -geblisen kommt zu der eben be-
schriebenen Schaufelwirkung unterstiitzend noch die Zentrifugalwirkung in
den rotierenden Schaufelkanilen dazu (in einem mit der Winkelgeschwin-
digkeit o rotierenden Kanalsystem tritt die Zentrifugalkraft wie eine Massen-
kratt auf und liefert sowohl im Zustand relativer Ruhe wie auch — lings einer

3
Stromlinie — in der stationdren Bewegung einen Druckanstieg ¢ ;’—(r,’—rl’)
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(vgl. Kap.X, § 18). Die Schaufeln der Zentrifugalrider kénnen radial, riick-
wirts geneigt oder auch nach vorn gebogen sein. Die riickwirts gekriimmten
geben die besten Wirkungsgrade, die anderen aber etwas héohere Drucke.
Statt eines Leitschaufelsystems zeigen die einfacheren Zentrifugalpumpen
und -gebldse ein geeignet geformtes Spiralgehiuse (vgl. Fig.982). Die hoch-
wertigen Maschinen dieser Art, besonders die aus mehreren hintereinander
geschalteten Ridern bestehenden Hochdruckpumpen und Turbokompressoren,
besitzen dagegen ein besonderes Leitschaufelsystem (vgl. Fig. 983).

Fig. 982.

Fig. 983.

(

Zentrifugalpumpe mit Spiralgehduse. Hochdruck-Zentrifugalpumpe.

Die Nutzleistung L, der Pumpen ist, mit @ = sekundlichem Volumen
und b = Forderhohe,
Ly = 9Qh+ « « v v v v v v v v (6a)
Fir Geblise tritt in dem Falle, daB die Verdichtungsarbeit als klein ver-
nachldssigt werden darf, an Stelle von ph der Unterschied der statischen
Drucke vor und hinter dem Geblise, p; — p,, also

Ly == Q(Dy—1py) + + « v v v v v e (5b)

Wird ohne eine lingere Rohrleitung aus einem Raume vom Drucke p, an-
gesaugt, so ist dabei p, = po — %w’ zu setzen, mit w — mwittlerer Geschwin-

digkeit in der Saugoffnung. Die kinetische Energie beim Austritt aus dem
Geblise usw. kann zum Teil durch einen Diffusor (ein erweitertes Rohrstiick)
wiedergewonnen werden, wodurch bei gleichbleibendem Gegendruck der
Druck p; hinter dem Geblise usw. verringert wird. Fir den Fall von
Geblédsen fir héhere Druckunterschiede, bei denen die Verdichtungsarbeit
nicht vernachlissigt werden kann, kénnen die in § 8 von Kap. X fiir Kolben-
geblise abgeleiteten Formeln unmittelbar benutzt werden ?).

Die Antriebsleistung I ist wegen der Stromungsverluste und der Lager-
reibung groBer als Ly,. Das Verhiltnis Ly/L = 7 ist der ,Wirkungsgrad“
der Pumpe bzw. des Geblises. Sieht man von der Lagerreibung ab, so ist in
L = D.® das Drehmoment D nach der Eulerschen Gl (2) berechenbar,
und zwar fir Schraubenrider ebenso wie fiir Zentrifugalrider. Meist ist
Cy, = 0, es ergibt sich daher

D=09@Qrycy, - -+« + ¢ o0 . (6)

1) Vgl auch Band I1I, 1, Kap. XXV, § 8.
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Hiermit wird, da rg@ = u, ist,
L=9Q”2"u¢‘ e e e e e e e e e e e e ©)
Mit Ly = 7 L und unter Beriicksichtigung von (5a) ergibt sich also

7 %g Cuy
ho= 12w (8)
9
Cuy i8t dabei jeweils aus den Geschwindigkeitsdreiecken ermittelbar; 7 ist ab-
zuschitzen.

§ 20. Wasser- und Luftfahrzeuge. a) Kraftegleichgewicht. Das
Gleichgewicht des Schwimmauftriebes A der Wasserfahrzeuge und der gas-
gefiillten Luftfahrzeuge mit dem Gewicht G des Fahrzeugs ist bereits in § 13
und 14 von Kap. X behandelt. Bei den Flugzeugen tritt der Auftrieb der
Tragfligel an die Stelle des Schwimmauftriebes (vgl. § 14 bis 16 von Kap. XII).
Der bei der Fortbewegung der Luft- und Wasserfahrzeuge auftretende Wider-
stand (W) wird durch den Schub (S) des Propellers iiberwunden. Es bestehen
also fiir gleichformige wagerechte Bewegung des Fahrzeugs die beiden
Gleichungen

A=G v (1)
S=W. .. ... 2)
Der Propellerschub ist von der Maschinenleistung L abhingig. Esist S — "vL

(n = Wirkungsgrad, » — Fahrgeschwindigkeit). Bei Schiffen und Luft-
schiffen ist der Widerstand ungefahr proportional dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit

— ov
W=c¢,F 2

(F = Hauptspantfliche); hiermit wird unter Beriicksichtigung von (2)

3

Sv=nL = ¢y, FgTv

woraus folgt, daB bei ein und demselben Fahrzeug die Geschwindigkeit un-

gefahr proportional der dritten Wurzel aus der aufgewandten Maschinen-

leistung ist. Bei Wasserfahrzeugen ergeben sich allerdings gelegentlich

stirkere Abweichungen von dieser Regel, da der Wellenwiderstand anderen

Gesetzen folgt. Er wird kleiner, weun die Bugwelle und die Heckwelle gerade
interferieren, und gréBer, wenn sie sich addieren.

Bei den Flugzeugen ist mit F' — Flugelfliche

L
A= =ca1<'g g t e (1a)
und
2 ’
"’:S:(,LQF?-.-=EE~GI) N 1)
2 Ca

) In ¢, ist neben dem ¢, des Fliigels noch der ,schidliche Widerstand“ von
Rumpf, Fahrgestell usw. eingerechnet.
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Ist G gegeben, so kann man aus (1a) zu verschiedenen Werten von cg, also
zu verschiedenen Anstellwinkeln des Tragfliigels, die zugehsrigen Geschwindig-
keiten » rechnen und nun sowohl die zu demselben Anstellwinkel gohérigen
Werte von W wie auch die den verschiedenen Maschinenleistungen ent-
sprechenden Propellerschiibe S als Funktionen von v auftragen, vgl. Fig.984
[Darstellung von G. Konig]?).

Jeder Schnittpunkt der W-Kurve mit einer S-Kurve stellt einen méglichen
Flugzustand mit horizontaler Bahn dar. Sehr wesentlich ist, daB unterhalb
einer gewissen Geschwindigkeit (die dem Maximum von ¢, entspricht) ein

Fig. 984. Fig. 985.
ws

Zugkraftdiagramm von Kdnig.

Schweben iiberhaupt nicht mehr moglich ist. Die normalen Flugzustinde
entsprechen dem rechten Schnittpunkt der W-Kurve mit den S-Kurven. Da
sowohl der Auftrieb und der Widerstand wie auch die Maschinenleistung
von der Dichte abhingen, ergeben sich fiir jede Flughche etwas verinderte
Beziehungen. Lehrreich sind auch die Beziehungen fir den Steigflug und
Gleitflug. Wenn die Krifte A und W senkrecht zur Bahn bzw. in der
Bahorichtung angenommen werden, so wird hier (vgl. Fig. 985)

A= Gecos@ - - « v e (1b)
S=Gsing+W . ... ... ... 1)
Die Werte von cos @ sind meist nicht viel von 1 verschieden, Fig.984
braucht daher kaum geindert zu werden. Es entspricht jetzt jedem Punkt
der W-Kurve hei jeder S-Kurve ein Flugzustand, denn es bestimmt sich
einfach der Neigungswinkel ¢ der Flugbahn aus
S—w .
¢
Fir S = 0 erhilt man die Zustinde des motorlosen Gleitfluges?). Der Gleit-
winkel — @ — ¢ ergibt sich aus

sinp =

. W__ e
sine = = o
Die gewdhnlichen Flugzeuge weisen Werte von sin & in der Gegend von 1/,
auf, hochwertige Segelflugzeuge kommen bis sin & = 1/y,.
b) Steuerung und Stabilitit. Die Steuerung oder Lenkung wird

durch Ruder erreicht, die aus geeigneten, um milige Winkel drehbaren

1) Vgl. Zeitschr. f. Flugt. u. Motorl. 1911, 8. 801.

3) Die vorstehenden Beziehungen gelten fiir ruhende Luft, bzw. in bewegter
Luft fir die Relativbewegung zur Luft. Der motorlose Segelflug besteht in einem
Gleiten in einem aufsteigenden Luftstrom (Aufwind an Berghéngen usw.).
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Flichen bestehen. Bei den Wasserfahrzeugen ist nur ein solches Ruder
erforderlich zur Steuerung des Kurses auf der Wasseroberfliche, bei den
Luftschiffen hat man zwei Ruder nétig, nimlich eins fiir den Kurs in der
Wagerechten (Seitenruder) und eins fiir die Einstellung der Liéngsneigung
und damit der Vertikalgeschwindigkeit (Héhenruder). Bei den Flugzeugen
kommt hierzu noch als Drittes zur Beherrschung der Querlage das ,Quer-
ruder“ dazu. Fig. 986 bis 988 zeigen die gebrauchliche Ruderanordnung fiir

Fig. 986.
[: 2 Fig. 988.
Fig. 987,
s
A
Ruderanordnungen.

diese drei Fille. Von dem Bewegungszustand in der geraden Fahrt wird ver-
langt, daB er stabil oder wenigstens nicht stark labil ist. Beim Wasserschiff ist
die Lings- und Querneigung durch den Schwimmauftrieb stabilisiert (vgl.
§ 14, b von Kap. X), beim Luftschiff wesentlich nur die Querneigung. Fir
die Erhaltung der Richtung der Lingsachse gegen Neigung nach der Seite und
(beim Luftschiff) nach oben bzw. unten muf aber noch etwas Besonderes getan
werden, da sich zeigt, daB lingliche, vorn und hinten verjiingte Kérper die
Neigung haben, sich quer zu stellen. Deshalb bringt man sowohl beim Schiff
wie beim Luftschiff am hinteren Ende vor dem Ruder noch besondere
Flichen zur Stabilisierung an, die éhnlich wie die Federn eines Pfeiles wirken,
Man bemiGt diese ,Flossen“ gern so, dal das Fahrzeug nahe dem indifferenten
Gleichgewicht gegen Verdrehung ist; wenn dies der Fall ist, kann es mit ver-
héltnisméBig kleinen Ruderbewegungen in ziemlich enge Kurven gebracht
werden, wihrend bei zu grofer Stabilitat die gute Lenkbarkeit verloren geht.
Entsprechendes gilt auch fiir das Flugzeug. Auch hier wird aus Stabilitits-
griinden’ vor dem Hohen- und Seitenruder eine feststehende ,Hohenflosse“
und ,Seitenflosse“ angeordnet (vgl. Fig. 988).

Beim richtigen Fliegen enger Kurven wird die Maschine zur Seite ge-
neigt, so daB der Fliigel senkrecht zur Resultierenden aus Gewicht (G) und

3
Zentrifugalkraft (g;) steht (vgl. Fig. 989). Der Fliigel hat dabei durch

2N 2
seinen Auftrieb dieser Resultierenden [G = Vl + (;—R) ] das Gleichgewicht

zu halten. Der Flugzustand ist also hier so, als ob das Gewicht in dem an-
gegebenen MaBe erhoht wire. Unter Bezugnahme auf Gl. (1a) erkennt man,
daB dazu bei einem gegebenen Anstellwinkel eine hohere Fluggeschwindigkeit
erforderlich ist als zum Geradeausflug.

Uber die untere Grenze der Fluggeschwindigkeit in Fig. 984 mag noch
folgendes bemerkt werden. Diese untere Grenze hingt mit der oberen Grenze
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der Auftriebszahl ¢, zusammen, bei der die Strémung am Tragfliigel abzureiBen
beginnt. Diese Grenze erweist sich aus folgenden Griinden als sehr gefihr-
lich: Wegen der abgerissenen Stromung werden die Querruder fast wirkungs-
los, und das Flugzeug stiirzt leicht iiber eine Fliigelspitze ab. Dabei geht
folgendes vor sich. Hat das Flugzeug zufillig eine Drehung nach links
unten erhalten, so wird dadurch der Anstellwinkel gegen
den relativen Wind an der linken Fliigelspitze vergroBert,
an der rechten verkleinert. Dadurch reift links die
Stromung noch stirker ab, wihrend sie sich rechts wieder
anlegt. Der Auftrieb wird daher links noch kleiner,
rechts dagegen wieder grofer, und die Drehung nach
links verstirkt sich. Das Flugzeug stiirzt dann in einer
engen Schraubenlinie, immer mit dem rechten Fligel-
ende in der Luft fithrend, ab. Bemerkenswerterweise
kann es wieder ,gefangen werden“, wenn man das
Hohenruder stark senkt (,driickt“). Dadurch werden die Anstellwinkel ver-
kleinert, die Stromung legt sich wieder an, und die Drehung hért allméahlich
auf. Hinterher kann das Flugzeug durch ,Ziehen“ (Heben des Hohenruders)
wieder aus dem Sturzflug in die wagerechte Lage genommen werden. Der
ganze Vorgang erfordert aber immer eine Fallhohe von mehreren hundert
Metern. Steht diese wegen der Nahe des Erdbodens nicht zur Verfigung, so
fithrt er immer zur Katastrophe.

Beim Fliegen enger Kurven ist nach der oben stehenden Bemerkung
auch die untere Geschwindigkeitsgrenze in die Hohe geriickt, es ist also in
den Kurven die Gefahr des ,Abrutschens iiber einen Fligel“ in erhohtem
Mabe vorhanden. Sie wird aber sicher vermieden, wenn die Fluggeschwindig-
keit ausreichend iiber dem jeweiligen Minimum liegt.

Durch Anwendung der in § 7 beschriebenen Mittel zur Verhinderung
des Abreifens der Stromung, vor allem durch die Spaltfligel nach Handley
Page, kann die Grenze fiir das Eintreten des Abrutschens sehr stark hinaus-
geschoben, und die Sicherheit des Fluges dadurch erhoht werden.

Fig. 989.

§ 21. Hydrodynamisches und aerodynamisches Versuchswesen.
a) Herstellung einwandfreier Versuchsbedingungen. Vielfach liegt
die Aufgabe vor, die Bewegungen eines Korpers relativ zu einer sonst un-
gestorten Fliissigkeitsmasse zu studieren. Hier sind zwei Methoden brauchbar.
Entweder bewegt man den Kérper in der vorher geniigend beruhigten Fliissig-
keit, oder man liBt einen gleichférmigen Strom der Fliissigkeit gegen den
Korper strémen. Die erstere Methode ist besonders fiir Wasserversuche ge-
eignet und wird in den Schiffsmodell-Schleppanstalten benutzt. Man schleppt
ein meist aus Paraffin hergestelltes Schiffsmodell mit Hilfe eines Schlepp-
wagens durch das Wasser, mit dabei die Geschwindigkeit des Wagens
und den Widerstand des Modells, beobachtet die Wellenform usw. Das
Wasserbecken muB dabei reichlich groB und tief gewihlt werden, damit die
von den Winden des Beckens herrithrenden Stérungen sich nicht bemerklich
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machen. Bei verfeinerten Einrichtungen haben die Modelle auch angetriebene
Schrauben.

Die mechanische Ahnlichkeit in der Ausbildung der Wellen, auf die es hier
besonders ankommt, wird bei diesen Versuchen erreicht, wenn sich die Geschwindig-
keit des Modells zu der des Schiffes verhilt, wie die Wurzel aus Modellinge zu
Schiffslinge (dann sind nach Kap. XI, § 17 die Wellenlingen proportional den
Korperlangen). Eine gleichzeitige Ahnlichkeit in bezug auf Reibuug ist nicht er-
reichbar, da diese gleiche Reynoldssche Zahl verlangen wiirde, was sich mit der
Regel fiir Ahnlichkeit der Wellen nicht vertrigt. Man verzichtet deshalb auf
Reibungsithnlichkeit. Um die hieraus entstehenden Fehler klein zu halten, wendet
man moglichst grofe Modelle an.

Fir die Anwendung in Luft hat sich die Schleppmethode nicht als ge-
eignet erwiesen. Da man genitigt ist, die Modelle verhiltnismaGig schwer
gegeniiber der verdringten Luftmasse zu machen, iiberwiegen hier die bei
unbeabsichtigten kleinen Beschleunigungen des Modells auftretenden Massen-
krifte die zu messenden Krifte in solchem Mafle, daB die Messungen sehr
ungenau werden. Aulerdem machen sich die von dem MeBwagen aus-
gehenden Stérungen stark bemerkbar, da dieser sich hier im gleichen Medium
wie das Modell bewegt. Man wendet deshalb in Luft immer die zweite
Methode an; die Luft wird durch groBe Geblise dem ruhend aufgehingten
Korper entgegengefithrt. Der Luftstrom mul dazu aber riumlich und zeit-
lich sehr gleichformig sein und so groBen Querschnitt haben, daf nicht nur
der Korper reichlich von ihm eingehiillt wird, sondern auch die von dem
Kérper ausgehende Stérung an den Grenzen des Luftstroms bereits geniigend
abgeklungen ist. Anderenfalls hat man Abweichungen zwischen dem Ver-
halten des Korpers in dem begrenzten Luftstrom gegeniiber dem im unendlich
ausgedehnten Luftraum zu erwarten.

Der Versuchsluftstrom kann entweder in einen Kanal (Tunnel) gefithrt
werden oder als freier Stahl einen Raum, in dem die Luft ruht, durchflieSen.
Im ersteren Falle hat man bei parallelen Winden des Kanals durch die Wand -
reibung einen Druckabfall in der Stromungsrichtung; seine Wirkung auf
voluminose Korper (z. B. Luftschiffmodelle) ist ihnlich wie der Schwimm-
auftrieb, bei dem ein Druckabfall nach oben vorhanden ist, liefert also eine

wagerechte Kraft, die gleich V- ZZ ist und den Widerstand vermehrt. Man

kann diese storende Erscheinung vermeiden, wenn man dem Kanal eine
schwache Erweiterung gibt, so daB der Druck lings der Kanalachse gerade
konstant wird (genau genommen nur fir eine Geschwindigkeit erreichbar).
Im Falle des freien Strahles ist der Druck an den Strahlgrenzen konstant, es
tritt also die oben geschilderte Schwierigkeit nicht auf; dagegen ist allerdings
das brauchbare Gebiet des Strahles dadurch eingeschrinkt, daB dieser sich
von den Réndern her allmihlich mit der umgebenden ruhenden Luft ver-
mischt, wihrend die Reibungsschicht an den Winden des Kanals viel lang-
samer in das Innere des Luftstromes vordringt. Wegen der besseren Zu-
ginglichkeit sind die Versuche im Strahl natiirlich bequemer auszufiihren.

Um einen moglichst gleichmaBigen und von Wirbelungen freien Luft-
strom zu erhalten, ist das beste Mittel, daB dieser auf einer kurzen Strecke
von einer sehr kleinen Geschwindigkeit auf die Versuchsgeschwindigkeit ge-
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bracht wird, indem man den Kanal von einem sehr weiten Querschnitt in
einer geeignet abgerundeten Dilse in einen engen Querschnitt (den Versuchs-
querschnitt) ibergehen 146t (vgl. Fig. 990). Das Druckgetille p, — p,, das
von jedem Luftteilchen durchlaufen wird, teilt jedem den gleichen Zuwachs
an Bewegungsenergie mit. Es handelt sich also nur noch darum, daB die
geringe Bewegungsenergie, mit der die Luft in dem weiten Querschnitt an-
kommt, nicht allzu ungleich auf die einzelnen Luftteilchen verteilt ist. Ist
z. B. das Verhiltnis der Geschwindigkeiten 1:5, so ist das der Staudrucke
(= Bewegungsenergie) 1:25; jedes Teilchen
erhilt also in dem Druckgefille 24/, der nach-
herigen Energie mitgeteilt; Schwankungen von
1/, der ankommenden Energie bringen also
Schwankungen von 1 v. H. in der endgiiltigen
Energie oder von 1/; v. H. in der endgiiltigen
Geschwindigkeit. Eines ist dabei aber noch von
Wichtigkeit. Alle Drehungen der ankommenden
Strémung miissen sorgfiltig durch Gleichrichter, Diiee.
d. h. Systeme von parallelen Kanilen (aus ge-

kreuzten Blechen oder dergleichen gebildet, vgl,

Fig. 991) ausgeschaltet werden. Eine um eine

Achse parallel der Strémungsrichtung rotierende t
Luftmasse erhdlt namlich bei der Einengung \
ihres Querschunittes auf 1/n die n-fache Winkel- s
geschwindigkeit 1); da der Durchmesser quer zur Gleichrichter.

Fig. 990.
]

Fig. 991.
-

) |
J

Stromlinie im Verhiltnis ! abnimmt, ergibt sich eine Zunahme der Quer-
n

geschwindigkeit (— r®) im Verhiltnis V;, withrend die Langsgeschwindigkeit
im Verhdltnis # zunimmt. Eine Rotation um eine Achse quer zur Strom-
linie ergibt im Gegensatz zu dem Vorstehenden Verminderung der Winkel-
geschwindigkeit proportional zur Verminderung der Querabmessung?), also

auf das k3

Yn
fache wie vorher, in Ubereinstimmung mit der obigen an die Bernoullische
Gleichung angekniipften Betrachtung. Zur Ausgleichung von longitudinalen
Geschwindigkeitsunterschieden kénnen im iibrigen noch Drahtsiebe vor dem
Gleichrichter angebracht werden, nétigenfalls solche, die an verschiedenen
“Stellen verschiedene Dichte aufweisen.

Mehrere empfehlenswerte Anordnungen von Windkaniilen sind in Fig. 992
bis 994 dargestellt; > ist die Versuchsstelle. Bei den offenen Bauarten ist
zu beachten, dal der austretende Luftstrom nach irgendwelchen Umwegen
wieder an die Eintrittséffnung gelangt. In Fig. 992 ist auch vor dem
Schraubengebldse ein Gleichrichter angeordnet, da sonst das Geblise, wenn
es die Wirbel einsaugt, die von dem Luftstrahl in dem Raume hervorgerufen

fache; hier wird danach die Stérungsgeschwindigkeit r® das 1/n-

1) Nach dem Helmholtzschen Wirbelsatz, vgl. Kap. XI, §11.
Mialler-Pouillet I, 2. 11. Aufl, 7%
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worden sind, schwankenden Druck liefert. In Fig. 993 ist hinter dem Geblise
ein Kifig angebracht, der ein ruhiges Abstromen der Luft bewirken soll-
Bei der geschlossenen Bauart nach Fig. 994 wird der Luftstrom hinter der

Versuchsstelle durch

Fig. 992. b einen Trichter wieder

{ aufgefangen, und es

----= entfdllt dadurch die

- Sq % = _’,‘,___ sonst erhebliche Be-
VL — listigung der Beob-

achterdurch Zugwind.
Durch die ,Diffusoren*
(allmihlich erweiterte Ka-
niile, vgl. § 10, d) wird bei
der Bauart nach Fig. 993
und 994 ein betrichtlicher
Teil der erzeugten kine-
tischen Energie zuriick-

gewonnen.
R o) Im Gegensatz zu den
5 Schiffsschleppversuchen exi-
P~ ) stiert bei den Anblasversuchen

in Luft keine Regel, durch
die die Modellgeschwindigkeit
abhingig vom Modellverhalt-

7, nis festgelegt wire. Genau
- @ enommen miibte allerdin,

8
Vv 2 ie Reynoldssche Ahnlicg-
keit beachtet werden. Das ist
aber fast in allen Fillen un-
moglich, da sich zur Ein-
baltung der gleichen Reynoldsschen Zahl fiir ein Modell im MabBstab 1: 10 die zehn-
fache Geschwindigkeit des Originals ergeben wiirde. Abgesehen davon, daB eine
solche Geschwind?keit meist uberhaupt unausfithrbar ist, wirde man hierdurch
meist bereits in das Gebiet der Kompressibilitit (vgl. Kap. X, § 16) kommen, so
daB wegen dieses Umstandes die Ahnhehkeit gar nicht erreicht wiirde. Man mul
deshalb such hier auf genaue Ahnlichkeit in bezug auf Reibung verzichten.

b) MeBtechnisches. Geschwindigkeiten kinnen durch Anwendung
der Bernoullischen Gleichung mit Hilfe von Druckunterschieden gemessen
werden. Bei den Windkanilen bildet diese Messung die Regel. Man kann
hierzu die Druckdifferenz p, — p, von Fig. 990 verwenden. Statt dessen
kann man auch ein Staugerit nach Fig.867 (§ 7 von Kap.XI) anwenden.

Weitere Geschwindigkeitsmesser, die in der Praxis viel verwendet werden,
in der Genauigkeit aber im allgemeinen gegen die vorige Methode zuriick-
stehen, sind die Anemometer, von denen Fig. 995 und 996 zwei Typen, das
Fligelradanemometer und das Schalenkreuzanemometer, darstellen. Das ent-
sprechende Instrument fiir Wassergeschwindigkeiten heiSt hydrometrischer
Fligel; eine Ausfithrungsform zeigt Fig.997. Man beobachtet entweder die
Anzahl der von einem Zihlwerk angezeigten Umdrehungen fiir eine bestimmte
Zeit, z. B. eine Minute, oder aber die Zeit fiir eine feste Zahl von Um-
drehungen, z. B. 500, die durch ein Signal kenntlich gemacht werden. Alle
diese Instrumente bediirfen der Eichung. Bei den Anemometern wurde diese

Windkanalanordnungen.
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frither meist auf dem Rundlauf ausgefiihrt, d.h. auf einem um eine senkrechte
Achse umlaufenden Arm, der das Instrument mit der gewiinschten Geschwindig-
keit in einem grofen Kreise herumfiihrt. Hier stérte aber, abgesehen von
unerwiinschten Zentri- Fig. 996.

fugalkraften auf das Fig. 995.
Werk des Instruments,
vor allem der ,Mitwind*,
d. h. die von dem Arm
verursachte umlaufende
Luftbewegung in dem
Raume, durch die eine

schwer richtig zu

messende Verringerung g
des Luftweges des In-
struments verursacht
wird. Deshalb zieht man

heute vor, die Instru- Fliigelrad- Anemometer. Schalenkreuz-Anemometer,
mente im Windkanal zu
eichen. Die hydrometrischen Fliigel werden geeicht, indem man sie in kleinen,
den Schiffsmodell - Schleppanstalten ihnlichen Wasserrinnen mittels eines
Wagens entlang fahrt. Diese Kichung ist wesentlich zuverlissiger als die
Rundlaufeichung.

Fig. 997.

Hydrometrischer Fliigel.

Neuerdings verwendet man auch die Abkiihlung von elektrisch geheizten
Dréhten zur Geschwindigkeitsmessung von Luftstromen. Da der elektrische
Leitungswiderstand der Metalle mit der Temperatur veranderlich ist, benutzt
man zur Bestimmung der Temperatur gewdhnlich eine passende Briicken-
schaltung. Entweder stellt man durch Regulierwiderstinde auf konstante
Temperatur des Drahtes ein und erhélt dann eine abgefiihrte Wiarmemenge
(= zugetithrte Heizenergie), die bei diinnen Drahten sehr nahe der Wurzel
aus der Geschwindigkeit proportional ist, oder man arbeitet mit konstantem
Heizstrom und sinkender Temperatur, wobei die Abhiangigkeit zwischen dem
Drahtwiderstand und der Luftgeschwindigkeit empirisch durch eine Eichung
ermittelt wird. Die Methode eignet sich besonders fiir kleine Luftgeschwindig-

TR*
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keiten, wo die anderen Methoden versagen, sonst aber auch fiir Messungen sehr
nahe an die Kérper heran). Bei der Verwendung sehr feiner Drihte lassen sich
auch zeitlich sehr schunell verinderliche Vorginge mit dem Hitzdraht verfolgen 2).

Uber die Modellmessungen sei so viel erwihnt, daf die Modelle, die ge-
schleppt oder angeblasen werden, durch Halteorgane so befestigt zu werden
pflegen, daB sie in ibrer Lage festgehalten sind. Die auf sie ausgeiibten
Krifte wirken auf Waagehebel, an denen sie gemessen werden. Es gibt sehr
verschiedene Moglichkeiten der Anordnung; eine, die sich fiir Messungen in
Luft bewihrt hat, ist die folgende:

Das Modell (Fig. 998) ist an drei Drahtsystemen gehalten, von denen eins
wagerecht nach vorn und zwei senkrecht nach oben fithren. Das erste iiber-
Fig. 998. trigt den Widerstand und das zweite und dritte
I Ve zusammen den Auftrieb. Das andere Ende jedes
Drahtsystems ist an einem Waaghebel befestigt,
an dem die genannten Kréfte beobachtet werden
konnen, Aus dem Verhiltnis der Anzeige der
zweiten und dritten Waage folgt noch die Lage
der resultierenden Auftriebskraft. Das Modell
pflegt umgekehrt aufgehingt zu werden, wie
Fig. 998 zeigt, damit die Auftriebskraft die
Drihte spannt und nicht entlastet. Die Beob-
LLI achtung geht auf die Weise vor sich, daf zu-
nichst alle Waagen ohne Wind ins Gleichgewicht
gebracht werden und nun nach Anstellung des
Windes der Unterschied ausgewogen wird. Wihrend der Wigung it einer
Waage werden zweckmiBig die anderen Waagen in der Mittellage festgehalten.

Druckmessungen erfolgen mit Manometern und Mikromanometern (vgl.
Kap. X, §15). Schwierigkeiten macht dabei unter Umstanden die Druckentnahme.
Ziemlich einwandfrei ist die Druckentnahme durch Anbohrungen in glatter
Wand (vgl. Kap.XI, § 7). Als Drucksonde fiir das Innere der Flissigkeit kann
man die hintere Offnung der iiblichen Staugerite benutzen, muB aber dabei
darauf achten, daf das Gerit auf wenige Grade genau in der Stromungs-
richtung steht. Drucksonden werden am besten geeicht, wenn man sie in
einen einwandfreien Parallelstrahl von nicht zu kleinen Abmessungen bringt.
Sie sollen dann den Druck der ruhenden Luft in der Umgebung des Strahles
anzeigen, oder genauer einen Uberdruck von etwa !/, v. H. des Staudruckes
des Strahles, da infolge der Vermischungsvorginge an der Strahloberfliche
ein solcher Uberdruck im Strahle herrscht?®) (bei sehr genauen Anemometer-
und Staugeriteichungen ist dieser Uberdruck ebenfalls zu beriicksichtigen!).

Dreikomponenten-Aufhingung.

1) J. M. Burgers und v.d. Hegge-Zijnen haben so die Grenzschichten an
b Platten ausg , vgl. Verh. XIII, Nr. 3, 1924. Koningl. Akad. van Weten-
schapfen. Amsterdam.

) Vgl. J.M.Burgers, Proc. XXIX, Nr.4. Koningl. Akad. van Wetenschappen,
Amsterdam = Communication Nr. 8 des Labor. f. Aerodyn. und Hydrodyn. Delft;
ferner Fage und Johannsen, Roy. Soe. Proc. (A) 118, 1927.

8) W. Tollmien, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 6, 468—478, 1926.




Dreizehntes Kapitel.

Methoden zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes
und der Dichte ).

§ 1. Definitionen. Ausgehend von der Vorstellung, da8 ein Koérper
aus einzelnen Masseteilchen besteht und da8 bei mehr oder minder dichter
Anordnung derselben in einem bestimmten Volumen eine mehr oder minder
grofe Masse enthalten ist, hat man als Definition der Dichte eines Korpers
das Verhiltnis von Masse zu Volumen gewihlt. Bezeichnet man das Volumen
eines Korpers mit ¥V, die in diesem Volumen enthaltene Masse mit , so ist
die Dichte ¢ des Korpers:

d. h. die in der Volumeneinheit enthaltene Masse. Den reziproken Wert der
Dichte, d. h. das von der Masseneinheit eingenommene Volumen bezeichnet
man als das ,spezifische Volumen* des Korpers.

Aus dieser Definition folgt, dal die Dichte die Dimension [m 2] hat
und also, je nach dem fiir m und V gewahlten Mafe (Gramm oder Kilogramm;
Kubikzentimeter oder Liter usw.‘), einen verschiedenen Zahlenwert annimmt.

Um von einem MaBsystem unabhingig zu sein, hat es sich als praktisch
erwiesen, mit Dichteverhaltnissen zu rechnen, d. h. mit dem Quotienten
aus der Dichte eines Korpers und der Dichte einer ein fiir allemal fest-
gelegten Vergleichssubstanz. Dieses Dichteverhiltnis @/@, ist, wenn man von
beiden Substanzen gleiche Volumina betrachtet, gleich dem Verhiltnis der
Massen. Beriicksichtigt man, daB sich an ein und demselben Ort die Massen
wie die Gewichte verhalten, so ist das Massenverhiltnis m/m, gleich dem Ge-
wichtsverhdltnis G/G,. Diese Verhaltniszahl bezeichnet man als das spezi-
fische Gewicht eines Korpers. Dies ist nach dieser Definition eine reine Zahl
und in seiner Grofe unabhingig von dem gewahlten Mal- oder Gewichtssystem
und nur abhéingig von der Wahl der Vergleichssubstanz. Als solche wihlt
man im allgemeinen Wasser von 40 C; daher ist also das spezifische Ge-
wicht eines Kérpers definiert als das Verhaltnis des Gewichtes eines
Koérpers zum Gewicht des gleichen Volumens Wasser von 4°C.

Gewicht des Kérpers: G G

Spez. Gew. 8 = Gewicht des gleichen Volumens Wasser: G = G @)

1) Bearbeitet von Prof. Dr. H. Senftleben in Breslau.
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Die beiden génzlich verschiedenartigen GriBen, spezifisches Gewicht und Dichte,
konnen, wenn man die Dichte in einem geeigneten MaBsystem miBt, zahlen-
mifig denselben Wert haben. Es ist:

_m ds— G _m
=yt =G, T m

Benutzt man als Volumeneinheit das Kubikzentimeter und als Masseneinheit
das Gramm, so wird die Masse eines Volumens Wasser von 4° durch dieselbe
Zahl angegeben wie das Volumen selbst. Aus den letzten Gleichungen sieht
man, daB sich dann fiir ¢ und s dieselbe Zahl ergibt. Dasselbe ist der Fall,
wenn man z. B. als Einheiten Kubikmeter und Tonnen nimmt. Benutzt
man aber nicht solche Wertepaare der MaBeinheiten, so erhalten s und @ ver-
schiedene Zahlenwerte.

Prinzipiell ist auch zu beachten, wenn es auch praktisch nur selten von Be-
deutung sein wird, daB 1ccm Wasser von 4° C nicht genau die Masse eines
Gramms hat, sondern nur die von 0,999 973 ¢g!). Hieraus folgt, daB die Dichte des
Wassers von 40 eben diesen Zahlenwert hat und nicht genau 1 ist. Die kleine
hierdurch hervorgerufene Korrektion beeinflut natiirlich entsprechend das Ver-
hiltnis der Zahlenwerte von s und g.

Oft wird auBer den Begriffen ,spezifisches Gewicht“ und ,Dichte“ noch
der des ,Raumgewichtes“ (y) eingefithrt. Dies ist definiert als das Gewicht
der Volumeneinheit, ist also gleich ¢.g, wenn g die Fallbeschleunigung
bedeutet. Der Zahlenwert von p wird mit dem der Dichte identisch, wenn
man das technische MaBsystem benutzt. (1 g gleich dem Gewicht eines
Kubikzentimeters Wasser von 4°C). Dies ,Raumgewicht” wird manchmal
auch als spezifisches Gewicht bezeichnet. Der oben als spezifisches Gewicht
definierte Begriff ist eine reine Zahl und von dem ,Raumgewicht“ grund-
sitzlich zu unterscheiden. Bezieht man aber das Raumgewicht analog wie
oben die Dichte auf Wasser, so erhdlt man die von uns als spezifisches
Gewicht bezeichnete Grife.

Bei Angaben des spezifischen Gewichtes wird manchmal als Vergleichs-
substanz nicht Wasser von 49, sondern solches von anderer Temperatur #9°
benutzt. Die Reduktion auf 4° erfolgt durch Multiplikation des fiir #° an-
gegebenen Wertes mit dem Werte des auf 4° bezogenen spezifischen Gewichtes
des Wassers von 0.

Die GroBe des spezifischen Gewichtes eines Korpers ist abhingig von
der Temperatur und dem Druck, unter dem sich dieser befindet. Als Normal-
werte gibt man die fiir eine bestimmte Temperatur (0°) und einen bestimmten
Druck (760 mm) geltenden Werte an. Wihrend der Einflub der Temperatur
meist betrdchtlich ist, tritt der des Druckes nur bei den Gasen stark hervor;
bei diesen spielt die gleichzeitige Angabe der &uBeren Umstinde eine
entscheidende Rolle. Die Umrechnung der bei der Temperatur & und dem
Drucke p gemessenen Werte auf den Normalzustand erfolgt bei Gasen auf
Grund des Gay-Lussacschen und des Boyle-Mariotteschen Gesetzes nach
der Gleichung: (1 +a8)760

Q0,760 == Qoo — ———
——— p
1) Vgl. Kapitel I, § 50: MaB und Messen.
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Bei festen Korpern und Fliissigkeiten muB zur Umrechnung auf den Normal-
zustand der Ausdehnungskoeffizient bekannt sein, mit diesem ist das Ver-
hiltnis der Dichten bei 0° und #°, d. h. go: @9 zu berechnen und durch Multi-
plikation des bei #° gemessenen Wertes mit diesem Quotienten die Reduktion
auszufithren.

Um bei der Bestimmung der Dichte von Gasen von der Angabe der
Werte der Temperatur und des Druckes, bei denen die Messung erfolgte,
moglichst unabhingig zu sein, bezieht man die Dichte eines Gases hiufig auf
ein anderes Gas als Vergleichssubstanz, und zwar auf ein Gas von gleicher
Temperatur und gleichem Druck. Da sémtliche Gase, falls sie sich nicht
in der Nahe des Verflissigungszustandes befinden, annihernd den Boyle-
Mariotte-Gay-Lussacschen Gesetzen folgen, haben die duBeren Umstinde
(Druck und Temperatur) auf alle Gase annihernd denselben EinfluB. Setzt
man also:

Gasdichte (d) — Dichte des Gases (Druck p und Temperatur &)

I R “y

Dichte des Vergleichsgases (p und &)

80 ist die so definierte ,Gasdichte“ eine fiir ein bestimmtes Gas annihernd
konstante GroBe. Sie ist nur insofern Anderungen unterworfen, als die Ab-
weichungen der beiden Gase von den oben genannten Gesetzen, d.h. vom
idealen Zustand, verschiedene sind. Als Vergleichsgas benutzt man in den
meisten Fillen Luft, bei genauen Messungen Sauerstoff. Hat man es mit
Dimpfen zu tun, so werden die Abweichungen vom idealen Zustand be-
trichtlich, so dal die Dampfdichte, wenn man sie analog der Gasdichte
definiert, mehr als diese von den #duBeren Umstinden abhéngig sein wird.

Die Methoden 1) zur Bestimmung der Dichte und des spezifischen Gewichtes
miissen sich auf Gleichung (1) oder (2) stiitzen. Da es bei den Messungen
nur auf die Feststellung des Zahlenwertes ankommt, so ist es gleichgiiltig, ob
eine Methode das spezifische Gewicht oder die Dichte ergibt. Nach den obigen
Ausfithrungen ist eine Umrechnung, wenn iiberhaupt notig, ohne weiteres
durch Wahl geeigneter Einheiten méglich. Im folgenden Paragraphen werden
zunichst die fir feste und fliissige Korper anzuwendenden Methoden an-
gegeben; die Verfahren zur Messung der Gas- oder Dampfdichte sind vielfach
ganzlich anderer Natur und darum erst im néchstfolgenden Paragraphen be-
schrieben.

§ 2. Methoden zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes und
der Dichte von festen und fliissigen Korpern.

a) Wigung und Volumenbestimmung. Durch Messung von Masse
und Volumen der untersuchten Substanz ergibt sich unmittelbar die Dichte auf
Grund von Gleichung (1). Die Bestimmung der Masse erfolgt mit der Waage,
die des Volumens im einfachsten Falle durch Ausmessung der Dimensionen

) Von diesen ist im folgenden meist nur das prinzipiell Wichtiglte angegeben.
Uber die experimentelle Durchfihrung der Methoden und iiber die bei exakten
Messungen zu beriicksichtigenden Fehlerquellen und Korrektionen siehe z. B.
Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, in dem auch ein wesentlicher Teil
der Literatur enthalten ist.
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des Korpers, wenn dieser sich in regelmifige Formen bringen la8t. Genauer
ist die Volumenbestimmung fir feste Korper durch Messung des von ihnen
verdringten Volumens einer Flissigkeit. Das Volumen einer solchen wird
durch Apparate, wie Mefglas und Pipette, oder durch Wigung ermittelt.
Zur genauen Dichtebestimmung verwendet man zweckmiaBig ein Pykno-
meter; hierunter versteht man ein im allgemeinen aus Glas hergestelltes Gefal
von ganz bestimmtem, durch eine Marke (m) genau abgegrenztem Volumen.
Zur Dichtebestimmung eines festen Korpers wiigt man das Pyknometer ein-
mal mit Wasser gefiillt (m;) und einmal, wenn es den Korper enthdlt und
Wasser bis zur Marke nachgefillt ist (m,). Ist die Masse des Korpers m, ‘so
ist die Masse des von ihm verdringten Wassers mi; — mg 4 m. Division
dieser GriSe durch die Dichte des Wassers ergibt das Volumen des Kérpers,
und man hat damit alle zur Dichtebestimmung erforderlichen GréBen. Fir
in Wasser losliche Substanzen verwendet man andere Flissigkeiten be-
kannter Dichte. Zur Messung der Dichte von Flissigkeiten wigt man das
Pyknowmeter zunichst leer (m,), dann mit destilliertem Wasser (mg) und
schlieBlich mit der zu untersuchenden Flissigkeit (my) gefiillt. my — m, er-

gibt die Masse der Fliissigkeit und m,;)— ™ das Volumen derselben (bei Ver-
w

nachlissigung des Gewichtes der Luft gegenitber dem der Flissigkeiten),
wobei @, die Dichte des zur Fiillung verwendeten Wassers ist. Bei genauen
Messungen ist die eben erwiahnte Vernachldssigung durch Reduktion der
Wigungen auf das Vakuum auszuschalten,

Gebriauchliche Formen von Pyknometern sind in den Fig.999, 1000,
1001 und 1002 dargestellt. Die Art der Anwendung ist ohne weiteres er-
sichtlich, die beiden letzten Apparate sind nur fir Flissigkeiten brauchbar.

Fiir sehr exakte Messungen sind die Volumeninderungen des GefiGes
mit der Temperatur zu beriicksichtigen; auch ist luftfreies Wasser zu ver-
wenden und darauf zu achten, dal an den Korpern keine Luftblasen haften 1).

Darf der zu untersuchende Kérper nicht mit einer Flissigkeit in Be-
rithrung kommen, so muf man zur Volumenbestimmung sogenannte Volu-
menometer verwenden. Diese Instrumente gestatten es, das Volumen von
Réumen, welche nicht mit einer Fliissigkeit ausgewogen werden kénnen, zu
bestimmen. Zu diesem Zweck setzt man das Gefil mit den unbekannten
Volumen ¥, in Verbindung mit einem Gefi8 bekannten (z. B. durch Aus-
wigung) Volumens ¥, und miBt den Druck einer in den GefiBen befindlichen
Gasmenge, einmal, wenn sie sich in V allein befindet, und einmal, wenn sie
sich aut V 4 V, verteilt. Sind die gemessenen Drucke p, und p,, so ist:

2o Vo =0, (Vs + Vo) oder V, = Vo“;"—‘-
1

Ebenso kann man natiirlich in der Weise verfahren, da man das Gas von
dem Volumen V, + V; (z. B. durch eine Sperrflissigkeit) auf das Volumen ¥,

1) W. Block, Zeitschr. fiir angew. Chemie 83, 198, 1920; R. Saar, Chem.-
Ztg. 48, 483, 1922
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komprimiert; dann éndert sich die Formel in leicht ersichtlicher Weise. —
Ist das Volumen des leeren Gefifles gemessen, so bringt man den Kérper
unbekannten Volumens V, hinein und wiederholt die Messung (V,). Die
Differenz V; — V, ergibt V..

b) Auftriebsmessung. Auf das Archimedische Prinzip, nach dem ein
in eine Fliissigkeit getauchter Kérper so viel an Gewicht verliert, wie die

Fig. 999.

Fig. 1000.

Fig. 1002.

Pyknometer fiir feste
Kérper und Fliissigkeiten.

Fig. 1001.

Pyknometer fiir feste
Pyknometer fiir Fliissigkeiten. Korper und Fliissigkeiten.  Pyknometer fiir Fliissigkeiten.

verdringte Menge Flissigkeit wiegt, lift sich eine Reihe von Methoden zur
Bestimmung des spezifischen Gewichtes griinden. Man wigt den zu unter-
suchenden Korper einmal in Luft und einmal, wenn er in eine Klissigkeit,
meist Wasser, getaucht ist. Sind die erhaltenen @ewichte G, und G, so ist
G
b»—wLG— das Verhiltnis des Gewichtes des Korpers zu dem der gleichen Menge
17— Oy
Fliissigkeit, d. h. falls als solche Wasser benutzt wurde, das spezifische Ge-
wicht des Korpers. LaBt sich als Eintauchflissigkeit kein Wasser benutzen
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so folgt durch Multiplikation mit der Dichte der Fliissigkeit ohne weiteres
das auf Wasser bezogene spezifische Gewicht des Korpers.

Fig. 1003.

Die Ausfithrung der Messung kann
prinzipiell mit jeder Waage geschehen,
wenn man an der einen Waagschale eine
Vorrichtung zum Aufhingen der unter-
suchten Substanz anbringt. (Hydrosta-
tische Waage, Fig. 1003).

Man wigt den Korper einmal in Luft
und einmal in Wasser getaucht, unter
Beriicksichtigung des Gewichtes und des
Auftriebes der Aufhingevorrichtung.

Hydrostatische Waage. Ist der zu untersuchende Korper

Fig. 1004.

Federwaage nach Jolly.

spezifisch leichter als die Flissigkeit, in
der sein Auftrieb bestimmt werden soll, so beschwert
man ibn mit einem schwereren Korper, dessen Ge-
wichtsverlust fir sich allein bestimmt und vom Ge-
samtgewichtsverlust abgezogen wird. Pulverformige
und poriose Korper schmilzt man in Paraffin, Vaselin
oder dhnliche Substanzen ein, deren Auftrieb vorher
gesondert bestimmt wurde, und miBt den Gesamt-
auftrieb 1).

LBt sich aus experimentellen Giriilnden die Waage
nicht in der oben angegebenen Weise zu einer ,hydro-
statischen“ uméndern, so kann man in der Weise
verfahren, daB man ein Gefil mit Wasser auf die
eine Waagschale stellt und die Waage ins (ileichgewicht
bringt. Hingt man dann den zu untersuchenden
Kérper von aulen in das Wasser hinein, so wirkt auf
die Waagschale mit dem Wassergefd8 eine dem Auf-
trieb entgegengesetzt gerichtete, ihm an GroBe gleiche
Reaktionskraft nach unten. Diese kompensiert man
durch Auflegen von (Gewichten und erhilt so die
Grofle des Auftriebs.

Statt einer Hebelwaage kann man zu diesen
Messungen auch eine Federwaage verwenden, wie sie
in Fig.1004 (Jolly) abgebildet ist.

Von den beiden an einer langen Feder b hingenden
Waagschalen ¢ und d taucht die untere d stets in ein
Gefil mit Wasser, welches mit ijhr gehoben und
gesenkt werden kann. Vermittelst einer Marke m
kann die Verlingerung der Feder an einer Skala

*) Betreffs anderer Methoden fiir pordse Kérper vgl.

auch: P.Fillanger, Mitt. techn. Versuchsamt Wien 10, 33, 1921; H. Romano
wicz; ebenda 10, 105, 1921; A. Schmolke, Stabl und Eisen 42, 1237, 1922.
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abgelesen werden. Sind die Verlingerungen, wenn der Kérper auf der oberen
bzw. unteren Waagschale liegt, v, bzw. v,, so ist das spezifische Gewicht gleich

v . . e . 4. "
v—‘—v, wobei Proportionalitdt zwischen Gewicht und Verlingerung voraus-
11—

gesetzt ist.

Zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von Fliissigkeiten werden die
hydrostatischen Waagen meist in der Weise verwandt, daB man den Auftrieb
eines von der Fliissigkeit nicht angreifbaren (meist aus Glas bestehenden)
Korpers in Wasser und in der Flissigkeit bestimmt. Das Verhiltnis der so
erhaltenen Werte fir den Auftrieb ergibt das spezifische Gewicht der Flissig-
keit. Die Messung kann mit einer

Fig. 1005.

der eben beschriebenen Waagen er-
folgen; hidufig bedient man sich auch
der Mohrschen Waage, besonders in
der Form, die ihr durch Westphal
gegeben worden ist (Fig. 1005).
Der an einem Haken hiangende
Tauchkorper besteht aus einem
kleinen Thermometer, welches zu-
gleich die Temperatur der Fliissig-
keit angibt. Ihm wird durch das
Gegengewicht K das Gleichgewicht
gehalten, dessen genaue Einstellung
durch das Gegeniiberstehen der Mohrsche (Westphalsche) Waage.
Spitzen (bei J) festgestellt wird. Die
(gleichen) Gewichte A, und A4 sind gleich dem Auftrieb des Thermometers
in Wasser, die Reiter B und C ! j, bzw. ! ,;, des Gewichtes von 4;. Taucht
das Thermometer in Wasser von 1° so ist durch Anhangen des Gewichtes 4,
(siehe Iig. 1005) Gleichgewicht zu erreichen. Wird an die Stelle des Wassers
eine Flissigkeit unbekannten spezifischen Gewichtes gebracht, so ist eine Ver-
anderung des angehangten Gewichtes erforderlich, um wieder Gleichgewicht zu
erzielen. Ist die Flissigkeit leichter oder schwerer als Wasser, so muf ein ge-
ringeres oder groBeres Gewicht angebracht werden. Um mit moglichst wenig
Reitergewichten auszukommen, ist der Wagebalken in zehn Teile geteilt und
an den Teilstellen mit Kerben versehen, in die man die Gewichte 4, B oder C
hiangen kann. 'Tritt Gleichgewicht ein, wenn man das Gewicht A4 z. B. auf
die Kerbe S hingt, so folgt hieraus, dall der Auftrieb des Tauchkérpers
in der Fliissigkeit 0,8 des Auftriebs in Wasser betrigt, d.h. daB das spezi-
fische Gewicht der Flussigkeit 0,3 ist. Ganz analog geben die Gewichte B
und C die zweite und dritte Dezimale des spezifischen Gewichtes an. Ist die
Flissigkeit schwerer als Wasser, so sind die Einer durch die Zahl der am
Thermometerhaken hiingenden Reiter vom Gewichte A bestimmt. Diese Me-
thode ist, bei Beriicksichtigung der méglichen Fehlerquellen, einer sehr grofen
Genauigkeit fihig!). Zu beachten ist vor allem, dal der Draht, an dem der

1) W. Block, Chem.-Ztg. 1917, S. 641; Zeitschr. f. Instrkde. 38, 40 ff., 1918.
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Tauchkérper hingt, sehr diinn ist, damit die Stérungen in der Oberfliche und
die UnregelmiBigkeiten, welche infolge der Benetzung des Drahtes auftreten
konnen, recht gering sind. Temperaturschwankungen wihrend der Messung
konnen Fehler hervorrufen und sind nach Moglichkeit zu vermeiden. Bei der
Untersuchung sehr verdiinnter Loésungen lassen sie sich durch einen von
Mie!) angegebenen Kunstgriff ausschalten. Mie benutzt als Tauchkérper
ein mit destilliertem Wasser gefiilltes Glasgefal, das durch eine kapillare
Offnung mit der zu messenden Flissigkeit kommuniziert. Bei Temperatur-
schwankungen tritt etwas Wasser aus dem Gefial aus oder in dasselbe hinein.

Ebenfalls auf den Auftriebsgesetzen beruhen die Senkwaagen und Aréo-
meter, welche im allgemeinen zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von
Flissigkeiten, zum Teil aber auch von festen Korpern Verwendung finden.
Fir beide Zwecke ist die in Fig. 1006 abgebildete Nicholson sche
Nenkwaage zu brauchen3). An einem Hohlkérper B aus Messing ist unten
ein Sieb C und oben an einem diinnen Stab, der bei 0
eine Marke trigt, eine Schale A angebracht. Auf diese
werden Gewichte gelegt, bis der Apparat bis zur Marke 0
in Wasser eintaucht ((;). Darauf wird der zu unter-
suchende feste Kiorper mit so viel Gewichten ((f,) auf den

Fig. 1006.

Teller A gelegt, daB die gleiche Einstellung erzielt wird.
Bringt man sodanu den Korper in das Sieb C, und ist jetzt
ein Gewicht G erforderlich, damit der Apparat bis 0 ein-
taucht, so ist &, — (5 das Gewicht des Korpers in Luft,
G, — (3 dasselbe in Wasser, also das spezifische (iewicht:
G, — G,

Gy — Gy

Zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von Fliissig-
keiten bestimmt man die (iewichte, welche auf die Schale A

aufgelegt werden miissen, damit das Instrument bis 0 ein-

taucht, einmal, wenn es in Wasser, und einmal, wenn es in
der unbekannten Flissigkeit schwimmt. Sind die so er-
haltenen Werte (z; und G,, und ist G das Gewicht des In-
strumentes, so ist das spezifische (iewicht der Flissigkeit:

Nicholsonsche \ ,
Nenkwaage, G+ G,

G4+ G,

Die zuletzt beschriebene Methode der Messung mit der Nicholsonschen
Nenkwaage beruht auf der Vergleichung der Gewichte von gleichen Vo-
lumina der Flissigkeit und des Wassers. Umgekehrt kann man aber auch
die Volumina von Flissigkeit und Wasser bei gleichem (iewicht des ein-
getauchten Korpers miteinander ins Verbiltnis setzen und daraus das spezi-
fische Gewicht ermitteln. Dies geschieht bei den Ardometern38). Diese bestehen
in der Regel aus einer zylindrischen Glasréhre, die sich unten erweitert und

1) G. Mie, Boltzmannfestschrift 1904, S.326.
3) H. Rebenstorff, Physik. Zeitschr. 8, 910, 1907.
3) J. Domke und E. Reimerdes, Handbuch der Ardometrie. Berlin 1912,
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in der sich etwas Quecksilber befindet, um zu erreichen, daB das Ardometer
aufrecht schwimmt. Noch zweckmiBiger enthilt es ein Thermometer, dessen
Kugel die notige Beschwerung liefert (Fig. 1007). In einer Fliissigkeit wird es
je nach deren spezifischem (iewicht mehr oder weniger tief einsinken. An
der oberen diinnen Rohre ist eine Teilung angebracht, die man an der Stelle,
an der die Skala aus der Flussigkeit heraustritt, abliest. Je diinner das
Skalenrohr im Verhéltnis zum unteren Gefill ist, um so stirker
wird sich eine Anderung des spezifischen Gewichtes an ihm be-
merkbar machen, d.h. um so empfindlicher wird das Instrument.
Das spezifische (iewicht ist hierbei umgekehrt proportional dem
eingetauchten Volumen. Ist die Skala in Volumenteilen geeicht,
s0 nennt man die Instrumente Volumeter. Um die Umrechnung
der Volumetergrade in spezifisches Gewicht zu vermeiden, haben
Gay-Lussac und vorher schon Brisson und G. (G. Schmidt
Ariometer konstruiert, welche direkt das spezifische (iewicht ab-
zulesen gestatten. Sie werden manchmal Densimeter genannt und
unterscheiden sich von den Volumetern nur durch die Skala. Die
Eichung von Ariaometern erfolgt empirisch durch Eintauchen in
Flissigkeiten bekannten spezifischen Giewichtes. Meist beschrinkt
man sich, damit das Instrument nicht zu lang wird, auf bestimmte
MeBbereiche.

Fig. 1007.

Ein Fehler, unter welchem sowohl die Ardometer wie iiber-
haupt die teilweise in eine Fliissigkeit eintauchenden Apparate
leiden, ist der betrdachtliche FinfluB der Kapillaritat. Kingehende
Untersuchungen iber diese Frage sind von Lohnstein durch-
gefithrt worden, welcher auch ein Ariometer konstruiert hat,
das diesen Fehler vermeidet!). Bei ihm besteht der Tauchkérper
aus einem (ilasgefal, welches oben horizontal abgeschliffen ist und
so weit belastet wird, dal diese Oberflache mit der der Flissigkeit
gerade in der Horizontalebene liegt. Eine andere Methode, um
die Kapillareinflisse bei Ardometern zu vermeiden, ist die, dall
man ganz untergetauchte Ariometer verwendet. Von Guglielmo
ist ein Ardometer konstruiert worden, welches bis zur Berithrung
mit dem Boden einsinkt und sich in eine gegen den Boden ge-
neigte Lage einstellt. Diese hingt auller von der Form und von
dem Gewicht des Instrumentes vom Auftrieb und damit von der ariometer.
Dichte der Flissigkeit ab, welche also durch Messung des Neigungs-
winkels ermittelt werden kann. Von anderen Abanderungen des Ariometer-
prinzips seien nur kurz solche erwahnt, bei denen die zu messende Flissig-
. keit (unter Umstinden auch der feste Korper) in das Aridometer gefiillt wird.
Sie haben den Vorteil, daB meist nur sehr geringe Substanzmengen zur Be-
stimmung des spezifischen (Gewichtes erforderlich sind.

Fir Spezialzwecke, z. B. zur Bestimmung der Zusammensetzung von
Flissigkeitsgemischen, werden Ardometer mit hesonderen Skalen hergestellt,

1) T. Lohnstein, Zeitschr. f. Instrkde. 14, 164, 1894.
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an welechen man direkt die gesuchten Werte ablesen kann (Alkoholometer, Saccharo-
meter usw.).

Im technischen Gebrauch haben sich fir die Angabe des spezifischen Ge-
wichtes auf der Ardometerskala noch eine Reihe von willkiirlichen Skalen, z. B. in
Baumégraden eingebiirgert. Da sie heute noch hiiufig benutzt werden, sind
einige zusammen mit den dazugehorigen Werten des spezifischen Gewichtes in
folgender Tabelle zusammengestellt?).

Spez. Gewicht ’j Baumé Beck

—
0,8 46,3 42,5l
0,9 26,1 18,9} leichter als Wasser
10 100 0,0/
1,0 00 | 00
1,1 182 | 154
}:g ggﬁ gg:g schwerer als Wasser
1,4 41,3 48,6
1,6 54,2 63,7
1,8 64,2 75,6

Auf dem Prinzip des Ardometers beruhen auch die Messungen nach der
»Schwebemethode“, bei der aus dem ,Schweben“ eimes festen Korpers in
einer Flissigkeit auf die Gleichheit des spezifischen (Gewichtes geschlossen
wird. Fir Flissigkeiten benutzt man die Wilsonschen Glaskugeln, d. h.
kleine gldserne Hohlkérper verschiedener Dichte. Wirft man diese Kérper
in eine Fliissigkeit, so werden sie teils untersinken, teils oben schwimmen.
Nur derjenige wird annihernd schweben, dessen spezifisches Gewicht dem der
Flussigkeit am nichsten kommt. Eine Verbesserung der Methode stammt
von Warrington?). Dieser benutzt ein ariometerahnlich geformtes GefaB,
an welches so viel geeichte Platingewichte gehingt werden, bis es in der
Flussigkeit schwebt 3). — Fiir feste Korper wird die Schwebemethode*) in der
Woeise verwandt, daB man eine Mischung aus geeigneten Fliissigkeiten her-
stellt, in welcher der zu untersuchende Korper gerade schwebt, und dann das
spezifische Gewicht der Flissigkeit bestimmt. Diese Methode ist auch fiir
kleine, sogar pulverférmige Korper brauchbar; jedoch ist es nicht immer
leicht, geeignete Flissigkeiten zu finden; aus diesem Grunde ist die Methode
auch nur fir nicht allzuschwere Substanzen, bis zu einem spezifischen Gewicht
von ungefahr finf herauf, zu brauchen ).

¢) Hydrometer. Diese Methode, bei der jede Wagung vermieden wird
und eine Lingenmessung erforderlich ist, beruht darauf, daB die Hoben
zweier Flissigkeitssiulen, welche denselben Bodendruck hervorrufen, sich um-
gokehrt wie die spezifischen Gewichte der Flissigkeiten verhalten. Fig. 1008
zeigt einen Apparat, mit dem derartige Messungen vorgenommen werden

1) Betr. genauerer Angaben, auch iiber andere Ariometerskalen, s. Landolt-
Bornstein, Physikalisch-Chemische Tabellen.

$) A, W. V&rsrrington, Phil. Mag. 48, 498, 1899.

8) Vgl. A, Angstrom und H. Pettersson, Zeitschr. f. Instrkde. 87, 177, 1917.
4) J. L. Andreae, Zeitschr. f. phys. Chemie 76, 491, 1911.
'53 Niheres iiber geeignete Flissigkeiten siehe z. B. Kohlrauseh, Lehrb.
d. prakt. Physik.
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konnen. Das Verhiltnis der durch die Lingen A B und CI) gemessenen
Drucke gibt das Verhiltnis der spezifischen Gewichte der Fliissizkeiten. Als
eine derselben benutzt man meist Wasser. Die Liingenmessung geschieht
an einer Skala; wenn griBere Genauigkeit erstrebt
wird, mit einem Kathetometer.

Fig. 1008.

§3. Methoden zur Bestimmung der Dichte
von Gasen und Dimpfen!). a) Wagung und
Volumenbestimmung. Die Masse des zu unter-
suchenden Gases (oder Dampfes) wird in der Weise
bestimmt, dall man einen Glaskolben, dessen Volumen V'
vorher durch Auswigung mit einer Flissigkeit er-
mittelt ist, mit dem Gase bis zu einem gemessenen
Drucke p, fillt und ihn dann wigt (m,). FErgibt
eine zweite, bei dem Gasdruck p, vorgenommene
Wigung die Masse niy, so ist die Masse M des
beim Druck p, im Kolben enthaltenen Gases gleich

%—7”2)))‘ — M. Die Dichte beim Druck p, ist a
Pr— P2 4
Will man die auf die Luft bezogene Gasdichte er-
mitteln, so bestimmt man die Masse der Luft
(Index L) und die des (iases (Index G) bei zwei

Drucken und erhilt:

d — (my — mai) (1 —11212 Pii Apparat zur Dichtebestim-
(PlG —Pw) (mw — map) PiL mung von Flissigkeiten.

Ist vollkommenes Evakuieren des Ballons méglich, so sind nur drei
Wiigungen erforderlich, da my,; und myy, identisch werden.

Will man das Auspumpen vermeiden und bei konstantem Druck arbeiten,
so wigt man den Kolben mit Luft (m,), mit demn zu untersuchenden Gas (m,)
und mit Wasser gefiillt (mg). Sind my, my, m, und @y, 0, Qs die Massen
bzw. die Dichten von Wasser, Gas und Luft, so ist: m === mg— m; + my.
Ferner ist:
my —my, 01 = mg — my con
ow— 0L ow— 0L

Fir die gesuchte Gasdichte d ergibt sich:

myp = V. Q1 =

m g — N T
d =" __ M ew— 0L +1,
my, mg—m; QL
oder, wenn @, gegen Q- vernachlissigt wird,
d="TRTTTOw L L (3)

mg—m, Qr,
Erfolgen die Messungen mit Luft und Gas nicht unter gleichen Temperatur-
und Druckverhiltnissen, sondern bei den Temperaturen bzw. Drucken #p, #4

{)le‘lin; ;u-;fﬁl-arliche Behandlung dieser Methoden s. z. B. Stahler, Handb. d.
Arbeitsmethoden d. anorg. Chemie 3 (Artikel von A. Eucken. Berlin 1913/14).
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bzw. pr, pg, 8o ist eine Reduktion erforderlich, die (analog dem auf S. 1190

Gesagten) zu der Formel fithrt:

__[mg —my) ow pr(l —adg)
Ca= [ e g @
Als MeBkolben benutzt man mit Vorteil GefaBe von der in Fig. 1009 ange-
gebenen Art. Die Fillung geschieht, je nachdem das zu untersuchende Gas
schwerer oder leichter als Luft ist, durch den Hahn h,
Fig. 1009. oder h,,

Soll diese Methode zu groBter Genauigkeit gesteigert
A b werden, so mul bei den Wagungen der Auftrieb, ferner die
1 2  Ausdehnung des Glases bei Temperaturschwankungen sowie die
Zusammendriickung des Gefales durch den &uBeren Druck
beriicksichtigt werden. Weitgebend unabhingig wird man von
einem Teil dieser Fehler, wenn man als Gegengewicht einen
moglichst gleichgroBen Ballon benutzt, der bewirkt, daB einige
der genannten Fehler sich bei der Messung kompensieren. —
Nach dieser Methode sind zuerst von Regnault Bestimmungen
des spezifischen Gewichtes der Luft mit groBer Genauigkeit
ausgefithrt worden.

GefiB zur Gasdichte- LaBt sich das zu untersuchende Gas verdichten, oder

bestimmung.  kann man es (wie z. B. CO, in Kalilauge) von einer andern

Substanz absorbieren lassen, so kann die Dichtebestimmung

in der Weise durchgefiihrt werden, daB man den Gasinhalt eines Kolbens von

bekanntem Volumen kondensiert oder absorbiert und dann durch Wigung
seine Masse ermittelt.

Zur Bestimmung der Dichte von Diémpfen auf Grund der gleichen Uber-
legungen verfahrt man nach Dumas (1827) folgendermaBen: Ein Glaskolben
mit angeblasener, am Ende zu einer Spitze aus-
gezogener Rohre (Fig.1010) wird zunédchst mit
Luft gefillt gewogen (m,). Sodann fillt man
einige Tropfen einer Flissigkeit, deren Dampf
untersucht werden soll, in den Kolben und
bringt diesen mit einem geeigneten Halter in ein
Heizbad, dessen Temperatur wesentlich iiber dem
Siedepunkt der Fliissigkeit liegt1). Sobald alle
Flissigkeit verdampft ist und an der Spitze

K ‘ . kein Dampf mehr austritt, der Druck desselben

olben zur Bestimmung

der Dampfdichte nach Dumas. also gleich dem #uBeren Luftdruck ist, schmilzt
man die Spitze zu. Nach dem Abkiihlen, bei dem

sich der Dampf im Kolben kondensiert, wigt man wieder (m;). Bricht man
dann unter Wasser die Spitze des Kolbens ab, so steigt infolge des in ihm
herrschenden Unterdruckes dieses in ihn hinein und filllt ihn fast ganz aus.
Eine Wigung ergibt jetzt m; die Masse des mit Wasser gefiillten Ballons.
Migt man noch Temperatur &, und Druck p, bei der Wigung, sowie Tempe-

Fig. 1010.

1) Dies ist erforderlich, damit man wenigstens annibernd die idealen Gas-
gesetze auf den Dampf anwenden kann; auch ist die bei hiheren Temperaturen
eintretende VergroBerung der Verdampfungsgeschwindigkeit in vielen Fillen von
Wichtigkeit.
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ratur ¥, des Heizbades und duBeren Luftdruck p, beim Zuschmelzen, so sind
alle GroBen bestimmt, mit denen man auf Grund von Gleichung (4) S. 1200

die Dichte des Dampfes ermitteln kann.

Haufig ist es von Vorteil, wenn man das Gewicht des Dampfes nicht zu-

sammen mit dem des Ballons zu bestimmen braucht.

Ballon mit kleinem Ansatzgefill und kondensiert,
nachdem der Ballon mit Dampf bekannten Druckes
gefiillt ist, den Dampf in das AnsatzgefiB. Sodann
schmilzt man es ab und wigt die in ihm konden-
sierte Substanz?).

Die Dumassche Methode hat vor anderen
Methoden den Vorteil, daB die gesamte Dampf-
menge sich unter ganz konstanten, genau bestimm-
baren Temperatur- und Druckverhiltnissen befindet.
Dies ist besonders fiir die Untersuchung disso-
ziierender Gase von Wichtigkeit. Fir spezielle
Verwendungszwecke, z. B. fiir hohe Temperaturen,
ist diese Methode mehrfach abgeindert und aus-
gebaut worden.

Waéhrend bei der eben beschriebenen Methode
Volumen und Druck des Dampfes durch Ballon-
inhalt und 4uferen Druck gegeben waren und die
Masse der Substanz sich danach einstellte, wird
diese bei der Methode von Viktor Meyer (1878)
vorher abgewogen, verdampft und dann Volumen
und Druck ermittelt. Diese Volumenbestimmung
wird nicht direkt am Dampf ausgefiihrt, sondern
man liBt diesen eine andere, mit ihm natiirlich
nicht reagierende Substanz (Luft, Stickstoff, Edel-
gase oder dgl.) verdringen und milt das Volumen
der verdrangten Substanz. Die Versuchsanordnung
ist aus Fig. 1011 zu ersehen.

Ein dinnwandiges Glaskiigelchen oder ein
kleines mit einem Schliff versehenes GefaSchen mit
der abgewogenen Menge (m) der Substanz wird in
den mit einem diinnen Zuleitungsrohr b versehenen
Kolben 4, dessen Boden mit etwas Asbest geschiitat
ist, geworfen. Kntweder geschieht dies durch
schnelles Liiften des Stopfens k oder mit irgend
einer Vorrichtung, welche die vor Beginn des Ver-
suches oben bei ¢ in das Rohr gebrachte Substanz

Man benutzt dann einen

Fig. 1011.

Dampfdichte
nach Victor Meyer.

in den Kolben hineinfallen 1i8t, ohne daB ein (ffnen des Apparates erforderlich
ist. Eine in das Gefal C gebrachte Fliissigkeit von geeignetem Siedepunkt 2)

1) A. Schulze, Physik. Zeitschr. 14, 922, 1913.
?) Vgl. die Anmerkung auf S. 1200.
Miuller-Pouillet I,2. 11. Aufl.

76
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wird vorher zum Sieden gebracht, so dal der Kolben 4 erwirmt ist und die
Substanz in ihm schnell verdampft, wobei das Kiigelchen platzt bzw. der
Schliff sich offnet. Das durch den sich entwickelnden Dampf im Kolben A
verdringte Gas entweicht durch a und wird in m aufgefangen und sein
Volumen an der Teilung des Rohres ahgelesen. Das auf diese Weise oder
mit anderen Auffangvorrichtungen gemessene Volumen » ist gleich dem
dee im Kolben entwickelten Dampfes bei Zimmertemperatur # und einem
Druck p, welcher gleich dem duBeren Luftdruck, vermindert um das Gewicht
der Wassersiule und den Dampfdruck des Wassers in m ist. Diese Methode,
welche den Vorteil einer sehr schnellen Messung bietet, ist fiir Spezialzwecke
(verminderter Druck, hohe Temperatur) verschiedenen Uminderungen unter-
worfen worden !). Ein gewisser Nachteil ist der Umstand, dal der Dampf
infolge der Diffusion nicht unter uberall gleichen genau angebbaren Temperatur-
und Druckverhiltnissen steht, so dalB eine Messung disso-
ziierender Substanzen unter Umstdnden nicht méglich ist.
Die Berechnung der (absoluten) Dichte erfolgt nach
Formel (1) nach Reduktion des gemessenen Volumens auf

Fig. 1012.

den Normalzustand:
_ m(l14ad).760
=" vy .

Bei der Methode zur Messung der Dampfdichte nach
Gay-Lussac (1812), Hofmann (1867) wird die Sub-
stanz ebenfalls in einem kleinen Gefichen abgewogen (m).
Dies Gefafichen 1aBt man in einem mit Quecksilber ge-
fiillten Rohr, das nach Art eines Barometers in ein weiteres
QuecksilbergefaB taucht, emporsteigen, vgl. Fig. 1012,
Erhitzt man nun das ganze Rohr iiber die Siedetemperatur
der Substanz, so wird das Gefiflichen platzen, bzw. der
Schliff wird herausgedriickt werden, die Substanz wird
verdampfen und den oberen Teil AB des kalibrierten
Rohres ausfiillen, so daB ihr Volumen V ohne weiteres
ablesbar ist. Der #duBere Luftdruck, vermindert um den

Druck der bis B reichenden Quecksilbersiule und den
Dampfdruck des Quecksilbers in A B, ergibt den Druck p
des Dampfes. Nach Reduktion des Volumens auf den
Apparat zur Bestim- A “ . .
mung der Dampt- Normalzustand folgt wieder aus der letzten Gleichung die
dichte absolute Dichte und nach Division derselben durch die
nach Hofmann, 3 |
. Dichte der Luft im gleichen Zustand die Dampfdichte.
Auch diese Methode ist mehrfachen Abanderungen unterworfen worden.
Meist beziehen sich diese auf die Ablesegenauigkeit und die Art der Heizung.
Eine viel gebrauchte, von Hofmann herrithrende Heizmethode ist in Fig. 1012
dargestellt. Um das Barometerrohr ist ein weiteres Glasrohr angebracht,

') W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochemie 9, 622, 1903; H. v. Wartenberg,
Zeitschr. f. anorg. Chemie 56, 320, 1907. (Hohe Temperaturen.)
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durch welches Dampf einer Fliissigkeit geleitet wird. Fiir eine groBe Reihe
von Substanzen geniigt Wasserdampf. In der geschilderten Form hat die
Methode eine Reihe von Nachteilen, die hauptsichlich daher rihren, daB es
nicht méglich ist, die Temperatur der Quecksilbersiule sicher zu bestimmen.
Von Ramsay und Steele?) ist eine Abinderung der Anordnung angegeben
worden, bei der diese Nachteile verringert werden. Eine noch weiter gehende
Verbesserung rithrt von Magnus und Schmid?$) her.

Eine weitere Methode zur Bestimmung der Dampfdichte besteht darin,
dal man eine bestimmte Menge Substanz in einem bestimmten Volumen
zur Verdampfung bringt und den sich einstellenden Druck mift8). Dies
bietet den Vorteil, daB der gesamte Dampf unter gleichen Bedingungen steht

" und die Methode darum auch zur Untersuchung dissoziierender Substanzen
geeignet ist. Stark und Bodenstein*) benutzen ein Quarzgefi8 bekannten
Volumens mit angeschmolzenem Quarzmanometer; hierdurch werden Dampf-
dichtemessungen bei hohen Temperaturen méoglich. Eine andere Anordnung
ist von Menzies?) angegeben worden; bei ihr erfolgt die Heizung &hnlich
wie bei den oben besprochenen Methoden durch stromenden Dampf, der auch
das zur Druckmessung benutzte kleine Quecksilbermanometer erhitzt.

b) Auftriebsmethode. Analog wie bei Flissigkeiten wird diese
Methode zur Dichtebestimmung von Gasen verwendet, indem man den Auf-
trieb eines Tauchkorpers in verschiedenen Gasen vergleicht¢). Zu diesem
Zweck wird eine Waage, bei der einer leichten Glaskugel durch ein kleines
Gegengewicht das Gleichgewicht gehalten wird, in ein geschlossenes Gefdl
gebracht, welches mit dem zu untersuchenden Gase gefiillt werden kann. In-
folge des in verschiedenen Gasen verschieden groSen Auftriebs der Kugel
verschiebt sich die Gleichgewichtslage je nach dem Gasinhalt des Gefiles 7).
Durch Druckverinderungen, welche an einem Manometer abgelesen werden
konnen, 1aBt sich das Gleichgewicht wieder herstellen. Die Eichung des
Apparates geschieht empirisch. Haufig wird auch die umgekehrte Konstruktion
benutat, bei der das zu untersuchende Gas in die Glaskugel geleitet wird,
wihrend das 'umgebehde Gas (meist Luft) unveridndert bleibt. In diesem
Falle wird also die Dichte des Gases auf die umgebende Luft bezogen
(Luxsche Gaswaage).

c) Manometrische Methode. Analog der fir Flissigkeiten anwend-
baren Hydrometermethode kann man fiir Bestimmungen der Gasdichte die
Messung des Gewichtes von zwei Gassiulen verwenden. Zwei vertikal stehende

1) W. Ramsay u. B. D. Steele, Zeitschr. f. phys. Chem. 44, 348, 1908;
K. Drucker u. G. Ullmann, Zeitschr. f. phys. Chem. 74, 567, 1910.

3) A. Magnus u. E. Schmid, Zeitschr. f. anorg. Chem. 120, 233, 1922.

3) W, Haupt, Zeitschr. f. phys. Chem. 48,713, 1904; Ph. Blackman, Zeitschr.
f. phys. Chem. 68, 1908; Chem. Ber. 41, 1908 (mehrere Arbeiten) u. 65, 549, 1909.

4) G. Stark u. M. Bodenstein, Zeitschr. f. Elektrochem. 16, 961, 1910.

%) A. W. C. Menzies, Zeitschr. f. phys. Chem. 76, 231 u. 335, 1911.

%) Vgl. A. Jaquerod u. M. Tourpaian, C.R. 161, 666, 1910; J.D. Edwards,
Techn. Papers. Bur. Stand. Nr. 89, 1917.

290 er Konstruktionen fiir Mikromessungen s. auch F. W. Aston, Proc. Roy.
Soo. 89, 489, 1913; A. Stock u. G. Ritter, Zeitschr. f. phys. Chem. 119,
888, 1926,

76*
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mit den zu vergleichenden Gasen gefiillte Rohre kommunizieren unten durch
ein Flussigkeitsmanometer (vgl. Fig. 1013). Aus der Verschiebung der beiden
Flussigkeitsoberflichen gegeneinander kann, wenn die Dichte der Flissigkeit
und des einen Gases bekannt ist, das Gewicht des andern Gases und daraus
die Gasdichte bestimmt werden.

Diese Methode der Gasdichtebestimmung?), die fiir viele Zwecke sehr geeignet
scheint, ist bisher verhéltnismifig wenig in Aufnahme gekommen. Ihre Verwend-
barkeit fiir technische Zwecke ist

Fig. 1013, in letzter Zeit von Pollitzer?)
betont worden, der auch eine ver-

3 hiltnismaBig einfache, fir fort-

laufende Messungen geeignete An-

1l ordnung 5egeben at, deren wesent-

lichste Teile in Fig. 1013 wieder-
gegeben sind. Die Rohre 1 und 2
werden durch die Hahne 4 und 5
mit den zu untersuchenden Gasen
gefillt. Um guten Temperatur-
ausgleich zu erhalten, sind die Rohre
aus Metall und miteinander verlitet.
Die oberen Enden sind zur Ver-
meidung von Fehlern infolge Diffu-
sion ein Stiick horizontal gefiihrt
und zum Schutz gegen Druck-
schwankungen an ein gemeinsames
Puffergefil 8 angeschlossen. Ks
laBt sich dadurch erreichen, daf die
vertikalen Teile der Rohre, welche
bei der Druckmessung allein in
Apparat zur Gasdichtebestimmung Frage kommen, stets mit reinen
nach Pollitzer. Gasen gefiillt sind. Durch die
Hahne 4 und 5 lassen sich die Rohre
entweder mit der Fillungsleitung oder mit dem Manometer, dessen Kon-
struktion aus der Figur ohne weiteres hervorgeht, in Verbindung setzen. Die
Flasche 7 und das kalibrierte Messingrohr 8 sind mit einer MeBflassigkeit
(Petroleum) gefiillt, Durch die Schraube 9 1a0t sich die Neigung des MeBrohres
und damit die Empfindlichkeit des Instrumentes verindern. Hahn 6 dient zum
KurzschlieBen des Manometers, um seine Nullage feststellen zu konnen.

d) Ausstromungsmethode. (Bunsen, 1857.) Das Verhaltnis der
Zeiten, in denen gleiche Volumina zweier Gase unter denselben Temperatur-
und Druckverhiltnissen aus einer engen Offnung ausstromen, ist annihernd
gleich der Quadratwurzel aus dem Verhiltnis der Dichten dieser Gase®). Sind t,
und ?#, diese Ausstromungszeiten fiir gleiche Volumina der Gase, und g, und g,
die entsprechenden Dichten, so ist also:

@ == ta N

et ' ®)
Fig. 1014 zeigt ein zu Messungen nach dieser Methode geeignetes Effusio-
meter. Der Glaszylinder A ist oben mit einem Dreiweghahn verschlossen,
dessen Offnung a von normaler Weite, Offnung +' dagegen sehr eng ist. Das
Getal C, in welches 4 eintaucht, ist mit Quecksilber gefiillt; dies trégt einen
Schwimmer D. Das durch die Offnung ¢ in den Zylinder 4 gefiillte Gas

‘; F. C. G. Miiller, Zeitschr. f. phys. u. chem. Unterricht 38, 181, 1920.
3) F. Pollitzer, Zeitschr. f. angew. Chem. 87, 459, 1924.

5) Vgl. z. B. F. G. Donnan, Phil. Mag. (5) 49, 423, 1900; E. Buckingham
u. J.D. Edwards, Bull. Bur. Stand. 16, 573, 1920.
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wird durch Eintauchen dieses Zylinders (bei geschlossenem Hahn) in das
Quecksilber unter einen Uberdruck gebracht. Sodann lat man das Gas
durch o' entweichen und beobachtet die Zeit, welche zwischen den Zeit-
punkten vergeht, an denen zwei Punkte des
Schwimmers, z. B. die Stellen » und I, eine be-
stimmte Stelle des Apparates, z. B. die Quecksilber-
oberfliche, passieren. Durch Messung dieser Zeit
bei zwei (iasen ist nach Gl. (5) das Verhiltnis ihrer
Dichten bestimmt.

Diese Methode ist zu Irizisionsmessungen
nicht geeignet, wird aber infolge ihrer Einfachheit
viel benutzt. Fir Spezialzwecke ist sie ver-
schiedentlich abgeindert worden !).

o) Akustische Methode. Die Fort-
planzungsgeschwindigkeit des Schalles in einem
Gase hingt von der Dichte desselben ab; daher
kann prinzipiell jede Methode zur Messung der

Fig. 1014,

Schallgeschwindigkeit von (iasen auch zur Be-
stimmung der Dichte derselben verwandt werden.
(Allerdings ist die Kenntnis des Verhiltnisses der
spezifischen] Wirmen bei konstantem Druck und
konstantem Volumen erforderlich.)

Besonders einfach lassen sich Dichten durch Ver-
anderung der Tonhohe einer und derselben Lippen-
pgeiftbverglfeicheu, v‘w;eun diese mit verschiedenen Gasen =~ Z 27
oder Dampfen angeblasen wird. Denn die Wellenlinge 2 Tusi
in der Pfeife ble['izbt konstant; entsprechend der ver- Eflusiometer nach Bunsen.
anderten Schallgeschwindigkeit verindert sich die
Tonhohe. Diese 1afit sich durch Vergleich mit einer andern Pfeife messen, so
daB auf diesem Wege eine Bestimmung der Dichte méglich ist2).

f) Optische Methoden. Diese beruhen auf der Beziehung, welche
zwischen dem Brechungsquotienten einer Substanz und deren Dichte besteht,
und lassen sich sowohl auf gasformige wie auch auf feste und flissige Korper
anwenden. Haufig bestimmt man auf diesem Wege nicht die absoluten Werte
der Dichte, sondern benutzt die optischen Methoden dazu, Dichteanderungen,
sei es durch #uBere Einfliisse, sei es durch Beimischung anderer Substanzen,
nachzuweisen und zu messen 3).

Infolge der grolien MeBgenauigkeit, welche die Interferenzmethoden zu-
lassen, ist man dazu ithergegangen, auch diese zu Bestilnmungen des Brechungs-
quotienten bei Dichtemessungen zu verwenden. Speziell zur Untersuchung
von Gasen und Flissigkeiten sind Methoden ausgearbeitet und Apparate kon-

1) R. Ullrich, Marb. Ber. 1909, S. 232.

%) Vgl. R. Wachsmuth, Boltzmannfestschrift 1904, S. 923; A. Kaldhne,
Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 81, 1914; P. Brauer, Zeitschr. f. phys. u. chem. Unterr.
32, 1, 1919,

3) Uber Refraktometer und andere Apparate zur Bestimmung des Brechungs-
quotienten vgl. Miller-Pouillet, Bd. Il
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struiert worden, welche die Dichte und die Zusammensetzung solcher Substanzen
mit gréBter Genauigkeit zu messen gestatten 1).

AuBer den im vorstehenden beschriebenen Methoden ist noch eine grofe
Reihe anderer Methoden zur Bestimmung der Dichte von festen, fliissigen und
gasformigen Korpern entwickelt worden. Die meisten von diesen dienen
fiir spezielle Zwecke; zum groBten Teil ist das ihnen zugrunde liegende Prinzip
mit dem einer der hier beschriebenen Methoden identisch.

In den Anmerkungen ist meist auf neuere Literatur hingewiesen. Altere
Literatur findet man in Winkelmanns Handbuch der Physik, Bd. I,
(Leipzig, 1908) und zusammengestellt in dem Lehrbuch der Physik von
Chwolson, 2. Aufl. Vgl. auch Anmerkung S. 1191.

1) F.Lowe, Ein tragbares Interferometer fiir Fliissigkeiten und Gase. Zeitschr.
f. Instrkde. 80, 321, 1910; Chem.-Ztg. 45, 405, 1921,



Vierzehntes Kapitel.

Sonderausfiihrungen iiber Luftpumpen und Apparate
zur Druckmessung [Manometer und Barometer] ).

I. Luftpumpen.

§1. Allgemeines. Die Evakuierung eines mit Gas gefiillten Raumes
ist auf verschiedenen Wegen moglich. Die prinzipiell einfachste und zuerst
in Anwendung gekommene Methode ist die Verdringung des Gases durch
einen festen oder fliissigen Korper. Sie wird auch heute noch in den meisten
Fillen gebraucht, in denen keine sehr weitgehende Gasverdinnung erzielt
werden soll. Andere Methoden, die besonders in den letzten Jahren zur Er-
reichung sehr hoher Vakua verwandt werden, beruhen auf den GesetzmiBig-
keiten, welchen die Gase beziiglich ihrer Reibung und ihrer Diffusion unter-
worfen sind.

Fir die Wirkung jeder Luftpumpe ist der Aufendruck, gegen welchen
sie zu arbeiten hat, von Wichtigkeit. Darunter ist der Druck zu verstehen,
auf den das Gas, welches dem zu evakuierenden Raume entnommen wird,
komprimiert werden muB, um aus der Pumpe hinausbeférdert zu werden. Ist
der AuBendruck, wie in den meisten Fallen, der Atmosphérendruck, und soll
eine weitgehende Gasverdiinnung erreicht werden, so schaltet man hiufig
mehrere Pumpen hintereinander. Die Aufgabe der ,Vorpumpen* ist es, den
AuBen- oder Gegendruck fiir die nichstfolgende Pumpe zu erniedrigen und
dadurch deren Wirkung zu erleichtern (in vielen Fillen iiberhaupt erst zu
erméglichen). Hiufig verwendet man fir die verschiedenen Druckstufen ganz
verschiedene Pumpentypen, deren jede der von ihr verlangten Leistung ent-
sprechend konstruiert ist.

Unter der ,Sauggeschwindigkeit“ einer Pumpe oder eines Pumpenaggre-
gates versteht man die Zahl der Kubikzentimeter des Gases, die von der Pumpe
einem Gefil in der Zeiteinheit entnommen wird. — Die ,Saugleistung® da-
gegen ist die gesamte Gasmenge, die in .der Zeiteinheit gefordert wird. Sie
ist bestimmt durch das Produkt aus dem Gasvolumen und dem Druck, bei
dem dies dem Gefil entnommen wird.

Das ,Grenzvakuum®, d. h. der kleinste Druck, bis zu dem eine Pumpe
ein GefdB zu evakuieren vermag, ist ebenso wie die Sauggeschwindigkeit bei
den einzelnen Pumpentypen ganz verschieden. Bei den in § 2 bis 5 be-
schriebenen Pumpen ist prinzipiell stets ein durch die Konstruktion der

1) Bearbeitet von Prof. Dr. H. Senftleben in Breslau.
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Pumpe bedingtes Grenzvakuum vorhanden, wihrend bei den ,Diffusions-
pumpen“ (§ 6) theoretisch die Sauggeschwindigkeit unabhingig von dem
Druck in dem zu evakuierenden Gefal ist und daher ein Grenzvakuum nicht
existiert (vgl. hierzu § 6).

Infolge der groBen Zahl der im Laufe der Zeit angegebenen Pumpen-
konstruktionen ist es nicht méglich, hier auf alle diese Konstruktionen ein-
zugehen. Es sollen im folgenden nur diejenigen behandelt werden, welche
besonders typisch sind und weitere Verbreitung gefunden haben.

§ 2. Kolbenluftpumpen. a) Einfache Stiefelluftpumpen. Die
Wirkungsweise einer Luftpumpe, welche auf der eingangs genannten Ver-
dringungsmethode beruht, ist in Kapitel X, § 7 ausfiibrlich auseinander-
gesetzt worden. In Fig. 1015 ist eine einfache, nach diesem von Otto von
Guericke im Jahre 1650 erfundenen Prinzip arbeitende Pumpe schematisch
dargestellt.

G ist das zu evakuierende Gefil (Rezipient), das durch den Hahn H
mit der eigentlichen Pumpe in Verbindung steht. S ist der sogenannte

Stiefel, in dem der Kolben K luftdicht schlieBend
Fig. 1015. auf und ab bewegt werden kann. Der Hahn H
l ist ein Dreiweghahn, durch den sowohl der Re-
zipient G wie auch der Stiefel S mit der &uBeren
Luft in Verbindung gesetzt werden kann (vgl. die
Nebenfigur). Zum Auspumpen des GefiBes G
wird zundchst der Hahn in der aus der Figur er-
#  sichtlichen Weise eingestellt, wihrend sich der
Schema einer Kolben. - Kolben K in der gezeichneten Stellung befindet.
laftpumpe, Wird der Kolben in die Héhe gezogen, so entsteht
unter ihm ein luftverdiinnter Raum, und infolge-
dessen tritt ein Teil der in G befindlichen Luft in den Stiefel ein. Wenn
der Kolben am oberen Ende von S angelangt ist, wird der Hahn H gegen den
Rezipienten abgeschlossen und gleichzeitig der Stiefel S durch eine dritte
Durchbohrung des Hahnes in Verbindung mit der &uBeren Luft gesetzt.
Durch Herabdriicken des Kolbens wird sodann die im Stiefel befindliche Luft
aus diesem herausgedriickt. Sobald der Kolben auf dem Boden des Stiefels
angekommen ist, wird der Hahn H wieder zum Gefi G gedffnet und der
Kolben wieder gehoben. Jetzt tritt wiederum Luft aus G in S iiber, und es
kann auf diese Weise das Gefal durch mehrfache Wiederholung des Vor-
ganges mehr und mehr evakuiert werden. Um das bestindige Offnen und
SchlieSen des Hahnes zu vermeiden, kann man ihn durch zwei Ventile ersetzen.
Eins derselben, welches sich beim Herabgehen des Kolbens schlieSt, an der
Stelle des Hahnes H, und ein zweites, das sich gerade in umgekehrter Weise
6ffnet und schlieft, im Kolben K.

Der Grad der Verdiinnung, der durch einen Kolbenzug erreicht wird, ist
abhiingig vom Verhéltnis des Kolbenvolumens ¥V zum GefaBvolumen v. Da
das Volumen der Luft sich von v auf v | V vergroBert, so sinkt der Druck
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im Verhéltnis v: (v 4 V). Ist der Druck urspriinglich Atmospharendruck, d. h.
PN
ot V) 760,
Durch eine groBe Zahl von Kolbenziigen miilte also eine immer weitergehende
Verdiinnung der Luft im Rezipienten (i zu erzielen sein. Aber selbst bei
génzlich luftdichtem AbschluB von Kolben und Rezipienten ist durch Ver-
groBerung der Zahl n die Verdiinnung nicht beliebig weit zu treiben. Denn
selbst wenn der Kolben in seiner tiefsten Stellung ganz dicht an den Boden
des Stiefels S anstift, so bleibt doch in dem Raume » zwischen Kolben und
Hahn bzw. Ventil Luft vom Drucke der Umgebung zuriick. Beim Hochgehen
des Kolbens wird diese Luft expandiert bis zu einem Druck, der gleich r/V
multipliziert mit dem &uBleren Druck ist. Ist der Druck im Rezipienten bis
auf diesen Wert gesunken, so wird beim Offnen des Hahnes keine Druck-
differenz mehr vorhanden sein und infolgedessen keine Luft mehr aus dem
Rezipienten in den Stiefel iiberstromen. Damit ist also die Girenze der
Leistungsfihigkeit der Pumpe, das ,Grenzvakuum¥, erreicht. [iese Grenze
héngt also ab von der GréBe des sogenannten ,schidlichen Raumes“ (r), der
unterhalb des Kolbens mit Luft von héherem
Druck gefillt zuriickbleibt. Selbst wenn der
Kolben bis unmittelbar an den Hahn herangefiihrt
werden kann, so bleibt doch immer die Bohrung
des Hahnes als schidlicher Raum ibrig. Der
nachteilige KinfluB desselben laBt sich dadurch
vermindern, da man nicht Luft von atmo-
spharischer Dichte, sondern nur stark verdiinnte
Luft in den schidlichen Raum eindringen 1a6t. Zu
diesem Zwecke sind verschiedene Konstruktionen
angegeben worden, von denen die zweistiefe-

760 mm Quecksilber gewesen, so ist er also nach n Kolbenziigen <

Fig. 101s6.

ligen Luftpumpen groSe Verbreitung gefunden
haben. Bei diesen wird die Luft, die beim
Heruntergehen des Kolbens aus dem Hahn heraus-
gedriickt wird, von einem zweiten Stiefel mit hochgehendem Kolben angesaugt,
so dab der schidliche Raum stets nur mit stark verdiinnter Luft gefillt ist. An
Stelle des Hahnes /I treten besonders konstruierte Hihne (Babinet), auf die
hier nicht naher eingegangen werden soll, da derartige Pumpen heute nur
noch selten Verwendung finden. Fig. 1016 zeigt eine solche zweistiefelige
Pumpe?).

b) Olluftpumpen?). FEinen wesentlichen Fortschritt gegeniiber den
beschriebenen Pumpen bedeuten die Olluftpumpen, bei welchen die Wirkung
des schadlichen Raumes dadurch vermieden wird, da man ihn mit einer
Flissigkeit fillt. Hierfir kommt natiirlich nur eine solche mit geringem
Dampfdruck in Krage, wie z. B. Quecksilber oder Ol

Zweistiefelige Kolben-
pumpe.

1) Niheres iiber Stiefelpumpen in der 10. Auflage dieses Buches, I, S. 471481,
und in Winkelmanns Handbuch der Physik [, 2, S.1316—1321. Leipzig 1908.
2) 48. f. phys. und chem. Unterr. 14, 285, 1901.
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Mit der letstgenannten Fliissigkeit arbeitet die Gerykolluftpumpe, welche
in Fig. 1017 abgebildet ist.

Das Saugrohr 4, an welches der Rezipient angeschlossen wird, steht
durch die Ofinung B und das Rohr ¥ mit dem inperen Stiefelraum in Ver-
bindung. Der Kolben D, der durch die
Ledermanschetten C gegen die Stiefel-

E wandung abgedichtet ist, hat ein sich

nach oben offnendes Ventil E und ist
g—1 —r oben mit einer Schicht J von Ol bedeckt.
J J-D 2 Beim Anheben des Kolbens wird durch F'
Luft unter denselben gesaugt; solange
er unterhalb B ist, herrscht unter- und
oberhalb des Kolbens der gleiche Druck.
Ist der Kolben oberhalb von B, so saugt
er durch B Luft an; gleichzeitig wird die
oberhalb des Kolbens abgesperrte Luft
durch ein Ventil G herausgedriickt und
zwar so weit, daB die Olfdllungen J und K
| sich vereinigen, also keine Luft mehr im
-é Stiefel zuriickbleibt und der schadliche
| Raum mit Ol gefillt wird. Beim Herab-
gehen des Kolbens entsteht oberhalb des-
/ selben ein luftverdiinnter Raum, in den
durch das sich offnende Ventil E Luft
einstromen kann. Ist der Kolben unten
angelangt, so herrscht in dem ganzen
Stiefel derselbe Druck wie in dem Rezi-
pienten, und es kann durch einen neuen
Kolbenhub wiederum der Stiefelinhalt
{ = durch G herausgedriickt werden. Um die
Wirkung weiter zu steigern, kann man
mehrere derartige Pumpen hintereinander
schalten, wobei die eine ein Vorvakuum
fir die nichste schafft.

Ein Nachteil dieser Pumpen war
urspriinglich die Tatsache, daB ihre

Gerykolluftpumpe. Wirkung von Wasserdampf betrachtlich

beeintrachtigt wurde. Derselbe wurde
namlich nicht mit dem anderen Gas herausgedriickt, sondern kondensierte
sich beim Komprimieren und verdampfte wieder beim Expandieren, blieb also
steta innerhalb des Stiefels. Um dies zu vermeiden, ist die Pumpe von
Gaede!) derart abgeindert worden, daf das Wasser sich auBSerhalb des
Pumpenraumes absetzt und beim Zuriickgehen des Kolbens nicht wieder

Fig. 1017.

A.PFEIFFER VIETZLAR D.R. P{
i

1) W. Gaede, Physik. Zeitschr. 14, 1238, 1918.
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in den Stiefel hinein expandieren kann. Eine solche Pumpe ist in
Fig. 1018 abgebildet. Ihre Leistung ist recht groB; sie kann Vakua bis
0,00005 mm Quecksilberdruck Fig. 1018.
erzeugen.

c)Rotierende Pumpen,
Kapselpumpen. Die Pump-
geschwindigkeit der bisher be-
schriebenen Pumpen hingt,
wie aus den oben erwéhnten
Uberlegungen folgt, vom Vo-
lumen des Stiefels und der
Zahl n der Kolbenhiibe pro
Sekunde ab. Diese Zahl ist
durch die Geschwindigkeit der
Auf- und Abbewegung des
Kolbens bedingt, welche sich
nicht sehr weit steigern laft;
man muB also, um groBe Saug-
geschwindigkeiten zu erzielen,
die GriBe der Pumpen erhdhen.
Dies 1t sich vermeiden, und
gleichzeitig lassen sich eine
Reihe von Vereinfachungen

anbringen, wenn man Pumpen
gen, pe Olkolbenpumpe nach Gaede.

benutzt, in denen die beweg-
lichen Bestandteile nicht hin und her gehen, sondern rotieren. Solche
Pumpen sind in verschiedenen Formen ausgefithrt worden!). Das Prinzip
ist fiir die meisten Typen das gleiche und nur in der speziellen Einzelkon-
struktion verschieden. In einem
Hohlkérper K (Fig.1019) ro-
tiert exentrisch ein Zylinder C,
der mit einem Schlitz f ver-
sehen ist. In diesem sind zwei
Metallschieber s, und s, be-
weglich, die durch eine

Fig. 1o19.

awischen ihnen liegende Feder Schematische Darstellung der Wirkungsweise
augeinander gepreft werden. einer Kapselpumpe.

Der Zylinder C ist so an- '

gebracht, dall er den Hohlkérper gerade an einer Stelle berithrt. Auch vorn
und hinten schliet der Zylinder moglichst luftdicht an die Winde des Hohl-
korpers an. Durch Rotation von C wird Luft bei x angesaugt und bei y
herausgedriickt. Die Wirkungsweise der Pumpe folgt aus den drei Zeich-

nungen. I entspricht der Stellung des Kolbens einer Stiefelluftpumpe nahe

1) Vgl 2. B. G. Meyer, Verh. d. D. Phys. Ges. 10, 753, 1908.
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am Boden. Der mit angesaugter Luft erfiillte Raum (bei «) ist noch klein.
In Stellung II ist dieser Raum (schraffiert) schon erheblich vergriBert; in
Stellung TII ist er durch den Schieber s, bereits von z abgesperrt, und bei
weiterer Drehung wird sein Inhalt bei
¢ herausgedriickt werden. Die Pumpe
ist also sowohl als Saug- wie als Druck-
pumpe zu verwenden. Fig. 1020 und
1021 zeigen zwei moderne Ausfithrungen
solcher Kapselpumpen.  Die Saug-
geschwindigkeit ist auBerordentlich
groB. Das erreichbare Vakuum liegt
in der GroBenordnung von einigen
Tausendstel Millimetern Quecksilber.

Fig. 1020

Rotierende Olluftpumpe nach Pfeiffer.

Fig. 1021.

£ Leybolds Nachfolger gy
@ Goem R

Kapselpumpe nach Gaede,

§ 3. Quecksilberluftpumpen. Schon frith hat man versucht, Queck-
silber als Sperrflissigkeit in Luftpumpen zu benutzen und das Torricelli-
sche Vakuum!) zum Auspummpen zu verwenden. Das Prinzip aller Quecksilber-
pumpen besteht darin, dal man den Rezipienten R (Fig. 1022), aus welchem
die Luft entfernt werden soll, mit dem Torricellischen Vakuum » in Ver-
bindung setzt. Die Luft aus R wird dann in das Vakuum uberstromen, das
urspriinglich bis p stehende Quecksilber wird sinken, bis der Druck sich aus-
geglichen hat. Dann schlieft man den Hahn k und stellt das Torricellische
Vakuum wieder her. Je nach der Art, wie man das letztere bewerkstelligt,
unterscheidet man zwei verschiedene Systeme von Quecksilberpumpen. Bei
dem ersten (System Geissler) nimmt man die Neufillung mit Quecksilber

1) Niheres hieriiber vgl. Kapitel X, §16.
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von unten nach oben vor und driickt die Luft am oberen KEnde des Rohres
hinaus. Zu diesem Zwecke kann man, wie Fig. 1023 schematisch andeutet, das
untere Ende des Barometerrohres p durch einen Schlauch mit einem Gefill m
verbinden und durch Heben dieses Gefilles das Quecksilber auch in p zum
Steigen bringen. Die oberhalb des Quecksilbers befindliche Luft wird durch
den Hahn A' herausgedriickt, bis zu dem oder iiber den hinaus man das
Quecksilber steigen lift. Schlieft man A’ und senkt m, so stellt sich ein
neues Torricellisches Vakuum her, das durch Offnen des Hahnes & wieder

Fig. 1022. Fig. 1023. Fig. 1024.

B; [] ll’ ¥ m
,muh-HI”

% IW h%ﬁ

H

S

Schema einer
Quecksilberpumpe. Schema einer Quecksilber- Schema einer Quecksilber-
pumpe nach Geissler. pumpe nach Sprengel.

mit R in Verbindung gesetzt werden kann. Durch mehrfaches Wiederholen
dieses Prozesses kann I weitgehend evakuiert werden. — Bei dem zweiten
System von Quecksilberpumpen (Sprengel) wird die Luft am unteren Ende
aus der Barometerrohre geschafft. Fig. 1024 zeigt schematisch die dazu nétige
Anordnung. Das Quecksilber flieBt aus dem Trichter durch den Hahn A’
in den Raum oberhalb p, drangt die Luft vor sich her nach dem unteren Ende
und von dort durch die Offnung o’ hinaus. Das dabei ausflieBende Quecksilber
wird im Gefa8 + aufgefangen. Es ist bei diesem Prinzip nicht nétig, die
Hahne h und A’ wechselweise zu offnen und zu schliefen. Die Luftmengen,
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welche sich zwischen dem herabflieBenden Quecksilber befinden, werden wihrend
des Pumpens kleiner und kleiner.

Die hier schematisch beschriebenen Apparate sind weitgehend vervoll-
kommnet worden; besonders ist es gelungen, kontinuierlich wirkende Pumpen
zu konstruieren, bei denen das Heben des Quecksilbers automatisch unter
Zuhilfenahme einer Wasserstrahlpumpe (vgl. § 4) geschieht. Naher auf die
verschiedenen Typen einzugehen !), soll hier unterlassen werden, weil diese
Pumpen heutzutage von schneller wirkenden Pumpen verdringt sind und nur
noch selten Verwendung finden. Zwar ist es moglich, mit ihnen sehr hohe
Vakua zu erzielen, aber die Handhabung der Pumpen ist umstindlich, und es

Fig. 1025. Fig. 1026.

Querschnitt. Lingsschnitt.

Rotierende Quecksilberpumpe nach Gaede.

sind verhiltnismiBig sehr groBe Quecksilbermengen zum Betriebe erforderlich.
Andererseits haben diese Pumpen den Vorteil, daf man die abgesaugten Gase
verhiltnismiBig leicht wieder auffangen kann. Aus diesem Grunde finden
sie auch heute noch zu Spezialawecken Verwendung?).

Auch bei den Quecksilberpumpen war es ein grofer Fortschritt, als es
gelang, die auf und ab gehende Bewegung zunichst durch eine schaukelnde 3)
und dann durch eine rotierende zu ersetzen. Zu den letzteren gehort die
von Kaufmann+) konstrujerte Pumpe, bei der in eine rotierende Spirale
Luft eingesaugt, von Quecksilber abgeschlossen und in einen Raum ge-
drickt wird, der durch eine Vorpumpe bis zu einem maBigen Vakuum aus-
gepumpt wird.

1) Ausfithrliche Beschreibungen finden sich in der 10. Auflage dieses Buches,
I, 8. 484 bis 501, sowie in Winkelmanns Handbuch der Physik I, 2, S.1321 bis
1831. Leipzig 1908. :

3) A. Beutell, Chem. Ztg. 1910, Nr.150; McLaughlin und F. E.Brown,
Journ. Amer. Chem. Soc. 47, 618, 1925.

%) U. von Rheden, Physik. Zeitschr. 10, 316, 1909.
¢) W.Kaufmann, Zeitschr, f. Instrkde, 25, 129, 1905.
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Sehr groBe Verbreitung hat eine von Gaede!) konstruierte Quecksilber-
pumpe mit rotierender Trommel gefunden, die in den Fig. 10256 und 1026 im
Quer- und Lingsschnitt abgebildet ist. Sie wird von verschiedenen Firmen
in etwas abgeiinderten Konstruktionen ausgefithrt, deren Grundgedanke aber
in wesentlichen Punkten mit dem der im folgenden beschriebenen Pumpe
identisch ist.

Das Prinzip der Pumpe besteht darin, daB in einem Quecksilberbade
innerhalb eines Hohlraumes ein System von Kammern rotiert, welche ab-
wechselnd in Quecksilber eingetaucht und wieder herausgehoben werden. Die
herausgehobenen Kammern schlieSen in sich ein Torricellisches Vakuum ab,
das mit dem Rezipienten verbunden wird. Bei dem darauf folgenden Wieder-
eintauchen wird das aus dem Rezipienten eingestromte Gasquantum durch
das Quecksilber nach auflen gedringt. Das System hat eine gewisse Ahnlich-
keit mit einer Gasuhr, nur dal bei dieser das bewegte Gas die Rotation be-
wirkt, wihrend bei der Pumpe die Rotation durch &uBere Kraft erfolgt und
das Gas in Bewegung setzt.

Das zylindrische Gehiuse G aus GuBeisen ist bei P durch eine dicke Glas-
latte B verschlossen und bis %mit Quecksilber gefiillt. In diesem rotiert eine
orzellantrommel T' um die Achse 4 und wird von auBen durch Drehen eines auf

der Achse sitzenden Rades angetrieben. An das Rohr R, das durch die Glasplatte
hindurch in den Vorraum V der Porzellantrommel fiihrt, wird mittels Schliff der
auszupumpende Rezipient angesetzt. Bei s; wird eine Vorpumpe angeschlossen,
welche Rezipienten und Pumpe bis zu einem Druck von einigen Millimetern Queck-
silber auszupumpen gestattet. Ist dies geschehen, so wird durch Drehen der
Trommel das Vakuum bis zu sehr hohen Verdﬁnnunssgraden gesteigert. Die
Wirkung der Trommel beruht darauf, daB dieselbe durch Zwischenwénde in
Kammern unterteilt ist, und da8 diese Kammern dber dem Quecksilberspiegel
Raume abschlieSen, welche sich bei der Drehung abwechselnd vergréSern und
verkleinern. Die Kammern mit den sich vergrofernden Raumen (in Fig. 1026: W,)
filllen sich durch R und f mit der Luft des Rezipienten. Die wieder in das Queck-
silber eintauchenden Kammern geben das aufgenommene Gasvolumen an das mit
der Hilfspumpe erzeugte Vorvakuum ab. In welcher Weise die Zwischenwénde in
der Trommel angeordnet sind, damit die Pumpenwirkung zustande kommt, zeigt
Fig. 1026, in der die Winde, die in Wirklichkeit spiralig nebeneinander verlaufen,
ibereinander gezeichnet sind, um die Zeichnung zu ermoiglichen. Der Raum W,
vergrofert sich bei einer Rotation der Trommel (entgegen dem Sinne des Uhr-
zeigers) und saugt durch die im vorderen Trommelboden befindliche Offnung f
Luft aus dem Rezipienten an. Kommt durch Drehen der Trommel die Offnung f
unter die Quecksilberoberfliche, so haben wir die Verhiltnisse wie in der linken
Kammer W; Das in diesem Raume befindliche Gas ist vom Rezipienten abge-
schlossen und wird bei der Drehung der Trommel durch die als Kolben wirkende
Quecksilberoberfliche aus dem Raume W unter Kompression in den Raum zwischen
den Winden Z, und Z, gedringt und von hier aus bei fortgesetzter Drehung an
das Vorvakuum abgegeben. — Zwischen R und den eigentlichen Rezipienten wird
ein Glasapparat geschaltet, welcher so konstruiert ist, da der Rezipient erst dann
mit der eigentlichen Pumpe kommuniziert, wenn die Hilfspumpe das nitige Vor-
vakuum geschaffen hat. f)ies muf einige Millimeter betragen, damit der Hohen-
unterschied des Quecksilbers innerhalb und auBerhalb der Trommel gering bleibt,
wenn der Rezipient weitgehend evakuiert ist. Bei geringerem Vorvakuum mifGte
die Pumpe sohr groBe Dimensionen haben. Die Leistungsfihigkeit dieser Pumpe
ist groBer als die aller bisher beschriebenen Typen. Man erreicht mit ihr ein
Vakuum von 10—5mm Quecksilber. Leicht kondensierbare Ddmpfe saugt die
Pumpe njcht ab, da sie sich beim Komprimieren kondensieren und beim Expan-
dieren wieder verdampfen, ohne in das Vorvakuum zu gelangen. Solche Dampfe
miissen auf anderem Wege (Ausfrieren, Absorption) beseitigt werden. Fig.1
zeigt die Pumpe mit Glasansatz und Antriebsvorrichtung.

1) W. Gaede, Physik. Zeitschr. 6, 758, 1905.
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Alle bisher besprochenen Pumpen arbeiten im wesentlichen nach dem-
selben Prinzip wie die schon von Guericke erfundene Kolbenpumpe und
konnen als Vervollkommnungen derselben betrachtet werden. Sie lassen sich
zum Teil auch als Kompressionspumpen verwenden. Die weiterhin zu be-
schreibenden Pumpen beruhen auf anderen Grundgedanken.

Fig. 1027.

Rotierende Quecksilberpumpe nach Gaede.

§ 4. Wasserstrahlpumpen. Bei diesen Pumpen wird die Tatsache
benutzt, dal der Druck in einer strémenden Fliissigkeit dort am niedrigsten
ist, wo die Geschwindigkeit am groBten ist und bei Verzogerung der Stromung
wieder steigt, wenn die Stromungsverluste klein genug bleiben (vgl. Kap. XI,
§ 3 und Kap. XI1I, § 10).

Tritt durch ein Rohr, welches an einer Stelle verengt und dann wieder
erweitert ist, ein Wasserstrahl hindurch, so wird an dieser Stelle die Stromungs-
geschwindigkeit des Wassers griofer als an der Austrittsstelle sein. Hier ist
der Druck gleich dem &ufleren Luftdruck; an der Verengung mufB er daher
kleiner sein. Bringt man an dieser Stelle also ein seitliches Rohr an, so wird
die Luft, welche hier an den Strahl herantritt, in denselben hineintreten und
mitgerissen werden, so daB auf diese Weise eine Saugwirkung zustande
kommt. Durch geeignete Wahl der Strémungsgeschwindigkeit und der Starke
der Verengung kann die Saugwirkung soweit gesteigert werden, dal ein Gefi
bis zu dem Dampfdruck des Wassers herab (d. h. 10 bis 20 inm, je nach der
Wassertemperatur) evakuiert wird. In Fig. 1028 und Fig. 1029 sind zwei
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Ausfihrungsformen der Wasserstrahlpumpe wiedergegeben. Bei der in
Fig. 1028 gezeichneten Pumpe tritt die Luft von auBen, bei der in Fig. 1029
wiedergegebenen Pumpe von innen an den verengten Wasserstrahl heran.
Aut die aulerordentlich vielen Einzelkonstruktionen, welche gerade von Wasser-
strahlpumpen ausgefiibrt worden sind, kann hier nicht eingegangen werden.
Die Wasserstrahlpumpen haben iiberall da, wo es nicht auf sehr hohes
Vakuum ankommt, groBe Verbreitung gefunden und werden auch haufig als
Vorpumpen zu Hochvakuumpumpen
benutzt. Wenn konstanter, nicht zu
niedriger Wasserdruck zur Verfigung |
steht, so ist ihre Verwendung duBerst
bequem. Es ist ratsam, zwischen
Pumpe und Rezipienten stets ein Riick-
schlagventil, welches ein Zuriicktreten
des Wassers in den Rezipienten un-
moglich macht, einzuschalten; denn bei
einer unvorhergesehenen Abnahme des
Wasserdrucks tritt hiufig ein , Zuriick-
schlagen“, d. h. ein Einsaugen des
Wassers in die Vakuumleitung ein.
Fingt man den mit Luft gemischten Wasserstrahl in einem Gefal auf,
das oben geschlossen ist, so sammelt sich die Luft iiber dem Wasser. Da
das zustrémende Wasser dauernd Luft mitbringt, bildet sich im Gefa8 ein
Uberdruck aus. Eine solche Vorrichtung kann als Geblise Verwendung
finden, wenn man die Luft aus einer Offnung des Gefiles ausstromen 1aGt.

Fig. 1028.

Fig. 1029.

Wasserstrahipumpen.

§ 5. Molekularluftpumpe. Diese Pumpe beruht auf einer technischen
Ausnutzung der GesetzmiBigkeiten, die fiir die Reibung der Gase gelten. Die
eingehende Theorie der Molekularpumpe ist im III.2. Bande dieses Buches ent-
halten, und es eriibrigt sich daher ein genaues
Eingehen auf dieselbe. Es soll hier nur das zu-
grunde liegende Prinzip kurz erldutert werden, und
zwar an Hand von Fig. 1030.

In dem Gehiiuse B3 dreht sich um die Achse a
der Zylinder A im Sinne des Pfeiles. Der Abstand
zwischen A und B ist auf dem unteren Teile des
Zylinders méglichst gering und nur auf dem Stiick
zwischen #» und m etwas gréBer. Bei.-m und m
ist ein Manometer M angeschlossen. Rotiert der
Zylinder 4, so wird durch Reibung Luft von n
nach m beférdert, und das Manometer zeigt einen
Uberdruck bei m an, der mit zunehmender Rota-
tionsgeschwindigkeit des Zylinders wichst. Aufer
von dieser hingt der Uberdruck von der Reibung des Gases ab. Da diese

vom Druck des Gases, solange derselbe nicht sehr klein wird, unabhingig ist,
M uller-Pouillet I. 3. 11. Aufl. 77

Schema dev Molekular-
luftpumpe.
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ist es auch die Druckdifferenz 0p, wenn man das Gehause B mit einer
Hilfspumpe allmihlich evakuiert. Solange das mit dieser Pumpe erzeugte
Vorvakuum nicht sehr hoch ist, hat man also auf der linken Seite des Mano-
meters M einen Druck, der um op kleiner ist als das Vorvakuum. Steigt
dieses aber soweit, daf die innere Reibung druckabhingig wird, so werden
die Verhéiltnisse komplizierter. Bei Drucken unterhalb einiger Tausendstel
Millimeter werden die Molekille von den Winden des Zylinders, solange
er ruht, in vélliger Unordnung zurickgeworfen, ohne dal eine Richtung
bevorzugt ist. Rotiert der Zylinder .1, so addiert sich zu der Eigen-
geschwindigkeit der reflektierten Molekiile die Oberflichengeschwindigkeit
des Zylinders, und die reflektierten Molekiile erhalten eine Zusatz-
geschwindigkeit in Richtung der Zylinderrotation, d.h. von » nach m. Es

Fig. 1031, Fig. 1032.

Molekularpumpe (Querschnitt).

wird also bei % ein Vakuum entstehen, das um so besser sein wird, je weniger
Molekiile von m nach n zuriickgelangen, je groBer also die Umfangsgeschwin-
digkeit des Zylinders im Verhaltnis zur Molekulargeschwindigkeit sein wird.
Es ist auf diese Weise mdglich, bei # ein hohes Vakuum zu erzielen, wenn
durch eine Vorpumpe im Gehiuse B ein so niedriger Druck erzeugt wird, daB
die eben besprochenen GesetzmiBigkeiten Giiltigkeit haben. Die Konstruktion
der auf diesen Uberlegungen beruhenden Molekularpumpe geht aus Fig. 1031
und Fig. 1032 hervor, die einer Arbeit von Gaede!) entnommen sind, eben-
80 wie die folgenden sie beschreibenden Zeilen.

»In dem Gehduse B rotiert der Zylinder 4 um die Welle ¢, welche in den
luftdicht aufgeschraubten Scheiben E gelagert ist. In dem Zylinder sind die Nuten D
eingeschnitten. In die Nuten ragen die am Gehiduse befestigten Lamellen C hinein.
F sind die Olbehdlter und G ist eine Stellvorrichtung, welche verhindert, da8 die

1) W. Gaede, Ann. d. Phys. 41, 859, 1913.
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Lamellen C an die Nutenwandungen des rotierenden Zylinders anstreifen. H ist
die Riemenscheibe. Dreht sich .l im Sinne des Uhrzeigers, so wird das Gas bei
m verdichtet, bei n verdinnt. Auf dem (iehause 3 ist der Aufsatz A luftdicht
aufgeschraubt. S ist das Saugrohr fiir das Hochvakuum und ist, wie Fig. 1031 zeigt,
mit » verbunden, wobei 1) eme Nut in der Mitte sein soll. Die Druckoffnung m
ist durch NKandle in dem Aufsatz K mit der Saugiffnung n einer benachbarten
Nut verbunden, die Druckoffnung m dieser Nut ist dann wieder mit der Saug-
offnung n der nachsten Nut verbunden usw., so dal die Wirkungen der einzelnen
Nuten sich addicren. Der Druck in der mittleren Nut ist am kleinsten und steigt
gleichmilig nach den beiden Knden des Zylinders bis zu dem Gasdruck, den die
Hilfspumpe in dem Gehéuse erzeugt. Die Hilfspumpe ist durch einen Schlauch mit
der Diise 7" verbunden und steht mit dem Innern des Gehauses B in Verbindung.
Die Abdichtung an der Durchfithrungsstelle der Welle ist durch Olabschlul er-
reicht, Das Eindringen des Oles in das Pumpengehiuse ist durch eine in die
Welle eingeschnittene Spiralnut V' verhindert, welche wihrend der Rotation das
Ol dynamisch entgegen dem #uBeren atmosphirischen Uberdruck zuriickdringt. -
Diese einfache Vorrichtung hat sich bei Dauerbetrieb ausgezeichnet bewihbrt. Die
Spiralnut hat nur dann eine Wirkung, wenn die Welle rasch rotiert. Daraus ergibt
sich als wesentlichste Vorschrift fir die Bedienung der Pumpe, dafl die Pumpe
zuerst in Rotation versetzt und dann mit der Vorpumpe verbunden wird. Beim
Abstellen mull zuerst Luft in die Pumpe eingelassen und dann der Motor, der die
Pumpe antreibt, abgestellt werden.“ Um eine gute Saugwirkung zu erzielen, muBl
die Umfangsgeschwindigkeit des Zylinders moglichst gro8 sein. Die gebrauch-
lichen Pumpen arbeiten mit einer Umdrehungszahl von 6000 bis 8000 pro Minute.

Fig. 1033.

Molekularpumpe mit Kapselpumpe als Vorpumpe,

Fig. 1033 zeigt die aubere Ansicht einer Molekularpumpe mit einer
Kapselpumpe als Vorpumpe, Einer der Hauptvorzige der Molekularpumpe ist
in ihrer groBen Sauggeschwindigkeit zu sehen, welche diejenige der bisher be-
schriebenen Pumpen bei weitem iibertrifft. AuBerdem erreicht die Pumpe
sehr hohe Vakua bis zu 107 mm und hat weiterhin den grollen Vorteil, alle
Gase und Diampfe abzusaugen, so dall irgendwelche Vorrichtungen zur Ent-
fernung von Dimpfen iberfliissig sind. Allerdings ist die Sauggeschwindigkeit
fiir Gase verschiedenen Molekulargewichts verschieden. Dies folgt aus den

77*
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oben wiedergegebenen Uberlegungen, aus denen hervorgeht, dag die Saug-
leistung der Pumpe von dem Verhiltnis der Umfangsgeschwindigkeit des
rotierenden Zylinders zur -Molekulargeschwindigkeit abhingt. Infolge ihrer
geringeren Molekulargeschwindigkeit werden also schwere Gase schneller ab-
gesaugt als leichte. Ein Nachteil der Molekularpumpe ist auBer ihrer
schwierigen Herstellung die etwas heikle Handhabung der Pumpe; sie ist
darum nicht so in Aufnahme gekommen wie die im folgenden Paragraphen
zu beschreibenden Diffusionspumpen, die ebenfalls eine hohe Leistungsfihigkeit
haben. Trotzdem ist in manchen Fillen, z. B. wenn jede Spur von Dampfen
in einer Apparatur vermieden werden muB, die Anwendung einer Molekular-
pumpe erforderlich.

§ 6. Diffusions- und Dampfstrahlpumpen 1). Die Konstruktion der
Diffusionspumpen, welche eine iiberaus grofe Verbreitung gefunden haben,
ist ebenso wie die Konstruktion der Molekularluftpumpe erst durch die
Kenntnis der Gesetzmiibigkeiten, die fiir die Gase, besonders bei geringen
Drucken, gelten, moglich geworden. Der Gedanke, durch Diffusion ein
hohes Vakuum zu erzeugen, ist von Gaede in die Praxis umgesetzt worden.
Das Prinzip der Diffusionspumpe beruht auf der Tatsache, daB ein Gas
von Stellen hoheren Partialdruckes nach solchen niederen Partialdruckes
diffundiert, auch wenn es mit anderen Gasen oder Dampfen
, gemischt ist. Fig. 1034 zeigt schematisch das Prinzip der
i1 Pumpen.

D ist ein Rohr, durch welches in Richtung AB ein
Dampfstrom streicht, der praktisch gasfrei hergestellt werden

Fig. 1084.

8

o|1l&—, kann. Durch das Ansatzrobr r steht das Dampfrohr mit dem
K zu evakuierenden GefaB in Verbindung. Bei K ist ein Kithler
angebracht, an dem sich Dampf, der durch die Offnung o in

A

das Rohr r tritt, kondensiert, so daB dies Robr hinter dem
Kibler von Dampf frei ist. Da im Dampfstrom AB der
Partialdruck der Luft Null ist, so wird diese von C pach o
diffundieren und von dem Dampfstrem in ein Vorvakuumgefif V mit-
gerissen werden, in dem der Dampf kondensiert und das Gas durch eine
Vorpumpe abgesaugt wird. Die Luft mu8 also auf dem Stiick o X durch
den ihr entgegenkommenden Dampfstrom hindurchdiffundieren. Dies ist
nur moglich, wenn dieser nicht zu stark ist. Wird durch geeignete Wahl
der Offnung o die Dampfgeschwindigkeit geniigend klein, so wird die Luft
aus dem Rezipienten in den Dampfstrom AB hineindiffundieren, mit
diesem in das Vorvakuum gelangen und dort abgesaugt werden. Dies
wird so lange vor sich gehen, bis der gesamte Luftdruck im Rezipienten
gleich dem Partialdruck der Luft im Dampfstrom ist. Da dieser Partialdruck

Schema einer
Diffusionspumpe.

1) Betr. Einzelheiten, auf die bier nicht naher eingegungen werden kann,
sowie betr. ausfithrlicher Literaturangaben vgl. z. B. A. Gehrts, Zeitschr. f. techn.
Phys. 1, 61, 1920, sowie W. Gaede, Zeitschr. f. techn. Phys. 4, 387, 1928, ferner
die 8. 1225 angegebenen Biicher.
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beliebig klein gemacht werden kann, so bietet die heschriebene Anordnung
die Moglichkeit, beliebig hohe Vakua zu erzeugen!). Der Dampfstrom saugt
also die Luft (oder ein anderes im Rezipienten befindliches Gas) an, auch
wenn dessen Druck viel kleiner als der des Dampfes ist, und zwar aus dem
Grunde, weil fir die Diffusion eines (Gases nur dessen Partialdruck maf-
gebend ist.

Wie schon erwihnt, ist von ausschlaggebender Bedeutung fir das Zu-
standekommen der Saugwirkung die GroSe der Offnung 0. Diese muB von
derselben GroBenordnung sein wie die freie Weglinge, die von den Gasmole-
kiilen bei der Diffusion durch den Dampf zuriickgelegt wird, ohne daB sie mit
einem Dampfmolekiil zusammenstoBen. Dies kann man nach Gaede durch
folgende Uberlegung einsehen: Ein aus dem Rezipienten kommendes Gas-
molekiil wird, solange es sich noch in groBerer Entfernung von der Offnung o
befindet, nur wenig ZusammenstéBe mit Dampfmolekiilen erleiden. In der
Nihe von o aber werden diese ZusammenstéBe hiufiger. Ist die freie Weg-
linge hier klein, so kann das Gasmolekiil gar nicht bis o gelangen, sondern
wird zuriickgedriickt. Ist aber die freie Weglinge groB, etwa von der
GroéBenordnung der Offnung o, so werden viele Gasmolekiile ohne Zusammen-
stol in das Rohr 4 B gelangen konnen und dort mit dem Dampfstrom in das
Vorvakuum gerissen. — Aus diesen Uberlegungen folgt, daB Pumpen, welche
mit groBem Drucke des arbeitenden Dampfes betrieben werden, kleine
Diffusionséffnungen (0) haben miissen. Umgekehrt sind Pumpen, bei denen
der Druck des Dampfes gering gehalten wird, mit groBen Offnungen zu
versehen.  Praktisch kommen nur Pumpen der letztgenannten Art in
Frage, da bei kleinen Diffusionséffnungen die Sauggeschwindigkeit zu
gering wird.

Um weite Offnungen verwenden und dementsprechend den Dampfdruck
geniigend klein erhalten zu konnen, muf fir ein ausreichendes Vorvakuum
gesorgt werden. Als Dampf kommt im allgemeinen nur Quecksilberdampt in
Frage, dessen Druck bei leicht erreichbaren Temperaturen die fiir die ge-
brauchlichen Diffusionspumpen erforderlichen Werte (von Bruchteilen eines
Millimeters bis zu einigen Millimetern) hat.

Von Gaede ist eine Theorie der Vorginge in der Diffusionspumpe an-
gegeben worden3), auf die aber an dieser Stelle nicht niher eingegangen
werden kann3). Es sollen nur einige der Hauptresultate angefithrt werden.
Die Theorie fordert namlich, da8 die Sauggeschwindigkeit einer Diffusions-
pumpe unabhingig von dem Verdiinnungsgrade des Gases sein soll; und es
hat sich auch bei der experimentellen Priifung gezeigt, dal in der Tat das
pro Zeiteinheit abgesaugte Gasvolumen sich in weiten Druckbereichen nicht
mit dem Drucke dndert. Fiir die Diffusionspumpe darf es also im Prinzip
ein ,Grenzvakuum® (vgl. S. 1207) nicht geben. Wenn ein solches dennoch

1) Vgl. hierzu W. Molthan, Zeitschr. f. Phys. 89, 1, 1926.
%) W.Gaede, Ann. d, Phys. 46, 357, 1915.
3) Vgl. auch Band III, 3, S. 111 dieses Buches.
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auftritt, so liegt dieses entweder an Undichtigkeiten in der Apparatur oder
an der Gasabgabe der Winde der benutzten Gefille und Rohre. An diesen
haften immer adsorbierte Gasschichten, welche nur schwer entfernt werden
konnen. Sind die auf diese Weise in die Apparatur gelangenden Gasmengen
ebenso groB wie die in der gleichen Zeit von der Pumpe weggesaugten
Mengen, so ist ein Grenzvakuum erreicht, das also nicht durch die Eigen-
schaften der Pumpe, sondern durch die der zu evakuierenden Gefifle be-
stimmt ist.

Was die Sauggeschwindigkeit der Diffusionspumpen betrifft, so hingt
diese auler von der Breite des Diffusionsspultes sehr wesentlich von der
Natur des abzusaugenden (ases ab. Aus den.obigen Uberlegungen iber die
Wirkungsweise der Pumpen ist ohne weiteres einzusehen, da Gase mit
geringem Molekulargewicht infolge ihrer gréBeren Diffusionsgeschwindigkeit
schneller abgesaugt werden als Gase mit groSem Molekulargewicht. Diese
Unterschiede in der Saugwirkung sind auch experimentell beobachtet; so wird
Wasserstoff um das mehrfache schneller abgesogen als Luft. (Im Gegen-
satz zur Molekularpumpe, welche die schwereren Gase schneller absaugt.)

Die Vorbedingung fir das Zustandekommen der Saugwirkung der Dif-
fusionspumpe ist nach den obigen Ausfithrungen darin zu sehen, da das Gas
die Moglichkeit haben muB, gegen den aus der (ffnung o (vgl. Fig. 1034) aus-
tretenden Dampfstrom zu diffundieren. Ist die Griofe der Diffusionséffnung o
oder der Druck des Dampfes zu groB, so kann der Fall eintreten, daB die
Pumpe nur so lange saugt, bis ein Teil des Gases aus dem Rezipienten entfernt
ist und- der Druck in demselben nicht mehr ausreicht, um einen weiteren
Transport von Gasmolekillen gegen den bei 0 austretenden Dampfstrom zu
ermoglichen. In diesem Falle kann also die Pumpe den Rezipienten nur
bis zu einem Gasdruck evakuieren, der gleich dem Druck des Dampfes an der
Stelle 0 ist. Die Pumpe ist dann im wesentlichen eine ,Dampfstrahlpumpe“ 1),
die wie ein Dampfinjektor wirkt. Der Dampfstrahl reift, solange der Druck
im Rezipienten noch grof genug ist, um ein Durchtreten des Gases durch o
zu ermdglichen, die Gasmolekiile mit in das Vorvakuum, wo der Dampf konden-
siert, das Gas angestaut und von einer Vorpumpe abgesaugt wird. Je grofer
die Wucht des Dampfstrables, desto groBer ist die Stauung des Dampf-Luft-
gemisches im Vorvakuum, um so gréBer ist also die Differenz des Druckes
zwischen Saugdiise 0 und Vorvakuum.

Die Wirkung einer Pumpe wird gesteigert werden, wenn der Weg, auf
dem das Gas gegen den Dampf diffundieren muB, moglichst verkleinert
wird. Bei den ,Kondensationspumpen®3) wird dies dadurch erreicht, daB der
Dampf unmittelbar, nachdem er die Diffusionséffunung passiert hat, an einem
Kithler kondensiert wird. Dadurch soll bewirkt werden, da moglichst wenig

1) Dies Wort wird von manchen Autoren nicht in dem hier dargelegten
Sinne gebraucht, sondern manchmal auch als Bezeichnung fiir einige Formen von
Diffusionspumpen verwandt.

3) Solohe sind speziell von I. Langmuir konstruiert worden. Betr. Literatur
vgl. die Anmerkung auf S. 1220,
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Molekille des Dampfstrahls dem angesaugten Gase entgegenfliegen und sein
Herantreten an den Dampfstrom verhindern.

Eipe strenge Entscheidung dariiber, ob eine Pumpe eine Dampfstrahl-,
Diftusions- oder Kondensationspumpe ist, 148t sich bei den einzelnen Kon-
struktionen schwer treffen. In den meisten Fillen wirken die verschiedenen
Prinzipe gleichzeitig mit. Eine allen diesen Pumpen gemeinsame Eigen-
tiimlichkeit ist es, daf sie Dampf derselben Art, wie er zum Betrieb der
Pumpe verwandt wird — in den meisten Fillen also Quecksilberdampt —
nur bis zu dem an der (ffnung o herrschenden Drucke absaugen; denn
fiir eine weitere Saugwirkung ist kein Druckgefille mehr vorhanden. Solche
Dampfreste miissen vermittelst besonderer Kithlvorrichtungen (mit fliissiger
Luft oder ahnlichem) durch Kondensation aus dem Rezipienten entfernt
werden.

Im folgenden soll eine Reihe der gebriuchlichsten Pumpentypen besprochen
werden. Es sind nur wenige aus der groBen Zahl der in den letzten Jahren
ausgefithrten Konstruktionen. Eine bis 1923 ziemlich vollstindige Zusammen-
stellung der wichtigsten Typen hat Gaedel) gegeben.

Unn eine geniigende Sauggeschwindigkeit zu erzielen, miissen die Diffusions-
spalte verhiltnismiBig grol (einige Millimeter) sein; da andererseits die Spalte,
wie oben auseinandergesetzt ist, von der GroBenordnung der mittleren freien
Weglénge sein miissen, so konnen Diffusionspumpen erst ganz zur Wirksam-
keit kommen, wenn das Vorvakuum ziemlich hohe Werte (etwa 0,01 bis
0,001 mm) erreicht hat. Dampfstrahlpumpen dagegen arbeiten bereits bei
geringeren Werten des Vorvakuums und werden darum hiufig als Vorpumpen
zu Diffusionspumpen benutzt. Man schaltet zwei oder mehr Dampfstrahl-
und Diffusionspumpen hintereinander und erzielt dadurch den Vorteil, daB
man als Vorpumpe zur ersten Dampfstrahlpumpe eine weniger weit saugende
Pumpe, z. B. eine Wasserstrahlpumpe benutzen kann. Die Vorpumpen ergeben
dann ein so gutes Vorvakuum, daB die Hauptdiffusionspumpe in Tatigkeit
treten kann. Hiufig werden die Pumpen direkt neben- oder iibereinander
gebaut; man hat dann sogenannte Stufenstrahlpumpen. Bei diesen wird also
die ganze Druckdifferenz zwischen Vorpumpe und Hochvakuum in mehrere
Stufen geteilt.

Fig. 1035 stellt schematisch die Innenkonstruktion einer derartigen ganz
aus Stahl hergestellten Pumpe dar, die mit drei Stufen arbeitet. Der unterste
Raum steht mit der Vorpumpe durch das Robr 7 in Verbindung. Das unten
bei @ befindliche Quecksilber wird durch Gas- oder elektrische Heizung zum
Sieden gebracht. Der Dampf steigt in dem mittleren Rohre hoch und tritt
durch die Diisen 1, 2 und 3 aus. An den Metallwinden, welche durch einen
bei ¢ eintretenden und bei ¢ wieder austretenden Wasserstrom gekiihlt werden,
wird er kondensiert, und das Quecksilber flieft nach ¢ zuriick. Auf diese
Woeise ist ein kontinuierlicher Betrieb erméglicht. Beim Austritt aus den
Diisen diffundiert das in den einzelnen Abteilungen der Pumpe befindliche

1) W. Gaede, Zeitschr. f. techn. Phys. 4, 337, 1923.
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Gas in den Dampf hinein und wird in den nachstunteren Raum befordert,
aus dem es die Vorpumpe absaugt. Im obersten Raum, an den vermittelst
eines Schliffes der Rezipient angeschlossen wird, entsteht das Hochvakuum,
welches bei dieser Pumpe hoher als 10~%mm ist. Fig. 1036 zeigt die auBere
Ansicht der von Gaede konstruierten, ganz aus Metall (Stahl) hergestellten
Pumpe.

In letzter Zeit sind verschiedene Typen von Dampfstrahl- und Diffu-
sionspumpen aus Metall konstruiert worden. Diese haben den Vorteil

Fig. 1036.

Fig. 1035.
& Fig. 1037.
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Schema einer dreistutigen Dillusionspumpe aus Diffusionspumpe aus
Diffusionspumpe. Stahl nach Gaede. Glas nach Gaede.

grofer Widerstandsfihigkeit gegen mechanische und chemische Kinfliisse,
gestatten andererseits nicht, den Pumpvorgang dauernd zu kontrollieren,
was bei Pumpen aus Glas oder Quarz moglich ist. Die letztgenannten
Pumpen lassen sich auch meist bequemer reinigen und haben den Vorteil
erheblich einfacherer Herstellung. In Fig. 1037 ist eine von Gaede kon-
struierte, einstufige, ganz aus Glas bestehende Pumpe abgebildet.

Das Quecksilber ¢ wird mit einer Flamme oder einem elektrischen Ofen
erhitzt. Der Quecksilberdampf steigt in dem Robr A hoch und spiilt die
Luft, die aus dem Hochvakuum bei e in den Dampfstrom hinein diffundiert,
zu dem Kiihler ¢ in das Vorvakuum. e ist ein von D) und K begrenzter
ringformiger Spalt, dessen Dimensionen von der Grolenordnung der freien
Weglinge der Gasmolekiile bei dem erforderlichen Vorvakuum von etwa
0,1 mm sind. Bei / wird der Rezipient, bei g die Vorpumpe angeschlossen.
m und 7 sind Zu- und Abflub fiir einen Wasserstrom, der zur Kithlung dient.
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Eine von Langmuir konstruierte Pumpe ist in Fig. 1038 abgebildet.
Der im Rohr B hochsteigende Quecksilberdampt tritt durch L in das Konden-
sationsgefal C, das durch V'mit der Vorpumpe in Verbindung steht. Das konden-
sierte Quecksilber flieBt durch I) wieder nach A zuriick. Durch K, und K, wird

Fig. 1038, Fig. 1039.

Dittusionspumpe
nach Langmuir,

ein Strom von Kiihlwasser um das_Gefif C
geleitet. Das Hochvakuum wird bei F' an-
geschlossen, kommuniziert also mit dem Vor-
vakuum durch denSpalt S; die starke Kihlung
von C bewirkt starke Kondensation des Queck-
silberdampfes, so dall eine Stérung des Saug-

vorganges durch an den Winden reflektierte
Dampfmolekiile méglichst verhindert wird.
Fig. 1039 stellt eine Diffusionsstufen-
pumpe aus Glas (nach Volmer) dar. Der
in A durch Gas- oder elektrische Heizung
erzeugte Quecksilberdampf tritt von oben
nach unten durch die verschiedenen Diisen

hindurch und erzeugt bei I3 ein Hochvakuum.
Als Vorpumpe (bei C anzuschlieben) ge-
niigt eine Wasserstrahlpumpe, da das Vor-
vakuum nur etwa 15 mm zu betragen
braucht. Die beiden seitlichen Ansitze dienen Diffusionspumpe nach Volmer.
zum Zu- und AbfluB des Kiihlwassers.

AuBer den hier beschriebenen Pumpen gibt es eine grofe Reihe anderer
Konstruktionen, deren Wirkungsweise aber auf den Prinzipien beruht, welche
hier besprochen wurden, und aus diesen leicht verstindlich ist!). Die Saug-

. 1) Niheres hieriiber und ausfiihrliche Literaturangaben sind zu finden z. B in
A. Goetz, Physik und Technik des Hochvakuums, Braunschweig 1926; ferner
S. Dushmann, Die Grundlagen der Hochvakuumtechnik, Berlin 1926; H. Ebert,
Handbuch der Physik (Springer) 2, 1426.
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geschwindigkeit der beschriebenen Typen von Diffusionspumpen liegt zwischen
einigen Zehnteln und mehreren Litern pro Sekunde.

§ 7. Weitere Methoden der Vakuumerzeugung'). AuBer durch
die bisher angefithrten Pumpen kann man die Evakuierung eines Raumes
auch auf ganz anderen Wegen erreichen, die hier nur kurz erwihnt werden
sollen.

Eine Methode, die zur Erzeugung sehr hohen Vakuums nach vorher-
gegangenem Auspumpen mit einer Vorpumpe verwandt wird, beruht auf der
Eigenschaft gewisser Substanzen (Holzkohle, Kieselsiuregel u. a.), bei starker
Abkiihlung groBe Gasmengen zu adsorbieren und beim Erwirmen wieder ab-
zugeben.

Um diese Eigenschaft zum Evakuieren zu benutzen, bringt man die
Substanz in ein mit dem Rezipienten in Verbindung stehendes Ansatzrohr.
Sodann evakuiert man, soweit die vorhandenen Pumpen es erlauben (unter
gleichzeitigem Erwirmen der Adsorptionssubstanz), und bringt dann das
Ansatzrohr in ein Kiltebad (Feste Kohlensaure- Athergemisch, flissige Luft
oder ahnliches). Durch die dann einsetzende Adsorption erzielt man auBer-
ordentlich hohe Vakua. Diese Methode ist auch heute noch trotz der Er-
findung der stark wirkenden Hochvakuumpumpen von groSer Bedeutung
geblieben.

Von weiteren Evakuierungsmethoden seien diejenigen erwihnt, bei denen
die im Rezipienten befindlichen Gase durch Kondensation oder durch chemische
Reaktionen beseitigt werden. Naheres hieriiber ist in den oben angegehenen
Biichern zu finden, die auch genaue Angaben iiber die
experimentellen Einzelheiten enthalten, welche bei Va-

kuumarbeiten zu beachten sind. Hier sei nur erwihnt,

‘, daB man meist mit Glasrobren und GefiBen arbeitet, die

\: & bei niedrigem Vakuum mit dickwandigem Gummischlauch
'-'- verbunden werden kénnen, zur Erreichung groBerer Ver-

W)

Fig. 1040.

diinnungsgrade aber durch Aneinanderschmelzen vereinigt

werden miissen. Um der Apparatur eine, wenn auch be-

u - grenzte Beweglichkeit zu sichern, verwendet man manch-

ahn fiir Hoch-

vakuumleitungen. mal Glasspiralen oder die von Kundt eingefithrten Glas-

federn, d.h. an geeigneten Stellen gebogene Glasrohren;

losbare und drehbare Verbindungen erzielt man mit Schliffen, Absperrungen

mit Hihnen, wie sie (fir Hochvakuum geeignet) in Fig. 1040 abgebildet sind.

In die obere Rinne kann zur besseren Dichtung Quecksilber oder (1 gefillt
werden. Als Schmiermittel verwendet man am besten Gummifett.

Zur Ubersicht ist im folgenden eine Tabelle wiedergegeben, in der die

Leistungsfihigkeit einer Reihe von heute gebrduchlichen Pumpen ange-
fihrt ist.

1) Vgl. die eben angegehenen Biicher.
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Pumpe Grenzvakuum ungefihr i

- b e 2 !
bl~ \\l 5.107°
pumpe . . ... i : 0_3mm Die Sauggeschwindigkeit
Kapselpumpen . . . . . i 10" " mm héngt bei den verschiedenen
Quecksilberpumpen i Pumpen stark von der Kon-

(rotieren£ ...... ;} lo;gmm b Etruktion und GréBe ab, so
W, trahl ... 10—20mm (Dampf- aBl von Zahlenangaben in

asseratrad’pumpen ‘ druck des Wassegs) dieser kurzen Ubersicht ab-
Molekularpumpe . . . . | 107 "mm gesehen werden mub.
Diffusionspumpen. . . . “ 0

II. Apparate zur Druckmessung.

Apparate, die zur Messung des Druckes von Gasen, Dampfen oder
Fliissigkeiten dienen, nennt man Manometer. Als Barometer hezeichnet man
die speziell zur Messung des atmospharischen Luftdrucks verwendeten Instru-
mente. Im folgenden sollen zunichst die wichtigsten Typen vo: Manometern,
und daran anschlieBend die Barometer besprochen werden.

A. Manometer !). .

§ 8. Allgemeines. Wie bereits in Kap. X, S. 1001 auseinandergesetzt
ist, benutzt man als Einheit des Druckes die ,Atmosphire“, d. h. das auf
ein Quadratzentimeter wirkende (iewicht einer Quecksilbersiule von 760 mm
Hohe bei 0° und normaler Erdbeschleunigung (980,665 cm/sec3). Dies
Gewicht betrigt, bei Zugrundelegung eines Wertes von 13,596 fir das
spezifische Gewicht des Quecksilbers 1,0333kg. In der Technik rechnet man
der Einfachheit halber hiufig mit der Einheit des Druckes von 1kg pro
Quadratzentimeter. Im absoluten MaBsystem ist die Einheit des Druckes
1 Bar gleich 1Dyne pro Quadratzentimeter. 100Bar bezeichnet man als
Megabar. Zwischen diesen Kinheiten 2) bestehen die Beziehungen:

1 Atmosphire = 1,033 28 kg 'qem = 1,013 25 Megabar,

1 Megabar = dem Druck einer Quecksilbersiule von 750,06 mmn Héhe,
1 kg/qcm = n ” n " ” 735,52 mm »
1 Bar = ., ” " ” » 0,75.10~ 3 mm Héhe.

Apparate zur Druckmessung sind auf Grund sehr verschiedener Prinzipien
hergestellt worden. Zu einem groBen Teile beruhen sie darauf, da der Druck
des Gases mit dem Gewichte einer mit ihm kommunizierenden Flissigkeitssiule
oder mit dem eines festen Korpers verglichen wird (§ 9). Bei anderen Mel-
methoden werden die elastischen Deformationen, die die GefiBwinde durch
den Druck erleiden, zur Messung desselben verwandt (§ 10). Weiterhin
werden die (esetze, denen die Gase selbst folgen, Druckmessungen zu-
grunde gelegt; und zwar die eigentlichen Gasgesetze (§ 12), wie auch die-

1) Ausfihrliche Literaturangaben, welche iiber die in den Anmerkungen zu
findenden hinausgehen, findet man z. B. in den bereits mehrfach angegebenen
Bichern von Winkelmann, Goetz und Dushmann. sowie in Chwdlson,
Lehrb. d. Physik, Braunschweig 1918.

%) Betreffs anderer gebriauchlicher Einheiten vgl. Kap. X, S. 1027—1028.
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jenigen GesetzmiBigkeiten, die firr die Reibung und \Warmeleitung der Gase
gelten (§ 13). Auch auf der Abhingigkeit, die der elektrische Widerstand
mancher Korper vom #uleren Druck zeigt, 1Bt sich eine Methode zur
Druckmessung aufbauen (§ 11). SchlieBlich kann aus der Art und Stirke
des Durchgangs von elektrischem Strom durch Gase auf den Druck derselben

geschlossen werden [§ 14]1).

§ 9. Fliissigkeitsmanometer. Kolbenmanometer. a)Flissigkeits-
manometer. Die Methode der Druckmessung durch das (iewicht von Flissig-
keitssiulen ist bereits in Kap. X, § 15 naher beschrieben worden. Durch
Flassigkeiten von geeignetem spezifischen (ewicht (Quecksilber, Schwefel-
siure, Glycerin, Wasser, Xylol, Alkohol u. a.) lassen sich derartige Manometer
fiir ziemlich groBe Druckintervalle verwenden.

Zur Messung sehr grober Drucke sind aber selbst bei der Verwendung von
Quecksilber betrachtliche llohen der Manometer erforderlich. So brachte Cailletet
ein 300 m langes Quecksilbermanometer aus Stahlrohr am Eiffelturm an, mit dem
Drucke bis zu 400 Atmosphéren gemessen werden konnen. Auch an Hauswinden
und dergleichen werden solche Manometer angebracht. Um derartig grolie, unbe-
quem zu handhabende Instrumente zu vermeiden, ist man dazu iibergegangen, die
Flissigkeitssiule zu unterteilen. Schematisch isv ein solches Instrument?®) in
Fig. 1041 dargestellt.

In zwei horizontale Rohren ist eine Reihe von vertikalen Robren eingesetzt.
Eine Anzahl von Hahnen gestattet oben und unten die Kommunikation zwischen
den Rohren herzustellen oder aufzuheben. Der Apparat wird teils mit Quecksilber,

teils mit Wasser gefillt. Das linksseitige
Fig. 1041, Ende der oberen Stablréhre kommuni-
s — - ziert mit dem Raume, dessen Druck ge-
messen werden soll, das rechtsseitige mit
der Atmosphire. Der Gesamtdruck setzt
sich dann zusammen aus der Summe
aller Differenzen der Quecksilberhohen
weniger der Summe aller Differenzen der
Wasserhohen. Fir verschiedene Druck-
intervalle kann man durch geeignete Kin-
stellung der Héhne einzelne Rohre aus-
und einschalten. So ist in der Fig. 1041
der Hahn oben zwischen 5 und 6 und
: unten zwischen 10 und 11 geiffnet, so
Manometer fiir hohe Drucke nach Thiesen. daB sich hier der Niveauunterschied aus-
gleichen kann.

o e

Flissigkeitsmanometer der in Fig. 1042 gezeichneten Form sind z. B. zur
Kontrolle des Gasdruckes in (iasentwicklungsgefiBen sehr geeignet. Aus der
Hohe der in dem langen Robre aufsteigenden Fliissigkeitssiule erkennt man
die GroBe des Uberdruckes in der Flasche; analog wie in Fig. 1043 die
Siule A B den Wert des Unterdruckes — gegeniiber dem dulieren Luftdruck —
erkennen liBt.

Zur Messung kleiner Druckdifferenzen kann die Genauigkeit des gewdhnlichen
Flissigkeits-U-Robr-Manometers dadurch gesteigert werden, daf man ihm die in
Fig. 1044 gezeichnete Form3) gibt, und es mit zwei sich nicht mischenden Flissig-

1) Auf die Methoden der Druckmessung, welche auf der Anderung des Brechungs-
uotienten mit dem Drucke beruhen. soll hier nicht naher eingegangen werden.
etreffs einer interferometrischen Messung hoher Drucke vgl. L. vaun Doren,
H. K. Parker und P. Lotz, Journ. Amer. Chem. Soc. 48, 2497, 1921.

2) M. Thiesen, Zeitschr. f, Instrkd. 1, 114, 1881.

-8) Kretz, Dinglers Journ. 190, 16, 1868.
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keiten geeigneten spezifischen (ewichtes fillt, Ist die zwischen A4 und B
herrsch(lalnde Druckdifferenz a mm Wassersiule, so ist die beobachtete Verschiebung v
der Stelle S

«
o =

% — o+ Zé (@t op)

wo o, und g, die Dichten der beiden Flissigkeiten, ¢ und ¢ die Querschnitte
des U-Rohres und der Krweiterungen sind. Durch passende Wahl der Fliissig-
keiten (z. B. Terpentindl, Alkohol-Wasser-Gemisch) kann die Verschiebung » sehr
groB gemacht werden.

Hiufig benutzt man zur Messung kleiner Drucke auch eine sogenannte
Barometerprobe, d. h. ein abgekiirztes Barometer, wie es in Fig. 1045 dar-
gestellt ist.

Bei sehr kleinen Drucken bzw. Druckdifferenzen sind die gewohnlichen
Fliissigkeitsmanometer zur Messung nicht geeignet, da die Verschiebung der

Fig. 1043. Fig. 1044.

Fig. 1042.

0

|
vB
Fliissigkeitsmano-
meter
Einfaches Fliissigkeits-, Einfaches Manometer fiir zur Messung kleiner Barometer-

manometer. Unterdruckmessungen. Druckunterschiede. probe.

Flissigkeitssiule zu gering ist, um eine genaue Ablesung zu gestatten. Neigt
man das Rohr aber gegen die Vertikale, so entspricht einer kleinen Hohen-
differenz eine groBere Verschiebung des Fliissigkeitsspiegels lings des Rohres.
Die auf dieser {berlegung beruhende Toeplersche Fig. 1045,
Drucklibelle ist in Kap. X, § 15 nadher beschrieben.

Ein anderer Apparatl) zur Messung kleiner
Druckdifferenzen ist in Fig. 1046 abgebildet.

Das aus zwei kommunizierenden Kammern be-
stehende Gefial ist durch aufgelegte Glasplatten,
deren hintere eine Skala tragt, verschlossen. Die
Rohren r und ' fihren zu den Raumen, deren
Druckdifferenz gemessen werden soll. Mittels zweier  Manometer zur Messung
Mikroskope beobachtet man von vorn die Stellung n:cl:\i;el:i:)::f.kﬂinﬂ:rl:g:::el.
der Quecksilbermenisken oder besser die der Mitte
zwischen der nachsten sichtbaren Teilungslinie und ihrem Spiegelbild im
Quecksilber. Ktwaige Unsymmetrieen des Apparates, die die Ablesung falschen

1) M. Thiesen und K. Seheel, Zeitschr. f. Instrkde. 21, 175, 1901.
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kénnten, eliminiert man durch zwei Messuhgen, bei denen durch Vertauschung
der Zuleitungen r und r’ auch die Einstellungen in den beiden Kammern
vertauscht werden.

Ein von Rayleigh!) angegebenes Manometer fiir kleine Druckdifferenzen
ist in Fig. 1047 dargestellt.

Der ganze Apparat ist um eine senkrecht zur Zeichenebene stehende
Achse drehbar. Er wird zundchst, wihrend in beiden GefiBen der gleiche
Druck herrscht, so eingestellt, da8 die beiden
Spitzen s, und s, gerade die Quecksilberober-
fliche beriihren, welche durch ein bei 4 ange-
schlossenes Vorratsgefal reguliert werden kann.
Werden die beziiglich ihres Druckes zu ver-
gleichenden Réiume bei 7, und r; angeschlossen,
so muB, damit wiederum beide Spitzen die Ober-
fliche gerade berithren, der Apparat etwas
geneigt werden. Die hierzu erforderliche Drehung
1aBt sich, eventuell mit Spiegelablesung, sehr
genau bestimmen und aus ihr die gesuchte
Druckdifferenz ermitteln. Eine Abinderung
dieses Apparates, durch die auch eine Erweiterung des MeBbereiches erreicht
wurde, ist von Scheel und Heuse?) angegeben worden. Die MeBgenauigkeit
kann noch dadurch erhoht werden, daf die Feststellung der Berithrung der
Quecksilberoberfliche durch die Spitzen vermittelst SchlieBens eines elek-
trischen Kontaktes erfolgt 8).

Fir die Messung auBerordentlich kleiner Druckdifferenzen, bei denen eine
Verschiebung der Flissigkeitsoberflichen nicht mebr meBbar ist, kann man
in der Weise verfahren, daB man in einem Flissigkeitsfaden kleine Teilchen
zum Schweben bringt, deren Bewegung (eventuell mit einem Mikroskop) beob-
achtet werden kann¢). Eine Druckdifferenz auf den beiden Seiten des Flussig-
keitsfadens macht sich durch eine Verschiebung der Teilchen bemerkbar. —
Noch empfindlicher 1iBt sich dieses Manometer dadurch machen, daf man
schwebende Teilchen nicht in einer Fliissigkeit, sondern in einem Gase beob-
achtet 8) (z. B. Rauchteilchen) und aus ihrer Bewegung auf die Drucke schlieBt.
Auf diese Weise kann man bei Drucken von der Gréfenordnung einer Atmo-
sphire noch Druckiinderungen bis 10~ ®mm Quecksilber messen.

Die Ablesung der Héohe der Fliissigkeitssdulen erfolgt entweder, wie
schon bei Gelegenheit des in Fig. 1047 gezeichneten Manometers besprochen
wurde, mit feinen Spitzen oder, wenn nicht aulerste Genauigkeit erstrebt
wird, durch Ablesen an einem hinter dem Manometer angebrachten MaBstab,
der oft, um Parallaxe zu vermeiden, auf einen Spiegel geritzt ist. Genauer

1) Lord Rnylelgh Zextschr f. phys. Chem. 87, 718, 1901.
’) K Scheel und W. Heuse, ;ltlchl f. Inatrkde 2‘) 344, 1909.
Z.B. E. Henng. Ann. d. Phys. 21, 319, 1906; vgl. auch W. Gaede, Habili-
tltmnuchnﬂ. Freiburg 1. B. 1910.
4 F lohaud Ann. de phys. 17, 382, 1922,
5) 0 E. Fllvold Physik. Zextschl 22, 605, 1921,

Fig. 1047.

Manometer zur Messung kleiner
Druckdifferenzen nach Rayleigh.
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wird die Messung durch Benutzung eines Kathetometers. Eine exakte Ablesung
kann auch dadurch erreicht werden, da8 ringférmige Visiere um die Mano-
meterrohre geschoben und so eingestellt werden, daB die Fliissigkeitsoberfliche
und der untere Visierrand sich gerade tangieren!) (vgl. z.B. Fig. 1059,
S. 1239). :

Bei den meisten Ablesungen an Flissigkeitsmanometern ist die in
manchen Fillen sehr betrichtliche Einwirkung der Kapillaritit zu beriick-
sichtigen. Diese ruft eine Krimmung der Oberfliche hervor, die, je nachdem
die Flissigkeit die Rohrwinde benetzt oder nicht, nach oben konkav bzw.
konvex ist. Man stellt immer auf den Scheitel des Meniskus, also beim
Quecksilber (Kapillardepression) auf die obere, bei den meisten anderen
Flassigkeiten auf die untere Tangentialebene des Meniskus ein. In jedem
Falle tritt zu dem Druck der Flissigkeit noch der Einfluf der Kapillar-
wirkung hinzu. Dieser ist sehr schwer genau zu beriicksichtigen. Am besten
ist es, die Manometer so zu konstruieren, daB die Messung an Stellen erfolgt,
wo die Rohrweite so betrichtlich ist, dal die Oberfliche als eben betrachtet
werden kann. Dies ist nicht immer méglich; denn z. B. bei Quecksilber
betragt die Kapillardepression bei 15 mm Rohrweite noch etwa 0,1 mm. Fir
engere Rohren wiichst sie stark an. Wire die Depression bei gleicher Rohren-
weite immer dieselbe, so konnte sie in Rechnung gebracht werden; sie hingt
aber auler von der Rohrweite noch von der Héhe des Meniskus ab, die ihrer-
seits -wiederum durch die Art der Wand- und Flissigkeitsoberfliche sowie
durch das dariiber befindliche (ias bestimmt ist. L8t sich die Hohe des
Meniskus ermitteln, so kann fir Quecksilber aus Tabellen?) der Wert der
Kapillardepression wenigstens angendhert entnommen werden, wenn auBerdem
noch der innere Rohrdurchmesser bekannt ist.

b) Kolbenmanometer. Bei den bisher beschriebenen Manometern
wurde der Druck durch das hydrostatische Gewicht einer Fliissigkeitssaule
gemessen, die ihm das Gleichgewicht hélt. Zur Messung hoher Drucke ist
aber, selbst bei Verwendung des schweren Quecksilbers, eine sehr groBe Hohe
der Flissigkeitssiule erforderlich. Um diese zu vermeiden, hat man Mano-
meter konstruiert, bei denen nicht das Gewicht einer Fliissigkeit, sondern das
eines festen Korpers dem zu messenden Druck das Gleichgewicht halt. Bei
diesen Manometern (Kolbenmanometern oder Druckwaagen) wird der Druck
durch eine Fliissigkeit auf einen Kolben von bekanntem Querschnitt ber-
tragen, der in einem senkrecht stehenden Zylinder frei beweglich ist. Durch
Gewichte, mit denen dieser Kolben belastet wird, kann die GroBe des Druckes
gemessen werden; und zwar dadurch, daB so lange (Gewichte aufgelegt werden,

bis der Kolben seine Stellung beibehilt. Die Dichtung des Kolbens gegen
" den Zylinder erfolgt bei verschiedenen Ausfiihrungsformen in verschiedener
Weise; teils dadurch, dal eine zihe Flissigkeit zur Ubertragung benutzt
wird, die nur ganz langsam an dem Kolben vorbeitritt, teils durch Leder-

1) Uber andere Ablesemethoden vgl. z. B. K. Prytz, Ann.d. Phys. 16, 735,1905.
%) Z.B. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik.
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dichtungen. Zur Verringerung der Reibung kann der Kolben in Rotation
versetzt werden. Um bei der Messung sehr hoher Drucke die Verwendung
sehr grofer Gewichte bzw. sehr diinner Kolben zu vermeiden, liBt man die
Gewichte indirekt durch Vermittlung eines Hebels auf den Kolben wirken,
[2. B. bei der Stiickrathschen Druckwaage]!). Auf andere Weise kann dasselbe
dadurch erreicht werden, daB man den zu messenden Druck nach dem Prinzip
einer umgekehrt wirkenden hydraulischen Presse reduziert [Desgoffesches
oder Amagatsches Manometer]2?). Wirkt der Druck p auf einen Kolben vom
Querschnitt g, und driickt dieser Kolben auf einen gréBeren Kolben vom
Querschnitt ¢ und dieser wiederum auf eine Fliissigkeit, so herrscht in dieser

der Druck Péq- Dieser Druck kann leichter, unter Umstinden mit einem

Quecksilbermanometer, ermittelt werden. Zur Festlegung des Wertes von p
mub also ¢/ bekannt sein. Dies wird entweder durch direkte Ausmessung
oder bei nicht zu groBen Drucken durch Vergleich mit einem Quecksilber-
manometer bestimmt. Bei hoheren Drucken mul die Deformation von Kolben
und Zylinder beriicksichtigt werden 3).

Eine Verringerung der zur Messung hober Drucke erforderlichen Gewichte
léBt sich auch durch Verkleinerung des Kolbenquerschnittes erzielen; jedoch
ist dem durch die notwendige Stabilitit eine Grenze gesetzt.
Diese ist aber durch Verwendung von Differentialkolben
sehr stark zu erweitern. Bei dem schematisch in Fig. 1048
dargestellten Differentialkolbenmanometer wirkt der Druck
durch eine im Hohlraum % befindliche durch b mit dem zu
N messenden Druckraum kommunizierende Flissigkeit auf die
Schema eines Diffe- beiden miteinander verbundenen Kolben K; und K,. Die

rentialkolben- beiden Kolben haben verschiedenen Querschnitt, und
manometers. . .
wirksam ist infolgedessen nur die Differenz der Quer-
schnitte, so dab also ein solches Instrument ein Manometer mit sehr
ditnnem Kolben ersetzen kann.

Fig. 1048.

§ 10. Flastische Manometer. Fir viele Zwecke hat es sich als
praktisch erwiesen, den zu messenden Druck nicht, wie bei den bisher be-
schriebenen Manometern, durch ein Gewicht zu kompensieren, sondern ihn
durch die elastischen Krifte zu messen, die beim Deformieren der Gefaf-
wandungen durch den wirkenden Druck auftreten. Man benutat meist die
Deformationen von Platten oder von gebogenen Réhren*). Das Prinzip der
letzteren (Bourdonsche Federn) ist folgendes: Eine aus diinnem Metall-
blech hergestellte Réhre von ovalem Querschnitt und der in Fig. 1049 an-
gedeuteten Form wird ihre Krimmung éndern, wenn der Druck im Innern

1) H.F. Wiebe, Zeitschr. f. Instrkde. 30, 2056, 1910.

%) E. H. Amagat, Ano. de chim. et phys. 29, 70, 1893.

%) Niberes vgl. z. B. P. P.Koch und E. Wagner, Apn. d. Phys. 81, 81, 1910,
und L. Holborn, Ann. d. Phys. 54, 503, 1917.

4) Uber die Theorie derselben vgl. H.Lorenz, Physik. Zeitschr. 18, 117, 1917.
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ein anderer ist als im AuBenraum. Wird durch das Réhrchen r Luft
aus der Rohre entfernt, so wird sie sich stirker kriimmen, umgekehrt
streckt sie sich, falls der Innendruck groBer ist als der #&ubere. Wird
das eine Ende des Rohres festgehalten, so kann die Verbiegung des andern
auf ein Zeigerwerk iibertragen werden. Falls man den Apparat bei r luft-
dicht verschlieBt, so zeigt er die Verinderungen des &uBeren Druckes an;
andererseits kann er, wenn r mit dem Raum, in dem der Druck gemessen
werden soll, verbunden wird, die Druckinderungen dieses Raumes gegen-
dber dem Aufenraum angeben. Statt einer solchen einfachen Bourdon-
feder kann man, wenn es sich um Messungen sehr kleiner Drucke handelt,
eine spiralférmig gewundene (vgl. Fig. 1050) benutzen, deren Drehung —
eventuell mit einem Spiegel — festgestellt wird.

o L

Fig. 1049.

Fig. 1051,

Fig. 1050.

Manometer mit spiral-
formig gewundener Manometer
Bourdonsche Feder. Bourdonfeder. mit Bourdonrohr.

Fig. 1051 zeigt ein solches Instrument mit einfacher Feder, das wohl
keiner Erlduterung mehr bedarf. Die Eichung erfolgt empirisch mit Quecksilber-
oder andern Manometern. Derartige Instrumente werden speziell fiir technische
Druckmessungen sehr hiufig verwandt.

Nach dem Prinzip der Bourdonfeder ist von E. Ladenburg und Lehmann
ein Manometer aus Quarzglas konstruiert worden ). Dies bietet hauptsichlich
den Vorteil, daB es gegen chemische Einfliisse der Gase, deren Druck gemessen
werden soll, weitgehend unempfindlich ist. Die erreichbare Empfindlichkeit
148t sich durch Spiegelablesung vergrofern, aber kaum héoher als bis 10~3 mm
bringen.

Wie schon erwihnt, lassen sich auch die Durchbiegungen von Platten,
die einen Teil der Wande des Druckgefales bilden, zur Druckmessung ver-
wenden 3). Von Scheel und Heuse?3) ist ein empfindliches Instrument nach
dieser Methode konstruiert worden, das sehr kleine Druckdifferenzen (bis zu

1) E. Ladenburg und E. Lehmann, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 8, 20,
1908; vgfls. auch M. Bosenstein, Chem. Ber. 51, 1640, 1918.
'& etreffs eines Membranmanometers aus Quarz vgl. auch H. Braune,
Zeitsohr. f. phys. Chem. 102, 480, 1922,
3) K. Scheel und W, Heuse, Zeitschr. f. Instrkde. 29, 14, 1909.
Mdaller-Pouillet I, 2. 11. Aufi. 73
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10— 4mm) zu messen gestattet; die Messung der Plattendurchbiegung erfolgt
mit einer empfindlichen Interferenzmethode.

Betreffs einer andern Form eines Membranmanometers sei noch auf das
spiter (§ 23) beschriebene Barometer von Vidi hingewiesen.

Ein Membranmanometer ist auch das Kénigsche Flammenmanometer,
bei dem die zu messenden Druckschwankungen (z. B. Schallschwingungen)
durch eine Membran auf einen Leuchtgasstrom iibertragen werden. Kine durch
diesen gespeiste Flamme gibt danu die Druckschwankungen durch entsprechende
Lingeninderungen wieder ).

§ 11. Widerstandsmanometer. Nur fiir sehr hohe Drucke anwendbar
ist eine Methode, welche die Abhingigkeit des Widerstandes eines Metalles
vom #uBeren Druck zur Messung desselben verwendet. Man

Fig. 1052.

benutzt hierzu Metalle, deren Widerstand moglichst wenig
temperaturabhingig ist, und ubertrigt den Druck durch eiuve
Flussigkeit auf den Korper, dessen Widerstandsdnderungen
bestimmt werden sollen. Da diese sehr klein sind, so sind
sehr genane Widerstandsmessungen erforderlich 2).

§ 12. Kompressionsmanometer. Eine Reihe von
wichtigen MeBmethoden sowohl fiir grolle wie auch fir kleine
Drucke beruht auf der Anwendung des Boyle-Mariotte-
schen Gesetzes. Ein fir grofere Drucke verwendbares Mano-
meter zeigt Fig. 1052. Bei diesem wird ein bestimmtes Gas-
volumen von einer Sperrflissigkeit (Quecksilber), auf welche
der zu messende Druck wirkt, je nach der GréBe desselben
mehr oder weniger komprimiert. Durch den Kanal a ver-
breitet sich der Druck in den Raum b. In demselben steht
ein mit Quecksilber gefiilltes Gefal, in welches eine mit Luft
gefillte Glasrohre eintaucht. Der Druck treibt das Queck-
silber in das Rohr, wodurch die eingeschlossene Luft kom-
primiert wird. Wenn sie auf 1’y, !, usw. ihres urspriinglichen
Volumens zusammengedriickt ist, so iibt sie einen Uberdruck
von 2, 4 usw. Atmosphiren aus. Da mit hoheren Drucken die
Ablesegenauigkeit kleiner wird, benutzt man haufig Glasrohre,

die sich nach oben zu verjiingen, so daB eine gleichmallige Ab-

Kompressions-  lesegenauigkeit ermoglicht wird. Bei groBen Drucken miissen

";:::;\‘:"f:f:df:' die Abweichungen des komprimierten (Gases vom Boyleschen
Gesetz beriicksichtigt werden.

Zur Messung sehr kleiner Drucke wird sehr hiufig das nach Mac Leod

genannte Kompressionsmanometer benutzt, dem ehenfalls das Boylesche

Gesetz zugrunde liegt. Im Gegensatz zu dem eben beschriebenen Manometer,

1) R. Konig, Quelques expériences d’acoustique. Paris 1882,
%) K. Lisell, Diss. Upsala 1902 und P. W. Bridgman, Proc. Nat. Ac. Sc. 8.
10, 1917,



§12. Kompressionsmanometer, 1235

bei dem man das Volumen einer konstanten Menge Gas miBt, wird bei
diesem Apparat ein bestimmtes Volumen des Gases, dessen Druck gemessen
werden soll, durch Quecksilber abgesperrt und soweit komprimiert, bis der
Druck deutlich meBbar ist. Aus dem Werte dieses Druckes und dem Kom-
pressionsverhiltnis, das bekannt sein muB, kann der unbekannte Gasdruck
ermittelt werden.

Fig. 1053 zeigt ein solches Manometer. Die Glasbirne B, deren Volumen V
genau bekannt ist, kommuniziert durch das Rohr R mit dem Raum, dessen Gas-
druck gemessen werden soll. Nach oben ist an die Birne eine kalibrierte Kapillare K
angeschmolzen ; durch das Rohr n, welches mindestens Barometerhéhe haben muB,
steht B mit einem QuecksilbergefiB G, welches gehoben und gesenkt werden kann,
in Verbindung. Ist das Gefi ' soweit gesenkt, daB das Quecksilber unterbalb
der Offnung o steht, so herrscht in B derselbe Druck wie in dem zu messenden

Fig. 1054.

Fig. 1053.
R
Kiltr
8
0
G
Kompressionsmanometer fiir niedrige Abgekiirztes Mac Leod sches
Drucke (Mac Leod). Manometer.

Raum. Durch Heben von G steigt das Quecksilber in B hoch und sperrt in der
Birne B ein bekanntes Gasvolumen V ab. Durch weiteres Heben von G wird dies
Gas in die Kapillare zusammengedriickt, bis sein Druck so gro8 geworden ist, daf
er durch eine Héhendifferenz des Quecksilbers in dem Rohr 7 und der Kapillare
meBbar ist. Ist diese Differenz /1 und ist das Volumen der Kapillare, in welches
das Gas zusammengedriickt ist, v, so ist der unbekannte Gasdruck i-v/V. Die
Teilung des Rohres R in ein weiteres und ein engeres r, welches denselben Durch-
messer wie die Kapillare hat, ist zu dem Zwecke vorgenommen, um den Einfluf
der Kapillardepression auf die Messung von /i zu vermeiden. Zur VergroSerung
des MeBbereiches des Apparates verwendet man hiufig Kapillaren, die in bekanntem
Verhiltnis abgestuft sind. Das Mac Leodsche Manometer bietet die Moglichkeit,
Drucke bis zu sehr kleinen Werten (10—7 mm) zu messen. Wie aus der Wirkungs-
weise des Instrumentes hervorgeht, zeigt es den Druck des Quecksilberdampfes
nicht an, da dieser im Apparat immer gesittigt ist. Kbenso ist es zur Messung
des Druckes leicht kondensierbarer Gase nicht brauchbar. Uber die Fehlerquellen

78*
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dieses Manometers und deren Vermeidung liegt eine Reihe von Untersuchungen vor?).
Fiir spezielle Zwecke ist es vielfach abgeindert worden, besonders hat man ver-
sucht, ihm eine méglichst handliche Form zu geben?). Eine solche, bei der das
lange Rohr n dadurch vermieden wird, daB iiber dem Quecksilbergefdl G ein luft-
verdiinnter Raum (z. B. mit einer Wasserstrahlpumpe) erreugt wird, zeigt Fig. 1054.
Man bat auch das Mac Leodsche Manometer mit sndern Manometern kom-
biniert, und zwar in der Weise, da man den Druck des abgeschlossenen kom-
rimierten Volumens, wenn derselbe zur direkten Messung zu klein ist, auf anderm
ege feststellt. [Durch Wirmeleitung %) (§ 13) oder durch elektrische Ent-
ladungen*) (§ 14)]. Man kann suf diesem Wege den MeBbereich des Instrumentes
bis etwa 10—1°mm erweitern.

§ 13. Manometer fiir sehr kleine Drucke. Die weiteren noch zu
besprechenden Methoden der Druckmessung beruhen auf den GesetzmibBig-
keiten, denen die Gase bei kleinen Drucken folgen, und sind infolgedessen
auch nur zur Messung geringer Gasdrucke®) brauchbar. Die Theorie dieser
MeBmethoden ist in Band III, 2 dieses Buches behandelt. Hier sollen nur die
prinsipiellen Grundlagen der einzelnen Methoden erwihnt werden, wihrend
die genaueren Einzelheiten der verschiedenen Konstruktionen bei den ange-
gebenen Literaturstellen nachgesehen werden konnen.

Eine Reihe von MeBmethoden ist auf Grund der Gesetze der Gasreibung
entwickelt worden. Bei dem Manometer von Hogg?) mift man die Dimpfung,
die eine in dem Gase schwingende Scheibe erfihrt und benutzt das Abklingen
der Schwingungsamplitude als MaB fir den Druck des um-
gebenden Gases. Hiufiger als dieses Instrument ist das von
Langmuir?), Haber und Kerschbaum #) angegebene Quarz-
fadenmanometer benutzt worden. Bei diesem wird aus der
Dampfung, die ein schwingender Quarzfaden in dem Gase,
dessen Druck gemessen werden soll, erfahrt, auf den Druck

F des Gases geschlossen. Die Konstruktion geht aus Fig. 1055
hervor. In die Kuppe eines Glasrohres ist (mit Hilfe von
Zwischengliasern mit abgestuften Ausdehnungskoeffizienten) ein
diinner Quarzfaden F' eingeschmolzen. Dieser Faden wird

(i‘;‘n':::’:: durch leichte Schlige an die Glaswand in Schwingungen ver-

setzt und das Abklingen der Amplituden beobachtet. Ein

groBer Vorteil dieses Manometers ist der, da8 es keine Metallteile enthilt,

welche bei hohem Vakuum Gas abgeben konnten, und dal es sehr wider-
standsfihig gegen chemische Einwirkungen ist.

Ebenfalls auf der Gasreibung und ihrer Verinderlichkeit mit dem Druck
(bei geringen Werten desselben) beruht ein von Langmuir?) angegebenes Mano-
meter. Bei diesem sind in einem (efaB zwei runde Scheiben in geringem

Fig. 1055.

1 ;)llgb%cheel und W.Heuse, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 10, 785, 1908 und
, 13, 3

8) Zum Beispiel H. J. Reiff, Zeitschr. f. Instrkde. 84, 97, 1914.

3) A, H. Pfund, Phys. Rev. 18, 78, 1921.

4) H. Stintzing, Zeitschr. f. phys. Chem. 108, 70, 1924

6) Siehe auch § 12.

¢) J. L. Hogg, Proc. Am. Ac. 45, 3, 1909.

7) I. Langmuir, J. Am. Chem. Soc. 85, 1907, 1918.

8) F. Haber und F. Kerschbaum, Zeitschr. f. Elektrochem. 20, 296, 1914.

%) I Langmuir, Phys. Rev. 1, 337, 1918.
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Abstand iibereinander angebracht. Von diesen kann die untere in schnelle
Rotation versetzt werden, die obere ist an einem Quarzfaden aufgehingt.
Rotiert die untere Scheibe, so wird je nach dem Gasdruck in dem Gefil durch
die Reibung der Gasmolekiile ein mehr oder minder groBes Drehmoment auf
die obere Scheibe iibertragen, welche sich dementsprechend um einen mehr
oder minder grofen Winkel drehen wird. Die GroSe dieses Winkels, welche
(eventuell mit Spiegelablesung) gemessen werden kann, ist ein MaB fiir den
Gasdruck. Dies Instrument gestattet Druckmessung bis zu Drucken von
10~ 7 min herab.

Auf Grund seiner Untersuchungen iiber das Verhalten der (ase bei
geringen Drucken!) hat Knudsen ein ,absolutes Manometer® konstruiert.
Die Wirkungsweise desselben beruht darauf, daB zwei Platten, die, auf
verschiedener Temperatur befindlich, sich in einem Gase von geringemn Druck
einander gegeniiberstehen, mechanische Krifte aufeinander ausiiben. Denn
die Molekiile, welche von der Oberfliche der heiBeren Platte reflektiert werden,
haben im Durchschnitt eine groBere Geschwindigkeit als die von der kilteren
zuriickgeworfenen. Diese Geschwindigkeitsdifferenz ruft eine Bewegung der
Platten hervor, durch deren Messung der Gasdruck ermittelt werden kann.
In Band III, ¢ dieses Buches ist die Theorie dieses Manometers behandelt; dort
gind auch einzelne Konstruktionsbeispiele angefiihrt. Auf &dhnlichen Uber-
legungen wie das Knudsensche Manometer beruht eine Reihe anderer Mano-
metertypen 2).

Da bei geringen Drucken das Wirmeleitvermégen eines Gases, ebenso
wie seine Reibung, vom Drucke abhingig ist, kann auch eine Messung der
Wirmeleitfihigkeit zur Druckbestimmung verwandt werden. Auf diesem
Gedanken beruht das Manometer von Pirani3), das spiter von Hale4) ver-
bessert worden ist5). In dem Gase, dessen Druck bestimmt werden soll, wird
ein diinner Draht ausgespannt und durch elektrischen Strom auf eine gegen
die Gefilwande erhohte Temperatur gebracht. Der vom Draht zu den
Wanden iibergehende Warmestrom hingt vom Druck des umgebenden Gases ab.
Je groBer derselbe ist, um so mehr wird der Draht gekiihlt werden, um so mehr
wird sein elektrischer Widerstand abnehmen. Durch Messung des Drahtwider-
standes kann also auf den Druck des umgebenden Gases geschlossen werden.
Die Eichung solcher Manometer erfolgt meist empirisch; die MeBgenauigkeit
ist sehr groB und gestattet Druckmessungen bis zu 10~7 mm herab.

Ebenfalls auf der Wirkung der mit dem Druck variierenden Wirme-
leitung beruht ein bei Heraeus konstruiertes Manometer. Bei diesem wird
von einem Warmestrahler (Glithlampe) ein Thermoelement, welches in dem zu
untersuchenden Gase angebracht ist, durch Strahlung erwirmt. Die Tem-
peratur, die dieses Element annimmt, und entsprechend die von ihm erzeugte
Thermokraft hingt von der Wirmeleitfahigkeit des umgebenden Gases ab.

1) M. Knudsen, Ann.d. Phys. 82, 809, 1910.

3) Vgl. die 8. 1225 angegebenen Biicher.

8) M.v. Pirani, Verh, d. Deutsch. Phys. Ges. 8, 686, 19086.

4) C.F.Hale, Trans. Am. Electrochem. Soc. 20, 243, 1911.

8) Nahere Angaben auch bei M. Knudsen, Ann. d. Phys. 88, 385, 1927.
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Diese Thermokraft kann also zur Messung des Druckes verwandt werden.
Abnliche Manometer sind von Voege!) und Rohn?) angegeben worden.

§ 14. Elektrische Manometer. Die letzten noch zu besprechenden
Methoden der Druckmessung beruben auf der Beobachtung von elektrischen
Entladungsvorgingen in Gasen. Legt man an ein nicht zu enges zylindrisches
Glasrohr, in das zwei Elektroden eingeschmolzen sind, die Spannung eines
mittelgroSen Funkeninduktors, so ist von einem Gasdruck von etwa 4 cm ab-
wiirts eine leuchtende Entladung zu beobachten. Das Aussehen dieser Ent-
Jadung erlaubt unmittelbar einen SchluB auf die GroBenordnung des in dem
Gefall herrschenden Druckes zu ziehen 3).

Bei sehr geringen Drucken (unterhalb 10— 5mm) setzt die selbstindige
Entladung aus. Durch Schaffung kiinstlicher Elektronenquellen (Glihdraht
u. 4.) ist aber auch bei diesen und noch erheblich kleineren Drucken ein
Stromitbergang zu erzielen. Aus der Messung der Stirke des flieBenden
Stromes, welche vom Druck des Gases sehr wesentlich abhingig ist, kann auf
die Grofle dieses Druckes geschlossen werden. Man kann mit solchen ,Iloni-
sationsmanometern“ noch duBerst geringe Drucke bis zu Werten von 10~ mm
herab nachweisen 3).

B. Barometer.

§ 15. Allgemeines. Wie bereits oben erwihnt, bezeichnet man die-
jenigen Manometer, welche speziell zur Messung des atmosphérischen Luft-
druckes dienen, als Barometer. Wegen der groBen Bedeutung der Barometer
sollen diejenigen Manometerformen, welche als Barometer Verwendung finden,
in den folgenden Paragraphen gesondert bebandelt werden. Es kommen hierfiir
im wesentlichen spezielle Formen der Fliissigkeits- sowie der Metallmanometer
(vgl. § 9 und 10) in Frage.

§ 16. GefiiBbarometer. Dies Instrument ist dem urspringlichen
Torricellischen Versuche (vgl. Kap. X, S. 1029) entsprechend gebaut. Seine
einfachste Form ist in Fig. 1056 dargestellt. Der Luftdruck wird durch die
Héhendifferenz zwischen der unteren Quecksilberoberfliche und der Queck-
silberkuppe in der Rohre gemessen.

Um die eigentlich in jedem Falle notwendige Messung beider Oberflichen
zu umgehen, hat man bei manchen Konstruktionen das untere GefaB so grof ge-
macht, da8 die durch die Luftdruckschwankungen auftretenden Schwankungen der
Hohe seines Spiegels unterhalb der MeBgenauigkeit des Apparates bleiben. In
diesem Falle genugt die Ablesung des Quecksilberstandes im Rohr zur Messung.
In anderer Weise hat man die doppelte Héhenmessung dadurch umgangen, daB
man die verinderliche Hohe des Quecksilbers im unteren Gefdl aus dem Durch-
messerverhiltnis zwischen Gefal und Rohr berechnet hat. Um die Rechnung zu
vermeiden, benutzt man hiufig Instrumente, bei denen die Teilung, an der der
(i_:‘mckulberstn.nd abgelesen wird, in dem angegebenen Verhidltnis verkleinert ist
[Fig. 10567]4). Eine sehr verbreitete Form des Gefilbarometers ist von Fortin an-

1) W.Voege, Physik. Zeitschr., 7, 498, 1906.

2) W.Rohn, Zeitschr. f. Elektrochem. 20, 5389, 1914.

8) Niheres siebe z. B.in den Seite 1225 angegebenen Biichern.

4) Die Fig.1057 und 1068 sind mit freundlicher Erlaubnis des Verlags Gustav
Fischer, Jena, dem Handbuch der Naturwissenschaften Bd.I entnommen.
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gegehen worden. Fig. 1068 zeigt den unteren, Kig. 1059 den oberen Teil und
'ig. 1060 das ganze Iustrument samt Stativ.

Der Boden des QuecksilbergefiBes, das in Fig. 1058 dargestellt ist, wird durch
einen Lederbeutel gebildet, gegen welchen von unten her der abgerundete Kopf
der Schraube ~ drickt. Durch eine Drehung der Schraube s wird also der Queck-
silberspiegel gehoben oder gesenkt. Am Deckel des GefiBes ist ein Stift befestigt,
dessen untere Spitze der Nullpunkt der Barometerskala ist. Durch Drehen der
Schraube s ist ¢s moglich, die Obertiiche des Quecksilbers gerade so hoch zu heben,
dall sie die Spitze des Stiftes beriihrt, d. h. daB sie genau am Nullpunkt der Skala

steht. Ist diese Kinstellung geschehen, so kann der
Fig. 1057 Barometerstand ohne weiteres an der Stellung der
8- 1097 Quecksilberkuppe abgelesen werden. Dies geschieht
§ mit der in Fig. 1059 gezeichneten Vorrichtung. Man
% stellt die Messinghillse «wa, welche auf dem Baro-
meterrohr verschiebbar ist, so ein, daB die obere Kante
des Schlitzes, durch den man beobachten kann, gerade
die Quecksilberkuppe tangiert. Zur genaueren Ab-
lesung ist ein Nonius angebracht. Kin geeignetes Stativ
mit cardanischer Aufhéangung zeigt Fig. 1060. Klappt
man es zusammen, so bilden die Fiille ein Gehause,
in welechem das [nstrument verpackt und transportiert
werden kann.

Fig. 1056,

Fig. 1038, Fig. 1060.

Fig. 1059.

Gharometer. unterer Teil oberer Teil in Stativ
GefidBbarometer nach Fortin.

§ 17. Heberbarometer. Bei diesen Barometern endigt das Barometer-
rohr nicht in einem (efill, sonderu biegt unten heberférmig um und endet
in einem kurzen Schenkel, wie es in Fig. 1062 dargestellt ist. An den Stellen
der unteren und oberen Quecksilberkuppe mull das Rohr, um den Einfluf der
Kapillardepression moglichst zu vermeiden, gleichen Durchmesser haben. Falls
dies vollkommen erreicht wiirde und die Temperatur ganz konstant bliebe, so
wiirde bei Schwankungen des Luftdruckes das Quecksilber in dem einen
Schenkel um ebensoviel steigen, wie es im andern fillt; es wiirde also eine
Ablesung an einer Kuppe geniigen. Da aber die beiden Voraussetzungen nie
erfilllt sein konnen (vgl. &.1231 und 1242), so ist die Beobachtung beider
Kuppen unerlablich.
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Fig. 1081.

Heberbarometer.

Dies geschieht bei den einzelnen Konstruktionen der
Heberbarometer in verschiedener, aber meist leicht ersichtlicher
Weise. Fig. 1061 zeigt ein solches hiufig benutztes Instrument,

Fig. 1062 stellt eine von Gay-Lussac angegebene Form des
Barometers dar. Der offene Schenkel hat nur die kapillare Off-
nung a, groB genug, um Luft frei eintreten zu lassen, aber zu klein,
als daf das Quecksilber auslaufen kénute. Man hat dadurch erstens
den Vorteil, dafl das Quecksilber gegen das Eindringen von Staub usw.
geschiitzt 1st, und ferner den, daB man es leicht transportieren
kann; denn selbst bei villigem Umkehren (Fig.1063) kann kein
Quecksilber auslaufen. Damit man das Barometer wieder in die
normale Stellung bringen kann, ohne daf Luft in den lingeren
Schenkel eintritt, hat Bunten die in Fig.1064 abgebildete Kin-
richtung getroffen. Diese ,Bunte nsche Spitze* ist eine Art Luft-
falle, welche auch sonst hiufig Anwendung findet. Bei den Gay-
Lussacschen Barometern ist die Teilung meist auf das Glas geitzt.

Fig. 1062. Fig, 1063, Fig. 1065

Heberbarometer nach Buntensche Spitze.  GefiiBheberbarometer
Gay-Lussac, {(Wild-Fuess).

§18. GefiBheberbarometer. Diese Instrumente ver-
einigen die Vorteile des Gefilbarometers mit denen des Heber-
barometers. Die Gefilheberbarometer besitzen vom Fortin-
schen Instrumente den anhebbaren Boden, sind aber doch

doppelschenklig, wie die Heberbarometer.

Fig. 1065 zeigt ein solches Instrument nach dem System Wild -
Fuessl), links die obere Hilfte desselben mit Skala und Ablese-

1) H. Wild, Bulletin de 'Acad. Imp. de St. Pétersbourg, T. XXVIIL, S. 292, 1835,
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vorrichtung, rechts in etwas groferem MaBstab den unteren Teil, wobei durch
teilweise Wegnahme der Winde die Verhindung der beiden Schenkel und die Kin-
richtung des Quecksilbergefilies sichtbar gemacht sind. 4 und B sind die beiden
Schenkel, in denen die Hohe der heiden Quecksilberkuppen bestimmt wird. Sie
reichen beide in das GefaB (’ hinein, dessen Boden mittels der Sehraube G gehoben
oder gesenkt werden kann. Der Schenkel /3 kommuniziert mit der Atmosphare
durch einen Ansatz, welcher durch die Schraube S verschlossen werden kann.
Die Ablesung kann entweder mit einer sehr genauen Ablesevorrichtung .V an
beiden Kuppen erfolgen, oder man stellt mittels der Schraube (+ die untere
Quecksilberkuppe genau auf die Il6he eines am Skalennullpunkt angebrachten
Visicrs ein und liest dann den Stand der oberen Kuppe ab. Das Instrument lilit
sich so einstellen, daB man es auf grofere Strecken transportieren kann, ohne daB
eine Neufullung des Barometerrohres erforderlich ist.

Da diese Instrumente eine sehr genaue Ablesung gestatten und auch die
in dem nichsten Paragraphen zu besprechenden Korrektionen anzubringen
erlauben, so werden sie hiufig als ,Normalbarometer benutzt!), an denen
die Angaben anderer einfacherer Instrumente geprift werden.

§19. Priifung der Barometer. Um mit den beschriebenen Queck-
silberbarometern genaue Werte des Luftdruckes erhalten zu kénnen, miissen
die Instrumente eine Reihe von Bedingungen erfiillen.

Zunichst ist zu priifen, ob das Quecksilber eine blanke Oberllache und einen
wohlausgebildeten Meniskus zeigt, d. h. ob es ganz rein ist. Man benutzt zur
Barometerfiillung entweder direkt, z. B. aus rotem Oxyd her-
gestelltes Quecksilber oder solches, das nach den besten Reini- Fig. 1066.
gungsmethoden gereinigt und destilliert ist2). Schon ein Fehler °
von Y.e4 in der Dichte des Quecksilbers geniigt, um die An-
gaben des Barometers um 0,1 mm zu filschen.

Weiterhin mull iiber dem Quecksilber moglichst voll-
kommenes Vakuum herrschen. Die Torricellische Leere darf
keine Spur von Gas oder irgendwelchen Dimpfen enthalten. Da
aber am Quecksilber sowic an den Glaswandungen stets betricht-
liche Mengen (as haften, muB das Barometerrohr nach dem
Fiillen stark erhitzt (,ausgekocht®) werden. Die Gefahr, dal
das Rohr hierbei springt, ist ziemlich grol; man hat darum
eine Reihe von Kunstgriffen ersonnen, um diese Gefahr moglichst
zu vermindern3), Um das Auskochen nicht jedesmal, wenn durch
einen Zufall Gas in das Vakuum gelangt ist, wiederholen zu
miissen, ist eine Reihe voun Vorrichtungen angegeben worden,
mit denen man das eingedrungene Gas in eine ahgeschlossene
Gasfalle dringen kann. FKig. 1066 zeigt cine solche. Durch
Neigen des Barometerrohres driickt man mit dem Quecksilber
das Gas in die Kugel A; beim Wiederaulrichten des Robres
bleibt es in K, weil ein zuriickbleibender Quecksilberfaden die Luftfalle.
Kugel vom Torricellischen Vakuum absperrt. Iig. 1067
zeigt eine Giasfalle, wie sie in Barometerrohren oft angebracht wird. Fig.1067.
Ktwaige von unten eindringende, meist an der Glaswand hochsteigende
(tasblasen fangen sich in dem Raum R und gelangen nicht in das
Vakuum.

Die Vollkommenheit des Vakuums kann zundchst anndhernd da-
durch gepriift werden, da8 man das Instrument vorsichtig so neigt,
daB das Quecksilber mit maBiger Stirke an das verschlossene Ende 7]
anschligt. Entsteht dabei ein heller klingender 'L'on, so ist dies ein
gutes Zeichen; dagegen zeigt cin dumpfer Ton an, dal Luft vorhanden
1st, welche den StoB elastisch aufnimmt. Man kann das Vorhandensein
von Gas genauer auch aut anderem Wege feststellen, falls es moglich
ist, bei dem betreffenden Barometer durch Heben oder Senken des Luftialle
Quecksilbers den Raum des Vakuums merklich zu veriindern. Ilebt :

1) Uber andere Normalbarometer vgl. z. B. Winkelmann, Handb. der Physik,

%) Naheres hieriiber vgl. z B. Kohlrausch, Lehrbuch d. praktischen Physik.

3) Sehr geeignet ist eine wohl zuerst von H. Wild (Repert. f. Meteorol. 2,
115, 1872) verwandte Methode, bei der man das Quecksilber unter vermindertem
Druck zum Sieden bringt und in das Barometerrobr hineindestilliert.



1242 Sonderausfiihrungen iiber Luftpumpen und Apparate usw. Kap, XIV. §20.

man némlich die untere Quecksilberkuppe um eine gewisse Hohe (durch Heben
des GefiBbodens, Zufiillen von Quecksilber oder éhnliches), so muB, falls das Va-
kuum -gut ist, die obere Kuppe um dieselbe Hohe steigen. Tut sie dies nicht, so
ist das ein Zeichen, dal Gas in das Vakuum eingedrungen ist; der hierdurch
hervorgerufene Fehler 1aBt sich aber aus Druckmessungen bei verschiedener Grofe
des Torricellischen Raumes durch einfache Rechnung auf Grund des Boyleschen
Gesetzes ermitteln ).

Ein anderes Kriterium fiir die Giite des Torricellischen Vakuums und fiir
die Grofenordnung etwa eingedrungener Gasmengen ist das Aussehen von elek-
Eris]chgn )Entladungen, die man in dem Raume iiber dem Quecksilber erzeugt
vgl. §14).

Die Ablesung der Barometer geschieht in der frither bei den Mano-
metern (§ 9) besprochenen Weise mit moglichster Genauigkeit. Es ist
praktisch, vor jeder Ablesung durch Heben des Quecksilbers oder Klopfen
gegen das Instrument etwaige Einstellungsfehler, die durch Reibung des Queck-
silbers an der Wand entstehen kénnen, zu vermeiden. Auch ist vor jeder
Beobachtung darauf zu achten, daB das Barometer genau vertikal hiangt; sehr
geeignet ist darum eine Aufhingung, wie sie in Fig.1060 abgebildet ist.

§20. Korrektionen. Sind alle im vorigen Paragraphen angegebenen
VorsichtsmaBregeln getroffen, so ist an dem abgelesenen Barometerstand
noch eine Reihe von Korrektionen anzubringen.

1. Es ist iiblich, den Barometerstand auf 0°C zu beziehen, so dal bei anderer
Temperatur abgelesene Werte auf 0° reduziert werden miissen. Dabei ist die Aus-
dehnung des Quecksilbers und die Ausdehnung der Skala des Instruments zu be-
riicksichtigen. Hat die Hohe der Quecksilbersdule bei 9° den Wert %, so hat sie

h

bei 0° den Wert /g = TFa0’ wo « fiir Quecksilber den Wert 0,000 181 hat. Istg

der Ausdehnungskoeffizient des Materials, aus dem die Skala hergestellt ist, so ist
die beobachtete Hohe noch mit 1+ B¢ zu multiplizieren. Beide Korrektionen zu-
samnmengefalt ergeben fiir die Reduktion des Barometerstandes auf 0° die Formel:
1489
1+«d
oder, da « und g kleine Gréfien sind,
. hy = L1 —(u—ﬂ)ﬁ].

Diese Temperaturkorrektion kanr hiaufig recht betriaehtlich werden; darum ist sehr
darauf zu achten, dall man die Temperatur des Quecksilbers richtig bestimmt. Ein
neben oder an dem Barometer angebrachtes Thermometer ist vor stérenden Ein-
flissen, welche seine Temperatur anders als die des Quecksilbers beeinflussen
konnteun, zu schiitzen.

2. Kine weitere Korrektion, die an den Angaben eines Barometers anzubringen
ist, besteht in der Beriicksichtigung der starken Kapillardepression des Queck-
silbers. Das Wesentliche iiber diese Korrektion ist bei Ser allgemeinen Behandlung
der Flissigkeitsmanometer (§9) gesagt worden. Es konnte scheinen, als ob bei
Anwendung des Heberbarometers, bei welchem beide Schenkel gleich weit sind,
die Kapillardepression ginzlich eliminiert werden kénnte. Das ist aber nicht der
Fall, weil die Hohe des Meniskus im Vakuum stets eine andere ist als im offenen
Schenkel, wo das Quecksilber und das Glas mit feuchter Luft in Berihrung und
mehr oder weniger verunreinigt ist. Wenn méglich, vermeidet man den KinfluB
der Kapillardepression durch Verwendung weiter Rohre; jedoch ist dies nicht
immer durchzufiihren, da die Kupillardepression selbst bei Rohren von 20 mm
Durchmesser noch 0,01 mm ibersteigt.

8. Wegen des Druckes des Quecksilberdampfes, mit dem ja das Torricellische
Vakuum stets erfillt ist, braucht man eine Korrektion der Barometerablesung nur

selten unzubringen, weil sie erst bei hoheven als den normalen MeStemperaturen
merkbar wird?).

ho =1 (hy reduzierte Héhe, I beobachtete Hohe)

1) A.T. Kupffer, Pogg. Ann. 26, 450, 1832; vgl. auch “Zeitschr. f. Instrkde. 6,
380 und 392, 1886.

%) Der Dampfdruck des Quecksilbers betriigt erst bei etwa 80° 0,1 mm.
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4. Wichtiger ist die Korrektion der Barometerablesung, welche die Anderung
der Fallbeschleunigung mit der Hohe iiber dem Meeresspiegel und mit der geo-
graphischen Breite erfordert. Infolge der Anderung der Fallbeschleunigung ist
die Hohe der Quecksilbersiule kein konstantes Maf des Luftdrucks. Man reduziert
darum diese Hohe immer auf die Normalschwere in 459 Breite und auf Meereshdhe.
Die Reduktion erfolgt nach der Formel:

hrea = h (1 —0,0026. cos 2 ¢ — 0,000000 3 s),

wobei @ die geographische Breite des Beobachtungsortes und s die Seehdhe des-
selben in Metern ist. Danach bewirkt eine Abweichung um 5° von der Breite 450
oder eine Erhebung von 1500 m iiber das Meeresniveau bei einem Barometerstand
von 760 mm bereits eine Korrektion von etwa 0,34 mm. Diese Korrektion ist
also keineswegs eine Grofle, die man vernachlissigen kann.

§21. Barometer zur vergrofSerten Angabe der Luftdruckschwan-
kungen. Da die Anderungen des Barometerstandes an cinem Orte meist nicht
sehr bedeutend sind, hat man verschiedene Apparate erdacht, um die Schwankungen
deutlicher beobachtbar zu machen. Von Huyghens ist ein Barometer kounstruiert
worden, bei dem die Bewegung der Quecksilberoberfliche im offenen Ende eines
Heberbarometers auf eine spezifisch leichtere Flissigkeit, etwa Wasser oder ge-
fairbten Weingeist, iihertragen wird. Diese fiillt das Ende des Barometerrohres
(Querschnitt ¢;) sowie ein diinnes, an dieses angesetztes Glasrohr (Querschnitt go).
Wenn die Quecksilberoberﬂiiche steigt oder fallt, so steigt oder fallt die Flissigkeit in
dem engen Rohr um ¢;/gymal soviel. Auch die absolute GroBe der Luftdruck-
anderungen laft sich, wenn das spezifische Gewicht der Fliissigkeit bekannt ist,
leicht bestimmen. Ein solches Barometer ist sehr zweckmiflig, wenn es sich nur
um die Beobachtung der Barometerschwankungen und nicht um die genaue Er-
mittlung der Barometerhohe handelt. Zu demselben Zwecke hat man verschiedent-
lich Instrumente konstruiert, sogenannte Variometer?). Diese bestehen im wesent-
lichen aus einem empfindlichen Flissigkeitsmanometer, dessen einer Schenkel mit
einem abgeschlossenen Luftvolumen in Verbindung steht, wihrend auf den anderen
Schenkel der auBere Luftdruck wirkt. Schwankungen desselben werden von dem
Ik\:]s.no}?]eter angezeigt, das hiiufig nur aus einem Fliissigkeitsfaden in einem Rohre

esteht.

Um die Bewegung eines Quecksilberbarometers stark vergrolert?) abzulesen,
kann man auch in der Weise verfahren, daB man auf dem Quecksilber im offenen
Schenkel eines Heberbarometers ein schwimmendes Gewicht anbringt. Dessen Be-
wegung wird auf einen langen Zeiger iibertragen, welcher einen grofen Ausschlag
gibt, wenn das Quecksilber nur wenig steigt oder fallt (Hookes Radbarometer),

Eine VergroBerung der Niveauschwankung gegeniiber den Angaben eines
Quecksilberbarometers ist auch dadurch zu erzielen, daf man statt des Queck-
silbers im Barometer eine spezifisch leichtere Kliissigkeit nimmt, die dann im
umgekehrten Verhéltnis der spezifischen Gewichte grofere Schwankungen aufweist.
So sind z. B. bei einem Glycerinbarometer (Jordan) die Niveauidnderungen
mehr als zehnmal grofer als die gleichzeitigen eines Quecksilberbarometers.
Solche Instrumente haben aber den Nachteil sebr groBer Dimensionen (Glycerin:
8,2m) und sind unter Umstinden Stoérungen infolge Absorption von Gasen durch
die Flissigkeiten ausgesetzt. .

§22. Waagebarometer. Von anderen Flissigkeitsbarometern sind noch
die Waagebarometer zu nennen, deren Konstruktion aus Fig. 1068 ohne weiteres
hervorgeht. Die Anderungen des Luftdruckes bewirken ein mehr oder weniger
starkes Eintreten des Quecksilbers in das Rohr und damit eine Verinderung
der Einstellung der Waage, deren einer Hebelarm gezeichnet ist. Die Ab-
lesung des Instruments erfolgt entweder durch Auflegen von Gewichten auf

1) Zum Beispiel F. Kohlrausch, Pogg. Ann.150, 423, 1873 u. F.v. Hefner-
%Itengeck, Wied. Ann, 57, 468, 1896; ferner vgl. M. Toepler, Ann. d. Phys. 12,
7, 1908.
’ ?) Derartige Ablesungen sind auch bei anderen Fliissigkeitsmanometern ver-
wandt worden.



1244 Sonderausfiihrungen iiber Luftpumpen und Apparate usw. Kap. X1V. §23.

den anderen Waagebalken oder durch Messung der Neigung desselben. Diese
Tnstrumente werden auch zu Registrierzwecken (vgl. § 24) verwandt.

Fig. 1068.

Fig. 1069.

]

Waagebarometer, Aneroidbarometer mit Bourdonscher Fedey.

§ 23. Metallbarometer [Aneroide, Holostericharometer| !). Die
geringe Handlichkeit sowie die Zerbrechlichkeit des Quecksilberbarometers
haben zur Konstruktion von Luftdruckmessern AnlaB gegeben, welche keine
Flassigkeiten enthalten, sondern nur aus festen Metallteilen bestehen. Am
hiufigsten werden dazu Instrumente benutzt, welche auf dem Prinzip der

Bourdonschen Federn (§ 10) oder der Durchbiegung elastischer Platten beruhen.

Fig. 1069 stellt ein mdglichst einfuch konstruiertes Barometer (Aneroid) mit
Bourdonscher Réhre dar. ~Die nahezu kreisformige, luftleer gemachte Réhre ist
nur in ihrer Mitte bei /3 auf der Bodenplatte des Gehiduses befestigt. Wenn der
Luftdruck schwankt, so hewirken die beiden freien Knden 4 und C durch die
dann auftretcnde Kriimmung vermittelst der Stibehen CD und A J eine Drehung
des gezahnten Bogens ¢k und damit eine Drehung des Zeigers. Die Skala des
Instruments wird durch Vergleich mit einem Quecksilberbarometer geeicht.

Hiufiger noch als die eben besprochenen Instrumente werden die Aneroide
von Vidi (von Breguet vervollkommnet) benutzt, bei denen die mehr oder
minder starke Durchbiegung einer Metallplatte zur Messung des Luftdrucks
verwandt wird.

Fig. 1070 stellt eiuen solchen Apparat dar. Der Hauptbestandteil ist eine luft-
leere Metalldose K, deren Deckplatte zum Zwecke grolerer Beweglichkeit kreis-
formig gewellt ist; die an der Bodenplatte des Apparats mittels der Triger K
befestigte breite Metallfeder /° ist mit der Mitte des Dosendeckels bei M fest ver-
bunden. Der Luftdruck sucht die Dose einzudriicken, die Feder P wirkt diesem
Drucke entgegen. Zwischen beiden kommt es zum Gleichgewicht, wobei der Deckel
desto starker niedergedriickt bleibt, je griofer der Luftdruck ist. Der iibrige
Mechanismus dient dazu, die Bewegungen der Mitte des Dosendeckels bzw. des
Biigels P in geeignetemn MaBstabe sichtbar zu machen. Die Ubertragung dieser
Bewegung auf den Zeiger ist aus Fig. 1070 ersichtlich. Auch bei diesen Instrumenten
wird die Skala empirisch an einem Quecksilberbarometer geeicht.

1) Vigrl.r den zusammenfassenden Artikel von E. Warburg und W. Heuse,
Zeitschr. f. Instrkde. 89, 41, 1919.
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Die Angaben solcher Metallbarometer sind infolge von Temperatur-
einfliissen und infolge der elastischen Nachwirkungen der Metallteile unter
Umstanden korrekturbediirftig. Zum Beispiel geht beim Vidischen Aneroid
die luftleere Dose infolge der einseitigen Inanspruchnahme nach und nach
etwas zusammen, so dall die Eichung eventuell fehlerhaft werden kann. Was
den Temperatureinflull betrifft, so sucht man dem Nachgeben der Dose bei
hoherer Temperatur dadurch entgegenzuwirken, daB man noch etwas Luft
in derselben liGt, deren Ausdehnuhg mit wachsender Temperatur dann jenes
Nachgeben kompensiert. Bei sehr schnellen Anderungen des Luftdruckes, z. B.
bei Aufstiegen im Ballon u. dgl., hinken infolge der elastischen Nachwirkungen

Fig. 1070,

Aneroiddosenbarometer.

die Angaben der Aneroide hiufig hinter dem Luftdruck nach; die Instrumente
sind dann nur mit besonderen VorsichtsmaBregeln brauchbar.

Im allgemeinen ist bei Aneroiden eine Priifung auf Temperatureinfluf
und Richtigkeit der Druckangaben ratsam, und eventuell sind Korrektionen
anzubringen. Es ist jedoch gelungen, Instrumente zu konstruieren, die von
den genannten Fehlern weitgehend frei sind!). Vor der Ablesung miissen
alle Metallbarometer durch Klopfen leicht erschiittert werden, um einen
etwaigen Kinflu der Reibung zu vermeiden.

§24. Barographen (registrierende Barometer). Zum Zwecke der
dauernden Kontrolle der Luftdruckschwankungen hat man Barometer kon-
struiert, welche die Barometerstinde kontinuierlich selbst aufschreiben, so-
genannte Barographen.

Zum Aufzeichnen der Angaben eines Quecksilberbarometers kann z. B.
ein Mechanismus dienen, der ahnlich dem auf S.1243 beschriebenen Radbaro-

1) Kine Schwerekorrektion ist bei diesen Instrumenten nicht erforderlich.
Infolgedessen ist es moglich, aus Differenzen der Angaben von Aneroid- und Queck-
silberbarometern, welche an verschiedenen Punkten der Krdoberfliche gemessen
werden konnen, auf die GréBe der Anderung der Schwerkraft zu schlieBen.
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meter von Hooke ist. Die Bewegungen des Quecksilbers werden anstatt auf
einen Zeiger einem Schreibstift iibertragen, der sich dadurch hin und her
bewegt. Senkrecht zu dieser Bewegungsrichtung wird kountinuierlich, meist
durch ein Uhrwerk, ein Papierstreifen bewegt, auf dem sich dann die Baro-
meterstellungen dauernd aufzeichnen.

Bei anderen Instrumenten befindet sich auf der Vakuumseite des Queck-
silberbarometers ein Schwimmer; dieser tragt einen Magnet, welcher einen

* anderen auferhalb des Rohres
befindlichen Magnet beeinflult.
Die Bewegungen des letateren
werden aufgezeichnet.

Auch das Waagebarometer
kann, wie schon erwihnt, zu
Registrierzwecken verwandt
werden, indem die Bewegungen
des Waagebalkens auf einen
Schreibstift iibertragen werden?).
Ein sehr vollkommenes Instru-
ment dieser Art ist der Sprung-

Fig. 1071.

Ancroidbarograph. Fuesssche Laufgewichtsbaro-
graph.

Sehr gebriuchlich sind diejenigen Barographen geworden, die nach dem
Prinzip der Metallmanometer gebaut sind. Fig. 1071 zeigt einen solchen. Die
Wirkungsweise bedarf keiner Erliuterung. Die Aufzeichnung erfolgt auf
Papierstreifen, welche auf eine Trommel gewickelt sind, die sich in bestimmter
Zeit, z. B. einer Woche, gerade einmal herumdreht. Diese Barographen haben
natiirlich alle Vorziige und Nachteile der Metallbarometer, die oben erwihnt
worden sind.

§ 25. Anderweitige Methoden zur Bestimmung des Luftdruckes.
Es gibt eine groBe Reihe von anderen Erscheinungen, hauptsichlich ther-
mischer Art, die vom Luftdruck abhingen und deren gesetzmaBiger Zu-
sammenhang mit demselben bekannt ist. Alle diese kénnen zur Messung
des Luftdruckes benutzt werden. Am meisten kommt hierfiir die Abhingig-
keit des Siedepunkts einer Flissigkeit vom auBeren Druck in Frage. Ein
fir solche Messungen geeigneter Apparat ist das Thermohypsometer, bei
welchem der Dampf in einem doppelwandigen Mantel das Thermometer um-
spiilt, welches die Siedetemperatur bis auf Hundertstel Grade oder noch
genauer abzulesen gestattet. Aus dieser Temperatur folgt mit ziemlicher
Genauigkeit (etwa 0,1 mm) der Barometerstand?).

Uber weitere indirekte Methoden vgl. z. B. Winkelmanns Handbuch der
Physik, S.1305. Leipzig 1908.

1) K. Scheel, Zeitschr. f. Instrkde. 15, 133, 1895.
%) Niheres vgl. z. B. Kohlrausch, Lehrb, d. prakt. Physik.
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1199,

Dampfstrahlpumpen 1220.

Diémpfungsgrad 402.

Dauerbruch 876, 882.

Deformation, homogene 930,
elektrische — 980, 938.

Deformationsgeschwindigkeit
987.

Dehlinger, Theorfe der Rekristalli-
sation 988.

Dehnung 852, 959, 961, 972; Raum-
— 854.

piezo-
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Dehnungszahl 867.
Dekrement 401.
Diabolokreisel 798,

Dichte 168, 1189; —, Bestimmung
1191,

Dickenmesser 111, 112; Abbescher
— 129.

Diffusion in festen Kérpern 953.

Diffusionspumpe 1220.

Dimensionen 195.

Diskontinuum 19, 41, 62.

Diskuswurf 795.

Divergenz 532.

Doppelgleitung 970, 971.

Doppler, Stroboskopie 452.

Drehachse 732, freie — 739, konju-
gierte — 702, labile — des Kreisels
7486, stabile — des Krelsels 748.

Drehbewegung 605, 696, 1075.

Drehimpuls 783.

Drehmoment 31.

Drehung 851, 891; unendlich kleine —
607.

Drehungssteifigkeit 892.

Drehwaage 589, 594, 718.

DreikreiselkompaB 829.

Drosselscheibe 1134,

Druck 851, 852; dynamischer — 1054,
statischer — 1054.

Druckfestigkeit 889.

Druckfortpflanzung 1088.

Druckgleichung 1048.

Druckhdhe 1049.

Druckkegel 881,

Drucklibelle 1026.

Druckmessung 1026, 1062, 1188, 1227.

Druckpumpe 999,

Druckpunktwanderung 1152,

Drucksonde 1083.

Druckversuch 860.

Druckverteilung in einer Flissigkeit
996, 1008, 1046, 1055; -—jzllf einem
Weltktrper 1037.

Druckwaage 998, 1028.

Druckwiderstand 1139.

Dumas, Dampfdichtebestimmung 1200.

Diise, Laval- — 1092, Venturi-— 1184.

Disenfliigel 1120.

Dynamischer Druck 1054,

Dynamometer 7.

Dyne 49, 189.

Ebbe 558.
Ebene, invariable 740, schiefe — 683,
schiefe — als Keil 687, schiefe —

alg Rampe 687.
Echolot, Behmsches 181.
Effusiometer 1205.
Eiffel, Widerstandsmessungen 1187,
1145, 1152.
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Einbeulung 908

Einheit, abgeleitete 37, 49, 71; natiir-
liche — 89, willkiirliche — 37,
Grund- — 71; — der Arbeit 189;
— des Druckes 38, 1001, 1029, 1030,
1227; — der Frequenz 374; — der
Kraft 27, 49, 189; — der Liinge 85;
— der Masse 161, 185; — der Tem-
peratur 37; — des Volumens 163;
— des Winkels 142; — der Zeit 189,

Einheiten, Bezeichnung 188; —, Um-
rechnung 200.

Einkristall 927; —, Herstellung 956.

Einschienenbahn 844.

Einschnirung 853, 889.

Einstein, Relativitdtsprinzip 51, 58.

Elastische Linie 896.

Elastische Nachwirkung 874, 985.

Elastizitdt 862.

Elastizititsgrenze 863,
966, 969, 982.

Elastizitiatstheorie 980.

Elastizitdtszahl, 887, 889; —, Be-
stimmung 901.

Elementarbewegung 297.

Ellipse, Geometrie der 505.

EndmaBe 105.

Energie, kinetische 250, 322; —, poten-
tielle 250, 324.

Energieellipsoid 740.

Eunergieprinzip 248, 253, 324.

Eotvos, Corioliskraft 495, Drehwaage
589, 721; Erddichte 598, Gravitation
600.

Epizykloide 742.

Erddichte 590, 592, 599.

Erde, Konstanten 569, 574.

Erg 189,

Erhaltungssiitze 348.

Erholung 987, 974.

Ermidung 876.

Ermiidungsbruch 882.

Erstarrungsprinzip 992.

Erweiterung, plotzliche 1083.

Euler, Bewegungsgleichungen 307, 748;
Knickung 907, Turbinensatz 10886,
Turbinentheorie 1175.

Evolvente 6809.

Exzentrizitdt 152, 157, 159.

877, 964,

Fabry, Meterausmessung 90.

Fachwerk 639, 640,

Fall im widerstehenden Mittel 292.

Fallbahn als Keplerellipse 551.

Fallbewegung 209, 266.

Fallgesetze 276.

Fallmaschine, Atwoodsche 235, 280,
308, 408.

Fechner, psycho-physisches Grund-
gesetz 74.

Muller-Pouillet I, 2. 11. Aufl,
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Federmanometer 1028.

Federwaage 1194.

Fehler 78, 81; fortschreitender — 124,
innerer — 124, mittlerer — 79, 80,
82; periodischer — 124, prozentualer
— 80, systematischer — 78, wahr-
scheinlicher — 80, Beobachtungs-—
78, Einstell-— 74.

Fehlerkorrektion 82.

Fernwirkung 517,

Festigkeits-Priifmaschinen 860.

Figurenachse 732.

Fizeau, Messung von Endmafen 108,
109.

Fléchengeschwindigkeit 512, 542.

FlachenmafBe 137.

Fliachensatz 243, 246, 3368, 350.

Flaschenzug 676.

Fleuriais, kiinstlicher Horizont 834.

Fliegerhorizont 8385.

Flichkraft 477. ’

Flie8figuren 879, 880.

Flie8gefahrkdrper 968, 969.

FlieSigrenze 863.

Fligel, hydrometrischer 1187.

Fliissige Fliche 1064; — Linie 1064.

Fliissiger Zustand 991, 995.

Flissigkeit, ideale 1047; — in rotie-
rendem Gefdf 1038.

Fliissigkeitsdruck 995, 1026.

Fliissigkeitsmanometer 1026, 1228,

Flissigkeitsreibung 914.

Fliissigkeitswiderstand 1140, 1144.

Flut 5586.

Foppl, Bestinmuog der Erddrehung
815, Fachwerk 640, Kreiselrechnung
762, 838.

Form#énderung 852, bleibende — 864,
—, Zeitabhidngigkeit 877.

Formiénderungsarbeit 890,

Formwiderstand 1189.

Fottinger, Schiffskreisel 808.

Foucault, Gyroskop 812, Pendelver-
such 54, 499.

Fourier, Dimensionen 205, Reihe 3984,

Frahm, Schlingertank 449, Vibrations-
tachometer 437.

Freiheitsgrad 828.

Frenkel, Feilenmodell tiir Gleitung 976.

Frequenz 231.

Frequenzmessung 487, 451.

Fuess, Feintaster 1186.

Fiihlhebel, mehrfache 115, optischer
— 117, , Innen-— 120, Interferenz-
— 119, Libellen-— 119, Priizisions-
— 1186.

Gaede, Luftpumpen 1215, 1219, 1220,
1221. .

Galilei, Pendelversuche 270, 415; Re-
lativitdtsprinzip 228, Sehnensatz 271,

79
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Trigheitskraft 50, 51; Ursprung der
Dynamik 268, Versuche zur Fall-
bewegung 44, 274, 280. ‘

Galileitransformation 303.

Gang, téglicher 176, toter — 84.

Gasdichte 1191; —, Bestimmung 1199.

Gaseigenschaften 1001.

Gasreibung 914.

Gaug, Doppelwigung 168, Drehwaage
720.

Gaufscher Satz 529,

Gay-Lussac, Dampfdichtebestimmung
1202.

Gay-Lussacsches Gesetz 1002.

Geblése 1008, 1178.

GefaBbarometer 1238, 1240.

Gegenkraft 6, 24.

Genaunigkeit, Ablese- — 83, Instru-
menten-— 84, Mef-— 84,

Gesamtdruck 1054,

Geschwindigkeit 297, kritische —
904, orthogonale 610, Parallelogramm
221.

Geschwindigkeitshéhe 1049.

Geschwindigkeitsmessung 10863,
1186.

Geschwindigkeitspotential 1088.

Geschwindigkeitszustand 609.

Getriebe mit verdnderlicher Uber-
setzung 683.

Gewicht 81, 159, 164, 185; spezifisches
— 1688, 169, 1019, 1189; Bestimmung
des spezifischen — 1191.

Gewichtsétze 165.

Gewindemessung 157.

Gezeiten 556.

Gezeitenreibung 564.

Gilbert, Barygyroskop 817.

Gitterenergie 944,

Gitterschwingungen 9386.

Gleichdruckturbine 1174.

Gleichgewicht, indifferentes 628, la-
biles — 828, stabiles — 628; — von
Fliissigkeiten und Gasen 991; — einer
schweren Fliissigkeit 1008; — eines
schweren Gases 1010; — schwimmen-
der Kérper 1022.

Gleichgewichtsapparat von Bock
629.

Gleichgewichtsbedingungen 30.

Gleiten,einfaches 960, 983; mehrfaches
— 968, Doppel-— 970, 871; —, theo-
retische Ansitze 975.

Gleitebene 960, 962, .

Gleitellipsen 960.

Gleithinderung 978.

Gleitlinie 879.

Gleitmaf 888, 889;
902.

Gleitpunkt 809.

—, Bestimmung

Namen- und Saehwa!yhnh.

Gleitreib@g 018, 915.
Gleitrichtung 960, 962.
Gleitschicht 880.

Gleitsysteme 973.

Gleitung 854.

Gleitzahl 888.

Goniometer 150, 151.

Gradient 522.

Grammel, Kollergang 794.

Gravimeter, Gasdruck-— 593, Trifi-
lar-— 581.

Gravitation 180, 504; — und Trig-
heit 599; —, Einwirkung des Zwi-
schenmediums 601.

Gravitationsenergie 535.

Gravitationsfeld 516; — der Erde
575; — einer diinnen Platte 531.
Gravitationsgesetz, Newtonsches

212.
Gravitationskonstante 514, 590;
~—, Zahlenwert 599,
Gravitationstheorie, Kinsteinsche

58, Newtonsche — 58.
Grenzschicht 1106.
Grenzvakuum 1207, 1222, 1227.
Grundschwingung 390.
Gruppengeschwindigkeit 1098.
Guericke, Kolbenluftpumpe 1208.
Gyrometer 487.

Gyroskop 811.

Hattreibung 911.

Hagen-Poiseuillesches Gesetz 1102,
1130.

Hamilton, Hodograph 299.

Hammerl, Fallapparat zum Sehnensatz
272.

Hirte 884.

Hérteskala, mineralogische 885.

Hirtezahl 838.

Hartmannsche Linien 879.

Haspel 678.

Hauptspannungen 858.

Hebel, einarmiger 879; —, zwefarmiger
679, Winkel- — 680.

Hebeliibersetzung 681.

Heber 1081.

Heberbarometer 1239, 1240.

Hecker, Corioliskraft 495, Drehwaage
721.

Helmholtz, Luftwogen 1098, Stimm-
gabel 453, Vibrationsmikroskop 485,
Wirbelstitze 1077.

Heronsball 1034

Herpolhodie 740.

Herpolhodiekegel 744.

Hertz, Plastizitdtstheorie 885.

Heoydweiller, Unveréinderlichkelt der
Schwere bei chemischen Reaktionen
601.
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Heymann, Auswuchteh %ihr Zentri-
fugalmomente 781.

Hodograph 299.

Hofmann, Dampfdichtebestimmung
1202.

Hohenformel, barometrische 1012.

Hohenwinkel 143.

Hohlraumbildung 1170,

Hohlwirbel 1073.

Holbornsche Druckwaage 998, 1028.

Holonom 328, 694.

Holtz, Mikrowaage 665.

Hookesches Gesetz 888, 869, 932.

Horizont, kiinstlicher 829.

Horizontale 143,

Howell, Torpedo 809. .

Hiillkurve 809.

Huygens, Fall auf der Zykloide 285,
Pendelgesetze 419, Unruhe 176.

Hydrometrischer Fliigel 1187,

Hysteresis, elastische 875, 985.

T deale Fliissigkeit 1047,
Idealkristall 948,

Impulsachse 784,

Impulsellipsoid 745.
Impulserhaltungssatz 244, 695.
Impulsmomentensatz 695.
Impulssatz 244, 315, 695, 1080, 1087,
Indikatordiagramm 724.
Induzierter Widerstand 1157.
\‘tertialsystem 226, 300.

Jahr, birgerliches 172; —, siderisches
171; —, tropisches 172.

Jeffreys, Gezeitenreibung 585.

Jolly, Erddichte 593, Federwaage 1194,
Verdnderung der Schwere mit der
Hohe 587.

Joukowski, Tragfligelauftrieb 1074,

Kaleidophon 465,
Kapillarkonstante 947.
Kapselpumpen 1211.
Kardanische Aufhingung 737.
Kédrménsche Wirbelstrafe 1144.
Kartesianischer Taucher 1023.
Kater, Reversionspendel 705.
Kathetometer 103.
Kausalitdt ee.
Kausalitdtsprinzip 5.
Kavitation 1170.
Kegeldruckprobe 887.
Kegelmessung 157,
Keil 683.
Keillehre 113.
Keilpresse 688.
Kempf-Hartmann,
487.

Frequenzmesser
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Kapler, Ebbe und Flut 558, Planeten-
bewegung 55, Ursprung der Dynamik
268.

Keplers Gesetze 247, 504.

Keplersche Gleichung 547.

Kerbwirkung 948, 955.

Kettenlinie 837.

Kippung 907.

Kirchhoff, Strémung um eine Platte
1142.

Klein, Kreisel 738.

Knickldnge 907.

Knicklast 907.

Knickung 908, 908.

Kohidsion 932.

Koinzidenz 17.

Koinzidenzmethode 714.

Kolbenluftpumpe 1208.

Kolbenmanometer 1231.

Kommunizierende Gefdéfe 1015,

Komparatoren, Longitudinal- 101,
188; Transversal-— 96, 98.

Komponentenzerlegung 258.

Kompressibilitét 868, 945.

Kompressionsmanometer 1234.

Kompressor 1003.

Konstanten, Zahlenwerte allgemeiner
204.

Kontinuitdt 1044.

Kontinuitdtsgleichung 1046.

Kontinuum 19, 82; —, vierdimensio-
nales 58.

K8nig, Vibrationsmikroskop 485.

Kontrollfldchen 1081.

Koordinaten, kartesische 218; —,
schiefwinklige 509, Kugel- — 584,
Zylinder- — 534.

Koordinatensysteme 213.

Kopernikus, Planetenbewegung 55.

Koppelfrequenzen, Diagramm 440.

Koppelschwingungen 487.

Kopplungsgrad 488.

Kopplungskoeffizient 438.

Kdrper, starrer 348, 604.

Kraft 8, 212; —, duBere 898; —, ein-
gepriigte 698; —, innere 698; —, kon-
servative 252, 324; —, lebendige 249,
322; AbstoSungs-— 945, Auflager-—
634, Reaktions-— 693; —, Begrift
und Messung 254; —, Komponenten-
zerlegung 258; — als Vektor 258.

Kraftantrieb 316.

Krafteck 632.

Kraftfluf 529.

Kraftlinie 525.

Kraftréhre 525.

Kraftibertragung 25.

Krifte, Addition 28; —, Gleichgewicht
31, 228; —, Linienflichtigkeit 813;
—, Zusammensetzung beliebiger 621.



1252

Kréfte, Zusammensetzung mehrerer
616; —, Zusammensetzung zweier 618.

Kriéftepaar 31, 817; Drehbarkeit 618,
Ersetzbarkeit 619, Ubertragbarkeit
618, Zusammensetzung 620.

Krdfteparallelogramm 29, 28%,
256.

Kriftepldne, Cremonasche 640.

Kriftesystems, Zerlegung eines
ebenen 633.

Kreichgauer, Unverinderlichkeit der
Schwere bei chemischen Reaktionen
601.

Kreisel 731, kriftefreier — 788, sym-
metrischer — 782, technischer —
805, unsymmetrischer — 731, Fliissig-
keits-— 804, Kugel-— 782, Schiffs-
— 808, Spiel-— 799; —, Theorie
731; —, Vorfithrungsmodelle 738,
—, auf der Spitze tanzend 754; —
auf vorgeschriebener Bahn 767; —
auf Fahrzeugen 787; — mit einem
Freiheitsgrad 768; — mit zwei
Freiheitsgraden 772; — unter duferen
Kraftmomenten 751.

Kreiselachse, Sto8 auf die 758.

Kreiselbewegung, Einflu8 der
Reibung 758.
Kreiselgesetze bei drehendem

Bezugssystem 771.
Kreiselkompaf 817; —, Konstruktion
827; —, Mifiweisung 828; —, Modell
821; —, Richtmoment 819; —,
Schlingerfehler 826; —, ideale
Schwingungszeit 823; —, Theorfe 818.
Kreiselkrifte beim Fahrrad 792; —

bei Miihlen 793; — des Propellers
791.
Kreiselpendel 754; —, ideales 833;

—, ungeddmpftes 764.
Kreiselwirkung beim Gescho8 798;
— bei Samen 801; — bei Spielen
798.
Kreisfrequenz 879.
Kristall 878, 926.
Kristallbasis 929,
Kristallform 950.
Kristallkeim 956.
Kristalloberfldéchen 947, 951.
Kristalltyp 949.
Kristallverfestigung 965.
Kritische Geschwindigkeit 904; —
Tourenzahl 428, 903.
Krimmung 811.
Kugeldruckprobe 886.
Kugelfallprobe 888.
Kugellager 920.
Kugelwiderstand 1146.
Kinstliche Sinnesorgane 8.
Kurbelgetriebe 609, 724.

Namen- und Sachverzeichnis.

Kutta, Trs'gﬂﬂgelauftrleb 1074.
Kutta-Joukowskischer Satz 1084.

Lagerreibung 920.

Lagerschmierung 1128.

Lagrange, Planetenbewegung 349,
Prinzip von d’Alembert 842.

Laminarbewegung 1102,

Landolt, Unverédnderlichkeit der
Schwere bei chemischen Reaktionen
601.

Léngenmafe 91.

LingenmefBgerdte 133.

Laplace, Ebbe und Flut 557, reduzierte
Pendelldnge 717.

Liaplacesche Gleichung 534, 874,

Laplacescher Operator 533.

Lavaldiise 1092.

Lavalwelle 903,

Lawaczeck, Auswuchten der Zentri-
fugalmomente 781.

Legierung 968, 982, 983.

Lehren, feste 135.

Libelle 144.

Lippich, Fallapparat 284.

Lissajous-Figuren 455, 464; —,
schwebende 468.

Lochlehre 113.

Lockerstellen 864, 954, 977.

Looping the loop 488.

Lorentz-Tranformation 59.

Lot 143,

Lotablenkung 592.

Liidersche Linien 879.

Luftballon 1020.

Luftfahrzeuge 1180.

Luftpumpe 1003, 1207; Kolben-—
1208, Molekular-— 1217, Ol-— 1209,
Quecksilber-— 1212; —, Leistungs-
fithigkeit 1227.

Luftwogen 1098.

Lummer, Modell
tank 450.

zum Schlinger-

Mach, Druckwellen 1093, 1094; Pendel
422, 709; stroboskopische Selbst-
regulierung 454.

Machscher Winkel 1094.

Mac Leod, Manometer 1284.

Magnuseffekt 1075.

Milzel, Metronom 179.

Manometer 1001, 1227; —, elastische
1232; —, elektrische 1288; — fiir
sehr kleine Drucke 1238, Feder-—
1028, Fliissigkeits-— 1028, 1228 ;
Kolben-— 1231, Kompressions-—
1234, Mikro-— 1026, Widerstands-

. — 1234.

Marijotte,

368.

Flasche 1052, Stofapparat
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Marken konstanten Ortes 50, 52, 58.

Martens, Bpiegelapparat 119.

Maschinen, einfache 671.

Masse 159, 164, 279; Longitudinal-—
817, Transversal-— 317.

Massenmafe 168.

Massenvergleichung 549.

Massenwirkung 7286.

Mafistibe, Strich- 94.

Mafisystem 190; —, technisches 90.

Mag8zahl 71,

Maxwell, schiefer Stof 367.

Mersenne, Pendelgesetze 417.

Messen 71.

Me8maschinen 126, 128.

Mefrddchen 135.

MeSuhr 114.

Metallbarometer 1244,

Metazentrum 1024.

Meoter 86, 88.

Metronom 179.

Meyer, Dampfdichtebestimmung 1201.

Michell, Drehwaage 594, 720.

Michelson, Meterasusmessung 89, 90;
Versuch zur Relativititstheorie 57.

Mikromanometer 1626.

Mikrometerschraube 122.

Mikrowaage 685,

Minimeter 116.

Minkowski, Raum-Zeit-Schema 58.

Mischungsweg 1111.

Mittel, harmonisches 3680; — bei
Schwingungen 396. )
Mohr, Bruchtheorie 883, Spannungs-

kreis 859.
Molekularluftpumpen 1217,
Moment 330; —, statisches 635.
Momentanpol 607.
Momentenfliche 638.
Momentengleichung 639,
Momentensatz 335, 347.
Mondbahn, Konstanten 569.
Mondknoten, Riickgang 778.
Morin, Fallapparat 284.
Morley, Versuch zur Relativitdts-

theorie 57.

Miindung, Bordasche 1082.

Nachdehnung 978.

Nachgleiten 973,

Nachwirkung, elastische 874, 985.

Nahewirkung 517,

Naturgesetz 211,

Navier, Bruchtheorie 882.

Navier-8tokessche Differentialglei-
chung 1104.

Nernst, Mikrowaage 686.

Neumann, Substitutionswaage 666.

Neutrale Linie 896; — Schicht 896.
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Newton, Axiome 208, Bewegungsgesetsz
280, Bewegungsgleichungen 279, 300;
Ebbe und Flut 557, Erddichte 591,
Gravitationsgesetz 504, Gravitation
und Trigheit 600, Identit&t von
Gravitation und Schwere 550, Pla-
netenbewegung 51, 55; reduzierte
Pendelldnge 716.

Nicholsonsche Benkwaage 1198.

Niveaufldche 526, 1037.

Nonius 110.

Normalbeschleunigung 308.

Normalgewicht 165.

Normalmeter 96.

Normalspannung 856; —, kritische
964.

Nutation 738; — des symmetrischen
Kreisels 741; — des unsymmetrischen

Kreisels 745; — der Erde 777.
Nutationskegel 744.

QOberflichenwiderstand 1139.

Oberschwingung 390; —, harmo-
nische 392.

Obry, Geradlaufapparat 810.

Okularmikrometer 99, 100.

Olluftpumpen 1209.

Optimeter 119.

Orientierungsverfestigung 965.

Ortshshe 1049.

Oszillator, anharmonischer 940.

Oszillographie 451.

Paradoxon, hydrostatisches 1014.
Parallaxe 95.
Parallelogramm der Geschwindigkeit
221; — der Krifte 29, 238, 256.
Pendel 344, ballistisches — 244, 344;
mathematisches — 414, physisches

701, Demonstrations- — 709,
Foucaultsches — 54, 499; Rever-
sions- — 705, Zentrifugal-— 485,
Zykloiden- — 286, 421; — mit ge-
neigter Schwingungsebene 421.

Pendelbewegung 251.

Pendelldnge, reduzierte 701, 716.

Pendeluhr 178, 174.

Perizykloide 742.

Perot, Meterausmessung 90.

Perpetuum mobile 250.

Petterson, Mikrowaage 870.

Phasenkonstante 231, 880.

Phasenverschiebung 432.

Phonisches Rad 452.

Pierce, reduzierte Pendelldnge 718.

Piezoelektrische Deformation 930
938.

Pintsch-Verfahren 959.

Pitotrohr 1054.

Planetenbewegung 542.
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Planimeter 137,

Plantamour, Reversionspendel 717.

Plastisch 864, 866.

Plastizitdt 864; —,
Theorie 976,

Plateau, Stroboskopie 452.

Platzwechsel 953.

Poggendorff, Spiegelmethode
187, 652, 654;: Waage 235.

Poinsot, Energieellipsoid 739, Krelsel-
bewegung 733.

Poiseuillesches Gesetz 1102, 1130.

Poissonsche Gleichung 534, — Zahl
853.

Pol 607, 633. .

Polarisierbarkeit 928, 946, 950.

Polhodie 740, 748.

Polhodiekegel 744.

Polkurve, bewegliche 608, ruhende —
608.

Polstrahlen 633.

Polykristall 927.

Poren 864, 954, 977.

Potentialdarstellung 518.

Potentialfunktion 524.

Potentialstrémung 1064, 1072; —
um Kugel 1072.

Prandtl], Diisenstr§mung 1095, Rad 738,
Staurohr 10688, Theorie der elastischen
Nachwirkung 985.

Prézession, pseudoregulire 751, 757;
reguldre — 751; — der Erdachse 774.

Presse, hydraulische 999.

Prinzip von Abbe 102, 131; — vom
d’Alembert 341, 342, 729; — der
Erhaltung der Energie 248, 253; —
von der Gleichheit der Wirkung und
Gegenwirkung 240, 389; — der
Koexistenz kleiner Bewegungen 384;
— der virtuellen Verriickungen 341,
641; — der griSten Wahscheinlich-
keit 66; — des einfachsten Welt-
bildes 14.

Probestab 862, 864.

Profilwiderstand 1159.

Pronyscher Zaum 928.

Propeller 1168, zwelfligelige — 800,
Schaufelrad-— 1164, Schrauben- —
1164, 11688; Strahl- — 1187.

Proportionalitdt 862.

Proportionalitdtsgrenze 863,

Prototyp 87, 161.

Psycho-physisches
75.

Pumpen 1178.

Pyknometer 1192.

Beckersche

117,

Grundgesetz

Quecksilberluftpumpe 1212,
Quellen 1070.
Querkraftfliche 636.
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Querverkiirzung 858, 889.

Querzahl 853, 889; —, Bestimmung
902.

Quetschgrenze 885.

Quintenz, Dezimalwaage 670.

Rad, phonisches 452,
— 738.

Raddamptfer 789.

Rider eines Eisenbahnwagens 787.

Radinger, Massenwirkungen bei der
Dampfmaschine 728.

Rampe 686.

Raumbestdndigkeit 854.

Raumdehnung 854.

Raumgewicht 168, 1008, 1190.

Raummage 141.

Raum-Zeit-Problem 50.

Reaktion ausflieBender Strahlen 1082;
— einer strémenden Fliissigkeit 1081,

Realkristall 948, 954.

Rebeur-Paschwitz, Horizontalpendel
586.

Regelung 926, 979, ©80; — der Kraft-
maschine 486.

Reibung, innere 880, 1101; trockene
— 914, Bewegungs-— 918, Bohr-—
915, 918; Flissigkeits- — 914, Gas-
— 914, Gleit-— 913, 915; Haft-—
911, Lager- — 920, Roll-— 915,
918; Zapfen-— 919.

Reibungsgesetz, Coulombsches 912,
917, 918.

Reibungskraft 911, 916.

Reibungsréder 917, 922.

Reibungswiderstand 1139, 1148.

Reibungswinkel 911.

Reibungszahl 911, 912, 913, 916.

Reifen, rollender 799.

Reifiebene 959, 962, 963.

Relzschwelle 74, 77, 78.

Rekristallisation 880, 957, 981, 988.

Rekristallisationsdiagramm 959.

Relativbewegungen 215, 472.

Relativenergie 380.

Relativitdt der Bewegungen 300.

Relativitdtsprinzip 55, 57, 59;
Gulileisches — 228.

Resonanz 426.

Resonanzbreite 431.

Resonanztisch 436.

Reversionspendel 705.

Reynoldssche Zahl 1104, 1105, 1131,
1147,

Rheonom 894.

Richtigkeit 83, 84.

Riementrieb 921.

Roberval-Waage 667.

Rohrwiderstand 1129,

Rolle 672.

Prandtlsches
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Rollreibung 915, 918.

Rémer, absolute Zeit 51.

Rotierende Kette 482; — Trommel
451,

Rotierender Spiegel 451; — Zylinder
1075.

Rotierendes Bezugssystem 474.

Rowland, Gitterteilung 133.

Sammelkristallisation 984.

Sauggeschwindigkeit 1207,

Saugleistung 1207.

Schalenkuppel 900.

Schallgeschwindigkeit 1088.

Schalttag 172.

Schaufelgitter 1084.

Schaufelradpropeller 1164.

S8cheibe, unrunde 688.

Scherl, Einschienenbahn 844.

Schichtengitter 950.

Schichtung, adiabatische 1013.

Schieblehre 111.

Schiebung 854, 983.

Schiffskreisel 808, 888, 843.

Schilowsky, Einschienenbahn 844.

Schlaghiérteprobe 888.

Schleuder 485.

Schlick, Schiffskreisel 808, 838.

Schlingertank 449.

Schlipfung 915.

Schmierung 1123.

Schneckengetrioebe 6892.

Schneckenrad 683, 689.

Schnittprinzip 994,

Schraube 689.

Schraubenmikrometer 122,128, 130.

Schraubenpropeller 11684, 1188,

Schraubenpumpe 1178.

S8chub 851, 854, 868.

Schubmodul 868, 889.

Schubspannung 858,
kritische — 963.

Schubzahl 86s.

S8chuler, Dreikreiselkompa8 829, Kreisel
8186.

Schur, Cremonaplédne 641.

Schwall 1098.

Schwebemethode 1198,

Schwebungen 384.

Schwere 160.

Schwerebeschleunigung 201, 574,
578.

Schwerefeld an der Erdoberfliche 573.

Schwerpunkt 351, 823; —, empirische
Bestimmung 827.

Schworpunktshaltung 832.

Schwerpunktssatz 245, 351.

Schweydar, Drehwaage 721.

Bchwingung 372; —, erzwungene
872, 424; —, gedimpfte 377, 898.

857, 1101;

| Sonnentag, mittlerer 170;

12566

S8chwingung, harmonische 8379; — im
Kristallgitter 986; — eines Massen-
punktes 405; — elner Wassersiiule
1058.

Schwingungsdauer,Bestimmung 708;
—, Reduktion auf kleine Ausschlige
710.

Schwingungsmittelpunkt 419.

Schwungmaschine 479.

Schwungradberechnung 726.

Sears, Spiegelmethode 119.

Segelbool 262.

Segnersches Wasserrad 242, 1082.

Sehnensatz 271.

Seil 604.

Seilkurve 637.

Seilmaschine 872.

Seilpolygon 632.

Seiltrieb 921.

Seismometer 721.

Seitenabweichung der Geschosse 494.

Seitendruck 1015.

Sekundérstrémung 1117.

Bekundenpendel 179.

Selbstpotential 535.

Senken 1070.

Senkwaage 1196.

Shaw, Stromungsversuche 1122.

Sicherheitsgrad #90.

Sinnesorgane, kiinstliche 8.

Sinusschwingung 379.

Skalar 33, 218.

Sklerometer 885.

Skleronom 694.

Skleroskop 888.

Smekal, Realkristall 954.

Sommerfeld, Resonanztisch 4386.

Sonne, Konstanten 538.

—, wahrer
170.

Spannung 855, 981; —, kritische 963,
964; —, scheinbare 1110.

Spannungsbegriff 855.

Spannungs-Dehnungslinie 863, 980.

Spannungsfunktion, Airysche 873.

Spannungskreis, Mohrscher 859,

Spannungszustand 857, 992;
ebener 859, 871.

Spektrum, elastisches 937, 939.

8perry, Kreiselkompa 829.

Spezifisches Gewicht 188, 169, 1019,
1189; — —, Bestimmung 1191.

Spezifisches Volumen 169, 1189.

Sphérometer 128, 125, 129.

Spiegelapparat, Martensscher 119.

Spiegelmethode, Poggendortfsche
117.

Bplelkreisel 799.

Sprdde 864, 866, 959, 963, 964.

Stabilisierung 828.
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SBtabilitét, elastische 906; — von
Wasser- und Luftfahrzeugen 1181:
— einer Fliissigkeitsschichtung 1010;
— einer Gasschichtung 1018.°

Standfestigkeit 830.

Statischer Druck 1054.

Staudruck 1054.

Staupunkt 1054,

Staupunktstrémung 1070.

Staurohr 10863.

Stehaufménnchen 631.

Steifheit, Biege- 896;
892,

Steinerscher Satz 699, 702.

Steinspringen auf dem Wasser 795.

Sterntag 170, 172.

Steuerung von Wasser- und Luftfahr-
zeugen 1181.

Stimmgabel,
regt 453.

S8tokes, Differentialgleichung 1104.

Stokessche Formel 1106.

Stoppuhr 179.

Sto8, elastischer 251, 363; —, unelasti-
scher 358; —, unvollkommen elasti-
scher 369,

Stofkrifte 234.

Stofivorgidnge 344.

StoBziffer 369.

Strahlapparat 1134.

Strahlbildung 1081.

S8trahlen, Ausbreitung freier 1112.

Strahlpropeller, idealer 1167.

Streckgrenze 863, 877, 889.

Strichmagstibe 94.

S8troboskopie 451.

Stromfaden 1043.

Stromlinien 1042.

Stromr8hren 1043.

Stromung um eine Platte 1142; —
durch Sand 1121; — mit Volumen-
#nderung 1088.

Stromungsmaschinen 1173.

Stromungspotential 1086.

Struktur 878.

Drehungs- —

elektromagnetisch er-

TMachometer 487.

Tangentialbeschleunigung 308.

Tangentialkrdfte 724.

Tariermethode 863.

Taster 109.

Taucher, kartesianischer 1023.

Tautochrone 285.

Teilmaschine 182; Kreis- — 158.

Teilung 156, 159.

Textur 926, 979, 980.

Theodolit 153.

Thomsonscher Satz 10684, 1088, 1074,
1078. g

Tiefenmessor 111, 113, 125.
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Tiefenwinkel 143,

Toleranz 185.

Tomlinson, Innenfiihlhebel 122.

Toépler, Drucklibelle 1028, Strobo-
skopie 452.

Torpedo 808, 809, 810. .

Torricellisches Theorem 251, 1051;
—sches Vakuum 1212, 1241; —sche}
Versuch 1029.

Torsion 851, 891.

Torsionsmodul 368, 889.

Torsionsschwingungen 409, 893,
905.

Tourenregler 784.

Tourenzahl, kritische 428, 903.

Tourenziédhler 784.

Tragfligel 1149.

Tragfligelauftrieb 1072, 1150.

Tragfliigeltheorie 1155, 1158.

Tragfligelwiderstand 1150.

Trégheit 160.

Trégheitsellipsoid 739.

Triagheitskrifte 44, 308, 475.

Trégheitsmoment 686: —, Berech-

nung 697; —, experimentelle Be-
stimmung 699, 706.
Trégheitsprinzip 225.
Trégheitsradius 699, 739.
Triégheitswiderstand 236.
Translation (= Gleitung) 878, 983;
— (= Kristallachse) 929.
Trennungsbruch 881.
Trennungsfldche 1059, 1062, 1079;
—, Zerfall 1081.
Trennungsschicht 1087, 1115.
Tribometer 9186.
Trochoide 608.
Turbine, Gleichdruck-
druck- — 1174.
Turbinensatz, Eulerscher 1086.
Turbulenz 1109, 1111.

1174, Uber-

Uberdruckturbine 1174.

Uberfall iiber ein Wehr 1135,

Uberlagerung 382.

Uhr 172.

Uhrzeit 178.

Unterschiedsempfindlichkeit 78,
75, 77.

Unterschiedsschwelle 74, 77, 78.

Urkilogramm 162.

Urmeter 87, 89.

Vakuumerzeugung 1207, 1226.

Vektor 21, 218.

Vektorprodukt,
inneres 320.

Venturidiise 1134.

Verfestigung 864, 959, 964, 974;
Kristall- — 965, 972; Orientierungs-
— 965,

duferes 3832;
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Verfestigungskurve 972,
Vergiitung 978.
Verhakung 988.
Verlingerung 852.
Vernier 110, 715.
Verschiebungsbruch 881.
Verschiebungsgleichung 639.
Versuchswesen, hydrodynamisches
und aerodynamisches 1188,
Vertikale 148.
Verzerrung 852.
Verzerrungsonergio 890.
Vibrationsmikroskop 485.
Vibrationstachometer 437.
Vielkristall 927, 974, 978.
Volumen, spezifisches 169.
Volumenometer 1192.

Waage 167, 845; —, gleicharmige 645;
—, hydrostatische 1194 ; —, rémische
668, Analysen- — 188, 657; Briicken-
— 668, 'Démpfungs- — 664, Demon-
strations- — 854, Dreh- — 589, 594,
718; Feder- — 168, 11984; Krimer- —
645, Mikro-— 665, Neigungs- — 188,
887; —, Poggendortfsche 235, 310;
Roberval-— 667, Schnell-— 668,
Senk- — 1198, Bubstitutions-— 666;
—, Westphalsche 1195; —, Arre-
tlerungsvorrichtungen 645, 658; —,
Bauart und Berichtigung 656; —,

Empfindlichkeit 168, 649; —, Ge-
‘brauch 661; —, Leistungsfihigkeit
6870; —, Richtigkeit 646; —, Ruhe-
punkt 662.

Wauagebarometer 1243,

Waetzmann, Modell zum Schlinger-
tank 450.

Wigung, einfache 662, Doppel- — 664.

Walzenlager 920.

Walztextur 979.

Wasserfahrzeuge 1180.

Wasserrad, Segnersches 242, 1082.

Wasserrdder 1178.

Wassersprung 1099.

Wasserstrahlpumpen 1216.

Wasserwaage 144,

"Yeber, psycho-physisches Grundgesetz

© 74,

Wehr 1185,

‘Wellen auf einer Fliissigkeitsoberfliche
1095.

Wellenwiderstand 1139,

Wellrad 878.

Weltzeit 171.

Wendezeiger 887.

Weston, Flaschenzug 877.

Westphaleche Wuage 1195,

Wheatstone, Kaleidophon 465.

Wilee wead, Torpedo 810.

1257

Widerstand, induzierter 1157, Druck-
— 1139, Flissigkeits- — 1140, 1144;
Form- — 1188, Obertidchen- — 1189,

* Profll- — 1159, Relbungs- — 1139,
Wellen- — 1139; — von Korpern

1188; — von Kugeln 1146; — in
Réhren 1129; — von Tragfliigein
1150.

Widorstandsmanometer 1234.

Wiedemann-Franzsches Gesetz 952.

Wien, Koppelschwingungen 451.

Wild, Sphirometer 123, Waage 653,

Winde 877.

Windkanal 1185,

Windmiithlen 1171.

Winkelmesser 149, 150, 151.

Wirbelbildung 1059, 1078, 1115; —,
Verhiitung 1117.

Wirbelfaden 1075.

Wirbelpaar 1078.

Wirbelring 1078.

Wirbelsiitze, Helmholtzsche 1077.

Wirbelstragie 1144,

Wirkung und Gegenwirkung 240, 339.

Wirkungsgrad, hydraulischer 1176;
— eines Propellers 1163.

Wirkungsquerschnitt 359.

Wucht 322.

Wurtbewegung 287, 294, 304.

Zihigkeic 864, 866, 1101.

ZihigkeltsmaB 1101; —,
tisches 1105.

Zahnrad 681.

Zahnradgetriebe 681.

Zahnradmessungen 157, 159.

Zapfenreibung 919.

Zaum, Pronyscher 923.

ZehntelmaB 113, 114.

Zeisssche Schalenkuppel 800.

Zeit, astronomische 171; —, mittel-
europiische 171; —, mittlere biirger-
liche 170.

Zeitbegriff 58.

Zeitbestimmung 182.

Zeitdauer 178.

Zeitkoordinate 59.

Zeitmesser 172, 178, 181.

kinema-

_Zeitschreiber 180.

Zenitdistanz 143, 492,
Zentralbewegung 410, 540.
Zentrifugalkraft 226, 329, 476, 477.
Zentrifugalmaschine 479
Zentrifugalmoment 769, 780, .
Zentrifugalpendel 485,
Zentrifugalpumpe 1178.
Zentrifugal-Wasserstoptbiichse
488.
Zentrifuge 488.
Zentripetalkraft 829.

9%
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ZerreiBtestigkeit 932, 948, 955.

ZerreifSmaschine 860.
Zerreifispannung 865.
7Ziehtextur 980.

Zirkel 98, 109.

Zirkulatfon 1072.

Z8llner, Horizontalpendel 586.
Zollsystem 91.

Zug 851, 852, 867.
Zugfestigkeit 889.
Zugversuch 880.

Namen- und Sachverzelchnis.

ZusammenfluB zweier Fliissigkeits
strémo 1059.

Zustand 871; —, flissiger 991, 995;
—, natiirlicher 981.

Zwangskraft 265, 328, 330.

Zweikdrperproblem 589.

Zweikristall 979.

Zwillingsbildung 878, 974.

Zykloide 285, 608.

Zykloidenpendel 286, 421.

Zylinder, rotierender 1075.
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