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EXERCICES ‘D’ANALYSE

ET DE

PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

AYERTISSEMENT.

La bienveillance avec laquelle les géométres ont accueilli mes
anciens et nouveaux Kxercices de Mathématiques, publiés successi-
vement & Paris et & Prague, ainsi que mes Résumés analytiques publiés
a Turin, m’encourage & faire paraitre un quatricme recueil, dans
lequel je traiterai encore des diverses questions relatives soita1’Analyse
pure, soit & la Physique mathématique. Je me propose en particulier
d’offrir ici aux Amis des sciences la suite de mes recherches sur les
mouvements des systémes de molécules, et sur la théorie de la lumiére;
des régles générales sur la convergence des séries suivant lesquelles
se développent les fonctions explicites ou implicites; des méthodes
générales pour la détermination et la réduction des intégrales définies
ou indéfinies, ainsi que pour I'intégration des équations différentielles,
et aux différences partielles; enfin de nouvelles applications du caleul
des résidus, et de celui que, dans quelques Mémoires relatifs & I’Astro-
nomie, j’ai nommé le caleul des limites. Un puissant motif de poursuivre
mes travaux sur la Mécanique céleste était 'honneur que m’a fait le
Bureau des Longitudes, en m’appelant, dans la séance du 13 no-
vembre 1839, 4 la place précédemment occupée par un savant confrére

(M. de Prony) qui jadis parut prendre quelque plaisir 2 me compter au
OFuvres de C. — S. 11, t. XL.
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nombre de ses éléves, et plus anciennement par Lagrange lui-méme,
par cet illustre géométre qui eut aussi pour moi tant de bontés, et
voulut bien guider mes premiers pas dans la carriére des sciences. Je
devais redoubler d’efforts pour essayer de répondre de mon mieux ace
témoignage de considération, auquel j'attache d’autant plus de prix
que je I'avais moins recherché et me tenais plus a I'écart, pour me
livrer, dans le silence du cabinet, 4 mes études favorites. L’'indulgence
avec laquelle ont été recus mes derniers Mémoires prouve que I'on
m’a tenu compte de ma bonne volonté. Pour la consolation de ma
patrie, comme j'en ai déja fait ailleurs la remarque, il y a deux
sentiments qu’en France on aime & voir profondément gravés dans les
cceurs et auxquels, je le sais par expérience, on se plait a rendre
justice; je veux dire : le dévouement a Pinfortune et 'amour sincere
de la vérité.



MEMOIRE

SUR LES

MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS

D UN

SYSTEME DE MOLECULES

SOLLICITEES

PAR DES FORCES D’ATTRACTION OU DE REPULSION MUTUELLE.

§ 1. — Equations d’équilibre et de mouvement d’un systéme de molécules.

Considérons un systtme de molécules sollicitées au mouvement par
des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Soient, au premier
instant et dans I'état d’équilibre :

x, y, 3 les coordonnées d’une molécule m,
Z + X, y +Y, 5+ & les coordonnées d’unc autre molécule m,
r le rayon vecteur mené de la molécule m a la molécule m;
on aura
r=xi4yte 2,
et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-
axes des coordonnées positives, seront respectivement

Supposons d’ailleurs que Dattraction ou la répulsion mutuelle des
deux masses m, m, étant proportionnelle & ces masses et a une fonc-
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tion de la distance r, soit représentée, au signe prés, par
mm f(r),
f(r) désignant une quantité positive, lorsque les molécules s'attirent,

et négative, lorsqu’elles se repoussent. Les projections algébriques de

la force
mmf(r)

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les
cosinus des angles que forme le rayon vecteur » avec ces axes, et, en
"conséquence, si I'on fait pour abréger

(2) L2 = sir),

elles se réduiront &
mmx f(r), mmyf(r), mmz f(r).

Cela pose, les équations d’équilibre de la molécule m seront évidem-

ment
S o=S8[mx f(r)],
(3) o=S8[myf(r)],
‘ o=S8[mz f(r)],

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables
entre eux et relatifs aux diverses molécules m du systéme donné.
Concevons maintenant que les molécules

m, m,
viennent & se mouvoir. Soient, au bout du temps ¢,
& on ¢

les déplacements de la molécule m, mesurés parallélement aux axes
coordonnés. Soient d’ailleurs
E-+AE n-+An, (+A7

ce que deviennent ces déplacements, lorsqu’on passe de la molécule m
4 la molécule m. Les coordonnées de la molécule m, au bout du.
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temps ¢, seront
z+§ y+mn, s+%

tandis que celles de la molécule m seront
TA+X+E+ AL, y4+y+n+An, s+z4+{+ AL

Soit a cette méme époque
r+p

la distance des molécules m, m. La distance
r+p

offrira pour projections algébriques, sur les axes des z, y, z, les dif-
férences entre les coordonnées des molécules m, m; savoir :

X+ A8, y+ An, z + A3,
On aura en conséquence
4) (r+p)'=(x + ALY+ (y + An)*+ (z + D)%

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m
de ses équations d’équilibre, c’est-a-dire des formules (3), il suffira
¢videmment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres

par
e din A
dan’ dr’ dr’

puis de substituer, a la distance

et & ses projections algébriques
X %oz
la distance
} rp
et ses projections algébriques

x+ A5, y+An, z+ Af;
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en opérant ainsi, on trouvera '

BE —8[m(x+ 88) f(r+p)],
= din
(5) =5 = SIm(y +&n) f(r+p)),

:.:j:’ =S8[m(z +AL) f(r+p)].

- § 1. — Equations des mouvements infiniment petits
d’un systéme de molécules.

Considérons, dans le systéme de molécules donné, un mouvement
vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s’écarte trés peu de sa
position initiale. Si I'on cherche les lois du mouvement, celles du
moins qui subsistent quelque petite que soit I'étendue des vibrations
moléculaires, alors en regardant les déplacements

E, n, §

AE, An, AL,

et leurs différences

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra
négliger les carrés et les puissances supérieures, non seulement de
ces déplacements et de leurs différences, mais aussi de la quantité p,
dans les développements des expressions que renferment les for-
mules (4), (5) du premier paragraphe; et ’on pourra encore sup-
poser indifféremment que, des quatre variables indépendantes

z, ¥y, % ¢

les trois premiéres représentent ou les coordonnées initiales de la mo-
lécule m, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de I'hypothése
admise, différeront trés peu des premiéres. Cela posé, si 'on a égard
aux formules (3) du paragraphe I*, les formules (4) et (5) du méme
paragraphe donneront

X AE + y An + 7 A}
0 p= b=




D'UN SYSTEME DE MOLECULES, ETC. 15
et

d?

de
'z,, =Stmsf(r) &) +8[m 2 5,

s
=8[mf(r)an] +S[ df(',-)yp]’

ou, ce qui revient au méme,

i
‘Ziﬁ =LE + Rn + Q2.

. din

(3) IW=I{§+M‘II+PC,
'd‘:“Q" Pn +N¢
.(_{t?_w S+ Pn + ,

pourvu que, ¢ désignant une fonction quelconque des variables z, y, 3

et
As

I'accroissement de 2 dans le cas ou I'on fait croitre

xdex, ydey, zdez,

on représente, a I'aide des lettres

L‘ M) N’ P‘ Q’ R?

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les

formules
La*Sgnz[f(r)+de(r)]A8§, M=..., N=...,
o[y A ' B B
P.-b[ 2 A7) A] Q=..., R=..

Comume d’ailleurs ces diverses formules doivent servir a déterminer les

caractéristiques
L, M, N, P, Q, R

quelle que soit la fonction de z, y, zdésignée par ¢, elles peuvent étre,
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pour plus de simplicité, présentées sous la forme

(4) Lzsgm[f(r)'kgig(rr‘)]%a M-:j.., N=...,
st[myT":d'c/llir)A]’ Q=..., R=....

Enfin, si ’on désigne, a I'aide des caractéristiques

D:n Dy’ D:y Dl

et de leurs puissances entiéres, les dérivées qu’on obtient quand on
différentie une ou plusicurs fois de suite une fonction des variables

indépendantes
&, J’, 3, [

par rapport i ces mémes variables, les équations (3) pourront s’écrire
comme il suit :
| (L=DDE+Rn+Qt =0,
(3) CRE+(M—=D}n+PL=o, !
Qt+Pn+(N—DH=o.

Pour réduire les équations (5) 4 la forme d’équations linéaires aux
différences partielles, il suffira de développer les différences finies des

variables principales
& o ¢

en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par-
viendra aisément a I’aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle

on aura
8+ Ag — eXPe+yDy+iDey,

quelle que soit la fonction de
Ly Yy 3
désignée par g, et par conséquent

(6) '+A:exl),+yl),+zn.,,

(xDz+yD,+2zD;)?
Py

(7) A=ePstrby+ibe__y—xD,+ yD,+2zD,+
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4,

Cela posé, dans les équations (5), ramenées a la forme d’équations
aux différences partielles, les coefficients des dérivées des variables
principales se réduiront toujours a des sommes de 'une des formes

(8) S[mxry¥z" f(r)], 8 ['n Xy 'z’ d—ﬁ—(.r)],

par conséquent i des sommes dans chacune desquelles la masse m se
trouvera multipliée, sous le signe S, par des puissances entiéres de
X, ¥, z et par une fonction de 7,

On pourra regarder la constitution du systtme donné de molécules
comme étant partout la méme, si les sommes (8) se réduisent a des
quantités constantes, c’est-a-dire 3 des quantités indépendantes des

coordonnées
£y ¥, 3

de la molécule m. C’est ce qui aura lieu, par exemple, quand le sys-
téme donné sera un corps homogene, gazeux ou liquide ou cristallisé.
Alors les équations des mouvements infiniment petits du systéme
donné, c’est-a-dire les ¢quations (3), pourront étre considérées comme
des équations linéaires aux différences partielles et a coefficients
constants entre les trois variables principales

AN
3
A

et les quatre variables indépendantes
x, y, 3, ¢

De semblables ¢quations sont propres a représenter, par exemple, les
mouvements infiniment petits du fluide luminenx dans le vide, ou bien
encore les mouvements infiniment petits d’un corps élastique.

§ HI. — Moucements simples.
La solution de plusieurs problémes de Physique mathématique pou-

vant dépendre de I'intégration des équations (3) du paragraphe pre-
OEuvres de €. — S. 11, t. XL. 3
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cédent, considérées comme équations linéaires a coefficients constants,
nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous
bornant pour I'instant aux intégrales qui représentent les mouve-
ments simples, définis comme on le verra ci-aprés.

‘Lorsque les sommes (8) du paragraphe II demeurent constantes,
alors, pour satisfaire aux équations (5) du méme paragraphe, il suffit
de supposer les variables principales '

& 0 ¢

toutes proportionnelles 4 une méme exponentielle népérienne dont
I'exposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

T, Y, & &
et de prendre en conséquence

(l) E — A etx+vy+wz- st n == B evxtvy+wi—st t — ( etxtvy+wr— sl,

u, v, w, s, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires
convenablement choisies. En effet, si I'on substitue les valeurs précé-

dentes de
‘E) n, &,

dans les ¢quations (5) du second paragraphe, tous les termes seront
divisibles par I'exponentielle

U+ Vy+wz- st
€ Y y

et, aprés la division effectuée, ces équations seront réduites a d'autres

de la forme
(L —s)A+AB +2C =0,
(2) ¢« RA 4+ (M —s)B+2C=o,
A + B + (9 — 1) = o,

les valeurs des coefficients

LM, %, 4,09, A
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étant déterminées par les formules

[ (’ afr)
¥ AL
r

Il
w

,_ ar J(eux-f"!*w:-—l);, 3&;:.,,, M —...

A

’L
@ o (eu:+v:+wz—.)J, 9 =..., &RK=..,

H

[

ou, ce qui revient au méme, par les formules

'y L 95
=L s N = (¢ —_ = _—
(3) L=a dut’ ' g ger? Yo =G+ o’
J*h a0t Jdth
Q= —_ R o —
# = v 0w’ R = owou’ R da o’

et les valeurs de ¢, 5 étant

=S[mf(r)(ertryrve_n)],

) uUx -+ (154
d/ eNxtUyIWE g (X A0y 4 VE) (-————)li; )

o)
()0 37 f

Or, lorsque les sommes (8) du paragraphe 1l demeurent constantes,
on peut en dire autant des valeurs de

L, M, 0, @ D A

qui fournissent les équations (3) jointes aux formules (4), etquisont
développables avee exponentielle

enx+vyt+uwe

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, v, w.

Done alors on peut satisfaire aux équations (2) par des valeurs con-
stantes des facteurs

Soit maintenant
I'équation du troisitme degré en s* que produit I'élimination des
facteurs
A, B C
entre les équations (2), la valeur de s étant

(3) 8= (s1—=L) (=) (51— ) —B(s?—{ ) —QH(s1— M) — R (s*— IT)— 2 £IR.,
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Si I'on prend pours? une quelconque destrois racines de I'équation (5),
et si d’ailleurs on désigne par

o, 8, vy

des coefficients arbitraires, on pourra représenter les équations (2)

sous la forme
(s'—L)A —AB —2C = a3,

(6) | —&A 4 (58— IN)B — £ =83,
— QA — @B + (51— ) = y5.

Or, en laissant a s une valeur indéterminée, on tirera de ces derniéres
équations, résolues par rapport aux facteurs A, B, C,

A=fa +83 4+ @&y.
B=%ax + M3+
[ C=lCa+¥B +0y,

(7)

et par suite

A B €
(8)

fa+n6+®.7:ﬂa+m€>‘+ vy:ua+v6+u~,’

les valeurs de
£ A, u, p, e, u

étant
€ = (s*— ) (52— L) — 41,
‘ M= (21— 30) (8 — L) — 2,
U= (s'— ) ($—IN)— R,
(9) (s* =) (s )

P =@ (0 1) + 2,
€ =9 (st—IN) + AL,
=R(s*— I0) + £3.

Done, lorsqu’on prendra pour s une racine de 'équation (5), elles
vérifieront les formules (2), quelles que soient d’ailleurs les valeurs
attribuées aux constantes

«, & 7
et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports

B C
=, =

Ay

propres a verifier les formules (2), seront précisément celles que
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fournit la formule (8). Si 'on suppose en particulier les constantes

toutes réduites a zéro, a I'exception d’une seule, la formule (8) don-
nera successivement

A_B_¢C
T 8w @
A B C
(t0) AR
A B«
TP T a

Les formules (1), lorsqu’on y suppose les constantes

, B C

DY A’ A
déterminées en fonctions de

u, ¢, w

par 'équation (5) jointe a la formule (8), ou, ce qui revient au méme,
4 l'une des trois formules (10), représentent ce qu’on peut nommer
un systeme d’intégrales simples des équations (3) du paragraphe II.
Les coefticients

u, ¢, w,
dans ces intégrales simples, restent entiérement arbitraires, ainsi que
la constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes

w, v, w5, A, B, ()
et, par suite, les valeurs des variables principales
5» n, £

tirces des formules (1), peuvent étre réelles ou imaginaires. Dans le
premier cas, ces variables représenteront les déplacements infiniment
petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible
avec la constitution du systeme donné ; dans le second cas, les parties
réelles des variables principales vérifieront encore les équations des
mouvements infiniment petits, et ce seront évidemment ces parties
réelles qui pourront étre censées représenter les déplacements infini-
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niment petits des molécales dans un mouvement de vibration compa-
tible avec la constitution du systéme. Dans I'un et I'autre cas, le mou-
vement infiniment petit, qui correspondra aux valeurs de §, 7, § four-
nies par les équations (1), sera un mouvement simple, dans lequel ces
valeurs représenteront ou les déplacements effectifs des molécules,
mesurées parallélement aux axes coordonnés, ou leurs deplacements
symboliques, c’est-a-dire des variables imaginaires dont les déplace-
ments effectifs seront les partiesréelles. Les équations (1) elles-mémes
seront les équations finies, et, dans le sccond cas, les équations finies
symboligues du mouvement simple dont il s’agit.
Si 'on pose

’ w=U+uy=1, e =V4vy/—1, w=W 4+ wy—1,
5 =8 +sy—1,
(12) Az=aeW=1, B = hew/ 1, C=ceW,

(1)

u,v, w,U, V, W, s, §,a, b, ¢, A, &, v désignant des quantités réelles;
et si d’ailleurs on fait, pour abréger,

(13) K =@ viTw, K =/0TrvViswi,
(14) ki =vxr+vy+ws KR=Ux+Vy+ Ws,

les formules (1) donneront

: —aefR=Slcos(kv —st+ 1)),
n =hekt-%"cos(kv — s¢ + ),
 =cebb-Steos(kye — st +v),

(15)

Or, on tire des équations (15) :
1° Lorsque A, w, v sont égaux

(16) , s~

a

- L.
== 25

(~g 1

2° Lorsque A, i, v ne sont pas égaux
3
a

(%)2—- a% %cOS(M"“J) -+ (%)’::e“""““ sin*(p —v).

sin(p — v) + %sin(v——)«)-&- Esin()\--—p.) =o,
¢
(17)
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Donc la ligne décrite par chaque molécule du systéme est toujours une
droite représentée par la formule (16), ou bien une ellipse repreé-

.

sentée par les formules (17), cette ellipse pouvant se réduire a une
circonférence de cercle. Le plan invariable, auquel le plan de Pellipse
reste constamment paralléle, est d’ailleurs représenté parI’équation

(18) fsin(p——v)+%siu(w—l)+ %sin().-—-y):o.

Ajoutons que I'aire décrite, au bout 'du temps ¢, par le rayon vecteur
de 'ellipse est représentée par le produit

E]

3 ¥R (j— e~ 28 [ hiet sint (. —v) 4 calsin?(v—A) +atb sin? (A — p)]*.

(19)

&

Enfin, dans le cas particulier ou S s’évanouit, chacune de ces aires
croit proportionnellement au temps, puisqu’on a dans ce cas

| — e18¢

-~ = .
293

Si, en nommant
a, b, ¢

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
coordonnées positives, on nomme

le déplacement d’une molécule mesuré parallelement a I'axe lixe, on
aura

(20) v —=ak+ bn+ c§;
et, en posant pour abréger

aacosh+bbcosp+cccosv=hcosw, aasinA+bbsing+cesinv=~rh sinw,

on tirera, des formules (15),

(2a1) 8= hef®—8tcos (kv — 8¢ + w),
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Dans cette derniére équation, ainsi que dans les équations (15),

v, R

sont déterminés par les formules (14), et leurs valeurs numériques
expriment les distances du point (, y, 3) 2 un second et a un troisime
plan invariable, représentés par les équations

(22) UX + VY 4 W3 =o, (23) Uz+Vy+Wis=o,

distinets par conséquent du premier plan invariable auguel apparte-
nait I'équation (18). D’ailleurs le produit

hebR—8¢

représentera la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mesurée
parallélement a I'axe fixe que I'on considére, tandis que 1'arc

ke —s8t+w

représentera la phase du mouvement simple projeté sur cet axe, et

w
le parametre angulaire relatif a ce méme axe. Ajoutons que I’exponen-
tielle népérienne

elm-Sz

sera le module du mouvement simple, et que I'arc
kv —st
en sera 'argument.

[l est bon d’observer qu’en vertu des formules (15) et (20), toutes
les molécules situées sur une paralléle a la droite d’intersection du
second et du troisicme plan invariable se trouveront toujours, au
méme instant, déplacées de la méme maniére.

La valcur du déplacement ¢, déterminée par la formule (21), s’éva-
nouit lorsqu’on a

(24) cos(kv — 8¢+ w) =o;
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par conséquent elle s’évanouit, lorsque ¢ demeure constant, pour des

valeurs équidistantes de v qui forment unc progression arithmétique
dont la raison est

i3
“e

et lorsque « demeure constant, pour des valeurs équidistantes de ¢, qui
forment une progression arithmétique dont la raison est

T
S
D'ailleurs, le cosinus de la phase
ki —st+®

reprendra la méme valeur numérique avec le méme signe, ou avec un
signe contraire, suivant quon fera varier la distance « d'un multiple

. . . ™ . . .
pair ou impair de K’ ou bien encore le temps ¢ d’un multiple pair on

. . T -~ ’ .
mmpair de T Cela posé, sil’on prend

I

(25) I ik’i (26) T—_—'f;’f,

on conclura de la formule (21) ou (24) que, dans un mouvement
simple, le déplacement d’une molécule mesuré parallélement & un
axe fixe, s’évanouit : 1° 4 un instant donné, pour toutes les molécules
situées dans des plans, paralléles au second plan invariable, qui di-
visent le systéme en tranches dont 'épaisscur cst-;-l ; 2° pour une mo-
lecule donnée, i des instants séparés les uns des autres par des inter-
valles de temps égaux ﬁé’l‘. Ces tranches et ces intervalles seront de
premiére espéce ou de seconde espéce, suivant qu’ils répondront a des
valeurs positives ou négatives de

cos (kv — s¢ +5)

et du déplacement u. Enfin, deux tranches consécutives composentune
OFEuvres de C. — S. 11, t. XI. 4
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onde plane, dont I'épaisseur | sera ce qu’on nomme la longueur d’une
ondulation, et deux intervalles de temps consécutifs, pendant lesquelles

P'extrémité de 'arc
ki —st+ o

parcourra la circonférence entiére, composeront la durée T d’une vibra-
tion moléculaire, Quant aux plans qui termineront les diflérentes
tranches et ondes, ils répondront évidemment, pour une valeur
donnée du temps ¢, aux diverses valeurs de « qui vérifieront la for-
mule (24).

Si I'on fait croitre, dans la formule (24), ¢ de At et « de Ax, cette for-
mule continuera de subsister, pourvu qu’on suppose

kAw —sAt=o,
par conséquent
Au
Vi L,
la valeur de Q étant
3 I
(27) Q=f=g

Il suit de cette observation que, le temps venant a croitre, les ondes
planes, comme les plans qui les terminent, se déplaceront, dans le sys-
téme de molécules donné, avec une vitesse de propagation dont la
valeur Q sera celle que fournit la formule (27).

Considérons maintenant en particulier le module du mouvement
simple, ou I'exponentielle népérienne

¢BR—87

qui entre comme facteur dans 'amplitude relative i chaque axe. Onne
pourra pas supposer que le logarithme népérien de ce module, c’est-

a-dire P'exposant
Kit — S¢,

croisse indéfiniment avec le temps, puisqu'il s’agit de mouvements
infiniment petits; et par conséquent le coefficient S dans cet exposant
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devra étre nul ou positif. Dans le premier cas 'amplitude des vibra-
tions démeurera constante, et le mouvement simple sera durable ou
persistant. Dans le second cas, au gontraire, cette amplitude décroitra
indéfiniment, et pour des valeurs croissantes de ¢, le mouvement
s'éteindra de plus en plus.

Quant au coefficient K, par lequel se trouve multipliée, dans le fo-
garithme népérien du module, la distance R d’une molécule’ au troi-
sicme plan invariable, il pourra lui-méme se réduire & zéro; et, s'il
n'est pas nul, on pourra le supposer négatif, pourvu qu'on choisisse
convenablement le sens suivant lequel se compteront les valeurs
positives de R. Alors, pour des valeurs positives el croissantes de R,
on verra encore le module du mouvement simple décroitre indé-
finiment; ce qui montre que, pour un instant donné, le mouvement
deviendra de plus en plus insensible, & mesure qu'on s’éloignera
davantage dans un certain sens du troisicme plan invariable.

Dans le cas particulier oii 'on anrait i la fois

K=o, S =o,
les formules (15) et (21) se réduiraient a

(28) Z=acos(kv—st+2), n=bcos(kv—st+pu), {=ccos(hv—st+v),
(29) 8 = hcos(kv — st + ®).

Alors toutes les molécules déeriraient évidemment des courbes pa-
reilles les unes aux autres. Alovs aussi la seconde des équations (17)
se réduirait a la formule connue

(30) (/T')? e .C.cos(p —-v)+ (%)z: sint (4 —v).

b he

e e i ==



NOTE SUR LES SOMMES FORMEES

L'ADDITION DE FONCTIONS SEMBLABLES

COORDONNEES DE DIFFERENTS POINTS.

Considérons différents points P, Q, R, ... situés dans un plan ou
dans U'espace. Soient r, y ou z, y, = les coordonnées rectangulaires
du point P,

(1) o K="F(z,y)
ou

(2) K=F(z, y,3),

une fonction de ces coordonnées ; et désignons par

(3) K= SK

la somme formée par 'addition de fonetions semblables des coor-
données des différents points. Si 'on remplace les coordonnées rec-
tangulaires x, v, s par des coordonnées polaires r, p, ¢, dont la pre-
miére soit le rayon vecteur mené de I'origine O au point P, la seconde
’angle formé par ce rayon vecteur avec l'axe des a, et la troisitme
I'angle formé par le plan des xy avec celui qui renferme le méme
rayon vecteur et 'axe des x; on aura, en supposant tous les points
compris dans le plan des z, y,

(4) Z=rcosp, y=rsinp;
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par conséquent
(3) K =F(rcosp, rsinp),
et, dans le cas contraire,
(6) x=rcosp, y=rsinpcosg, z=rsinpsing;
par conséquent
(7) K ="F(rcosp, rsinpcosq, rsinpsing).

Concevons maintenant que I'on déplace les axes cordonnés, en les
faisant tourner autour de 'origine. Ce déplacement changera généra-
lement la valeur de K et par suite celle de la somme . Si d'ailleurs,
comme nous le supposerons dans ce qui va suivre, K est une fonction
continue des coordonnées x, y, ou x, y, 3, cette fonction variera par
degrés insensibles, tandis qu’on imprimera au systéme des axes coor-
donnés un mouvement de rotation continu ; d’ou il résulte qu’en passant
d’une valeur 4 une autre, 5t recevra successivement toutes les valeurs
intermédiaires. Cela posé, concevons qu'en vertu de plusieurs dépla-
cements successifs des axes coordonnés la somme (3) acquitre suc-
cessivement diverses valeurs représentées par

(8) : :W:Skq ME:SW, o

et soient

des facteurs positifs quelconques. L'expression

NE "l /A '@
. UK = K+ S(Lk+t K

(9) U0+ .. [ LN

b

qui sera toujours comprise entre la plus petite et la plus grande
des sommes ®', K", ..., représenlera nécessairement une nouvelle
valeur particuliere de i, correspondant & une position particuliére

des axes coordonnés pour lesquelles.on aura

Y

A\
P bww+ﬂW+”J

I oA - - 2
(10) C4 04 Uat" ...
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Or, de la formule (10) on peut en déduire plusieurs autres, qui nous
seront fort utiles, en suivant la marche que nous allons indiquer.

Supposons d’abord tous les points P, Q, R, ... renfermés dans le
plan des @, y. La valeur de K sera donnée par la formule (5), et si 'on
imprime 4 I'axe des x un mouvement de rotation rétrograde en le fai-
sant tourner autour de l'origine, 'de maniére qu'il décrive I'angle o,
la formule (5) se trouvera remplacé par la suivante :

(11) K=F[rcos(p+w), rsin(p+mw).

Si dans cette derniére on attribue successivement & ® diverses valeurs
w’, @, elles fourniront pour K diverses valeurs K’, K, ... auxquelles
correspondront diverses valeurs o/, &” de la somme o¢. Cela posé,
concevons que du point O comme centre, avec 'unité pour rayon, 'on
décrive une circonférence de cercle, et partageons cette circonférence
en éléments infiniment petits. Sil'on admet : 1° que les extrémités des
arcs &', @” soient respectivement situées sur ces divers éléments;
2° que dans la formule (10) on prenne, pour valeurs de ', ", ..., les
¢léments dont il s’agit, on aura

(12) U+ i'+...=ax

et
CK' 4+ "K' +...= F[rcos(p+w'),rsin(p+ o)
+ CF[rcos(p + "), rsin(p + @")]

(13) *1
+...:j F{rcos(p + ), rsin(p + o)) dw,
0

ou, ce qui revient au méme,

27T W2
(14 i’K'+i”K”+‘..=[ F(rcosp, I‘Sinp)dp:j K dp,
0

‘o

la valeur de K étant déterminée par la formule (5). On trouvera par
suite

n 5 27
(15) I K = Sf F(rcosp, rsinp)dp = bf K dp,
0 0
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et la formule (10) donnera

2
6 K= —
(16) m._2:n8f0 K dp.

Donc, parmi les diverses valeurs de la somme o relatives aux diverses
positions des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente
alintégrale

QT QT .
(17) ﬁ";s.[ de..;;S/o‘ F(rcosp, rsinp)dp.

Or, il est important d’observer que cette intégrale dépend uniquement
des valeurs du rayon veeteur 7 relatives aux différents points P, Q,
R, ..., et reste enticrement indépendante des valeurs de 'angle p rela-
tives & ces mémes poinls,

Supposons maintenant les points P, Q, R, ... distribués d’une ma-
niére quelconque dans P'espace, ...; si 'on imprime au plan des ys
un mouvement de rotation rétrograde autour de l'origine, de manicre
que 'axe des y et le plan des zv décrivent 'angle v, la formule (7)
se trouvera remplacée par la suivante :

(18) K=F[rcosp, rsinpcos(qg -+ u), rsinpsin(q + v)];

et, en attribuant i v, dans cette dernicre, diverses valeurs particu-
litres

on obtiendra des valeurs correspondantes K', K”, ... de la fonction K,
puis on en déduira autant de valeurs oo/, 17, ... de lasomme . Cela
posé, concevons que dans le plan des y, s on décrive, dupointO comme
centre et avee 'unité pour ravon, une circonférence de cercle, et par-
tageons cette circonférence en éléments infiniment petits. Si P'on
admet : 1° que les extrémites des ares v', v, ... mesurés dans le plan
des y, 3, soient situés en dehors de ces divers éléments; 2° que dans
la formule (10) on prenne pour valeurs de ¢’, ¢, ... les éléments dont
il s'agit, I'équation (12) subsistera en méme temps que la suivante :

b9
(19) i’K’+i"K”+...=f Flrcosp, rsiup cos(g—+v), rsinpsin(g+v)]dv,
0
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et 'on aura par suite

T
(20) K'+K"'+.. .:f F(rcosp, rsinpcosg, rsinp sinq) dg,
0

IR
[ S S Sf F(rcosp, rsinpcosgq, rsinpsing)dy
L]

= Sf"th(],

la valeur de K étant déterminée par I'équation (7). En conséquence
la formule (10) donnera ’

I
o
(22) ‘K”'MIS.[ K dq.

Donc, parmi les diverses valeurs de la somme 2 relatives aux diverses

positions des axes des y et des 5, il y en aura toujours une équivalente
a l'intégrale

1 I [ O TN
(33) ;tSf Kdg = ;;bf F(rcosp,rsinp cosq, rsinpsing)dy.
o [

Or il est important d’observer que cette intégrale dépend uniquement
des valeurs de r et de p relatives aux différénts points P, Q, R, ..., et
nullement des valeurs de 'angle ¢ relatives a ces mémes points. Ajou-
tons qu’en vertu de la formule

(21)

27T
f F(rcosp, rsinp cosq, rsinpsing) dy
o
T
= f F(rcosp, rsinp cosq, rsinpsing)dq
y T ’
+f F(rcosp, rsinpcosq, rsinpsing) dq
n?t
= f F(rcosp, rsinp cosq, rsinpsing) dq
0:"
+j F(rcosp. — rsinpcosq, — rsinpsing) dg
0
T
= f F(rcosp, rcosqy1—cosp, rsingy/1— costp) dy
0

n
+f F(rcosp, — rcosqy/1— cosip, — rsingy/1— cos’p)dy,
[}
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l'intégrale ([23) sera une fonction des seules quantités r et cosp.
Concevons maintenant qu’on pose pour abréger

7 7T
(24) I== — f F(rcosp, rsinp cosq, rsinpsing)dg = L [ K dq.
am /) 27 g

L’équation (22) deviendra
(25) W = S[,

et I, qui sera une fonction de ret de p, changera de valeur avec 'angle p,
quand on déplacera I'axe des x, en le faisant tourner autour du
point O. Si d'ailleurs on désigne pac I', 1", ... et par o, 7, ... les
valeurs de | et de a¢ correspondantes a diverses positions de 'axe
des &, on aura

(26) :K’.-.:Sl’, :.X"’.:Sl”,

et en nommant
I I

des facteurs positifs quelconques, on prouvera, par des raisonnements

semblables &4 ceux qui ont servi & démontrer la formule (10), qu’il
existe une valeur particuliere de o déterminée par I'équation

—‘ Ty SN
jl:w.’+.l'lmll+'.. . b(] l +.I l +"‘).

= N = - - - -
(2/) ,,,+.I',+--- .,,+j//+~~'

1Cela posé, admettons que du point O comme centre, avec 'unité pour
rayon, I'on décrive vne surface sphérique, puis qu’apreés avoir divisé
cette surface sphérique en ¢léments infiniment petits, on prenne, dans
la formule (27), pour valeurs de ;' et j”, ... les éléments dont il
s’agit, et pour valeurs de I, I”, ... celles qu’on obtient, lorsque dans I,
considéré comme fonction de cos p, on substitue les valeurs de p,
correspondant au cas ou I'axe des .« traverse ces mémes éléments.
On aura non seulement

(28) J i =4,
OFuvres de C. — S. 11, t. XI. 5
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mais encore

T m T
(29) j’I’+j"]"+...=f f Isinpdpdg = an[ Isinp dp,
o Yo . Jo

et par suite ’équation (27) donnera
1 ki
(30) o(,:-z-Sfo' Isinp dp.

Si dans cette derni¢re formule on substitue la valeur de I fournie par
I’équation (24), on trouvera définitivement

. T T
LI\ .
; H= o 3 dpdq
(31) = b‘/; /o‘ Ksinpdpdyg

la valeur de K étant toujours déterminée par I’équation (7). Done,
parmi les diverses valeurs de la somme 2 correspondant aux diverses
positions des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente a
Iintégrale

’MSff K sinp dp dg

' =7r Sf f F(r cosp, rsinp cosq, rsinp sing) sinpdp dq,

qui dépend uniquement des valeurs de r relatives aux différents points
et nullement des angles p, g.

Sil'on désignait par a, B, y les angles que forme la droite OP avec
les axes coordonnés des x, y, z, ou plutot avec les demi-axes des
coordonnées positives, on aurait, en supposant cette droite renfermée
dans le plan des zy,

(33) cosa = COSp, cosf =sinp,
et dans la supposition contraire

(34) €OoS o == COSp, cosf3 =sinovcosgq, cosy = sinpsing.
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Par suite, les formules (5), (7) deviendraient

(35) K =F(rcosa, rcosp),
(36) K=F(rcosa, rcos3, rcosy).

Si les diverses valeurs de r se réduisent 4 'unité, les formules (33),
(36) donneront simplement

(37) K =F(cosa, cosfB),
(38) K = F(cosa, cosf, cosy).

Cela posé, on déduira immeédiatement des formules (16), (22) et (31),
les propositions suivantes :

PrEMIER tugoREME. — Considérons un systeme de droites. OP, 0Q,
OR, ..., menées par le point O dans un méme plan. Prenons le point O
pour origine, deux axes traces dans le plan pour axes des x et y, et
rommons p I'angle que forme la droite OP avec I’axe des x. Soient encore
a, 3 les angles formés par la méme droite avec les demi-axes des coor-
données positives, par conséquent des angles lies avec lu variable p par
les formules (33); K une fonction continue des cosinus de ces angles,

el
N = SK

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites.
Tandis qu'on fera tourner les axes des x, y autour de l'origine O, la
somimne X recevra diverses valeurs dont 'une sera indépendante de p et
determinée par I équation

:

27T
. w1 .
(16) K = —_zn'b_[ Kdp.

Deuxieve Tueortme. — Concevons que, par un point O commun a plu-
sieurs droites OP, 0Q, OR, ..., on méne arbitrairement trois axes rec-
tangulaires des x, y, 5. Soient p l'angle formée par la droite OP avec
Uarxe des x, et g l'angle formé par le plan qui renferme la droite OP et
Uaxe des x avec le plan des Ty Sotent encore a, 8,y les angles formés
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par la droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives, par consé-
quent des angles liés aux coordonnées positives p, q par les formules (34);
K une fonction continue des cosinus de,ces angles, et

zx‘:SK

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droltes.
Tandis qu'on fera tourner les axes des x,y, 5 autour de l’origine O, la
somme X recevra diverses valeurs dont l'une sera indépendante des
variables p, q et déterminée par I'équation

(31) M:ﬁS[n[’ﬂKsinpdpdq.

TroISIEME THEOREME. — Les mémes choses étant posées que dans le théo-
reéme precédent, st U'on fait tourner les axes des y et s autour de l'axe
des x, la somme X recevra successivement diverses valeurs dont lune sera
déterminée par la formule

t 14
(22) K= ‘f K dy,
21 I/,

et indépendante des valeurs de q relatives aux différentes droites.

Pour montrer une application des théorémes qui préceédent, conce-
vons qu'a partir de Porigine O P'on porte une longueur £ sur une
droite OA tracée de maniere a former avec les demi-axes des coordon-
nées positives des angles dont les cosinus soient a, b, c. Sil'on dé-
signe par «, v, w les projections algébriques de la longueur £ sur les
axes des @, y, z, et par 8 I'angle compris entre les droites OA, OP, on

aura

(39) k::(u’+v’+w’)%,

(40) . « = ka, v=kb, w = ke,
(41) ' cosd =acosa + bcos6 + ccosy;

et la quantité

(42) kcosd = wucosa + v cos8 + wcosy
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représentera la projection de la longueur £ sur la droite OP. Or, en
supposant K fonction de cette méme projection, c’est-a-dire en
prenant

(43) K=F(kcosd)=F(ucosa+ vcos8 + wecosy),

et en réduisant w et cosy a zéro lorsque les droites OA, OP, 0Q,
OR, ... seront situées dans le plan des xy, on tirera de la for-
mule (16) jointe aux équations (33), ou des formules (22), (31)
jointes aux équations (34),

- oY T B 10y ‘319 . ,
(44) o __;;b F(u cosa+vco;a)dp:§—nb F(ucosp + v¢sinp)dp
) 0 )

et
| 2T
(45) LK':ESf F(ucosa + v cosé + wcosy) dg
[

1 27T
:ESf F(ucosp + vsinp cosq + wsinpsing) dqg.
0

~ 27
(46) A= —'-Sf f ‘F(ucosa +vcosé +wcosy)sinpdp dg
(I VARVA

T T
= AI_rS [ [ I («cosp + vsinp cosq + wsinpsing) sinp dp dy.
M o o

Si maintenant on applique a la détermination de ces trois valeurs
de ¢ des théorémes connus dont 'un a été démontré par M. Poisson
(voir la 4¢ live. des Ewercices de Mathématiques), on trouvera : 1° en
supposant les droites OA, OP, 0Q, OR, ... toutes situces dans le plan
des xy,

N t K
(47) Jk:;;!-b/': F(/\'COSp)d/):—_-&—S\/‘v F(kcosp)dp;

2° dans la supposition contraire,

R 1
(48) :X'::—'—Sf Flucosp + (v*+ w?)? sinp cosq] dg
2T o

1 * !
== Sf0 Flu cosp + (A1— ut)? sinp cosq] dg
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et

(hg) K= zTIEf" o mF(kcosp) sinp dp dq = iS["F(kCOSII)sinp dp.

Le cas ou la somme X reste invariable, tandis qu’on fait tourner les
axes coordonnés autour de origine, ou méme seulement autour de
I'axe des x, mérite une attention spéciale. Alors, en effet, chacune
des formules (16), (22), (31), (47), (48), (49), fournit non plus une
valeur particuliére, mais la valeur générale de la somme

K= \‘K.
N
En conséquence, on peut énoncer les propositions suivantes :

QUATRIEME THEOREME. — Concevons que, dans un plan donne, et par
un point O commun a plusteurs droites OP, 0Q, OR, on méne une nou-
velle droite OA: solent k une longueur portée sur cetie nouvelle droue,
o l'angle compris entre les droites OP, OA, et par conséquent kcos3, la
projection de la longueur k sur la droite OP. Soient encore

K- F(Acosd)

une fonction continue de la projection dont il s’agit, et

;x'—_SK

une somme de fonctions semblables relatives aux différentes droites OP,
0Q, OR, .... Si la somme 3¢ demeure constante, tandis qi’on fait tourner
la droite OA autour de Uorigine O, cette somme sera independante des
valeurs de & relatives aux différentes droites OP, 0Q, OR, ...etlon aura

en vertu de U'équation (47)

. Q" T B SN
(50) 'K_;S‘/‘; F(/{cnso)dd-;fn X ds.

CINQUIEME THEOREME. — Concevons que, par un point O commun a plu-
steurs droites OP, 0Q, OR, ..., on méne arbitrairement trois axes rectan-
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gulaires des x, y, 3, et une nouvelle droite OA sur laquelle on mesure une

certaine longueur k dont les projections algébriques et orthogonales soient
respeclivement designées par
u, ¢,
Enfin sotent
a=p, 8. s 0

les angles formés par la droite OP avec les demi-axes des x, y, 3 posi-
tves, et avec la droite OA ; q l'angle formé par le plan qui renferme la
droite OP et U'axe des x avec le plan des xy; K = F (cosd) une fonc-

tion continue de la projection kcoss de la longueur k sur la drotte OP,
Y., . . .
el N = L\ K une somme de fonctions semblables relatives aux: droites OP

0Q, OR, .... S la somme X demeure constante tandis qu’on fait tourner
les axes des v et s avec la droite O, autour de l'axe des x, cette somme
sera indépendante des valeurs particulieres de g relatives aur droites OP,
0Q, OR, ... et lon aura, en vertu de la formule (48),

W 1
1 . .
(51) :){';.-T:S/ Flucosp + (k*— u?)? sinp cosq ] dy.
M)
SIXIEME THEOREME. — Les mémes choses étant posees que dans le theo-

réme precedent, st la somme 3¢ demeure constante tandis que Lon fait
tourner {'une maniere quelconque les axes des x, v, = avec la droite OA
autour de l'origine O, cette somme sera independante des diverses valeurs
de p, q, relatives awx droites OP, 0Q, OR, ... et l'on aura, en vertu de
la formule ( 49),

N
(52) o= 1 S[ F(k cosd) sind ds.
2 ).,

Nota. — Dans plusicurs des formules ui précedent, comme dans
le Mémoire lithographié sous la date d’aout 1836 ('), on a indiffé-
remment placé le signe b avant ou apres le signe [. A la vérité la
seconde disposition permet d’offrir certaines équations sous une forme

(V) OFucres de C., S. 11, T. \V.
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plus simple, comme on le voit dans la formule (50); mais il est plus
exact d’écrire le signe S le premier, comme on I'a fait dans les for-

mules (51), (52). Ajoutons que si, au lieu de réduire les formules (35),
(36) aux formules (37), (38), en supposant r = 1, on laisse varier r,
on obtiendra, au lieu des théorémes ci-dessus énoncés, d’autres théo-
remes analogues. Ainsi en particulier le sixi¢éme théoréme pourra
s’énoncer comme il suit :

SIXIEME THEOREME. — Concevons qu’a partir du point O commun a un
certain axve OA, et a plusieurs droites OP, 0Q, OR, ... on porte sur ces
drottes des longueurs r, r', 1, .... Soient d’ailleurs % l'angle formé par
la droite OP avec l'axe OA, k une longueur portée sur cet axe,

K=F (4r cosd)

une fonction continue duproduit kr cos &, et

M:SK

une somme de fonctions semblables relatives auax droites OP, 0Q, OR, ....
St la somme 3¢ demeure constante, tandis que 'on fait tourner d’une
maniére quelconque ’axe OA autour du point O, l’on aura

I T
(52) M:;S[) F(krcosd)sind do.



NOTE SUR LA FRANSFORMATION

DES

COORDONNEES RECTANGULAIRES

EN

COORDONNEES POLAIRES.

La transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées
polaires est particuliérement utile, lorsque I'on se propose d’évaluer
Pattraction exercée par un sphéroide sur un point matériel. Or il se
trouve que les formules auxquelles on est conduit par cette transfor-
mation dans le probléme dont il s’agit, et dans un grand nombre de
questions de Physique mathématique, peuvent étre simplifiées a 'aide
d’un artifice de caleul que je vais indiquer.

Soient

&Zy, ¥, &

les coordonuées rectangulaires d’un point matériel ;
Ps ¢, T
ses coordonnées polaires lices aux premiéres par les équations
(1) Z=rcosp, y =rsinpcosgq, s=rsinpsing;
K une fonction quelconque des coordonnées z, y, 5; et

S TR K 0K
(2) Y= T ay? 03!

Si l'on transforme les coordonnées rectangulaires en coordonnées
OEuvres de C. — S. 11, t. X} 6
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polaires, a I'aide des équations (1), alors en posant

3 cosp =g,

on obtiendra la formule connue .
PP RS PP S ka1
Mais si I'on po.se

(3) tang g —e¥

et par conséquent

(6) ula::logtangf,

alors, au lieu de I’équation (4), on obtiendra la suivante :

< __ 1 0°(rK) e‘4‘+ e—q’ d’K a*'K
(7) e ( ) ( + o )
qu’on peut encore écrire comme il suit :

__ 0% (rK) el’—i—e*q' d’(rK) 0’(rK)
@ asmgEL eyl ]



NOTE SUR LINTEGRATION

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

DES

MOUVEMENTS PLANETAIRES.

Théoréme fondamental.

Dans un Mémoire publié a Turin en 1831 ('), reproduit depuis dans
une traduction italienne, et qui, comme l'indique son titre, a spécia-
lement pour objet la Mécanique céleste et un nouveau calcul applicable
a un grand nombre de questions diverses, j’ai donné des formules a
l'aide desquelles on peut déterminer directement chacun des coefti-
cients numériques relatifs aux perturbations des mouvements plané-
taires, et simplifier des calculs qui exigent quelquefois des astronomes
plusieurs années de travail. Pour établir les formules dont il s’agit, et
d’autres formules analogues renfermées dans le Mémoire ci-dessus
mentionné, il suffisait I’appliquer au développement de la fonction,
désignée par R dans la Mécanique celeste, des théorémes bien connus
tels que le théoréme de Taylor et le théoréme de Lagrange sur le déve-
loppement des fonctions des racines d’¢quations algébriques ou trans-
cendantes. Mais il était nécessaire de recourir 4 d’autres principes et
a4 de nouvelles méthodes pour obtenir des résultats plus importants,
que je vais rappeler en peu de mots.

En joignant 4 la série de Maclaurin le reste qui la compléte, et pre-
sentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous

(1) OEuyres de C., S. 1I, T. XV.
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d’autres formes du méme genre, on peut s’assurer, dans un grand
nombre de cas, qu’une fonction explicite d'une seule variable x est
développable, pour certaines valeurs de x, en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable, et
déterminer la limite supérieure des modules des valeurs réelles ou
imaginaires de @, pour lesquels le développement subsiste. De plus,
la théorie du développement des fonctions explicites de plusieurs
variables peut étre aisément ramenée a la théorie du développement
des fonctions explicites d’une seule variable. Mais il importe d’ob-
server que I'application des regles a I'aide desquelles on peut décider
si la série de Maclaurin est convergente ou divergente, devient sou-
vent tres difficile, attendu que dans cette série le terme général, ou
proportionnel & la n™¢ puissance de la variable, renferme la dérivée
de I'ordre n de la fonction explicite donnée, ou du moins la valeur de
cette dérivée qui correspond & une valeur nulle de «, et que, hormis
certains cas particuliers, la dérivée de I'ordre 2 prend une forme de
plus en plus compliquée & mesure que 7 augmente.

Quant aux fonctions implicites, on avait présenté, pour leurs déve-
loppements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de
la méthode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations
qu'on avait données de ces formules étaient généralement insuffi-
santes : 1° parce qu’on n’examinait pas d’ordinaire si les séries étaient
convergentes ou divergentes, et qu’en conséquence on ne pouvait dire
le plus souvent dans quels cas les formules devaient étre admises ou
rejetées; 2° parce qu'on ne s’était point attaché a démontrer que les
développements obtenus avaient pour sommes les fonctions dévelop-
pées, et qu'il peut arriver qu'une série convergente provienne du
développement d’une fonction sans que la somme de la séric soit équi-
valente a la fonction elle-méme. Il est vrai que I'établissement de
régles générales propres a déterminer dans quels cas les développe-
ments des fonctions implicites sont convergents, et représentent ces
mémes fonctions, paraissait offrir de grandes difficultés. On peut en
juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace sur la conver-



DES MOUVEMENTS PLANETAIRES. 3, )

gence ou la divergence de la série que fournit, dans le mouvement
elliptique d’unc planéte, le développement du rayon vecteur suivant
les puissances ascendantes de I'excentricité. Je pensai donc que les
astronomes et les géométres attacheraient quelque prix 4 un travail
qui avait pour but d’établir sur le développement des fonctions, soit
explicites, soit implicites, des principes généraux et d’une application
facile, 4 l'aide desquels on piat non seulement démontrer avee
rigueur les formules et indiquer les conditions de leur existence,
mais encore fixer les limites des erreurs que I'on commet en négligeant
les restes qui doivent compléter les séries. Parmi ces régles, celles qui
se rapportent a la fixation des limites des erreurs commises présen-
taient dans leur ensemble un nouveau calcul que je désignai sous le
nom de calcul des limites. Les principes de ce nouveau calcul se
trouvent exposés, avec des applications a la Mécanique céleste, dans
les Mémoires lithographiés & Turin, sous les dates du 15 octobre 1831,
de 1832, et du 6 mars 1833. L’accueil bienveillant que regurent ces
Mémoires, dés qu'ils eurent été publiés, dut m’encourager 4 suivre la
route qui s'était ouverte devant moi, eta exécuter le dessein que j’avais
annoncé (Mémoire du 15 octobre 1831) de faire voir comment le nou-
veau calcul peut étre appliqué aux séries qui représentent les inte-
grales d’un systeme d'équations différentielles linéaires ou non
linéaires. Tel est elfectivement 'objet d'un Mémoire lithographié a
Prague en 1835, et dans lequel je montre, d’une part, comment on
peut s’assurer de la convergence des séries en question ; d’autre part,’
comment on peut fixer des limites supérieures aux modules des restes
qui complétent ces mémes séries. Toutefois, quoique les résaltats
auxquels je suis parvenu dans le Mémoire de 1835 paraissent déja
dignes de remarque, cependant ils ne forment qu’une partie de ceux
auxquels on se trouve conduit par la méthode dont jai fait usage.
Cest ce que j'ai observé dans une lettre adressée 3 M. Coriolis, le
28 janvier 1837. Cette lettre, insérée dans les Comptes rendus des
séances de I’Académie, renferme I'¢noncé de quelques théorémes
importants que je me propose maintenant de développer, surtout sous
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le rapport de leurs applications & la Mécanique céleste, 4 laquelle ils
semblent promettre d’heureux et utiles perfectionnements. Je me
bornerai, dans ce premier article, a donner I’énoncé précis et la
démonstration d’un théoréme fondamental inséré dans la lettre dont il
s’agit :

TukorEME. — x désignantune variable réelle ou imaginaire, une fonc-
tion réelle ou imaginaire de x sera développable en une serie convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, tant que le module de x
conservera une valeur infeérieure a la plus petite de celles pour lesquelles
la fonction ou sa dérivée cesse d’étre finie et continue.

Démonstration. — Soit

S(z)
une fonction donnée de la variable . Si I’on attribue & cette variable
une valeur imaginaire a dont le module soit X et 'argument p, en sorte
qu’on ait
z=Xer V=1,
on aura identiquement

o 0fZ) _ 1 af(@)

Si, comme nous I'avons supposé, le module X de z conserve une
valeur inférieure a la plus petite de celles pour lesquelles la fonc-

tion f () ou sa dérivée f (%) cesse d’étre finie et continue; alors, la
valeur commune des deux membres de la formule (1), savoir

erV=Tf1(z) = er V=1 f1(X erv=T),

restant finie et déterminée, on pourra en dire autant des fonctions
réelles '

[er=Tf1(X erv™1) + e P f1(X empy=T)],

= [erv=Ts (X erVTT) — e=r V=T p1 (X e rVFT)],
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et par conséquent des intégrales doubles

® X X ©
f f Q(X,p)dpd!{:f f o(X, p)dX dp,
—n+o o Y—m

T X X ®
f fx(X.p)dder:f fx(X,p)dXdp.
—x o Yoz

Done, puisqu’on aura identiquement

eV (x) =9(X, p) + V=T (X, p).

I'intégrale double

T aX X a7
[ [ emr@aa= [ [am @ axa
—ndo o -

conservera elle-méme une valeur finie et déterminée. D’ailleurs, la

fonction f(x) restant, par hypothése, tinie et continue pour la valeur
attribuée a X et pour une valeur plus petite, on aura encore

f""f“f'u)d‘&—— "f(’)dx—f(i)—f(o»

0

f_“eﬂf-'?f'(;)dp o f "f(“")dp__o,

comme on le conclura sans peine des principes établis dans le résumé
des le¢ons données i I'Ecole Polytechnique sur le Caleul infinitésimal.
Donc, dans 'hypothese admise, I'équation (1) entrainera la formule

[“lf(;) —f(o)]dp =0,

ou "

f :f(i)dpx fto)dp
ou enfin
(2) f:f(;)dpzanf(o).

Si, de plus, la fonction f(z) s’évanouit avec x, I'équation (2) don-
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nera simplement

(3) [ 5@ dp=o.

Cela posé, si dans la formule (3) on remplace f( ) par le produit

X —.r

z étant different de x, et le module de x inférieur a X, on en conclura

LY L = 2
f ‘Mdp ::f Mdp:f(x)f (l +Z 4+ +...>dp:27‘r/(.l‘),

- &L — T —n L — . _x x x?
et par suite

n— g

; = (Tes(=)
%) f“’)“m,f_n;_xd’"
L'équation (4) suppose, comme les équations (2) et (3), que la fonc-
tion de X et de p, représentée par f(z), reste, avec sa dérivéee S (@),
finie et continue, pour la valeur attribuée a X et pour des valeurs plus
petites. Dailleurs, comme le rapport

r

Z — T

est la somme de la progression géométrique

r x?
I, —=y =
x x?
qui demeure convergente tant que le module de @ reste inférieur au

module X de 2, il suit de la formule (4) que
J(e)

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes de x, si le module de la variable réelle ou imagi-
naire z conserve une valeur inférieure a la plus petite de celles pour

lesquelles la fonction f(z) et sa dérivée f'(x) cessent d’étre finies et
continues.
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Ainsi, en particulier, puisque les fonctions

cosx, sinz, €%, ¥, cos(1— x?),

et leurs dérivées du premier ordre ne cessent jamais d’étre finies et
continues, elles seront toujours développables en séries convergentes

ordonnées suivant les puissances ascendantes de . Au contraire, les

fonctions
. . ]
(14 2)? —

P l_-i—_\/l-ﬁ’ log(1+x), arctange,

qui, lorsqu’on attribue & z une valeur imaginaire de la forme

Xe/'»/-—',

cessent d’¢tre, avec leurs dérivées du premier ordre, fonctions con-
tinues de .z, au moment oit le module X devient égal & 1, seront
certainement développables en séries convergentes'ordonnées suivant
les puissances ascendantes de la variable x, si la valeur réelle ou
imaginaire de « offre un module inférieur 3 I'unité; mais elles
pourront devenir et deviendront en effet divergentes, sile module de 2
surpasse 1'unité. Enfin, comme les fonctions

1
= = 1

ev, e, Cos—; ...
x

deviennent discontinues avec leurs dérivées du premier ordre pour
une valeur nulle de , par conséquent lorsque le module de @ est le
plus petit possible, elles ne seront jamais développables en séries
convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de z.

On sera peut-étre étonné de nous voir placer arctangz au nombre
des fonctions qui deviennent infinies ou discontinues, quand le
module de x devient égal a 1. Il est vrai que, si I'on attribue & z une
valeur réelle de la forme

r==X,
la fonction arctangx ne cessera pas d’étre finie et continue

pour X = 1. Mais il n’en sera plus de méme, si x devenant imaginaire,
OFuvres de C. — S, 1, 1. X1, 7
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on suppose par exemple
x=X\—1.
Alors, en effet, la fonction

arc tangx = arc tang(x\/:—f)= o= x)\/__.l_(' +X)
. ay—1

deviendra évidemmentinfinie et discontinue, pour lavaleur 1 attribuée
au module X. :

Nous remarquerons en finissant que les fonctions ci-dessus prises
pour exemples, et leurs dérivées du premier ordre, deviennent tou-
jours infinies ou discontinues pour les mémes valeurs du module de
la variable indépendante. Si I'on était assuré qu’il en fut toujours
ainsi, on pourrait, dans le théoréme énoncé, se dispenser de parler de
la fonction dérivée; mais, comme on n’a point a cet égard une certi-
tude suffisante, il est plus rigoureux d’énoncer le théoreme dans les
termes dont nous nous sommes servis plus haut.



MEMOIRE

SUR LES

MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS

DE

DEUX SYSTEMES DE MOLECULES QUI SE PENETRENT MUTUELLEMENT.

§ lor. — Fquations d’équilibre et de mouvement de ces deux systémes.

¢
Considérons deux systémes de molécules qui coexistent dans une

portion donnée de 'espace. Soient au premier instant, et dans I’état
d’équilibre,
x, ¥, 3 les coordonnées d’une molécule m du premier systéme,
ou d'une molécule m, du second systéme,
Z+X,y+Yy,s+zlescoordonnées d'une autre molécule mdu 1* systéme,
ou d’une autre molécule m, du 2°systéme,
r le rayon vecteur mené de lamolécule m ou m, a la molécule m ou m,;

on aura
(1) ri= x4 y*+ 2},

et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-
axes des coordonnées positives, seront respectivement

Supposons d’ailleurs que Pattraction ou la répulsion mutuelle des
deux masses m et m ou m, et m,, étant proportionnelle a ces masses,
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et & une fonction de la distance r, soit représentée, au signe prés, par
mm {(r)
pour les molécules m et m, et par
mm, {,(r)
pour les molécules m et m,, chacune des fonctions
f(r), f,(r)

désignant une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, et
négative, lorsqu’elles se repoussent. Les projections algébriques de la
force
mmf(r) ou wmmf(r)

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les
cosinus des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et, en
conséquence, si I'on fait pour abréger
f,(r)

o

(2) 1) g,

r

=/(r),

elles se réduiront, pour la force mmf{(r), a
mmx f(r), mmyf(r), mmzf(r),
et, pour laforce mm,f,(r), &
mm,x f,(r), mmyf,(r), mmzf(r).

Cela posé, les équations d’équilibre de la molécule m seront évi-

demment
o=8[mx f(r)]+S[mxf,(r)]
(3) o=8[my f(r)]+8[m,yf(r)]
o=S8S[mzf(r)]+S{m,zf(r)],

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables
entre eux et relatifs aux diverses molécules m du premier systeme, ou

aux diverses molécules m, du second systéme.
Concevons maintenant que les diverses molécules

m, m, ..., m, m,
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viennent a se mouvoir. Soient alors, au bout du temps ¢,
& m, &
les déplacements de la molécule m, et
& mp &

les déplacements de la molécule m, mesurés parallelement aux axes
coordonnés. Soient d’ailleurs

¢+ AL w+An, {+AZ
et

§+ A48, n,+A4n, {+A7

ceque deviennent ces déplacements, lorsqu’on passe de la molécule m
a la molécule m, ou de la molécule m, a la molécule m,. Les coor-
données de la molécule m, au bout du temps ¢, seront
x+E y+mn, z+8,
tandis que celles de la molécule m ou m, seront
Z+X+E+AL, y+y+n+An z+z+L + A%
ou

x+x+E+ A8, y+y+mn+A4n, s+z+{+AL,.

Soient a cette méme époque
r+p

la distance des molécules m, m et
r—+0,
la distance des molécules m, m,. La distance
rep
offrira pour projections algébriques, sur les axes des x, v, z, les diffé-
rences entre les coordonnées des molécules m, m, savoir :

x+ Af, y+An, z+AG,

tandis que la distance
r+p,
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offrira pour projections algébriques les différences entre les coor-
données des molécules m, m,, savoir

X+8—E+AL, y+n,—n+A4n, z+{—§+ 4,
On aura en conséquence

(r+p)= (x —Ag)? + (y + An)? +  (z+ AD)Y,

h
(4) (r+pP=(x+§—§+AL) 4 (y +n,—n-+Aan) + (2 +§, —{ + AF))%

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m
de ses équations d’équilibre, c’est-a-dire des formules (3), il suffira
évidemment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres

par
i dn  dg
e’ de’ de’

puis de substituer, a la distance

et a ses piojections algébriques
X, Yy, z

1° dans les premiers termes des seconds membres, la distance

. s
et ses projections algébriques

X+ AL, y+An, z+ AL
2° dans les derniers termes des seconds membres, la distance
r+op,
et ses projections algébriques
X+&—E+ A%, y+n—n+4n, z+§—{+AL.

En opérant ainsi, on trouvera

B SIm(x+ 8) f(r )]+ SIm(x + 5, —E = AL) £(r +5)],
(5) { TR =SIm(y +8n) f(r + )] +8[m(y +n,—n+An,) £,(r +p)],
ag

o =8[m(z+AL) f(r+p)]+S[m(z +§—§+ AL ) f,(r+p)].
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On établirait avec la méme facilité les équations d'équilibre ou les
équations de mouvement de la molécule m,. En effet, supposons que
attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses m, et m, ou m,
et m, étant proportionnelle i ces masses et 4 une fonction de la dis-
tance r, soit représentée, au signe prés, par

wm,m, f,(r)

pour les molécules m, et m, ; elle devra étre représentée par

.

wm,mf,(r)

pour les molécules m, et m, 'action mutuelle de m, et m étant de méme
nature que l'action mutuelle de m, et m. Donc, si I'on pose pour
abréger

(6) £y = w0,

r

les équations d’équilibre de la molécule m se réduiront non plus aux
formules (3), mais aux suivantes :

0==8[mx f,(r)] +S[mx f(r)],
(7 30=S[m,yf”(r)]+S[Mf,(")]‘

o==S[m,z f,(r)] ~S[mx f,(r)).

Concevons d’ailleurs qu’au bout du temps ¢, ladistance des molécules
m,, m, soit représentée par

r=+p,
et celles de molécules m,, m par
r =+ p.
On aura
(.8) (r+p= (x+A5)? + (y + An,)? +  (z+A%),

(r=+ pl=(x=+§—=§+ AN+ (y+n—mn+ A0+ (z+{—§ + AY)*;
et les équations du mouvement de la molécule m, seront
Cdis
%{-;‘ ==8[m,(x+88,) f,(r+p,)] +S[m(x+§ —E +AL) f,(r + p)).
{? 3
(9) { St =S[m,(y + 80 /,(r +p,)]+S[m(y +n—n,+ &n) £,(r + )],

d*g,

= T SIm Az +88) £,(r+p,)] +8[m(z +§ —5,+ AL) £,(r + p)).

/13758
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Si dans chacune des formules (5) on réduit le dernier terme du
second membre a zéro, on retrouvera précisément les équations du
mouvement d’un seul systtme de molécules sollicitées par des forces
d’attraction et de répulsion mutuelle; et pour ramener ces équations
a la forme sous laquelle je les ai présentées dans le Mémoire sur la
Dispersion de la lumiere, il suffirait d’écrire er au lieude g, ﬁ’—'-)- au lieu
de f(r) et rcosa, rcosé, rcosy au lieu dex, y, z.

Les équations qui précédent, et celles que nous en déduirons dans
les paragraphes suivants, doivent comprendre, comme cas particuliers,
les formules dont M. Lloyd a fait mention dans un article fort intéres-
sant, publié sous la date du g janvier 1837, ou l'auteur, convaincu
qu'on ne pouvait résoudre complétement le probléme de la propa-
gation des ondes, sans tenir compte des actions des molécules des
corps, annonce qu'il est parvenu & la solution dans le cas le plus
simple, savoir lorsque les molécules de I'éther et des corps sont uni-
formément distribuées dans I'espace. [ Proceedings of the royal Irish
Academy, for the year 1836-1837.]

§ Il. — Equations des mouvements infiniment petits de dew.x systémes
de molécules qui se pénétrent mutuellement.

Considérons, dans les deux systéemes de molécules qui se pénetrent
mutuellement, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque
molécule s’écarte trés peu de sa position initiale. Si 'on cherche les
lois du mouvement, celles du moins qui subsistent quelque petite que
soit I'étendue des vibrations moléculaires, alors en regardant les

déplacements
Ea n, §, &n N, C,a
et leurs différences

AL, An, A%, AL, An, A,

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra
négliger les carrés et les puissances supérieures, non seulement de
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ces déplacements et de leurs différences, mais aussi des quantités
p et p, poel py

dans les développements des expressions que renferment les for-
mules (4), (5), (8), (9) du premier paragraphe; et I'on pourra
encore supposer indifféeremment que, des quatre variables indépen-
dantes
“r, ¥y, 5, ¢

les trois premiéres représentent ou les coordonnées initiales de la
molécule m ou m,, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de I'hy-
pothése admise, différeront trés peu des premieres. Cela posé, si Pon
a ¢gard aux formules (3) du paragraphe I°, les formules (4) et (5)
du méme paragraphe donneront

. xAE_+yA-n+zAt;’

r

) g, X(E,— &+ AL) +y(n,—n + An,) +2({,—§ + A})
= ,. !
el
Cde . .. 1 df(r
G~ SImsaz)es|m Ay,
—"sl'"’/.f;(r)(z./_‘lé —FAS/ )] +s[”¢1d.’(;f.r) Xp, |-
d*n . S i flf(l)
o) P S[m f(r)An]+9 i ar .P_
2 / .
“ —|~-S[m,‘/‘,(r)(n,--—nv!—Av),)J~+~S[m,d—'/(—’{é'i-2 AR
*T - Ay g df(’)
TR b[/nf(l)A,]—i-bL ar .’_
+S{m, f,(r) (&, -—-";+-\:/)]+5[”‘ ,,( ") e, 5

ou, ce qui revient au méme,

; L}
:_il.’é = "£+ “ﬂ +‘)C+ L/il+ Rlnl""olc/’
din > >
(3) D RE+ M+ PL+ RE+ My, + PL,
'd’z > 3]
| 28 =Qf+ Pu+ N+ Qi + P+ N,

OFuvres de C. — S. W, t. XL 8
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pourvu que, ¥ désignant une fonction quelconque des variables
z,v, et

As
I'accroissement de # dans le cas ot I'on fait croitre
ziex, ydey, :dez,

on représente, i I'aide des lettres

L, M, N, P, Q R,
L. M. N, P. Q. R,

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les

formules
Lu::S%m[f(r) L df JM;— : ,I:f;(l‘)+§d{;,(,r)]3=v M=..,
Pu::S’rnyT_z-iﬁ—rQAB%—-S-;rn,')%fl—/’—r-r—)a. Q=...,
[5o:8 m,[/’,(r)+§%‘—)](a+m)t, M=,
l)’B:S;l)llyT'zg%.’;)(a-f-Ag)“ * QI:_:...,

Comme d'ailleurs ces diverses formules doivent servir & déterminer
les caractéristiques

L.M N P, Q R L, M, N, P, Q, R,

quelle que soit la fonction de z, y, s désignée par s, elles peuvent
étre, pour plus de simplicité, présentées sous la forme

B N o
S,
m [f, x d’f’(')]( +A)$ M=..

(5)

l’,::s:ml%z- -L—d(}fr (I+A)‘, Q/:""
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Enfin, si 'on désigne, & I'aide des caractéristiques
Dy Dy, DD,

et de leurs puissances entiéres, les dérivées qu'on obtient quand on

différentic une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables

indépendantes
£yoye s,

par rapport & ces mémes variables, les équations (3) pourront s'écrire
comme il suit :

S(I —DHE+Bn+ Q7+ L2+ R, 1,+Qc_ﬂ(.
PREA(M—=DNn+PL+ RE+ Mo+ P g —

(6)
( Qi+ P+ (N—=DHL Q.5+ P4+ N2: -0

De méme, en supposant les caractéristiques

L, M, N. P. Q. R.
LM N PO R

!

I i

déterminées par les formules

rdf(r) AN PN A _
s J”_b m f;( ‘:. (vj;[l—.l—JAl--b;m“f‘(l)%-}l: ——{%]s’ M”——....
RIRIIGN ) df)| 0=
) T dr o\ e
..s‘:» ¥i (”1,( )(|+A):r. Q=

on tirera des formules (9) du paragraphe 1*, pour le cas oir le mou-
vement est infiniment petit,
S b+ Ra 4 Q0+ (L, = DDE + Ryo, + Q.5 =0,

Ri+ M+ PE+ RE+ M, — Dy, + PL =0,

Qf+ P+ N0+ Q5+ Ry, + (N,— D, =o.

(9)

On ne doit pas oublier que, dans les formules (4), (5),(7),(8),0na

f(r) L,
;

[
(10) f(r):—,_—-, f(r) = J_(;r_), S, =

i
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les fonctions
((ry, £,(r), £,(r)

étant celles qui représententle rapport entre 'action mutuelle de deux
molécules, séparées par la distance r, et le produit de leurs masses,
1° dans le cas ou les deux molécules font partie du premier des sys-
témes donnés; 2° dans le cas ou I'une appartient au premier systéme
et 'autre au second; 3° dans le cas ou toutes deux font partie du
second systeme.

Pour réduire les équations (G) et (9) a la forme d’équations
linéaires aux différences particlles, il suffira de dévelapper, dans les
seconds membres de ces équations, les différences finies des variables
principales

o & & oy &,
en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y
parviendra aisément & I'aide de la formule de Taylor, en vertu de
laquelle on aura

8+ Ay == @ Pty rabey

quelle que sbit la fonction de

x’ y’ :'?
désignée par , et par conséquent

(l l) I+ A - cxli,+ylby4»zlb,’ A= ¢ lb,,+)hy4i:l»,___|.

Cela posé, dans les équations (6) et (9) ramenées a la forme d’équa-
tions aux différences partielles, les coefficients des dérivées des
variables principales se réduiront toujours a des sommes dans chacune
desquelles la masse m ou m, se trouvera multipliée sous le signe S par
des puissances de x, y, z, et par une fonction de r. Ainsi, en parti-
culier, les coefficients dont il s'agit se réduiront, dans les seconds
membres des équations (6), i des sommes de I'une des formes
- (12) S{m xry*z* £ (r)}, S [m x"y"'z"",d—{;(#] ’

(13) A B P *—"f,}f-")] ;



DE DEUX SYSTEMES DE MOLECULES. 61

et, dans les seconds membres des équations (9), a des sommes de
'une des formes

(l[‘) S[m,x" -)'"‘7‘"“.{//(") ‘- S ['Il, X! ."'"7-"” Lf;(—l_ ‘ )
: dr

(|5) S[," xnyn'zn»fl (")J' S l:,n \"y"'z"' l{f}(ll;l ,
ar

n, n’, n” désignant des nombres entiers.

On pourra regarder la constitution du second systeme de molécules
comme étant partout la méme, si les sommes (14), (15) se réduisent
a des quantités constantes, cest-a-dire i des quantités indépendantes
des coordonnées

O -

de la molécule m,. C'est ce qui aura licu, par exemple, quand le second
systeme sera un corps homogene, gazenx ou liquide ou cristallisé. Si
d’ailleurs, les molécules étant dans le premier systeme beaucoup plus
rapprochées les unes des autres que dans le second, les sommes (12)
et (13) reprennent périodiquement les mémes valeurs quand on fait
croitre ou décroitre en progression arithmétique chacune des trois
coordonnées z, ¥+ 3, etsiles rapports des trois progressions arithmé-
tiques, correspondantes aux trois coordonnées, sonttrés petits; alors,
en vertu d’un théoréme que nous avons établi ailleurs, on pourra
substituer i ces mémes sommes leurs valeurs moyennes sans qu'il en
résulte d’erreur sensible dans le caleul des vibrations du systéme et
des déplacements moléculaires. Done alors les ¢quations des mouve-
ments infiniment petits des deux systemes, cest-a-dire les équa-
tions (6) et (g), pourront élre considérées comme des équations
linéaires aux différences particlles et i coefficients constants entre les
six variables principales

- = r
& s g S e S

et les quatre variables indépendantes
x, y 5 L

De semblables ¢quations sont propres i représenter, par exemple, les



62 SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS

mouvements infiniment petits du fluide lumineux renfermé dans un
corps homogéne, isophane ou non isophane, opaque ou transparent.

Comme nous venons de le dire, dans le cas ou les sommes (12)
et (13) reprennent périodiquement les mémes valeurs, tandis qu’on
fait croitre ou décroitre les coordonnées en progression arithmétique,
une condition nécessaire pour qu'on puisse sans erreur sensible
substituer & ces mémes sommes leurs valeurs moyennes, c’est que les
rapports des trois progressions arithmétiques correspondantes aux
trois coordonnées soient trés petits. Il y a plus, si 'on veut appliquer
le théoréme rappelé ci-dessus, et qui met cette condition en évidence,
a un mouvement simple caractérisé par une exponentielle népériennc
dans I'exposant de laquelle les coefficients des coordonnées soient
imaginaires, on reconnaitra que, pour rendre légitime la substitution
dont il s’agit, on doit supposer tres petits non seulement les rapports
des trois progressions arithmétiques, mais encore les produits des
sommes (12) ou (13) par I'un quelconque de ces rapports.

§ L. — Mouvements simples.

Les équations (6) et (9) du paragraphe précédent peuvent étre
traitées comme des équations linéaires a coefficients constants, non
seulement dans le cas ou, la constitution des deux systémes de molé-
cules étant partout la méme, les sommes (12), (13), (14), (15)
demeurent constantes, mais aussi dans le cas o, les sommes (14), (15),
étant constantes, les sommes (12), (13) varient périodiquement quand
on fait croitre ou décroitre les coordonnées en progression arithmé-
tique, pourvu que dans ce dernier cas les produits des sommes (12)
ou (13) par le rapport de 'une quelconque des trois progressions
arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées soient trés
petits. Seulement, on devra, dans le dernier cas, aprés avoir intégré
les formules (6), (9), comme si toutes les sommes (12), (13), (14), (15)
étaient constantes, remplacer dans les intégrales trouvées chacune de
ces sommes par sa valeur moyenne. C’est ainsi que 'on obtiendra, par
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exemple, les vibrations de la lumiére dans un corps diaphane, en sup-
posant que le rayon de la sphére d’activité d’une molecule du corps,
c'est-d-dire au dela de laquelle cette action devient insensible et peut
étre négligée, soit peu considérable relativement i la longueur d’une
ondulation lumineuse.

La solution de plusieurs problémes de Physique mathématique pou-
vant dépendre de I'intégration des équations (6) et(9) du paragraphe
précédent, considérées comme équations linaires i coefficients cons-
tants, nous allons rechercher ici les intégrales de ces ¢quations, en
nous bornant pour I'instant aux intégrales qui représentent des
mouvements simples, ¢’est-d-dire en supposant les déplacements
effectifs ou du moins les déplacements symboliques tous propor-
tionnels & une méme exponentielle népérienne, dont Iexposant soit
une fonetion linéaire des coordonnées et du temps.

Lorsque les sommes (12), (13), (14), (15) du paragraphe II
demeurent constantes, alors, pour satisfaire aux ¢quations (6) et (9)
du méme paragraphe, il suffit de supposer les vaviables principales

E» 0, & E,,« N, C,

. .
toutes proportionnelles 4 une méme exponentielle népérienne dont
Pexposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

et de prendre en conséquence

(l) g :A erz:m~vy+wz»~sl~ 0= B e”‘“’."*“‘"'“, : — C eux vy \m~xt’
-
c

(2)

v A e
—_ A eux+vy+wz-.cl' ﬂ, = "I ens+vy e .\t. t/ - “l ens+vy+we :l,
/ 1

u, v, w, s, A, B, C, A, B, C, désignant des constantes réelles ou ima-
ginaires convenablement choisies. En effet, si I'on substitue les

valeurs précédentes de

E.e n, g E,/‘ Tijy :l’
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=t e | spm 2 40 2=
Lm0+ o] C me
@,;S;m,y—_l L vy, 2=
PO PEEE L/ CI P o
,(f: mz;z- df/(’ )C"“'Y"'w‘:, R 1Q=""
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dans les équations (6) et (9) du second paragraphe, tous les termes
seront divisibles par I'exponentielle

Us+vy-+wa=st
elxrYy s

et, apres la division effectuée, ces équations seront réduites i d’autres
de la forme

(L= YA+ AB+ 0+ LA+ R B+ 9L=o,
(3) RA+ (M —s)B+ RC+R A +B,+ 4,C =0,
94+ 9B+ (B —)C+ A+ 4B, +X,C=0;

LA+ AB+ 9C+ (L, —sA + &,B,+9,(,
) AA+ B+ LC+R,A,+ (M,— s)B,+ 4, (,,_o,
QA PB+ BC+2,A,+ 4B+ (5, —s)C,=o0;

les valeurs des coefficients

1

1{! 1 R, ;)L’ﬁ /l 1‘2 A {u‘ ’mbu’ %”, ‘f“ ?2./‘ ‘KRII

£ OI'L, o, @2, Ry L, I, N, €, 9, R,

étant déterminées par les formules

d
n=sm Y fv"new »( i ’,.“’f;f”$



1))

ou, ce qui revient au méme, par les formules

i ) ()3‘1' K
L= (| -+ 0‘&?’ M -
(5)
( (_t) — 0’(‘i , :2 —_
dv dw
arh
C=Gor S =
(6) du?
[(— 9t ‘)/ '2 .
ST du o’ "~
, ] .
( ) lj\_:: I(, + -l_)l‘l_’—’ M -
7 @ 9.5 3
T e ow'’ R
. , 0K
Li=§4,+ ()",ﬂ L
(®) a5
® — _Llll,-, Q e
LT e dw
les valeurs de
(J" r’; ’ (J)l‘ (‘il’

E DEUX SYSTEMES DE MOLECULES.

étant respectivement

G=S[mf(r)(exroytwe_g) —8fm f ()]

(m (If(/)

enxty, +war _
(9) ( r o dr Y !
sm af,(r) (ux 4+ ¢y -wz)
l rodr 2 \’
g’: S [", /'(,-) (.uxH'vH\'A'I
('0) ’" (lf/ ,) PLARRY +u/‘.
=8 ) T Tdr ’ 1’
’(’ =8[m [ (r)ersreviwe],
('l) | p— m d/‘l(,) nx+a~+w¢‘-
3 b= [T dr T
G,=8[m, fi(r)(ewrerivi—i)]--S[m f,(r)],
(12) ‘)”——Qz_;‘_’ _(l_f_;fil_(_{_).[euws')ﬂw I—-—(IIX+('_V+((',$)~—-
' q‘ mdf,(r) (ux -y -+ wz):l'
- (T dr 2

s () 4

Tt

= (‘.Il +

g4
g o’
2y
Jdw du
a*h

« o
G, + dvry ’
25,
ow du
a4
g’

(y

r
— __‘__)_/")

T owdu

ah,
avt

! ‘),,

ow ou’

N
:‘.lv

D

X = G 95,
dw?
Ll
Ju oy’
0t}
N = - Ly
ST Tl wey o
. . ()’,'), .
CTT du de?
)
)6 —
! AT g’
W\ o= ‘)’l«‘) .
r Ju ov’
)2
W, = A
a 't
Db
ST duae?
S

(X ey o) —

OFEuvres de C. — S. 11, t. X1,

(N -+ ey -zt

2

(X 40y 4-wz)?
2

<
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Or, lorsque les sommes (12), (13), (14), (15) du paragraphe 1V
demeurent constantes, on peut en dire autant des valeurs de

L0000k, X, @, 2, &, g, I,

ey

que fournissent les équations (5), (6), (7), (8), jointes aux for-

mules (g), (10), (11), (12), et qui sont développables avec I'expo-
nentielle

SUXFIY+

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, ¢, .
Donc alors on peut satisfaire aux équations (3) et (4) par des valeurs
constantes des facteurs

o Ay B AL B, G
Soit maintenant

(13) S=o

I’équation du sixicme degré en s* que produitI’¢limination des facteurs

A, B, G A, B, G
entre les équations (3) et (4), la valeur de s étant
(14) S=(L— ") (IM —s*) (I —s2) (L, —sH) (M, — s1) (0T, —s*) —.. ..

Si I'on prend pour s une quelconque des racines de 'équation (13), et
si d'ailleurs on désigne par

o, B, ¥, a. €. v,

i '

des coefficients arbitraires, on pourra présenter les ¢quations (3)
et (4) sous la forme

(L— A+ AB+ 20+ LA+ R B+ Q,6,=as,

(15) AA+ (M —s)B+ 49C+ KA +MB,+ £C=p5,
A+ 4B+ (906 — sH)C+ 2,A,+ 9B+ 05,C =y,

LA+ AB+ 9C+ (£, —sHA,+ & B,+2,C=qa3,

(16) AA+MB+ LCH+ R A+ (M, — B+ €,C,=05,8,
QA+ EB+ BC+I A+ @B+ (0%, —s)C =y,85.

Or, en laissant & s une valcur indéterminée, on tirera de ces derniéres
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équations résolues par rapport aux facteurs A, B, G, A,, B, C,,

S A= Ca+ 88+ @y £ o 88 4-@,7,.
(17) B-Uad ME+ Py+ 8o+ M8+ 9,9y,
( CmQa+P8-+-Ny+@ 2+ P8+ 0,7y

A=La+ 884+ @y+ Ca,+ B8 +@,7,.

(18) B=1Y%oa+ M6+ Py+ Qo+ ME+ Py,
G @at+ P84 Ny Qa4 P35+ W5y,

et par suite

A

Coar WEr @yt La+ 8,550,
}]

Ba+ WAL Py Wo - ME 4P,y
G

T Ca PEL Uy @ P50,y
A,

L - @+ Gk WE ey,

g — e i ];’ e e——

Mo M3 - Py + B x- M5+ Py,
¢,

i - [ ,
: ,C.J( + l,’1 c+ /“ 7 +°®'u“/ b “'ucl -+ “117/

i

~les nouveaux facteurs

g oMmoou P, 8 o€, M, cees

‘

étant des fonctions entiéres de s, toutes du huiticme degré, a 'excep-
tion des seuls facteurs

g, mou, o, M. U

" 7 )l
qui seront du cinquieme degre par vapport i s*, et du dixitme par
rapport i s. Doncles valeurs des facteurs

A, B, G AL B, G

déterminées par les formules (17), (18), vérifieront généralement les
formules (15) et (16). Done, lorsqu’on prendra pour s une racine de
I'équation (13), elles vérificront les formules (3) et (4), quelles que
soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux constantes

I~ D A . .
2, 8 9 a. 5, ;3
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et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports
B C A, B,
AN AN R
propres a vérifier les formules (3) et (4), seront précisément celles

que fournit la formule (19). Si I'on suppose en particulier les cons-
tantes

r n

% 5, v, . €4 Yn

toutes réduites d zéro, a Pexception d’une seule, la formule (19)

donnera successivement

‘A B € A B

T W e f W e

A B ¢ B (N

(20) /i-:_—i“:—l—':—gj’:—i":—:i‘-"a
(iwﬁ_“ A G

CTF oW e, W W

A B G A B
87_7“34—5_7‘7 e,

(1) %:%:%::fn\—'?'%‘:%,
1 i/ ‘ II " “

_A__w B ¢ A B ._&.

' lm lv Iu -—a—; B —v—ll B nﬂ

Les formules (1) et (2), lorsqu’on y suppose les constantes

B €A B G

I G W WY W

déterminées en fonctions de

par 'équation (13) jointe & la formule (19), ou, ce qui revient au
méme, 4 l'une des six formules (20) et (21), représentent ce qu'on
peut nommer un systeme d'intégrales simples des équations (6)
et (9) du paragraphe II. Les coefficients

u, v, w,

dans ces intégrales simples, restent entiérement arbitraires, ainsi que
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la constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes
w, ¢,ow, s, A, B, C. A, B. C,.

ct, par suite, les valears des variables principales

.:t‘ T, Cs

1\‘\
)
o

tirces des formules (1), (2), peuvent étre réelles ou imaginaires. Dans
le premier cas ces variables représenteront les déplacements infini-
ment petits des molécules dans an mouvement infiniment petit compu;
tible avec la constitution des deux systemes donnés. Dans le second
cas, les parties réelles des variables principales vérificront encore les
équations des mouvements infliniment petits, et ce seront évidemment
ces parties réelles qui pourront ¢tre censées représenter les dépla-
cements infiniment petits des molécules dans un mouvement de
vibration compatible avec la constitution des deux systémes. Dans
'un et lautre cas, le mouvement infiniment petit qui correspondra
aux valeurs de

. r s >
Sy M3 Sp Ny

fournies par les équations (1) et (2), sera un mouvement simple, dans
lequel ces valeurs représenteront ou les déplacements eftectifs des
molécules, mesurés parallélement aux axes coordonnés, ou leurs depla-
cements symboliques, c’est-d-dire les variables imaginaires dont les
deplacements effectifs sont les parties réelles. Les équations (1), (2)
elles-mémes seront les équations linies, et dans le second cas les
équations finies symboligues du mouvement simple dont il s’agit.
Si 'on pose

(22)  w=Usuvy—1, v=V vy, w=W - wy—1.

(23) s= 9 4 sv/:’
(20) A =ace v B=hetrv 1, C=cev i,
(23)  A=aem B,= b,e® VI, C,=c,eW=T,

v, v,w, U, V, W, 5,8 a, be, 4, u,v, a,b,c, A u, v, dési-
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nant des quantités réelles, et si d’ailleurs on fait, pour abréger,
p

(206) kK =yu+ Vi Wi, K =yU'+ Vi+ W,
(27) Ki=uvx + vy -+ ws. Kn=Uzx+Vy+ W3,

les formules (1), (2) donneront

= aefr % cos(kv —- st + R),
= hekrSlcos(kyv — st + p),
= cef—8cos(kv — st +4-v);
&, = a,e85cos (kv -~ s8¢+ 1)),
(29) 7, b,e¥ =3 cos(ki — st + ).

Lo, cReSeos (ke — st 4-v).

(28)

X Iy

Comme la forme des équations (28) reste invariable, quel que soit
le second systtme de molécules, et dans le cas méme ou ce second
systéme disparait, il en résulte qu'un mouvement simple, susceptible
de se propager  travers deux systemes moléculaires qui se pénétrent
mutuellement, est, pour chacun de ces deux systémes, de la méme
nature qu'un mouvement simple capable de se propager i travers un
systéme unique, et se réduit toujours 2 un mouvement par ondes planes,
dans lequel chaque molécule décrit une droite, un cercle, ou une
ellipse. C'est d’ailleurs ce que démontrent évidemment les formules
suivantes. _

On tire des équations (28):

1° Lorsque A, w, v sont ¢gaux

E_m_¢t,
(30) AT

2° Lorsque A, @, v ne sont pas égaux

g

;sin(p—v) + %sin(vm 1)+ %sin()\-—p).«_,; o,

§

(3r) A\ . .
(ﬁ) ——2'3’ Ecos(p.-——v) +<-c-) = ¥ gin? (u — V).

Parcillement on tire des équations (29) :
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1° Lorsque A, i, v, sont égaux

'
1%

(332) oo

=g

Ry

2° Lorsque A, w,, v, ne sont pas égaux

S—Sm(p, v,) + sm(v - h,) Ei-sin()\,—(;,) =o,
(33) (¥ &

1 H
(ﬂ’. a0 s 5 (‘()\(H —9,)) -+ 9 = B gint (, — v,).
\')/ | ! ! ¢, ' '

Donc laligne décrite par chaque molecule du premier ou du second
systtme est toujours une droite représentée par les formules (30)
ou (32), ou bien une ellipse représentée par les formules (31) ou (33),
cette ellipse pouvant se réduire i une circonférence de cercle. Le plan
invariable, auquel le plan de Uellipse veste constamment paralléle,
est d'ailleurs représenté, pour le premier systéme de molécules, par
I’équation

(34) %sin(y.— v) + %sin(v —2)+ %Sin()\ - ) =20,

» pour le second systéme de moléeules, par I'équation

(35) —sm(y.l—- v,) +—-—~m(; — ) - —-sm()‘ -1 =

Ajoutons que l'aire décrite, au bout du temps ¢, par le rayon vecteur
de Uellipse est représentée, dans le premier systéme de molccules, par
Pexpression

.

(36) %e"‘"(l——e—?s’) VIbrersint(p—v) - etarsin?(v—Ah) + a?b?sin? (A — p)]
et, dans le second systéme, par I'expression

(37) %e""‘(l-—c"“’)‘/[l)fcf sin?(g,—v,)
+cralsint(y,—A&,) +a’blsin*(},— p)].

Donc le rapport entre les aires décrites par les rayons vecteurs des
ellipses, que parcourent deux molécules correspondantes des deux
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systétmes donnés, reste le méme & lous les instants et dans tous les
points de I'espace. Enfin, dans le cas particulier ot § s’évanouit, c'est-
a-dire ot le mouvement simple est durable et persistant, chacune de
ces aires croit proportionnellement au temps, puisqu’on a dans ce
cas

| — e W

a8
Si, en nommant
a, b, ¢

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
coordonnées positives, on nomme

8 et 8

les déplacements des molécules du premier et du second systéme,
mesurés paralltlement & I'axe [ixe, on aura

(38) p=al+bntel w a4 byt el
et, en posant pour abréger

aa cosh +bh cosp +cc cosv =h coswm,  aa sind +bb sing +ce sinv = h sinw,
aa, cosh,+ bh, cosp, +ce, cosy, = h cosm,,  aa,sink, +bb, sing, +cc, siny, = h,sing,,

on tirera des formules (28) et (29)

(39) y = h e¥*Scos (ks — st + @),
(40) 8,7 h, b S cos (kv ~ st +w,).

En vertu de ces dernicres équations, le déplacement d'une molécule
mesuré parallélement 2 un axe fixe quelconque, 8'évanouit pour chaque
systéme : 1° & un instant donné, dans une suite de plans équidistants
paralléles au plan invariable que représente la formule « = o, ou

(40 U+ vVy+ ws=o,

la distance entre deux plans consécutifs étant la moiti¢ de la lon-
gueur

(42) 1=125,
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2? pour une molécule donnée, i des instants séparés les uns des autres
par la moitié de I'intervalle
(43) T 2T

S

Ainsi cette distance et cet_inteevalle, qui représentent |'épaisseur
d’une onde plane, ou la longueur d’une ondulation, ot 1a durée d’une
vibration moléculaire, restent les mémes pour les deux systémes,
comme le plan invariable auquel les plans de toutes les ondes sont
paralléles. On peut en dire autant, non seulement de la quantité Q
déterminée par la formule

(44)

-
<
il

=

‘v’l“a b

c’est-i-dire de la vitesse de propagation des ondes planes, mais aussi

de Pexponentielle
Kr—§7
4 -

qui représente le module du mouvement simple, et du binome
K -— st

qui en représente 'argument.

Observons encore qu'en vertu des formules (39) et (40), Uampli-
tude des vibrations moléculaires, mesurée parallélement d un axe fixe
donné, sera représentée, pour le premier systeme, par le produit

2hekn-st
et, pour le second systbme, parle produit

ah, et ¥,
Cette amplitude variera donc en général, dans le passage d'un systéme
a l'autre, avec le parametre angulaire qui correspondra au méme axe
fixe, et qui sera représenté par @ pour le premier systéme, par &, pour
le second. Toutefois le rapport des amplitudes calculées pour deux
molécules correspondantes des deux systémes, étant constamment

¢gal au rapport —;.i, restera le méme partout et i tous les instants, Si K

OFuvres de C, — 8. 11, 1. X1, 10
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et S se réduisent tous deux a zéro, les formules (39), (40) se rédui-
ront a

(45) ¥ = h cos(kv — st + ),
(46) 8,=h, cos(kv —st +w,),

et les amplitudes des vibrations moléculaires représentées par

ah et ab,

deviendront constantes. Enfin le mouvement s'éteindra dans les deux
systemes pour des valeurs infinies de ¢, si la constante S différe de
zéro, et pour des valeurs infinies de w, sila constante K differe de
zéro. Ajoutons que, dans cette dernicre hypothese, les amplitudes des
vibrations moléculaires décroitront en progression géométrique avee

le module
cl(n—-Sl
. Y

tandis que Pon tera croitre en progression arithmétique les distances
au plan invariable représenté par I'équation r == o, ou

(47) Uz +Vy+Ws=o.

D’apres ce qu'on vient de dire, dans un mouvement simple de deux
systémes de molécules qui se-pénétrent mutuellement, il existe, pour
chacun de ces deux systémes, trois plans invariables, et paralléles, le
premier aux plans des courbes déerites par les diverses molécules, le
second aux plans des ondes, le troisicme & tout plan dans lequel se
trouvent renfermées des molécules qui exécutent des vibrations de
méme amplitude, D’aillears, de ces trois plans le second reste
commun, ainsi que le troisicme, aux deux systtmes de molécules,
mais on ne saurait, du moins en géncral, en dire autant du premier.

Quant aux intégrales générales des équations (6), (9), du para-
graphe I1, on les obtiendra sans peine & I'aide des méthodes qui feront
'objet du Mémoire suivant.
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L'INTEGRATION DES BQUATIONS LINEAIRES.

Considérations générales.

C'est de I'intégration des équations linéaires, ot surtout des tqua-
tions linéaires & coefficients constants que dépend la solution d’un
grand nombre de problémes de Physique mathématique. Dans cos
problemes, les variables indépendantes que renferment les équations
linéaires dyfférenticlles ou aux différences partielles sont ordinairement
au nombre de quatre, savoir, les coordonnées et le temps ; mais les in-
connues ou variables principales peuvent étre en nombre quelconque,
et la question consiste & trouver les valeurs générales des variables
principales quand on connait leurs raleurs initiales covrespondantes i
un premierinstant, et les valeurs initiales de leurs dérivées. Suppo-
sons, pour fixer les idées, ces valeurs initiales connues, quelles que
soient les coordonnées. Alors la question pourrait & la rigueur se ré-
soudre, pour un systtme d’¢quations différentielles linéaires et a coef-
ficients constants, i aide des méthodes données par Lagrange, dans
le cas méme o0 ces équations offriraient pour seconds membres des
fonctions de la variable indépendante. Car, aprés avoir réduit par I'éli-
mination les variables principales & une seule, on pourrait, i I'aide
de ces méthodes, exprimer la variable principale en fonction de la
variable indépendante et de constantes arbitraires, puis assujettir la
variable principale et ses dérivées a fournir les valeurs initiales
données ; ce qui permettrait de fixer les valeurs des constantes arbi-
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traires, i I'aide d’¢quations simultanées du premier degré. On sait
d’ailleurs qu’en suivant la méthode de Lagrange on obtient, pour
valeur générale de la variable principale, une fonction dans laquelle
entrent avec la variable principale les racines d’une certaine équation
que j'appellerai I'équation caractéristique, le degré de cette ¢quation
¢tant précisément l'ordre de I'équation différentielle qu'il s’agit d’in-
tégrer. On peut donc dire, en un certain sens, que la méthode de
Lagrange réduit Uintégration d’une équation différentielle linéaire &
coefficients constants a la résolution de I'équation caractéristique.
Toutefois, on doit observer : 1° que Lagrange ést force lui-méme de
modifier sa méthode dans le cas ot I'équation caractéristique offre des
racines égales; 2° qu’il est bien dur pour un géométre, quiveut suivre
cette méthode, de se croire obligé a introduire dans le calcul des
constantes arbitraires qui doivent étre ¢liminées plus tard, ct rempla-
cées par les valeurs initiales de la variable principale et de ses déri-
vées ; 3° qu'il y a méme quelque inconvénient, sous le rapport de la
complication des calculs, & commencer par réduire un systéme d’équa-
tions différentielles données a une seule, qui renferme une seule variable
principale, sauf i revenir par un calcul inverse de la valeur générale de
cette variable principale aux valeurs de toutes les autres. Il m’a done
paru qu’un service important & rendre non seulement aux géométres,
mais encore aux physiciens, seraitde leur fournir les moyens d’exprimer
immédiatement les valeurs générales des variables principales, qui
doivent vérifier un systéme d’équations différentielles linéaires i coeffi-
cients constants, en fonction de la variable indépendante et des valeurs
initiales des variables principales et de leurs dérivées, sans avoir a éta-
blir aucune distinction et a s’occuper séparément du cas ou I'équation
caractéristique offre deux, trois, quatre. .. racines égales. Jai déja
fait voir, dans les Exercices des Mathématiques, avec quelle facilité on
atteint ce but i Paide du calcul des résidus, quand on considére une
seule variable principale déterminée par une scule équation différen-
tielle. Je vais montrer dans ce Mémoire qu’a I'aide du méme calcul on
peut encore arriver au méme but pour un systéme quelconque d’équa-
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tions linéaires et i coefficients constants. La simplicité de la solution
est telle qu'elle ne peut manquer, ce me semble, d*atre favorablement
accueillie par tous ceux qui redoutent la longueur et la complication
des calculs, et qui attachent quelque prix a I'élégance ainsi qu'a la
généralité des formules. 11y a plus : laméthode que je propose ici peut
étre étendue et appliquée a U'intégration d’un systéme (’équations
lin¢aires aux différences partielles et 4 coefficients constants. Pour
opérer cette extension, il suffit de recourir aux principes quej'ai déve-
loppés dans le XIX® Cahier du Journal de I’ Ecole Polytechnigue, et dans
mes lecons au College de France. En conséquence, étant donné un
systeme d’équations lincaires aux différences partielles et i coeffi-
cients constants entre les coordonnées, le temps et plusieurs variables
principales, avee les fonctions qui représentent les valeurs initiales
de ces variables principales et de leurs dérivées, on pourra immédiate-
ment exprimer, au bout d’un temps quelconque, les variables princi-
pales en fonction des variables indépendantes, et des racines d’une
certaine ¢quation que je continuerai de nommer I'équation caracteris-
tique. Ainsi, dans la Physique mathématique, on n’aura plus 4 s’occu-

per de rechercher séparément les intégrales qui représentent le mou-
vementdu son, de la chaleur, les vibrations des corps ¢lastiques, ete.
La question devra étre censée résolue dans tous les cas des que I'on
sera parvenu aux équations différentielles ou aux différences par-
tielles. Seulement les intégrales obtenues seront, dans certains cas, ré-
ductibles i des formes plus simples que celles sous lesquelles elles se
présentent d’abord. Mais, comme on le verra plus tard, et comme je
I'ai déja expliqué ailleurs, en (raitant de U'intégration d'une scule
équation linéaire, on peut établir, pour cette réduction méme, des
régles générales. C'est ainsi, par exemple, quo 'intégrale définie sex-
tuple, a I'aide de laquelle s’exprime la valeur générale de la variable
principale d’une seule équation aux différences partielles, se réduit &
unc intégrale définie quadruple, dans le cas ot cette équation devient
homogine, ouméme 4 une intégrale double, quand le premier membre
de I’équation caractéristique est décomposable en facteurs du second
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degré. On peut consulter & ce sujet, dans le Bulletin des Sciences (avril
1830, I'extrait d’'un Mémoire que j'avais présenté cette méme année i
I'Académie.

Parmi les conséquences dignes de remarque qui se déduisent de la
méthode d’intégration exposce dans le présent Mémoire, je citerai la
suivante :

Ltant donné un systéme d’équations linéaires aux différences par-
tielles et & coefficients constants entre.les coordonnées, le temps, et
plusieurs variables principales avec les valeurs initiales de ces varia-
bles principales ct de leurs dérivées, on peut réduire la recherche des
valeurs générales des variables principales & I'évaluation d'une inté-
grale définie sextuple relative & six variables auxiliaires, la fonction

sous le signcféymt proportionnelle & une exponentielle dont 'expo-

sant est une fonction linéaire des variables indépendantes, et récipro-
quement proportionnelle au ‘premier membre de P'équation caracté-
ristique. . '

En appliquant la méthode développée dans le présent Mémoire aux
équations & différences particlles qui représentent le mouvement des
ondes, du son, de la chaleur, des corps élastiques, ... et généralement
les vibrations d’un systeme de molécules sollicitées par des forces d’at-
traction ou de répulsion mutuelle, on retrouve les intégrales connues,
dont les unes ont-été données par M. Poisson, et les autres par moi-
méme, soit dans mes anciens Mémoires, soit dans ceux que j'ai preé-
sentés récemment a '’Académie. Jajouterai que la méme méthode,
appliquée aux équations différentielles contenues dans mes derniers
Mémoires, fournira généralement les intégrales des mouvements infi-
niment petits de deux pu de plusieurs systémes de molécules qui se
pénetrent mutuellement, dans le cas ou 'on regarde comme constants
les coefficients renfermés dans ces équations différentielles.
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§ler. —- Intégration d’un systéme d’équations différenticlles du premier ordre,
linéaires et a coefficients constants.

Considérons n équations différentielles du premier ordre linéaires
ct & coefficients constants, entre n variables principales

L4
Hon, Lo

considérées comme fonctions d'une seule variable indépendante ¢ qui
pourra désigner le temps. Supposons ces ¢quations, présentées sous
une forme telle quelles fournissent respectivement les valeurs de

di g dZ ) ‘
’—I-'Z b —'Tt- ) -(72 b . >

de sorte que, en faisant passer tous les termes dans les premiers
membres, on les réduise A

73 Ce
P + Lt Iln+... o,
) | Z%A—‘l”é A+ YN 4. ol

ou, ce qui revient au méme, a
\' (De+ L)E+IMr 4. == 0,
(2) } W+ (D= d)n+...=o.

LM, ey W,9,. .. dlant des coefficients constants. On vérifiera évi-
demment les équations (1) ou (2) si Pon prend

(3) == Ne*, n = Be*,

. . . . . . .
s, A, B, ... désignant des constantes réelles ou imaginaires, chotsies
de maniére i vérifier les formules

\ s+ DA +MB+...=o0,
(&) ¢ PAH(s+)B+...=0,

[ .
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(qu’on obtient en remplacant, dans les équations (2), D, par s, et

-

& 0 ... par A LB, L.

D'ailleurs, comme ’élimination des facteurs A, B, C,... entre les for-
mules (4), fournira une éguation caractéristique

(3) S =o,
qui sera du degré n par rapport i s, la valear de 5 étant

(6) S=(s4+ )+ ... — MY .. 4.

.

on pourra, dans les formules (3), prendre pour s une quelconque des
n racines de I'équation (5). lly a plus : comme, ¢tant donnés, pour les
variables principales, deux ou plusicurs systémes de valeurs propres
a verifier les équations (1), on obtiendra de nouvelles intégrales de
ces mémes équations en ajoutant 'une & l'autre les diverses valeurs
de chaque variable principale, il est clair qu’on vérifiera encore les
équations (1) en posant

() £=

ey

pourvu que, le signe ¢ du calcul des résidus étant relatif aux diverses
racines de Péquation caractéristique, on prenne pour

A, By Gl

des fonctions enticres de s, propres a véritier les formules (4). Or, on
obtiendra de telles valeurs, en substituant aux équations (4) les sui-
vantes

[ (s+ OA+IMB A4 = a8,
) CA+ (s+ B +... =83,

[

qui s’accordent avee elles, quand on prend pour s une racine de

(8)

Péquation caractéristique, quelles que soient dailleurs les valeurs
attribuées aux nouvelles constantes

a, 8, Yoo e
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Soient en conséquence

A= Qo 4- M8 4, ..,
9) CB P Q8 L

les valeurs de A, B, C, ... tirées des formules (8), ou, ce qui revient
au méme, les numérateurs des fractions qui représentent les valeurs
de A, B, ¢, ... déterminées par les formules

S+ OA+MB +... =«

(10) LA - (5 4+ N)B 4-...— &,

et qui offrent s pour commun dénominateur. On véritiera les équa-
tions (1) en prenant

(1) £ ‘.(loc—i—!u'oﬂ-...)e-"‘, "= l.(_111+a8 .. )est

C (s < Wy

On remarquera maintenant que, dans les formules (9), les facteurs
R I

considérés comme fonctions de s, sont tous du degré n — 2, i excep-
tion de ceux qui servent de coefficients, dans la valeur A i a, dans la
valeur de B a £, ... ¢’est-a-dire a 'exception des coeflicients

£ e ...,

qui seront du degré n — 1, et qui, étant développés suivant les puis-

sances descendantes de s, donneront chacun pour premier terme

sufl'

D'ailleurs le développement de s offrira pour premier terme s” 5 et 'on
aura, en vertu des principes du caleul des résidus : 1° en prenant

pour /n un nombre entier inférieur dn —1,

s m

(I‘)) lm:‘:ﬂo;

OFuvres de C. — S. I, t. XI. } 3
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2" en prenant m =n - 1,

3 . ostt
) SENI
Cela posé, on aura évidemment
o ’: =, “——&::0 .
0h) ©((s) ()
A T
(3 (%))

Done les formules (7) donneront, pour £ == o,
(13) Eomat,  m=E&, ...,

et réciproquement, si Pon veut que les variables principales

T/

yx

N

soient assujetties i la double condition de véritier, quel que soit ¢, les
équations (1), et de vérifier, pour /== o0, les formules (15), il suffira
de prendre pour ces variables les valeurs que fournissent les for-
mules (11).

Il est bon d’observer que si on désigne par

L, M. .... P. Q,

L

les fonctions de la caractéristique D, dans lesquelles se transforment

les facteurs
£ AN ...0p @

quand on y remplace s par cette caractéristique, les formules (11)
pourront s’écrire comme il suit :°

est
Tawn?

. . oest .
(16) I-=(alL+6M4..)J Li/ )

@)y

v

n=(al +6Q+...)

Done, si 'on pose, pour abréger,

7) o=J
on aura simplement

(18) E=(xl.+6M +...)0, n=(al +8Q+...)0,
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Si 'on représente par
v

ce que devient s, quand on y remplace la lettre s par la caractéristique
D,, la fonction © déterminée par la formule (17) ne sera évidemment
autre chose qu’une nouvelle variable principale assujettie : 1 a véri-
fier, quel que soit ¢, Péquation différentielle de Vordre #,
(19) VO -o;
2% @ vérilier, pour ¢ = o, les conditions

A6 PORT I T

0. e e = O),
e ’ e 1 den 1

(20) - o.

Cette fonetion est ce que nous appellerons la fonction principale. Quant
aux valeurs de

AN
3
o

déterminées par les formules (18), elles ne différeront pas de celles

que Pon déduirait par ¢limination des équations différentielles

(D +LYE+ My ... = 2V0.
(21) ? P2 (D 0)n ... 2576,

en opérant comme si D, et ¥ étaient de véritables quantités, D'aillenrs,
pour obtenir les formules (21), il suffira d’é¢galer le premier membre
de chacune des équations différentielles données, non plus a zéro,
mais au produit de VO par ce que devient ce premier membre, quand

on remplace les variables principales
&ton 3.

par zéro, et leurs dérivées par les valeurs initiales
x b 1.

de ces variables principales ; en d’autres termes, il suffira de rem-
placer, dans les équations diftérentielles données, les dérivées

l)’:g. ')1'/).
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par les différences

D —a¥t®, D,n—6V8,

Enfin, il est aisé de s'assurcr que, pour passerdes équations différen-
tielles données a des équations intégrales qui fournissent immédiate-
ment les valeurs générales de &, »,,..., on devra suivre encore larégle -
que nous venons d’indiquer, dans le cas méme o les équations don-
nées, étant lin¢aires du premier ordre et i coefficients constants, ne
seraient pas ramenées primitivemeiit a la forme sous laquelle se pré-
sentent les équations (1) ou (2). On peut donc énoncer la proposition
suivante :

TuroriMe. — Supposons que les n variables principales
Eq 0. &,

solent assujellies : 1° a verifier n équations differentielles lineaires du pre-
mier ordre a coefficients constants, c’est-a-dire n équations dont les pre-
miers membres sotent des fonctions linéaires de ces variables principales
et de leurs deérivées
dt  dn d§
d’ dt’ di

Y coe

prises par rapport a la variable independante t, les seconds membres

étant nuls ; 2° a vérifier, pour une valeur nulle de t, les équations de con-
dition
E=a. n=—=~, §=17.

Pour obienir les valeurs genérales de

-

&G on 8o,
on écrira les dérivees

dte dn g

de’ de’
sous les formes

D&, Den, D .

puts on recherchera l'équation
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qui résulterait de U'élimination des variables principales %,v,¢, ... entre
les équations différentielles données si I'on considérait D, comme dési-
gnant une quanute véritable ; et a cette équation V = o, dont le premier
membre V sera une fonction de D,, du degré n, qui pourra étre choisie
de maniere a offrir pour premier terme D}, on substituera la_formule

VO o,

que l'on regardera comme une équation différenticlle de lordre n
entre la variable indépendante t, et la fonction principale ©. Enfin on
deéterminera celte fonction principale de telle sorte que, pourt = o, elle
s'évanouisse avec ses derivees d’un ordre inférieur a n — 1, la dérivee de
Uordre n — 1 se rédutsant a U'unité; et ['on égalera le premier membre de
chacune des équations différentielles données, non plus @ séro, mais au
produit de VO par ce que devient ce premier membre quand on y rem-
place les variables principales %, v, %, ... par séro, et leurs derivées

dé  dn  dg

de’ di’ dv

par les valeurs initiales

a €y, ...

de ces mémes variables. Les nouvelles équations différentielles ainsi for-
mées, étant résolues par rapport a

&1 N, C- ceey

comme si D, désignait unc quantité veritable, fourniront immédiatement
les valeurs générales de &, n, C, ... ecxprimées au moyen de la fonction
principale et de ses derivées relatives @ !.

Ce théortme, qui ramene simplement Pintégration d'un systéme
d’équations différentielles linéaires, i coefficients constants et du pre-
mier ordre, & la recherche de la fonction principale, devient surtout
utile dans l'intégration des équations aux diflérences partielles,
comme nous le verrons plus tard. Il est d’ailleurs facile de I'établir
directement et de s’assurer qu'il fournit pour les variables principales
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£, 0, ¢, ... des valeurs qui satisfont  toutes les conditions requises.
En effet, dire que les valeurs de '

Eom, &,

données par les formules (18), sont celles que 'on tire des équations
(21), quand on opére comme si D, était une quantité véritable, c’est
dire que 'on a

(Di+ O (el +8M+..) + M (2P +8Q +...)+...=2aV,
W(al, +8M +...) + (D4 2)(aP +8Q +...)+... =€V,

quels que soient «, €, ...; en d’autres termes, c’est dire que l'on a

identiquement
Me+OHL+MP+...=V, D+ L )M+MQ +...=o0, ceey
1) | CL4+ D+ 4. =0, EM 4D+ 2)Q+...=V, ...,

Or il est clair qu'en vertu des formules (19) et (22) on vérifiera les
équations ( 2), si 'on y substitué les valeurs&, 7, ¢, ... fournies parles
équations (18). De plus, V étant une fonction entiére de D, choisic
de manitre que dans cette fonction la plus haute puissance de D,,
savoir D, offre pour coefficient 'unité; si 'on regarde D, comme une
quantité véritable, on aura, pour des valeurs infiniment grandes de

cette quantité,
v

n

t

=1,

et par suite, en vertu des formules (22) divisées par Dy,

.

L _, Mo_

DT DET T '
P Q

Dy b

Donc parmi ces fonctions enti¢res de D, désignées par

L, M, .... P. Q, ...,
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les unes, savoir
L. Q. ...,
seront du degré n — 1 et offriront D' pour premier terme, tandis
que les autres seront d’un degré inférieur A #n — 1. Done, en vertu des
formules (20), on aura, pour¢= o,
LO=1, MO —o, s
Pe—o, Q0 =, ey

C e ve e ey e et er e ey ceey

D, étant considéré non plus comme une quantité, mais comme une
caractéristique, et les valeurs de

PR

gy

fournies par les équations (18), vérifieront les conditions (15).

S M. — Intégration d’un systéme d’équations différentielles du premier
ordre, linéaires et a coefficients constants, dans le cas ot les seconds
membres, au lieu de se réduire a zéro, deviennent des fonctions de la
variable indépendante.

Supposons que, dans les équations (1) du paragraphe I, les
seconds membres, d’abord nuls, se transforment en diverses fonctions
X, Y, 7
de la variable indépendante ¢, en sorte que ces équations deviennent
respectivement

a& .
o I o=Xu
‘dl+v€+ L+ .

(1) ( + P+ D, m+...=Y,

ou, ce qui revient au méme,

(D4 )+ IMn +. .. =X,
(2) WE 4+ (D, +—2)n +...=Y,
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Si I'on veut obtenir des valeurs des variables principales qui aient la
double propriété de vérifier ces nouvelles équations, et de s’évanouir
pour ¢ = o, il suffira ¢videmment de remplacer, dans les formules (11)
du paragraphe précédent, les constantes

a, 6,

ol U
j Ne - dt, j Ye stdt,
0 0

En effet, on opérant ainsi et désignant par

par les intégrales

] :.Yv
X, Y,

ce que deviennent

quand on y remplace la variable indépendante ¢ par une variable auxi-
liaire ©, on trouvera

(63 4y yeneo s

£E= &' :_L—“-_”(_(—“,\‘)')”—'"—"T“"" ,

® / (PN @F ...) e -0 dr
L (€ R

Or il est clair: 1° que les valeurs précédentes des variables principales
s'évanouissent pour £ = o ; 2° qu’clles vérifieront les équations (1), en
vertu des formules (14) du paragraphe I'", si 'on a identiquement

(4 LEN+MT+.. )+ (s+2) (BN +@F +...)+...= 0,

($4+ )N+ AT +..0) + (PN + QN +...)+...= o0,
§
D'ailleurs ces dernitres équations seront effectivement identiques,
attendu que les valeurs de A, B, C, ... fournies par les équations (o)
du paragraphe I, vérifient les formules (4) du méme paragraphe,
indépendamment des valeurs atlribuées aux facteurs a, 6, ... et par
conséquent dans le cas méme ou ’on remplacerait

a 8, ..., par XN, ¥, ...
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Si maintenant on veut obtenir pour les variables principales
sy 0y Cv seay

des valeurs qui aient la double propriété de vérifier, quel que soit ¢,
les équations (1), et de se réduire aux constantes

a. & v,
pour ¢ = o, il suffira évidemment d'ajouter les valeurs %, 4, ..., four-

nies par les équations (3), a celles que donnent les formules (11) du
paragraphe 1", On trouvera ainsi

]
(€N -+ MY 4., )eVdr

£ r(fa +- M3 . et o

bt ((‘)) .k‘-’ ((.\'}5 ’
b) o
) (PN + QY +...)e " Ddr
pe p@a @8 et
- () < ) '

..........................................................

[l ya plus : si I'on nomme O la fonction principale déterminée par la
formule

’

eSl
® 0=Liom

et ce que devient cette fonction quand on y remplace la variable in-
dépendante ¢ par la différence ¢ — 7, en sorte qu’on ait

P
f .

() T’
si d'ailleurs, comme dans le paragraphe I°*, on désigne par
L, M, ..., P, Q

les fonctions de D, dans lesquelles se transforment les facteurs

£ M, ..., P 6

OFEuvres de C. — S. 11, t. X1. 12
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quand on y remplace s par D,, les formules (5) donneront simplement

! ¢
g::(aL+GM+‘..)9+f(NL+JhI+...)Gdr,
o

(8) A ‘

' n=(aP -+ 60 +...)0 + [ (NP +5Q +...)8dr,

. *o

D'autre part, si I'on fait pour abréger
(9) E=(NL+3M+..0)8 H=(\P+5Q+...)7,
E, H,... représcnteront de nouvelles variables assujetties : 1° 4 véri-

fier, quel que soit ¢, les formules

D+ L)E4+MH +...= o0,
(10) CE+ D+ +...=o0,

2 a vérifier, pour ¢ — 7 = o, ou, ce qui revient au méme, pour T =¢,
les conditions

(1) E=Xx=X. H=5=Y.

( ' ‘ [ H dr,

désigneront évidemment les valeurs de &, v,... correspondant au
cas particulier ot I'on aurait

.o

et les intégrales

i
&

a==o, 8=o,
Cela posé, on déduira immédiatement des formules (8) la proposition
suivante :
Tutonene. — Supposons que les n variables principales
&

solent assujetties : 1° @ verifier n équations différentielles dont les premiers
membres se réduisent a des fonctions linéuires de ces variables et de l'une
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des derivées
d:  dy
TR T

le coefficient de cette derivée étant lunité, et les seconds membres étant

des fonctions
Xo Yo ...

de la variable indépendante t ; 2° a veérifier, pour t = o, les conditions
R 7 — €.
Pour obtenir les valeurs générales de
&Ny s
i suffira d’ajouter a celles que l'on obtiendrait st
X, Y,
se réduisaient a zero, les valeurs de %y, . .. correspondant au cas parti-

culter ou 'on aurait
a =z o, € =o.

..

ces dernicres seront {’atlleurs de la forme

:l o
(12) E:/ Zdr. n= / H d=,
o Y
B, l,...étant ce que deviennent les valeurs de 5,1, ... relatives a des
valeurs nules de X, Y, ... quand on y remplace

t par  t—T,
et

par les quantites

dans lesquelles se transforment

X. Y, ...

-

en vertu de la substitution de % a t.
Au reste, pour établir directement ce nouveau théoréme, il suffit de
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montrer que les valeurs de
I

fournies par 1&s équations (12), non sculement s'évanouissent, comme
on le reconnait & la premiére vue, pour ¢ = o, mais encore vérifient
les équations (1) ou (2). Or effectivement ces valeurs, substituées dans
les équations (1) ou (2), les réduiront, en vertu des formules (11),
aux suivantes

ol
.‘(+j D+ ¥ )E 4+ A +...]de =X,

o
Y +j [£Z + (D, +2)H +...]dc =Y,
o
et ces dernieres seront identiques, eu égard aux équations (10).

S ML — Intégration d’un systéme d’équations différentielles linéaires et
d coefficients constants d’un ordre quelconque, le second membre de

chaque équation pouvant étre o séro, ou une fonctinn de la variable
indépendante.

Supposons que les équations dillérentielles données, étant par rap-
port i une ou plusicurs des variables principales

O T

d’un ordre supéricur au premier, contiennent avee ces variables prin-
cipales les dérivées de &, de v, ... relatives a ¢, et dont I'ordre ne sur-
passe pas n’ pour la variable§, #” pour la variable de v, ...; supposons
d’ailleurs que ces équations soient linéairves et i coefticients constants,
les seconds membres pouvant étre des fonctions de la variable indé-
pendante ¢. Les premiers membres, dansle cas le plus général, seront
des fonctions linéaives, a coefficients constants, des quantités

O oy 4

5 A /T e =’
dn dty . dr'

N, n':m., 1,”;:-3-‘—!, ceed n("):TITF'

Y s es ey S e s e ey Ceay R R I
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et les variables principales

E o ...

pourront étre complétement déterminées si on los assujellit: 1° i véri-
fier les équations différentielles données, quel que soit ¢; 2° & vérifier,
pour ¢ = o, des conditions de la forme

{=a g = gta-,
0w =8, n' =28, .. 71 = g1,

(1)

% Xy ey £ TN E B L B0 désignant des constantes arbi-

traires dont le nombre n sera
(2) o -

Cela posé, les équations dilférentielles données pourront étre consi-
dérées comme établissant entre les variables

; - “pr— ). . ' n_ ",
& &L ..., gmen ko U L A (LN

des relations en vertu desquelles les dérivées des ordres les plus
élevés, savoir
(n')‘ ."(n")‘

: cey

s'exprimeront i I'aide des dérivées d’ordres inférieurs
T T U [ P

et, pour ramener le systtme des équations différentielles données a
un systeme d’équations différentielles du premier ordre, il suffira de
les remplacer par les suivantes :

D& —¢ =o. D —"=o, ey DER =1 —pn) =,
3) D —-v'=o, Do — 1" —=o, s Dyg v Y — g =g,
e e e et et ey

.

en prenant pour inconnues ou variables principales les n dérivées
d’ordres inférieurs, savoir

g &, ..., Emeug /TR A (L et P



9 MEMOIRE SUR L’INTEGRATION
et supposant, comme on vient de le dire, les dérivées d’ordres supé-

rieurs, savoir

sty

exprimées en fonction des autres et de la variable¢ par le moyen des
¢quations données. Or, si les scconds membres des équations données
s’évanouissent, les valeurs qu’elles fourniront pour

- "
c‘(u), nte",

se réduiront i des fonctions linéaires de

- e n.on'e o, nvny

et si, apris avoir substitué ces valeurs dans les équations (3), onveut
intégrer ces derniéres ¢quations, on devra, suivant ce qu’on a vu dans
le paragraphe 1, opérer de la maniére suivante :

8

1* On ¢liminera les variables

g &L ... Emeny ny 0’y ..., Y,

entre les équations (3), ou, ce qui revient au méme, on éliminera les
seules variables

entre les équations diftérentielles données, en opérant comme si D),
désignait une quantité véritable : et, aprés avoir ainsi trouvé une

équation résultante
V=o,

dont le premier membre V sera une fonction entiére de D, du degré n,
on assujettira la fonction principale @ i la double condition de vérifier,
quel que soit ¢, Péquation différentielle de I'ordre n,

(4) VO =o,
et de vérifier, pour ¢ = o, les tormules

(5) ®=0, D,®@=0, D}®=0, ..., DIt'@=0. DI'@=1,
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Pour satisfaire a cette double condition, il suffira de prendre

st
(6) 0 — U —f‘-——v
()]
s désignant la variable auxiliaire a laquelle I¢ signe ¢ se rapporte, et s
la fonction de s en laquelle v se transforme, quand on y remplace D,
par s.

2% Aprees avoir substitué dans les équations (3) les valeurs de
&(ll')‘ ~(‘("'),

exprimees en fonctions linéaires des inconnues ou variables princi-
pales '

4 M ]
4 P r_( J;

/T T

on y remplacera les dérivées de ces variables, savoir

) P | P | F
Deac D’y oL, Deptntob,

.y ey P iey s e e

par les différences

D aVO, DI —2VO, L D DY
Din--8Y0, Dn'—6'Y0, ..., DY -8’ -0yve,

. -y Sn—1) e . 1 B Y1)
s, ce C_(" l)' N, N, (" tig

les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si D, était
une quantité véritable. D'aillears, les remplacements dont il est ici
question transformeront les équations (3) en celles qui suivent :

Dif—f=a¥0 DI =a T8, o DD - a0 T,
(7) Den—0'=8V0. D/ —0"=€'V0, ... DpD—yqr)— gn"-1Y8,

' .................... EEEERREN . vees e s R I A I N S .
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et on tire immédiatement des formules (7)

E=D—aV8, =D} —(d+aD)VO, ...,
EM =DFE— (a4 a' D 4 a Dy T,
(8) Co =D —EV8, 1= Din— (58 +8D,)V0, ...,

' A = g — (801 L 4 B DY+ BDF-1) Ve,
Done, pour intégrer, d.uns [hypothése admise, les équations différen-

tielles données, il suffira de les considerer comme eétablissant des relations
entre les quantites

& . . L., iy LI T LA A ceed
puis d'y substituer les valeurs de
By 2 ooyl o o e

Journies par les équations (8), et de les résoudre enswite par rapport aux
variables principales
E o ..

en opérant comme st D, ctait une quantité véritable. Cette régle trés
simple fournira immédiatement les intégrales générales d’un systeme
d’équations diffcrentielles linéaires et & coefficients constants d'un
ordre quelconque, lorsque les seconds membres de ces ¢quations se
réduiront a zéro. ‘

Si les seconds membres des équationsdifférentielles données étaient
supposés, non plus égaux & zéro, mais fonctions de la variable indé-
pendante ¢, il faudrait, aux valeurs de

oony, ...

obtenues comme on vient de le dire, ajouter des accroissements repré-
sentés par des mlu,;ra|es définies de la forme

{ t
fE.dr. fﬂdr‘
0 N [

Soient d’ailleurs, dans cette seconde hypothése,
X, Yo ...



DES EQUATIONS LINEAIRES. 97

les valeurs de
dn'g dr'g

— n("'):

v’
que fournissent les équations données quand on y remplace

&, o, BNy !, L, e
ou, ce qui revient au méme,

g G, L, A i,
7 o] h, M, ..., =T

par zéro ; et nommons

les fonctions de =, dans lesquelles se changent
X, Y, ...,

quand on y remplace la variable indépendante ¢ par la variable auxi-
liaire <. Pour obtenir les valeurs de

N | PR

[

il suftira, d’aprés ce qui a été dit dans le paragraphe 11, de chercher ce
que deviennent les valeurs générales de

Iy

CoMy e
relatives & la premiere hypothése, quand on y remplace

t par t—r7

et ]
A @, .., &R, aweD; 8§ g g
par
0, 0, ..., 0, 3 o, 0y, ..., 0, &
Applications. — Pour montrer une application des principes que

nous venons d’établir, proposons-nous d’abord d’intégrer unc seule
équation différentielle de I'ordre » et de la forme

d"E dn—-lg dar ‘!E Y d? dz e
W+a(-l-t_m+bdtn~’ +...+a.d‘t'?+h“ﬁ+/\£—x,

OFuvres de C. — §. 11, t. X1. 13
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a,b,...g,h, kdésignant des coefficients constants, et X une fonction
quelconque de ¢. Si 'on suppose d'abord X réduit a zéro, I'équation
donnée deviendra
VE=o,

la valeur de V étant

V=D+aDi '+ oD}t +...+ gD} + AD,+ k;
et par suite, si I'on pose

S=s"+as" '+ bs" 1+ ..+ gs*+ hs + k =F (s),

la fonction principale © sera déterminée par la formule

9 r est ~ est

=/ .
CCW®) “(F)
D’ailleurs, lorsqu’on regardera la proposée comme établissant une
g
relation entre les quantités
E‘ EI, AU E(n—l)’ E(u).
elle se présentera sous la forme
E) e gfn=0) - bEGA-N 4 gl + hE + kE = 0;
et, si 'on substitue dans cette derniére formule les valeurs de
&’1 El’v ey E(“)
fournies par les équations (8), on en conclura
VE=|[aV+. . .+ &Dit+aDf ]+ 4+ g(& +al,) + ha|¥O;
puis, en opérant comme si D, et V étaient des quantités véritables,
E=la V4. & D - aDr ] g (@ al)) + ha | O,

Telle sera effectivement la valeur générale de &, que 'on pourra pré-

senter sous la fOl‘lne
__F(D,) —F(a)
- D,—a

£ 0.

pourvu que, dans le développement du rapport

F(D,) —F(a)
Dy~ ’
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on remplace les puissances enti¢res de a, savoir

o — 1, al’ d', au—-l’

par les constantes arbitraires
atr—1),
A}

o, al’ d”,
Si, dans la derniére valeur de %, on substitue la valeur trouvée de 9,

on obtiendra la formule symbolique

f= ¢ F(s)—F(a)
TCT s —a  ((Fis)

et

alaquelle nous sommes déja parvenus dans les Ezercices de Mathema-

Liques.
Pour passer du cas out X s’évanouit au cas ot X est fonction de ¢, il

suffira d’ajouter i la valeur précédente de % 'intégrale définie

E désignant ce que devient la valeur précédente de z quand on y 1em-

place
t par (—r, a, s ..., 27 par  zéro,

et ‘" la fonction x: en laquelle se transforme X en vertu de la

substitution de t a ¢. Cela posé, soit
8x(l—‘t)

(D)

L’équation en £ trouvée plus haut, savoir
E= a1 4...]8,

entrainera la suivante
X e “ esit—1)
== —
C(F(s))

0

et, par suite, en intégrant I’équation

art dr1g dr-tg L8 .
— T dt,‘_,+...+,,d¢,+hm+l\;_.x,

dl"



100 MEMOIRE SUR L'INTEGRATION
de maniére & vérifier, pour ¢ = o, les conditions

(.1_5 dn—i&

E=a, T =a, o, e — q(n=1),
on trouvera
- . P
E pmond we +f ,\‘.8 d‘l',
D{— X o

ou, ce qui revient au méme,

F(5) — F(a) f‘ et de
—y $)—F(a est v
=L s—a ((F(9))) +{’ ((F($)))

pourvu que, dans le développement du rapport qui renferme la lettre «,

on remplace «°, «', ..., "' par «, &', ..., a®=", On se trouve ainsi

ramené aux résultats déja obtenus dans les Exercices de Mathématigues.
Proposons-nous maintenant d’intégrer les équations simultanées

d?; .
(W:-_—{E-e- An + 27 + X,
1

‘(i[g:engq-mn-;- L + Y.
dr , ,
‘TS:Q£+ Ly +RNE+Z,

<

LM, %, £, 9, & désignant des coefficients constants, et
X, Y, Z

des fonctions de la variable indépendante ¢. Si I'on 'suppose d’abord
ces fonctions nulles, les équations données se réduiront aux sui-

vantes
(L—DHE+ An+ A7 =0,
RE+ (M —DHn+ L =o,
A+ dn+ (I —- D)l =o.

En éliminant &, v, { entre ces dernieres, et opérant comme si D, était
une quantité véritable, on obtiendra une équation résultante

V=o,

dont le premier membre V pourra étre censé déterminé par la for-
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mule
V= (D — ) (D} — o) (D — )
—‘f’(l),’-—-()-—Q’(D,’— JIL)—(‘R’(D}-—%)—Q‘!?Q&.

Soit s ce que devient la valeur précédente de ¥ quand on y remplace D,
par s, en sorte qu’on ait

8= (s'— L) (s*— M) (s*— )
— (5= ) — D(sT— M) — R (51— 05 ) — 2 PIR,
et posons :
exl

Gy’

si 'on veut déterminer les variables principales

e:&

&Ny §

‘u PR . s .
de maniére qu'elles vérifient, quel que soit ¢, les équations données,
et pour ¢ = o, les conditions
@, _
de— dt

d;
a=nr

il suffira de remplacer, dans les équations données, lestdérivées du

second ordre
Elr: I)?Ev ‘ﬂ”:D"'f), c/lz n}:

par les différences

D — («'+aD,)VO, Din—(8+8D)VO, DI{—(y+7D,)¥,
puis de résoudre par rapport &

& on L

et ¢n opérant comme si D, était une quantité véritable, les nouvelles
équations formées comme on vient de le dire, savoir

(D — L) —An— = (' + aD,)VO,
— R+ (D — M)y — ;= (8'+8D,) V0.
— A — P+ (D} =) = (y'+ yD) V0.
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On trouvera de cette maniére
E=[(D}— o) (D} — ) — ®*](«'+ a2 D,)O

+[A(D}— )+ X2 1(5+6D,)0
+[2(D}— M)+ &KL (¢ +yD,)O,

et, en posant, pour abréger,
€= (D}—0n)(D}— ) — ¥, M= (D}— ) (DI=2")— 92,
U= (D — L) (DF— M p— K%,
P=@(D}— L)+, @=9(DI—0n)+A/L, W=R/(D}— o)+ ¢,

on aura simplement
E=[a'+aD) £ +(8+6ED) 8+ (y+yD)@]0,
n=[a&'+aD) 8+ (&+ED) M+ (y+yD,) PO,
{=[a'+aD)@+(8+6D) P+ (y+yD)H]O.
Si maintenant les fonctions de ¢ désignée's par
X, Y, 7

cessent d’étre nulles, et si I’'on nomme

ce que deviennent ces fonctions quand on y remplace la variable indé-
pendante ¢ par la variable auxiliaire =, alors, pour obtenir les valeurs

générales de
Eon, &,

Y

il suffira d’ajouter celles qu’on vient de trouver a celles que déter-
minent les formules

t
g:f (NS + 58 +2@)5dr,
0
t .
,,zf (N8 4+ M LP)E dr,
0

t
c-_—f (X& -+ TP + %) dr,
0

lavaleur de & étant
es(t—t)

=EGY
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§ V. — Intégration d’un systéme d’équations linéaires, aux différences
partielles, et a coefficients constants. d’un ordre quelconque, le second
membre de chaque équation pouvant étre ou séro, ou une fonction des
variables indépendantes.

Soit donné un systeme d’équations aux différences partielles entre
plusieurs variables principales

& o %
et plusieurs variables indépendantes

Ly Yy 2y .., L

que, pour fixer les idées, nous réduirons & quatre, les trois premieres
x, y, 5 pouvant représenter trois coordonnées, et la quatrieme ¢ dési-
gnant le temps. Supposons d’ailleurs que les premicrs membres de
ces équations soient des fonctions linéaires, a coefficients constants,
des variables principales et de leurs dérivées, I'ordre des dérivées
relatives & ¢ pouvant s’¢lever jusqu’au nombre »’ pour lavariable prin-
cipale %, jusqu’au nombre " pour la variable », jusqu’au nombre 2"

pour la variable principale , ... Faisons, pour abréger,
(1) nz=np'4+n"+n"+.. ..
Enfin nommons

o (x,y,3), 7 (x.y,8) Y (xr, v, 2) ...,
0, (x, ¥, 3)e yale, ¥, 3), Yil(x,y,3) ...,

.......... e e e,
Qe (T ¥y 3)y A=) (25 ¥ 2)y Y (L5 ¥y 5),
les valeurs initiales des variables principales
[ T
et de leurs dérivées d'ordres inférieurs a 'un des nombres
b o

n', n'. n", ...

en sorte que ces variables soient assujetties a vérifier, quel que soit ¢,
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les équations données aux différences partielles, et, pour ¢ =o, les
conditions

=9 (2, y,2) n=y (2. y 3), =9 (2 09)
D(.é:@l(ws s z), ])IW:XI(‘I$ Y ), D‘::q'i('r’ y’:)’

I)TI—IE = q’n’—l(za )’y z)’ l);‘" "'I = xn“—-l(xa }', :)v |)l;‘“—|c - ‘~Pn~u 2(""! y\ z)’

Pour ramener I'intégration des équations proposées a l'intégration
d’un systéme d'équations linéaires et a coefficients constants, il suffira
de recourir a la formule connue

vV-nt—w

" (3) sla)=[ [ ewiTa a2,

de laquelle on tire, en remplacant successivement o (x) par w(z, y)
et par w(z, y, 3),

I\ dy d, d\
Ulr—N 4 v ( P’

m(‘t!y) -/_‘o~/_‘wf f e“ ok m()\ ) 27 27
@ ez [ [ [ s

® Yo

dhdv dupdv dvdw
an  am 2w’

Xw(h, g, v)

puis, en écrivant w(x, y, 5, ¢) au lieu de v(z, y, 3),

(3) w(x, y,st)= ”f' f‘ f’ fwf. el vy ===

dhdu dyp.dv dvdw

Xw(h 1y, ¢
(’“")'m Y Y

En effet, chacune des équations données sera de la forme
(6) R=w(x,y,2¢t),

R désignant une fonction lincaire, et a coefficients constants, des va-

riables principales
& m ¢

et de leurs dérivées prises par rapport a une ou plusieurs des variables
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indépendantes. D’autre part, en désignant par

Soog
des nombres entiers quelconques, et posant pour abréger
(7) w=ruy\—1, p==vy =1, wo= w1,

on tirera généralement de la formule (1)

(8) DLIDYDiw(z,y, ;):f / / ‘ / f » f T dery e

ddh.dv dudv dvdw

2T 2T 2T

X uleE whey(h, )

Cela posé, si 'on nomme
]

ce que deviennent les variables principales

[T (Y

considérées comme fonctions de v, v, 3, ¢, quand on y remplace
par

si, de plus, aprés avoir exprimé R a I'aide des caractéristiques
D.. b,, D. D,
on appelle & ce quidevient R, quand on remplace
Lo, &L par Lo I
et les puissances entieres des caractéristiques

D, D,, D,

par les puissances semblables des facteurs

w, ¢, w,
on aura évidemment

ne em am am am ew R dhdu dp.dv dv dw
— E— Ry — R BV .
(9) R—--/..»\/. \/_‘”j_”.[_”./_,,e l R 2% 2w am

@

OFEuvres de C. — S. 11, t. XI. 14
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et par suite I'équation (6) pourra étre présentée sous la forme

(10) /‘ [ / e‘R-—m() Vs 8]

(1? dv dpdv dvdw
at 2T 2%

x ell(l~)\H-t’\\ sy

0.

Or, pour que la formule (10) soit vérifice, il suffira qu’on ait
Rew(d v, t) = o,

ou, ce qui revienl au méme,

(1) R =@ o0,

et cette derniére formule n’est autre chose qu'une équation diffiren-
tielle linéaire a coefficients constants entre les inconnues

- 3
PR (FR

ey

considérées comme variables principales, et ¢ considéré comme
variable indépendante. Ce n’est pas tout : pour que les conditions (2)
soient veriliées, il suffira, en vertu de la formule (4), qu’on ait, pour

t=o0,

s Z:—‘? (% V), i:/ 2 It v). E q’ (2 )
DE=¢0h ), Den =7, v), D= 4 (g ),

l)""E Gy (Mg 2, V). I);’"“‘v-)-:: s 3 (hy o v), I);‘"""Z = (b v
Donc en définitive, pour que les variables principales
E's n, §

possedent la double propriété de veérifier, quel que soit ¢, les équations
données et, pour ¢ = o, les conditions (2), il suffira que les variables
principales auxiliaires

Lono L

possedent la double propriété de vérifier, quel que soit ¢, un systeme
d’équations différentielles semblables & la formule (11), et, pour
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t=o, le conditions (12). On pourra done énoncer la proposition
suivante.

Premien Tugorive. — Les varables principales

;,:) M. C, ey

assujelties : 1° « vérifier, quel que soit t, un systéme d'équations linéaires
anx différences partielles, et a coefficients constants, ces équations pou-

vant offrir pour seconds membres ou séro, ou des fonctions connues des
variables indépendantes

Ly Ve 50k

2% a verifier, pour t = o, les conditions (2), seront, dans tous les cas,
immédiatement déterminées par les formules

/ / / TR U Sdhode dudy dydw
- / /_ , o am am am

EaNy
al

H

[ Ry IR S-SR BV 'y

. — =t lo ddv v dw
(13) o / . /m./'ﬂ" 27T ‘-.r: 2z

oo / / / - 6"' et vty =W EW Sy T r 1. lﬂ_j__(_[_‘ by w
» ’
- / o R S ¥

V)

de nouvelles variables principales assujetties : 1° a vérifier, quel que soitt,
certaines equations différentielles, qui seront nommeées les équations auxi-
linives; 2 « vértfier, pour ¢t == o, les conditions (12). D'ailleurs, pour
obtenir les équations différentielles aurdicaires, il suffira d’exprimer les
derivées de %, 0, %, ..., que renferment les premiers membres des équa-
tions linéaires données, a I’ aide des caractéristiques

Dee Dy, Dy Dy
puis de remplacer dans ces premiers membres

Eon L .. par & ooy &
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el

D;, D,, D.
par
u, v, w,
ou, ce qui revient au méme, par
U \/:—i y VVY—1I, W \/— [
enfin de remplacer dans les seconds membres

&2, ¥, 3 [ T VTR R

Considérons en particulier le cas ou, dans les équations linéaires
données, les dérivées de &, 0, {, ... relatives a ¢ se réduiraient aux
dérivées du premier ordre

D&, Den, D,

et se trouveraient simplement multipliées par des coefficients constants
indépendants de
D, D,. D,

Alors les conditions (2), qui devront étre vérifiées pour ¢ =o, se
réduiront &

gch('r*y!:)y :Z(‘rs.Y7 :)7 ‘::‘-P(-T,)’, Z), ey

et les équations auxiliaires seront des équations différentielles du pre-
mier ordre, linéaires et & coeflicients constants, auxquelles devront
satisfaire les nouvelles variables principales

- -—
) T,

%)

assujetties en outre a vérifier, pour ¢ = o, les conditions
E=o(} p v). n =y @), T=9, 1 v),

Or, si I'on suppose d’abord que les seconds membres des équations
linéaires données s’évanouissent, on pourra en dire autant des seconds
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membres des équations auxiliaires; et, d’aprés ce qu'on a vu dans le
paragraphe premier, les valeurs générales de %, 7, ... seront de la
forme

= [@(2 12y v) € +x(h, @, v) M 4...]0,
(14) ?n:[q,(z. PP+ V) @ +...16,
O deésignant la fonction principale, et
£ 8, .09 e

des fonctions entiéres de la fonction D,. D’ailleurs, pour obtenir la
fonction principale © relative aux équations auxiliaires, on devra :
1° exprimer, dans les équations auxiliaires données, les diverses déri-
vées de 5, 0, I, ... a l'aide des caractéristiques D, D,, D, D,; 2° ¢li-
miner %, n, ’;; ... entre ces équations, comme si

D., Dy, D. D,

désignaient des quantités véritables; 3° remplacer, dans le premicr
membre V de I'équation résultante

(15) V=o,

les caractéristiques D, D,, D, par «, ¢, w, ce qui réduira Vaune fone-
tion de la seule caractéristique Dy, puis choisir ® de maniére a véri-
fier, quel que soit ¢, 'équation différentielle

VYO =o.

et, pour ¢ = o, les conditions

0O =o, D,®=o, ey D20 =o, DO =1.

Si 'on nomme 5 ce que devient le premier membre Vde I’équation (15)
quand on y remplace, non seulement

D, Dy, D par u, v, w,
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mais encore D, par s,

(16) S=o

sera ce que nous appelons I'éguation caracteristique ; et la valeur de la
fonction principale © sera
est

()

si 'on a choisi la fonction V de maniére que le coefficient de DY sy

réduise a Punité. Cela posé, pour obtenir les valeurs générales de

)

(17) o=r

RN

o
’ . =

c’est-a-dire pour obtenir les formales (14), il suftira, en vertu des
principes établis dans le paragraphe 17, de remplacer, dans les équa-
tions dilférentielles auxiliaires, les variables

. Dt::,-a “t;;'
par les différences

Di—o VO,  Da—y(,pmy)V0, ...,
V étant considéré. comme une fonction de
w, v, w, D
puis de résoudre par rapport a

=
3y Ny

les nouvelles équations ainsi formées en opérant comme si D, était
une quantité véritable.

Concevons maintenant que, dans les équations (13), présentées
sous les formes

® » " 0 L3 o k3 .,
: —_—f f / [ [ gnr—Nriy—pwis—y) Z AN du dp dv dudw ,
N SV S SR S S S 27 27 am

o

(8) n= / /m T f‘ - eul.r—)\)+v[y—[¢)+M:-—v;;"(n‘ de dp.dv dy dw,
’ Ve w oV w Y 27 27 2T
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on substitue les valeurs de %, v, ... tirées des formules (1h)yet (17),
savoir

. = (,\l

\ E= d/[o(l Pov) £ (0 v) 8L+ ]((s
(20) . R R pst

’ n _:(" l o, 1 VP (o pv)@ +...]((:))’

Supposons d’ailleurs qu'a chaque forme particulicre d’une fonetion

. ) (L, ¥, 5)
des trois coordonnées

Loy 3,
.

on fasse correspondre une fonction de x, v, s, ¢, désignée par la seale

lettre @ et déterminée par la formule

(21) — /.,, / / / / / < g f>,,k“(t‘(» :);w: "

r/l. v r/'). r/\' oy (/w
X & (h 1, v — - .

Enfin nommons

les fonctions de a, v, z, ¢ dans lesquelles @ se transforme quand on
y remplace @ (A, u, v) par

, . (b vy, g (R iy V),
de sorte qu’on ait

Ak = v x " ‘o oo em,r»—).|+»'_\' .(Ju~0- WiV st
SN
v “J J..J .. . . (s

di i (/(; (l\ I/J II\\
AT 27 )4 ‘

[\ e [ o guir Do) (1= sl
/ [ / (5

d}, dv (1,u.//v ofy (/w
<7y o) ar  or 2%

X 9(h, V)
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ce que deviennent
£, &, ..., 9 @

quand on y remplace
w, ¢, w
par les caractéristiques
Dz, Dy, D..

Les valeurs de &, n, ... fournies par les équations (18) et (20) pour-
ront évidemment s’écrire comme il suit

E=Lo+My—+...,
n=Po+Qy—+...,

...................

(22)

En d’autres termes, on aura

E=fo+My+...,

(23) n=VPo+ @y +...,

pourvu qu’on transforme les fonctions de u, ¢, w, D, désignées
par
g\ m’ ey v’ &7

en fonctions des caractéristiques

va "3‘7‘ D. Dh

3

en y remplacant u, v, w par D,, D,, D,. Dailleurs, pour déduire les
formules (23) des formules (14), il suffit de remplacer, dans les for-
mules (14), les variables auxiliaires

. . . !
par les variables principales

&
et les produits
e?()o B V), eX()\ﬁ *¥),
par les fonctions .
R LI &)

Donc, puisqu’on arrive directement aux formules (14), quand on
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résout par rapport aux variables auxiliaires &, ¥, ..., non pas les
équations différentielles auxiliaires, mais celles qu’on en déduit en
remplacant

. , Dl€9 l)l;;’
par les différences

DCE—V[O(?()" # )1, D‘F—-V[ex(% mav)ls e
et considérant V comme une fonction de

u, v, w, Dy

on pourra encore arriver directement aux formules (22) ou (23), en
résolvant, par rapport aux variables principales

E n ...

non pas les équations linéaires données, mais celles qu’on en déduit
en remplacant

D:E, D,
par les différences

N,:i—Vo, Den—Vy, ..o,

et considérant V comme une fonction de

Dy D, D, D,

Dans I'un et ’autre cas on devra opérer comme si les notations D, et
D,, D,, D, étaient employées pour désigner de simples quantités, sauf
a regarder, dans les ¢quations définitives (14) ou (23), chacune de
ces notations comme indiquant une différentiation relative a 'une des
variables indépendantes ¢, z, y, .

Si, comme nous 'avons supposé, la fonction de D,, D,, D;, D,
désignée par V est tellement choisie que, dans cette fonction, le coeffi-
ficient de D}, c’est-a-dire de la plus haute puissance de D,, se réduise
a 'unité, alors la fonction de u, v, w, s désignée par 8, étant déve-
loppée suivant les puissances descendantes de s, offrira pour premier
terme s”. On aura donc : 1° pourm < n—1,

g
- iwy |
OFuvresde C. — S. H, t. XI. 15

=03
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2°pourm=n—1,

. snt
M CH
en conséquence la fonction de @, y, s, ¢, désignée par @ etdéterminée

par la formule (21), vérifiera, quel que soit ¢, I'équation aux diffé-
rences partielles

(24) Vo =o,
et, pour ¢ = o, les conditions
(33) m=o, Dim=0, Diw=1, .. Dit'p=o, D 'es=w(xz,y, s).

Cela posé, il suffira de résumer ce qui a été dit ci-dessus pour
établir la proposition suivante :

Devxiime THEOREME. — Soient données, entre n variables principales

& o, &

et les variables indépendantes
Ty Yy 5 ¢

n équations linéaires aux différences partielles et a cogfficients constants,
C'est-a-dire n équations dont les premiers membres soient des foncaons :
linéaires des variables principales et de leurs dérivées, les seconds membres

étant nuls. Supposons d’ailleurs que, parmi les dérivées relatives au temps,
celles du premier ordre, savoir

DlEy Dl"lv ooy

sotent les seules qui entrent dans les premiers membres des équations
données, et s’y trouvent multiplides par des facteurs constants, sans Y bre
soumises a aucune différentiation nouvelle relative aux variables x,, 3
Nommons

ez, y.3) x(zy,3),

les valeurs initiales des variables principales %, My ..., ces variables étani
assujetties a vérifier, pour une valeur nulle de t, les conditions

E=o(z, 5, 5), n=yx(zy 3), ....
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Sotent encore
V=o

U'équation en D,, D,, D,, D,, résultant de I'élimination de &l
entre les équations données, et
$=o
’éguation caractéristique en laquelle se trans sforme la précedente quand
on y remplace
D, Dy, D, D,

par

Uy Q0 W, s,

la fonction V qui sera du degré n par rapport a D,, étant d’ailleurs

chotisie de maniére que, dans cette fonction, le coeffficient de D' se réduise
a l'unité. Enfin,
w(r, y,3)

étant ['une quelconque des Sfonctions initiales
e(x, v, 5), x(Zy ¥y 3) oon,

désignons par w une fonction de x, y, 3, t, déterminée par la Jor-
mule(21), par conséquent assujettie : 1° ¢ vérifier, quel que soit t, { ‘équation

aux différences partielles
Vo =o;

2° a vérifier, pour une valeur nulle de t, les conditions
w=o0, Dw=o0, Dim=o, ..., D'm=o0, D''w=ow(z, Y 3),

et nommons
Py Ao e

ce que devient &, quand on réduit w(x, v, 3) a
9(2, 75 2), alz,y. 5

Pour intégrer les équations linéaires données, de maniere a remplir les
conditions requises, il suffira d’y remplacer les dérivées

D Dem, ...
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par les différences
DE—Vg, Dm—Vy,

puis de résoudre par rapport a &, v, ... les nouvelles équations ainsi obte-

nues, en operant comme si D,, D,, D,, D, etaient de véritables quan-
tes.

En ralsonnant toujours de la méme maniére, et ayant egard aux
principes développés dans le paragraphe I1I, on établira encore la pro-
position suivante :

.
TRoISIEME THEOREME. — Solent données entre plusieurs variables prin-

cipales
£ m, g,

et les variables indépendantes

z, ¥y, 5. (L
des équations linéaires aux différences partielles et & coefficients cons-
tants, en nombre égal a celui des variables principales. Concevons d’ail-
leurs que Uordre des dérivées de %, v, ... relatives a t puisse sélever
Jusqu'a n' pour la variable principale %, jusqu’a n' pour la variable
principale v, ..., les coefficients de

l)?’g’ ?'nv
étant (ndépendants de D,, D,, D, et se réduisant en conséquence a des
quantités constantes. Faisons .

n=n'4+n"+,,
el supposons les variables principales

2. Ny t.',

assujelties non seulement & vérifier, quel que soit ¢, les équations linéaires
données, mais aussi a vérifier, pour t = o, les conditions

=q?(xyyv z), D(£=¢,(Ivy0 z), ceey D?"'E‘:%'-a(a«',y, z),
"l:X(a'v}'a‘-')‘ Dtﬂ:Z/(‘rr)'y 3), LR D?,_"n:Xn"—l(x)}'y 3),
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Svient encore
V=0

l'équation en D,, D,, D,, D,, résultant de l'élimination de £, v, ... entre
les équations données, et
3=o0

’

I’équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand

on y remplace

D.‘n Dyr D:' Dl
par

u, v, w, s,

la fonction V, qui est du degré n par rapport a D,, étant choisie de
maniére que, dans cette fonction, le coefficient de D} se réduise a U'unite.
Enfin, supposons la fonction o définie, comme dans le deuxieme theo-
réme, par conséquent déterminée par la formule (21) et nommons

@ P veey Qareny
y & Xn BT AL T)

ey veoy vy

ce que devient & quand on réduit w(x, y, z) a l’'une des fonctions ini-

tiales
o(x, ¥y, 3)y, 9,(x,¥,3), ..., Qu-glx,y,3)
X(x*y’ z)’ X,(xv}’y z)’ sy Xn"—l(-zy ‘ys 3)‘

Pour intégrer les équations linéaires données, de maniére aremplir toutes
les conditions requises, il suffira d’y remplacer les derivées
D& DiE ..., DFE;

D, Din, ..., D¥n;

“ey ceesy e ooy

par les differences

D —No, DIE—V(o,+ Do), «vs DFE—V(@noy+...+ D20+ Do)
Den—Vy, Din—V(u+Dix)y oo DFn— V(a4 D2y, +DF'y);

puis de résoudre par rapport a %, v, ... les nouvelles équations ainsi
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obtenues, en operant comme si
Dz, Dy, Dy, Dy

étaient de véritables quantites.

Les deux théorémes qui précédent offrent cela de remarquable
qu'ils font dépendre I'intégration d’un systéme quelconque d’équa-
tious linéaires aux différences partielles et a coefficients constants de

I'évaluation de la seule fonction w. Lorsque les variables indépen-
dantes
x, ¥ 3, U

sont au nombre de’quatre, savoir trois coordonnées et le temps, la
fonction @, déterminée par I'équation (21), se trouve représentée en

conséquence par une intégrale définie sextuple, et la valeur initiale
de

D} 'w,

désignée parw (z, v, =), peut étre une fonction quelconque des coor-
données z, y, 3. Si au contraire les variables indépendantes se rédui-
saient a une seule ¢, la valeur initiale de D{ ' & se réduirait & une
constante, et I'on pourrait faire dépendre l’ihtégration des équations
différentielles données de I’évaluation de @, en supposant méme que
dans cette évaluation 'on attribuat 3 la constante une valeur particu-
liére, par exemple la valeur 1, ce qui reviendrait 4 prendre pour w la
fonction principale . Cela posé, en généralisant la définition que
nous avons donnée de la fonction principale, on pourra désigner sous
ce nom, pour un systeme d’équations linéaires aux différences
partielles et a coefficients constants, la fonction o déterminée par la
formule (21). La fonction principale étant ainsi définie, on pourra
dire que les théorémes 2 et 3 raménent Pintégration d'un systeme
quelconque d’équations linéaires et a coefficients constants, 4 I'éva-
luation de I'intégrale définie qui représente la fonction principale.

Au reste, il estbon d’observer, d’une part, que le deuxiéme théo-
réme peut étre établi directement, comme la proposition analogue
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énoncée dans le premier paragraphe, et relative  un systéme d’équa-
tions différentielles; d’autre part, que le troisitme théoréme se déduit
immeédiatement du deuxiéme, par des raisonnements semblables a
ceux dont nous nous sommes servi dans le paragraphe III.

Les théorémes 2 et 3 supposent que les seconds membres des équa-
tions linéaires données se réduisent a zéro. Si ces seconds membres
devenaient fonctions des variables indépendantes x,y, 3,1, on pour-
rait appliquer & la détermination des valeurs générales de &, Ny ... 00
le premier théoréme, ou la proposition suivante qu'on déduit de ce

théoréme combiné avec les principes établis dans le troisiome para-
graphe.

QUATRIEME THEOREME. — Solent données, entre plusieurs variables prin-
cipales

& w,

et les variables indépendantes
€, J’ y 5, &

des équations linéaires aux dyférences partielles et & coefficients constants,
en nombre égal a celui des variables principales. Supposons d’ailleurs que,
dans les premiers membres de ces équations, les derivées des ordres les
plus élevés par rapport a t soient respectivement

DY £ pour la variable principale £,
D70 pour la variable principalen,

les coefficients de ces dérivées se reduisant a des quantités constantes, et
les seconds membres des éguations données pouvant étre des fonctions

quelcongques des variables indépendantes. E njm supposons que les valeurs
tnitiales de A

1N l),q. cegr DITE,

N, l)l'n’ ) 1)7'~"ﬂ

seey D S R

doivent se réduire, pour t = o, a des fohctions connues de x,y, . Pour
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intégrer sous cette condition les équations linéaires données, on détermi-
nerad’abord, a I'aide du second théoreme, les valeurs géneralesde?, v, ...
correspondantes au cas ot les seconds membres des équations données
s'évanouiraient; puis a ces valeurs on ajoutera celles qui auraient la pro-
priete de verifier, quel que soit t, les équations données, et de verifier,

pour t = o, les conditions

£=o, D& =o, Dyt =o,
n=o, Dm=o, D¥-ty = o,

Ces derniéres valeurs de %, v, ... seront d’ailleurs de la forme

t t
5:/‘ Edr, n:[Hd‘r, .
0 A

E, H, ... étant des fonctions de

et de la variable auxiliaire 7, déterminées par la régle suivante :
Soient

des fonctions de x, y, 3, ¢, propres a représenter les valeurs de
D7E, Dfn,
qui vérifient les équations données quand on y remplace

., Dk, ..., DrF-g,
4, Deny .., DPIq

par zéro. Soient encore
X, 3,

ce que deviennent
X, Y, ...

quand on y remplace la variable indépendante ¢ par la variable auxi-
liaire 7. Pour obtenir les valeurs géntrales de

Z, H,
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il suftira de réduire & zéro les seconds membres des équations données
et de chercher'ce que deviendront alors les valeurs de

[RTR

fournies par le troisitme théoreme, quand on y remplacera

t par ¢t —71,
et les valeurs initiales de

vy

O | L L TN | P P | LR R | R

par

0, O, ..., O. Ny 0. 0, ..., o, Ny ..,

Jusqu'a présent nous avons supposé que le premier membre ¥ de
Péquation produite par Uélimination de %, 1, ... entre les équations
données, dans le cas ot Pon remplace leurs seconds membres par
zéro, était une fonction entiere de D, D,, D;, D, dans laquelle on
pouvait réduire le coeflicient de D7 & P'unité. Cette réduction est en
effet possible dans Phypothése que nous avions admise, savoir : lorsque,
dans les équations données, les dérivées des ordres les plus éleveés
par rapport i ¢ se trouvent multipliées par des quantités constantes,
sans étre soumises & desdifférentiations relatives aux variables x, y, s.
Considérons maintenant le cas général out cette réduction ne pourrait
s'effectuer sans que V cessat d’étre une fonction entiére de D, D, D,
et désignons par K la fonction de cette espece qui représente généra-
lement le coefficient de DY, dans le développement de V. Si I'on
nomme X, 5 c¢ que deviennent K, ¥V, quand on y remplace D, D,, D,
D,, par «, v, w, s; si d’ailleurs on continue de nommer fonetion prin-
cipale une fonction @ de x, y, z, ¢, définie par I'équation (21), on
trouvera dans le cas général : 1° pourm <n —1,

. )

) — 0

< (&)
2°pourm=n -1,

vt 1

—
[ ((5)) K
OEuvres de C. — S. I, t X1, - 16
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ou, ce (ui revient au méme,
Vst
Loy
et par suite la fonction principale, qui vérifiera toujours, quel que
soit £, I'équation (24), vériliera, pour une valeur nulle de ¢, non plus.
les conditions (25), mais les suivantes :

(26) wm=0, Dwm=o0, Dlw=o0, ... D! 'w=o0, KD} 'e=w(r)y,s3).

Or, ces conditions, jointes a 'équation (24), ne suffiront pas pour
déterminer complétement la fonction principale o. Au reste, la seule
considération de la formule (21) conduit & une conclusion du méme
genre. En effet, lorsque le coefficient de Dy dans ¥, savoir K, sera
fonction de D, D, D, le coeflicient de s* dans s, savoir x, sera fone-
tion de u, ¢, w, ¢t intégrale 'sextuplc, comprise dans le second_
membre de la formule (21), ne sera plus généralement une inté-
grale completement déterminée, attendu, par exemple, que la fone-
tion sous le signe [ deviendra infinie pour les valeurs de w, ¢, w qui
vérifieraient l'équ.{tion o = o. Mais on tirera de la formule (21),

e ® o 00 % 30 30
(27) Ko == J:/ j f j ‘/ j M=y ) S Ykt
—owvV. oV -—w oV, oV._m

K dhdu dp.dv dvdw
(a‘)) 2 2T 27

x ﬁ,()\, M V)
(

et cette derniére sera propre a fournir une valeur complétement deter-
minée de la fonction Ko. Si, aprés avoir calculé la fonction II & Paide
de Péquation

. 00 »: e 3 e LE »
(28) = “/ / j ] j / =N +oly = W+ (5~ V) 8!
bt o4 — - - - e — @

K dhdv dudv dydw
(3 )) 2m  am  am

1)

X w(h, V)

on pose généralement

(29) Ko =11,

on pourra prendre, pour valeur générale de la fonction principale o,
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I'une quelconque de celles qui vérifieront la formule (29). A chacune
d’elles correspondra un systéme de valeurs de

& .

qu’on pourra obtenir a I'aide des théorémes 2, 3 ou 4, et (qui vérifiera
toutes les conditions ¢noncées dans ces mémes théoremes.
Pour montrer une application des principes que nous venons

d’exposer, concevons qu'il s'agisse d’intégrer les équations simul-

tances .
g dn d?y oz .
dvdt dy o dydt ™ dr ™ o

ou, ce qui revient au méme, les équations
DDE+D, 70 o, DyDen—DE=o,
de maniére qu’on ait, pour t = o,
r=9(r, ) a=yla, y).
On trouvera, dans ce cas,

V=0D,D,(D}+1), S _sue(st4-1),
K = l).tl),r N = uv;

par suite, la fonction principale @, assujettie : 1° & véritier, quel que
soit £, 'équation '
DD, (D} 1) w05
2° & vérifier, pour ¢ = o, les conditions

© == 0, DD Dw—=w(x, ¥),

sera définie parla formule

. 1o © LT A TR SR ST S IR dh du du. dv
B
Jad oo (st 1)) 2T 27T

. » © © o e(\‘\.r—).w-o—wy-—p.»]/j dd du d[J. dv
::suntD/t /; j_“j__—T—m()" ) 27U any
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qui n’en déterminera pas complétement la valeur, et pourra étre I'une
quelconque de celles qui, s’évanouissant avec ¢, vérifient I'équation

I):l)ym= si"tf j' { {‘ elvix- )H—\(Y—'P‘Dl y/wim()\ )d) dv (/lJ. dv

27

=sintw(x, y).

Soient pareillement %, 7 deux fonctions de x, v, ¢ qui, s’évanouis-
sant avec ¢, vérifient les é(Luations

DD, 0 =sinto(r, y), D Dyy =sinty(z, y).
Les valeurs générales de %, v, qu'on déduira des formules
Py D +Dyn=D,Ve, Dy Dn—DE=0,Vy

en opérant comme si D, D,, D, V désignaient de véritables quantités,

seront
E=D,(D D0 —Dyy). n=D.(D, Dy + Dro),

ou, ce qui revient au méme,
E=costg(x,y)—sinth, [Z(a-, y)yde —X(y, t),
n=-costy(x,y)+ sintl),/‘qp(x, yYdv +®(x, t),
les intégrations relatives aux variables x, y étant effectuées i partir
de valeurs déterminées de ces variables, par exemple i partir de
r=o0, y=o,

et ®(x, t), X(y, t) désignant deux fonctions arbitraires de ., ¢ ou de
y, ¢, assujetties a la seule condition de s’évanouir pour une valeur
nulle de ¢. Il est d'ailledrs facile de s’assurer que les valeurs préce-
dentes de §, v vérifient les deux équations données aux différences
partielles et se réduisent respectivement &

9(x, ¥), ACZ A

quand on y pose t =o.
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§ V. — dpplication des principes exposés dans le paragraphe précédent
a Uintégration des équations qui représentent les mouvements infini-
ment petits de divers points matériels.

Lorsqu’on recherche les lois des mouvements infiniment petits de
divers points matériels dont le nombre est limité ou illimité, les équa-
tions différentielles ou aux différences partielles que fournissent les
principes de la Mécanique ne contiennent généralement d'autres
deérivées relatives au temps que des dérivées du second ordre, dont
les coefficients se réduisent a P'unité. 1l est donc utile d’appliquer
en particulier les troisiéme et quatriéme théorémes du paragraphe
précédent, au cas ou 'on aurait

n=n =" ==z
Si dans ce cas on désigne par n, non plus la somme
O ST A NN
mais le nombre des variables principales

Ny o ey

AL

on obtiendra, au lieu du troisieme théoréme du paragraphe 1V, la pro-
position suivante :

TueoreME. — Satent données, entre n variables principales

.

& o &
et les variables indépendantes

Ty Yy % t,

n équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants,
qui renferment, avec les variables principales et leurs derivées de divers
ordres obtenues par des différentiations relatives aux coordonnées z, y, s,
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les dérivées du second ordre relatives au temps t, savoir
D}, Dia, D2C, ...,

les coefficients de ces dernieres dérivées étant égaux a {'unité. Supposons
d’ailleurs les variables principales £, 1, ¢, ... assujetties non seulement
a verifier, quel que soit t, les équations données, mais aussi « verifier,
pour t =o, les conditions

/

(I) \ 6:?(~t1}’1"‘)~ W:Z(wa)":)v CT«\P(-‘IH.}G 3), ceny
? D =@(x, y,3), Den =X (z, y, 5), D =W(, y, 3),
Solent encore

(2) V=0

"équation en D, D,, D,, D, résultant de !’élimination de &, v, , ...
entre les équations données et

(3) S=o0

Uéquation caractéristique en laquelle se transforme la précédente, quand
on y remplace les notations

De Dy, D, D,
par

U—=uvy—1, =V —1, W=wy—1, s,

la fonction V étant du degré 2n par rapport a D,, et choisie de maniére
que le coefficient de D}" se reduise a !’ unité. Enfin soit

w(z, y, 3)

l'une quelconque des fonctions

CP(x~y»~'»)» Z(x’y$5)1 4’(”‘,,)’,5)» ey
O(x, y,3), X(&r,3), W(r, y.3) ....

Nommons w la fonction principale déterminée par la:formule

ot o A e
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par conséquent une fonction assujettie : 1° a verifier, quel que soit t,
l’équation aux différences partielles

(5 ' Vo ==o;
2° a vérifier, pour t = o, les conditions
(6) =0, D=0, Dim=o0, ... DI 'm=o0, DI"'m=w(x,y,3);
et designons par
@/ Yo ..o @, X, W,
ce que devient & quand on réduil w(x, y. 3) a l'une des fonctions

oz, ¥y 3)  y(r.y,s), Y(x, y, 3),
®O(x,y,3), X(zr.y. 3). W(r, » s).

Pour intégrer les équations linéaires données de maniere a remplir toutes
les conditions requises, il suffira d’v remplacer les derivées du second

ordre
DE, Dla, DL
par les différences

DI —V(®-£D,5). Din—F(X+Dy) DI—V(W4Dd) ...
puis de résoudre par rapport a
& n, &

les nouvelles équations ainsi obtenues, en operant comme si les nota-

tions
D, D,, D. D,

désignatent des quantites veritables.

Applications. — Les équations qui représentent les mouvements
. . . 9y 3 .
infiniment petits d’un systtme homogéne de molécules sont de la

forme
(L—D}E+Rn+Qf=o.
RE+(M—D})n+P{=o.
Qi+ Pn+ (N—D}){=o,
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£, n, L étant les déplacements d'une molécule mesurés parallélement
aux axes coordonnés, et les lettres

L, M. N, P, Q, R

désignant des fonctions entiéres des caractéristiques
b, D, D,
Or concevons qu’on veuille intégrer ces équations de maniére i véri-
fier, pour ¢ =o, les six conditions
=gl y, 5), =yl y, 5), C=4(a, y. ),
Dii=@(x,y,3), Dn=X(r,y,3), Di=W(z,y,3);

par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des dépla-

cements et des vitesses de chaque molécule suivant des directions

paralléles aux axes des «, y, 5. En appliquant le théoréme ci-dessus

énonce & la recherche des valeurs générales de &, », {, et nommant
oo, X, @, 2 A

ce que deviennent
L. M, N, P, Q R

quand on y remplace

Dz Dy, D par u, ¢, w,
on trouvera

V=(D}—L)(D}— M) (D} = N)— P*(D*—L)— Q*(D} — M) — R*(D}— N) — 2PQR,
$= (81 () (8P — IM) (8 — ) — @($? — ) — D (8 — IM) — A? (5* — 0) — 29JA,

Cela posé, soient
o

la fonction principale, déterminée par I'équation (4), et
% % v 0 X, ¥
ce que devient cette fonction principale quand on remplace
' w(z, ¥, 3)
par l'une des fonctions initiales

Q(.l‘,y,:), X(x‘y’s)’ 4-'(1'3)',5)» Q(-”,yy-")a X(.Z’,)',Z), ‘V(w,y,ﬂ)»
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Pour intégrer les équations données, de maniére i remplir toutes les
conditions requises, il suffira de résoudre par rapport i

& m ¢
ces équations présentées sous les formes

(D} — L) — R — QL=V(® + Do),
—RE+(D}—M)n —PZ =V(X + Dsy),
—QE—Pn + (D} —=N)Z =V(¥+ D).

en opérant comme si D,, D,, D;, D, étaient de véritables quantités,
Alors, en posant pour abréger

€ =D=M (D}—N)—P:, P =P(DI—L)+OR,
M=(D}—N)(D}—L)—Q @ =Q(b;—M)+RP,
N =(D}—L)(D—M)—Rt, ¥ =R(D:—N)+ PQ,

on trouvera

E=D(f o+8 y+ )+ (£ P+8 X+ W),
n=D(Bo+MNy +PY)+ (WO +AX + P 1),
S=D(eo+Py +~Ud)+(@d +P X+UU),

Telles sont effectivement, sous leur forme la plus simple, les équations
des mouvements infiniment petits d’un systéme homogéne de molé-
cules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.

Considérons maintenant deux systémes de molécules qui se
pénétrent mutuellement. Les équations de leurs mouvements infi-
niment petits seront de la forme

(L=D}HE+Rn +~Qf + L& +Rn+QZ =o,
RE +(M—=Dn+PL +RE +Mn,+P3% =o,
Qf +Pn +(N=DHL+ Q% + P, +Ng, =o,
LE+Rn+Qf+ (L, —D)HE+Rmn+Ql =0,
RE+Mn+PL+RE+(M,—Dn,+P,{,=o,
Qi+Pa+NL+QE+Pm+(N,—D}HE =o,

g, m,% ouk,n, % étant les déplacements d’une molécule du premier

ou du second systtme mesurés parallélement aux axes coordonnés,
OFEuvres de C, — S. 11, t. XI. 17
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et les lettres
L, M, N, P, Q, R, L, M,

indiquant des fonctions entieres des caractéristiques
Da Dy, D.

Or supposons que les coefficients des différents termes proportionnels
aD,, D,, D, ou a leurs puissances soient, dans ces mémes fonctions,
regardés comme constants, ce qu’on peut admettre, au moins dans une
premiére approximation, lorsque chaque systéme de molécules est
homogéne, et que le rayon de la sphére d’activité d’'une molécule est
trés petit. Concevons d’ailleurs que I'on veuille intégrer les six équa-
tions données, dont chacune est du sccond ordre, de maniére a
vérifier, pour ¢ = o, les douze conditions
E=29 (x,y,3), n=y (x,5 %) =y (. y,3),
=09, (2, y,3), n,=7y, (2, ¥, %), L=4¢ (z, 7,2),
DiE =@ (x,y,3), Din=X (2, y,3), D =W (2,y,3),
D&, =&, (z, 5, 3), D, =X, (2, ,3), D =W (z, 9, 3);
par conséquent en supposant connues les valeurs initiales des dépla-
cements et des vitesses de chaque molécule, suivant des directions
paralléles aux axes des z, y, z. En appliquant le théoréme ci-dessus
énonceé a la recherche des valeurs générales de

L on & &, o, &,
et nommant

£, M, %, ¢ 2, &/ £, W, ..., 2, &,

ce que deviennent
[41 M\ N’ pi Q’ R) L,v hln vy Qm R”

quand on y remplace

Dz, D,, D, par w, ¢, w,
on trouvera

V=(D}—L)(D;=—M) (D} —=N) (D;—L)(D{—M,) (”?—-I‘ju) —
8= (st —L)(s? —IM)(s* —I)(s? —L,)(s* —IM,)(s*—IT,)—....

Cela posé, soient
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la fonction principale, déterminée par I'équation (4), et

® % Y e %e P,
® X, W 9, X, V¥

ce que devient cette fonction principale quand on remplace
©w(z, ¥, 3)
par 'une des fonctions initiales

e(zy,8), 72(zy.3), $(5,%32), o(zy2) % (£,73) ¢ (2 ) 2),
®(z,y,3), X(&,p3), W(r.y,3), ®(z,y3), X/ (z,y.35), ¥ (r.y, 3.

Pour intégrer les équations données de maniére 4 remplir toutes les
conditions requises, il suffira de résoudre par rapport a

Som &gy om,y ¢
ces équations présentées sous les formes

(D}—L)E: —Rn —-Qf —L,E, —Rn, —Q%,=V.®¢ + Dyp),
—RE+ (D} —=M)n—P; —RE—Mn, — P =V(X =Dy
— Q& —Pn (D} —=N)—Qi,—Pn, —NI,=V(¥ +D,),
—LE—Rn— Q% +M}—L)E,—R,0, —Q,5,=V(®, + Do),
— RE— My — P; —RE + (D} —M,)n,— P, =V(X,+ Dy,
—Q5—Pn— N —Q,,—P,0,+(D}—N)L,=V(¥,+ D),

en opérant comme si
D., Dy, D, D,

étaient de véritables quantités. On trouvera de cette maniére

Iz= £(® +Dio)+8(X+Dyy)+ (¥ +Dy)
+ f/("b/'*‘ l)‘CPI) -+ n/(x/+ ”17.,) +®'/(\vl+ Dt"!’/)*

n= B (®+Dg) + MX+D;y) + P (¥ + D)
+ B (®,+ Do)+ A (X, +D,z,)+ P, (¥, + D),

f= @(@+Do) + P (X +Dy) + 8 W +Dy

4+ @, (0, + Do)+ ¥ (X, +Dyy)+ (¥, + D)),
L= £ (b +Do)+ 8 (X+Dgy) +e(V+Dy)

+ £, (D, +D0,) + 8, (X, +Dy,)+ & (¥,+D),
7= M4 (®+Do)+M(X+Dgy)+ P ¥ +Dy)
Y w0+ D,0,)+ M, (X, + D)+ B, (¥, 5 D),
;= & +Do)+ P (X +Dgy) + (¥ +Dy)

+@, (P + Do)+ ¥ (X, =Dy +u (¥,+ D),
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les lettres
f’ ‘“v n) va @ﬂ n» f/y ;M y ceey @.”, ]

/ 4

indiquant des fonctions entiéres des caractéristiques

D, D, D, D.

et la forme de ces nouvelles fongctions se déduisant immédiatement de
celle des fonctions représentées par

L, M, Nq pv Q~ Rv Ln Mn sy Q//‘ B//'

Nota. — Etant donné, entre les variables principales §, v, 5, ... et
les variables indépendantes x, y, 35, ¢, un systeme d’équations
linéaires aux différences partielles et i coefficients constants, écrites i
I'aide des caractéristiques D, D,, D,, D,; si, en supposant les seconds
membres de ces équations linéaires réduits a zéro, on ¢limine entre
elles toutes les variables principales a I'exception d’une seule £, ou 1,
ou(, ..., onobtiendra une équation résultante de 'une des formes

Vi =o. Va=o,. V¢=o,

V étant une fonction entiére de D,, D,, D,, D, qui restera la méme,
quelle que soit la variable principale conservée, et qui sera préci-
sément le premier membre de I’équation (15) du paragraphe IV,
Ainsi chacune des variables principales devra vérifier, quel que soit ¢,
une équation aux différences partielles semblable i celle que vérifie
la fonction prmcnpale @, c’est-a-dire la forme

Vo =o;

et il est clair qu’on pourra en dire autant d’une fonction linéaire quel-

conque « des variables principales et de leurs dérivées, en sorte qu’on

devra encore avoir
Vs =o.

8i, dans les équations linéaires données, I'ordre des dérivees relatives
a ¢ s’¢léve jusqu’a 2’ pour la variable principale %, jusqu’a »” pour ,
jusqu’a n” pour g, ..., la plus haute puissance de D, renfermée dans V
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sera en général le nombre n déterminé par la formule

n=n <4+ n"+n"+. ...

Toutefois, il peut arriver, dans certains cas, que I'exposant de cette
plus haute puissance de [), s’abaisse au-dessous de la somme
n'+n"+n"+ ..., ou bien encore que V&= o ne soit pas I’équation
aux différences partielles la plus simple a laquelle satisfasse la valeur
générale de . Dans des cas semblables, les méthodes ci-dessus
exposées ne cessent pas d’étre applicables a I'intégration des équations
linéaires données. Seulement il convient de les appliquer de maniére
que les valeurs générales de %, v, {,... & se présentent sous la forme
la plus simple possible. Les moyens qui peuvent conduire & ce but
seront I'objet d’un autre Mémoire.

Nous remarquerons en finissant que, dans le cas ou les seconds
membres des équations linéaires données se réduisent, non pas a zéro,
mais 4 des fonctions des seules variables @, v, 3, en demeurant indé-
pendants de la variable ¢, le quatricme théoréme du paragraphe IV
fournit la seconde partie de la valeur générale de chaque variable
principale sous la forme i laquelle on serait conduit par une régle trés
simple qu'a donnée M. Liouville dans son Journal de Mathematiques
(aout 1838).
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LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS

LES EQUATIONS PRESENTENT UNE FORME INDEPENDANTE
DE
LA DIRECTION DES TROIS AXES COORDONNES, SUPPOSES RECTANGULAIRES,
ou

SEULEMENT DE DEUX DE CES AXES.

Considérations générales.

Comme on I'a vu dans les précédents Mémoires, les mouvements
infiniment petits, d’un ou de plusieurs systemes de molécules, peuvent
étre représentés par des équations linéaires aux différences partielles
entre trois variables principales, savoir, les déplacements d’une mole-
cule, mesurés parallélement & trois axes coordonnés rectangulaires, et
(uatre variables indépendantes, savoir, les coordonnées et le temps.
Iy a plus : dans ces équations, les coefficients des variables princi-
pales et de leurs dérivées deviennent constants, lorsque I'on considere
un systéme unique et homogéne de molécules, et que 'on s’arréte a
une premiére approximation.Dans I'un ou I'autre cas, les coefficients
dont il s’agit, et par conséquent la forme des équations linéaires,
dépendront en général, non seulement de la nature du systéeme ou des
systémes moléculaires, mais encore de la direction des axes coor-
donnés. Néanmoins il n’en est pas toujours ainsi. La constitution du
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systéme ou des systémes de molécules donnés peut étre telle que les
coefficients renfermés dans les équations des mouvements infiniment
petits ne soient pas altérés quand on fait tourner d’une maniére quel-
conque les trois axes coordonnés autour de I'origine ; et alors il est
clair que la propagation de ces mouvements devra s’cffectuer en tous
sens suivant les mémes lois. C’est ce qui arrive, par exemple, lorsque
le son se propage dans un gaz ou dans un liquide. C’est ce qui arrivera
encore si, l'un des systtmes de molécules donnés étant le fluide
éthéré, I'autre systeme compose ce que dans la théorie de la lumiére
nous appelons un corps isophane. Ce n’est pas tout : la constitution du
systtme ou des systémes de molécules donnés peut étre telle que les
coefficients renfermés dans les équations des mouvements infiniment
petits ne soient pas altérés quand, I'un des axes coordonnés
demeurant fixe, on fait tourner les deux autres autour du premier; et
alors il est clair que la propagation du mouvement devra s’effectuer en
tous sens suivant les mémes lois, non plus autour d'un point quel-
conque, mais seulement autour de tout axe parallele a I'axe fixe.
C’est ce qui arrivera, par exemple, si, le premier systéme de molécules
étant le fluide éthéré, autre systeme compose ce qu’on nomme, dans
la théorie de la lumiére, un cristal @ un seul axe optique. Il est done
important d’examiner ce que deviendront les équations des mou-
vements infiniment petits d’'un ou de deux systtmes homogénes de
molécules, quand elles acquerront la propriété de ne pouvoir étre
altérées, tandis que I'on fera tourner les trois axes coordonnés autour
de 'origine, ou bien encore deux de ces axes autour du troisicme sup-
posé fixe. J'ai déja traité cette question, en considérant un seul
systéme de molécules : 1° pour le cas ou les équations sonthomogeénes,
dans les Exercices de Mathématiques; 2° pour le cas général, dans un
Mémoire relatif a la Théorie de la Lumicre, et lithographié sous la date
d’aout 1836. Mais d’'une part ce dernier Mémoire, tiré a un petit
nombre d’exemplaires, est assez rare aujourd’hui; et d’ailleurs, en
réfléchissant de nouveau sur la méme question, je suis parvenu a
rendre la solution plus simple. J'ai donc tout lieu d’espérer que les
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geométres accueilleront encore avec intérét ce nouveau Mémoire, qui
permettra d'établir et d'exposer facilement quelques-unes des théories
les plus délicates de la Physique mathématique.

Parmi les divers paragraphes dont le Mémoire se compose, le pre-
mier est consacré au développement de quelques théoremes relatifs i
la transformation des coordonnées rectangulaires, le second i la
recherche des conditions nécessaires pour qu'une fonction de deux ou
de trois coordonnées rectangulaires reste indépendante de la direction
des axes coordonnés; et c’est la connaissance de ces conditions qui me
conduit, dans les paragraphes suivants, i la solution de la question
ci-dessus indiquée.

S L. — Sur quelques théoremes relatifs a la transformation
des coordonnées rectangulaires,

Soient
z, ¥y, 5

les coordonnées rectangulaires d’un point P, relatives a (rois axes

rectangulaires, et

X, ¥V, 2

B

ce que deviennent ces coordonnées, quand on a fait tourner d’une
maniére quelconque le systeme de ces trois axes autour de Iorigine.
On aura, comme on sait,

X=ax +by +c3y
(1) Yy=ax +by-c's,

z=a"z+b"y + "3,
a,b,c;a’, ', c5a’, b, ¢’ désignant neuf coefficients, dont six pour-
ront se déduire des trois autres, Jattendu qu’on doit avon‘. quels que
soient x, y, 3,
(2) Xyl 2l ey 22
et, par suite,

a® +a't +a" = b + bt 4 b = e+t 4" =)
y y ’
) be4b'c' + b"c" = o, ca+ca+c"a"=o, ab+ab+4+ab'=o,

(3)
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De plus on tire des équations (1), jointes aux formules (3),

r=ax+a'y—+ a'z,
(%) CYy=0bx+b'y+ bz,
5 =cx +c'y + '35

puis de ces derniéres, jointes i la formule (2),

(5) at + 0 4 c? =1, a't 4 bt -+-C”:l, a”’+l)”’+c”’:|,
aa"+ bbb +c'c"=o, a’'a+b"b+c'c=o0, aa 4+ bb'+ cc'=o.

Enfin, si ’'on nomme

T,y Vi 5
et

xl‘ yl’ zI

les coordonnées d’un nouveau point Q, relatives au premier et au
second systéeme d’axes coordonnés, on aura

\ Xx,=ax, + by, +cs,
(6) cy=a'z, +0y + 'z,
, 2, =a"r,+ 0"y, + "3,

et des formules (6), jointes aux équations (3), on tirera
(7) NX, Yy, 22, = 28 4 Yy, + 53,

Donc la transformation des coordonnées n’altére point la valeur de la

somme
&L+ Yy, + 33,

Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de
la direction des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons
vecteurs, menés de 'origine aux points P, Q, par le cosinus de I'angle
(que ces rayons vecteurs comprennent enlre eux.
Soit maintenant # une fonction quelconque des coordonnées primi-
tives '
x, ¥y, 3.

Si I'on passe du cas ol ces coordonnées sont prises pour variables
OFLuvres de C. — S. 11, t. \I. 18
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indépendantes au cas ot I'on prend pour variables indépendantes les
coordonnées nouvelles
X Y I

on aura, en vertu des formules (4),

Dys=aD, s+ bDyé +cD:s=(aD.+ bD,+ cD;)s,

............................................ DY

par conséquent, ,
Di=aD.+bDy,+cD;

(8) Dy=a'D+ b'Dy+c'D;,
e=a"D.+ 6"Dy+c"D;;

puis on tirera de ces derniéres, eu égard aux formules (3),

s D.,=aby+ a'Dy+a’D,,
€))] “ Dy=bDx+ &' Dy+ "Dy,
‘ D;=chDi+c'Dy+c"D,.

Enfin I'on tirera des formules (8), ou bien encore des formules (9),

(10) D + D} + D} =Di+ D+ D

Orles formules (8), (9) sont entitrement semblables aux formules (1),
(4), et la formule (10) & la formule (2). Par conséquent dans la trans-
Sformation des coordonnées rectangulaires, les relations qui subsistent
entre les coordonnées

Zy Yy S et X Y 2z
(4

relatives a deux systémes d'axes, subsistent pareillement entre les carac-

téristiques
D, D,, D, e D, D, D,

qui indiguent des différentiations effectuées par rapport aux coordonnées

x, ¥y, 2 ou X, Y, %

considérées comme variables indépendantes.
Au reste, on ne doit pas oublier que les formules (8), (9), (10), et
celles qu'on peut en déduire, sont des formules symboliques, que 'on
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transforme en équations véritables en placant une fonction quel-
conque # a la suite des expressions symboliques renfermées dans
chaque membre. Ainsi en particulier la formule (10) n’est autre chose
que la représentation symbolique de I'équation

. (DR+Dj+D})e=(Di+ D1+ D?)s,
ou
( s  d's  d's__ d's + d%'s  Q's
= wEptE T ot

¢ désignant une fonction quelconque des coordonnées =z, y, 3
ou X, y, z.
Si 'on combine les équations (6), non plus avec les équations (1),

mais avec les formules (8), alors, au lieu de la formule (7), on
obtiendra la suivante

(12) X, De+y,Dy+2,D,=2,D+y,D,+ 3D,

Donc une transformation de coordonnées rectangulaires n’altérera point
un produit symbolique de la forme

z,De+y,Dy+3D,.

Les équations (6), et par suite les formules (7) et (12), conti-
nueront évidemment de subsister, si, en nommant toujours

Z, ya s ou x! y’ Z

les coordonnées primitives ou nouvelles du point P, on désigne les
coordonnées primitives ou nouvelles d’un second point Q, non plus
par
Z,y Yo 35 ou par Xp Y, 2,
mais par
z+x, y+y, 3+3 oupar X=4+Xx, y+Yy, z2+12,

en sorte que
Zp Yo 3 ou Xp Yo %,

représentent les projections algébriques de la distance PQ sur les axes
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coordonnés des x, y, 5 ou des X, y, z. Cela posé, soient

L]

une fonction quelconque des coordonnées z, y, s du point P, et

As
I'accroissement que recoit cette fonction, quand on passe du point P
au point Q, c’est-a-dire quand on fait croitre x de x,, y de y, s de 3,

ou, ce qui revient au méme, x de x,, y dey,, z de z,. On aura, en vertu
du théoréme de Taylor,

84 Ag = e VatyDy+zby— oXDy+y,Dy+1.D, 8,

par conséquent

(|3) 1+A= X De+y By+3De — px.D, 4y Dy +12,D,
et
(lﬁ) A—exPetyDy+sDe g — X Dy+yBy+1b, |

Donc la caractéristique A, considérée successivement comme fonction

des caractéristiques
D, D, D,

et comme fonction des caractéristiques

D, D, D,

sera représentée, dans le premier cas, par I'expression symbolique

exXPe+yDy+3z,b.__ s

et dans le second cas par I’expression symbolique

ex,b,-o-y.n,-o-z.l), —1.

Or, il résulte de la formule (12) que, pour passer de la premiére
expression symbolique & la seconde, il sufflit de chercher ce que
devient la premiére quand on opére la transformation des coordonnées.
On peut donc énoncer la proposition suivante.
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Tutortme. — Sotent
x, y, 3
les coordonnées rectangulaires d’un point mobile P, et désignons a I'aide

de la caracteristique
A

Uaccroissement que regoit une fonction de x 3, quand on passe du

4 v Yy 3, 4 P )
point P a un autre point Q, en attribuant aux coordonnées du premier
point certains accraisserments

. L. Zp Yo 3
Sotent d’ailleurs

X yoozooet X, y. 1
ce que deviennent

T, Yy 3 et Ty Y 3,

quand on a fait tourner autour de ['origine d’une maniere quelconque,
le systéme des trois azxes coordonnés. Si l’on veut déduire 'une de I’autre
les dewr valeurs que le théoréme de Taylor fournit immédiatement pour
la caractéristique A, considérée d’abord comme fonction de 1, D,, D,
puis comme fonction de D,, D, D,, il suffira d’avoir égard aux formules
qui servent a operer la transformation des coordonnées rectangulaires
avec un changement simullané de variables indépendantes.

Les diverses formules établies dans ce paragraphe s’étendent
évidemment au cas ot I'on passerait d’un premier systéme de coor-
données a un second, en faisant tourner seulement les axes des x et
des y autour de I'axe des z. Alors ¢, ¢ seraient nuls ainsi que a’, ¥,
et les formules (1), (2), (4). (7), (8), (9), (12) pourraient s’écrire
comme il suit

(15) X ==z cosa + y sina, y =ycosax—rsina,
(16) N+ yr=at 4y,

(17) X =Xxcosa —ysina, Yy =ycosx +xsina,
(18) XX, + Yy, = 2L, VY,

(19) Dy=cosa D+ sinab,, Dy=cosal),— sinal,,
(20) D;=cosaD, — sinal),. Dy=cosaD, + sina Dy,

(21) DY+ D;=D;4-D;.
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§ 1I. — Condition que doit remplir une fonction de deux ou de trois
coordonnées rectangulaires, pour devenir indépendante de la
direction des axes coordonnés.

Pour arriver facilement 4 la condition dont il s’agit, nous aurons
recours a une proposition qui est évidente par elle-méme, et dont
voici I'énoncé.

Premier TuioreME. — Si une équation entre plusieurs variables inde-

pendantes
z, ¥, 5

et plusieurs parametres ou constantes arbitraires

a, 6,

doit subsister, quelles que soient les valeurs réelles attribuées a ces variables
et a ces parametres, elle continuera de subsister, quelles que soient les
variables x, y, 3,... quand on etablira des relations entre ces variables
et les parametres a, 6, ... en transformant ces parametres ou seulement
quelques-uns d’entre eux en fonctions de x, y, 3.

On congoit, en effet, qu’une équation qui se vérifie indépendamment
de valeurs attribuées a diverses quantités, subsiste, par cela méme,
dans le cas ou l'on établit entre ces quantités des relations quel-
conques.

D’ailleurs le théoréme qu’on vient d’énoncer entraine évidemment
la proposition suivante.

Devxitme TrkoriME. — Soient

Zy Yy %

plusieurs variables indépendantes, et

¥ oz
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des fonctions qui, renfermant avec ces variables certains parametres

, . . &, 6’ vy
se reduisent a :

Ty Yy %

pour des valeurs particuliéres de ces parametres. Enfin, supposons que
des relations convenables, établies entre les parametres o, €,... et les
variables indépendantes x, y, 3,... puissent faire.évanouir toutes les

JSonctions -
X, y y %

a Uexception d’une seule, de x, par exemple, en réduisant celle-ci a une
JSonction déterminée R de x,y, 3,.... Si l'expression

f(x, 5,2, ...),

considérée comme fonction de x, y, 3,..., conserve la méme forme,
quelles que soient les valeurs attribuées aux parametres
a, & ...,

en sorte que l'équation

.

f(x,y,z,...)=f(x, 5,5, ...)
soit identique, on aura encore identiquement
f(z, 5,5, ...)=f(R,0,0,...).

Pour montrer une application de ce dernier théoréme, rapportons -
les différents points de I'espace i trois axes rectangulaires des x, v, 5,
et considérons I'un des points auxquels appartiennent les deux coor-

données
z, y.

Si 'on fait tourner les axes des x et des y autour de I'axe des 3, les

deux coordonnées
z, ¥

se trouveront remplacées par deux coordonnées nouvelles

X ¥
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liées aux deux premiéres par deux équations linéaires et de la forme

¢ I X =& cosa + y sina, y=ycosa —xsina.
Cela posé, pour qu'une expression de la forme

f(x,y)

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que
I'on ait constamment

(2) f(x,y) ="0(z, y),
ou, en d’autres termes,
(3) f(zcosa + ysina, y cosa — xsina) = f(z, y),

quelles que soient les valeurs, non seulement de x et de y, mais encore’
de I'angle a. D’ailleurs pour faire évanouir y, il suffira d’admettre,
entre a, x, et y, la relation exprimée par la formule

ycosa —xsine=o0
de laquelle on tire

== ‘. :‘.‘t ly
xr y /
et par suite
x==xr
la valeur de r étant
(4) r=ya*+ y.

Donc I'équation (2), lorsqu’elle se vérifiera pour des valeurs quel-
conques de x, y, quel que soit le paramétre «, entrainera la suivante

(5) f(z, y)=f(£r,o0),
et par conséquent les deux suivantes

(6) f(x, y):f(r,o),
(7) f(ry o) =f(—r,0).
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Or les formules (6), (7) comprennent évidemment le théoréme que
nous allons énoncer.

TrosieMe TaeoreME. — Pour gu’une fonction
f(z, )

de deux coordonnées x, y, d’'un méme point, relatives a deux axes
rectangulaires, ne soit_point altéree, tandis qu’'on fait varier ces coor-
données, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner
les deux axes dans leur plan, autour de U'origine, il est nécessaire que
f(x,y) se réduise a une fonction du rayon vecteur r mené de l’origine a
la projection du point donneé sur le plan des x, y, et méme a une fonction
de r qui ne varie pas quand on y remplace r par — r.

On démontrerait encore facilement le théoreme qui précéde, en
substituant aux coordonnées rectangulaires
®, y ou x, Yy
deux coordonnées polaires
r, p ot r. p

dontla premiere r serait toujours le rayon vecteur ci-dessus mentionné,
la seconde p ou p désignant 'angle formé par ce rayon vecteur avec le
demi-axe des z ou des x positives. Alors cn effet, on aurait entre z, y
etr, p, oux,y, etr, p, des équations de la forme

(8) &xr = rcosp, y =rsinp,
ou
(9) X = rcosp, y = rsinp,

la valeur de p étant elle-méme de la forme
(10) p=p—a;
et I’équation (2) deviendrait

(11) f(rcosp, rsinp) = ((rcosp, rsinp).
OFuvres de C. — S. 11, t. XL, 19
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Or, il résulte de cette derniére formule que la fonction des variables,
Y, our, p, représentée par

f(x, y) =f(rcosp, rsinp),

ne varie pas quand on fait varier p, et se réduit en conséquence a la
fonction de r en laquelle elle se transforme quand on pose p =o

oup=r, c’est-a-dire 4
f(=r, o),

le double signe pouvant étre réduit arbitrairement au signe + ou au
signe —.

Supposons maintenant que I’on fasse tourner autour de l'origine,
d’une maniére quelconque, les trois axes rectangulaires des x, des y
et des 5. Les trois coordonnées

z, ¥, 3

d’un point donné, se trouveront remplacées par trois coordonnées

nouvelles
X, y, Z

liées aux trois premiéres par trois équations de la forme

X=ax +by +cs3,
(12) y=ax+by+c's,
z=a'z+b'y+c's,

dans lesquelles six des neuf coefficients
a, b, ¢, a, b, ¢, a', b, ¢

pourront se déduire des trois autres, en vertu des formules (3) ou(5)
du paragraphe I, en sorte qu’on aura identiquement

(|3) . X!+y1+z!=xi+y!+zt.
Cela posé, pour qu’une expression de la forme
- I(x,y,2)

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que
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I’on ait constamment

(14) f(x,y,2) ="{(z,y, 3),
quelles que soient les valeurs, non seulement de
x, ¥y, S,
mais encore de trois des neuf coefficients
a, b, c, a, &, ¢, a’, b, ¢

dont on pourra disposer de maniére i faire évanouir y et z. D'ailleurs,

si I'on nomme r le rayon vecteur mené de I'origine au point donné,
on aura

(15) re=yrt eyt st

et I'équation (13), réduite a

(16) X4yt gte= Y,
donnera, pour des valeurs nulles de y et de z,
(17) x==xr.
Doncla formule (14) entrainera la suivante
(18) (z, y,5) =f(£r. 0,0),
par conséquent les deux suivantes

(19) ’ f(x, y,3)={(r,0.0),

(20) f(r,0,0) ==f(—r.o,o0).

Or les formules (19), (20) comprennent ¢videmment le théoréme que
nous allons énoncer.

QuatritMe TukoreME. — Pour qu'une fonction
f(x, y,3)

de trois coordonnées z, y, s d'un méme point, relatives a trois axes
rectangulaires, ne soit point altérée, tandis qu'on fait varier ces coor-
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données, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner
le systéme des trois axes rectangulaires autour de l’origine, il est néces-
saire que f (z, y, 3) se réduise a une fonction du rayon vecteur r mené de
Uorigine au point donné, et méme a une fonction de r qui ne varie pas
quand on y remplace r par — r.

-

Au reste, on démontrerait encore facilement le théoréme qui pré-
céde en substituant aux coordonnées rectangulaires

z, ¥, 5 ou X, ¥, 2,
des coordonnées polaires
r, p, ¢ ou r,op, q,
lices aux premieres par des équations de la forme
x=rcosp, y=rsinpcosg, s=rsinpsing,
o X = r cosp, y ==rsinp cosq, z = rsinp sing.
En effet, en vertu de cette substitution, la formule (14) deviendrait
S (rcosp, rsinpcosq, rsin psin q) = f(r cosp, rsinpcosq, rsinpsin gq).

Or comme, la direction des nouveaux axes étant complétement arbi-
traire, on pourrait en dire autant des valeurs des variables p, q, on
conclurait de la formule précédente que la fonction

f(x, y,3)=f(rcosp, rsinpcosgq, rsinpsing)

ne varie pas avec p et ¢, mais seulement avec r, et se réduit a la valeur
de

l‘(rcosp, rsinp cosgq, rsinpsing)
correspondante 4 p = o ou p = =, c’est-a-dire a
f(%+r,0,0).

Lorsque les fonctions de x, y ou de x, y, 3 désignées, dans les
théorémes 3 et 4, par

f(z, y) ou f(z, ¥, 5)
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sont des fonctions entitres composées d'un nombre fini ou infini de

termes, alors
f(r,o0) ou f(r,0,0)

est pareillement une fonction entiére de r, et méme, en vertu de la
formule (7) ou (20), une fonction entiére de r?, c’est-a-dire de
zi4 yt oude  z'+ y'+ 3%,
Comme d’ailleurs toute fonction entiére de r ou de r* remplit évidem-
ment la condition mentionnée dans le troisiéme ou le quatrieme théo-
reme, il en résulte qu'on peut encore énoncer les propositions sui-
vantes,
Civouitme TuioriMe. — Pour qu’une fonction entiére
f(x.y)

de deux coordonnées z, y d’un méme point, relatives a deux axes rectan-
gulaires, ne soit point altérée, tandis qu’on fait varier ces coordonnées,
non en changeant la position du point, mais en faisant tourner les deux
ares dans leur plan autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit

que f(x, v) se réduise a une fonction entiére de
rt=xt 4y
Sixieme TuEOREME. — Pour qu’une fonction entiere
f(z.y,3)

des trois coordonnées x, y, 5 d'un méme point, relatives a trois axes
rectangulaires, ne soit point aliérée, tandis qu'on fait varier ces coor-
données, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner
le systéme des trois axes coordonnés autour de I’ origine, il est nécessaire
et il suffit que f(z, v, 5) se réduise a une fonction entiere de

r*=x'+ y+ 3%,
Nous avons vu, dans le paragraphe I, que si 'on nomme

xz, ¥, 3 et X, Y, 3
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les coordonnées d’'un méme point, relatives 4 un premier et 4 un
second systéme d’axes rectangulaires, les caractéristiques

D, D, D,
s’exprimeront en fonction des caractéristiques
D., Dy, b,
de la méme maniére que les nouvelles coordonnées
X, Yy, %
en fonction des coordonnées primitives
z, ¥y, 3.

En conséquence, on pourra, dans les théorémes 5 et 6, remplacer les
coordonnées x, y, s par les caractéristiques

D., D, D
et I'on obtiendra ainsi les propositions nouvelles que nous allons

énoncer.

SeprieME TnkoreME. — v, y étant deux coordonnées rectangulaires, et
Ds D,

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives a ces coor-
données; pour qu’une fonction entiére de ces caracteristiques ne sott point
altérée, tandis qu’on fait tourner, dans le plan des x, y, les axes coor-
donnés autour de l'origine, il est necessaire et il suffit que cette fonction
se réduise a une fonction entiere de

DI+ D

Huimieme Tukorime. — x, y, 3 étant des coordonnées relatives a trovs

axes reclangulaires, et
Dy, Dy, D

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives a ces coor-
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données ; pour qu’une fonction enticre de ces caractéristiques ne soit point
aliéree, tandis que 'on fait tourner d’une manicre quelconque les axes
coordonnes autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit que cette
Jonction se réduise a une fonction entiére de '

D+ D+ b2,

§ lll. — De la forme que prennent les équations des mousvements infini-
nent petits d'un systéme homogéne de molécules, dans le cas oit ces
équations deviennent entiérement indépendantes de la direction des axes
coordonnés

Les équations des mouvements infiniment petits d’un systéme
homogéne de molécules renferment, avee les déplacements molécu-
laires %, v, { mesurés parallélement i trois axes rectangulaires, quatre
variables indépendantes, savoir, les coordonnées x, ¥, z, relatives
aux trois axes dont il s'agit, et le temps ¢ Ces mémes équations,
d’aprés ce qu’on a va dans un autre Mémoire, peuvent s’écrire comme

il suit
‘ (L—D}HI+ Rn+Q¥=o,

(1) R+ (M —D¥)n+P{=o,
? Qi+Prn+(N—DHE =o.

L, M, N, P, Q, R étant des fonctions entiéres de
D, Dy, Dy

et si, comme l'ont fait quelques géométres ('), on emploie, pour
représenter les caractéristiques

D. D, D,
de simples lettres
on aura
, ,=G+D!H, M=G+DH, N=G-+DIH,
(2) P= l)all“,H, () = l)“.l)u H, R= Dul)vﬂv

(t) On peut citer particuliSremont a ce sujet un Mémoire de M. Poisson Sur !'inté-
gration de quelques équations linéaires aux différences partielles, etc., lu & I’Académie
des Sciences le 1y juillet 1819, et ou cet illustre géoméire différentic et intégre des fonc-
Lions qui renferment des caractéristiques.
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G, H étant deux fonctions de u, v, w, entiéres, mais généralement
composées d’'un nombre infini de termes. En conséquence, les
formules (2) donneront

(((G—DNHE +D,(DHE + D, Hn+ D, ,HL) =0,
(3) (‘i—l),’)ﬂ'f- DV(DMHE+Dan+DWHc)':—O’
( (G—=D*), +Du(D,HE+D,Hn + D, HE) =0,

pourvu que 'on effectue d’abord sur H, considéré comme fonction
de u, o, w, les différentiations indiquées par les caractéristiques

l)m Dv» Dw;

puis sur§, 0, {, considérés comme fonctions de x, y, z les différentia-
tions indiquées par les caractéristiques «, ¢, w. Quant aux valeurs de

G, H,
considérés comme fonctions de

u=D,, v =Dy, w=1,,

on les obtiendra de la maniére suivante.

x,y, 3 étant les coordonnées rectangulaires d’une molécule m du
systtme que l'on considére, nommons m une seconde molécule
séparée de la premiére par la distance r;

X, Y, 2

les projections algébriques de cette distance r sur les axes coordonnés,
et :
mmrf(r)

P'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le signe -+ ou
le signe —, suivant que ces deux molécules s’attirent ou se
repoussent. Enfin, s étant une fonction quelconque de «, y, z,
désignons par

As

I'accroissement que prend cette fonction quand on passe de la molé-
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cule m & la molécule 7. On aura non seulement

Ag — (exDs+yDy+1Dy s,
par conséquent

(4) A =ex|),+yl|_.,+zl),__|’
ou, ce qui revient au méme,
(5) A — ext+yvirw 1;

mais encore

Ge=S8[mf(r)As],
Hy=s |2 200 !

A — (xu 4+ ve v)g —
r ~ar [ (XU 4y +z2w)y

(XU 4 yo+ zw)’s]}
y
2

le signe S indiquant une somme relative aux diverses molécules m
voisines de m; par conséquent

(6) G=S8[mf(r)a],

(7) H:S;?f—{—{;rr-)-[:l—(xu+yv+7.w)——

(XU~ yo 4+ zw)"”
AL S |
2

ou, ce qui revient au méme,

(8) H =Si% %(;Q[A — (xD+ yD,+zD,) — ("D""y?’*’[’”']g.

Or, en vertu de la formule (12) du paragraphe I, dans laquellex,, y,, 3,
sont des quantités analogues i celles que nous désignons ici parx,y,z,
les valeurs de G, H, fournies par les équations (6), (7), seront, aussi
bien.que la valeur de A (voir le théoreme placé vers la fin du para-
graphel), indépendantes de la direction des axes coordonnés. Seule-

ment, dans les développements de G, H suivant les puissances ascen-
dantes de
D, Dy, D,

les coefficients de ces caractéristiques pourront varier, en méme temps
qu’elles, avec la direction des axes; et

G, H.
considérés comme fonction de

D:m Dy) D.‘n
OFuvres de C. — S. 1, t. XI. 20
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pourront alors prendre successivement diverses formes, sans néan-
moins changer de valeurs.

Considérons maintenant le cas particulier ou, la direction des axes
coordonnés venant & varier, G, H, qui ne changeront pas de valeurs,
ne changeraient pas non plus de forme. Il est clair que, dans ce cas
particulier, la forme des équations des mouvements infiniment petits
resterait elle-méme invariable et indépendante de la direction des
axes coordonnés. Il y a plus : pour que la forme des équations du
mouvement reste invariable, il est nécessaire qu’en développant les

valeurs de
., M, N, P, Q, R,

fournies par les équations (2), suivant les puissances ascendantes des
caractéristiques
u="D, v=D,, w=D;.

on trouve pour coefficients de ces puissances des quantités indépen-
dantes de la direction des axes coordonnés. Or, si cette derniére con-
dition est remplie, non seulement

~

L, M, N, P, Q. R,

considérés comme fonctions de «, ¢, w, présenteront une forme inva-
riable, mais on pourra encore en dire autant des expressions

D,G=D,M—D,R=D,N —D,Q.
D,G=D,N—D,P=0,L—D,R.
DyG=D,L'—D,Q=D,M—D, P,

c’est-a-dire des dérivées partielles de la fonction G, relatives du, ¢, w,
par conséquent de sa différentielle totale, et de-cette fonction elle-
méme qui, en vertu des formules (5) et (6), devra s’évanouir avee 4,
quand on y remplacera «, v, w par zéro. Ce n'est pas tout : la forme

de la fonction (x étant invariable, en méme temps que les formes de
Lw M’ Nv P, Qv R'

on conclura des formules (2) que les six dérivées partielles du second
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ordre de la fonction H, savoir

DEH, DH, DLH, D,D.H, D,D.H, D,DH,

présenteront elles-mémes dans I'hypothése admise des formes inva-
riables. Donc on pourra en dire autant de la différentielle totale du
second ordre de H considéré comme fonetion de «, ¢, w3 et puisque,
en vertu des formules (5) et (7), la fonction H s’évanouit avee sa diffé-
reatielle totale du premier ordre, pour des valeurs nulles de u, o, w,
nous devons conclure que, dans I'hypothese admise, cette fonction H
offrira elle-méme une forme invariable.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infiniment
petits d'un systéme homogéne de molécules offrent une forme indé-
pendante de la direction des axes coordonnés, ¢’est-a-dire, en d’autres
termes, pour que les valeurs de

D5, Dia, DIC,

fournies par ces équations, soient des fonctions invariables des dépla-
cements %, 0, et de leurs dérivées de divers ordres, prises par rap-
porta.c, v, 5, il est nécessaire et il suffit que les fonctions de D, D,,
D,, représentées par G, H, et déterminées par les formules (6) et (7)
ou (6) et (8), conservent non senlement, comme il arrive toujours, la
méme valeur, mais aussi la méme forme, aprés un changement de
variables indéependantes correspondant & une transformation de coor-
données rectangulaires. D'ailleurs, pour que cette derniére condition
soit remplie, il sera nécessaire et il suffira, en vertu du huitiéme théo-
réeme du paragraphe 11, que G, Il se réduisent & des fonctions de la

somme
D D4 D2

On peut donc énoncer la proposition suivante.

Tutonime. — Pour que les équations des mouvements infiniment pelils
d’un systéme homogene de molécules soient indeépendantes, dans leur
Sforme, de la direction attribuée aux axes coordonnés, il est necessatre et
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il suffit que les fonctions de

u=D;, ¢=D,) w=D,
représentées par
P G, H,
et déterminees par les formules (6) et (7) ou (6) et (8), se réduisent a
des fonctions de
W=t == D+ D} - DI,

Posons maintenant, pour abréger,

(9) R=u+ o'+ w'=D1+ D1+ D2,

Lorsque G, H se réduiront a des fonctions de u? + v* + w?, par consé-
quent de 4, alors, en prenant
/(1 dH

1 dH . kdk

(10) E:G-{-EW’

>4
H

on tirera des formules (2),

L=E +Fu!, M=E+F¢ N=E + Fo?,

(1) P=Fvw, Q =Fwu, R =Fuy,

ou, ce qui revient au méme,

(L=E+FD: M=E+FD!, N=E+FD!,

(12) I P=FD,D,, Q=FD,D,. R=FD,D,,

Donc alors les formules (1) se réduiront aux suivantes

(E—D})E +FD (D&~ Dyn +D:{)=o,
(13) (E—DHYn+FDy(Df+Dyn+D.0)=0,
2 (E—DHE +FD (D E+Dyn+D.%) =o.

Au reste, a l'aide des principes établis dans le paragraphe 11, on
s’assurera sans peine qu'effectivement les équations (13) ne changent
pas de forme quand on change la direction des axes coordonnés.

Il est bon d’observer que, si I'on pose

(14) ' v=D, + Dyn+ D¢,

la nouvelle variable v représentera toujours, abstraction faite du signe,
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la dilatation ou la condensation du volume, mesurée au point (z, y, 3),
dans le systtme de molécules donné. Cela posé, les équations (13)
pourront étre présentées sous la forme

(18) (D}—E)=FDyu, (D}—E)n=FD,v, (DI—E}X=FD,u,

et I'on tirera de ces mémes équations, respectivement multipliées
par
D;, Dy, Dy,

puis combinées entre elles par voie d’addition,
(16) [D} — E — F(D%+- D} +DH)]v =o.

Lorsque dans un systeme homogéne de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la
direction des axes coordonnés, ce systéme cst évidemment du nombre
de ceux ou la propagation du mouvement s’effectue en tous sens suivant
les mémes lois. Or, d’aprés ce qu’on vient de dire, les mouvements
infiniment petits d’'un semblable systtme peuvent étre représentés
par les équations (13), dans lesquelles

E e F
sont deux fonctions déterminées de
DL+ D2+ D2,

ou bien encore, par les formules (15) jointes a I'équation (16). D'ail-
leurs il est important d'observer : 1° que la dilatation du volume peut
se déduire immédiatement de I'intégration de la seule équation (16);
2° que, cette dilatation une fois connue, les valeurs de §, de y et
de {, se trouveront déterminées chacune séparément par les trois
formules (15)."

Nous observerons encore que des formules (15), combinées entre

elles, on tire

\ (D}—E)(D:n—Dy{)=o0,
(D} —E) (D —D; £)=o,
(D} —E)(Dy§ —Den)=o.

(17)
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§ 1IV. — De la forme que prennent les équations des mouvements infini-
ment petits d’un systéme homogéne de molécules, dans le cas ot elles
deviennent indépendantes de la direction assignée d deux des trois axes
coordonnés.

Aprés avoir réduit les équations des mouvements infiniment petits
d’un systeme homogeéne de molécules aux équations (1) du para-
graphe 11, concevons qu'on fasse tourner deux des axes coordonnés
autour du troisiéme, par exemple les axes des 2 et des y autour de I'axe
des 3, et considérons en particulier le cas oi, pendant cette rotation,
G.,11, qui ne changeront pas de valeur, ne changeraient pas non plus de
forme. Il est clair que, dans ce cas, la forme des équations des mouve-
ments infiniment petits restera clle-méme invariable, pendant la rota-
tion des axes des x et des y. 1l y a plus : pour que cette rotation ne
fasse pas varier la forme des équations du mouvement, il sera néces-
saire qu’elle laisse invariables les formes de

L, M, N, P, Q, R,
exprimées en fonction des caractéristiques

u= Dy, v=Dy,, w=D,,

a I'aide des formules (2) du paragraphe II1, jointes aux formules (5),
(6) et (7) du méme paragraphe; par conséquent il sera nécessaire
qu’elle laisse invariable la forme des fonctions de D,, D,, D,, repré-
sentées par G, H. C’est du moins ce qu’on démontrera sans peine, par
des raisonnements entiérement semblables a2 ceux dont nous avons
fait usage dans le troisiéme paragraphe.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infini-
ment petits d’un systéme homogéne de molécules offrent une forme
indépendante de la direction assignée, dans le plan des a, y, aux axes

rectangulaires des x et des y, il sera nécessaire et il suffira que les

fonctions
D.n l)ya Dzv
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représentées par
G, H,

et déterminées par les formules (6), (7) du paragraphe III, conservent
non seulement, comme il arrive toujours, la méme valeur, mais aussi
la méme forme, aprés le changement de deux variables indépendantes,
correspondant au déplacement de deux des trois axes coordonnés.
D’ailleurs, pour que cette derniere condition soit remplie, il sera néces-
saire, et il suffira, en vertu du septicme théoréme du paragraphe 111,
que G, Il se réduisent a des fonctions de la somme

DL+ D2,

si les axes déplacés sont ceux des a et desy, par conséquent a des
fonctions de la somme
2
D: + D2,
si les axes déplacés sont au contraire ceux des y et des 5. On peut
donc énoncer la proposition suivante.

TukoriMe, — Pour que les équations des mouvements infiniment petits
d’un systéme homogene de molécules offrent une Sforme independante de
la direction assignée, dans le plan des y, 3, aur axes coordonnés rec-

tangulaires des vy et des s, il est necessaire et il suffit que les fonctions
de

w =D, v=D,. wo g

représentées par G, W, et determinces par les formules (6), (7) du para-
graphe 111, se réduisent @ des fonctions de

et wr= Dy D2
Posons maintenant, pour abréger,
(1) M=t aet=D24 D2,

Lorsque G, I se réduiront a des fonctions de «? et de o* + w?, par
conséquent a des fonctions de « et de 4, alors, en prenant
/1 4)l{) <l ¢)||>
Lol b K+

(2) ‘zh-}-z-d—/:, 1-:/{ — k= et
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on tirera des formules (2) du paragraphe 11

(3) \ M=E + F¢!, N=E + Fu?,
I P=Fow, Q=Kw, R=Kp¢;

ou, ce qui revient au méme,

M=E+FD} N=E+FD},

) .
| P=FD,D,, Q=KD R=KD,.

Donc alors les formules (r) du paragraphe III se réduiront aux sui-
vantes

(5) ' (D} —L)E—K(Dyn+D.L)=o,

{ (DF—E)n—D,[KE+F(Dyn+D.§)]=o.

6
@ | (D} —E)f —D.[KE+ F(Dyn + D,5)] =o.

D’ailleurs on tire des formules (6), non seulement

(7) [D}—E—F(D;+DH](Dyn+ D) —K(D}+DHE=0,
mais encore

(8) _ (D}—E)(D:n—Dy{) =o;

puis des formules (5) et (7), combinées entre elles,

(9) D} —E—F(D2+D:](D}—E) — KD+ D) E=o0.

Lorsque, dans un systéme homogeéne de molécules, les é'quations
des mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante
de la direction attribuée aux axes rectangulaires des y et des 3, ce
systéme est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la propa-
gation du mouvement s’effectue de la méme maniére en tous sens
autour.d’un axe quelconque paralléle 4 I'axe des x. Or, d’aprés ce
gu’on vient de dire, les équations des mouvements infiniment petits
d’un semblable systéme peuvent étre représentées par les équations (5)
et (6), dans lesquelles

E, F, K, L
sont des fonctions déterminées de

D+ Dz,
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Observons d’ailleurs que les deux variables

-

et Dyn+ D.E,

dont la seconde représente la dilatation superficielle du systéme molé-
culaire dans un plan paralléle au plan des y, z, se trouvent simul-
tanément déterminées par les formules (5), (7), tandis que la
variable

Don—D,Z

se trouve déterminée par la scule formule (8).

S V. — De la forme que prennent les cquations des moucements infini-
ment petits de deu.r systémes homogénes de molécules qui se pénétrent
mutucllement, dans le cas o ces équations deviennent indépendantes
de b direction es a.res coordonnés.

Les équations des mouvements infiniment petits de deux systemes
de moléeules, qui se pénetrent mutucllement, renferment avec les
déplacements moléculaires

& omo g ou P T N

mesurés dans le premier ou dans le second systeme, parallélement
a trois axes rectangulaires, quatre variables indépendantes, savoir,
les coordonnées @, y, 5. relatives aux trois axes dont il s'agit, et le
temps £. Ces mémes équations, d'aprés ce qu'on a vo dans un pré-

cédent Mémoire, peuvent s’éerire comme il suit

‘ (L=DHe+ Ru-+ Qf+ Li-+Rn+ Qf=o

(1) CRE+ (M —DPn+ PIa RE—+ Mn+ P g =0,
' QF+ Py + (N —DHI+ Q5+ Pn-+ N =o;

LI+ Ra +,Q0 (L, —DHz+ Ron, + Q. =o,

(2) RE+ Mn + PC o+ R+ (M, —DHm,+ g —=o.
QE+Pn + NL + QL-+Pm + (N, —DHE =o,

L, M, N, P, Q. R, L, M, ..., Q,, R, désignant des fonctions des

caractéristiques
D, Db,, D,

OFuvres de C. — S. U, 1. XL 21
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D'ailleurs comme on I'a prouvé, si I'on développe ces fonctions sui-
vant les puissances entiéres de D,, D, D,, les coefficients de ces puis-
sances ou de leurs produits pourront, dans beaucoup de cas, étre,
sans erreur sensible, considérés comme constants. C'est ce qui pourra
en effet arriver si, le second systtme de molécules étant homogéne,
le rapprochement des molécules est beaucoup plus considérable dans
le premier systéme que dans le second. Alors les sommes qui repré-
senteront les coefficients dont il s’agit seront les unes constantes, les
autres variables, et, pour qu’on puisse, sans erreur sensible, substi-
tuer aux sommes variables leurs valeurs moyennes, il suffira que ces
sommes reprennent périodiquement les mémes valeurs, quand on
fera croitre en progression arithmétique chacune des trois coordonnées
z, ¥, 3, et que les produits de ces sommes par les rapports des trois
progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées
soient tres petits.
Les coefficients que renferment les fonctions

L. M, N, P, Q R; L, M. ..., Q, K,

¢tant regardés comme constants ; si, pour représenter les caracté-

ristiques
".‘u DJ" Dzv

on emploic de simples lettres

on aura
3) g L =G+ D2H, M=6G+D:H, N = G+ DaH,
P =D,D,H, Q=D,D,H, R =0,D,H;
@ | L =6G,+DH, M,=G,+DH, N,=G,+DLH,.
L P, =D,D,H, Q,=Db,NDH, R,=D.bH;
) ; L =,6G+D:H, M=6G+DH, N =6+DH,
: P =D,D,H, Q =D,D,H, R =D,D,;
(6) j L=G,+DiH, M,=G,+DH, N,= G,+D:H,,
' P,=D,D,.U, Q,=D,D,H, R,=D,DH,;

G, H, G, H, G, i, G, H, désignant huit fonctions cntiéres de D,,
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D,, D, composées chacune généralement d’'un nombre infini de
termes.
Si I’on nomme
x, Y, ¢
les coordonnées rectangulaires d’une molécule
m ou m

du premier ou du second systeme;

P
la distance de cette molécule m ou m, 4 une molécule voisine m
oum,;
X, ¥, 2
les projections algébriques de la distance r;

mmr f(r)

I'action mutuelle de deux molécules m, m du premier systéme, prise
avec le signe + ou avec le signe — suivant que cesmolécules s’attirent
ou se repoussent;

mm,r f,(r) et m, mr f,(r)

I'action mutuelle d'une molécule m ou 7 du premier systéme et d’une
molécule m, ou m, du second; enfin

ml nll -f‘ll ( ")

I'action mutuelle de deux molécules m, et 7z, du second systéme; alors
en posant, pour abréger,

( 7) A==evrIvaw g
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on trouvera

s G = S[mf(r)Al—S[m, f,(r)],
(8)

H= 8§ EM[A_(X“‘*'YV’*‘ZW)——M]Q

] r dr ~ \
-8 _’f_'_/df/(") (ux + vy + wz)?
roodr 2 )

G,= S[m/[f(r)(1+4)],
H= s["' d””)( +A)]

r

G = S[mf,(r)(+4)],
(1) ),I‘I: S[ﬁi f-71—‘{#(|—+-A)v];

r
‘ Gll: S[m,f,(r)A]——S[mf,(r)],

H,= S%mr d_g,,(r)[ —(Xu+yo+zw)—

_s[z: df(r) (ux+oy+ wz)ﬂ]

(11)

(xu—+yv +zw)’]§
2

r dr 2

le signe S indiquant une somme de termes scmblables entre eux, et
relatifs aux diverses molécules m ou m,, voisines de m ou de m,.
Concevons maintenant que, pour opérer un changement de variables
indépendantes, on fasse tourner ou les trois axes coordonnés d’une
maniére quelconque autour de I'origine, ou les axes des y et z autour
de l'axe des z. Il suit évidemment des formules (3), (4), (5), (6),
que la rotation dont il s’agit ne changera pas la forme des équations
des mouvements infiniment petits, si elle ne change pas les formes

de
G, H, G, H, G, H, G, H

"

De plus, par des raisonnements semblables a ceux dont nous nous
sommes servis dans les paragraphes III et 1V, on démontrera sans
peine que, si le déplacement des axes coordonnés laisse invariable
la forme des équations du mouvement, il laissera pareillement inva-
riables les formes des différentielles totales du second ordre de

G) Gn IG’ G/n
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considérées comme fonctions de «, v, w, et les formes des différentielles
totales du second ordre de

H, H, H H

Donc alors les fonctions
G, G, G G,

qui se réduisent respectivement a
—S8[m, f.("]), Slm, f(r), S[mf(r]), —S8[mf(r)]

quand on y remplace u, v, w par zéro, ne changeront pas de forme;
et I'on pourra encore en dire autant : 1° des fonctions

H, H,,

qui s’évanouiront avec leurs différentielles totales du premier ordre,
quand on y remplacera «, ¢, w par zéro; 2° de la somme des termes
qui, dans chacune des fonctions

H, H,

seront par rapport a u, v, w d’un ordre supéricur au premier.

Ainsi, en résumé, pour que la rotation des trois axes coordonnés
autour de Porigine, ou des axes des y et des s autour de 'axe des ,
n’altere pas la forme_ des équations (1), (2), il sera nécessaire et il
suffira que cette rotation n’altére ni les formes de

G, G, G, G, H, H,

considérées comme fonctions de u, v, w, ni les formes des expressions
auxquelles se réduisent les deux fonctions

H, H,

lorsque, dans ces derniéres, on conserve sculement les termes d’un
degré supérieur au premier. D'ailleurs, pour que ces derniéres condi-
tions soient remplies, il suffira, en vertu des théorémes 7 ou 8 du
paragraphe II, que les six fonctions

G, G, G G, H H,

“d
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et les parties conservées des deux fonctions

H, H,

se réduisent a des fonctions de la somme

D+ Dj+ DI =+ oot
ou de la somme
D)+ DI04t

On peut donc énoncer les propositions suivantes.
P

Premier TuiorEME. — Pour que les équations (1) et (2) soient indepen-
dantes, dans leur forme, de la direction des axes coordonnés, supposes
rectangulaires entre eux, il est necessaire et il suffit que les six fonctions
de u, v, w, représentées par
G, G

G, G, H, I,

1 A

et les sommes des termes du second degreé ou d’un degré plus éleve, renfer-
mées dans chacune des fonctions

H, H,

1
se reduisent a des fonctions de la somme

ut+ ot wi=D0% 4+ DI+ DI

Devxiime Tueorime. — Pour que les équations (1) et (2) offrent une
JSorme indépendante de la position assignée, dans le plan des y, 3, aux
azxes coordonnes rectangulaires des y et des s, 1l est nécessaire et 1l suffit

que les six fonctions de u, v, w, representées par

G, G, G, G, H, H,

1

et les sommes des termes du second degre, ou d’un degré plus e/eve , ren-
Sfermeées dans chacune des fonctions

H, et M,
se réduisent a des fonctions de u et de la somme

vi+wi=D}+ DI,
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Posons maintenant, pour abréger,
=1+ ' =D+ D]+ D2,
Lorsque les six fonctions
G, G, G, G, H H,
et les sommes des termes du second degré ou d’un degré supérieur

dans les fonctions
n, m,

se réduiront a des fonctions de u? + ¢* + w?, par conséquent & des
fonctions de £ alors, en raisonnant comme dans le paragraphe I, on

trouvera
\ L =E+FD:{ M=E+FD, N=E-+FDh,
) 1 p D, D, Q =F Db, R =FD,D,;
a3y [ BEESEDL M =B EDL N =B F D
| P,=F,D, D, Q,=F b, D,, R,=F,D.D,;
gy LESEAEDL M =E D N =B,
I P =F Db, O =F DD, R o= F DD,
{ L,=E,+FDL M,=E -+ F,Dj, N,=E, + ¥, D2,
) p _§ D, D.. Q,== F,D, D, R, F, DD,

E F, E, F, E F E,F, désignant des fonctions enticres de la
somme

D%+ DI+ D2,
mais généralement composées d'un nombre infini de termes; et par
suite, si I'on pose, pour abréger,
‘ v =Dl 4+ Dyn + D%,
(16)

| v, = 0.5+ D,n+ D2,
les équations (1) et (2) deviendront
LD —E )i —E L =D, Fo+F,v),
x‘ (D}~E)m —Emn, =D,( Fo+1,v),
L (D} —~E) —EZ =D, (Fo+F )
(DF—E)E, —EZ =D (Fo+F,),
(18) (D} —E,)n,—En =D, Fo+F,),
(D —E,)%, — EZ =D (Fo+F,u).

(17)
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On tire d'ailleurs des équations (17) ou (18), respectivement multi-
pliées par
Dz, Dy, Dy,

puis combinées entre elles par voie d’addition,

gy | [PI=E —F (D2 DI+ DYy — [, F (D2 D, o D)o, =0,
| [D—E,—F, (D34 D2+ D]y, — [E +F (Di+ DI+ DN]s =o.

Les nouvelles variables qui sont ici représentées par v, u,, et qui peuvent
étre séparément déterminées a I'aide des formules (19), ne sont autre
chose que les dilatations de volume mesurées, au point (z, y, 5), dans
les deux systémes de molécules qu'on considére. Ces dilatations étant

calculées, si I’on nomme
a, b, ¢

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
coordonnées positives et

4, 8,

les déplacements moléculaires, mesurés dans les deux systemes de
molécules parallélement a cet axe; alors des formules

(20) (8 =ag+bn+cf,

| o= ag 4+ ba,+ et

combinées avec les équations (17) et (18), on tirera les suivantes

(D —E)s — E,=(ab,+ 6D, +ch;) (Fuo=+F,u),
(D}—E))8, = Es=(al,+ bD,+cD;)(,Fv-+Fp),

(21)

et 'on pourra déduire immédiatement de ces dernieres les valeurs des
déplacements s, v,

Sil'on élimine v, ou v entre les formules (19), et  ou = entre les
formules (21), alors, en posant pour abréger

(22) V'=(b}—E) (D} —E,) — EE,
L]

g | V=01 E = FDL D DO] [0 —E,— F,(D1+ D} +- D)
| —[E +F(DL + D} + DHI[E + F(Di+ DIy DY),
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et

(a) O= F(D} —E,) + FE, ,==F, (D~ E,))+ F,E,

,0 = F(D}—E )+ EF, 0,=F,(b;—E )+ EF,
on trouvera
(25) V'v=o, V'y,=o,

et de plus

(26) (Vg =(aD.+bD,+cD,)( 0%+ 0O,v,).
Vg, =(aD+bD,+cDh)(,O0v+0,v).

Enfin, si I'on pose

(27) ViV =V,

on tirera des formules (25) et (26)

(28) Vs = o, Vs —o,

et par conséquent

VY

{ VE=o, Vn=o, Y=o,
(29) e
Vi, —=o,

<

Il

Lorsque, dans un double systéme de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la
direction des axes coordonnés, se réduisent auxformules (17)ou (18),
ce double systtme est évidemment du nombre de ceux dans lesquels
la propagation du mouvement s’effectuc en tous sens suivant les mémes

lois. Alors, aprés avoir déterminé les dilatations de volume
e

Y, Y,

a I'aide des formules (25), on pourra obtenir les valeurs des déplace-
ments
4, 8,

‘

en intégrant les seules formules (21) ou (26). Au reste, les déplace-

ments
8, 8,
OFEuvres de C.— S. I, t. XL, 22
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et .
E oy & & omn &,
sont, en vertu des formules (28), (29), des intégrales d'une méme
équation aux différences partielles, dont la forme dépend de la carac-
téristique V.
Nous observerons encore que des formules (17) ou (18), combinées
entre elles, on tire : .
(D} —E )(Dyn — Dyt )= E,(Dyn,— D).
(30) (D}—E ) (D;f —D: )=E (Do, — D)),
(D}—E )(Dy§ — Dgn )= E(Dy§, — Do),
(D} —E,))(Den,— D,8,)=E (D:n =D, T ),
(31) (D} —E,) (D2, — D&, ) =E (DL — D8 ),
(D} —E,)(Dyf, —Dzn) = E (Dy& —Dem )s

et par suite
{ V(Den —D,8) =0,

(32) V(DL —D:E) =0,
2
| ¥/(Dn, —D,8,)=o,

V(DL —DiE)=0,

V' (DyE —Den)=o,
V(D &, —D,m,) =o.
Considérons maintenant le cas ou les six fonctions

' G, G, G, G, H, H,

et les sommes des termes du second degré ou d’un degré supérieur,

renfermées dans les fonctions
H, H,

se réduisent a des fonctions de u et de ¢? 4+~ w?; alors, en raisonnant

comme dans le paragraphe IV, on trouve

33 | M=E~+FD}, N=E-+FD}
/ P=FD,D,, Q =KD, R =K Dy;
30 % M,=E,+F,D} N,=E +F,D},
P,=F,Db,D,, Q,=K,D,, R,= K,D,;
a5 | M =E+FD: N=E+F D!
| P=FD,D,, ,Q =KD, R =K D,;
; M,=E,+F,D} N,=E,+ F,D},
P =FD,D, Q=K,bD, R,=K,D,; -



(37)
(38)
(39)

(bo)
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et par suite

(L=DDE+K Dyn+D,8)  + LE 4+ K,(Dyn-+Dg)=o, |

* (B —D}Hn +Dy[K § +F (Dyn + D,0)] + En,+ D, [ K,E+ F(D,n,+D,8)]=o,
& = DS +D.[K § +F (D1 +D,8)] + E L, + Dy [ K,E+ F(D, n,+ D8 )] =0i
L, =DDE+K,Dym+DL) + LE+K(Dym+Dt)=o,
(By—= D1, + Dy [K £+ F,(Dyn,+ D.8,)] +En +Dy [ KE +F (D0 +Dy))=o,
(E,= DG+ D.[K,E + F,(Dyn,+ D3 )]+ EC +D,[ KE +F(D,n+D8)]=0i

E.F,K,L;E,F,K,L;E, F, K, L;E,F, K, L, désignant des
fonctions entiéres de u =D, et de la somme

Vit at=D} 4 D2,

mais généralement composées chacune d'un nombre infini de termes.
D'ailleurs on tire des formules (38) et (40), non seulement

‘ [(Di— E —F (D3+DH](Dyn +D:)— K (D} + D)%

— [E,+ F, (D} +DH]) (Dyn,+ D:3,) — K, (DI + D}, =0,
(40 . .
' (b}— E,— F,(D}+DH](Dyn,+D;E,) — K, (D}+ D})E,

~[E+FDI+DHY(Dyn +D:5)— K (D}+DHE =o,
mais encore

‘ (D}—E )(D:n ‘—Dyc )— E,(D:W/“"Dyt,):‘)»

(@) L (D —E,)(Dan,—D,2) — E (D.n —DyT) = o;

puis des formules (42), combinées entre elles,

| [D}—E) (D} —E,) — EE,](Dsn — Dy ) =0,

W T =y 0r-E) - B0, —D,0) =0

Lorsque, dans un double systtme de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la
direction assignée aux axes rectangulaires des y et s, se réduisent aux
formules (37), (38), (39), (40), ce double systéme est évidemment dy
nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s’effectue
en tous sens suivant les mémes lois autour d'un axe quelconque paral-
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lele & I'axe des . Alors les sommes
Dyn+Ds8, Dyn,+ D,

représentent les dilatations en surface, mesurées,, pour les deux sys-
témes de molécules. dans un plan paralléle au plan des y, 3; et les
équations (37),(39).(41) déterminent séparément ces dilatations, avec
les déplacements moléculaires

& &

mesurés parallélement au méme plan.

Quant aux équations (43), elles déterminent séparément les deux
différences

D:n—Dy§, D.n—D,$,

et se confondent avec la premiére et la seconde des formules (32).

Les diverses formules, rappelées ou obtenues dans ce paragraphe,
paraissent spécialement applicables a la recherche des lois suivant
lesquelles les ondulations de 1’éther se propagent a travers les diffé-
rents corps solides ou fluides. Dans cette recherche, les équations (17),
(18) doivent correspondre aux corps isophanes, les équations (37),
(38), (39), (40), aux cristaux qui offrent un seul axe optique, et les
équations (1), (2), aux cristaux qui présentent deux axes optiques
distincts 'un de I'autre. ‘
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SUR

LA REFLEXION ET LA REFRACTION
D'UN MOUVEMENT SIMPLE

TRANSMIS

D'UN SYSTEME DE MOLECULES A UN AUTRE,

CHACUN DE CES DEUX SYSTEMES ETANT SUPPOSE ﬂOMOGENE ET TELLEMENT
CONSTITUE QUE LA PROPAGATION DES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS S'Y
EFFECTUE EN TOUS SENS SUIVANT LES MEMES LOIS.

Considérations générales.

Pour résoudre un grand nombre de problémes de Physique mathé-
matique, et en particulier le probléme de la réflexion ou-de la réfraction
d'un mouvement simple, il fallait d’abord trouver un moyen d’obtenir
les équations de condition relatives aux limites des corps considérés
comme des systétmes de molécules. Tel est I'objet d’un Mémoire que
j'ai publié il y a quelques mois, et qui a pour titre Methode générale
propre a fournir les équations de condition relatives aux limites des
corps, etc. (voir les Comptes rendus des séances de I’Académie pour le
premier semestre de I'année 1839 ('), et aussi I’Ouvrage intitulé
Recuetl de Mémoires sur divers points de Physique mathématique). Je me
propose maintenant d'appliquer la méthode générale, exposée dans le
Mémoire que je viens de rappeler, a la recherche des lois suivant les-
quelles un mouvement simple, propagé dans un systéme homogéne de

(') GEuvres de Cauchy, série I, 1. 1V, extraits 33, 34, 38, p. 193, 199, 214.
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molécules, se trouve réfléchi ou reéfracté par la surface qui sépare ce
premier systéme d'un second. Pour fixer les idées, je considére spé-
cialement ici le cas ol chacun des systémes donnés est du nombre de
ceux dans lesquels les équations des mouvements infiniment petits
prennentune forme indépendante de la direction des axes coordonnés,
et dans lesquels, en conséquence, la propagation du mouvement s'ef-
fectue en tous sens suivant les mémes lois. Je suppose encore qu’on
peut, sans erreur possible, réduire les équations dont il s’agit, a des
équations homogénes, comme on le fait dans la théorie de la lumiére,
lorsqu’on néglige la dispersion. Enfin, je considére un mouvement
simple dans lequel la densité reste invariable. Cela posé, en joignant
aux équations des mouvements infiniment petits les équations de
condition relatives ala surface de séparation des deux systémes, j’éta-
blis les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements infini-
ment petits. Ces lois sont de deux espéees. Les unes, indépendantes
de la forme des équations de condition, ont été déja développées dans
un Mémoire antérieur sur la réflexion et la réfraction de la lumiére.
Elles sont relatives aux changements qu’éprouvent les épaisseurs des
ondes planes et les directions de leurs plans, quand on passe des
ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les autres lois
dépendent de la forme des équations de condition, et se rapportent aux
changements que les amplitudes des vibrations des molécules, et les
paramétres angulaires, propres a déterminer les positions des plans qui
terminent ces ondes, éprouvent en vertu de la réflexion et de la réfrac-
tion. Elles sont exprimées par des équations finies qui renferment avec
les angles d’incidence et de réfraction, non seulement les amplitudes
et les paramétres angulaires relatifs & chaque espece d’ondes, mais
encore deux constantes correspondant & chaque milieu. Lorsqu’on
suppose ces équations finies applicables a la théorie de la lumiére,
il suffit de réduire & I'unité la seconde des deux constantes dont
nous venons de parler, et d’attribuer i I'autre une valeur réelle pour
obtenir les formules de Fresnel, relatives & la réflexion et a la réfrac-
tion opérées par la premiére ou la seconde surface des corpslranspa-
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rents; et alors il existe toujours un angle de polarisation compléte,
c’est-a-dire un angle d'incidence pour lequel la lumiére est compléte-
ment polarisée dans le plan de réflexion. Lorsqu’en réduisant la
seconde constante a I'unité, on attribue A la premiére une valeur ima-
ginaire, on obtient les formules dont il est question dans une lettre
que j'ai adressée de Prague a M. Libri, et qui a été insérée dans les
Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences en 'année
1836 (voir la séance du 2 mars) (*); formules dont plusieurs ne dif-
ferent pas au fond de celles que M. Mac-Cullagh a données dans un
article publié sous la date du 24 octobre de la méme année. Enfin,
lorsqu’en supposant la premiére constante réelle. ou imaginaire, on
suppose la seconde différente de I'unité, alors, en considérant les for-
mules auxquelles on arrive comme applicables 4 la théorie de la
lumiere, on trouve, dans la réflexion opérée sur la surface d’un corps
transparent, une polarisation qui demeure incompléte sous tous les
angles d'incidence, comme I'est effectivement la polarisation produite
par le diamant, et 'on obtient, pour représenter les rayons réfléchis
ou réfractés par un corps opaque, des formules distinctes de celles que
javais trouvées en 1836. Des expériences faites avec beaucoup de
soin pourront seules nous apprendre si les phénoménes, déja repré-
‘'sentés avec une assez grande précision par les anciennes formules, le
seront mieux encore par les autres.

La bienveillance avec laquelle les géomeétres ct les physiciens ont
accueilli mes précédents Mémoires, m’encourage i leur présenter avec
confiance ce nouveau travail, dans lequel se trouve traité, pour la
premiére fois, par des méthodes rigoureuses substituées 4 des for-
mules empiriques ou  des hypothéses plus ou moins gratuites, le pro-
bléme de la.réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment
petits.

(1) OEuvres de Cauchy, série I, t. 1V, extrail 4, p. 11.
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§ 1. — Equations des mouvements t‘nﬁnimeht petits d’un systéme homo-
géne de molécules. Réduction de ces équations, dans le cas ot elles
deviennent indédpendantes de la direction des axes coordonnés.

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, les équations des mou-
vements infiniment petits d’un systéme homogéne de molécules, il suffit
de réduire a zéro les variables &, 7, {,, dans les équations (6) de la
page 59 qui deviennent alors ‘

(L —D}E+Rn+Q¢=o,
(n RE—(M—D})n+P{=o,
' Qt—Pn+(N—D!L=o.

Dans ces équations,
&L om ¢

sont les trois déplacements d’une molécule, considérés comme fonc-
tions du temps ¢ et des coordonnées rectangulaires z, y, s; tandis
que

L, M, N, P, Q R
peuvent étre censés représenter des fonctions entieres des caractéris-
tiques

D.. D,, D,

Seulement, dans le cas général, ces fonctions entiéres, développées
suivant les puissances ascendantes de D,, D,, D,, sont composées d’un
nombre infini de termes.

Dans le cas ou les équations (1) prennent une forme indépendante
de la direction des axes coordonnés (voir les pages 134 et suivantes,
et aussi le Mémoire sur la théorie de la lumiére, lithographié sous la
date d’aout 1836, page 55 et 59) ('), ona

L=E+FD}, M=E+FD}, N=E+FD}
P=FD,D,  Q=FD,D,, R=FD.D,,

(1) OFuvres de Cauchy, série II, t. XV. "
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E, F, désignant deux fonctions entieres du trinome

. D1+ D!+ DY
et par suite,

(3) (D}—E)=FD,v, (D} ~E)n=FD,v, (D} —E),=FD,v,

v désignant, pour le point (x, y, 3), la dilatation du volume déter-
minée par la formule

3) © w=DeE+Dym+ Dy,
de laquelle on-tire, en la combinant avec les équations (2),
(4) , [":""E—(D,’,-Q—D;-{-Dg)[’]u::o.

Soient d’ailleurs
a, b, ¢

les cosinus des angles formés par un axe fixe, prolongé dans un cer-
tain sens, avec les demi-axes des , v, s positives; et « le déplacement
d’une molécule, mesuré paralléelement i cet axe. On aura

(3) ' ‘s=af+ bn+cg,

et I'on tirera des formules (2)

(6) (D} —E)s=(aDy+bDy,+ cD;)Fy,
puis de celle-ci, combinée avec la formule (4),

(7) (D}—E)[D}—E—(D;+D}+D})Fls=o.

Lorsque la dilatation v, et sa dérivée du premier ordre, relative a ¢,
savoir D,v, sont nulles a I'origine du mouvement, elles sont toujours
nulles, en vertu de la formule (4). Alors la densité du systéme de
molécules donné reste invariable pendant la durée du mouvement; et
c’est ce qui parait avoir lieu a4 égard des mouvements infiniment petits
de I'éther qui, dans des corps isophanes, occasionnent la sensation de
la lumiére. Alors aussi la formule (3) donne

(8) . Dgé‘ﬂ‘Dyﬂ‘*‘D;t:Og
OEuvres de C. — S. 11, t. XI. a3
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et les formules (2) se réduisent &
(9) (D} —E)=o0, (D}—E)n=o0, (D}—E)i=o.
Lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont homo-

génes, E devient proportionnel a D} + D} + D;, et F se réduit & une
constante. On peut donc alors supposer

(10) E=((D}+D}+ D)
et
(11) ' F=1f,

t, f désignant deux constantes réelles. Cela posé, les formules (2), (4)
et (7) donneront

‘ [D} —t(Di+ DL+ D]t =D,

(132) ¢ [D}—¢(Di+D}+D)In=1lDyv,
( [D}—«(Di+D}+DHIE =D; 9
(13) (D} — (14N (D}+D}+DHJv =0,

(16)  [Df—t(Di+ D} DH][D} — t(1 -+ 1) (D2 +Di+Dh]e =o.

§ Il. — Kquations symboliques des mouvements infiniment petits.
Mouvements simples.

Les équations (1), (2), (3), (4), (7), ... du paragraphe précédent
se trouveront vérifiées, si I’on prend pour

& om {8 v
les parties réelles de variables imaginaires
E,om %8 v

propres a vérifier des équations de méme forme. Ces nouvelles variables
sont ce qu'on peut appeler les déplacements symboliques, mesurés
parallélement aux axes coordonnés ou & un’axe fixe, et la dilatation
symbolique du volume. Les nouvelles équations dont il s’agit peuvent
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étre pareillement désignées sous le nom d’équations symboliques. Dans
le cas ou les équations des mouvements infiniment petits deviendront
indépendantes de la direction des axes coordonnés, on aura, en vertu
des formules (2) et (3) du paragraphe I, '

(1 (D}—EXE=FD;», (D}—E)n=FD,3, (D}~E)=FD,3,
la valeur de v étant
(2) : U=|)x§+Dy;+l):E,
ou, ce qui revientau méme,
(D} — E)E = FDz(sz + Dy’l—)+ D.-.E)»
(3) (D} —E)n=FD,(D.E+D,n+D.}),
(D}—E) =FD,(D.E+D,7n+D.3).
Un moyen fort simple d’obtenir un systéme d’intégrales particuliéres

des équations (3), ou, ce qui revient au méme, des équations (1)
et (2), est de supposer '

(4) E = A gnrrey+wi—st .a = Berr+uy+wi-st E___: Ceur+vy+ws—st,
et par suite

(5) ; P (ll [\ ~+ (,B -+ WC)eu.r+vy+w:—-.vl’

u, 0, w, s, A, B, C étant des constantes réelles ou imaginaires propres
a vérifier les formules

[ (82— C)A =Fu(uA +v¢B+ wC),

(6) { (s'— E)B=25v (uA +¢B + w(),
(s*—&)C=Fw(uA +¢B +wC)
dans lesquelles
, ¢, g
représentent ce que deviennent
E, F

.

quand on y remplace les lettres caractéristiques
D;ﬂ Dy) D:o Dl
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par les coefficients
u, ¢, w, S

D’ailleurs on pourra toujours supposer que, dans les formules (4), la
partie imaginaire de la constante s est le produit de y—1 par une
quantité positive.

En posant pour abréger

(7) W ot = K,

on tire des équations (6), respectivement multipliées par u, ¢, w, puis
combinées entre elles par voie d’addition
(8) (88— & —Fk) (uA +vB'+wC)=0;

et a I'aide de cette derniére formule, on reconnait facilement que, pour
satisfaire aux équations (6), on devra supposer ou

(9) : st=¢, uA +vB+wC=o,

ou ‘

(10) st=c+3k, A=B_C
u v w

On arriverait aux mémes conclusions en observant que, si I'on

nomme
a, b, ¢

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
x, y, 3 positives, ¢ le déplacement mesuré parallélement i cet axe,
et ¥ le déplacement symbolique correspondant, on aura, en vertu
des formules (5), (7) du paragraphe I,

(r1) §.=a§+bﬁ+cf,
(12) (D,’——E)[D}—-E-—(D},%—D}%—D;)F]fs:o,

et que de ces derniéres, combinées avec les formules (4), on tirera

(13) (= &) (8 —LC—Fk) =o.

Le systéme d’intégrales particuliéres des équations (3), représenté
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par les équations (4) jointes aux formules (g) ou (10), est ce que nous
appelons un systéme d’intégrales simples ; et le mouvement représenté
par ces intégrales simples est un mouvement simple. Dans un sem-
blable mouvement, si I'on pose pour abréger

(14) aA +bB+¢C=0,

la valeur de ¢ déterminée par la formule (11) sera

(I 5) - ; — 0 eNnx+vy+wi—st

L4
Cela posé, soient

(16) u=U+uvy—1, v=V+vy—1, w=W +wy—1,
(17) s=S8 4+8y—1,
(18) 0 =hew/=T,

v, v,w,s, U, V, W, S, h, & désignant des constantes réelles, parmi

lesquelles
s, h

peuvent étre censées positives, et prenons encore

(19) k=\ut+ vi+ Wi, K=yU+ V- W3,
(20) kv=vz+vy+ws, Kr=Uz+Vy+ Wi

Les valeurs numériques de
v, R

exprimeront les distances.d’une molécule aux deux plans invariables
représentés par les équations

(ar1) ) UZ + VY + W3 =0,
(22) Uz+Vy+Ws=o,

et la formule (14) donnera
(23) 8 = hefr—8¢ etkv—st+my=i s

puis on en conclura

(24) 8 = hek*—$¢ cos(kt — 8¢ +m).
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En vertu de cette derniére formule, le déplacement s s’évanouit :
1° pour une molécule donnée, a des instants séparés leduns des autres
par des intervalles dont le double ’

v __E_E'
(25) T = 5

est la durée d’une vibration moléculaire; 2° & un instant donné, pour
toutes les molécules comprises dans des plans équidistants, paralléles
au plan invariable que représente I'équation (21), et séparés les uns
des autres par des intervalles dont le double

(26) 1=1k’£

est la longueur d’une ondulation, ou I'épaisseur d’unc onde plane.

L’exponentielle
e¥r—8t

représente le module du mouvement simple,
K, §

étant les coefficients d’extinction relatifs a ’espace et au temps; @ dé-
signe le paramétre angulaire relatif 4 I'axe fixe que I'on considére,

h e¥X»—8¢

la demi-amplitude des vibrations relatives au méme axe, et
h
la valeur initiale de cette demi-amplitude en chaque point du plan

invariable représenté par 1'équation (22). Enfin la vitesse de propa-
gation Q des ondes planes est déterminée par la formule

s 1
(27) Q=g =%

Dans un mouvement simple, déterminé par le systéme des formules
(4)et(9), I'équation (5)donne

(28) u=o.
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par conséquent ‘ |

(29) v=—o.

Donc, dans un semblable mouvement, la dilatation du volume est
nulle, ou, en d’autres termes, la densité demeure constante. Tels
paraissent étre, dans les corps isophanes, les mouvements de 1'éther
qui donnent naissance aux phénomeénes lumineux.

De la seconde des formules (9 ) ou (10) jointe aux formules (4) on
tire

(30) - uE+vn+wl=o
ou
(3() _E.—_:E:_C..

D’ailleurs la formule (30) ou (31) entraine la suivante :

(32) ut +von+wlf=o
ou

t_n_ ¢
(3%) TS

1° lorsque les coefficients u, v, w sont réels; 2° lorsque ces coefficients
n’offrent pas de parties réelles. Dans le premier cas, les formules (32)
et (33) donneront

(34) UE+Vn+Wi=o,
ou
(33) %:%:—‘%;

dans le second cas elles donneront

(36) i+ va+wi{=o
ou

§
(37) %’—‘3-‘—‘;'
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En conséquence les vibrations moléculaires, représentées par leséqua-
tions (4) jointes aux formules (g) ou (10), seront, dans le premier
cas, paralléles ou perpendiculaires au plan invariable représenté par
I'équation (22), et dans le second cas paralléles ou perpendiculaires
au plan invariable représenté par I’équation (21).

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo-
geénes, on aura, en vertu des formules (10), (11) du paragraphe I,

(38) C=1k!, F=1f,

t, f désignant des constantes réelles, et par conséquent les valeurs de
s* que fournissent les équations (9), (10) deviendront

(39) st kY, S=1(1+1)k,
ou, ce qui revient au méme,

(40) st= (w4 v+ wt), S=1(1+ ) (u*+ v+ i)

§ HI. — Sur les perturbations qu’éprouvent les mouvements simples,
lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont altérées
dans le voisinage d’une surface plane.

Concevons que, les molécules qui composent le systeme donné étant
toutes situées d’'un méme coté d’un plan fixe, la constitution du sys-
téme, et par suite les équations des mouvements infiniment petits se
trouvent altérées dans levoisinage de ce plan. Supposons, par exemple,
que toutes les molécules étant situses du coté des x positives, les
équations des mouvements infiniment petits conservent constamment
la méme forme pour des valeurs de x positives et sensiblement diffé-
rentes de zéro, mais que, dans le voisinage du plan des y, z,ces équa-
tions changent de forme sans cesser d’étre linéaires, et de telle sorte
que les coefficients des variables principales

&L o0, ¢

et de leurs dérivées, devenus fonctions de la coordonnée x, varient



D’UN MOUVEMENT SIMPLE, ETC. 185
trés rapidemcnt avec elle entre les limites trés rapprochées

Z =0, x =c¢.

Supposons dailleurs que, dans ces mémes équations, transformées
d’abord en équations différentielles par la méthode développée dans
un précédent Mémoire, puis ramenées au premier ordre, et résolues

par rapport a
di dn
dc’ dy’ T
les produits des coefficients ou plutot des variations par la distance ¢
restent trés petits. Alors un ou plusicurs mouvements simples, propa-
gés séparément ou simultanément dans le systéme donné, éprouveront
dans le voisinage du plan fixe des y, s des perturbations en vertu
desquelles les valeurs des déplacements effectifs

& 0, %
et par suite des déplacements symboliques

,one L

NSt

se trouveront altérées pour de trés petites valeurs positivesde a; mais,
al’aide des principes établis dans le Mémoire dont il s’agit, on prou-
vera que les valeurs altérées et les valeurs non altérées sont lices entre
elles par certaines équations de condition qui subsistent dans le voi-
sinage du plan fixe, ct spécialement pour une valeur nulle de la coor-
donnée . Entrons a ce sujet dans quelques détails.

Considérons, pour fixer les idées, le cas o, avant d’étre altérées,
les ¢équations des mouvements infiniment petits sont homogénes et
indépendantes de la direction des axes coordonnés. Alors les équations
symboliques de ces mouvements, ¢’est-i-dire les équations (3) du
paragraphe II, seront, pour des valeurs de « positives et sensiblement
différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme

[D} — (DL + D2+ D]E = 0 D(DE -+ Dym + D.T),
(1 (D} — (D24 Dl D)= D, (DE + Dym + D),

[ [D}—¢(D2+D2+DHIT=1fD, (D& + Dyn + D:Z).
OFEuvres de C. — $. 11, t. XL 24
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Alors aussi les déplacements symboliques, correspondants 2 un mou-
vement simple, seront, pour les valeurs de x positives et sensiblement
différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme

( ‘2) E =A eru’-wy-o—wx—-:t, ;l- =B em:-i—vy—vws—:c, E =C elmd-vy-f-wl—wl’

les constantes
u’ V, Wy 3, Ay B, C

étant assujetties & vérifier I'un des deux systémes d’équations

(3) $P=t(ut 4 ot 4 wt), uA+vB+wC=o,
(4) St= (1 4+ 1) (1 + 02+ ), %:%:g,

dans lesquels t, f représentent deux quantités réelles. Le mouvement
simple dont il s’agit sera du nombre de ceux qui ne s'éteignent point
en se propageant, si les coefficients d’extinction relatifs a 'espace et
au temps s’évanouissent, c’est-a-dire, en d’autres termes, si les coeffi-

cients
u, ¢, w, s

des variables indépendantes dans I'exponentielle

enr+vy+wi—st

n’offrent pas de parties réelles, par conséquent si I'on a

(5) Uu=vy—i, v =vy—1, w=wy—1, s=8y—1,

U, v, W, s étant des quantités réelles. Le méme mouvement simple sera
du nombre de ccux dans lesquels la depsité de I'éther reste invariable,
si les valeurs précédentes de

u, v, w, §
vérifient la premiére des équations ( 3), réduite a
(6) st=(u+ Vi W),

ce qui suppose la constante ¢ positive. C’est ce qui aura lieu, par
exemple, si en posant pour abréger

(7) k=VTFrvirw, Q=
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on prend

(8) s = Qk.

Alors, le mouvement simple sera représents par le systéme des équa-
tions
=A e(ulr+vy+w:—-m|/':l’

(9)

T+ z—st) 1 ,

LAl R A0

=B
=C

eV X+Sy+Ws—s!) ,/-11

jointes a la formule (8) et laseconde des formules (3), ou, ce qui
revient au méme, a la suivante

(10) vA+vB+wC=o.

Si d’ailleurs on pose

(r1) UZ+ vy +wi=ke

et

(12) . A=aev, B=bet/~, C=ceVT,

a, b, c désignant des quantités positives et A, u, v des arcs réels, les
formules (g ) deviendront

(13) E= aem-u-ﬂ.;,/—_a’ 1 = b ellv—st+p ,/——1’ E:c e(h—ll—i—v)/»-—i,
et 'on en conclura
(14) &=acos(kv—st+1), n=bcos(ki—st+p), {=ccos(kv—s¢+v),

Soient maintenant

J on xw _
(15) f;=<ey =% =%
et )

& _ - on _ - k-
(16) £=q¢, 35 =L =¥
et nommons

&o Noy  os Po> Koo ’%

ou

. an 7—’01 Eo» 60\ im :P-o
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ce que deviennent, pour & = o, les valeurs des variables principales

L' & o9 e ¥

E| ;1-| ts ;v -ia '-l'

déterminées par le systéme des formules (14) et (15), ou (13) et (16),
quand on commence par modifier ces valeurs, de maniére qu’elles
vérifient non plus les équations (1), mais ces équations altérées par
la variation que subissent les coefficients des variables principales et
de leurs dérivées dans le voisinage du plan des y, z. En vertu des prin-
cipes établis dans le Mémoire ci-dessus mentionné, les différences-

ou

-E-""Eh ;—‘f—)m E_Eov ;"’;07 —x-"io» q’_—EO
vérifieront certaines équations de condition, et, pour obtenir celles-ci,
on devra d’abord chercher les divers systémes d’intégrales simples

que peuvent représenter les équations (2), jointes aux formules (3)
ou(4), quand on y regarde les coefficients

v, W, §

comme invariables, et devant acquérir, dans chaque systéme d’inté-
grales simples, les valeurs fournies par les trois derniéres des équa-
tions (5). Or, dans cette hypothése, on tirera des équations (3) ou (4),
jointes a la formule (6) et a la premiére des formules(7),

(17) ut= —?, uA 4+ (vB+wC)y—1=0
ou '
k? A B C
2 — 2 — e — T e TT e ¢
(18) WEVEWSITT T W

Il en résulte que, dans un mouvement simple correspondant aux
valeurs imaginaires données de ¢, w, s, le coefficient u peut acquérir
quatre valeurs distinctes, puisqu’on peut satisfaire a la premiére des
équations (17), en prenant non seulement

(19) Cu=vuy=1
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mais encore '

(20) U=—u\—1,

puis & la premiére des équations (18), en prenant

1 1
L] T ¥
(ar) u=(-‘-%_-r—vx_wi) V—1, ou “=‘(7Tf“v’“'w'> V=T,

sil'on a
kl

. — : 2
(23) iy A

eten prenant au contraire

1
k, ] k% 2
= (v W _-— L.
(23) u-—(v +wW— - t‘)’ ou  u= (v’+w’ ' )»

sil'on a
]

2/ ‘pQ wl .
( 4) +W>
Observons a4 présent que, si la formule (22) se vérifie, aucune des
quatre valeurs de u n’offrira de partie réelle, et qu'en conséquence
aucune d’elles n'offrira de partie réelle négative, ou, en d’autres
termes, inférieure a celle de

U=uy—1I.

Donc alors, en vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus
rappelé, les valeurs de

relatives au mouvement simple qui correspond 4 la valeur précédente
de u, vérifieront pour = o les équations de condition

(25) z—_:.éﬂ :a'—'-‘-;l-o’ E=';.:o» $=$0’ _x-::-x—oy @:@},.

Si, au contraire, la formule (24) se vérifie, alors des quatre valeurs
de u, celle que détermine la seconde des équations (23) offrira seule
une partie réelle négative. Donc alors les valeurs de &, n, ... relatives
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au mouvement simple dont il s’agit vérifieront pour & = o les équa-
tions de condition qu’on obtiendra en supposant dans la formule

% _ X=X _¥=%

A B —"C wA- vB wC

Y
3
I
2
S
La il
|
&
-6 |
|
Py

les constantes ‘
u, v, w, A, B, C

choisies de maniére qu’on ait

— —_— A B (¥
u=—", p=vy—1, w=wy\—1, = ~'.l.—.:-\;—\7-__:___-:;
la valeur de o étant
6 ’ . . K H
(26) 0= (V “+ wi— m)
on aura, dans ce cas, pour z =o,
(27) 2_ .50 'ﬂ—'flo . E"“Eo _;_50_ .'Z""-Xl:o ___ ¢—.‘l;o

vW=r1 wy=1 O _—vl‘)\/—l——-—wl‘);/——x.

Avant d’aller plus loin, cherchons a reconnaitre, d’'une maniére
précise, dans quels cas subsistent les diverses formules ci-dessus
établies. T )

Pour y parvenir, nous remarquerons d’abord que les diverses puis-
sances des caractéristiques

Dz, Dy, D;

‘renfermées dans les équations symboliques des mouvements infini-
ment petits se transforment en pulssances, de mémes degrés, des coef-

ficients
u, ¢, w,

quand on suppose ces mouvements infiniment petits réduits a des
mouvements simples, c'est-2-dire quand on suppose les déplacements
symboliques proportionnels & une seule exponenticlle de la forme

and and o [N
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Alors les fonctions de D,, D,, D,, représentées par

L, M, N, P, Q, R
dans les équations (1) du paragraphe 1, se transforment en des fonc-
tions de u, v, w, désignées par
£, M, X, @ 92, &
dans les précédents Mémoires. Dans cette hypothése, réduire, comme

nous I'avons fait, les équations des mouvements infiniment petits &
des équations du second ordre, ou, en d’autres termes, réduire

L, M, N, P, Q, R
& des fonctions qui soient du second degré par rapport au systéme des
caractéristiques D,, D,, D,, c’est évidemment réduire
£, M, %, & 9 &
4 des fonctions qui soient du second degré par rapport- au systéme des
coefficients u, ¢, w. D'ailleurs, comme on I’a vu dans le Mémoire sur

les mouvements infiniment petits d’un systéme de molécules, si I'on

nomme
x, ¥, 3

les coordonnées d’une molécule m du systeme donné, et
ZT+X, y+y, s+12

les coordonnées d'une autre molécule m, les valeurs de

¢, M, X, & 2, &K

seront représentées par des sommes de termes correspondant aux
diverses molécules m voisines de m, et dont chacun, considéré comme
fonction de u, ¢, w, sera proportionnel a la différence

eux+v1+wl —_— y

‘mais s’évanouira sensiblement hors de la sphére d’activité de la molé-
cule m. Donc réduire les équations des mouvements infiniment petits
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au second ordre, c'est négliger dans le développement de cette diffé-
rence, c'est-a-dire dans la somme

(ux + vy +wz)? + (ux 4+ ¢y +wz)? +

v w
UX + 0y + Wi+ 1.2 1.2.3

les puissances du trinome
UX A0y + WE

d’un degré supérieur au second. Or, il sera généralement permis de
négliger ces puissances, au moins dans une premiére approximation,

si le module du trinome
UX + 0y + W2

reste trés petit pour tous les points situés dans I'intérieur de la sphére
d’activité sensible d’'une molécule ; et cette derniére condition sera
remplie elle-méme, si le rayon de la sphére dont il s’agit est trés
petit par rapport aux longueurs d’ondulations mesurées dans un mou-
vement simple qui ne s’éteigne pas en se propageant. En effet, dans -
un semblable mouvement, u, ¢, w seront de laforme

u=u\—1, pv=vy—1, w=w\—1,

v, v, w désignant des constantes réelles ; et le plan d’une onde, paral-
lele au plan invariable représenté par I’équation

UZ -+ VY +W3=o0,

formera avec les demi-axes des coordonnées positives des angles dont
les cosinus seront respectivement proportionnels a

u, v, W,
tandis que I’épaisseur d’une onde sera représentée par

an
==,

k
. k =yt + v wt,

D’autre part, si I’on nomme r le rayon vecteur mené de la molécule m

la valeur de k étant
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4 la molécule m, et & 'angle formé par le rayonvecteur r avec la per-
pendiculaire au plan d’une onde, on aura

r=yxt4 yi4 g,

,
UX 4+ Vy +~wz=Kkrcoséd=anm -

I cosd;

et il est clair que le produit

r
g cosd

deviendra trés petit en méme temps que le rapport
r
-

Donc le module du trinome

UX + 0y -+ wiz,

représenté dans le mouvement simple que I'on considére par la valeur
numérique de la somme

r

ux-t--vy-i—wz:mrl

cosd,

restera trés petit, si le rayon vecteur r, supposé inférieur ou égal au
rayon de la sphére d’activité sensible d’une molécule, est trés petit par
rapport a la longueur d’une ondulation.

Lorsque la condition ici énoncée sera remplie, et qu'en conséquence
les équations des mouvements infiniment petits pourront étre, sans
erreur sensible, réduites i des équations du second ordre, ces der-
niéres renfermeront généralement des termes du premier ordre et des
termes du second ordre. Il semblerait au premier abord que ceux-ci
devraient encore étre considérés comme trés petits par rapport aux
autres. Mais on doit observer que les coefficients des dérivées du pre-
mier ordre seront des sommes composées de parties, les unes posi-
tives, les autres négatives, et qui, dans beaucoup de cas, se détruiront
réciproquement. C'est ce qui arrive, en particulier, quand le systéme de
molécules est constitué de telle maniére, que la propagation du mou-

vement s’effectue en tous sens suivant les mémes lois. Il en résulte
OFEuvres de C. — 8. 11, t. XI. 25
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que, loin de négliger les termes du second ordre vis-a-vis des termes
du premier ordre, on devra plus généralement négliger ceux-ci vis-
a-visdes termes du second ordre, ce qui suffira pour rendre homogenes
les équations du second ordre auxquelles on sera parvenu.

Considérons maintenant en particulier les conditions relatives aux
points situés dans le plan fixe des y, 5. D’aprés ce qu’on a dit, ces
conditions supposent qu’on obtient des produits trés petits en mul-
tipliant la constante ¢, c’est-d-dire la distance au plan fixe, en-deca
de laquelle les perturbations des mouvements infiniment petits
deviennent sensibles, par certains coefficients renfermés dans ces
mémes équations. D'ailleurs, en vertu des principes développés dans
le Mémoire qui a pour titre Méthode génerale propre a fournir les équa-
tions de condition relatives aux limites des corps, les coefficients dont il
s’agit seront'généralement ceux par lesquels se trouveront multipliées
les variables principales

En %o ¥
dans les équations symboliques des mouvements infiniment petits,
transformées d’abord en équations différentielles par la substitution
des constantes
L v,. W, §
aux caractéristiques
D,. D, D,
puis ramenées au premier ordre par I'adjonction des variables princi-
pales @, %, § aux variables principales £, 7.7, et résolues par rapport
02 dn O dp dy I
oz’ oz’ dr' dz’ dz’ dz

Mais il estimportant d'observer que, si, dans un mouvement simple,
I'épaisseur 1 des ondes planes devient trés petite, les constantes

w, ¢, v
offriront de trés grands modules comparables  la quantité

= ar,
k=13
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Alors les dérivées

;:Dzzzuz, 1 =D.n=un, =D L=ul
seront elles-mémes comparables aux produits
KE, kn, kg
et comme, dans les équations deg mouvements infiniment petits
réduites 2 des équations homogénes du second ordre, puis trans-
formées en équations différentielles, les divers termes resteront tons
comparables les uns aux autres, les coefficients qui, multipliés pare,
devront fournir des produits trés petits seront, dans les valeurs de
A
Jar’ 9z’ 9z’
exprimées en fonctions linéaires de

. & o, Ev ;a zv \l‘s
les coefficients de
1 ]

ou ceux de

ki, kn, k&

On peut ajouter que les cocfficients de z dans la valeur 22, dey dansla
. Jdo .

valeur de %, ... auront, dans le mouvement troublé, des valeurs

comparables i celles qu'ils acquiérent dans lemouvement simple et non
troublé, c’est-a-dire au coefficient u, par conséquent a la constante k.
Done, en définitive, pour que la valeur de la distance ¢ permette aux
conditions relatives a la surface de subsister, il suffira que le pro-
duit
ke= zn%

reste trés petit, ou, en d’autres termes, que la distance ¢ soit trés
petite relativement a la longueur d’une ondulation.

Cette condition étant supposée remplie, les formules (25) ou (27)
subsisteront, pour 2 = ¢, dans les circonstances que nous avons indi-
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quées, si les variables
‘ & 0y ¢

représentent les déplacements symboliques relatifs & un mouvement
simple pour lequel on aurait

u=uy=1.

Il'y a plus : en vertu des principes établis dans le Mémoire déja cité,
on arrivera encore aux formules (25) ou (27), si les variables

représentent les déplacements symboliques relatifs 3 un mouvement
simple pour lequel on aurait

U=—uy—1,

ou méme les déplacements symboliques relatifs & un mouvement
résultant de la superposition de deux mouvements simples, pour I'un

desquels on aurait
U=u\—-—1,

tandis qu’on aurait pour I'autre
u=—uy—r.

Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante :

Tutoreme. — Considérons un systéme homogéne de molécules situe par
rapport au plan des y, 5 du cété des x positives, et pour lequel les équa-
tions des mouvements infiniment petits, indépendantes de la direction des
axes coordonnés, puissent se réduire, sans erreur sensible, & des équa-
tions homogenes du second ordre, par conséquent aux formules (1). Sup-

posons en outre que, dans le voisinage du plan desy, z, et entre les limites
trés rapprochées

ces équations changenl de forme, les coefficients des déplacements effec-
Uifs ou des deplacements symboliques et de leurs dérivées devenant alors
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JSonctions de la coordonnée x. Nommons

. , @ x ¥

les derivées premieres de .
relatives a x, et .
El)y Noy toa ?07 Xov lllo

ce que deviennent, pour x = o, les valeurs de

’ z» ;, Ea ;7 iv -“p'

correspondant & un mouvement infiniment petit, propage dans le sys-
téme de molécules donné, quand on a égard aux perturbations de ce
mouvement indiquées par U'altération des equations (1) dans le voisinage
du plan des y, 3. Enfin,supposons que le mouvement dont il s agit soit un
mouvement simple qui ne s’éteigne point en se propageant, ou bien encore
qu'il resulte de la superposition de deux mouvements simples de cette
espéce, correspondant aux mémes valeurs imaginaires des coefficients

v, w, s,

mais a des valeurs imaginaires de u, qui, étant égales au signe pres, se
trouvent affectées de signes contraires. Si d’ailleurs la distance ¢ est tres
petite relativement a la longueur d’une ondulation, les valeurs de

T N

calculées comme si le mouvement simple n’éprouvait aucune perturbation
dans le voisinage du plan des y, 3, vérifieront, pour x = o, les conditions
(25) ou (27), savoir les conditions

=5 n=m =0, 9=9n z=x»o $=0,

sil’on a
Ko viw
. 1 =4t !
et les conditions
E“Eo -'f.)“‘;n__a E“‘E» zg—ao: i—:/-.o —_ @"@o ,
=0 T yy/= wy— ot —Vvy—1 —Vwy—1
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stl’on a
k’ 1§
—— v .
|+f< +w

Les mémes principes peuvent servir encore & établir les équations

de condition auxquelles devraient satisfaire, pour x = o, les valeurs
de

A A
relatives soit a des mouvements qui s’éteindraient en se propageant,
soit & des mouvements accompagnés d’un changement de densité. Mais,
nous bornant pour I'instant & indiquer ces diverses applications de nos
formules générales, nousallons nous occuper plus spécialement des
formules particuliéres que nous venons de trouver et développer les
conséquences qui s’en déduisent.
Les valeurs de ¢, w étant

(28) pv=vy\—1, w=wy—1,

la formule (27) peut s’écrire comme il suit

(,9) E"—Eo___-;—"-’;o.__:c—“26—5‘0:%-%0_.‘1;—“"?0.

-0 v W (90 — Vo~ —Vw

D’ailleurs on tire de cette derniére, non seulement

et

par conséquent
(30) wn— v =wno— ¢Go, :l;"‘ “’E = q:o—' “'En- 0f — i = t'zo— 20'
mais encore

- o _Beh 55 7 re(E=R)+s(ji—ga)
;n—--‘;vzo- = =

- Ot

*

Ve al) 8
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quels que soient les facteurs «, 6, et par suite
- - 8- — . 8-
(31) @+ ak + i ::q).,-i-aé,-o—g-n..

si I'on choisit «, 6 de maniere a vérifier la formule

(32) V4 a4+ 8=o.

§ IV, — Sur les conditions générales de la coexistence de mouvements
simples, que l'on suppose propagés dans deuz portions différentes d’un
systéme moléculaire, diversement constitudes et séparées 'une de U'autre
par une surface plane,

Considérons deux systemes homogines de molécules, séparés par
une surface plane que nous prendrons pour plan des y, 3, ces deux
systémes n’étant autre chose que deux portions différentes d’'un méme
systéme dont la constitution change quand la coordonnée « passe du
négatif au positif, et reste sensiblement invariable de chaque coté de
la surface de séparation, excepté dans le voisinage de cette surface.

Soient _
& m ¢ et E o, %

les déplacements effectifs et symboliques d’une molécule, correspon-
dant & un ou a plusieurs mouvements simples propagés dans le premier
des systemes donnés, que nous supposerons situé du coté des néga-
tives ; et nommons

L2 O ou ;v )—C' ¥

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par
rapport & . Soient pareillement

E/' .ﬂl. c/ el El’ ;;/’ E’
les déplacements effectifs ou symboliques correspondant a un ou

plusieurs mouvements simples propagés dans le second systéme, situé
du coté des z positives ; et nommons encore

QI’ xl' q’r ou ?I' i/' 'q;/
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les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par
rapport 4 z. Soient enfin

Eo: Moy §os Pos Ao ‘Po
ou

[ T

ce quc deviennent les déplacements effectifs ou symboliques et leurs
dérivées pour les points silués dans le plan des y, z. Si les deux
espéces de mouvements simples qu’on suppose propagésdans lesdeux
systémes donnés de molécules peuvent coexister, élors, en raisonnant
comme dans le paragraphe II, on obtiendra: 1° entre les différences

z"'zor :’-)'—;1-0’ 2—201 ;" aoy i"—x‘o» ‘P—\Poa
2° entre les différences
g'—zo» ;,—;101 EI"‘"ZM ;,— ;ov il'—'io, rl’l—:l;m

des équations de condition qui devront se vérifier pour une valeur
nulle de z ; puis, en éliminant

g(p ;Ov Eoy -?701 -X-m mo

entre ces deux espéces d’équations de condition, on en obtiendra
d’autres entre les seules variables

z’ ;l: E» ;a iv q;; E" w8 % -"‘l.’l‘

Les nouvelles équations de condition, ainsi obtenues, devront, comme
les précédentes, subsister seulement pour une valeur nulle de x, et
les unes comme les autres seront linéaires par rapport aux déplace-

ments symboliques et a leurs dérivées. En conséquence, aprés I'éli-
mination de

EOv ;;o» Eov ;f;o' ioy q/-o,
la forme la plus générale d’une équation de condition sera

(1) F+TI'=o,
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T désignant une fonction linéaire des variables

E’ N, C) ;» iv -q:s

composée de six termes respectivement proportionnels a ces mémes

variables, et I une fonction de la méme espece, mais composée avec
les variables

T N

Si l'on suppose qu’un seul mouvement simple se propage dans le
systtme de molécules situé du coté des z négatives, les valeurs de

Eon Lo % O
correspondant i une valeur de z, seront de la forme

ey rws st —.ﬁ — B e y+wi—at c = (er+ws— st

I
> >

u eo_y-'—wz-sl, . ; —Bu evm—wa—cl ‘.P =Cu eu_y-o—ws—.vl’
u,0,w,s, A, B, C désignant (les constantes réelles ou imaginaires; et
par suite, la valeur de ' correspondant & & = o sera de la forme

= Y e-'_y+n-s-sl’

Y désignant une nouvelle constante. Si, au contraire, plusicurs mouve-
ments simples, superposés les uns aux autres, se propagent simulta-
nément dans le premier des systémes donnés, et sil'on admet que les
déplacements symboliques deviennent proportionnels, dans I'un de
ces mouvements simples, a I'exponentielle

el r+vy+ws—st
’

dans un autre 4 I'exponentielle

eu,.r+u,y+w,z—.¢‘l, cea

la valeur de T, correspondant 4 « = o, sera de la forme

-~

(2) T ooy errrwimst ooy grrtwi=stp |

Y»Y. - .. désignant diverses constantes. Parelllement, si divers mouve-
OEuvres de C. — S. 11, t. XI. 26
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ments simples se propagent dans le second systéme de molécules, et
si I'on admet que les déplacements symboliques deviennent propor-
tionnels, dans I’un de ces mouvements simples, a I’exponentielle

5o g
ef’r+vy+w's .vt’

dans un autre a 'exponentielle
eu'.r-.—u'y-o-w':-.'"l, ceey

la valeur de T', correspondant & « = o, sera de la forme

(3) D=y evr+ws=stq |,

Cela posé, I’équation (1), réduite a

(4) 7 evy+ws—st —+ 7, evy+wia—st d .+ 7/ evy.,_ws—s'l +...=0,

entrainera la formule

(5 Yy Ay +. =0,

a laquelle elle se réduira identiquement si 'on a
q q

§ v
l

I
I

W

Il
ll

(6)

i
3
I

¢,
w,
sl

B

s

Il
Il
|
)
l

11y a plus : si les constantes
IR EE o Y

different de zéro, I'équation (4), qui doit subsister quelles que soient les
valeurs attribuées aux variables indépendantes y, 3, ¢, entrainera tou-
jours non seulement I'équation (5), en laquelle elle se transforme quand
onréduit y, s et tazéro, mais encore les formules (6). C’est ce qu’on
démontrera sans peine a I'aide des considérations suivantes.

L’équation (4), devant subsister quels que soient y, z et ¢, donnera,
pourz.——-oeti::.-o,

yer+y, e .. . +y eV +...=o.
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Si, dans cette derniére équation, et dans ses dérivées des divers ordres
relatives a y, on pose y == o, on trouvera

Y +v ... +yY +...=o0.
() YV Y Y 4 =,
(yv’—o--/,v,'+. + ¥+ =o,

Or, il est facile de s’assurer que les équations (7), dont on peut sup-
poser le nombre égal a celui des coefficients

Y2 Z R Ys ey

entrainent la premiére des formules (6). En effet, admettons, par
exemple, que ces coefficients se réduisent i trois

v Y

Alors, en éliminant deux d’entre eux des équations (7), c'est-a-dire
des formules

Yy +y, +y =o

Y 7.9 +y’v' =o,

Yo+, 0 4y vi=o,
on trouvera successivement
yv—9)(v—v)=o, 7.(0,—¢')(v,—v) =0, Y (V' —0) (v —9)=0;
et, par suite, si

ove Y

different de zéro, les trois différences

¢ — v, 9 —, v, — v

devront s’évanouir, en sorte que la premiére des formules (6) devra
étre vérifiée. Eu égard a la forme des équations (7), la méme démons-
tration reste applicable quel que soit le nombre des coefficients v,
Yo+ esYs..., et dailleurs on pourra évidemment établir de la méme
maniére la seconde et la troisiéme des formules (6).

Lorsqu’un mouvement simple propagé dans un systéme de molécules
atteint une surface plane qui sépare ce premier systtme d’'un se-
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cond, il donne trés souvent naissance 4 d’autres mouvements simples,
les uns réfléchis, les autres réfractés, qui coexistent tous ensemble,
mais qui ne pourraient plus coexister, dans le double systtme de
molécules que I'on considére, si I'on venait a supprimer quelques-uns
d’entre eux. Ainsi, par exemple, lorsque ces deux systémes sont tels
qu'unmouvement simple, propagé jusqu’a leur surface de séparation,
donne naissance 2 deux mouvements de cette espéce, I'un réfléchi,
I'autre réfracté, on ne saurait concevoir deux de ces trois mouvements
propagés seuls dans le double systéme de molécules. Donc alors I’équa-
tion (1) ou (4) ne peut subsister, lorsqu'on supprime l'un des trois
mouvements simples ; ce qui aurait lieu, toutefois, si 'une des cons-
tantes
Yo 7l

venait & s’évanouir. Donc, si I'on applique I'équation (1) ou(4)ala
réflexion et a la réfraction des mouvements simples, elle entrainera
généralement les formules (6).

Supposons I'équation (4) effectivement appliquée a la réflexion et
a la réfraction d’'un mouvement simple ; et soient dans cette méme
équation

y er+ws—st
le terme qui correspond aux ondes incidentes,
¥, WA,

ceux qui correspondent aux ondes réfléchies; enfin

}" evy+ws—st .

ceux qui correspondent aux ondes réfractées. Si I'on pose, comme
dans le paragraphe II,

8) u=U-+uvy—T1, v=V4vy—i, w=W+wy=1,

(9) s=8 +sy—1,
(10) k = o+ v+ wi, K=yU+ VW3
(11) ' 1=%‘, T:isf,

(12) Q:E:,—:,.
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v, v, w, s, U, V, W, S désignant des quantités réelles, parmi les-
quelles s pourra étre censée positive, les constantes réelles
K, 8§

représenteront, dans le mouvement incident, les coefficients d’extinc-
tion relatifs a ’espace et au temps, et

T

la durée des vibrations moléculaires, tandis que

représentera I’épaisseur des ondes planes, et

Q

leur vitesse de propagation. De plus, les plans des ondes étant tous
paralléles au plan invariable représenté par I'équation

(13) ux+vy-+-;w.'=o.

et la constante v devant é&tre positive dans le cas ou, comme on doit
le supposer, les ondes incidentes en se propageant se rapprochent du
plan des y, z; si'on nomme 1 l’angle d’incidence, ¢’est-a-dire I'angle
aigu formé par une droite perpendiculaire aux plans des ondes avec
I'axe des z, on aura, dans le cas dont il s’agit,

u u
COST — ————————— —

—————— ,
Vel viewt K

sint = Vvt w =VYVi+w

YU Vi w? k

et par suite

puis on en conclura

(14) u=kcosr, VVi+ wl =Kksinr.
Quant au plan invariable représenté par I'équation

(15) Uz+Vy+Ws=1,

il sera celui duquel s’¢loignent de plus en plus les molécules dont les
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vibrations deviennent de plus en plus petites, et disparaitra sile mou-
vementincident est du nombre de ceux qui ne s’éteignent point en se
propageant.

Soient maintenant

U vy Wy 8, U, V, W, 8, k, K, I, T Q, =

g
ou

v, vow, ¢, ULV, WS K, K, L, T, Qe
ce que deviennent les constantes réelles

u, v, w, s, U, V, W, § &k, K, I, T, @, =,

quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfrac-
tées. Les formules (G), jointes aux équations (8),(9),(10), (1 1),(12),
(14), entraineront évidemment les suivantes :

5 v= v,=...= vi=..,,
(16)

[ w= w,=...= w=...,

(17) s= s=...= s'=...,

8 . { V= V,=...= V'=..,,

(18) | W=W,=...=W=...,

(19) S= §,=...= §=....

On tirera d’ailleurs, de la formule (17),
(30) ' T= T,=...= T'=...
et, des formules (16),

Vi i+ W=V wi=...=\/Vifrwi=...,

ou, ce qui revient au méme,

(a1) ksint =k, sint,=...=k sint'=..

et par suite

(22) sint __ sinr, . sint’
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1l eésulte de laformule (20) que la durée des vibrations moléculaires
reste la méme dans les mouvements incidents, réfléchis et réfractés. Il
résulte de la formule (22) que l'angle d’incidence =, I'angle de re-
flexion =, ..., l'angle de réfraction v ... offrent des sinus respective-
ment proportionnels aux épaisseurs 1,1, ..., I', ... des ondes inci-
dentes réfléchies et réfractées. De plus, comme les plans invariables,
représentés par les formules (13) et (15), ont pour traces, sur le plan
des y, 3, les droites représentées par les équations

(23) VY + Wsz=o,
(24) . Vy+ Wsz=o,

il résulte des formules (16) et (18) que ces traces restent les mémes
quand on passe du mouvement incident aux mouvements réfléchis ou
réfractés. Donc les plans des ondes incidentes, réfléchies et réfrac-
tées coupent le plan des y, 5 ou, en d’autres termes, la surface reéflé-
chissante suivant des droites qui sont toutes paralléles les unes aux
autres ; et, si par un point donné de la méme surface on méne des
perpendiculaires aux plans de ces différentes espéces d’ondes, ces per-
pendiculaires seront toutes renfermées dans un plan unique qu'on
peut appeler indifféremment le plan d’incidence ou le plan de réflexion
ou le plan de réfraction.
On tire des formules (22) .

sint | sint |
pen et —_—— _l-’._—”“

sint, ~ 1,7 """ sint

(23)
Donc le rapport du sinus d’incidence au sinus de reflexion est en méme
temps le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réflechies,
tandis que le rapport entre les sinus d’incidence et de réfraction se con-
fond avec le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfrac-
tées. Le premier de ces rapports est ce que nous nommerons l'indice
d’incidence, le second est celui qu'on nomme 'indice de réfraction.
Lorsque le premier systéme de molécules sera du nombre de ceux
dans lesquels la propagation du mouvement s’effectue en tous sens
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suivantles mémes lois, et que pour cette raison nous appellerons iso-
tropes, s deviendra fonction de la somme u® + ¢* + w?, a laquelle s?
sera méme proportionnel si les équations des mouvéments infiniment
petits sont homogénes. Alors le mouvement incident, que nous sup-
poserons simple, pourra donner naissance 2 un seul mouvement
simple, réfléchi ; et’équation

s=s,

entrainera la suivante
W 0t =t - e Wl
Celle-ci, jointe aux équations

v=ge, w=w,,

donnera

(26) ut=ul;

et, comme on ne pourrait supposer  la fois
u=u, v=1v, w=w,

sans rendre paralléles les plans des ondes incidentes et réfléchies, ce
qui ne permettrait plus de vérifier les équationsde condition, et ce qui
est effectivement contraire a toutes les expériences, la formule (26)
entrainera ’équation

(37) . u=--u,.
par conséquent aussi I'équation
(28) U =—"0.

4

Or de cette derniére, jointe aux formules

. v, =V, W, =W,
on tirera
VUi + Vi Wi ot - vie Wi
ou
(39) k, =k,

et par suite
(30) 1=
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Cela posé, la premiére des formules (25) donnerasin z, = sin ,

(31) ="

Donc, dans un milieu isotrope, I'angle de réflexion est toujours égal a
l'angle d’incidence.

Supposons maintenant le second systéme de molécules isotrope,
comme le premier. Alors le mouvement incident, étant simple, pourra
donner naissance d’une part i un seul mouvement simple, réfléchi,
d’autre part h un seul mouvement simple réfracté. Si, d’ailleurs, ces
trois mouvements simples sont du nombre de ceux qui ne s'éteignent
pas en se propageant, on aura

‘u:u —, v =v =1, w=w—1, s=sy/—1,

(32)
(u'-_:u’ —1. V=V —1, w=wy—1, s =51,

Dans ce cas particulier, s étant fonction de

u? 4 o 4wt = — (y? 2wt =—k?,
et s' fonction de

Wi ot = (U4 v W) = — K2,

4 une valeur déterminée de s, et par suite de s'=s, correspondront
des valeurs déterminées non seulement de k, mais aussi de k', quel

que soit d’ailleurs I'angle d’incidence <. Donc alors, !’indice de réfrac-

tion, savoir
sint | k'
sint’

sera indépendant de I'angle d’incidence.

§ V. — Sur les lois de la réflexion des mouvements simples
dans les milieux isotropes.

Pour obtenir complétement les lois de la réflexion et de la réfraction

des mouvements simples dans les milieux isotropes, il faut joindre
OEuvres de C. — 8. 1I, t. XI. » : 27
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aux lois générales établies dans le paragraphe précédent celles qui
résultent de la forme particuliére sous laquelle se présentent les équa-
tions de condition relatives & la surface de séparation de deux sem-
blables milieux. Pour fixer les idées, nous nous bornerons ici & con-
sidérer le cas ol, dans chaque systéme de molécules, les équations
des mouvements infiniment petits peuvent étre réduites sans erreur
sensible & des équations homogénes du second ordre ; et nous suppo-
serons que le mouvement incident, étant simple, donne naissance
d’une part a un seul mouvement simple réfléchi, d’autre part & un
mouvement simple réfracté, ces trois mouvements étant du nombre
de ceux dans lesquels la densité reste invariable. Enfin nous pren-
drons la surface réfléchissante pour plan des y, z. Cela posé, soient
pour le premier milieu, situé du coté des z négatives,

T
les déplacements symboliques d’une molécule et leurs dérivées rela-
tives & x, dans le mouvement incident, ou dans le mouvement réflé-
chi, ou bien encore dans le mouvement résultant de la superposition

des ondes incidentes et réfléchies. Soient, au contraire, pour le second
milieu situé du coté des x positives,

'él, ;/‘ Er’ 5/’ X,7 :l:/
les déplacements symboliques d’une molécule et leurs dérivées rela-

tives & @ dans le rayon réfracté. Les valeurs £, v, {, relatives au mou-
vement incident, seront de la forme

(l) E =A eu.r-o-vyws—-lt’ n= B enr-o-vy-ﬁ-ws—:l’ c = eux+vy+ws-—-sl’

les constantes réelles ou imaginaires u, ¢, w, 5, A, B, C étant liées
entre elles par les équations
(2) s'=u(ur+o'+wh), Au+Bev+Cw=o,

et la lettre v désignant une constante réelle. Si maintenant on passe
du mouvement incident au mouvement réfléchi ou réfracté, lesvaleurs
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de

v, w, §

resteront les mémes, d’aprés ce qu’on a vu dans le paragraphe VI ; mais
on ne pourra en dire autant des coefficients

u, A, B, C
qui feront place a d’autres représentés par

“/’ AH B,, C/

ou par

u, A, B, C,
la valeur de u, étant
(3) U, =—u.

1

En conséquence, lesvaleurs de £, 7, {, relativesau mouvement réfléchi,
seront de la forme

( /’) E —_— A/ e:»-ut—o—vy+ws-—:l, n—= B/ e-u.r+vy+ws-—-tl’ c — C/ e—u.r—o-vy-i—w:-H’

les coefficients A,, B,, C, étant liés & u, v, w par la formule

(5) —Au+B,v+Cw=o,

et pareillement les valeurs de &, 7%, T, relatives au mouvement
réfracté, seront de la forme

(6) ? = Al eU'r+oyrws-st ;7 == B er+vy+ws—st, 27 == ( grr+ey+ws—st

les constantes u', v, w, s, A’, B’, (' étant liées entre elles par les
équations '

(7) S=1 (w4 W), A+ Bv+Cw=o,
et v étant ce que devient la constante réelle « quand on passe du pre-

mier milieu au second. Ajoutons que, si, dans le premier milieu, on
considére a la fois les ondes incidentes et réfléchies, la superposition

de ces ondes produira un mouvement dans lequel les valeurs de &, 7,
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deviendront
i 'E‘ A erravyyws—st A e-—ux+vy+w.—:f
( 8 ) s "{“ B X0y +WI—st B e—:t.x‘+vy+ws-—tl
? E — ( enx-roy+wa—st 4 C’ eI rHy+wi—st [

D S,

tirées des formules (6) et (8), que devront subsnster, pour x = o, les
équations de condition relatives a la surface réfléchissante.
Considérons spécialementle cas ou les mouvements incident, réfléchi
et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s’éteignent pas en se
propageant, et oi ’on a par suite
U =u\—i, p=vy—1, w=w\—1, s=s8y—1,

(9)

u=v'\/["q,
u, v, W, s, U désignant des quantités réelles. Posons d’ailleurs

("o) K=V vi+ wh, K =T+ vi4 wi

Comme les formules (2) et (7), jointes aux formules (g) et (10), don-
neront

s? , s?
t—-k';y L:mr

il est clair que les constantes réelles t, v seront positives. Soient
maintenant
Eo» Moy §os Po: Aoy 440

ce que deviennent les déplacements‘ symboliques d’une molécule et
leurs dérivées relatives & z, en un point de la surface réfléchissante,
quand on tient compte des perturbations qu’éprouvent dans le voisi-
nage de cette surface les mouvements infiniment petits. On obtiendra
pour x = o, entre les expressions

E- n & @y A 4"
et

gov '—’l—o» Fua ;M -X_M &ov

des équations de condition représentées par les formules (25) ou (27)
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du paragraphe III. Donc alors, si la constante réelle que nous avons
désignée par f est telle que I'on ait

k
(11) >V W
on trouvera
(12) §=E°) ;;z;los E: 0 P = Po» L= "Yo» @:q}o.
Si au contraire on a

(13) — << VI W,

alors les équations de condition se trouveront comprises dans la
formule

——go__.“fl—‘ﬂo_‘{'_:o P — %o
—

¢ W (0K — Ve — Ow

ol

(14)

le valeur de © étant
2 2 k’ %
(15) V= (v +w - TT) .
Pareillement, si, en nommant ' ce que devient f quand on passe du

premier milieu au second, I'on a

/2

(16)

on trouvera

2 3
Py > vig-wi,
(17) g'-:gov ;)-"—_-;w f’=€m 6'_—_;07 )-C'_—")Zov Y = ¢o.
Sil’on a au contraire
(18) — < Vi Wi
on trouvera

o) E=B_ W= Y=L _F-%_i—n_¥-T

-0 T w VYT V0T —Vw

la valeur de o’ étant

(20) 0= v’+w‘—-ﬁ .i-
1+ 1
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Comme on ne connait pas a priori la loi des actions moléculaires,
ni par suite les valeurs des constantes f, f’, le seul moyen de savoir si
ces constantes vérifient les formules (11) et (16) ou (13) et (18), estde
chercher les conséquences qui se déduisent de I’'une et I'autre suppo-
sition, et de les comparer aux résultats de I’expérience. Or, si l'on
admet les formules (11) et (16), alors les conditions (12) jointes aux
conditions (17) donneront, pour x = o,

(21) E=E" -5:;7-" E:—I’ $=q_”v 22_'» $==-4—/

De ces derniéres équations, combinées avec les formules (6), (8), on
tirera

(23) A+A = A, B+B, = B, C+C = ¢,
u(A—A)=uA, uw(B—B)=uB, «(C—=C)=uC,

et par suite

- Yot

(x) %’:%’2%: u:-uu”

puis de ces derniéres, jointes aux formules (2), (5) et (7), on con-

clura
Au+ By +Cw=o,

(25) —Au+Byv+Cw=o,
Au+By +Cw=o.

D’ailleurs on tire des formules (25)

(26) Au=Au'=o, B¢+ Cw=o,

puis de celles-ci, combinées avec les formules () et (1),
(37) Au=A'v=o0, Bv+Cw=o0

et

(38) vi=vi=0, vn+wi=o;
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par conséquent

(29) =vi=o0, vn-+w{=o.

Enfin, pour satisfaire 4 la premiére des équations (29), il faut supposer
que 'on a

(30) t=uv=o,

c’est-a-dire que les plans des ondes incidentes et réfractées sont paral-
leles au plan des y, 3, ou que 'on a

(31) t£=o,

c’est-a-dire que les vibrations des molécules sont perpendiculaires &
I'axe des x. Done, lorsque les formules (11) ou (16) se vérilient, un
mouvement incident, que nous supposons simple, ne peut donner
naissance & un seul mouvement simple réfléchi, et & un seul mouve-
ment simple réfracté, que dans des cas trés particuliers, savoir,
lorsque les plans des ondes ou les directions des vibrations molécu-
laires sont paralléles a la surface réfléchissante. :

Au contraire, un mouvement simple pourra se réfléchir et se réfrac-
ter, quelle que soit la direction des plans des ondes ou des vibrations
moléculaires, si 'on suppose vérifiées non plus les formules (11)
et (16), mais les formules (13) et (18). Alors les variables

EAM
3
b
B
=
-l

d’une part, et les variables
B,owy o9 o b
d’autre part, se trouveront liées a
| B T B e T B

par les formules (14), (19), dont chacune comprendra cinq équations
distinctes ; et I’élimination de

goo . ;)-o' E(H 60! -X_m &0
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entre les dix équations, dont le systéme est représenté par ces deux
formules, fournira, entre les seules variables

Ewo Lo o U
—E‘,l ;|-15 z,’ ;I) Z’* -q;,,

quatre équations de condition qui devront subsister pour x = o. Pour
obtenir ces équations de condition, on observera qu’en raisonnant
comme dans le paragraphe III, on tire des formules (14) et (19) non
seulement
wa — 07 = wng— vl q; —wl =G —wh. vE =7 = vE—%0
et
W;l' —_ ‘)E,:- W;)o"' "Eo: E,“ WE' = “_Po — WEy, "5'—' == "Zo'— ioa
mais encore
- - 8= - - 8=
@ + af + SN = Qo+ ok + < Mo
et

- - 6~ - - 6~
¢ + af + -‘;’n’: Qo+ atfo + = flor

pourvu que 'on choisisse a, § de maniére a vérifier simultanément
les deux formules ’

(32) V-~ aO+6=o0, VI—aV+8=o0.
On devra donc avoir alors, pour = o,
(33) wi—sf=wi'— ¥, Fowi=F-uf, G-z=E-7
et
p - z 6 - ' 8"1
(34) g+of+ =n =9+l + =¥
De plus, comme, en vertu des équations (32), ©, ©' sontles deux ra-
cines de I'équation du second degré

*?— ox 4 € = o,
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on aura nécessairement
(35) a="1+ 0, § = Vv,
et par suite la formule (34) pourra étre réduite a

1 — '
(36) ¢+(U+0’)£+-‘~—-—n~¢ +(U+U')£’+}~(—’—n

Les formules (33) et (36) seront precwcmenl les quatre équations de
condition demandées.

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer qu’en vertu des
formules (6), (8), les équations (33) peuvent étre réduites aux trois
suivantes

D, — Dy T=D0 — D, T,
37) D, —D.i=0,¥ - D,Z,
' D& —Don=D,F— D7,

desquelles on tire évidemment

[ D,-,ﬂ-—l)y’;:l);ﬂ'-- D‘rc’v
(38) T D= DsE =D —DE,
DyE—Dan=D,5 — D7,

ou, ce qui revient au méme,

(39) &K _%_H I

Jr  d3 dr 3
AR _Jn 08 dv
dr  dr T dy dzx

Les formules (39) sont précisément les trois premiéres des quatre
formules que j'ai données en 1836 comme propres a représenter les
équations de condition relatives a la surface réflechissante. (Voir les
Nouveaux Exercices, p. 203) ().

(*) UGuvres de C. S. I, t. X, p. 425-426.
OFuvres de C. — S. U, t. XI. 28
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Ajoutons que l'équation (36) peut s’écrire comme il suit

i l) ! 1
(40) 'fl"l-Dy(.U ot ()T)')a n+“:(1) ol 1)()’)E

Observons encore qu'en vertu des formules (1) et (2) ou (4) et (5)
on vérifiera I’équation

(41) DE+Dyn+DE=o0,

en supposant les déplacements symboliques

E o, %
relatifs au mouvement incident, ou au mouvement réfléchi, par consé
quent aussi, en supposant ces déplacements symboliques relatifs a:
mouvement résultant de la superposition des ondes incidentes et réflé

chies. Pareillement il suit des formules (6) et (7) que les déplacem ent
symboliques

Eow, 7

relatifs au. mouvement réfracté, vérifient la formule

(42) D,§’+ D, 0+ D7 =o.

Au reste, les formules (41) et (42) entrainent les deux suivantes

sz <+ Dy'ﬂ -+ l),c =0,
[ D&+ Dyn'+ D, —=o,

(43)

qui se déduisent immédiatement de ’hypothése admise, puisqu’elle

expriment que les mouvements propagés dans chaque syst¢me (
molécules ont lieu sans changement de densité. On tirera d’aillew
des formules (41), (42)

D.E—8)+D,(7 = %)+ D.E—F) =0,
ou, ce qui revient au méme, eu égard aux équations (6) et (8),

De(E—F)+o(n—7) + w(E—¥)=o,
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et par conséquent

) o(n—0) +w(T—T)=—0.(E-1).
o(r—%) +w(§—3)=-D1(E-7),

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x, ¥, 5.
Les quatre équations-de condition (37) et (40) peuvent étre rem-
placées par d'autres que I'on déduit aisément des formules (14) et (19)

combinées avec les équations (44). En effet, les formules (14) et (19)
donnent non seulement

E_go:x—'xﬂ:':q"‘q’.n ;*;o:t—fo’

4 W [ W

g:_z‘_:'/."‘:}.f)__':@—q’o, Z'~'50=E'~fo,

(4 w (4 w

et par suite

(45) Popoi=d Y=V A= _I-¥

mais encore

~

PO S E- . - ok ST o B
cp+a£+;ﬂ=—=?u+dgo+;m, ‘P+“E+;7I:CP0+“€°+;”"‘
et par suite
- - -
(46) : = +a(f—1)+z(n—%)=o,
pourvu que I'on suppose
=V 4V, B=00.

Or les formules (45) et (46), qui ne different pas au fond des formules
(33), (34), denneront d’abord

o N = gy =¥

¢ o [Y Ww
ou, ce qui revient au méme,

(48) Din—D,E=0,7— D%, DD —0,8) =0.(D.7—D,T);
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puis, eu égard aux formules (44),

fop= =)+ e@-9)  DE-F)

vt oY 4 1t
(04D (F—F)=—62"T
_el=F% _ v(n—n)-a—w(c—f’ _gDe(B—F)
w P 4 ot vl 4
et par conséquent
(Dot 4wty (E—EF) =o,
(49) g -
[8D—(0*+w)(a+ D) (E—F) =o,

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (35),
(Df+ D} +DYHE=(DL +D} + D),
(50) { [ - (D} + D’)( + o )JE
=[D,—(D;+ nz)( 5+ m),)] ,
D’ailleurs on tirera immédiatement des formules (48) et (50)

(51) Dy — Dyc= D:Y)’—'Dyc', Dy(D:n — Dy§)= D.(D.n'— nycl)
’s (Pi+D}+DHE=(Di+ D+ DE,

[D — i+ D')( + Lly + x?w)]g
[D -—(l)’+])’)<-'—) —’-, m),>]£'

Les équalions de condition (51) et (52) offrent cela de remarquable,
que les deux derniéres renferment seulement les déplacements &, &
mesurés, dans I'un et 'autre milieu, suivant des droites perpendicu-
laires & la surface réfléchissante, tandis que les deux premiéres ren-
ferment seulement les déplacements 0, {, ou v/, {’, mesurés suivant

des droites paralléles A cette surface.

(52)
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Posons maintenant pour abréger

(53) K=uwl+ '+ wt=—k' et A= u"+ o'+ W=k,

Les conditions (48), (50), qui doivent subsister pour =0, étant
jointes aux formules (6), (8), donneront

Bw—Ce+Bw—Cov=Bw-—_Cy,
u[(Bw—Co) — (B,w —C,v)] =u'(B'w—Cv),

et
K (A +A,) = k" A,

v’

] ‘ 2
(=75 A =M= (§+ ) e aa)
u'
+ 5o

)] A

[a -—(("+w’)( +

ou, ce qui revient au méme,

Bw—-Cv  (Bw—Co)+(Bw—Co) (Bw—Co)—(B,w—Cp)

u - u - W

A+A,

(’+ wi\ . o ot
2 —_ ' 4 —_——
kru ( [VIeY ) X ( vy’ )

A—A,

2, vl 4wt /n L _'_>;
b (1= o) + (k —k')(v'+w’)<0+ =

\

par conséquent

N Btv-—C‘._(t+ ,(Bw—(.v),
(35)
Bow—Co= . ::’ul(Bw—Cv),
(k"'u—k’a’)(l—-u—’g%;:-’-} — (K — k')(""““")({' -+ {T)
A,: (!’+W*’ 1 1 A,
(k" w4+ é"u’)(l - W) + (K2 — k) (v + “")(‘5 + U)
(93) 2k1u<’ vt_’_",t)
- Tou
A= 34wt = ! 1 A
(K'tu~+ k’u')(‘l - W > -+ (k't— k*) (v*+ W’)<i_-‘- -+ i‘)_')
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Comme, en vertu des formules (53), on a
A — KB = (u' - u) (' + u),
Ko —Ra'=(0*+ 0 — we) (u—u'),

Kru 4 ke = (0 @'+ 1) (u + u'),

il est clair que les équations (55) peuvent s'écrire comme il suit

H i1
A (014 — ') (l . 1TT_P;:~) + (g + u) (024 w’)< ‘l) ) —
= 3 . "
A (vl+wi+“ul)<l_ vg(:;) + (U — 1) (v 4+ w? )( U/)“_‘—u
56
(36) 4t v’ -+ «v’)
£ B [o1ey 2
A V4w

‘ (o4~ wr+ uu’)(:-— 50 ) +(u——u)(v’+w=)( b.l—,)LM- W’

Les equatlons (54) et (55) ou (50), jointes aux formules (5) et (7),
suffisent pour déterminer complétement les valeurs des constantes
A, B, C. e o, A B

relatives aux mouvements réfléchi et reéfracté, quand on connait les
valeurs des constantes '

u, ¢, w, s, A, B, C

relatives au mouvement incident.
Si I'on veut, dans les valeurs de

A, B, C, A, B, C,
introduire les coefficients réels
u, v, w, v,
ala place des coefficients imaginaires
u, v. w, u',

il suffira d'avoir égard aux formules (g). Alors les formules (54)
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et (56), jointes aux formules (5) et (7), donneront

Bw—(yv _uv—0
Bw —Gv " uv+v’
B’w—-L’ 2y
‘Bw —Gv uxv’

(57)

L ]

A, (v’+w’-—uu’)(1—-!—%‘,1>+(u+u)(v'+w’)<{'3+_—‘l—,)\/-—|u__“
N - Vi W U 1\ —U+0
(v+W+LU)(I——{W—)+(U—U)(V’+W’)(—,)-+U;)\/-—l
k’(s v___’+w’>
Al ' oW U—u
3= T wi -

(v'+w'+uu’)<|—i—l§%)‘,v—)+(u’—u)(v’+w’)(-:,~)+5'-,)\/—-1U+U
et
. —Au+B,vy+Cw=o,
(59) ) “
Av+Bv+Cw=o.

Les calculs se simplifient lorsqu'on suppose I'axe des z paralléle

aux traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante. Alors, la
formule (23) du paragraphe IV devant se réduire &

y =0,
on aura nécessairement

wW=0, w=wy—i=o,

ct par suite les formules (1), (4), (6) deviendront

(60) E: A euE+vy-st H —B eut+vy—:l, E eu.t-«-vy-—.yl
(61) ;f == A, e nE eyt n= B, e—natey—st, E g-nr+oy=st
(62’ g': A/ c“"""Y‘”, 5'2 B’ eu’.z+vy—-n’ E Ll ewEtvy—st,

Alors aussi, les valeurs des déplacements symboliques étant indépen-
dantes de 3, dans chacun des mouvements incident, réfléchi et réfracté,
les dérivées de ces déplacements, relatives i z, s’évanouiront dans les
formules (48) et (50) qui se réduiront aux suivantes

(63) D,t=:0,7, 1) D,{=0.D,7,
(D2 +DHE=(DL+DY)E,

U PTYA N D,— D'—-l+"“‘> 4
[’* ’(6"’%’)""'01)’”5‘[ f<'l‘)""r)"v_0" :



224 MEMOIRE SUR LA REFLEXION ET LA REFRACTION

Comme on pourra d’ailleurs, dans celles-ci, remplacer D, par v, les
formules (63) donneront

{= (lv DxE = Drzlv
ou, ce qui revient au méme,

T=F.  J=U.

- .

Ces derniéres, qui se trouvent déja comprises parmi les conditions
(21), donneront encore

C+C,=0C, u(C—CH=1u'C,

par conséquent

! ! 2u
< - ¢ _ )
(63) S T u+u’ CT u+u’

et 'on tirera des formules (64)

2 ! vt 2 L _.l_.>
A,__(v ““)(' rm)"'(""'u)v <1 o) u—w

! -

A (v’+uu)( ,)+(u——u)v’(l-+—l—)u+“
(66) { o © L¢)

2

! k’(l— - I)

A vY -

AT, ) B R _l_) «—+u

(¢ +uu)(| Ul)')+(u w)y ((‘)+’(‘)'

D’autre part, en vertu des formules (2), (5), (7) et (63), on aura non
seulement

(67) Au+Be=o
et
(68) — Au+B,v=0, Ad+Byv=o,

mais encore

s’ sl
(69) R=u+ vt== k=t + ot = 7

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que les mouvements



D’UN MOUVEMENT SIMPLE, ETC. ' 225

incident, réfléchi et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s'éteignent
pas en se propageant. Alors les valeurs de «, v, s, «’ sont de la forme

(70)  wu=oy=i, e=vWZi, s=sy=1, d=vy=7,

et par suite la partie réelle de «' s’évanouit, aussi bien que la partie
réclle de «. Mais les formules trouvees s’étendent 2 des cas mémes ou
cette condition ne serait pas remplie. Ainsi, en particulier, si I'on a

h <k,
la valeur de «'*, déterminée par I'équation & + ¢* + a? = £, ou
(71) W=+ wi— k2,
pourra s'écrire comme il suit,
W't =Kk?— k'"— u?,
et cette valeur deviendra positive quand on aura
wr<< k*—k'2.

Done alors I'équation (71) fournira pour «’ deux valeurs réelles qui
ne s'évanouiront pas, savoir

(72) =V WK%, u'=\vi4 wi—Kk'?;

et, comme de ces deux valeurs réelles la premiére sera négative, elle
indiquera un mouvement réfracté qui s'éteindra en se propageant
dans le second milieu. Cela posé, si 1'on a

1
(73) T <1,
et par suite
pars o .
4+ <*%

il est clair que des valeurs de ', fournies par I'équation (71) et par la
suivante
'8
T
OEuvres de C. — S. 1, t. XI. : 29

(74) Wres Vi wE—



226 MEMOIRE SUR LA REFLEXION ET LA REFRACTION, ETC.

une seule, savoir la racine négative de I'équation (74), sera inférieure
a la racine négative de I'équation (71), c’est-a-dire a la valeur de «'
fournie par la premiére des formules (72). Donc alors, &n vertu des
principes établis dans le Mémoire sur les équations de condition rela-
tives aux limites des corps, les valeurs de

A, B, C, A, B. C, A, W

correspondant aux mouvements incident, réfléchi, réfracté, seront
encore liées entre elles par les formules (54) et (56).
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LA TRANSFORMATION ET LA REDUCTION DES INTEGRALES GENERALES

0

DUN

SYSTEME D'EQUATIONS LINEAIRES

AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

Considérations générales.

Considérons un systéme d’équatiors linéaires aux différences par-
tielles entre plusieurs variables principales

& on, g,

et des variables indépendantes
Ly ¥, 5, ¢

qui, dans les problémes de Mécanique, représenteront, par exemple,
trois coordonnées rectangulaires et le temps. Comme je I'ai prouvé
dans un précédent Mémoire, on pourra, en supposant connues les
valeurs initiales des variables principales et de quelques-unes de leurs
dérivées, réduire la recherche des intégrales générales des équations
proposées a I'évaluation d’une seule fonction des variables indépen-
dantes, que j’ai nommée la fonction principale. Cette fonction principale
n’est autre choge qu'une intégrale particuliére de I'équation unique
aux différences partielles, a laquelle doit satisfaire chacune des
variables principales, ou méme une fonction linéaire quelconque de
ces variables; et, si, dans tous les termes de celte équation aux diffé-
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rences partielles, on efface la lettre employée pour représenter la
fonction principale, on obtiendra entre les puissances des signes de
différentiation
bz, Dy, D; D,

ce qu'on peut appeler I'équation caractéristique. Ajoutons : 1° que
l'ordre n de cette équation caractéristique est généralement la somme
des nombres qui, dans les équations données, représentent les ordres
des dérivées les plus élevées des variables principales, différentiées
par rapport au temps ¢; 2° que la fonction principale, assujettie a
s’évanouir au premier instant, ¢’est-a-dire pour ¢ = o, avec ses dérivées
relatives au temps et d’un ordre inférieur & n — 1, doit fournir une
dérivie de I'ordre n — 1, qui se réduise alors a une fonction de «, y, s
choisie arbitrairement. Ainsi déterminée, la fonction principale peut
toujours étre représentée par une intégrale définie sextuple, relative
a six variables auxiliaires, et qui renferme sous le signe [ une expo-
nentielle trigonométrique dont I'exposant est une fonction linéaire
des variables indépendantes.

Observons maintenant que, dans beaucoup de cas, on peut abaisser
I'ordre de I'équation caractéristique. De plus, I'intégrale définie sex-
tuple, qui représente la fonction principale, peut souvent étre rem-
placée par des intégrales d’un ordre moindre, ou se réduire méme 2a
une expression en termes finis. En conséquenée, les intégrales géné-
rales d’'un systéme d’équations linéaires peuvent admettre des trans-
formations et des réductions qu'il est bon de connaitre, et dont nous
allons maintenant nous occuper.

I. — Sur la réduction de l'équation caractéristique.

Concevons, comme dans le Mémoire ci-dessus mentionné, que les
variables indépendantes

.

Ty Yy % ¢t

représentent trois coordonnées et le temps ; et considérons en parti-
culier le cas ou, dans les équations données, les dérivées des ordres
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les plus élevés par rapport au temps ¢ se trouvent multipliées par des
quantités constantes, sans étre soumises i des différentiations rela-
tives aux coordonnées z, y, 5. SiI'on nomme ¢ I'une quelconque des
variables principales, et si 'on élimine toutes les autres entre les
équations linéaires données, en supposant les seconds membres
réduits & zéro, on obtiendra une équation résultante

(1) Vs=o,
dans laquelle V sera une fonction entiére des caractéristiques

Dz, "yv D;, Dy

et 'on vérifiera I’équation (1) en prenant pour ¢, non seulement I'une
quelconque des variables principales, mais encore une fonction
linéaire quelconque de ces variables.

Cela posé, nous appellerons équation caracteéristique la formule sym-
bolique
(2) V=o
a laquelle on parvient en effacant la variable principale # dans le pre-
mier membre de 'équation (1) ; ou bien encore, I'équation
(3) $=o0
qu'on obtient en remplacant dans la formule (1),
D, b, D, D,

3

par de simples lettres
u, ¢, w, s

Si la fonction symbolique V est du degré » par rapport a D,, on pourra
y supposer le coefficient de D; réduit a I'unité, et le nombre » repré-
sentera I'ordre ou le degré de I’équation caractéristique. Si d’ailleurs

on nomme
w(.r, ¥, 3)

une fonction quelconque des trois coordonnées @, y, 5 ;
A opov,oU ¥, W
des variables auxiliaires et réelles ;

u, ¢, w
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des variables imaginaires liées & v, v, w par les formules
u=uy—1,  e=vW=1, w=wy=i;
et @ la fonction principale, on trouvera

dhduv dpdv dvdw
am am am

= m()\, ) v)

le signe £ du calcul des résidus étant relatif a la variable s considérée
comme racine de I’équation

$ == o.
Ajoutons que la fonction principale @, dont la formule (4) fournit la
valeur, sera complétement déterminée par la double condition de
vérifier, quel que soit ¢, 'équation aux différences partielles

(5) Vo = 0,
et, pour une valeur nulle de ¢, les formules
(6) m=o0, Dw=o, ceey Dty =o, DI 'm=w(x, y, z).
Cela posé, nous allons indiquer les avantages que peut offrir la réduc-
tion de I'équation caractéristique
V=o0

a une autre plus simple et de la méme forme.

Admettons d’abord que chacune des équations linéaires données ait
zéro pour second membre. Alors, les valeurs initiales des variables

principales §, v, {, ... et d’un nombre suffisant de leurs dérivees rela-
tives & ¢, étant supposées connues, les valeurs générales de

E‘ N,y c» T ey

par conséquent aussi la valeur générale d’une fonction linéaire ¢ de
ces variables ct de leurs dérivées, se composeront de termes de la

forme
Ow,
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O désignant une fonction entiére de

D.,, b, D, D,

H

et @(x, v, 5) I'une des valeurs initiales données des variables princi-
pales ou de leurs dérivées relatives a ¢. Or le terme

Ow

pourra étre réduit 2 une forme plus simple, si O et V ontun commun
diviseur algébrique. C'est ce que I'on prouvera sans peine, en cher-
chant 'intégrale définie sextuple qui, eu égard a la formule (4), devra
représenter (o, ou bien encore, en raisonnant comme il suit.

Soit M un commun diviseur algébrique de ¥ et de O, représenté
par une fonction entiére des caractéristiques

. D, D, D, D,
en sorte qu'on ait

T=0Y, e 0O=80,

¥,, O, désignant encore deux fonctions entires des mémes caracté-
ristiques. Sil'on nomme », le degré de V, par rapport aD,, n — n,sera
celui de M, et l'on pourra, dans les fonctions symboliques D, V,,
comme dans la fonction ¥, supposer les coefficients des puissances

de D, les plus élevées réduits a Punité. Cela posé, il est clair d'une
part que I'équation (5) prendra la forme

(7) V0w =o,
et que les conditions (6) relatives & une valeur nulle de ¢ entraineront
les suivantes
(8) Pwm:=o0, DBPw=0, ..., D!} Bw=:0, D}"'BPo=w(ry,3);
d’autre part, que I'on aura identiquement

Oz =00a.

Faisons maintenant, pour abréger,

Do =ow,"
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I’équation (7) deviendra

(9) v.®,=o,

et, en vertu des conditions (8), on aura, pour une valeur nulle de ¢,

(10) w,=o, Dyw,=0, ..., D}'w,=o0, D}'w,=w(z,y,s);

tandis que la formule :
Oo=00s

donnera '

(11) Owv=0w,

Drailleurs les formules (g), (10), qui suffisent pour déterminer com-

plétement la fonction @, sont entiérement semblables aux for-

mules (5), (6), qui déterminent la fonction w; et, pour passer des

unes aux autres, il suffit de réduire, dans la recherche de la fonction
principale @ ou w,, I'équation caractéristique

V=o
a I'équation caractéristique plus simple

V,=o,

dont le premier membre-est par rapport & D,, non plus du degré n,
mais seulement du degré n,. En conséquence, la formule (11) entrai-
nera la proposition suivante:

Premier TukorEME. — Soit donné entre les variables principales
| Ev n &,
et les variables indépendantes
| z, ¥, 5t

un systéme d’équations linéaires aux différences partielles et & coe 2 [ficients
constants, dans lesquelles les dérivées des ordres les plus élevés par rap-
Pport a i se trouvent multiplices par des constantes, sans étre soumises &
des différentiations relatives aur coordonnées , Y. 3; on pourra sup-
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poser, dans le premier membre de I'éguation caracteristique, le coef ficient
de la puissance de D, la plus élevée réduit i l'unité. Cela Posé, soit

Ow

Uun des termes dont se composera la valeur generale del’une des variables
principales, ou d’une fonction linéaire s de ces variables et de leurs déri-
vées, la lettre & désignant dans ce méme terme la Jonction principale.
S'il existe un commun diviseur algebrique M entre le premier membre de
I'équation caractéristique et la_fonction de

'D.‘m ')_y" Du "b

désignée par O, on pourra, dans la recherche de lu Jonction princi-
pale &, qui correspond au terme Ow, réduire U'eéquation caracteristique
a une forme plus simple, en divisant par M le premier membre de cette
équation, pourvu que !'on divise aussi par D la valeur trouvée de O1.

Cororrame. — Si D, étant diviseur de V, ¢’est-a-dire du premier

membre de I'équation caractéristique, est aussi diviseur de O dans

chacun des termes
Ow

dont se compose la valeur générale d'une fonction linéaire ¥ des
variables principales et de leurs dérivées ; alors, dans la recherche de
la fonction principale correspondant a chaque terme de la valeur
générale de ¥, on pourra réduire le premier membre V de I'équation
caractéristique au rapport

=V

1"

a8l qa

pourvu que I'on divise aussi par B, dans chaque terme O w, la valeur
de OJ. Mais alors 8 pourra étre représenté par une somme de termes

de la forme
Dlml’

pour chacun desquels la fonction principale o, vérifiera la formule

V,®,=o;
OEuvres de C. — S. I, t. XI. 30
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et par suite on aura encore, quel que soit ¢,

Vis=o.
Le cas ou la réduction indiquée s’appliquerait a tous les termes com-
pris dans la valeur de ¢ est donc précisément le cas ou, des équations
linéaires données, jointes a la formule qui détermine » en fonction de -
& n, ¢ ..., on pourrait déduire par élimination, non seulement
I’équation

Vs = o,
mais encore une équation plus simple

Vs=o,
V, étant le quotient de V par un diviseur algébrique 3. Réciproque-

ment, si la variable ¢ satisfait en général non seulement 4 I'équation

Vs=o,

mais encore a une équation plus simple

Ve=o,
dans laquelle on ait
v
V,: i‘?

le troisiéme théoréme du paragraphe 1V du Mémoire sur I'intégration
des équations linéaires pourra étre appliqué a la détermination des
variables principales £, v, §, ... et par suite & la détermination de la
variable ¢, de telle sorte que chaque terme de « se présente successi-
vement sous la forme

[}
-VVW—DU'

puis sous la forme plus simple

0,
v

/

Vo=0,0=0,w,.
Il en résulte évidlemment qu’on pourra substituer au théoréme dont il
s’agit la proposition suivante :
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Devxitme Tutorime. — Soient données entre plusieurs variables prin-

cipales
L om, & ...

et les variables indépendantes
Zy, ¥, 3, U

des €quations linéaires aux différences partielles et a coefficients con-
stants, en nombre égal a celui des variables principales. Concevons d’ail-
leurs que U'ordre des dérivées de %, v, {, ..., relatives a t, puisse sélever
Jusqu'a n’ pour la variable principale %, jusqu’a n” pour la variable prin-
cipale v, ..., les coefficients de

DieE, £,
étant indépendants de D, D,, D,, et se réduisant en conséquence a des
quantités constantes. Supposons les variables principales
& o0, &

assujetties non seulement a verifier, quel que soit t, les équations linéaires
données, mais aussi a verifier, pour t = o, les conditions

E=o¢(z, ¥, 3), D E=9¢,(2, 7, 2), ceen DYV E= gy (2, ¥y 5),
n=y(x, y. 5), Den =y, (x, y, ), ey DI tn.=yumy (2, ¥, )

Sotent encore

une fonction lingaire des variables principales §, v, ¢, ... et de leurs
dérivées de divers ordres, et
Vs=o
l'équation différentielle la plus simple a laquelle ¢ doive genéralement
satisfaire en vertu des equations données, V étant une fonction entiere
des caractéristiques
D.m Dy: DZ’ I)ls

tellement choiste que le coefficient de la puissance de D, la plus élevee s’y
réduise & I'unité. Enfin, supposons la fonction principale & déierminée
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-de maniére qu’on ait : 1° quel que sott 1,

Vo =o;
2° pour t = o,

w==o, D;» —=o, vees - Dif'm=o, Ditw =w(x, y. 5),
i deésignant le degré de ¥ par rapport a D, ; et nommons

?9 ‘P,‘ e q»‘—h
o Xiv oo An"—1s

G e e e
ce que devient & quand on réduit w(x, y, z) a l'une des fonctions

o(zy ¥ 38), oz 0y 3 ooy Quai(@y ) 3
X(‘l"y'f’)v Lz, ¥y 3) ooy An =1 (X5 ¥y 5),

Pour obtenir, dans I'hypothése admise, la valeur générale de ¢, il suffira
de remplacer, dans les équations linéaires données, les deérivées

D& D& ..., DFYg
Den, Din, ..., D'y

ey ceeey seey  sesseae

par les différences

DE—Vo, DIE—Y(9,+D3) ...,
E—V(fneit...+DV1g 4+ DV 10),

Din—Vy, Din—V(y~+Dgy), ....°
DIty —V(guroy ke o+ D2y, + D1 y),

puis d’éliminer %, 0, 3, ... entre les nouvelles équations ainsi obtenues et
celle qui fournit la valeur de ¢, en opérant comme si

Dz, D,, D.. D,

etaient de veritables quantites.
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CoroLLAIRE. — Le théoréme précédent offre le moyen d’obtenir sous
une forme plus simple les valeurs générales des variables principales
elles-mémes, lorsque I'équation aux différences partielles la plus
simple, 4 laquelle chacune de ces variables puisse satisfaire, est, par
rapport a ¢, d’un ordre inférieur & la somme

n=n"+n"+....
Si, comme il arrive ordinairement dans la Mécanique, les équations
linéaires données ne contiennent d’autres dérivées relatives au temps
que des dérivées du second ordre dont les coefficients se réduisent a

I'unité, alors, au lieu du deuxiéme théoreme, on obtiendra la propo-
sition suivante : :

Tnmsmm TukontME. — Soient données, entre n variables principales
& o, &,
et les variables indépendantes
T, ¥, 5 &

n équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants,
qui renferment, avec les variables principales et leurs derivées de divers
ordres obtenues par des differentiations relatives aux coordonnées x, y, s,
les dérivées du second ordre relatives au temps, savoir

DFE, Din, DX, ..,

les coefficients de ces derniéres dérivees élant égaux a l'unité. Supposons
d’ailleurs les variables principales

& =0, &,

assujetties non seulement a vérifier, quel que soit t, les équations données,

mais ausst a verifier, pour t = o, les conditions

E=o(z, y 3) =y (T )3 =Y (z, 7 3), e
Di=®(z, 5,3), . Dn=X(r,y,3) D =W(,y, 3), cees
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Soient encore

Uune quelconque des variables principales
E’ n, t’

ou bien une fonction linéaire de ces variables et de leurs derivées de divers

ordres, et
Vs=o

Véquation aux différences particlles la plus simple a laquelle v doive géne-

ralement satisfaire, en vertu des €quations données, V étant une fonc-
tion entiere des caracteristigues ‘

l)xs D.J‘o .DS\ l)l

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée 'y
réduise & l'unite. Enfin, soit i le degré de cette puissance, qui pourra étre

ou égal ou inférieur a 2n ; supposons la fonction principale w déterminée
de maniere que U'on ail : 1° quel que soit ¢,

Vo =o,
2° pourt=o,
w=o0, Dm=o, ..., DiPw=o0, Ditw=w(z,?, 1),
el nommons
?) x1 ¢, e ey 0’ x’ W’

ce que devient & quand on réduit & (z, y, 5) a I’une des fonctions

q:(x,y,z), X('”’}'H")’ q‘(x,)’»s), ey
®(x, y,3), X(=z, y,3) W, ¥, 2),

Pour obtenir, dans 'kypothése admise, la valeur générale de v, il su ffira

de remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées du second
ordre

par les différences

ME—V(®+Dip), Din—V(X+Dyy), DI{—V(¥+D,y),

ey
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puis d’éliminer &, v, {, ... entre les nouvelles équations ainsi obtenues et
celle qui fournit la valeur de «, en opérant comme si

D.. D, D, D,

H

élaient de véritables quantites.

Les théoremes deuxiéme et troisiéme supposent que les seconds
membres des équations linéaires données se réduisent i zéro. Si ces
seconds membres devenaient fonctions des variables indépendantes

z, y, 5 Ut
on pourrait appliquer 4 la détermination des valeurs générales de

E’ &,

le théoréme IV du paragraphe IV du Mémoire sur P'intégration des
équations linéaires, en combinant ce théoréme avec les propositions
nouvelles que nous venons d’établir.

Il. — Sur la décomposition de la fonction principale.

La fonction principale &, relative a un systéme d’équations linéaires
aux différences partielles, peut étre, comme on I'a dit, représentée par
une intégrale définie sextuple, savoir, par celle qui constitue le second
membre de I'équation (4) du paragraphe 1. Dans cette intégrale, la
fraction rationnelle

dépend des variables auxiliaires

u, ¢, w, s

et se décompose en fractions plus simples, lorsque le polynome 3,
considéré comme fonction de s, est lui-méme décomposé en facteurs
de degré moindre. Or, la décomposition de la fraction rationnelle

1

3
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en plusieurs autres, entraine évidemment la décomposition corres-
pondante de I'intégrale sextuple qui représente ou la fonction princi-
pale @, ou I'une de ses dérivées prises par rapport au temps, en d’autres
intégrales de meéme espéce. 11 peut d’ailleurs arriver que ces derniéres
représentent de nouvelles fonctions principales correspondant a de
nouvelles équations caractéristiques, ou que, sans les représenter,
elles leur soient respectivement proportionnelles. C’est ce qui aura
lieu, par exemple, si, le degré n de I'équation caractéristique étant un
nombre pair, le premier membre V de cette équation se présente sous
la forme

0 V=(D}— G)(D}—H)...,

G, H, ... désignant des fonctions qui renferment seulement

D.-u Dyy l)zv

et qui soient entre elles dans des rapports constants. En effet, sup-
posons que, m étant un nombre entier quelconque, on différentie
m fois ‘par rapport a ¢, la fonction'principale o déterminée par
I'équation (4) du paragraphe 1. On trouvera

e[

> eu(-r—).)-o—v(y—p.)+w(:—V)+tt d)\ IiU dp' dV dv dW
27 27 27

(2)

le signe £ du calcul des résidus étant relatif aux diverses racines de
I’équation

8 =o.
D’autre part, si I'on nomme

ce que deviennent

quand on y remplace

o1 . Dy Dy, D par w9, w,
on au'éa,iéh vertu de la formule (;1), ; -

(3) : $=(s'—G)(2—5)...,
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et par conséquent
(4) T

les numérateurs g, 4, ... désignant, en général, ainsi que G, 5, ...,
des fonctions des seules variables u, v, w. Mais ce qu'il importe de
remarquer c'est que, dans I'hypothése admise, ou les fonctions
G, H, ... et par suite les fonctions ¢, 5, ... sont entre clles dans des

rapports constants, le numérateur g, ou la véritable valeur acquise
par la fraction
8'"(8’— (J,) _ s
S T—-5...

(]
uand on pose s* = ¢, se réduira simplement 2 une constante si 'on
4
prend

m=—n— 2,
attendu qu’alors

sm et (S’——'c‘)))o..:—’-_r'——

deviendront proportionnels 2g* . Laméme remarque étant applicable
a chacun des numérateurs
& hyo ...

il est clair que, si, dans les équations (2) et (4), on pose m = n—2,
on en tirera

e e[

d)du dp.dv dvdw
®  am  am

N R

d)du dp.dv dv dw
a7 a7 aT

\ B e

3 @UT—R) +v(y—[L)+w(S—V)+st

¢ @U(T—N) 4 (Y~ )+W(3=V)+4L

Soient d’ailleurs
mh wu

les-fonctions principales correspondant, non plus a I'équation carac-
QFuvresde C. — S. 11, t. XI. : 3
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téristique
V=o,
mais aux suivantes
Di—G=o0, D!I—H=o,

11 est clair que, pour obtenir les valeurs de

wy, Wy, ey
exprimées par des intégrales définies, il suffira de remplacer succes-
sivement dans la formule (4) du paragraphe I, la fonction

8
par chacun des binomes

5"‘6» s!_—f’)”
On aura donc encore
NN =
Y, ((S’—‘l))

dA du dp. dv dvdw
am  am am

DR oY O A I =

dhdu dp.dv dydw
axw . am 2w

= e E=N)+o(y =) +w(S~v)+ st

> eu(t—k)-o—v(_r~p.)+w(:—v,+u

et par suite la formule (5) donnera
(7) DiI'm=go+ hw,+....

Donc, si I'on différentie 2 — 2 fois, par rapport & ¢, la fonction princi-
pale @ correspondant a I'équation caractéristique

Y =o.

la dérivée ainsi obtenue se composera de plusieurs termes respective-
ment proportionnels aux fonctions principales

Wy, Wy,
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Observons d’ailleurs : 1° que la fonction principale @ est complétement
déterminée par la double condition de vérifier, quel que soit ¢,
I'équation

(8) Vo =o,

et pour ¢ = o, les formules

(9) m=o, D =o, cey Di-ter =o, DI'w=w(z, 7y, 3);

2° que pareillement les fonctions principales ,, @,, ... sont com-
plétement déterminées par la double condition de vérifier, quel que
soit ¢, les équations

(10) (M —6G)ywmy=o0, (D}—H)m=o,
et pour ¢ = o, les formules

w;==0 Wy=0
(ll) Al * b

Do, =Dwy=...— o(x, y,3).
Cela posé, si I’on indique & Paide des caractéristiques
D;', Dt DS, ...,
une, deux, trois ... intégrations effectuées par rapport a ¢, a partir de
P'origine ¢ = o, on tirera évidemment de la formule (7)
(12) e=D;"Y(gw + hwy+...).
1l est bon de remarquer encore que, dans le cas ou, m étant égal

a n — 2, les numérateurs g, A deviennent constants dans la for-
mule (4), cette formule entraine la suivante

Dy-? g h

(13) v =]),’-—G+D,’-—ll+'”'

Effectivement, lorsque les fonctions
.l);g Dy’ D:v

représentées par g, 4, ..., sont entre elles dans des rapports constants,
il résulte de la formule (1) qu’on peut satisfaire i I'équation (13), en
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attribuant a g, 4 des valeurs constantes. Ces valeurs sont précisément
celles qu’il convient d’employer dans la formule (7) ou (12).

Au reste, sans recourir a la transformation de la fonction princi-
pale = en intégrale définie, on peut établir directement la formule (7)
ou(12), en prouvant que la valeur de =, déterminée par la formule (12),
vérifie non seulement les conditions (g9), mais encore I'équation (8) ;-
et d’abord il est clair que cette valeur et ses dérivées, prises par rap-
port au temps, mais d’un ordre inférieur & n —1, s’évanouiront
pour ¢ = o. De plus, on tirera de la formule (12) : 1° quel que soit ¢,

D?"m:'gn,w.—kh[),mg-l-.. .y

2° pour ¢ = o, ayant égard aux formules (11),
DMt =(g+h+...)5(2, ¥, 2);

et, comme d’autre part on conclura de I'équation (13), en réduisant les
deux membres au méme dénominateur,

g+h+...=1,

on peut affirmer que la valeur de @, déterminée par I’équation (12),
vérifiera encore la derniére des conditions (g). Il reste & prouver que
la méme valeur vérifiera, quel que soit ¢, I'équation (8). Or consi-
dérons, par exemple, le cas ou I'on aurait » = 4. Dans ce cas, la for-
mule (13), réduite a
D} P h
Di—G)(D;—H) Dj—G ' Di—H’

donnera, non seulement
&+h=i,
mais encore .
gH+hG=0, AIG=—gH;

et de I’équation (7), réduite a la forme
(1%) Do =gwo + hw,,

on tirera
(Do =G(gw+ hw,) = gGw,— gHw,;
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puis, en ayant égard aux formules (10),

D!Gw =D} g(w — ),
et, en intégrant deux fois de suite,  partir de ¢ = o,
(13) Go=g(w,—wm,).

Si maintenant on combine entre elles les formules (14), (15), on en
conclura -
(D} —G)w=(g + h)w,,

et par suite, eu égard a la seconde des formules (10),
(16) (D} —G)(D! — H)w =o.

Or I'équation (16) est précisément celle a I:;quelle se réduit I’équa-
tion (8), dans le cas ou l'on suppose n = 4 : par conséquent

V=(D;—G)(D}—H);

et il est aisé de s’assurer que des raisonnements semblables suffiraient
pour déduire I'équation (8) de I'équation (12) dans le cas méme ou le
nombre » deviendrait supérieur a 4.

Ajoutons que la proposition contenue dans la formule (12) peut étre

généralisée ; et, en cffet, on peut établir, a I'aide des mémes raison-
nements, celle que nous allons énoncer.

TukoriME. — Supposons que, dans I’ équation caractéristique

V=o,

la plak haute puissance de D, ait pour coefficient I'unité, et que le pre-
mier membre V de cette équation soit décomposable en facteurs de méme
Sforme, en sorte qu'on ait
V=vVv.. .
Soient d’ailleurs
Cw, o, Wy,
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les fonctions principales correspondant aux équations caracteristiques
V=o, Vi=o, V'—=o,

Si l'on a identiquement

’ Dy )
(17) -VL:'%-‘_TI”-P""

8 by ... désignant des quantités constantes, on en conclura

Di'w=gw + hwy+...,

et par conséquent
(18) o=D"(gw + hw,+...).
Hl. — Transformation de la fonction principale.
Soit

V=F(D,, D,,D,, D))

le premier membre de I'équation caractéristique correspondant 4 un
systteme d’équations linéaires qui renferment les variables indépen-
dantes x, v, 3, t. Soit encore 2 I'ordre de cette équation, dans laquelle
nous supposerons le coefficient de D! réduit a I'unité ; et nommons

(1) 8=F(u,v,w,s)
ce que devient le premier membre V, quand on y remplace

. D., D,, D;, D,
par de simples lettres
u, 0, . w, s,

Enfin, représentons par '
v, VvV, W, Aoopov

six variables auxiliaires, dont les trois premitres soient liées avec
u, v, w par les formules

(2) u=u/—1,  e=wW"1, w=w/I;
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et considérons s comme une fonction de u, v, w déterminée par
I'équation
(3) : 8 =—o.
Ainsi que nous l'avons déja dit, la fonction principale @, assujettie a
vérifier, quel que soit ¢, I'équation linéaire
Vo =—o,

et, pour 2= o, les conditions

@ =o, Diwm=o, veey D} *w=o, Dite =w(a, y, 3),

sera déterminée par la formule

= S

dhdu dp.dv dv dw
am  am 2w

¢ @ME=N+o(y—)+w(3—V)+st

le signe £ du calcul des résidus étant relatif aux différentes valeurs

de s qui vérifient ’équation (3). Par suite, sil’on nomme m un nombre
entier quelconque, on trouvera

et

dhdy dpdv dvdw
amw  am  am

< eH(T=N)+V(y —P)+w(3=V, +5¢

Or les valeurs précédentes de la fonction principale  ef de sa dérivée
de I'ordre m, c'est-a-dire de D}'@, peuvent subir des transformations
diverses que nous allons indiquer.

Si I'on consideére les trois variables auxiliaires

v, Vv, W

comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les
transformer en trois coordonnées polaires, dont la premiere sera le
rayon vecteur k mené de I'origine au point (v, v, W), c’est-a-dire au
point qui a pour coordonnées rectangulaires v, v, w, a l'aide d’équations
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de la forme

(6) v=XK cosp, v=ksinp cosq, w = k sinp sing.

Pareillement, si I'on considére les trois variables auxiliaires
AoByov,

ou plutot les trois différences

A—2, p—y, v—3,
\
comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les
transformer en trois coordonnées polaires, dont la premiére soit le
rayon vecteur p mené du point (x, y, ) au point (A, u, v), ou plutot
de l'origine au point (A — z, & — y, v — 3), & I'aide d’équations de
la forme

(7) A—=z—=pcosh, p—y=psinfcost, v—3s=psindsint.

Soit d’ailleurs 3 I'angle compris entre les rayons vecteurs k. g; on

aura
U(A—2) 4+ v(p—7y)+wW(v—3)

COS0 == kp

ou, ce qui revient au méme,
(8) cosd=rcospcosb + sinpcosqsinfcost -+ sinpsin qsinfsinr.
Cela posé, comme, en désignant par
.
Sz, y,5)

une fonction quelconque des trois variables @, y, 3, on aura géné-
ralement, eu égard aux formules (6),

j”f.f.f(u, v, W)du dvdw = f"f”f“f(”'v’ w)k’sinpdpd.qdk
TetTeTee o Yo Yo

N T T e
:';j [ / J(v, v, w)k?sinp dp dq dk,
o o e
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et, eu égard aux formules (7),

ff ff“\*I,}l——}',v-—z)d)\dydv

-0 —-nﬂ—-n’ﬁ .

= ff ff(l—-»’l',#——y.v~—:)p’sin@d@d-rdp
0

X9 2T aw
=i (A—w,p—y,v—3) sin 6 df dr dp,
2»[ [ / S Y e 4

I'équation (4) donnera

1‘.’

Im:—( f[" "m(h g v)
(9) SN CN
% et =kpeusd yTT K*p? sinp ﬁinedpd" dk df dr ({p’
‘ S (2m)?

249

le signe & du caleul des résidus étant toujours relatif aux diverses

valeurs de s qui vérifient I'équation (3).
On tirera pareillement de la formule ¢5)

L
|

¢ est—kp eosd y=1 k*p? sinp siu@dp ‘IQ(‘ikr‘){f dr "P.

Admettons maintenant que
F(l)xt Dyr I):,’ Dl)
soit une fonction homogéne de

Dz, Dy, D, D,

Alors, si I'on pose

(11) s=koy—1,

la formule (1), jointe aux équations (2), (6) et (11), donnera
3 =(ky=1)"F (cosp, sinp cosq, sinpsing, w);

el, par suite, I'expression

OFuvres de C. — S. 11, t. XI. 33
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se transformera dans la suivante

é/ é: mm(m [=7)m-n+ emq:‘,’
((5)) d"’ ((F(cosp, sinp cosq, sinp sing, )))

lorsqu’on supposera le s:gne & relatif, non plua a la variable s, mais
4  considéré comme racine de I’équation

(12) F(cosp, sinp cosq, sinp sing, w) = o

(voir le Tome I des Exercices de Mathématiques, p. 171) (*). Cela posé,
la formule (10) donnera

et [ Lo

(13) ¢
) ? 5 ekiwi—peod) V=T @7 P sinpsinfw(, 1, v) dp dqdk dfdrdp

((F (cosp, sinp cosq, sinp sinq, w)))

Si, dans cette derniére équation, on prend

m=n-—3,

afin de réduire 4 zéro I'exposant de ky — 1, on trouvera simplement

ez [ LA

(th) ¢ w=tptsinpsin 0w (), u.v)dpdq dk dodedp

< gl t=pcosd)y=T
((¥(cosp, sinp cosq, sinp sing, w)))

et si, dans la formule (14), on remplace

k  par 053’
on devra en méme temps, pour que les limites de 'intégration rela-
tives 4 k ne soient pas interverties quand cos & changera de signe,
remplacer

dk par _dk .

ycos*d

(!) OEuvres de Cauchy, série 11, t. VI, p. 214, 215. .
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En conséquence, la formule (14) donnera encore

|ortm g [

(15)
' " prsinpsinfw(}, p, v) dp dq dk df dr dp
((F(COW, Slnpcosq,smpsmq,m))) Veostd

D’autre part, si I'on désigne par r une quantité quelconque, et par f(r)
une fonction quelconque de r, on aura, en vertu d’une formule
connue,

/‘f‘f(P)cnr-rﬂw’:?dk dP = gnf(");

ct par suite, en ayant égard aux équations
(16) A=z +pcosh, p=y-+opsinbcost, v=23+ psinfsing,

qui se déduisent immédiatement des formules (7), on trouvera

o Py ml
ff e mb )Fp *w(d, 1, v)dk dp

»?e? wt 373 wt
=an——w(r+ cos ,y+~ ——sinf cosr, .+———Jm05m
c0s*0 cosd 0s0 080

Donc I'équation (15) entrainera la suivante

. 1 . n I ki 2T
snf‘"“”—‘—;@&ff ff

w1 sinp sinfw(A, m. v) dpdq df dz
((l(cosp,smpcosq, sinp sing, w))) cos’a\/cos’é

(17)

le signe £ étant relatif aux diverses valeurs-de o qui vérifient I'équa-

tion (12), et les valeurs de A, u, v étant données, non plus par les for-
mules (16), mais par celles-ci

/

wi wl . wl .
= . =y -4 —=sinfcost, v=1s5+ —sinfsint.
(18) A x+é-o—s-écose, p=y + c_gsinfcost, + cosgSindsinT
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On tirera d’ailleurs de I'équation (17),

e

(19) ¢
w*=!' e sinpsinfw(}, g, v) dp dq df d

((F(cosp, sinp cosq, sinp sing, m))) cos‘éVcos’&

la caractéristique
|);(B-‘S)

devant dtre remplacée par 'unité dans le cas oi1 'on aurait

n=3,

et indiquant, lorsqu’on suppose
n>3,

n — 3 intégrations effectuées par rapport a ¢, apartir de 'origine z=o.

Si I'on supposait
n<3,
par conséquent,
n=i ou n=a,

I'équation (14), réduite a la forme
D bL b
SB:‘ ain? Vf f f f
(30) ) < w*=1tsinpsinfw(}, 1, v) dp dg ‘_i_gi?.,
((F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, w))) cos?dy/cos*s

continuerait de subsister, et se déduirait directement, i I'aide des
raisonnements dont nous avons fait usage, non plus de I’équation (10),
mais de la formule (5).

IV. — De la fonction principale qui correspond a une équation
caractéristique homogéne et du second ordre.

Considérons en particulier le cas ou, I'équation caractéristique étant
homogéne et du second ordre, la formule

Vo =o
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se réduit a
(1) Diw=(aDi+ bD}+¢cD}+ 2dD,D,+ 2¢D, D+ 2fD.D,)w,

a, b, c, d, e, fdésignant des quantités constantes. On aura, dans ce
cas,
V =F( ) D,ﬁ D, D))
= D} —(aDi+ 5D+ ¢D! +2dD, D, +2eD. D, + 27D, D, );

par conséquent
F(z, y,5,t) =0~ (az’+ by*+ cz*+ adyz + 2e5z + 2 fxy);

et comme on devra poser n = 2dans laformule (19) du paragraphe I1I,
cette formule donnera

ot [

(2) ' < witsinpsindw(},,v) dp dq df dr
((F(cosp, sinp cosq, sinpsing, w))) cos'6y/costo

les valeurs de A, i, v et de cos & étant

3) )\_ux-:———‘—acoso p=y 4+ ——

(4) €088 = cosp cosd -+ sinp cosqsinfcost + sinp sinqsindsinz,

Wt wl . .
——sinfcost, v=3s-+ —=sinfsinr,
cosd .~ cosd
le signe £ étant relatif aux deux valeurs de @ qui vérifient la formule
(5) F(cosp,sinp cosq, sinpsinq, w) = o.
Lorsque le polynome
azt+ by'+c3*+ adys +2esv + 3 fry

conserve une valeur positive pour des valeurs réelles quelconques de z,
¥» 3, les deux valeurs de w fournies par ’équation (5) sont réelles.
Alors, si I'on désigne par Q celle des deux valeurs qui est positive, la
valeur négative sera — Q; et, comme on aura

F(cosp, sinp cosq, sinp singq, 0) = w!— Q,
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on trouvera

r ®
& ((F(cosp, sinp cosq, sinpsing, w)))

(A, 1y v)

SR U — (x+ —sC0s0, -+ ——f—smecosr s 2 smesmr)
®) T C((0—9Y) cosd 0s0 12T Coso
1 Qe Qe . ' Qe .,
== -m<x+ ——c080, y+ —=sinfcost, s+ —=sinfsint
2 cosd cosd cosd

1 Qe Q¢ Qe
- o £ — —=cosb, y— inf cost, 53— ——sin0si
+3 ( cosd O8N Toss! ! cosa " nr),

D’ailleurs, si les quantités
cosp, sinpcosq, sinpsing

viennent 4 changer de signe, cos¢ changera designe, mais Q ne variera
pas; et comme, en supposant les intégrations effectuées par rapport
aux angles p, q entre les limites

p=o, p=m, (q=o, =am,
on a généralement, quelle que soit la fonction f(z, y, 3),
T X .
f f f(cosp, sinp cosq, sinp sinq) sinp dp dq
0 0
T i
.—_-f f f(— cosp, — sinp cosq, —sinp sinq) sinp dp dq,
0 o
on trouvera encore

f“ mm x4+ -s—z-t—cose “+ -—%—t—sinecosr
A ,[ cosd 'V Cose ’

Qt . .
s + —~=sinfsint
€089

= " mw a:--—g-z-i-cose — 2 infc
"[ [ cosd 1Y Coss 087,

: sinsim‘) Sinp dpdq

Q
cos 3 cos? 6\/cos’3

Cela posé, on tirera évidemment de I’équation (2), jointe a la for-

sinpdp dq
cos?3y/cos* S
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mule (6)

D, T dp dqdfds
(7) w:-—--—-—f f f f tsinpsinfo(A, ®, v) ——u—,
7 LAKLRV/ SR A A A P v 1')cos‘é\/co's.’b“

les valeurs de A, , v étant

;
(8) )\_x—f--iz—gcose p=y+ Qlasmecosr, V=134 s::(ssmenmr

Concevons maintenant que les formules

x=ax+ fy+es,
y=Sfx+by—+ds,
z==ex +dy +cs3,

en vertu desquelles x, y, z sont des fonctions linéaires de z, y, s,
étant résolues par rapport a z, y, 3, on en tire

z=ax+Ify + ez,
y=fx +by~+uz,
—=ex +dy +cz;

et posons pour plus de commodité
F(x.y,z,t)=1"— (ax?+Dby*+ cz'+ 2dyz + 2ezx + 2afxy).
Si U'on fait pour abréger
(9) (D::.(abc——ad’—-be’—cf’+adef)’t,

les coefficients
a, b, C, d, e, f,

contenus dans la fonction § (x, y, z, t), se déduiront des coefficients
a, b, ¢, d, e f
contenus dans la fonction F(z, y, 3, ¢), 4 I'aide des formules

{ bc— ca—et _ab—r?
| 2= b=—F— ¢="@
¢

ef —ad d— be de — ¢,
"’= f@t e

’

(10)
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et, comme les deux polynomes

az?+ by'+c3t+adys +aesx +afzy,
ax? +hy*+ cz* + adyz + 2ezx + afxy

seront égaux I'un et I'autre 4 la somme
ZX + Yy + 32,

il est clair qu'ils seront égaux entre eux, et que, si le premier reste
positif pour des valeurs réelles quelconques des variables qu’il ren-

ferme, on pourra en dire autant du second. Cela posé, on pourra satis-
faire & la formule

(1) F(cosb, sinf cost, sinfsint, @) = o

par une valeur réelle ct positive de @. Si 1'on adopte cette valeur, et si
I'on observe d’ailleurs qu'en vertu de I'équation (4) et de la suivante

(12) F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, ) = o,
cos ¢ et Q* sont deux fonctions homogénes des monomes
cosp, sinpcosq, sinpsing,

P'une du premier degré, I'autre du second; alors, en désignant par f ()
une fonction quelconque de x, on tirera d’une formule établie dans la
49° livraison des Exercices de Mathématigues[voir la 5° année, p. 16,

formule (47)] ()

(13) ffm (cos&)smpdpdq f f(® cosp)sinp dp;

puis, en remplacant
7='(a)

f(z) par
on trouvera

(14) f fm (cosa) :::'";5%_

(1) GEuvres de Cauchy, série 11, t. IX, p. 388,

< ) sinp dp
8 cosp/ @ cos’ pycos’p
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et par suite P’équation (7) donnera

T
dp df d-
(15) wz—a'n(fof t’smpsm@m(A,;.L,v)e3 P z

cos?py/costp

" les valeurs de A, w, v étant

(6) A=z + ec cos@ p=y+g D sinfcost, v=5 -+ sinfsinr.

1
® cosp

D’autre part, on aura encore

D [“(‘< ; )smpdp__/ f’( t > sinp dp
“Jy \cosp/\eostp o €osp / cospy/cos’p
~( o _L_Y]sinpde
[ [ (cosp) - < cosp)] cos*p
= (L) ¢ ._‘_) _f)+f(=0),
Tl \o o ¢

Done si la fonction f (x) s’évanouit pour des valeurs infinies de x,

ou si du moins elle acquiert pour r = — = et pour & = < deux valeurs
égales au signe prés, mais affectées de signes contraires, on aura
sinp d f(e)+((—¢
(17) Df (coq> P!P Q) [( ).
P/ \/cos'p .

Si dans cette derniére formule on remplace

f(x) par 2t f<-g);
on trouvera

= ¢ sinp dp (L :
D f t"f( — = ’[f<_> - f(—' _)]
o 9°°SP) cos?py/cos*p © ?

Donc la formule (14) entrainera la suivante

sinpdpdq____ ax _t__l ’_f_) __t_)]
8) fo t’r<°053)cos’6\/cos'6 ® e r("’ +l‘( 8))

pourvu que le produit

z (x)
OEuvres de C. — 8. Il, t, X1. 33
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s’évanouisse quand x devient infini, ou du moins change alors de signe
avec x, en conservant au signe prés la méme valeur. Done, par suite,
si le produit

O w(z + tcosh, ¥ -+ tsinf cost, 5 + ¢sinfsint)

)

s’évanouit pour des valeurs infinies de ¢, ou si du moins il acquiert
pour ¢ =—= et pour ¢ = x deux valeurs égales au signe prés, mais
affectées de signes contraires, la formule (7) donnera

| © k3.9

T= e f tsiném(z+—t-c0ﬂ0 y-s—-t-sinecosr

a2tw J J, Y e ) !
‘+£sin65inr d5 dr
) e

('9) < L3 (Y3 ¢ ¢
1 . .

+m££ tsmew(.n-———écose,)——6311160051',
s — L cinGsi dfdr
..--@-sm sint —e-r,

et, comme les deux termes compris dans le second membre de la for-
mule (19) seront évidemment égaux entre eux, on pourra réduire sim-
plement cette formule a la suivante

1 L . . dfdr
(20) ’ w_m[[ tsmOw(l,y,v)-—é—,—a

les valeurs de A, p, v étant

(31) A=z + %cose, r=y+ ésin@cosr, v=3+ %sin@sinr.

Les méthodes dont jai fait usage, dans le précédent paragraphe et
dans celui-ci, pour réduire 'intégrale sextuple qui représente la fonc-
tion principale d’abord & une intégrale quadruple, quand I’équation
caractéristique esthomogéne, puis a une intégrale double, quand cette
équation homogéne est du second ordre, sont précisément les méthodes
qui déja se trouvaient appliquées i de semblables réductions, dans un

Mémoire présenté a ’Académie en I'année 1830, et dans unarticle que
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renferme le Bulletin des Sciences 'du mois: d’avril de la méme année.
J'ai d’ailleurs indiqué dans cet article les conséquences remarquables
qu’entrainent les réductions dont il s’agit, et le parti qu’on peut en
tirer pour déterminer la forme des ondes sonores, lumineuses, etc.,
qui se propagent dans 'espace, sans laisser de traces de leur passage,
quand I’équation caractéristique, étant homogéne, se rapporte a4 une
question de physique mathématique. Au reste, c’est 12 un sujet que je
me propose de traiter avec plus de détail dans un nouveau Mémoire.

Observons encore que la formule (20) est analogue & celle par
laquelle je suis parvenu 4 représenter I'intégrale de I'équation (1),
dans le 20° cahier du Journal de [’ Ecole Polytechnique.

Dans le cas particulier ou les constantes a, b, ¢, d, e, f vérifient les

conditions
a=b

H

c, d=e=/f=o,
le polynome
ax*+ by*+ ca'+ 2dys +2esxr +2fxy,

réduit a la forme 4
a(xt+ y*+ s?),

ne peut obtenirune valeur constamment positive qu'autant que la cons-
tante a est elle-méme positive. Alors aussi la formule (12) donnera

Q=—a, Q:a;;
en sorte que I’équation (1) deviendra -
(22) D}w=Q(Di+D}+ D!)w;
et comme on trouvera
a=b=c= -, d=e=f=o, (D:a*.—_SZ‘,
par conséquent

F(x,y,z,t) =¢— ;"-(x’+y’+ 2).
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il est clair qu’a I'équation caractéristique (22) correspondra une valeur
de la fonction principale @ déterminée, non plus par I'équation (20),
mais par la suivante

1 ® £ 3.9
(23) o= __f f tsingw(h, ,v) do dr,
47: [ 0

les valeurs de A, u, v étant

(24) A=z + Qtcosh, p =y + Q¢sinf cosr, v=25 + Q¢sinfsint.

La valeur précédente de la fonction principale & conduit immédia-
tement a la forme sous laquelle M. Poisson a obtenu, en 1819, I'inté-
grale de I’équation linéaire aux différences partielles, généralement

considérée comme propre i représenter le mouvement des fluides
élastiques (voir le Tome III des Mémoires de I’ Académie des Sciences).

V. — Application des principes établis dans les paragraphes précédents
a Uintégration des équations linéaires qui représentent les mouve-
ments infiniment petits d’un systéme isotrope.

‘Comme nous I'avons prouvé dans un précédent Mémoire (p. 156),
les équations qui représentent les mouvements infiniment petits d’un
systeme isotrope de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou
de répulsion mutuelle, sont de la forme

(E—DHE + FD(Dz§ + Dyn <+ D;¢)=o,
(n (E—=D}n +FDy(Dz& + Dyn+ D;§) =o,
(E—DNHE +FD (D8 +Dyn+D:f)=o,

&, . { désignant les déplacements d’une molécule, mesurés paralle-
lement aux axes des x, y, 3 au bout du temps ¢, et

E, F
étant deux fonctions de
D+ D2+ D}

entiéres, mais généralement composées d’un nombre infini de termes.
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Cela posé, le premier membre V de I'équation caractéristique sera de
la forme
V=vVv",

les valeurs de v’, v” étant
V'=(D}—E), V'=D}—E—(Di+Dl+D}F.

Soit d’ailleurs
Lo}

la fonction principale correspondant a I'équation caractéristique

V=o.
Désignons par

(2) o(ax.y,3), y(2,7.3), Y(2,7,3), Oz, 5), X(z,y,35), W(x,y,3)
les valeurs initiales de
& o, &, l)r5,~_ D, D,

® 7§ & X, W

ce que devient la fonction principale @, quand ony remplace successi-
vement la fonction arbitraire

et par

w(r,y,5)

par chacune des fonctions (2). Pour obtenir les valeurs générales des
variables principales £, v, {, il suffira de résoudre, par rapport a ces

variables, les équations (1), aprés avoir remplacé les seconds membres
par
V(@ + D), V(XD V(¥ + D).

En opérant ainsi, I'on trouvera, pour intégrales générales d’un sys-
téme isotrope, les équations suivantes :

E=V"(® + Do)+ FDII,
(3) n=V"(X+ D)+ FD,II,

=V (¥+D)+FD I,
la valeur de II étant '

4 H=D,(® + D;9) + Dy(X + Dyy) + D (¥ + D, W),
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Si, pour abréger, on désigne par

wy, Wy

les fonctions principales qui correspondraient séparément aux deux
équations caractéristiques
V—=o, V'=o,

on aura

Ve = o, Vo =w,;
et, en nommant

Dy Ats ‘«Pn o, X,, 'P',
ou
Doy A q-'h 9, X, ws

ce que devient la fonction principale
©, ou W,
quand on remplace successivement la fonction arbitraire
w(z, ¥, 3)

par chacune des fonctions (2), on verra les formules (3) se réduire

aux suivantes .
E = (D‘ -+ D‘?‘ -+ F l)yll,

(5) n = Xg"" ])‘X1+ F])_.,ﬂ,
4 :‘lf1+ D[q/l+ FD; 1I.

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent
homogenes, on aura (p. 178)

E=1v(Di+D}+D}), F=1f,
t, f désignant deux constantes réelles, et par suite

D} _1+(1 11

— e u e a—m o

v f v ftv
Donc alorsla formule (12) du paragraphe 1I donnera

(6) w=n,-:<'_t£>;=_:ﬂ,
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et la valeur de o se déduira immédiatement de celles des fonctions

Wy, Wy,

dont chacune, en vertu de la formule (8) du paragraphe IV, se trouvera
représentée par une intégrale double. Cela posé, les intégrales (5),
dins le cas particulier que nous considérons ici, deviendront ana-
logues a celles qu’a données M. Poisson dans les Tomes'VIII et X des
Mémorres de I’ Académie. Si I'on y pose f = 2, elles coincideront préci-
sément avec celles que j'avais moi-méme obtenues a I'époque ou je
m’occupais de la théorie des corps élastiques, et qui ne différent qu’en
apparence des intégrales données par M. Ostrogradsky. Mais, si I'on
admet la supposition f = — 1, la formule (6) donnera simplement

{ t
(7) m:l);’mx:/ /‘tﬂ',(It({t,

et se déduira immédiatement de I'équation
Ve =,
puisqu’on aura, dans cette supposition,

V=D

- Remarque.

Ln vertu des principes établis dans ce Mémoire, on peut souvent
transformer la fonction principale correspondant 4 un systéme d’équa-
tions aux différences partielles et, par suite les intégrales de ce sys-
téme, en leur faisant subir des réductions qui ne diminuent en rien
leur généralité. Mais, outre ces réductions, il en est d’autres qui
tiennent a des formes spéciales des fonctions arbitraires introduites
par l'intégration. Lorsqu'on adopte ces formes spéciales, on obtient
non plus les intégrales générales des équations données, mais des
intégrales particuliéres qui peuvent quelquefois se présenter sous une
forme trés simple, et méme s’exprimer en termes finis. Telles sont,
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par exemple, les intégrales qui représentent ce que nous avons nommé
les mouvements simples d’un ou de plusieurs systémes de molécules.
Au reste, les mouvements simples, et par ondes planes, ne sont pas les
seuls dans lesquels les variables principales puissent ¢tre exprimées
par des fonctions finics des variables indépendantes. Il existe d’autres
cas ol cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi, en parti-
culier, lorsque dans un systéme isotrope les équations des mouvements
infiniment petits deviennent homogénes, des intégrales en termes
finis peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que
j'ai mentionnées dans le n° 19 des Comptes rendus des séances de l’Aca-
démie des Sciences pour I'année 1836 (1°" semestre), savoir, des ondes
dans lesquelles les vibrations moléculaires soient dirigées suivant les
éléments de circonférences de cercles paralléles tracées sur des
surfaces sphériques, ces vibrations étant semblables entre elles, et
isochrones pour tous les points d’'une méme circonférence. De plus, si
ce qu’on appelle la surface des ondes est un ellipsoide, des intégrales
en termes finis représenteront encore des ondes ellipsoidales dans
lesquelles les vibrations moléculaires resteront les mémes pour tous
les points situés sur une méme surface d’ellipsoide, ces vibrations
étant alors dirigées suivant des droites paralléles. Au reste, je revien-
drai plus en détail dans un autre Mémoire sur ces diverses especes

d’ondes qui se propagent en conservant constamment les mémes
épaisseurs.



MEMOIRE

SUR
LES RAYONS SIMPLES QUI SE PROPAGENT

DANS

UN SYSTEME ISOTROPE DE MOLECULES

ET
SUR CEUX QUI SE TROUVENT REFLECHIS OU REFRACTES

PAR

LA SURFACE DE SEPARATION DE DEUX SEMBLABLES SYSTEMEFS.

L. — Rayons simples. Polarisation de ces rayons.

Dans un systeme de molécules sollicitées par des forces d’attraction
ou de répulsion mutuelle, un mouvement simple est, comme on I'a
prouvé, un /mouvement par ondes planes, les plans qui terminent les
ondes étant des plans paralleles qui renferment a un instant donné les
molécules dont les déplacements, mesurés parallélement a un axe fixe,
s’évanouissent et I'épaisseur d’une onde plane ou la longueur d’une
ondulation étant le double de la distance qui sépare deux plans consé-
cutifs de cette espéce. Dans un mouvement simple, lorsqu'il est
durable et persistant, chaque molécule décrit une droite, un cercle ou
une ellipse, et la durée d’une vibration moleculaire reste la méme, non
seulement a toutes les époques, mais encore pour toutes les molécules
du systéme que I'on considére. En divisant la longueur d'une ondu-
lation par gette durée, on obtient pour quotient la vitesse de propagation
d’une onde plane. De plus, lorsque chaque molécule décrit unc courbe

ORuvresde C. — 8. I, 1. XI. 34
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plane, savoir un cercle ou une ellipse, le rayon vecteur mené du
centre de la courbe & la molécule trace des aires proportionnelles au
temps. Alors aussi les plans des courbes décrites par les diverses molé-
cules sont tous paralléles & un certain plan invariable, mené par
P’origine des coordonnées, et généralement distinct d’un second plan
invariable, qui serait paralléle & ceux par lesquels se terminent les
ondes. Quant i 'amplitude des vibrations moléculaires, mesurée par la
portion de droite que parcourt une molécule ou par le grand axe de
Iellipse décrite, elle ne reste la méme, pour les différentes molécules,
que dans le cas ou le mouvement simple se propage sans s’affaiblir.
Dans le cas contraire, cette amplitude décroit en raison inverse de la
distance des molécules i un troisiéme plan invariable.

Il est essentiel d’observer que, une droite étant menée par les deux
points qui indiquent la position initiale d'une molécule quelconque et
la position de la méme molécule 4 un instant donné, le déplacement de
la molécule, mesuré a cet instant, parallélement & un axe fixe, s’éva-
nouira si cet axe est perpendiculaire & la droite dont il s’agit. 1l en
résulte que, dans un mouvement simple d’un systéme de molécules,
un plan mené par un point quelconque parallélement au premier plan
invariable, peut étre considéré a chaque instant comme le plan qui
termine une certaine onde. On peut donc nommer plans des ondes
tous les plans paralléles au premier plan invariable.

Lorsque le systéme de molécules devient isotrope, alors, dans un
mouvement simple qui se propage sans s’affaiblir, les vibrations molé-
culaires sont toujours, ou comprises dans les plans des ondes, ou
perpendiculaires & ces mémes plans. Alors aussi nous nommerons
rayon simple une file de molécules originairement situées sur une
droite perpendiculaire aux plans des ondes, I'awe de ce rayon n’étant
autre chose que la droite méme dont il s’agit. Cela posé, il est clair que,
si, dans un systeme isotrope, un mouvement simple se propage sans
s'affaiblir, les vibrations de chaque molécule pourront étre, ou dirigées
suivant le rayon dont elle fait partie, ou comprises dans un plan perpen-
diculaire a ce méme rayon. Ainsi I'hypothése admise par Fresnel, des
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vibrations transversales, c'est-i-dire perpendiculaires aux rayons,
devient une réalité; et il reste prouvé, comme j'en ai fait le premier la
remarque dans les Tomes IX et X des Mémoires de I’Academie, que les
vibrations transversales sont compatibles avee la constitution d'un
systeme isotrope de molécules qui s'attirent ou se repoussent mutuel-
lement. A la vérité les idées de Fresnel sur cet objet ont été vivement
combattues par un illustre académicien, dans plusieurs articles que
vrenferment les Annales de Physique et de Chimie, et dont P'un est
relatif an mouvement de deux fluides superposés. Mais 'auteur de ces
articles, en discutant les intégrales des équations considérées par
M. Navier et par lui-méme, comme propres a représenter les mou-
vements infiniment petits d’un systéme isotrope, a finalement reconnu
qu'au moment ou les ondes, occasionnées parun ébranlement d’abord
circonscrit dans un trés petit espace, parviennent a une distance du
centre d’ébranlement assez grande pour que les surfaces qui les
terminent deviennent sensiblement planes, il ne reste, en effet, que
deux espéces de vibrations moléculaires dirigées les unes suivant les
rayons, les autres perpendiculairement & ces mémes rayons. Quant
aux différences qui subsistent encore entre les résultats obtenus
par M. Poisson et ceux auxquels jarrive, elles tiennent i ce que
M. Poisson est parti des équations aux différences partielles indiquées
en 1821 par M. Navier, équations qui me paraissent propres a repré-
senter seulement dans un cas particulier, et dans une premiére approxi-
mation, les mouvements infiniment petits d’un systéme isotrope de
molécules. Dans le cas général, les équations de ces mouvements ne
sont pas homogénes comme celles que M. Poisson a intégrées, et si on
les rend homogénes, en négligeant les termes d'un ordre supéricur au
second, le rapport entre les vitesses de propagation des deux espéces
d’ondes pourra différer notablement du rapport obtenu par M. Poisson,
c’est-a-dire de la racine carrée de 3. 11 pourra méme, comme on le
verra dans ce Mémoire, devenir supérieur a toute limite et acquérir
une valeur infinie.

Parlons maintenant des phénoménes qui se rapportent a ce que,
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dans la théorie de la lumieére, on a nommé la polarisation. Si dans un
rayon simple, défini comme ci-dessus, les vibrations moléculaires sont
transversales, ce qui constituera le mode de polarisation, ce sera la
nature de la ligne droite ou courbe décrite par chaque molécule. Le
rayon sera polarisé rectilignement, si chaque molécule décrit une droite.
Alors on pourra le désigner encore sous le nom.de rayon plan, puis-
qu’a un instant quelconque la série des molécules qui feront partie de
ce rayon figurera dans I’espace une courbe plane. Au contraire, le
rayon sera polarisé eirculairement ou elliptiquement, si chaque molé-
cule décrit un cercle ou une ellipse. Alors la série des molécules qui
font partie du rayon figure,  un instant quelconque, une hélice tracée
sur un cylindre & base circulaire ou elliptique, qui a pour axe l'axe
méme de ce rayon. Lorsque la base est un cercle, le rayon vecteur,
mené du centre du cercle au point de la circonférence occupé par la
molécule que I'on considere, décrit en temps égaux, non seulement
des aires égales, mais encore des angles égaux, et par suite chaque
molécule se meut, sur la circonférence qu’elle parcourt, avec une
vitesse constante égale au rapport de cette circonférence & la durée
d’une vibration moléculatre. Donc, pour se faire une idée des vibra-
tions des molécules dans un rayon polarisé circulairement, il suffira,
comme I'a dit Fresnel, de faire tourner I’hélice, qui représente un tel
rayon, avec le cylindre qui la porte, en imprimant 4 ce dernier une
vitesse angulaire constante autour de son axe.

Quant au rayon plan, ou polarisé en ligne droite, il présente une
courbe, plane et sinueuse, composée d’arcs alternativement situés de
part et d’autre de la direction primitive du rayon; et, pourobtenir cette
courbe, il suffit, comme on le verra ci-apres, de projeter sur le plan
qui la renferme une hélice propre a représenter un rayon doué de la
polarisation circulaire. Dans un rayon plan, considéré & une époque
quelconque du mouvement, quelques molécules conservent leurs
positions primitives, c’est-a-dire les positions qu'elles occupaient dans’
I'état d’équilibre; les autres s’en écartent i droite ou a gauche. Les
neeuds du rayon, comme ceux d’une corde vibrante, sont & chaque
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instant les points out les molécules conservent ou reprennent leurs
positions initiales. Seulement, ces neeuds, qui sont fixes dans une
corde vibrante, se déplacent d’'un moment i I'autre dans le rayon
lumineux. Ces neeuds sont, d’ailleurs, de deux espéces différentes,
chaque neeud étant de premiere ou de seconde espéce, suivant que les
molécules desquelles il s’approche en se déplagant dans I'espace se
trouvent situées d'un coté ou de ['autre par rapport 4 la direction
primitive du rayon. Enfin, les distances qui séparent les neuds de
méme espece sont toutes équivalentes a I'épaisseur d’une onde plane,
ou, en d’autres termes, 4 lalongueur d’une ondulation ; et pareillement
la vitesse de propagation avec laquelle chaque noeud se déplace, en
passant d’une molécule & une autre, n’est autre chose que la vitesse de
propagation des ondes planes.

Observons encore que, dans un rayon polarisé¢ en ligne droite, on
doit soigneusement distinguer le plan du rayon, c'est-a-dirc le plan qui
le renferme, et le plan sutvant lequel le rayon est polarisé, ou ce qu’on
nomme le plan de polarisation, ce dernier plan étant toujours perpen-
diculaire a I'autre et passant de méme par I'axe du rayon.

Si, dans un mouvement simple d’un systéme de molécules, on
désigne au bout du temps ¢ par

Ev n, (

les déplacements d’une molécule m mesurés parallélement a trois
axes rectangulaires de «, y, 5, et par

les déplacements symboliques correspondants, ¢’est-a-dire trois varia-

bles dont les déplacements effectifs soient les parties réelles; ces
derniers, en vertu de la définition méme des mouvements simples,

seront proportionnels 2 une seule exponentielle népérienne dont
I’exposant sera une fonction linéaire des variables indépendantes. On
aura donc

(1 E = Aenrterswimst ; B enxroywi=st E = Ceux+vy+rwi—st,
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u, v, w, s, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si
le mouvement simple dont il s’agit est du nombre de ceux qui se
propagent sans s"affaiblir,

u, v, w, s
seront de la forme

vy/=1, vW=1, wy=1, sy—1,

U, ¥, W, s désignant des constantes réelles dont la derniére pourra étre
censée positive. Si, d’ailleurs, en nommant

a, b, ¢
les modules de

et A, i, v des arcs réels, on pose
A =aevi, B = bew-1, C=ce""i,
alors, en faisant pour abréger
kzvm, kr=vz + vy + ws,
on tirera des formules (1)
(2) E=acos(kt—s¢+2), m=bcos(kv—st4p), {(=ccos(kv—st+v).

Alors aussi les plans des ondes seront paralleles au plan invariable
représenté par I’équation

(3) UZ 4+ VY -+ W35 =0;

vsera la distance d’une molécule a ce plan, ou, ce qui revientau méme,
la distance de l'origine des coordonnées au plan d’une onde mené par
le point (x, y, 5); la longueurl d’une ondulation, la durée T d’une

vibration moléculaire, et la vitesse de propagation Q desondes planes,
seront respectivement

enfin,
a, b, ¢

représenteront les demi-amplitudes des vibrations moléculaires,
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mesurées parallelement aux axes des x, y, z, et la phase du mouvement
simple projeté sur chacun de ces axes deviendra successivement égale
4 chacun des trois angles

ke —st+2, ke—st+4+p, ke—st+v,
dans lesquels la partie variable

kv —s¢

représentera 'argument du mouvement simple, tandis que la constante

A, ou P ou v

représentera le parametre angulaire, correspondant a I'axe des x, ou
des y, ou des 5. Cela pusé, comme le cosinus d’un angle ne varie pas,
lorsque I'angle est augmenté ou diminué d'une ou de plusieurs circon-
férences, il est clair qu’on pourra, sans inconvénient, augmegpter ou
diminuer chaque phase et par suite chaque paramétre angulaire d’un
multiple du nombre 2x.

Si chaque molécule se meut en ligne droite, les déplacements

£ = ¢
devront conserver entre eux des rapports constants, ce qui suppose
remplies les conditions
(4) sin(p—v)=o0, sin(v—Ai)=o, sin(A—p)=o,

dont deux entrainent la troisiéme et réduisent les équations (2) aux

suivantes
E= acos(ke—st+1),

(5) n=x:bcos(ke—st+1),

= ccos(ke —st+12).

Mais, si chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse, le plan de
ce cercle ou de cette ellipse sera paralléle au plan invariable représenté
par I'équation

z . Yoy 3 gin(h — ) = o.
(6) ;sm(p.-—v)—khsm(v ).)+csm()\ r)y=o

Lorsque le systéme de molécules donné sera isotrope, les vibrations
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des molécules seront comprises dans les plans des ondes. Donc alors

le second plan invariable, représenté par I’équation (3), devra coin-
cider avec le premier, représenté par I'équation (6), et 'on aura

au _ bv _ cw
sin(p—v)  sin(v—A~)  sin(h—p)

(7)

Alors aussi les équations (2) représenteront un rayon simple qui
sera polarisé rectilignement, si les conditions (4) sont remplies, et
circulairement ou elliptiquement dans le cas contraire.

Pour que la polarisation soit circulaire, il est nécessaire et il suffit
que le déplacement absolu d’une molécule, c’est-a-dire le radical

VE -+t + 3
se réduise a une quantité constante. Or, comme on aura généralement

cos’(kz—st-&-)‘):-;+;—cosn(kz--st+)\), ceey

il est clair que le radical dont il s’agit deviendra constant ou variable

avec la somme
Bt 2,
suivant que le trinome

(8) a'cosa(ke—st+A)+bicosa(ke—st+ )+ c?cosa(ke—st+v)

offrira lui-méme une valeur constante ou variable. D’ailleurs, ce
trinome étant une fonction continue de 'arc kr — s¢, et changeant

toujours de signe quand cet arc regoit un accroissement égal i g,

s’évanouira nécessairement pour une certaine valeur de ¢ qu’on pourra
supposer comprise, par exemple, entre les limites

T | -
o et ;—g——zTo

Donc, pour qu’il offre une valeur constante, il sera nécessaire et il
suffira qu’il se réduise constamment & zéro. Dans cette hypothése, en
attribuant a kv — st les deux valeurs

o et -3
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on trouvera successivement

: { @*cos2}X + b*cosap + ¢t cosav = o,
(9) . . .
( a?sinad + b*sinap + c?sinav=o,
et par suite
(10) at _ h? i ct
sina(p —v) 7 sina(v—1%) " sina(A—p)

Réciproquement, si les conditions (), dont le systéme équivaut i
la formule (10), se vérifient, lc trinome (8) sera constamment nul ; et,
comme on aura par suite

(11) Eante iz i'i.b_"_"_ﬁt.

il est clair que chaque molécule décrira une circonférence de cercle
inscrite au carré qui aura pour diagonale le double de la longueur
Var 4+ bt ¢

Les formules qui précédent se simplifient dans le cas oi1 I'on fait
coincider le plan des «, y avec le second plan invariable, ou, ce qui
revient au méme, I'axe des s avec unedroite perpendiculaire aux plans
des ondes. Alors, I'équation (3) devant se réduire &

s =0.

on anécessairement
u==o, v=o, w=z=%k
et, par suite, en vertu de la formule (7),

C = o.

Donc alors, comme on devait s’y attendre, la derniére des équa-
tions (2) se réduit a

§=o,
et les vibrations de chaque molécule, comprises dans un plan perpen-
diculaire & I'axe des z, se trouvent déterminées dans ce plan par le
systéme des deux équations

(r12) E=acos(kv—s¢+12), " n=bcos(ky—st-u),
QEuvres de C. — 5. 1, t. X1, 35
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qui, eu égard a la formule
kv =w3z, ol v=%z,

pourront s’écrire comme il suit :
(13) E—=acos(ws—st—+ 1), n=D>bcos(wzs—st+ ).

Si la polarisation est rectiligne, la derniére des conditions (4),
savoir
(14) sin(A —p) =o,
réduira les équations (12) & la forme

(15) t=acos(ke—st+121), wn=z=bcos(ke—st+1);

et, si le plan du rayon simple devient paralléle au plan des z, 3, alors,
7 étant constamment nul aussi bien que g, on pourra représenter ce
rayon par la seule formule

(16) t=acos(ky—s¢+2).

Si, au contraire, le plan du rayon simple devenait paralléle au plan
des y, 5, alors § étant constamment nul aussi bien que v, on pourrait
représenter ce rayon par la seule formule

(17) n=Dhbcos(ke—st+p).

Si la polarisation devient circulaire, lesconditions (9), réduites aux
suivantes
b*cosap =-—a?cosad, Dbisinap = — a’sinal,

donneront
bt—=at, b=a
et
€Osap =—cos2},  sinap=—sinad;
par conséquent,
ap=2:h+(an+1)rw
et

(18) . p=l1+(an+x)§p

n désignant, au signe prés, un nombre entier. Donc alors les for-
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mules (12) deviendront
(19) t=acos(kv—st+}), n=ztasin(ke—stz+}).

Dans la seconde des formules (19), le double signe doit se réduire
au signe + ou au signe — suivant que, pour décrire ’hélice propre
areprésenter 4 un instant donné le rayon simple, un point mobile
doit tourner dans un sens ou dans un autre, en s’¢loignant du plan
des x, y. )

Dans le rayon simple représenté généralement par le systeme des
équations (12), les déplacements d’une molécule, mesurés paralle-
lement a I'axe des x, sont les mémes que dans le rayon plan repré-
senté par la seule équation (16), et les déplacements paralleles a I'axe
des y, les mémes que dans le rayon plan représenté par la seule équa-
tion (17). C'est ce qu'on exprime en disant que le preniier rayon
résulte de la superposition des deux avtres. D'ailleurs, les plans de ces
deux derniers peuvent coincideravec deux plans rectangulaires menés
par 'axe du premier. Donc un rayon quelconque, doué de la pola-
risation rectiligne, ou circulaire, ou elliptique, peut toujours étre
censé résulter de la superposition de deux rayons polarisés rectili-
gnement, et renfermés, le premier dans un plan fixe donné, le second
dans un plan perpendiculaire. Ces deux derniers rayons, appelés
rayons composants, offriront en général des phases distinctes, repreé-
sentées, dans les formules (12), par les angles

ke —st+2, ke —st+p.

La différence entre ces deux phases a été elle-méme désignée par
quelques auteurs sous le nom de phase; mais, pour éviter toute équi-
voque, nous I'appellerons ’anomalie du rayon résultant. Cette anomalie,
comme chacune des phases, peut étre, sans inconvénient, augmentée
ou diminuée d'un multiple du nombre 27; par conséquent, elle peut
étre réduite a z¢ro ou au nombre =, en vertu de la formule (14),

. . T L 1
lorsque la polarisation est rectiligne, et & - m oud — - %, en vertu de

la formule (18), lorsque la polarisation est circulaire. Mais lorsque.la
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polarisation devient elliptique,I’anomalie peut varier avec la direction
du plan fixe que I'on considére. Concevons d’ailleurs que, dans
chacun des deux rayons composants, on nomme neeuds de premiére
espece ceux qui précédent des molécules dont les déplacements sont
représentés par des quantités positives. Alors, le rapport de 1'ano-
malie ala constante k représentera, au signe prés, la distance entre
un neeud de I'un des rayons composants et un nceud de méme espéce
de I'autre. Ainsi, en particulier, si I'on prend pour plan fixe le plan
des a, s, les neeuds de premiére espéce du premier rayon composant
pourront étre censés correspondre aux valeurs de ¢ pour lesquelles le
déplacement
E=acos(kv—st+1)

s'évanouit, en passant, lorsque v vient 4 croitre, du négatif au positif;
en d’autres termes, les nceuds de premiére espéce du premier rayon
composant correspondront aux valeurs de v comprises dans laformule

kx—s¢+1=2nn=@—;ﬁ—igann+-?=&n:3n
ou
\ ([.n+|)E+st—x(an+§>n+st-—-l
(20) t’:zrm-e-st—— _ 2 2

k R k '
n désignant, au signe prés, un nombre entier. Pareillement les neeuds

de premiére espéce du second rayon composant pourront étre censés
correspondre aux valeurs de « pour lesqueHes le déplacement

n=bcos(ks —st+ p)

s'évanouit, en passant, lorsque  vient a croitre, du négatif au positif,
par conséquent aux valeurs de v comprises dans la formule

T
(a1) L___:m1r—+-s;t——,.a__(4"""');'Ht""“
- [ - k

Donc, pour passer d'un nceud de premiére espéce dn premier rayon
composant 2 un nceud de premiére espéce du second rayon, il suffira
de parcourir, sur 'axe commun des deux rayons, une longueur repré-
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sentée, au signe prés, parle rapport

qui est précisément la différence entre les valeurs de « fournies par les
formules (20) et (21). Cela posé, faire croitre ou diminuer P'anomalie
d’un multiple de 2%, revient évidemment i faire croitre ou diminuer
la premiére ou la secopde valeur de « d’une ou de plusieurs épaisseurs
d'ondes, par conséquent  remplacer, pour 'un des rayons composants,
un neeud de premiére espéce par un autre noeud de méme espéce. Alors
aussi, quand le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, 'anomalie
pourra étre réduite a zéro, ou au nombre w, suivant qu'un neeud donné
de I'un des rayons composants viendra se placer sur un nceud de
méme espece, ou sur un nceud d'espéce différente, appartenant a
'autre.

Il est bon d’observer qu’on tire des formules (19), non seulement

g nt=a?,
et par suite
. a=yEg+nl,
mais encore
) ¢ I L
COS(]\L——S‘-‘}—)\)——"—/T;-—,";) Slﬂ(kt—'Sl-i-l)——Im'

Donc, dans un rayon doué de la polarisation circulaire, la phase du
mouvement projeté sur ’axe des a, savoir

kv —st+ 2,
peut étre censée se confondre, au signe prés, avec I'un quelconque des

angles qui ont pour cosinus et sinus les rapports

§ n_
VE+m  JErw

par conséquent avec I’angle compris entre le demi-axe des @ positives

.

et le rayon vecteur mené du centre du cercle a la molécule déplacée.
En d’autres termes, la phase relative a un axe tixe peut alors étre censée
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se confondre, au signe prés, avec la distance angulaire de la molécule
a cet axe fixe.

Observons encore que si I'on décompose un rayon quelconque,
représenté par les équations (12), en deux rayons renfermés dans deux
plans rectangulaires, tels que les rayons représentés par 'équa-
tion (16) et par I'équation (17), ces deux derniers seront précisément
les projections du premier sur les deux plans rectangulaires. Comme,
d’ailleurs, rien n’empéche de supposer le premier rayon doué de la
polarisation circulaire, il en résulte qu’un rayon plan, par exemple le
rayon représenté par I'équation (16), se réduit toujours i la projection
orthogonale d’un rayon polarisé circulairement sur un plan mené par
P'axe de celui-ci. On cn conclut que, pour obtenir a un instant quel-
conque la phase d'un rayon plan, correspondant i un point donné de
son axe, il suffit de construire une circonférence de cercle qui ait pour
diamétre Pamplitude des vibrations exécutées par la molécule dont ce
point était la position initiale; puis de chercher la distance angulaire
entre ce diamétre, prolongé du coté ou se mesurent les déplacements
positifs, et le point de la circonférence qui, étant projeté sur le méme
diamttre, offre pour projection la position de la molécule i 'instant
donné.

On appelle souvent asimut I'angle formé par un plan variable avee
un plan fixe : par exemple, en Astronomie, angle formé par le méri-
dien d’un lieu avec le plan d’un cercle vertical. Nous conformant sur
ce point i 'usage établi, lorsqu’un rayon simple sera polarisé en ligne
droite, nous appellerons asimut de ce rayon I'angle aigu formé parle
plan qui le renferme avec un plan fixe. Si d’ailleurs le plan fixe passe,
comme nous le supposerons généralement, par 'axe du rayon simple,
et si ce rayon est considéré comme résultant de la superposition de
deux autres, polarisés I'un suivant le plan fixe, I'autre perpendi-
culairement a ce plan, I'azimut du rayon résultant et 'azimut de son
plan de polarisation seront les deux angles complémentaires I'un de
Pautre, qui auront pour tangentes trigonométriques les rapports
direct et inverse des amplitudes des vibrations moléculaires dans les
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deux rayons composants. Ainsi, en particulier, si, en supposant un
rayon plan représenté par les équations (13) ou (15), on nomme o
'azimutde ce rayon par rapport au plan des , 5, on aura

]
(22) tangm::ﬂl-

Si un ravon simple cesse d'étre polarisé rectilignement, rien
n’empéchera d’appeller encore asimut de ce rayon, relativement i un
plan fixe, I'azimut qu’on obtiendrait dans le cas ou, aprés avoir
décomposé ce rayon en deux autres polarisés, I'un suivant le plan fixe,
'autre perpendiculairement a ce plan, on ferait varier I'un des para-
métres angulaires, sans changer les amplitudes, et de maniére &
replacer les noeuds de 1'un des rayons composants sur les noeuds de
Pautre. Ainsi défini, Pazimut d’un rayon simple, par rapport a un
plan fixe, sera toujours ['angle aigu qui a pour tangente trigono-
métrique le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires
du rayon composant, polarisé suivant le plan fixe, et du rayon polarisé
perpendiculairement 4 ce plan; de sorte que, dans un rayon repreé-
senté par les équations (13), 'azimut @, relatif au plan des z, 5 sera
toujours déterminé par la formule (22). Cela posé, lorsque le rayon
résultant sera dou¢ de la polarisation circulaire, son azimut sera la
moitié d’un angle droit, quelle que soit d’ailleurs la direction du plan
fixe auquel cet azimut se rapporte. Mais, si le rayon vésultant est doué
de la polarisation elliptique, I'azimut dépendra de la position du plan
fixe, et changera de valeur avec cette position en méme temps que
Panomalie.

1. — Rayons réfléchis ou réfractés par la surface de séparation
de deux milieux isotropes.

Supposons deux systémes isotropes de molécules séparés par une
strface plane que nous prendrons pour plan des y, s; ¢t concevons
qu’un mouvement simple ou par ondes planes, mais sans changement
de densité, se propage dans le premier milieu situé du coté des x
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négatives. Si le mouvement simple dont il s'agit, a l'instant ou il
atteint la surface de séparation, donne toujours naissance a un seul
mouvement simple réfléchi et & un seul mouvement simple réfracté,
les lois de la réflexion et de la réfraction se déduiront sans peine des
formules que nous avons données dans un précédent Mémoire.
Entrons  ce sujet dans quelques détails.

Soient au bout du temps ¢, et pour le point (z, y, 3),

g’ L c et -E:' L) Zv
ou

E, o0y & et E, o,
ou enfin

geow, et F, W, T,
les déplacements effectifs d’une molécule, mesurés parallélement aux
axes rectangulaires des x, y, s, et les déplacements symboliques
correspondants, c’est-a-dire les variables imaginaires dont les dépla-
cements effectifs sont les parties réelles : 1° dans un rayon incident,
qui rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes;
2°dans le rayon réfléchi par cette surface; 3° dans le rayon réfracté. Si
I'on prend pour axe des 5 une droite paralléle aux traces des ondes
incidentes sur la surface de séparation des deux milieux, les trois
rayons seront représentés par trois systémes d’équations symboliques
de la forme .

(I ) E — A en:4—0_y—-sl, ;) —B emr-o—uy—sl’ Z =C elu'-o—v_y—-sl’
( 2) S/ = A/e_“‘t.H’y_“y n,= Ble~,,’.+vy—“’ c; = C/e_"‘r_'vu)’—",
(3) EI = Al Wr+ey—st W= B! ewx+ey—st, E' = C/grrvy-st,

u, v,u',s,A,B,C, A, B, A", B, (/! désignant des constantes qui
pourront étre imaginaires. Si les trois rayons, comme nous le sup-

poserons dans ce paragraphe, se propagent sans s’affaiblir, on aura
nécessairement

%) U=y \f—r1, v=vy—1, s—_—_-s\/:r

u=u'y—r,

U, ¥, 8, U' désignant des constantes réelles. On pourra méme supposer
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toutes ces constantes réclles, positives. En effet, chaque déplacement
symbolique pouvant étre I'une quelconque de deux expressions ima-
ginaires conjuguées, qui ne différent entre elles que par le signe

de V=T, on pourra toujours admettre que, dans I'exponentielle
népérienne a laquelle chaque déplacement symbolique est propor-
tionnel, le coefficient de ¢y —1, représenté par la quantité s, est
positif. De plus, pour que le coefficient v de y soit positif, ainsi que s,
il suffira de choisir convenablement le demi-axe suivant lequel se
compteront les y positives. Enfin, le rayon incident qui passera par
Porigine des coordonnées étant perpendiculaire au plan invariable
représenté par I'équation
v+ vy =o,

on aurapour ce rayon

i

U v
et par suite les neeuds de ce rayon, qui correspondront a des valeurs
constantes de 'argument

vl 4 v?

U+ vy —si== £ = 8L,

se déplaceront dans 'espace avec une vitesse dont la projection algé-
brique sur axe des @ sera le rapport entre des accroissements Ax,
At de @ et de ¢, choisis de maniére que I'aceroissement de I'argument
s’évanouisse. Cette projection algébrique, déterminée par la formule

U? + v?

Ar — sAt = o,

sera donc

A.r___u s

At T VY
et pour qu’elle soit positive, ou, en d’autres termes, pour que les
ondes planes incidentes se meuvent dans le sens des x positives;
comme clles devront le faire en approchant de la surface de sépa-
ration des deux milieux, il sera nécessaire que le coefficient u soit
positif. Pour la méme raison, le coefficient v’ devra encore étre positif,

les ondes réfractées devant évidemment s’éloigner de la surface de
OFuvres de C. — S. 1L, t. X1. 36
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séparation des deux milieux, en se mouvant elles-mémes dans le sens
des z positives.

Considérons en particulier le cas ot les mouvements simples pro-
pagés dans les deux milieux sont du nombre de ceux dans lesquels la
densité reste invariable, c'est-a-dire, en d’autres termes, le cas ou,
dans les rayons incident, réfléchi, réfracté, les vibrations des molé-
cules sont transversales. Alors les coeflicients

A, B, A, B, A. B

"
se trouveront liés entre eux, et avec les constantes imaginaires

!
w, ¢, u,

par les formules
(3) Au+Be=o.
(6) —Au+Be=o, Au+B'e=o.

Soient maintenant
(7) ‘ Kk = v+ vi, K = \u't+ v?;
et faisons, pour abréger,

(8) k=ky=1. K=Ky=1.

On aura non seulement
(9) K=t o1, A= u'? 4 2,
mais encore, en supposant les équations des mouvements infiniment
petits des deux milieux réduites a des équations homogenes, et dési-
gnant par t, " deux constantes qui dépendront de la nature de ces
milieux,

2 2
(o) e o=t
t )

Or, aprés avoir déterminé k', a I'aide de la seconde des deux for-
mules (10), on déduira facilement de la seconde des équations (7) la
valeur de
(1) v =k,

Si d’ailleurs il existe un rayon réfléchi et un rayon réfracté, quels
que soient la direction et le mode de polarisation du rayon incident;
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alors, en vertu des principes développés dans un précédent Mémoire
(voir la page 224), on pourra, des valeurs de

u, v, 8, A, B, C
supposées connues, déduire les valeurs de
A, B, C, A, B, ¢

a l'aide des formules (6), jointes aux formules (4), (11) et aux sui-
vantes :

(12) C _u—u C o
C u+d’ G uvd’
(0 —utd )1 -E-’-—\ “+ (1 4+ )t L_._'_\)
. [SXul B ) ou—u
AT (vt - w1 v I e TN u+
. oYy - ) (F+ ;—;7)
(13) ' .
k’(l—— _‘_2_.)
Al \ ey 21
X 1 1y u+d”’
ot _ r_ o1
(v + uu') (1 eroy ) + (' — w)v <U + '(‘)’)

les valeurs de v, v étant données par les équations

1 1
N .2 3N
(14) -—-'(').‘:—'<VI2 - k >,a l‘)'::<v’— ——k_z_.)’

1+ f t+ )

dans lesquelles ©, ©’ désignent encore deux constantes réelles qui
dépendent de la nature du premier et du second milieu.

Si dans les formules (12) et (13), on subslitue aux constantes ima-
naires

%,

v? , 21 1
——— Y2 — — —_
'+t)1'>'>+(”+t) (x o )\/ e
]
0]

(
(V’+UU)< v )+(L——u)v ((_' )v\/:‘l-tﬁ—u

v’

\:i )
2 1 —_—
A k ( + oo . -

AT 2 — VU
(V’+UU)(I+UU)+(D—I)V ( +'(T') 1
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La constante s, comprise dans les formules (4) et (10), est, comme
on sait, liée & la durée T des vibrations moléculaires par la formule

- 27
T — . ;
etl'ona pareillement
2T

=1

| == I

1, I désignant les longueurs d’ondulation ou les plus courtes distances
entre deux neeuds de méme espéce : 1° dans le rayon incident ou ré-
fléchi; 2° dans le rayon réfracté. Si d’ailleurs on nomme

Q, Q

les vitesses de propagation des nceuds ou des ondes planes dans le
premier et le second milicu, on aura

ll

— S __ b
=7 V=5 =

et, par suite,
Qr—y, Q=1

Enfin, si 'on nomme =, 7' les angles d’incidence et de réfraction,
c’est-a-dire les angles aigus formés par les directions des rayons inci-
dent et réfracté avec la normale a la surface de séparation des deux
milieux, on aura

( v =k cosr, v =k sinr,
(17)

v'=Kk'cos7/, vi=v=Kk'sin7,
puis on en conclura
v’ —vi=Kkk' cos(t + '), v’ + v*=Kkk' cos(r —7'),
(V4 v)v =Kk’ sin(t+7'), (v'—u) v =Kk’ sin(t —7'),
et par suite, en posant pour abréger

1 |
1 T . . ~1
00 ~e=[i- o] 0 O=[ - gy
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on tirera des formules (15), (16), jointes aux équations (14),

(19) 9 — sfn(r'—r)’ S_,i _ z§it|r' cosr’
C sin(7 +=) G sin(z' 4+ 1)
A —(+8&8)cos(r+7)+ (6 +8)sin(t+t)V—1 (,
(20) A7 (1+e8)cos(t+ )+ (B+8)sin(r—7)y—1 G
A’ ____k_ 1+ &8’ (%
AT K (1488 )cos(t— ) + (E+ &) sin(r — ) y—1 &

Soient maintenant

les déplacements d’une molécule mesurés dans les rayons incident,
réfléchi et réfracté, parallelement au plan d’incidence, et

les déplacements symboliques correspondants, chacun des dépla-
cements effectifs s, ¢, ¢ étant positif ou négatif, suivant que la molé-
cule déplacée est transportée du coté des x positives ou du coté des =
négatives. Comme les déplacements

8, 8, ¢,

lorsqu’ils seront positifs, auront pour projections algébriques sur I'axe
des @

E’ zl‘ E..l’
on aura nécessairement

E¢=uwsint, &=y ;sint, E=4sint,

ou, ce qui revient au méme,

v .V v
E:R’U, CIZEBI, E’: i(-’-ﬂl,
et, par suite,
k k K’
8= —;g, sl:-‘;a” u’:;—i’

On pourra donc prendre

- k= - J
=k =k vl
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de sorte qu'en posant, pour abréger,
(2r1) llzl—:;A, H,::%A,, H':E:TA’.

on tirera des équations (1), (2), (3)

(22) _‘; =H ert.r+vy'-sl' ‘: — e'4.n'+v_y--.cl’

( 23 ) ;’ — I]/ e—u.r-q-vy—-ti. ZI e P‘/ e~ u.r+vy—xl,

(24) ;I =N eu“r-ny—sl’ Z’ = ([ eMrrrr=st,
32 : i *
Si, maintenant, on nomme !

hy ¢ h, ¢, I, ¢
les modules des expressions imaginaires

H ¢ H, C. W, ¢,
et si I'on pose en conséquence

(35) | H=hew=1,  H,=hesv™T,  H' =1/ ewvT,
2

' € =cevT, C, =c, eV, C'=c evv=i,

o ¥y 1,y v, @y v désignant des arcs reels, les formules (22), (23), (24)
donneront '

(26) s =hcos( va-+vy—sl+p), E=cecos( vr-+vy—st+v),
(37) ¥, =hcos(—ve4vy—st+p), =c cos(—uvr+vy—st+v,),

(28) ' =h'cos( u"r+vy-—st+'u'),' Fe=c'cos( a4+ vy-—st+ V).

Le systtme des formules (26) représente le rayon incident; s et
désignant, dans ce rayon, les déplacements d’une molécule mesurés
parallélement au plan d’incidence et perpendiculairement a ce plan.
SiI'un de ces déplacements venait i s’évanouir, le rayon incident
deviendrait un rayon plan renfermé dans le plan d’incidence, ou
polarisé suivant ce méme plan, et qui pourrait étre représenté, dans le
premier cas, par la seule formule

(29) 8=hCcos(Ur + vy —st+p),
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dans le second cas, parla seule formule
(30) {=ccos(ux -+ vy —st+v).

Comme le rayon représenté par le systtme des formules (26) offre
tout a la fois les deux espéces de déplacements moléculaires, ob-
servés dans les rayons plans que représentent les formules ( 29) et (30)
prises chacune a part, on peut dire que le premier rayon résulte de la
superposttion des deux autres. Chacun des rayons réfléchi et réfracté
peut, d’ailleurs, aussi bien que le rayon incident, étre considéré comme
résultant de la superposition de deux rayons plans; I’'un de ces derniers
étant renfermé dans le plan d’incidence, ou, ce qui revient au méme,
polarisé perpendiculairement a ce plan, et 'autre étant, au contraire,
polarisé suivant ce méme plan. Cela posé, apres la réflexion ou la
réfraction, le rayon plan, renfermé dans le plan d’incidence, sera
représenté par la premiere des formules (27) ou (28), ct le rayon
polaris¢ suivantle plan d’incidence par la seconde.

Observons encore que, dans les formules (26), (27), (28), les demi-
amplitudes desvibrations et les parametres angulaires se trouvent repré-
sentés par

/

h, h, I et By M
pour les rayons renfermés dans le plan d’incidence, et par
¢, ¢, ¢ el v, v, v

pour les rayons polarisés suivant le méme plan.
Au point ol le rayon incident rencontre la surface réfléchissante,

On a 14
T =o,

ce qui réduit les formules (22), (23), (24) aux suivantes:

(3!) e —H e, 7 = ev—st
(33) ;1 — HI evy _ﬂ’ 5/ — C/ ev_v—‘\'l’
(33) g=Her, U= Cen
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et les formules (26), (27), (28) aux suivantes :

(3% 8 =h cos(vy —st+ p), §=c cos(vy —st+v),
(33) 8,=h,cos(vy —st+u,), §,==¢,cos(vy —st+v,),
(36) o' =h' cos(vy —s¢ +p'), U=c'cos(vy —st+ '),

11 suit des formules (31), (32), (33) que la réflexion ou la réfrac-
tion d’un rayon simple renfermé dans le plan d’incidence, ou polarisé
suivant ce plan, fait varier dans ce rayon le déplacement symbo-
lique

8 ou Z,

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera d’ailleurs imaginaire,

est ce que nous nommerons le coefficient de reflexion ou de réfraction.
Si on le désigne par

ou v

pour le rayon plan renfermé dans le plan d’incidence, et par

J  ou ¥
pour le rayon polarisé suivant ce plan, on aura

¢, i
C -T’
(37) H A - W kA

TH TR

et par suite, eu égard aux formules (19), ( 20),

(38) j— s?n(r"-— r)’ 5 — a'sinr,’ cost
sin(t' + 1) sin(t'+ 1)
jo —(+E)cos(r+7) + (E+8)sin(r+7)y—1
(39) (14+8&') cos(t —1') + (B + &' )sin(t+ ')y —1
< 1+ C&

[ ’

b

T+ €&')cos(t—7) + (E+&')sin(t —')y—1

les valeurs de &, &’ étant toujours données par les équations ")

-.;. -
08 e=— (s = i) &= (= ) -

(') Il est bon d'expliquer comment il arrive que les valeurs de 0V, V' ou do &, &,

=
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[ suit des formules (34), (35), (36) que la réflexion ou la réfraction
d'un rayon simple, renfermé dans le plan d’incidence ou polarisé
suivant ce plan, fait varier, dans ce rayon, I'amplitude des vibrations
moléculaires dans un certain rapport donné, et ajoute en méme temps
au parametre angulaire un certain angle. Ce rapport et cet angle sont
ce que nous nommerons le module et I'argument de reflexion ou de
réfraction. Si I'on désigne le module et Pargument de réflexion ou de
réfraction par

1 et ¢ ou par ' et ¢

pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, et par

J et 4 ou par ) oet J

fournies par les équations (14 ou (18), sont affectées de signes contraires, les valeurs
de 1), &' blant positives ct celles de U), & négatives. kn voici la raison.

En vertu des principes établis dans le Mémoire qui a pour Llitre Méthode genérale
propre a fournir les équations de condition relatives aux limites des corps (1), on doit,
dans la formule (27) de la page 190, supposer la valeur de © positive et déterminée par
I"équation (26) [ibidem |, lorsque I'on considére un systéme de molécules situé, par rapport
au plan des y, z, du ¢oté des = posilives. Dire alors qu'on doit avoir

V>0

c’est dire, en d'autres termes, que I'cxponeutielle

¢ O

doit devenir sensiblement nulle, dans ce systéme, A de grandes distances du plandes y, s;
ot cetle derniére condition est effectivement I'une de celles que, suivant la théorie déve-
loppée dans le Mémoire. il importe de vérifier. Mais, pour que la méme cxponentielle

¢ Or
devienne sensiblement nulle, & de grandes distances du plan des y, s, dans un systeme
do malécules situé du edté des x négatives, il fandra au contraire qu'on ait

O < o.
Cela posé, en considérant deux milieux au lieu d’un seul, et posant dailleurs w = o, on

doil évidemment & I'équation (26) de la page 1go substituer les formules (1). Par la
méme raison on devra, dans la formule (15) do la page 213, remplacer ©) par — .

(') QEucres de Cauchy, 1" série, . IV, Extraits 33, 34, 33,
OFuvres de C. — S. 11, t. XI. 3
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pour le rayon polarisé suivant ce méme plan, les constantes positives

(40) I =

h !
- I'=+—, J== J':E-

h h c ¢

seront, en vertu des formules (37), les modules des expressions ima-
ginaires

tandis que les arcs réels
(41) (=, — W, U= —pu, J=v,—v, Ji=v—v

représenteront les arguments de ces mémes expressions. On aura
donc

J=Je/V 1, V=YV,
(42)

‘
( I=1Iev, T = eV,

Ces derniéres formules, jointes aux équations (38) et (39), suffiront
pour déterminer complétement les valeurs des modules et des argu-
ments de réflexion et de réfraction.

Si I'on compte a partir du plan d’incidence I'azimut du rayon
incident, ou réfléchi, ou réfracté, la tangente de cet azimut sera le
rapport cntre les amplitudes de vibration mesurées dans les deux
rayons composants et polarisés, I'un suivant le plan d’incidence,
I'autre perpendiculairement a ce plan, tandis que I'anomalie sera la
différence entre les parameétres angulaires de ces mémes rayons com-
posants. Donc alors, dans le rayon incident, ou réfléchi, ou réfracte,
la tangente de I'azimut se trouvera représentée, en vertu des notations
ci-dessus admises, par le rapport

c c, ¢
-/;’ ou 7‘-) ou z;a

]
et Panomalie par la différence
v—pu, ou v, — [, ou v— .

Cela posé, latangente de I'azimut etI'anomalie, mesurées dans le rayon
réfléchi ou réfracté, se déduiront aisément de la tangente de I'azimut
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et de I'anomalie mesurées dans le rayon incident. On tirera en effet
des formules (40) et (41)

e,
(43) B

] o

c s
(Y
et

(4%4) V=0 =0+ v—p), V- = =)+ —p).

On doit surtout remarquer le cas ou I'anomalie du rayon incident se
réduit & zéro, et la tangente de son azimut i l'unité, en sorte que ce
rayon soit non seulement doué¢ de la polarisation rectiligne, mais de
plus renfermé dans un plan qui forme avec le plan d’incidence un
angle égal & la moiti¢ d’un angledroit. Nous appellerons anomalie et
azimut de reflexion ou de réfraction ce que deviennent, dans ce cas
particulier, I'anomalie et I’azimut du rayon réfléchi ou réfracté. Sil'on
désigne par

les azimuts et par

les anomalies de réflexion et de réfraction; alors, en posant dans les
formules (43) et (44)

on en tirera

S

S tangw = §» tange’ = 7;

(43)
(a:j—-i, o=y —';
et, en vertu de ces derniéres, on réduira les équations (43),(44) a la
forme ,
c, ¢ ¢ c
~ = ~langw, — == ~tangw
(46) ‘ h, = "8 T
\v,—y.l.—_-v—‘u.—ha, v’——y.':v——p.-{—&’.

Observons encore qu'en vertu des formules (42) et (45) on aura

N -
(37) = langmea\/"", T’— = tangw'e"V=!;

—] i
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et que, pour déterminer  'aide des formules (47) les valeurs de

®, w, ¢ d,

il suffira d’y substituer les valeurs des rapports

tirées des équations (39).

Avant de terminer ce paragraphe, nous ferons une remarque impor-
tante. Nous avons déjh observé que chacun des rayons incident,
réfléchi, réfracté peut étre censé résulter de la superposition de deux
rayons polarisés rectilignement, dont I'un est renfermé dans le plan
d’incidence, et I'autre dans un second plan perpendiculaire au
premier. Or, parmi les formules (31), (32), (33) ou (34), (35), (36),
ainsi que parmi les formules (37), (38), (39), (40), (41), (42), les
unes se rapportent exclusivement aux rayons composants renfermés
dans le premier plan, c'est-a-dire dans le plan d’incidence, les autres
aux rayons composants renfermés dans le second plan. Ily a plus :
les amplitudes de vibration et les paramétres angulaires des rayons
renfermés dans I'un de ces plans, entrent uniquement dans les for-
mules relatives  ces rayons. Donc les modifications qu’éprouvent, cn
vertu de la réflexion ou de la réfraction, les rayons renfermés dans
I'un des plans dont il s’agit, sont entiérement indépendantes des modi-
ficalions qu’éprouvent les rayons renfermés dans l'autre, et de la
nature de ces derniers rayons. On peut donc énoncer la proposition
suivante :

TuéoriMe. — Supposons qu’un mouvement simple et par ondes planes
rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes, et consi-
dérons le rayon incident, dont l'axe aboutit a un point donné de la sur-
Jace, comme résultant de la superposition de deux rayons plans, l'un
renfermé dans le plan d'incidence, U autre polarisé suivant ce méme plan.
Ces deux derniers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépen-
damment {un de l'autre.
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Nous observerons encore qu'en vertu des équations (38), (39) ez (42),
Jointes aux formules (18), les quantités

I et J et j,
ou

oet i, J e j,
c’est-a-dire les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction,

relatifs & chacun des rayons composants, dépendent uniguement de
langle d'incidence =, de U'angle de réfraction =’ et des deux constantes

f, .
Ces dernicres constantes dépendent elles-mémes, ainsi que les constantes

h, K,

comprises dans les formules (17), de la nature des deuz milieux que l'on
considére. Comme on a, d'ailleurs, en vertu des formules (17),
Ksint = &' sint’,
et par suite :
sint k'
48 — =
(%) - sint’ Tk
Uangle de réfraction sera complétement determiné quand on connaitra
Uangle d'incidence et le rapport constant

K

K

1

=

qui s'appelle, comme on sait, Uindice de réfraction. Donc, en definitive,
les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, et par suite
les amplitudes ainsi que les paramétres angulaires des rayons reflechis ou
réfractes, pourront étre considérés comme dépendant uniquement de
angle d'incidence et des valeurs que prendront les trots constantes

1
Koo
Les formules établies dans ce paragraphe comprennent, comme cas

particulier, celles que Fresnel a données pour représenter les lois de
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la réflexion et de la réfraction de la lumiére & la premiére et a la
seconde surface des corps transparents, lorsqu’il existe un angle d’in-
cidence pour lequel un rayon simple est toujours apres la réflexion
complétement polarisé dans le plan d’incidence. Elles montrent aussi
les modifications que doivent subir ces mémes lois, dans la supposition
contraire. C’est 1a en effet ce qui résulte des considérations qui’
seront développées dans les paragraphes suivants et dans d’autres
Mémoires.

§ HL. — Sur les deux espéces de mouvements simples
qui, dans un milieu isotrope, peuvsnt se propager sans s'affaiblir.

Avant de développer les conséquences des principes établis dans le
paragraphe précédent, il sera bon d’examiner de nouveau la nature
des mouvements simples qui, dans un syst¢tme de points matériels
homogéne et isotrope, peuvent se propager sans s’affaiblir.

D’aprés ce qui a été dit dans un autre Mémoire, si 'on nomme

& =m, ¢

les déplacements d’une molécule mesurés, au point (z, y, 3), paral-
lélement aux axes coordonnés et rectangulaires des x, y et z, les
équations des mouvements infiniment petits d’'un milieu homogéne et
isotrope seront de la forme

(1) (D}—E)X=FDyy, (D}—E)n=FD,», (D}—E){=FD,v,
E, F désignant deux fonctions entiéres du trinome
D}~+ D; + D},

ot u la dilatation du volume, déterminée au point (z, y, z) par la
formule

(2) v=D.8 + Dyn + D¢,
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En d autres termes, on aura _

(D} —E)E =FDy(DzE + Dyn +D. L),
(3«) (D:-E)n=FDy(Dz£+Dy"?""l)zt)r
(D} —E) = FD:(D.:E + Dyn +D.E).

Soit d’ailleurs ¢ le déplacement d’une molécule mesuré parallélement
4 un axe fixe quelconque. On tirera des équations (1) et (2), ou, ce qui
revient au méme, des formules (3), non seulement

%) [D} —E— (D3~ D!+ D?)Flu=o,
mais encore
(5) (D —E)[D} — E — (D% + D2+ D})Fls =o.

Soient maintenant

N (TN 4

|

les déplacements symboliques d’une molécule. Ces déplacements
symboliques, dont les déplacements etlectifs

& o ¢

représenteront les parties réelles, seront déterminés, dans un mou-
vement simple (voir les pages 179 et 180), par des équations de la
forme :

' (6) z = Aevx+ur+ws—st '.’_) = Betx+oy+ws—st E = Cerr+vy+wi—st

les constantes réelles ou imaginaires

w, ¢, w, s, A, B, C

étant assujetties a vérifier I'un des deux systemes d’équations
7 st=C, uA +e¢B+wl=o, ‘
A_B_.C

(8) $=C 4+ Fh, T

dans lesquels on représente par 4? la somme u® + ¢* 4 ¢*, et par
¢, 7
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ce que deviennent
' E, F

quand on y substitue a D,, D,, D, les lettres «, ¢, w, par conséquent

D%+ D} + D?
la somme

(9) W = ke,
Lorsque les équations des mouvements infiniment petits du systéme

de molécules deviennent homogénes, E devient proportionnel

4 D + D} + D, et F se réduit & une quantité constante. On peut done
alors supposer

(10) E=uDi+ D}+ D), F=f,
t, f désignant deux constantes réelles; et par suite les formules (3.),
(4), (5) se réduisent i celles-ci :
[D? — (D34 DI+ D2)]E = fD,v,
(11) [D} = (DL=+ D2+ D]n = (D,
[D—t(DL+ DI+ DL = ofD,;
(12) [D} — (1 +0)(DL+ D24 D2)Ju=1o;
(13) [P} — (D3 + D2+ DH][DF— (14 1) (D2 + D+ DH)]s =o.
Alors aussi, les formules (10) entrainent les suivantes :
(14). &= kt, F=1f,
la premiére des équations (7) se réduit
(15) st= ke,
et la premiére des.équat.ions (8)a
(16) : stz= (1 f) A2
Considérons maintenant un mouvement simple qui, dans un sys-

téme homogéne de molécules, se propage sans s’affaiblir. Alors, dans
les équations (6), (7), (8), les constantes imaginaires

u, v, w, s
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devront perdre leurs parties réelles, de maniére a se présenter sous les
formes

(17) u=—uy—i, v=vy—1, w=w\—1, s=s\—1,

u, v, W, s désignant des quantités réelles; et I'équation du second
plan invariable, c’est-a-dire du plan mené par I'origine parallelement
aux plans des ondes, sera

(18) Uz +Vy -+ Wi =o.

Or, comme, en joignant les formules (6) et (17) & la seconde des
équations (7), ou a la seconde des équations (8), on en tire dans le

premier cas
ui+vn+ wi{=o,
par conséquent

(19) uf +vn +wl=o,

et dans le second cas

par conséquent

(20) - =

il résulte des formules (19) et (20), comparées a I’équation (18), que
les vibrations moléculaires, représentées symboliquement par les
équations (6), sont, dans le premier cas, paralleles aux plans des
ondes, ou transversales par rapport aux rayons simples, et dans le
second cas perpendiculaires aux plans de ces ondes, ou longitudinales,
c’est-d-dire dirigées dans le sens des rayons. Si d'ailleurs on prend

(a1) k= yul+ vi+ Wi,
et de plus

: .
(22) l:‘zkﬁa T:-?-SE’ Q_—_%—_—_T,

I représentera la longueur d’une ondulation, T la durée d’une vibration
moléculaire, Q la vitesse de propagation d’une onde plane; et I'on
OFuvres de C. — S. 11, t. XI. 38
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pourra supposer, dans la formule (g),

(23) k=ky—1.

Cela posé, la premiere des formules (7) ou (8) établira généralement
une relation entre s et k ou, ce qui revient au méme, entre | et T,
c’est-a-dire entre la longucur d’ondulation et la durée des vibrations
moléculaires. Cette relation est précisément celle qui, dans la théorie
de la lumiére, fournit 'explication et les lois du phénoméne de la dis-
persion (roir le Mémoire Sur la Dispersion dans les Nouveaux Exercices
de Mathématiques).

Dans le cas particulier ou les équations des mouvements infiniment
petits deviennent homogénes, la premicre des équations (7) ou (8)
se trouve remplacée par la formule (15) ou (16), de laquelle on tire,
eu égard aux équations (17), (21), (22),

s=(k!, Q=

ou
vost= (0 D)k, Q2= (1+1).

Donc alors la vitesse de propagation des vibrations transversales se
réduit a

(24) Q=\
et la vitesse de propagation des vibrations longitudinales &
(23) Q=\i(1+f).

Ces deux vitesses étant alors indépendantes de la durée des vibrations
moléculaires et de la longueur d’ondulation, cette longueur et cette
durée sont proportionnelles I'une a I'autre, en vertu de la formule
1

=0

1
et le phénoméne de la dispersion n’a plus lieu. Alors aussi le rapport
entre la vitesse de propagation des vibrations longitudinales et la
vilesse de propagation des vibrations transversales sera, en vertu des
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formules (24) et (25), la racine carrée de

1+1.
Done ce rapport deviendra nul ou infini, avec la vitesse de propagation
des ondes longitudinales, si I’on suppose

(26) f=—1
ou

]
(27) f—g'

Dans la premicre supposition, les formules (11), (12), (13) don-

neraient
(D} —(DE4+D14+- DN + Dyu=o,

(28) (D= D2+ D}+DHn+h,u—o,
[DF—(DE+ DI+ DH]C + D =o.
(29) Dlv=o,

(30) [D}— DL+ DI+ D) DIs== 0,

Ajoutons que les vibrations transversales disparaitraient, au moins a
de grandes distances des centres d’é¢branlement, si la constante ¢
devenait négative, et lesvibrations longitudinales, si le produit «(1+f)
devenait négalif.

§ IV, — Des milieux dont les surfaces de séparation polarisent,

suivant le plan d'incidence, les rayons réfléchis sous un certain angle.

Considérons, comme dans le second paragraphe, deux systémes de
molécules homogeénes et isotropes, séparés par une surface plane que
nous prendrons pour plan des v, . Concevons encore qu'un mou-
vement simple, mais sans changement de densité, se propage dans le
premier milieu situé du coté des = négatives, et qu'a I'instant ou ce
mouvement atteint la surface de séparation, il donne généralement
naissance 4 un seul mouvement simple réfléchi, et 4 un scul mouve-
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ment simple réfracté. Enfin, prenons pour axe des 5 une droite paralléle
aux traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante; nommons
= l'angle d’incidence, =" I'angle de réfraction; et regardons le rayon
incident comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés
rectilignement, I'un suivant le plan d’incidence, I'autre perpendicu-
lairement a ce plan. Ces deux derniers rayons se trouveront réfléchis
et réfractés indépendamment 'un de Pautre. Si Pon considére en
particulier celui des rayons composants qui se trouve polarisé suivant
1é plan d'incidence, ou, en d’autres termes, le rayon dans lequel les
vibrations des molécules sont paralléles a la surface réfléchissante;
si d'ailleurs, pour ce rayon, I'on nomme

J ou J!

le module de réflexion ou de réfraction, c'est-a-dire le rapport suivant
lequel la réflexion ou la réfraction fait varier 'amplitude des vibrations

moléculaires, et
!

J ou J

Uargument de réflexion ou de réfraction, c’est-a-dire I'angle que la
réflexion ou la réfraction ajoute au parametre angulaire ; les valeurs

des quantités

J et j ou J et j

se déduiront de I'équation

(1) JeW=T=]
ou
(2) Vel ==y,

dans laquelle le coefficient de réfleion T ou le coefficient de réfractiony’
sera déterminé par la formule

_sin(?—r1)

3) Tsin(t+ 1)
ou
%) j— asint’' cost

sin(v + 1)



DANS UN SYSTEME ISOTROPE DE MOLECULES. 301

§i, au contraire, on considére celui des rayons composants (ui se
trouve renfermé dans le plan d'incidence, et si 'on nomme pour ce

rayon,
I et ¢ ou I oet ¢

le module et I'argument de réflexion ou de réfraction, on aura

(5) TeW=T=1
ou
(6) leV=T==T,

le coefficient de réflexion T ou le coefficient de réfraction T étant
déterminé par la formule

(7) i— —(|+GG’)cos(r+r’)+(G+G’)sin(r+r’)\/—:j
7 - (l+GG’)cos(t—-r’)+(G+G’)siln(r-—t’)\/: '
ou

(8) f;__ 1+ B& i”

TG + &8') Cos(T—1T') - (& + &) sin(z — ')y —1

ct les valeurs de &, & étant de la forme

(9) G=—~Al ——'—-—]-g, G’:[y .__l.._]’

T (i hsin't ) T Ux f"ysintt’

Ajoutons que I'angle de réflexion = et I'angle de réfraction =’ se trou-
veront liés Pun a I'autre, conformément i la loi de Descartes, par la
formule (48) du paragraphe 11, ou, ce qui revient au meéme, par la
suivante :

SINT

10 ) - frnd
(10) sint’ !

0 désignant I'indice de réfraction, dont la valeur sera

(1r1) 0= l\r

Dans les formules i[ui précédent, les trois constantes réelles
6., f, '

dépendent de la nature des deux systémes de molécules proposeés.
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Pour que la réflexion fasse disparaitre le rayon polarisé suivant le
plan d’incidence, ou le rayon polarisé perpendiculairement a ce plan,
il est nécessaire et il suffit que, dans ce rayon, la demi-amplitude des
vibrations moléculaires se réduise a zéro apres réflexion et, par suite,
que le module de réflexion

J ou 1

s’évanouisse avec le coefficient de réflexion

J ou 1.

Pour que I'un de ces mémes rayons ne se trouve point modifié
par la réfraction, il est nécessaire et il suffit que I'amplitude des
vibrations et le paramétre angulaire, ou du moins le sinus et le
cosinus de ce paramétre, restent les mémes avant et aprés laréfraction;

par conséquent, il est nécessaire et il suffit que le module de réfrac-

tion
J’ ou |

se réduise a 'unité, et 'argument de réfraction
J' ou v

4 zéro ou & un multiple de circonférence 27. Au reste cette double

condition peut étre remplacee par une seule, savoir que le coefficient
de réfraction
J " qu T
soit équivalent & I'unité.

Lorsqu'on suppose I'indice de réfraction réduita I'unité, ¢’est-a-dire
lorsqu’on a

(12) =1,
et par suite

k'=Kk,
la formule (10) donne
(13) T=r1;

et alors, le coefficient de réflexion

I ou 1!
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se réduisant & zéro, en vertu de la formule (3) ou (7), on voit complé-

tement disparaitre le rayon réfléchi. Alors aussi le coefficient de
réfraction '

J oou T
se réduit a 'unité, en vertu de la formule (4) ou (8), et par suite le
rayon réfracté ne différe point du rayon incident. La supposition que
nous venons de faire comprend évidemment le cas ou les deux

systémes proposés seraient de méme nature. Dans ce cas, on aurait
non seulement

mais encore

et, puisque les deux systémes proposés pourraient ¢tre considérés
comme n’en formant plus qu'un seul, il serait tout naturel que le
rayon réfléchi disparat, et que le rayon incident ne fut pas altéré par
la réfraction.

Si la condition (12) n’est pas remplie, la condition (13) ne le sera
pas non plus, 3 moins que 7 ne s’évanouisse, et par suite I'équa-
tion (3) fournira généralement pour le coefficient de réflexion J
une valeur différente de zéro. On ne doit pas méme excepter le cas ou
I'angle 7 s’évanouirait, attendu que, dans ce cas, on tirerait des
formules (3) et (10)

T = T—t _1—0
(14) 7= J_‘:’-.i-r—-l_——o-—@

Donc, lorsque I'indice de réfraction 0 différe de I'unité, un rayon inci-
dent, polaris¢ suivant le plan d’incidence, se trouve toujours réfléchi
par la surface de séparation des deux milieux. S’agit-il au contraire
d’un rayon incident renfermé dans le plan d’incidence ? 1l ne pourra
disparaitre aprés la réflexion que pour des valeurs de

f, ¢, =

propres 4 faire évanouir le coefficient de réllexion I, et par conséquent
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a vérifier 'équation

(1+ 88') cos(t + ') + (& + &) sin(t +7')y—1 =o,
de laquelle on tire
(13) (1+&&')cos(7+1')=o, (& + 8')sin(t+ ') =o.
Il'y a plus : comme des deux rapports

G+ & 1+ 88
1+ 66 G+ &

’'un ne peut devenir infini sans que I'autre s’évanouisse, il est clair
que, pour chaque valeur de =, I’'un d’eux, au moins, conservera une
valeur finie; et par suite I'expression imaginaire I, qui, en vertu de
P’équation (7), peut étre présentée i volonté sous 'une ou Pautre des
formes

&4+ & —
_ —cos(t+1)+ '—f—é?sm(t+1’)\/—-l _
1

= J
G+ 6 S
COS(‘!’——T’)-{-;:EG—,SIH(t—-T)\/—I
(’I
_ —' - ccos(r+r)+sm(r+r)\/
1= .+€(;'

o = CoS(7—7') +sin(t—1')y/—

ne pourra s’évanouir, sans que <, v’ vérifient 'une des deux con-
ditions

(16) cos(t+17')=o, sin(t +1t')=o.

D'ailleurs, 6 étant différent de I'unité, T ne se réduirait point a zéro si

I’on supposait
. sin(t + 1) =o.

Car de cette supposition, jointe 4 la formule (10), on conclurait
sint’ ==*sinr, (1 §)sint=o, sint =o, t=1=o,

et par suite

i
<D
|
-

(]
il
<y
N
~O
i
i
I
T

O
!
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Donc, si la condition (12) n'est pas remplie, les angles <, <’ vérifieront,

ve'w

non la seconde, mais la premiere des formules (16), de laquelle on
tirera

=T,
(17) ‘L'+‘t'._2

tandis que la seconde des équations (15) donnera
&+ & =o,
ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (9) et (10),
-
1+
18 = ——
(18) g
et, en vertu de la formule (11),

_kr k't
(19) 1+t Tiar

La condition (17) peut toujours étre remplie pour une certaine valeur
de =, que I'on déduira sans peine des formules (17) et (10), en vertu
desquelles on aura non seulement

sint' = cos7,
mais encore

(20) tangr = 4.

On peut remarquer d'ailleurs qu’au moment ou I'angle d’incidence ©
vérifiera la formule (20), I'angle

’

T—7T—71,

compris entre les rayons incident et réfracté, deviendra précisément
égal a % Donc la formule (17) sera vérifiée au moment ou le rayon

réfracté deviendra perpendiculaire au rayon incident.

Quant & la condition (19), elle peut étre ou n’étre pas remplic
suivant la nature des deux systcmes. Si elle se trouve effectivement
vérifiée, alors, sous 'incidence = déterminée par la formule (20), un
rayon, renfermé dans le plan d'incidence ct polarisé perpendiculai-

OFuvres do ¢, — S. 1I, t. X1, 39
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rement & ce plan, disparaitra toujours aprés la réflexion, et par suite
un rayon incident quelconque sera transformé par la réflexion en un
rayon complétement polarisé suivant le plan d'incidence. Pour cette
raison, 'on nomme, dans le cas dont il s’agit, angle de polarisation
compléte, ou simplement angle de polarisation, I'angle © déterminé
par la formule (20). Si I'on désigne par 9 ce méme angle, on aura, en
vertu de la formule (20),

(2r1) ¢ = arc tang¥6.
Lorsque la condition (19) se vériﬁe: alors
&, &
étant nuls, les équations (7) et (8) se réduisent aux suivantes:

_ cos(r-f—r')j

(22) 1 cos(t—1')

il

(23) ¥

/
cos(t—1')

Alors aussi les modules et les'arguments de réflexion ou de réfraction

sont donnés immédiatement par les formules (1) et (2) jointes aux
formules (3), (4), (22) et (23). Seculement il convient ici de

distinguer deux cas différents, savoir: le cas ou, 'indice de réfraction 6
étant supérieur a I'unité, on a, par suite, en vertu de la formule (10),

>,

et le cas ot I'indice de réfraction 9 étant inférieur a I'unité, on a, par
suite, en vertu de la formule (10),

<7
Or, supposons d’abord :

(24) 0>1, T>1

Dans ce cas, en vertu de la formule (1), jointe aux équations (3)
et (22), le module et 'argument de réflexion pourront étre réduits,
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- pour le rayon polarisé suivant le plan d’incidence, aux deux quantités

(35) J__sin(t-—-r’)

ETCE A A

et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence: 1° lorsque = sera
compris entre les limites o, ¢, aux deux quantités

(26) = tang(t —¢’)

= {=o0;
tang(t + 1) ’

2° lorsque 7 surpassera I'angle ¢, aux deux quantités

Lang(t —1’)

(27) Tlang(n —t—1)

i =mr.

Considérons maintenant le cas o 'on aurait
(28) b<, T

Dans ce cas, le module et argument de réflexion pourront étre
réduits, pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux
quantités

__sin(v'—1)
T sin(t +~1)

(29) I=o
et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence: 1° lorsque < sera
compris entre les limites o, ¢, aux deux quantités

__tang(z'—1)
(30) 1= Gangr+ 1)’

(=m; .,

2° lorsque = surpassera I'angle 9, aux deux quantités

(31) = tang (v —1)

= i=o.
tang(n——r-——‘r')’

Dans 'un et I'autre cas, en vertu de la formule (2), jointe aux
équations (4) et (23), le module et ’argument de réfraction pourront
étre réduits, pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence, aux
deux quantités

(3a) ,__asint' cost

o J—
= ——— =o
sin(t+1) 4



308 SUR LES RAYONS SIMPLES QUI SE PROPAGENT

et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, aux deux quan-
tités

. , 2sint’ cost

(33) Tsin(r+r)cos(t—7)

On peut observer que, dans les formules précédentes, 'argument
de réfraction se réduit toujours a zéro. Donce, si, dans un rayon
incident polarisé suivant le plan d’incidence ou perpendiculairement
a ce plan, on considére un neeud quelconque de premiére ou de
seconde espéce, a I'instant ou ce nceud, en vertu de son mouvement
de propagation, atteindra la surface réfringente, il passera immédia-
tement, sans changer d'espéce, dans le rayon réfracté. Il passera
aussi, sans changer d’espéce, dans le rayon réfléchi si, l'indice de
réfraction étant supérieur a I'unité, le rayon incident est polarisé
suivant le plan d'incidence et tombe sur la surface réfléchissante,
sous une incidence inférieure & I'angle de polarisation compléte, ousi,
ces deux conditions n’étant pas simultanément remplies, Uindice de
réfraction devient supérieur & l'unité. Dans les autres hypotheéses,
I'argument de réflexion se réduisant & la demi-circonférence ou au
nombre =, on peut aftirmer qu'a l'instant ou un neceud du rayon
incident atteindra la surface réfléchissante, il changera d’espéce en
passant dans le rayon réfléchi. C’est au reste ce que I'on peut encore
exprimer en disant qu'alors un neead d’espéce donnée se trouvera
déplacé par la réflexion, et transporté en avant de la position qu’il
occupait, i une distance égale 4 la moiti¢ de la longucur d’une ondu-
lation.

Nous ajouterons que, pour passer des formules (25), (26), (27),
qui supposent 0> 1, aux formules (29), (30), (31), qui supposent
0 <1, il suftit évidemment d’écrire, dans les valeurs des modules de
réflexion I et J,

7—7 aulieude t—7,

el de faire croitre ou diminuer les arguments de réflexion 7 et j d’un
angle égal a la demi-circonférence =.
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Les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction étant
déterminés comme ci-dessus, les azimuts
) W, ©
et les anomalies
é, ¢
de réflexion ou de réfraction, se déduiront immédiatement (voir
la page 291) des formules

J '
(3%) tangw = i’ tangw’' = T
(35) 0= —I, o' =)=,
ou, ce (ui revient au méme, des formules
G 6/"_— j VIOV g v—l—’
(36) tangwed’'—! = T’ tangw' V-1 = 7

De ces dernicres, jointes aux formules (22), (23), on tirera

5 — cos(t—1")
37 tangwe? 1o — ——
57 ° cos(z+7)
(38) tangw’ e®V=".= cos(r — ).

Or on vérifiera la formule (37): 1° lorsque I'angle d’incidence = sera
compris entre les limites o, @, en supposant

cos(t—1')

— a:—‘it;
CosS(T+17)

(39) langw ==
2° lorsque l'angle d’incidence 7 surpassera 'angle de polarisation g,
en supposant

cos(t—1") «

_—yy 0 == 0.
coOs(T—7—71")

(#0) tangw =

Quant & la formule (38), on la vérifiera, dans tous les cas, en prenant
(41) tangw’ =z cos(t —1'), d' == o.

Ainsi, lanomalie de réfraction & pourra toujours éire censée réduite a
séro, et l’anomalie de réflexion 8 pourra étre censée réduite a zéro ou d =,
suivant que 'angle d'incidence sera supérieur ou infeérieur a l’angle de
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polarisation. 1| en résulte qu'un rayon plan, mais polarisé suivant un
plan quelconque, sera encore doué de la polarisation rectiligne, lorsqu’il
aura €té réfléchi ou réfracté par la surface de séparation des deux
milieux que l'on considére. Ajoutons qu’en vertu des formules (41)
et (39) ou (40), les asimuts de réfraction et de réflexion, o' et @,
offriront des tangentes respectivement égales, l'une au cosinus de la dif-
Sference entre les angles d’incidence et de réfraction, l'autre a la valeur
numerique du rapport de ce cosinus au cosinus de la somme des mémes
angles. La détermination de ces azimuts fera connaitre immédiatement
les variations que la réfraction et la réflexion occasionnent dans
I’azimut du rayon incident, ou, si celui-ci est doué de la polarisation
rectiligne, ce qu’on nomme le mouvement du plan de polarisation.

Une remarque importante a faire, c’est que, dans le cas ou I'indice
de réfraction deviendra inférieur a I'unité, I’équation (10), ou

(42) sint' = i‘-gf,

ne pourra fournir une valeur réelle de =" si I'angle d’incidence = n’a
pas une valeur inférieure & celle que détermine la formule

(43) sint = 6.

Nommons ¢ cette derniére valeur, et prenons en conséquence

(44) $ =arcsin.

Pour que les formules ci-dessus établies soient applicables, il faudra
que l'on ait

(45) t<¢.

Suivant que la condition (45) sera ou ne sera pas remplie, le mou-
vement incident pourra ou non donner naissance 4 un mouvement
réfracté qui se propagera dans le second milieu sans s’affaiblir. Le
rayon simple, correspondant 4 ce mouvement réfracté, sera donc un
rayon réfracté qui pourra ou non se propager dans le second milieu sans
s'affaiblir, suivant que I'angle d’incidence sera inférieur ou supérieur
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d la limite . Ce rayon réfracté, qui ne subsistera que pour certaines
incidences, du moins a une grande distance de la surface réfléchis-
sante, est ce que nous nommons le rayon émergent. L’angle §, ou la
limite que ne peut dépasser I'angle d’incidence sans que le rayon
émergent vienne A s'éteindre, sera I'angle d’émersion. Cet angle sur-
passe nécessairement l'angle de polarisation auquel répond toujours
une valeur réclle de <, donnée par la formule (17), savoir:
T = L. . *

2
C'est d’ailleurs ce que I'on démontrera sans peine & l'aide des for-
mules (21) et (44), desquelles on tire

tange =0, tangy =

__9___ > tango,
. Vi
et par suite

$>9.

Les formules que nous avons établies dans ce paragraphe, en sup-
posant la condition (19) vérifiée, ne différent pas au fond de celles
que Fresnel a données pour représenter les lois de la réflexion et de
la réfraction des rayons lumineux ala premiére et a la seconde surface
des corps transparents. La formule (20) ou (21) fournit immédia-"
tement la loi découverte par M. Brewster, et suivant laquelle I'angle
de polarisation complete des rayons lumineux, réfléchis par la surface de
la séparation de deur milieux transparents et isophanes, a géneralement
pour tangente 'indice de réfraction. La détermination des quantités

J, I, ¥, L,

c’est-a-dire des modules de réflexion et de réfraction, conduit, comme
on le sait, et comme nous I’expliquerons dans un autre Mémoire, a la
détermination de intensité de la lumiére dans les rayons réfléchis et
réfractés. Enfin, dans la réflexion et la réfraction des rayons lumineux
doués de la polarisation rectiligne, le mouvement du plan de polari-
sation, déterminé a I’aide des formules (39)ou (40), et(41), s’accorde
d’une maniére trés remarquable avec les nombreuses observations
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relatives a ce plan, et publiées par divers physiciens, surtout par
Fresnel et par M. Brewster.

Dans les diverses applications que I'on peut faire des formules
ci-dessus établies, il importe de ne jamais perdre de vue la signifi-
cation des quantités qu’elles renferment. On devra se rappeler en
particulier que le module de réflexion

I ou J
représente le rapport

o

!

ou -
Cc

i}
h

entre les amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées dans les
rayons réfléchi et incident, qui se trouvent polarisés ou suivant le
plan d'incidence, ou perpendiculairement & ce plan. On devra se rap-
peler encore que I'argument de réflexion

. ) ou /
représente la différence

I"/’—,P’ ou vy—v

entre les paramétres angulaires, mesurés dans ces mémes rayons. Cela
posé, on conclura immédiatement des formules (34), (35) du second

paragraphe, qu’en chaque point de la surface réfléchissante les dépla-
cements moléculaires

8 et s ou § et

sont, dans les rayons incident et réfléchi, affectés du méme signe
quand on a

(46) i=o ou J=o,
et affectés de signes contraires quand on a
(47) i=m ou j=m.

Drailleurs les déplacements
rr t,s

mesurés perpendiculairement au plan d’incidence, seront affectés du
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méme signe ou de signes contraires, suivant qu’ils se compteront
dans le méme sens ou en sens contraires, a partir de ce plan. Quant

aux déplacements
By, B,

mesurés dans le plan d’incidence, et liés aux déplacements
E’ EI
(voir la page 285) par les deux formules
§ =usinr, £, =4,sint,

ils seront, comme £ et %, affectés du méme signe ou de signes con-
traires, suivant qu’ils feront passer les molécules primitivement
situées en un point de la surface réfléchissante, d’'un méme coté de
cette surface ou de deux cotés opposés. 1l 'y a plus : comme, en
adoptant les notations du second paragraphe, on trouvera

= 4COST,  ¥,==—8,COST,

il est clair que les déplacements

8, 8,

seront encore affectés du méme signe, ou de signes contraires, suivant

que les déplacements
Ny Ny

mesurés dans le plan d’incidence a partir d’une droite normale a la
surface réfléchissante, se compteront en sens opposés ou dans le
méme sens. En conséquence, il deviendra facile, dans tous les cas,
d'interpréter celles des formules (25), (26), (27), (29), (30), (31)
qui renferment les arguments de réflexion

i ou /.

Ainsi, en particulier, on conclura des formules (25) et (29) que, dans
les rayons incident et réfléchi, les déplacements moléculaires, mesurés

sur la surface réfléchissante perpendiculairement au plan d’incidence,
OFuvres de C. — S. 11, t. XI. 4o
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se compteront de deux cotés opposés a partir de ce plan, si 'indice de
réfraction 6 surpasse I'unité, et du méme coté si I'on a 6 < 1. Pareil-
lement on conclura des formules (26) et (27), ou (30) et (31), que,
dans les rayons incident et réfléchi, fes déplacements moléculaires
mesurés perpendiculairement a la surface réfléchissante, pour une
molécule située sur la surface, se compteront de deux cotés opposés a
partir de cette méme surface, sil'on suppose

6>1, T>0 ou <1, < 9,
et du méme coté si I'on suppose
>1, <@ ou <1, t>¢

Au contraire les déplacements moléculaires mesurés dans le plan
d’incidence et sur la surface réfléchissante, a partir d’une droite nor-
male a cette surface, se compteront du méme coté, pour les rayons
incident et réfléchi, dans les deux premiéres suppositions, et de cotés
opposés dans les deux dernicres.

Observons maintenant qu’on devra réduire a zéro les déplacements
mesurés sur la normale a la surface réfléchissante, si le rayon incident
devient perpendiculaire & cette surface, et les déplacements mesurés
sur la surface dans le plan d’incidence, si le rayon incident rase la
surface dont il s’agit. De cette observation, jointes aux conclusions
précédentes, il résulte immédiatement que les déplacements molécu-
laires, mesurés sur un axe quelconque, se compteront en sens
opposés, dans les rayons incident et réfléchi, si, I'indice de réfraction
étant supérieur a 'unité, le rayon incident devient perpendiculaire &
la surface réfléchissante ou rase cette surface; tandis qu'ils devront
se compter dans le méme sens, si, le rayon incident étant perpendi-
culaire a la surface, I'indice de réfraction devient inférieur a I'unité.

Observons encore que, si le rayon incident est perpendiculaire & la
surface réfléchissante, on pourra prendre pour plan d’incidence un
plan quelconque mené arbitrairement par I’axe du rayon. Si d’ailleurs
ce rayon est doué de la polarisation rectiligne, alors, en vertu des
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principes que nous venons d’établir, les déplacements absolus d’une
molécule, mesurés sur la surface véfléchissante, d’une part dans ce
rayon, d’autre part dans le rayon réfléchi, se compteront en sens
opposés ou dans le méme sens, suivant que l'on aura

0>1 ou f<1.

Si I’on suppose en particulier
0>1,

les déplacements absolus dont il s’agit se compteront en sens opposés,
et cette circonstance pourra étre indiquée, ou par la seule formule

{=o,

si I'on prend pour plan d’incidence le lan méme du rayon, ou par la
seule formule .

J =T,
si I'on prend pour plan d’incidence le plan de polarisation. La diffe-
rence qui existe entre les arguments de réflexion ¢ et j, détermines
par ces deux formules, peut sembler d'autant plus singulicre au
premier abord que, dans I’hypothése admise, on reste complétement
libre de prendre pour plan d’incidence un plan parallele ou un plan
perpendiculaire aux directions des vibrations des molécules. Toute-
fois, pour se rendre compte de cette différence, et de la réduction
de ¢ a zéro, il suffit de considérer le cas oit le rayon incident, polarisé
dans le plan d’incidence, serait, non plus rigourcusement, mais sen-
siblement perpendiculaire a la surface réflechissante. En effet, dans
ce cas, les paramctres angulaires

By B

liés a 7 par la formule _
) L=

se rapporteront aux déplacements

-
’ Qn

KAty

mesurés parallélement a la surface, et, comme, en vertu des deux for-
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mules .
=4 sinT, §,= s, sinrt,
N = ¥COST, n,==-- 8, COST,
on aura
E__mn,
ETT 0w

il est clair que les déplacements
&
seront affectés du méme signe si les déplacements
' n, o,

sont affectés de signes contraires. Or cette derniére condition sera
certainement remplie si 'on a
0>1;

et alors,en supposant le rayon incident sensiblement perpendiculaire
a la surface réfléchissante, on trouvera, pour chaque point de cette
surface, _

Ll g, .

?;‘ <o, E‘ <o, J =T
Donc alors aussi I'on aura, en chaque point de la surface réfléchis-
sante,

4

E’ >o0 et par suite i{=o.

Les arguments de réflexion; et ¢ étant connus pour les rayons po-
larisés suivant le plan d’incidence et perpendiculairement & ce plan,
on pourra en déduire immédiatement, en vertu de la premiére des
formules (35), Panomalie de réflexion, telle que la donne la seconde
des équations (39) ou (40). Cette anomalie pouvant d’ailleurs étre

augmentée ou diminuée d’un multiple de la circonférence 2%, on
peut, lorsqu’elle est représentée par =, la représenter aussi par

T—2NM=-—-T7,

et il en résulte que, dans la seconde des formules (39), on peut indif-
féremment réduire le double signe soit au signe +, soit au signe —.
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‘Si du rayon réfléchi I'on passe au rayon réfracté, alors aux for-
mules (46) ou (47) on devra substituer la seconde des formules (32)
ou (33), savoir :

(48) ‘'=o ou J =o.

Or il résulte de ces derniéres qu’en chaque point de la surface réfrin-
gente les déplacements d’une molécule, mesurés dans le plan d'inci-
dence ou perpendiculairement i ce plan, se compteront dans le méme
sens, soit avant, soit apres la réfraction. Parsuite, 'anomalie de réfrac-
tion sera nulle, comme on en a déja fait la remarque, et comme
l'indique la seconde des formules (41).

Il nous reste a déduire des formules obtenues les valeurs des argu-
ments et des azimutsde réflexion ou de réfraction, pour certaines inci-
dences qui méritent une attention spéciale.

Lorsque le rayon incident sera perpendiculaire & la surface réflé-
chissante, on pourra en dire autant du rayon réfléchi ou réfracté, et
I’bn aura

_ . T sint
(49) T=9% T o Tsint T

Donc alors, en vertu des formules(25), (26) ou (28), (29), on trou-
vera : 1° en supposant I'indice de réfraction 0 supérieur a I'unité,

<D

! —tang —E>‘
e b(‘? %)

2°en supposant l'indice de réfraction 0 inféricur a 'unité,

(30) I=J=

D

(31 I:J_—:'_—‘_q-—_;tang(g__ );

1+
et I'on aura, dans I'une ou Pautre supposition, non seulement, en
vertu des formules (32), (33),

2

(52) I'=)=— 0:1-—!ang<¢——%),

1

+
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mais encore, en vertu d_es formules (39) ou (40),
(83) . tangw —1, & ==

(54) tangw' =1, ®'=

en sorte que I'azimut de réflexion ou de réfraction se trouvera réduft
a la moitié d’un angle droit. Les formules (50), (51), (52) coinci-
dent avec celles que M. Young a données pour le cas de 'incidence
perpendiculaire. '

Lorsque I'angle d’incidence sera précisément I'angle de polarisa-
tion, I'on aura

T S .
(55) T=09, = s sint'=cost,  cost'=sin~.

Donc alors on trouvera : 1° en supposant I'indice de réfraction 0 supé-
rieur & I'unité,

. 62___ .
(56) I=o, J:ﬁ:sm(ncp—~§):——coan>;

2° en supposant I'indice de réfraction inférieur a I'unité,

(57) =0, J='—"%

= -;—:;——-0; c=C0829,

et 'on aura, dans I'une ou I'autre supposition, non seulement

(38) l’.—:%:cotq), J'::T_%?:acoshp,
mais encore

(59) | tangw = i-, o= g,

(60) tangm' = -l-g_;-é; =sinzo.

Lorsque, I'indice de réfraction étant inférieur & I'unité, 'angle d'in-
cidence © sera précisément I'angle d’émersion, 1’on aura

n :
(61) T=4{, = 3 sint'=1, cost'=o.
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Donc alors on tirera des formules (29) et (31)

(62) I=J=1,

et des formules (32), (33), (34)

=32 _ 3 =
(63) l—-a—-s.l"qla J-—‘Z,
(64) tangw =1, m:?-[:.
(63) tangw’ = 6’ =siny.

Enfin, lorsque, 'indice de réfraction 0 étant supérieur & 'unité, le
rayon incident rasera la surface réfléchissante, on aura

T PR 1
T= = sint — <=
2

[
Donc alors les formules (25), (27) entraineront de nouveau les équa-
tions (62) et (64); mais on tirera des formules (32), (33) et (41)
(66) I'=J)=o,

(67) tangw’ = sint' == 10 = coto.



SUR LES

RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE L’AZIMUT

L’ANOMALIE D’UN RAYON SIMPLE

DOUE DE LA POLARISATION ELLIPTIQUE.

Considérons, dans un systéme isotrope de molécules, un mouve-
ment simple, ou par ondes planes, qui se propage sans s’affaiblir. Pre-
nons pour plan des x, y un plan invariable paralléle aux plans des
ondes. Une molécule quelconque m fera toujours partie d’un rayon
sirﬁple perpendiculaire au plan invariable. Cela posé, soient, au bout
du temps ¢ :

%, 1 les déplacements de la molécule mesurés parallélement aux axes
rectangulaires des @, y;

v la distance mesurée sur le rayon simple entre le plan invariable et la
molécule m, cette distance étant regardée comme positive quand
elle se compte dans le sens de la vitesse de propagation des ondes
planes.

Si I'on nomme T la durée des vibrations moléculaires, et 1 la
longueur d’une ondulation, le mouvement de la molécule sera
représenté par des équations de la forme

(1 ¢ =acos(ke —st+1), n =bcos(ke — st + p),

dans lesquelles on aura

27 afn
k——T, S':.T;
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tandis que les constantes positives a, b désigneront les demi-ampli-
tudes des vibrations d’une molécule, mesurées paralléelement 4 I’axe

desx, ou 4 I'axe des y, et A, w les paramétres angulaires relatifs aux
mémes axes. Comme d’ailleurs les équations (1) donneront

% == cos(kv — s¢) cosA —sin (kv —s¢) sin},

:—; =cos(kv —s¢)cosp — sin(ke — st)sing,

on en tirera, moyennant ’élimination de 'une des lignes trigonomé-
triques sin (k¢ — s¢), cos (kv — s¢),

a vy

cosp — {;’cosl:: sin(kv—s¢)sin(p—12),

7

b

= oy

sinp — =sin k== cos(kv —s¢)sin(p—21);
puis, en combinant ces dernicres formules par voie d’addition, apreés
avoir élevé chaque membre au carré, et posant, pour abréger,

on trouvera

N En s (n)’__ -

>) —a2 —cosd + ) == sin*d.

(2) ( ) 2 b Ccosa + b

L’équation (2) représente généralement une ellipse et, comme cette
ellipse se transformera : 1° en ligne droite, si I'on a

(3) sind = o,
2%en circonférence de cercle, si'on a
(4) cosd = o, b=a,

il est clair que la polarisation, généralement elliptique, deviendra
rectiligne dans le premier cas et circulaire dans le second.

Le rayon représenté par le systéme des équations (18) peut étre
censé résulter de la superposition de deux rayons plans, représentés
séparément par chacune d'elles. L’'anomalie du rayon résultant et son

OFuvresde C. — . 11, t. X1, ‘



322 SUR LES RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE L’AZIMUT

asimut, relatifs au plan des x, 3, sont, d’une part, la différence

(5) o=p—12A

entre les paramétres angulaires @, A des rayons composants, renfer-
més dans les plans des y, 5 et des @, z; d’autre part, I'angle

(6) - m:arctangg,

qui a pour tangente le rapport entre les amplitudes des vibrations 2b,
24, correspondant i ces mémes rayons. Comme, dans les équations (1),
chacun des paramétres angulaires A, u peut étre sans inconvénient
augmenté ou diminué d’'un multiple de la circonférence 2%, on doit en
dire autant de 'anomalie 3, qui, en vertu desformules(3), (4), pourra

A . - s . T
étre réduite 4 zéro ou & = dans un rayon plan, et i = ~ dans un rayon
doué de la polarisation circulaire. Quant a I'azimut , il sera toujours

. . . T » .
compris entre les limites o, -» et, en vertu des formules (4), (6), il se

T

réduira, pour un rayon polarisé circulairement, i 7

» ¢’est-a-dire, en
d’autres termes, 4 la moitié d’un angle droit.

On tire de I'équation (6)

b sinw cosw _ sinw 1
- =tlangw= ’ = = ———
a cosw a b Vai+ b?
et par suite
() a=hcosw, b =hsinw,

la valeur de h étant
(8) h =ya'+ b2,

Le double de la longueur h, déterminée par I'équation (8), est, pour
une valeur nulle de I'anomalie, I'amplitude du rayon représenté par
les équations (1), et, dans tous les cas, 2h exprime ce que nous appe-
lons l'amplitude quadratique de ce méme rayon.

Si I'on nomme r le rayon vecteur mené du centre de I'ellipse décrite
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par une molécule au point avec lequel cette molécule coincide au bout
du temps ¢, et p I'angle polaire formé par le rayon vecteur avec I'axe
des &, on aura

(9) £ =rcosp, = rsinp,

(10) rr=_Erg gt tangp:?-

Si d’ailleurs le demi-axe des y positives est tellement choisi que le
mouvement de la molécule m, autour du centre de I'ellipse qu'elle dé-
crit, soit un mouvementde rotation direct, la vitesse angulaire de cette
molécule sera

=
(1) dp St "at _absing
dt T £’+'flz - rt Sy

et sin 3 devra étre une quantité positive. Alors aussi I'aire décrite par
le rayon vecteur r pendant le temps ¢, ayant pour dillérentielle

Lridp= ~abs sind L,
2 2
sera proportionnelle au temps, et représentée par le produit

\ t .
7: abstsind = ﬂabT sind.
Donc 'aire décrite pendant la durée T d’une vibration moléculaire, ou
la surface entiére 3 de 'ellipse, aura pour valeur

(12) 8 = wab sing,

et chacune des quatre parties, dans lesquelles cette aire est divisée
par les deux axes de I'ellipse, sera décrite pendant un temps égal au
quartde la durée d’une vibration.

Observons maintenant que si 'on nomme

EI, .r‘.l’ ’.I
ce que deviennent
5, n) r

: A l e Tr
quand on fait croitre le temps ¢ de 7 T, oust de > on aura non seule-
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ment
f=asin(ke —st+12), n'=bsin(ke — st + ).

(13) I‘":E“*ﬁ-'ﬂ/’,

et par suite

(14) B+Er=alt n'4+nt=Db

(15) rt4-p't=—at4- h3=h?,
mais encore

(16) £n'—En=absind.

Chacune des formules (14) se rapportant 2 'un des rayons plans dont
la superposition produit le rayon simple donné, on conclura géné-
ralement de’ces formules que, dans un rayon plan, les déplacements
absolus d’une molécule, mesures : 1° a un instant donné, 2° a un second
tnstant séparé du premier parb le quart de la durée d’une vibration
moléculaire, fournissent des carreés dont la somme est le carré de la demi-
amplitude. On conclura au contraire de la formule (15) que, dans tout
rayon simple, la demi-amplitude quadratique a pour carré la somme des
carrés des rayons vecteurs, qui joignent une molécule au centre de Uel-
lipse qu’elle décrit, a deux instants séparés I'un de !’autre par un inter-
valle égal au quart de la durée d’une vibration moléculaire. Donc cette
demi-amplitude quadratique a pour carré la somme des carres des deux
demi-axes de Uellipse et ne dépend nullement de la position des axes
rectangulaires des x et y. Enfin, en vertu de I'équation (16), comparée
a la formule (12), les rayons vecteurs qui joignent une molécule au
centre delellipse qu'elle décrit, a deux instants sépares lun del’autre par
un intervalle du quart de la durée d’une vibration, sont les deux cotes
d’un triangle dont la surface doublée est a la surface enticre de l'ellipse
dans le rapport de 1 a «.

Il est bon d'observer encore qu’en ayant égard aux formules (7),
on tirera de la formule (12)

(17) 3=§h’sinawsin6.
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Nous avons dit que, dans un rayon simple, I'amplitude quadratique h
demeure indépendante de la position des axes coordonnés. Il n’en
est pas de méme de I'azimut @ et de I'anomalic &, qui varient lors-
qu’on fait tourner, dans le plan de U'ellipse décrite, les axes rectangu-
laires des x et y. Cela posé, si I'on nomme plan principal un plan qui
renferme avec 'axe du rayon simple un des axes de I'ellipse décrite,
et asimut principal, ou anomalie principale, un azimut ou une ano-
malie qui corresponde & un plan principal, on reconnaitra aisément
qu’'une anomalie principale peut toujours étre réduite, au signe pres, a un
angle droit. En effet, pour que I'équation (2) soit celle d’une ellipse
rapportée a ses axes, il faut que I'on ait

c0sd — o.

Donc, en nommant A I'anomalie principale, on aura

.

A==

SRR

’

si 'on suppose, comme on a droit de le faire, ¢ toujours renfermé
entre les limites -- =, +=. On aura en particulier

T
A:'—)
2

si I'on admet, comme ci-dessus, que la quantité siné sera positive,
et alors, en nommant I 'azimut principal, on tirera de la formule (17)

(18) - 8§ = ;—rh’sinzll.
Or de la formule (18), jointe a la formule (17), on conelut
(19) .sinawsind =sin2llL

En laissant le signe de sind arbitraire, on aurait trouvé plus généra-
lement, au lieu de I'équation (17), la suivante :

+=8 = -‘Eh’ sin2wsing,
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el, au lieu de I'équation (19), la suivante :

(20) sinaw sind = sinallsinA.

Cette derniére, dont le second membre se réduit a sin21I, ou &
. . ™ s . P
—sinz2ll, suivantquel'on aA = > ou A = — -, entraine évidemment

le théoréme que nous allons énoncer.

TutoréMe I. — Dans un rayon doué de la polarisation elliptique,
le double de Uasimut relatif a un plan fixe, et le double d'un azimut
principal, c’est-a-dire de U'azimut relatif a Pun des plans principaux,
offrent des sinus dont le rapport est le sinus de I'anomalie relative au plan
/ixé, ow ce sinus pris en signe contraire, sutvant que !’anomalie princi-

, g .oow
pale est réductible a + gou a—-

Au reste, I'azimut et 'anomalie relatifs & un plan fixe, dans un
rayon simple doué de la polarisation elliptique, satisfont encore 2a
d’autres théorémes qu’on peut établir & I'aide des considérations sui-
vantes : ‘

On tire des équations (1) jointes aux formules ()

(31) & =hcoswcos(ke—st+1), n=hsinwcos(ke — st 4+ pn).

Si d’ailleurs on prend pour axes coordonnés des x, y les axes de 'el-
lipse décrite par une molécule située dans le plan invariable, et sil’on
choisit le demi-axe des y positives de maniére que le mouvement de
la molécule autour du centre de I'ellipse soit un mouvement de rota-
tion direct, I'anomalie 8 = . — v sera réductible 2 'anomalie princi-

pale A = g, et, comme on aura par suite
w=1I, p=2A+ g,
les équations (21) donneront
(23)  E=hcosllcos(st — kv —1]), n=hsinllsin(s¢— ke — %),

Enfin, si I'on considére une molécule située, non plus dans le plan
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invariable, mais 4 une distance « de ce plan déterminée par la for-

mule
ke +2%=o,

les équations (22) deviendront simplement

(23) ¢ ==hcosllcoss¢, n =hsinllsins¢.

Au reste, la nouvelle molécule dont il s’agit sera évidemment 'une
de celles qui, a 'origine du mouvement, c’est-a-dire pour une valeur
nulle de ¢, se trouvaient situées sur 'axe des = et du coté des x posi-
tives. On peut d'ailleurs disposer du plan des «, v de maniére qu’il
renferme cette molécule, et par conséquent de maniére qu’elle corres-
ponde & une valeur nulle de .

Supposons maintenant que, dans le plan invariable des x, v, on im-
prime un mouvement direct de rotation aux axes coordonnés, en fai-
sant décrire b I'axe des z un certain angle, désigné par t. En nommant
§,,m, ce que deviendront, apres la rotation effectuce, les variables &, v,
'on trouvera, au lieu des formules (9),

(24) &, =rcos(p—t), n,=rsin(p—1t);
et, comme on aura d’ailleurs
cos(p —t)=cosp cos.+ sinp siny, sin(p — t) =sinp cost — cosp sint,
les formules (24), jointes aux équations (9), donneront
(23) &, =25%cost+ nsint, n,==7cost — §sing,
ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (23),

& = h(costcosllcoss¢ +sinesinllsins¢),

26 .
(26) n,=h(costsinIlsins¢ — sinc cosll coss¢).

Or, comme les valeurs de §,, 1,, données par les équations (26), repré-
sentent les déplacements d’une molécule mesurés parallélement a
deux axes rectangulaires tracés arbitrairement dans le plan invariable,
ces valeurs doivent étre de la méme forme que les valeurs de §, ¢
fournies par les équations (21). Donc les paramétres angulaires 2, w,
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relatifs 4 ces nouveaux axes, et I’azimut o relatif au nouvel axe des z,
vérifieront les formules

coswcos(kr — st +A) =cos: cosll coss¢ + sintsinI sins¢,
sinw cos(kt — s¢ + )= coscsinll sins¢ — sinc cosllcosse,

(ue I’on pourra réduire &

cosw cos(st — A) = costcosllcoss¢ + sinesinllsinse,

2 . . . .
(27) sinw cos(s¢ — p) = cost sinll sins¢ — sin¢ cosI coss¢,

en choisissant le plan des x, y de maniére a faire évanouir la distancex.
Or, en posant successivement

on tirera des formules (27)

( cosmcosk = cosicosll,  coswsind = sintsinll,

(28 . . , . .
) 1 sinw cosp = — sint cosIl, sinw sinp == cost sinll;

et comme, en nommant ¢ 'anomalie relative aux nouveaux ‘axes, on
aura
0= p—v,
c0sd = cosA cosp + sinAsinp, sind = sinp cosh — sind cosy,

on trouvera définitivement

N . sin?ll — cos* Il . sinll cosII
€080 = sint oSt ———— sind = ————,
Sinw coOS® Sinw Cos®

ou, ce qui revient au méme,

(29) sin 2w cosd = — sina¢ cos21l, sin2w sind == sin21l,
On tirera encore des formules (28)

costm = costt costll + sin?¢ sinll,

sin?® = sin?¢ cos? Il + cos?¢ sintll,

et par suite ‘ '

cos'w — sin'w = (cos?t — sintt) (cosll — sintll),
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ou, ce qui revient au méme,

(30) cos2w = cos2.cos21l.

Enfin on tirera des formules (29)

(31) cotd =—sinavcotall

Les formules (27) et celles que nous en avons déduites supposent
le demi-axe des y positives choisi de maniere que le mouvement de la
molécule m, autour du centre de I'ellipse décrite, soit un mouvement
de rotation direct; en d’autres termes, elles supposent la valeur de

'anomalie principale A réductible a celle que donne la formuleA = %-
Si I'on supposait au contraire

A=-T
2

)
alors, en raisonnant toujours de la méme maniere, on se trouverait
conduit & remplacer sins¢ par — sins¢ dans la seconde des formules
(23); par conséquent a changer, dans les seconds membres des for-
mules (27), le signe du produit sinll sins¢, et & remplacer sin Il par
—sinIl dans les formules (28). Comme on a d’ailleurs, pour

™
A = -
2

sinA =1
et, pour A = ~- g-,

SinA =—1,

il suit, de ce qu’on vient de dire, qu'en laissant arbitraire le signe
de A et posant en conséquence

* A==

k]

on devra, dans les formules (28), remplacer sinll par le produit
sinll sinA. On trouvera ainsi généralement

32) j coswcosA=x costcosll, coswsink = sinvsinll sin4,

Q . . . .

( 1 sinw cosp = — sin¢ coslI, sinw sinp = cos¢ sinllsinA.
A

QFuvres de . — S. 11, t. XL, 42



330 SUR LES RELATIONS QUI EXISTENT, ETC.

by

Or, de ces derniéres équations, jointes 4 la formule sinA = =1, on
déduira encore la premiére des formules (29) et I'équation (30).
Mais, au lieu de la seconde des équations (29), on obtiendra I'équa-
tion (20), et au lieu de la formule (31) la suivante

(33) cotd = —sinac cotallsinA.

Nous avons déja énoncé le théoreme que renferme la seconde des
équations (29) ou plutot I'équation (20). Quant aux formules (30)
et (33), elles renferment encore deux propositions remarquables, dont
nous avons donné d’autres démonstrations dans le Mémoire sur la
réflexion et la réfraction de la lumiere (voir le Recucil de Mémoires sur
divers points de Physique mathématique) et dont voici les énoncés :

Tukoreme 1. — Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le
double de Uasimut relatif a un plan fize et le double d’un azimut prin-
cipal offrent des cosinus dont le rapport est le cosinus du double de
Uangle formé par le plan fixe avec le plan principal que !'on considére.

Turorime [Il. — La cotangente de l'anomalie relative & un plan fixe
est proportionnelle au sinus du double de I’angle formé par le plan fixe
avec l'un des plans principaux, et se réduit, au signe pres, au produit de
ce sinus par la cotangente du double de I’azimut principal relatif au
dernier de ces plans.



CONSIDERATIONS NOUVELLES

LA THEORIE DES SUITES

LES LOIS DE LEUR CONVERGENCE.

Parmi les théorémes nouveaux, que contiennent mes Mémoires de
1831 et 1832 sur la Mécanique céleste, I'un des plus singuliers et, en
méme temps, 'un de ceux auxquels les géometres paraissent attacher
le plus de prix, est celui qui donne immédiatement les régles de la
convergence des séries fournies par le développement des fonctions
explicites et réduit simplement la loi de convergence a la loi de con-
tinuité, la définition des fonctions continues n’étant pas celle quia été
longtemps admise par les auteurs des Traités d’Algébre, mais bien celle
que j’ai adoptée dans mon Analyse algebrigue, et suivant laquelle une
fonction est continue entre des limites données de lavariable, lorsque,
entre ces limites, clle conserve constamment une valeur finie et déter-
minée, et qu'a un accroissement intiniment petit de la variable corres-
pond un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.
Comme le remarquait derniérement un savant, que je m’honore d’avoir
vu assister autrefois & mes lecons, M. ’abbé Moigno, le théoreme que
je viens de rappeler est si fécond en résultats utiles pour le progrés
des sciences mathématiques, et il est dailleurs d'une application si fa-
cile, qu'il y aurait de grands avantages a le faire passer dans le calcul
différentiel et & débarrasser sa démonstration des signes d'intégration
qui ne paraissent pas devoir y entrer nécessairement. Ayant cherché les
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moyens d’atteindre ce but, j’ai eu la satisfaction de reconnaitre qu’on
pouvaiteffectivement y parvenir, a I'aide des principes établis dans
mon Calcul différentiel et dans le Résumé des lecons que j’ai données,
a I’Ecole Polytechnique, sur le Calcul infinitésimal. En effet, i 'aide
de ces principes, on démontre aisément, comme on le verra dans le
premier paragraphe de ce Mémoire, diverses propositions parmi les-
quelles se trouve le théoréme que je viens de citer, et I'on peut alors,
non seulement reconnaitre dans quels cas les fonctions sont dévelop-
pables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances as-
cendantes des variables qu’elles renferment, mais encore assigner des
limites aux erreurs que I'on commet en négligeant, dans ces mémes
séries, les termes dont le rang surpasse un nombre donné.

Le second paragraphe du Mémoire se rapporte plus spécialement au
développement des fonctions implicites. Pourdévelopper ces sortes de
fonctions, on a souvent fait usage de la méthode des coefficients in-
déterminés. Mais cette méthode, qui suppose I'existence d’un dévelop-
pement et méme sa forme déja connues, ne peut servir i constater ni
cette forme, ni cette existence, et détermine seulement les coefficients
que les développements peuvent contenir, sans indiquer les valeurs
entre lesquelles les variables doivent se renfermer pour que les fonc-
tions restent développables. Il est clair, par ce motif, que beaucoup
de démonstrations, admises autrefois sans contestation, doivent étre
regardées comme insuffisantes. Telle est, en particulier, la démons-
tration que M. Laplace a donnée de la formule de Lagrange et que
Lagrange a insérée dans la Théorie des fonctions analytiques. Des dé-
monstrations plus rigoureuses de la méme formule sont celles ou I'on
commence par faire voir que la multiplication de deux séries sembla-
bles a la série de Lagrange reproduit une série de méme forme et celle
que j’ai donnée dans le Mémoire sur la Mécanique céleste, publié en
1832 ('). Mais, de ces deux démonstrations, la premiére est assez
longue et la seconde exige 'emploi des intégrales définies. Or, comme

(1) OFEuvres de Cauchy, 2° série, t. XV.
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laformule de Lagrange et d’autres formules analogues serventa la solu-
tion d’un grand nombre de problémes, j'ai pensé qu'il serait utile d’en
donner une démonstration trés simple, et en quelque sorte élémen-
taire. Tel est Pobjet que je me suis proposé dans le second paragraphe
du présent Mémoire.

ANALYSE.

§ 1. — Développement des fonctions en séries convergentes.
Régles sur la convergence de ces développements et limites des restes.

La théorie du développement des fonctions en séries ordonnées,
suivant les puissances ascendantes des variables, est une conséquence
immédiate de deux théorémes, dont la démonstration se déduit,
comme on va le voir, des principes établis dans mon Calcul différentiel
et des propriétés connues des racines de I'unité.

Tukoreme . — Soit
z = rery=1

une variable imaginaire dont le module soit r et largument p. Soit

encore
w(r)

une fonction de la variable x qui reste finie et conlinue, ainsi que sa
dérivée &' (), pour des valeurs du module r comprises entre certaines
limites,
r=r,, r=R.
Enfin, nommons n un nombre entier susceptible de croitre indéfini-
ment, el prenons
=/

O—=c¢e s
0 représentera une racine primitive de Uéquation
=13

et si, en attribuant @ r U'une quelconque des valeurs comprises entre les
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limites r,, R, on pose

o (r)+0a'(6r)+ 0w’ (8'r) +...+ 0" 'w'(62-'r) 3
n -

(1)

¢ s'évanouira sensiblement pour de trés grandes valeurs de n; par conse-
quent la moyenne arithmetique entre les diverses valeurs du produit

. 6mw' (6™r),
correspondant aux valeurs

o, 1, 2, ..., n—1
' . g \ , 1
du nombre m, se reduira senstblement a zéro, en méme temps que -
Démonstration. — En effet, sil’'on nomme ¢ un accroissement attribué
a unc valeur de x dans le voisinage de laquelle la fonction & () et sa

dérivée o' (x) restent finies et continues, on aura, pour les valeurs
de ¢ peu différentes de zéro (voir le Calcul différentiel),

B(x +i)—w(x)=i[o(x)+J]
J devant s’évanouir avec ¢. On aura donc par suite
@w(ir) —w(r) =0 —nrie'(r) +35],
(2) w(0tr) —e(6r) = —1)r(fw'(6r)+4d,],
w(0"r) —w(tr) = (0 — ) r[6+ e’ (0" 1r) +6,_,],
80» 8 -+ -y 8,_, devant s’évanouir avec H — 1, ou, ce qui revient au
méme, avec ;;; puis, en posant pour abréger

o+ 0y~ ..+ 0,
n

- —0,

c’est-d-dire en représentant par — & la moyenne arithmétique entre
les expressions imaginaires,

on tirera des équations (2) '

0% r) —m(r
(3) cL(6'._):_..”_’;”_(.'__).:w'(r)-*-Grss’(@r)-+—...-t—9""63'(9""”)""’6-



SUR LA THEORIE DES SUITES. 333

Enfin, comme on aura précisément
6n =1, w(0"r) =w(r),

I'équation (3) se réduira simplement a l’cquatmn (1). D’autre part,
comme la somme de plusieurs expressions imaginaires offre un mo-

dule inférieur 4 la somme de leurs modules, la moyenne — & offrira
un module inférieur au plus grand des modules de

60v 6!- sy 6;&—1'
Done ¢ s’évanouira en méme temps que chacun d’eux, ¢'est-a-dive
en méme temps que ;; ce qui démontre I'exactitude du théoréeme 1.
Tukorime 11, — Les mémes choses etant posées que dans le théoréme I,
silon fait, pour abreger,

(%) (r)==- w(r)+wdr) +. . +w (5

. n

c'est-a-dire st U'on représente par 11(r) la moyenne arithmetique entre

les diverses valeurs de
w(9mr)
correspondant aux valeurs

o, 1, 2, 3, ..., n—i

du nombre m; alors, pour de grandes valeurs de n, lu Sonction 1 (r)

restera senstblement tnvariable entre les limites r = r,, r = R.

Démonstration. -- Supposons qu’a une valeur de r comprise entre
les limites »,, R, on attribue un accroissement p assez petit pour que
r+p soit encore compris entre ces limites. Les accroissements cor-
respondants des divers termes de la suite

m(r), m(er), ey m(@n—ll.)
‘seront de la forme

w(r-+p) —w(r) =pla'(r)+ &),
m[G(/‘ +p)] —w(er) =pl 0o (0r) +¢].

mlgu 1(, o P)] — m(@”“‘r) — plen—lm (0""! ) -+ 5"_1]

(%)
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€0s €4y -+ £,y désignant des expressions imaginaires qui s’évanouiront
avec;';; et par suite la moyenne arithmétique entre ces mémes accrois-
sements ou la différence

M(r+p)—1(r)

se trouvera déterminée par la formule

w(r)+0w'(0r)y+...+ 0""'w/ (6% 'r) e

n

®) Mr+p) =1 =p|

la valeur de ¢ étant

(7)

Em€o+5|+-..+€n_]
- n

On aura dong, eu égard a la formule (1),
H(r+p) —M(r)=p(e—3),

ou, ce qui revient au méme,

(8) H(r+p) —H(r) =1,

v représentant la différence ¢ — 3 et devant, comme ¢ et ¢, s’évanouir
avec ';

On conclura facilement de la formule (8) que, pour de grandes va-
leurs de n, la fonction II(r) reste sensiblement invariable entre les
limites »=r,, r =R, en sorte qu'on a, par exemple, sans erreur

sensible,

(9) (R = (7).

Effectivement, pour établir cette derniére équation, il suffira de

partager la différence
R—r,

.

en ¢léments trés petits égaux entre eux, et la différence
I{R)—1(ro)

en éléments correspondants, puis d’observer que, si 'on prend pourp
un des éléments de la premiere différence, la seconde différence sera,
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en vertu de la formule (8), le produit de 5 par la somme des valeurs
de 1, ou, ce qui revient au méme, le produit de R — r, par une moyenne
arithmétique entre les diverses valeurs de 1. Soit I cette moyenne
arithmétique, on aura

H(R) — (ry) = L(R — ry);

et, comme le module de I ne pourra surpasser le plus grand des

. . ., . 1
modules de 1, il est clair que 1, tout comme ¢, devra s’évanouir avee =

Done le produit
(R —ry)

devra lui-méme s’évanouir sensiblement pour de grandes valeurs de 7
du moins tant que R conservera une valeur finie. On prouverait de la
méme maniére que, si la valeur de r est comprise entre les limites
ros R, on aura sensiblement, pour de grandes valeurs de n,

(10) W(r) =H(r,).

Nota. — Le second membre de laformule () n’est autre chose que
la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de la fonction

. w(.xr)

qui correspondent & un méme module 7 de la variable =, et & des va-
O N . . . ., .
leurs de = représentées par les diverses racines de 'unité du degré n.

La limite vers laquelle converge cette moyenne arithmétique, tandis
que le nombre ~ croit indéfiniment, est ce qu'on pourrait [appeler la
valeur moyenne de la fonction @ (x), pour le module donné r de la
variable @. Lorsqu’'on admet cette définition, le théoréme II peut
g’énoncer de la maniére suivante :

St la fonction & (x) et sa dérivée o’ (x) restent finies et continues pour
un module r de x renfermé entre les limites ry, R, la valeur moyenne de
@ (x) correspondant au module r, supposé compris entre les limites

ros R, sera indépendante de ce module.
OEuvres de C. — S. 11, t. XI. 43
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Corollaire 1. — Les mémes choses étant posées que dans les
théorémes I et 11, sila fonction @ () et sa dérivée restent encore con-
tinues, pour un module r de « renfermé entre les limites o, R, on aura
sensiblement, pour un semblable module et pour de grandes valeurs
de n,

(11) II(r)=1(o0).

Corollaire 1I. — Les mémes choses étant posées que dans le
corollaire I, si la fonction = (x) s’évanouit avec @, on pourra en dire
autant de Ja fonction II(x), et par suite on aura sensiblement, pour de

grandes valeurs de n,

(12) (r)y=o.

Corollaire 111. — Concevons maintenant que I'on pose

M) — ey

$—x

(13) w(3)

f(z) désignant une fonction de = qui reste finie et continue avec sa
dérivée f'(s), pour un module » de s compris entre les limites o, R.
II(s), ainsi que ©(s), s’évanouira pour une valeur nulle de 3, et si,
en posant pour abréger

(14) e(5)=——1f().  ¢(3)=

—f(),

5 —

on nomme

, ®(s), W(z)
ce que devient II(s) quand on remplace @ (s) par 9 (s) ou par ¢ (z),
alors, en vertu de la formule (12), on aura sensiblement, pour de
grandes valeurs de » et pour un module » de s inférieur & R,

(13) ®(r)y—W(r)y=o.

D’autre part, si 'on suppose le module r de 5 supérieur au module
de x, on aura

-—‘l-; =14 s'r 4+ st . =25,
P
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et par suite, en vertu de la formule (4),

\If o L1 o—m__'_ 6—!m+. s G-(n—1)m
(r)=f(=)2 -

r - ‘r"l N
le signe X s’étendant a toutes les valeurs entiéres, nulles ou positives
de m. D'ailleurs, comme le rapport

| G—m + 9~!m+_ o4 Gta—=tm 11— G—nm
n TR =6

se réduira toujours évidemment ou a I'unité ou & zéro, suivant que m
sera ou ne sera pas divisible par r, la valeur précédente de W(r) de-
viendra

W(r)= [1 + (;)nﬁ- (;)2"—!—. . .]f(-r) = ?{f‘i:)—,.f(‘”)'
-

x . o0 e . o. .
Done, le module de = étant inférieur & I'unité, on aura sensiblement,

pour de grandes valeurs de #,

et par suite, en vertu de la formule (15),

(16) f(x)=®(r),

ou, ce qui revient au méme,

i r Or gn—tp
(I7) f(x): ;; [I‘—\L‘ I'(r)+ e f(el) “+ oo+ mr(e"—ll')].

Envertu de cette derniére équation, qui devient rigoureuse quand n
devient infini, la fonction f(x) pourra étre généralement représentée
par la valeur moyenne du produit

(18) : E—:;l'(:)

correspondant au module r de la variable 3, si, le module de = étant
inférieur au module r de 3, la fonction f(3) et sa dérivée f' () restent
finies et continues pour ce module de 5 ou pour un module plus petit.
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D’ailleurs la fraction

’
S—x

et par suite le produit (18), seront, pour un module de x inférieur au
module 7 de s, développables en séries convergentes ordonnées sui-
vant les puissances ascendantes de 2. On pourra donc en dire autant
du second membre de la formule (17) et de la fonction f(x), quand le
module de z sera inférieur au plus petit des modules de = pour les-
quels la fonction f (s) cesse d’étre finie et continue. On peut donc
énoncer la proposition suivante :

Tutorkne L. — S on attribue a la variable x un module inférieur
au plus petit de ceux pour lesquels une des deua: fonctions f(x), f (x)
cesse d’étre finie et continue, la fonction [ (x) pourra étre représentée
par la valeur moyenne du produit

— )

correspondant a un module r de s, qui surpasse le module donné de x ;
el sera par conséquent deéveloppable en serie convergente, ordonnee sui-
vant les puissances ascendantes de la variable x.

Nota. — Comme en supposant la fonction f(a:) développable suivant
les puissances ascendantes de x, et de laforme

(19) f() =as+a 1@ +ayx’+...,

on tirera de 'équation (19) et de ses dérivées relatives i x
9

a,= (o). a,

= —y ceey

T

:f—Q—)ﬂ a f”(O)
1

il est clair que le développement de f(x), déduit du théoréme II, ne
différera pas de celui que fournirait la formule de Taylor. On arrive
encore aux mémes conclusions en observant que le produit

2
S—x

f(z),
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développé suivant les puissances ascendantes de , donne pour déve-
loppement la série

Donc, dans le développement de f(z), le terme constant devra se ré-
duire a la valeur moyenne de f(3), laquelle, en vertu du théoreme Il,
est précisément f(o); le coefficient de x, a la valeur moyenne du
( )

rapport — ou, ce qui revient au méme, du rapport

f(z)—"f(0)

3

et par conséquent & la valeur commune {'(0), que prennent ce rapport
et la fonction f'(s), pour s = o, ete.

Quant au reste qui devra compléter la série de Taylor, réduite i ses
n premiers termes, il se déduira encore facilement des principes que
nous venons d’établir. En effet, puisqu’on aura

5 xr at an-t "
Tz Tt +>:7:'-+:""(:—x)’
et, par suite,
S .r a? xn- " )
;:;f(:):r(:)ﬂ--;r(:)—*—-5;"(3)%—... f( )+ — e ’(-..... |(3)‘

il est clair que le reste dont il s’agit sera la valeur moyenne du
produit

rll
-Il l( - r)

f(s),

-considéré comme fonction de 3, pour un module » de 5 supérieur au
module donné de . Donc, si I'on nomme & le plus grand des modules
de f(z) correspondant au module rde 3, et X le module attribué a la
variable x, le reste de la série de Taylor aura pour module un nombre

inferieur au produit
X &
rm=ir—X) '
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par conséquent inférieur au reste de la progression géométrique que
I'on obtient, en développant suivant les puissances ascendantes de x,

le rapport
PP o

r—X

On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

TutoreMe IV. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 111,
st U'on arréie le développement de la fonction f(x) aprés le n'*™ terme,
le reste qui devra compléter le deéveloppement sera la valeur moyenne du

(57

pour un module r de s superieur au module donne de x. St d’ailleurs on
nomme & le plus grand des modules de f(z) correspondant au module r

produit

de s, et X le module attribué a x, le module du reste ne surpassera pas

le produit
(2R
r r—X
Les principes ci-dessus exposés, particulicrement les notions des
valeurs moyennes des fonctions pour des modules donnés des variables
et les divers théorémes que nous venons d’établir peuvent étre immé-
diatement étendus et appliqués d des fonctions de plusieurs variables.
On obtiendra de cette maniére de nouveaux énoncés des propositions
que renferme le Mémoire sur la Mécanique celeste, publié en 1832, et
l’o‘n arrivera, par exemple, au théoréme suivant :

Tutoneme V. — Soient x, v, 3, ... plusieurs variables réelles ou ima-
ginaires. La fonction f(x,y, s, ...) sera développable par la formule
de Maclaurin, étendue au cas de plusieurs variables, en une serie conver-
gente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, y, s, ... si les
modules X, Y, Z, ... des variables x, y, 5, ... conservent des valeurs in-
Jerieures a celles pour lesquelles la_fonction reste finie et continue. Soient
r,r', 1", ... ces dernicres valeurs ou des valeurs plus petites, et & le plus
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grand des modules de f(x, y, 3, ...) correspondant au module r de z, au
module r’ de y, aumodule r' de s.... Les modules du terme general et du
reste de la série en question seront respectiement inferieurs aux modules
du terme genéral et du reste de la série qui a pour somme le produit

! "

r r r
r—Xr'—Y r'—14.

&R

N — Développement des fonctions implicites. Formule de Lagrange.

Les principes établis dans le paragraphe précédent peuvent étre ap-
pliqués non seulement au développement des fonctions explicites,
mais encore au développement des fonctions implicites, par excmple
de celles qui représentent les racines des équations algébriques et
transcendantes. Alors la loi de convergence se réduit encore a la loi de
continuité. Concevons, pour fixer les idées, que la variable x soit dé-
terminée en fonction de la variable ¢ par une équation algébrique ou
transcendante de la forme

(1) &r=ew(x),

& (r) étant une fonction explicite et donnée de & qui ne renferme point
e, et ne devienne point nulle ni infinie pour z = o. Parmi les racines
de I'équation (1), il en existera une qui s’évanouira en méme temps
que ¢. Or cette racine, si 'on fait croitre le module de ¢ par degrés in-
sensibles, variera elle-méme insensiblement, ainsi que sadérivée rela-
tive i ¢, en restant fonction continue de la variable ¢, jusqu’a ce que
cette variable acquiére une valeur pour laquelle deux racines de 'équa-
tion (1) deviennent égales ('), pourvu toutefois que dans l'intervalle

(t) Lorsque la variable e acquiert unc valeur pour laquells la plus petite racine de
I'dquation (1) cesse d'étre une racine simple, la dérivéo de cotte racine, relative 4 «,

devient infinie et par conséquent discontinue. En effet, on tire généralement de I'équa-

tion (1) ew ()

ber = = ay

et il est clair que cette valeur D;x se présente sous la forme Il;’ quand on choisit € de
maniére & vérifier I'équation (2).
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la valeur de @ (x), correspondant a la racine dont il s’agit, ne cesse
pas d’étre continue. Donc, si la fonction @ (x) reste continue pour des
valeurs quelconques de x, celles des racines de I'équation (1) qui s’é-
vanouit avec ¢ sera développable en série convergente ordonnée sui-
vant les puissances ascendantes de ¢, pour tout module de la variable ¢
inférieur au plus petit de ceux qui introduisent des racines égales dans
I’équation (1), et rendent ces racines communes a I’équation (1) et &
sa dérivée

(2) 1 =¢w' (),

par conséquent, pour tout module de e inférieur au plus petit de ceux
qui répondent aux équations simultanées

<X w(.r)

(3) e=

=o' (x).

Ainsi, par exemple, la plus petite racine o de I'équation
(4) L =gcosx

sera développable en série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes de €, pour tout module de ¢ inférieur au plus petit
de ceux qui répondent aux ¢quations simultanées

. x cosx .
(3) E= —» == —sinxz,
. cosz z

dont la seconde peut étre réduite a
(6) , cotr = — x,
ou bien encore remplacée par la formule

cosx + z sinz = o,

qui, lorsqu’on développe sin z et cos x, devient

2 _ v 2,
(7) + 2 1.2 4 ’1.2.3.4 6 T

Or, si I'on nomme X le module de la variable réelle ou imaginaire x,
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le module du polynome

ne pourra surpasser la somme des modules de ses divers termes,
savoir

-
~
o

-~
(=2}

P

d’otr il résulte que I'équation (6) ou (7) n’admettra point de racines
réelles ou imaginaires, dont les modules sotent inféricurs & la racine
positive unique de I'équation

2 X2 X 1 Xeé
(%) m)_l“l—a—’;—+ 1.9..3./;—5_1_

ou, ce qui revient au méme, de ’équation

X X X —X
et e , €0 — €
(9) - =X — = 0,

2
qu’on peut encore présenter sous 'une ou I'autre des deux formes

. 2
g'“) X =1+ ;;{\r—',

(r1) X —I(X 4+ 1)+ 1(X—1)=o0,

la lettre | indiquant un logarithme népérien. D’ailleurs cette racine X,
supérieure i 'unité en vertu de la formule (10), sera, en vertu de la
formule (8), inféricure & la racine positive de I'équation

X3 1 Xb
2 .24

EEE I

¢’est-a-dire au nombre

V—a+y12=1,2100 ...
et si l'on pose, dans I'équation (8) ou (11),
X=1,2+1

¢ sera renfermé entre les limites — 0,2 et o,1. Cela posé, en considé-
44
CQEuvres de C. — S. I, t. XI. 44
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rant 1,2 comme une premiére valeur approchée de la racine positive X
de I’équation (8), on obtiendra facilement par la méthode de Newton,
ou par 'emploi de la formule de Taylor, de nouvelles valeurs de plus
en plus approchées, et 'on trouvera ('), en poussant I’approximation
jusqu’aux millioniémes inclusivement

X:==1,199678 ....

Cette derniére valeur de X représente donc une limite inféricure que
ne peuvent dépasser les modules des valeurs de  qui vérifient I’équa-
tion (6) ou (7). Mais ces modules peuvent atteindre la limite dont il

(*) Si P'on désigne par F(X) le premier membre de I'équation (11), par @ la valeur
approchée 1,2 de la racine X et par a + i sa valeur exacto, on aura

F(X)=F(a-+i)=F(a)+ iF (a+0i),
0 désignant un nombre inférieur A I'unité, et les valeurs de F'(X), I’ (a + 0¢) étant

2

F(X)= l—._—",-, F(a 0) = et

X-2
Cela posé, I’équation ’
F(X)=o0
donnera
pu— 1 )2
— 1= a0k (a).

et, comme on aura encore

a—+1 .
= 1) =1,§ —1(11) = 0,002105,

a =1,2, F(a):za—l(

on trouvera définitivement

. 1— (1,24 00)-2
z.-:—o,ooglof)_.(_l_;i_)_.

En vertu do cette derniére équation, non seulement i sera négatif, mais de plus sa
valeur numérique sera inférieure au produit -

1—(1,2)"%

0,002103 = 0,0003216,

et par suite supérieure au produit

—(1,2—0,0003216)-*

1
0,002105 Py = 0,0003212....

Done, en poussant I'approximation jusqu'aux millionidmes, on aura i =— 0,000321...

X =1,2——0,000321... =1,199678....
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s’agit, puisqu’on satisfait & I'équation (7) en supposant

z=X\—1==1,199678 ...\/—1

et prenant pour X la valeur positive de 1'équation (8). Ce n’est pas
tout : comme, en vertu des formules (5), on aura

- r -1

£= = -
cosz _ sinz’
on en conclura
e T x4 1 A
T costxz — sinx T cos'x + sintx’

par conséquent

(12) e2=at41.

Or, si 'on suppose le module X de « égal ou supérieur au nombre
1,199 678,

alors, en vertu de la formule (12), le module correspondant de ¢* sera
égal ou supérieur a la différence

Xt—1

et le module de ¢ sera égal ou supérieur a

VX,

par conséquent a la limite

V(1,199678 .. .)'—1=0,662 742, ...
_k'lu’il atteindra si 'on suppose
x=1,199678...y—1.

Donc le plus petit des modules de e qui répondent aux équations (5)

sera
0,662 742,

et par conséquent la plus petite racine de I'équation

x=ECOSx
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sera développable en série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes de t, pour tout module de ¢ inférieur au nombre
0,662742 .... On se trouve ainsi ramené immédiatement & un résultat
auquel M. Laplace est parvenu par des calculs assez longs dans son
Mémoire sur la convergence de la série que fournit le développement
du rayon vecteur d’une planéte suivant les puissances ascendantes de
I'excentricité.

Il nous reste a indiquer une méthode tres simple, i I'aide de laquelle
on peut souvent construire avec une grande facilité les développe-
ments des fonctions implicites. Pour ne pas trop allonger ce Mémoire,
nous nous contenterons ici d’appliquer cette méthode au développe-
ment de la plus petite racine a de ’équation (1), ou d’une fonction
de cette racine.

Nommons a celle des racines de I’équation (1) qui s’évanouit avec e,
et que nous supposerons étre une racine simple. On aura identique-
ment

(13) xr—ew(xr)=(x—oa)ll(x),

II(x) désignant une fonction de x qui ne deviendra point nulle ni in-
finie pour x = o. Or, de I'équation (13), jointe & sadérivée, on déduira
la suivante '

1—ew'(x) II'(x)
z—ctwm(x) z—a  (z)

(14)

qu’on obtiendrait immédiatement en prenant les dérivées logarith-
miques des deux membres de P'équation (13). On aura donc, par
suite,

ll’(x)__l——em’(w)_ '
I(z)  2z—ewm(xr) x—a

(13)

D’ailleurs, pour des valeurs de « suffisamment rapprochées de zéro,
la fonction

IV ()
()

sera géncralement développable en une série convergente ordonnée
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. . . . L . .
suivant les puissances ascendantes, entiéres et positives de x. Ainsi,
en particulier, si II(x) est une fonction de , et si 'on nomme 8, v, ...
les racines de I’équation

(16) ll(x)=o,

on aura identiquement

(17) H(z)=k(z—8)(z—7)...,

£ désignant un coefficient indépendant de «, et par suite

W(z) 1 1

(18) I(x) “_z—5+;r——-/

Donc alors on aura, pour tout module de z inférieur aux modules des
racines B, v, ...,
W(x 1 ! | 1 3

(19) -iT((—J—:—))—:—<%-+:/—+...>-—<é;+;;+.../)m——-....

Donc aussi le second membre de I'équation (15) devra étre dévelop-
pable, pour des modules de & qui ne dépasseront pas certaines limites,
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes,
entiéres et positives de &. Or il semble au premier abord que. pour de
trés petits modules de ¢ ou, ce qui revient au méme, pour de tres
petits modules de a, ce développement ne puisse s'effectuer. Car, si le
module de « devient inférieur a celui de « et le module de ¢ & celui de

T "
——, alors, en posant, pour abréger,

@ ()
w(x) =\,
on trouvera
(20) ! -"l+“+a,+
x—o &  xr x> 7

l—Em’(JrS o AW g N &3 fAW
(20) ;:?rm“;“’“’w(:)";"x(?)“?”w(}?)“--"

De plus, en désignant par ¢ un nombre infiniment petit qu'on devra
réduire a zéro, aprés les différentiations effectuées, et par 5 ce que
devient & quand on remplace x part, on aura encore, en vertu de la
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formule de Maclaurin,

. 2
\\ =3 +%l)‘é +%Dl’5 -+

/ , 2
(22) ' ;\;gzgz_,_%])‘a’.*- %D,’e’b’-—f-...

0

et
! . A ]
—_— = — —_— P2
sD,x.— ey LIE BRSO
(23) ( o2 a1 1 D32 ! 382
(DIT“"’E‘T—.;T*‘T.;}D”’*“"‘

......................................

et par suite le second membre de la formule (15), développé suivant
les puissances ascendantes de «, renfermera en apparence non seule-
ment des puissances positives, mais encore des puissances négatives
de'z, ces dernieres méme étant, A ce qu'il semble, en nombre infini.
Toutefois, il importe d’observer qu’en supposant le module de « trés
petit, on pourra développer ¢, ¢, ... et par suite les seconds membres
des formules (21) et (15), suivant les puissances ascendantes de «.
Alors le second membre de la formule (15), développé suivant les
puissances ascendantes de « et de «, offrira, il est vrai, des puissances
positives et des puissances négatives de x, mais seulement des puis-
sances positives de a, et le coefficient d'une puissance quelconque
de «, par exemple de «™, dans ce second membre, sera la somme u,,
d'une série qui renfermera un nombre infini de puissances positives
de x, avec les seules puissances négatives

1 1 oo

1
—y —_— —
x m @£ n-— x

D’autre part, en vertu des principes établis dans’ le paragraphe
précédent (théoréme V), la fonction ]IIIIT(:)) sera développable en une
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes, en-
tiéres ct positives de et de a, tant que les modules de x et de « ne
dépasseront pas les limites au dela desquelles cette fonction cesse
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d’étre continue, et le coefficient de o™ dans le développement sera la
somme ¢, d’une série qui renfermera sculement les puissances en-
ticres et positives de @. Done, puisque deux développements ordon-
nés suivant les puissances ascendantes, entieres et positives de a, ne
peuvent devenir égaux sans qu’il y ait égalité entre les coefficients des
mémes puissances, les deux coeflicients de a™ que nous avons désignés
par u,,, v,,, et qui représentent les sommes de deux séries ordonnées
suivant les puissances ascendantes de o, seront ¢gaux; d’oit il résulte
que, dans la premitre de ces deux sérics, chacun des m premiers
termes, proportionnels a des pmssanue» négatives de 2, devrea s’éva

nouir. Donc le terme proportionnel a ;;, en particulier, s’évanouira
dans la série dont la somme u,, sert de coefficient a o™, quel que soit
d’ailleurs le nombre m ; d’ou il résulte que la somme des termes pro-
M s 1 LY M Iy ”

portionnels & — s’évanouira elle-méme, dans le développement du
second membre de la formule (15) suivant les puissances ascendantes
de et de «. Or, cette somme, en vertu des formules (19), (')o) (23),
sera évidemment

€3 -+ —n 3o = DI —a

On aura donc

(24) ‘ a:eJ+%D.~3’+ TZ:ED?»\”+...,

la valeur de t devant étre réduite a zéro, apres les différentiations
effectuées. La formule (24), qui subsiste tant que « et sa dérivée rela-
tive.a ¢ restent fonctions continues de ¢, est précisément la formule
donnée par Lagrange pour le développement de o suivant les puis-
sances ascendantes de ¢. Si I'on égalait a zéro, dans le développement

du second membre de la formule (15), non plus le coefficient de - -
. . 1 1 . P .
mais ceux de —, de — etc., on obtiendrait immédiatement les for-

mules données par Lagrange pour le développement de «?, ?, etc.,
duivant les puissances ascendantes de ¢. Enfin, si 'on ‘égalait les
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coefficients des puissances positives
&, x?,

a ceux qui affectent les mémes puissances dans le second membre de
la formule (19), on obtiendrait les valeurs des sommes
! 1

*+.oen, ==+

+ &y

1 1
g ; fs IR

développées encore suivant les puissances ascendantes entiéres et
positives de .

Soit maintenant f () une fonction qui ne devienne pas infinie pour
@ = o. Aprés avoir multiplié par le rapport

[(x) —f(0)

Zz
les deux membres de la formule (15), on pourra, tant que la fonction
f(x) ne deviendra pas discontinue, développer le second membre sui-
vant les puissances ascendantes de , et, comme, dans ce développe-
ment effectué¢ i I'aide des ¢quations (20), (21), (23) ou de formules

. 1 . N .
analogues, le coefficient de - devra disparaitre, on en conclura faci-
lement

(35) f(@)=[(0) =e3 (1) + oI [3 1)+ —e D[ (0] 4.,

la valeur de ¢ devant étre réduite a zéro aprés les différentiations effec-
tuées. On retrouve encore ici la formule donnéé’ par Lagrange pour le
développement de f(«). Il est bon d’observer que, dans cette formule,

le coefficient de %"» déterminé par la méthode qu’on vient d’exposer,

sera le coefficient de —; dans le développement du produit
z

f(w)—;l(o)l)z(:\-:)’

o
. £

ou, ce qui revient au méme, le coefficient # dans le développement
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de la fonction
9 —-— ‘ r) — A_:: " N
(26) Do) [re) = o]0 ()"}

Mais, comme la dérivée du second ordre d’un développement ordonné
suivant les puissances ascendantes ct entiéres de x, ne peut renfer-

. ’ . 1 . . A ’
mer la puissance négative —. cette puissance disparaitradans le déve-
loppement de

p:| (L) = fo) \] =D, [f(2)—f(0)]Ds (%) } Lp, )

" o

d’ou il suit qu’elle sera multipliée par un méme coefficient dans les
développements de I'expression (26) et de la suivante

s ()

o

D,

~ oy en
Done, dans le second membre de la formule (25), le coefficient de -
devra se réduire, comme nous 'avons admis, a

: n— n
Tl

devant étre remplacé par zéro aprés les différentiations.

La méme méthode, comme je 'expliquerai plus en détail dans un
autre article, peut servir 4 développer, suivant les puissances ascen-
dantes d'un paramétre contenu dans une Gquation algébrique ou
transcendante, la somme des racines qui ne deviennent pas infinies
quand le paramétre s’évanouit, ou plus généralement la somme des
fonctions semblables de ces racines. On retrouve alors les résultats
obtenus dans le Mémoire de 1831. :

On pourrait, au reste, démontrer rigoureusement la formule de
Lagrange, en combinant la méthode que M. Laplace a suivie avec la
théorie que nous avons exposée dans le premier paragraphe.

et Q@ e

QEuvres de C. — S, 1, t. XI. : 45



MEMOIRE

SUR

LES DEUX ESPECES D'ONDES PLANES

QUI PEUVENT SE PROPAGER

DANS UN SYSTEME ISOTROPE DE POINTS MATERIELS.

Considérations générales.

Jai donné le premier, dans les Exercices de Mathématiques, les équa-
tions générales aux différences partielles qui représentent les mouve-
ments infiniment petits d'un systéme de points matériels sollicités par
des forces d’attraction et de répulsion mutuelle. De plus, dans divers
Mémoires que j'ai publiés, les uns par extraits, les autres en totalité,
dans les années 1829 et 1830, j'ai donné des intégrales particuliéres
ou générales de ces mémes équations, et j’ai conclu de mes calculs que
les équations du mouvement de la lumiére sont renfermées dans celles
dont je viens de parler, D'ailleurs, parmi les mouvements infiniment
petits que peut acquérir un systéme de molécules, ceux qu'il impor-
tait surtout de connaitre étaient les mouvements simples et par ondes
planes, qui peuvent étre considérés comme les éléments de tous les
autres. Or, ayant recherché directement, dans les Exercices de Mathe-
matiques, les lois des mouvements simples propagés dans un systéme
de molécules, j'ai trouvé, pour chaque systeme, trois mouvements de
cette espéce et j'ai remarqué que, dans le cas olt le systéme devient
isotrope, ces trois mouvements se réduisent i deux, les vibrations des
molécules étant transversales pour I'un, c’est-a-dire comprises dans
les plans des ondes, et longitudinales pour 'autre, c’est-a-dire per-
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pendiculaires aux plans des ondes. Enfin, comme les vibrations trans-
versales correspondent a deux systtmes d’ondes planes, qui se con-
fondent en un seul ou se séparent, suivant que le systéme de points
matériels est isotrope ou non isotrope, je suis arrivé, dans les Mémoires
publiés en 1829 et 1830, a cette conclusion définitive que, dans la pro-
pagation de la lumiere a I'intérieur des corps isophanes, les vitesses
des molécules éthérées sont transversales, c’est-a-dire perpendicu-
laires aux directions des rayons lumineux. Je me crus dés lors autorisé
a soutenir et a considérer comme seule admissible cette hypothése
proposée par Fresnel, et a 'aide de laquelle s’expliquent si faci-
lement les phénomeénes de polarisation et d’interférences.

Le Mémoire qu’on va lire cst relatif aux deux espécesd’ondes planes
qui peuvent se propager dans un systéme ‘sotrope de points matériels
et aux vitesses de propagation de ces mémes ondes. Ce qu’il importe
surtout de remarquer, c’est qu’'a I'aide des méthodes exposées dans les
Nouveaux Exercices de Mathématiques et le Mémoire lithographié sous
la date d’aott 1836, on peut, sans réduire au second ordre les équa-
tions des mouvements infiniment petits, et en laissant au contraire &
ces équations toute leur généralité, parvenir a déterminer compléte-
ment les vitesses dont il s’agit et & les exprimer, non par des sommes
ou intégrales triples, mais par des sommes ou intégrales simples aux
différences finies. Si I’on transforme ces mémes sommes en intégrales
aux différences infiniment petites, la premiére, celle qui représente
la vitesse de propagation des vibrations transversales, s'évanouira
lorsqu’on supposera I'action mutuelle de deux molécules réciproque-
ment proportionnelle au cube de leur distance r, ou plus générale-
ment & une puissance de r intermédiaire entre la seconde et la qua-
tricme puissance. Mais cette vitesse cessera de s’évanouir, en offrant
une valeur réelle, si I’action moléculaire est une force attractive réci-
proquement proportionnelle au carré de la distance r, ou une force
répulsive réciproquement proportionnelle, au moins dans le voisinage
du contact, au bicarré de r, et alors la propagation de vibrations,
excitées en un point donné du systeme que I'on considére, sera due
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principalement, dans la premiére hypothése, aux molécules trés éloi-
gnées, dans la seconde hypothése, aux molécules trés voisines de ce
méme point. Ajoutons que, pour un mouvement simple, la vitesse de
prOpagation de vibrations transversales sera, dans la premiére hypo-
thése, proportionnelle a I'épaisseur des ondes planes, et, dans la
seconde hypothése, indépendante de cette é¢paisseur. Quant aux vibra-
tions longitudinales, elles ne pourront, dans la premiére hypothése, se
propager sans s’affaiblir. Enfin, dans la seconde hypothése, le rapport
entre les vitesses de propagation des vibrations longitudinales et des

. . . PO B .
vibrations transversales se présentera sous la forme infinie =2 A moins

que 'on ne prenne, pour origine de I'intégrale relative a r, non une
valeur nulle, mais la distance entre deux molécules voisines.

Observons encore que, supposer la vitesse de propagation des ondes
planes indépendante de leur épaisseur, c’est, dans la théorie de la
lumiére, supposer que la dispersion des couleurs devient insensible,
comme elle parait I’étre, quand les rayons lumineux traversentle vide.
Donc la nullité de la dispersion dans le vide semble indiquer que,
dans le voisinage du contact, I'action mutuelle de deux molécules
d’éther est répulsive et réciproquement proportionnelle au bicarré de
la distance. Au reste, cette indication se trouve confirmée par les con-
sidérations suivantes. .

Supposons que, 'action mutuelle de deux molécules étant répulsive
et réciproquement proportionnelle, au moins dans le voisinage du
contact, au bicarré de la distance, les vitesses de propagation des vi-
brations transversales et des vibrations longitudinales puissent étre,
sans erreur sensible, exprimées par des intégrales aux différences in-
finiment petites. Alors, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, la seconde
de ces deux vitesses deviendra infinie, ou du moins trés considérable
par rapport a la premiére, et c’est méme en ayant égard a cette cir-
constance que, d’'une méthode exposée dans la premiére Partie du
Mémoire lithographié de 1836, j'avais déduit les conditions rela-
tives a la surface de séparation de deux milieux, telles qu’on les
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trouve dans la septi¢me livraison des Nouveaux Exercices de Mathéma-
tigues ('), publiée vers la méme époque. M. Airy a donc eu raison
dg dire que mes formules donnent, pour la vitesse de propagation
des vibrations longitudinales, une valeur infinie, et cette conséquence
est conforme aux remarques que j'ai consignées, non seulement
dans une lettre adressée a M. I'abbé Moigno le 6 octobre 1837, mais
méme dans une lettre antérieure adressée de Prague & M. Ampére,
le 12 février 1836, et insérée dans les Comptes rendus de cette méme
année. Or, lorsque la vitesse de propagation des vibrations longitudi-
nales devient infinie pour deux milicux séparés I'un de I'autre par une
surface plane, les vibrations transversales peuvent étre réfléchies sous
un angle tel que le rayon résultant de la réflexion soit complétement
polarisé dans le plan d’incidence, et 'angle dont il s’agit a pour tan-
gente le rapport du sinus d’incidence au sinus de réfraction. D'ailleurs,
la polarisation des rayons lumineux sous ce méme angle est précisé-
ment un fait constaté par I'expérience, et c’est en cela que consiste,
comme I'on sait, la belle loi découverte par M. Brewster. Par consé-
quent, notre théorie établit un rapport intime entre les deux propriétés
que possédent les rayons lumineux de se propager, sans dispersion
des couleurs, dans le vide, c’est-a-dire dans I'éther considéré isolé-
ment, et de se polariser complétement sous l'angle indiqué par
M. Brewster, quand ils sont réfléchis par la surface de certains corps;
en sorte que, le premier phénoméne étant donné, I'autre s’en déduit
immédiatement par le calcul.

Au reste, comme je I'ai dit, c’est en supposant les sommes aux dif-
férences finies, transformées en intégrales aux différences infini-
ment petites, que j'ai pu déduire de la théorie la propriété que
I'éther isolé parait offrir de transmettre avec la méme vitesse de
propagation les rayons diversement colorés. La possibilité d’une
semblable transformation résulte de la loi de répulsion que j'ai indi-
quée et du rapprochement considérable qui existe entre deux molé-

(1) OEugres de Cauchy, a° série, t. X.
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cules voisines dans le fluide éthéré. Mais quelque grand que soit
ce rapprochement, comme on ne peut supposer la distance de deux
molécules voisines réduite absolument & zéro, il est naturel de penser
que, dans le vide, la dispersion n’est pas non plus rigoureusement
nulle, qu'elle est seulement assez petite pour avoir, jusqu’a ce jour,
échappé aux observateurs. S'il y avait possibilité de la mesurer, ce
serait, par exemple, a I'aide d’observations faites sur les ¢toiles pério-
diques, particuliérement sur celles qui paraissent et disparaissent, et
sur les étoiles temporaires. En effet, dans I'hypothése de la dispersion,
les rayons colorés qui, en partant d’une étoile, suivent la méme route,
se propageraient avec des vitesses inégales, et par suite des vibrations,
excitées au méme instant dans le voisinage de I'étoile, pourraient par-
venir & notre ceil i des époques séparées entre elles par des intervalles
de temps d’autant plus considérables que Iétoile serait plus éloignée.
Ainsi, dans I'hypothése dont il s’agit, la clarté d’une étoile venant a
varier dans un temps peu considérable, cette variation devrait, i des
distances suffisamment grandes, occasionner un changement de cou-
leur qui aurait lieu dans un sens ou dans un autre, suivant que I'étoile
deviendrait plus ou moins brillante, une méme partie du spectre de-
vant s'ajouter, dans le premier cas, 4 la lumiére propre de I'étoile dont
elle devrait étre soustraite, au contraire, dans le second cas. Il était
donc important d’examiner sous ce point de vue les étoiles pério-
diques, et cn particulier Algol, qui passe dans un temps assez court
de la seconde grandeur & la quatrieme : c'est ce qu'a fait M. Arago
dans le but que nous venons d’indiquer. Mais les observations qu’il
a entreprises sur Algol, comme celles qui avaient pour objet 'ombre
portée sur Jupiter par ses satellites, n’ont laissé apercevoir aucune
trace de la dispersion des couleurs.

Aux considérations qui précédent, je joindrai une remarque assez
curieuse. Si I’on parvenait 2 mesurer la dispersion des couleurs dans
le vide et si I'on admettait comme rigoureuse la loi du bicarré de la
distance, la théorie que nous ‘exposons dans ce Mémoire fournirait le
moyen de calculer approximativement la distance qui sépare deux
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molécules voisines dans le fluide éthéré. Déja méme, en partant de la
loi dont il s’agit, nous pouvons calculer une limite snpéricure a cette
distance. En effet, comme la lumiére d’Algol perd en moins de 4 heures
plus de la moitié de son intensité, nous pouvons admettre, sans
crainte de nous tromper, que les observations faites sur cette étoile
parviendraient 4 rendre sensible la dispersion des couleurs dans le
vide, si I'intervalle de temps, renfermé entre les deux instants qui nous
laissent apercevoir des rayons rouges et violets partis simultanément
de I'étoile, s’¢levait seulement & un quart d’heure. D’ailleurs, vu la
distance considérable qui sépare de la Terre les étoiles les plus voisines,
distance que la lumiere ne peut franchir en moins de 3 ou 4 années,
le quart d’heure dont il s’agit n'équivaut pas assurément i la
woeevs partie du temps que la lumiere emploie pour venir d’Algol jusqu'a
nous, et par conséquent il indiquerait, entre les vitesses de propa-
gation des rayons violets et rouges, un rapport qui surpasserait 'unité
au plus de 55w- Enfin, en admettant ce rapport, on trouverait,
pour la distance entre deux molécules voisines du fluide éthere,
environ r5 de millimeétre, ou, ce qui revient au méme, environ
zi» de la longueur moyenne d’une ondulation lumincuse. Donc la
longueur d’une ondulation lumineuse doit étre considérable a I'égard
de la distance qui sépare deux molécules voisines. Cette conclusion
s’accorde au reste avec les remarques déja faites dans un autre
Mémoire. (Voir les pages 193 et 195.)

§ . — Vibrations transversales ou longitudinales des molécules,
dans un systéme isotrope.

.
Considérons un systéme isotrope de points matériels, ct soient, dans

I’état d’équilibre :

@, y, 5 les coordonnées rectangulaires d’une premiére molécule m ;

& + X,y +Y, 5+ z les coordonnées d’une seconde molécule m ;

r=yx* -+ y* + 2* la distance qui sépare les deux molécules m, m;
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mmr f(r), I'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le
signe -+ ou avec le signe —, suivant que ces deux molécules s’at-
tirent ou se repoussent ;

enfin, ¢ étant une fonction quelconque des coordonnées x, v, 5, dési-

nons par
8 p Au

I'accroissement que prend cette fonction quand on passe de la molé-
cule m & la molécule m, c’est-a-dire, en d’autres termes, quand on

attribue aux coordonnées
x, V‘Y, 3

les accroissements
Az =x, Ay =y, As =z,
On aura généralement

Ag = (e*P=+IDy+1Di 1)y,

par conséquent
A— exl!,+yl),+ D g,

Done, en représentant, comme on I'a fait quelquefois, chacune des
caractéristiques
D.m Dy’ Dz

par une seule lettre, et posant en conséquence
w=D,, v=0D,, w=1),,
on aura simplement

(,) A == erx+vy+wr 1

Concevons maintenant que Je systéme des molécules m, m, m’,
vienne i se mouvoir, et soient, au bout du temps ¢,

& =, ¢

les déplacements de la molécule m mesurés parallélement aux axes
coordonnés. D’aprés ce qui a été dit précédemment (p+ 156), les
équations des mouvements infiniment petits du systéme supposé
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isotrope seront de la forme

‘ (E— D} E+FDo(DZ -+ Dyvi+ D.L) = o,
(2) AE =D+ FDy (D& + Dy + D5 = o,

(E—=DHE+FD; (D& -+ Dym+D:Z) =o,
E, F étant deux fonctions déterminées du trinome
Dl+Di+ D}

que nous désignerons pour abréger par 4%, en sorte qu’on aura
(3) k* == 1 4= 04 ot

Ajoutons que, si, en indiquant par le signe S une sommation relative
aux molécules m, m', ..., on pose

G-—=5[mf(r)Al,
[A-——— (Xt 4+ yo +27w) —

r dr

2

(4) : H:sg’_'_‘ dfir) (xu+.vv+ZW)"J%,

G, H se réduiront, dans I'hypothése admise, a deux fonctions de 42,
desquelles on déduira E, F a I'aide des formules

d(lllH>
.1 dH v \%dk
(5) I'A-—-(I-l"'z;ﬁ‘, F_Z:————({—/F—-——.

Soient maintenant

les angles que forme le rayon vecteur r avec les demi-axes des coor-
données positives. On aura

X = rcosa, v =rcosé, Z=1rCco87;
par conséquent, le trinome
XU~ YO = Ziv,

dont G, H représentent des fonctions en vertu des formules (1) et (4),
sera équivalent au produit

r(ucose + v cos 8 + wcosy).
Huvres de C. — S. 1, v X1. 46
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D’ailleurs, G, H devant se réduire identiquement & des fonctions de

U 4= 0wl

on pourra opérer généralement cette réduction, et dans cette opération
il importe peu que I'on considére u, v, w comme des caractéristiques
ou comme des quantités véritables. Seulement, dans le dernier cas,
on devra laisser les valeurs de u, ¢, w entiéerement arbitraires. Or,
lorsque I'on considére

w, ¢, w
comme des quantités véritables, alors, en supposant

k.—:\/u=+v’+ w?

et nommant ¢ un certain angle formé par le rayon vecteur r avec une
droite OA menée par l'origine O des coordonnées perpendiculaire-
ment au plan que représente I’équation

nuxr —+ vy +w3s=—0,
on a .

(6)

. 1 cosa + ¢ oS8 + w cosy = A €0sd;

par conséquent
ux + vy -+ wz = krcosd.
Donc alors, en vertu des formules (1), (4), les sommes G, H, réduites a
G=S[m f(r)(ektreand__1)],

(7) “:.sl‘ﬂ %Q(ekrcona_l_krc()sa__ Atr? COS’&)]’

or 2
sont I'une et I'autre de la forme

SF(kcosd),

.

et dire qu’elles doivent se réduire 4 des fonctions de £2, c’est dire
qu’elles demeurent constantes, tandis que I’on fait varier dans chaque
terme I'angle &, en faisant tourner d’'une maniére quelconque I'axe
OA autour du point O. D’ailleurs lorsqu’une somme de la forme

(8) N = 8F(kcosd)
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remplit la condition que nous venons d’énoncer, on a, en vertu d'un
théoréme précédemment démontré (p. 38),

T
K= %S /. F(k cosd)sind dd,
vo

ou, ce qui revient au méme,

1

(9) nc:-l-sf F(k0) db,
1

la valeur de 0 étant
f = cosd.

Done, en remplacant successivement la fonction $(£0) par les deux
suivantes,

Nkl m d f(r) W0 pnp krr:ge
m f(r)(e 1), ~ 2 \¢ t—kr 3 ),
et ayant égard aux formules
o1 kr -kr ’
! Ard = —em
QA/_‘(e 1) df = T 1,
W 1 .2 2 (52 kr ___ p—kr
l‘/ (e""e— 1 — krg— /\ 0 >d9:: e —e —_—1— -‘-./c’r’,
2J_, p 2hr 6

on tirera des équations (7)

G=898 l:mf( r) (M — l\l,

ahr ,
( ro ) " d . kr —Ar 7
’u:sﬂ Sl (e ““-H—LMB.
rooodr akr 6

Les équations (10), jointes auf formules (5) et a la suivante,

ekr — e—kr kare ke rt
11 =1 - -
() +1.2.3 1.2.3.4.5

2kr

suffisent pour déterminer complétement les valeurs des caractéris-
tiques E, F que renferment les formules (2), en fonction de la carac-
téristique

K= Di+ DI+ Dl
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En effectuant les différentiations relatives a 4, ’on trouve

el Japr kore -
k= bl mf(r)( 2.3 T 12345 +"'>J

df(ry /v kKt 1 kbt )“
(12) +S[m' dr (:-)_ 1.2.3 +:;- 1.2.3.4.5 e ] ’
sl dafry/ v krr? [ SR )
buﬁb[m' dr (ﬁ_—l—_'_ 5.7 1.2.3 e N

Si d’ailleurs on pose, pour abréger,
rf(r) =f(r),

en sorte que I'action mutuelle de deux molécules m, m soit repré-

sentée simplement par
mm f(r),

la premiére des équations (12) pourra encore étre présentée sous la
forme

1 A | m e o ko m ;
T3S P IO o = s I D ]

q

(13) E=

154

Si, au lieu de développer E, F en séries, on se borne i substituer
dans les formules (5) les valeurs de G, H fournies par les équations
(10), on trouvera

m ek - ek ekr__ g—hr 1, ) ]
—/\_’I—“'l)’[( 2 - ')./\‘I' “"“gk ! >f(,)_|§,

F = s‘[m,. df(r)<e""~-~e"“’ g €5 ehr c’f"—-e*‘“")'l

E=8S

k? dr akr akir . T T

Ces derniéres formules, comme on devait s’y attendre, s’accordent

avec les équations (12) et (13).
Soient maintenant

les déplacements symboliques des molécules dans un mouvement

simple ou par ondes planes. Ces déplacements symboliques seront de
la forme

( '5) E: A grrvy+wa—st =B ewr+ryrws—s [=Cemr+orrws—st



SUR LES DEUX ESPECES D'ONDES PLANES, ETC. 365

pourvu que les lettres
w, ¢, w,

cessant de représenter les caractéristiques

Dy Dy, D,
désignent avece les lettres
A, B, C, s

des constantes réelles ou imaginaires, et les équations (2), qui
devront encore etre vérifiées, quand on y remplacera

& =n, %
par

Eon g
donneront, ou
(16) st=E, uA +vB4wl=o
ou

- g, A_B_C

(l/) st= K -+ Al A lt_("—w,

B, F désignant encorve des fonctions de w, v, w, déterminées par les
formules (14), et lavaleur de £ dans ces formules étant toujours choisie
de maniére que 'on ait

K== a4 0 w2,

Si le mouvement simple que I'on considére est du nombre de ceux qui
se propagent sans s’allaiblir, on aura

e=uy =1, ev=vy—i, wm==wy -1, s=s\—1,
u, v, w, s désignant des quantités réelles; et, si 'on pose encore
k=Kk \/:T, |
'k sera lui-méme une quantité réelle liée a v, v, w par la formule

(18) KE== uto- vi+4 Wi

Ajoutons que, dans le cas dont il s’agit, la durée T d’une vibration, la
longueur I d’une ondulation et la vitesse de propagation Q des ondes
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planes seront respectivement

T=2F, 3% g
(19) =225 1= e=

et que le plan invariable paralléle aux plans des ondes sera repré-
senté par la formule

UZ +Vy + W3 =o.

Comme d'ailleurs la seconde des formules (16) ou (17), jointe aux
équations (15) et (18), donnera, ou

vE+vn+wi=o, UE+vVn+ wl=o,
ou

E_n_
fon

’

<|3]

£
U

IRl

il est clair que les vibrations moléculaires seront ou transversales,
c’est-d-dire comprises dans le plan des ondes, ou longitudinales, c’est-
a-dire perpendiculaires & ces mémes plans. Enfin de la premicre des
formules (16) ou (17), jointe aux équations (14) et aux formules

(20) s=sy—1, k=ky—1, =

on conclura que le carré de la vitesse de propagation Q est, pour les
vibrations transversales,

. 1 . \m sink r |
(21) Q= K;b%;;Dr[(coskl'—T+gk’r’> f(r)]

et pour les vibrations longitudinales,

‘Q’:-,—:TS gD,.[(QS‘:} —zcoskr-—krsinkr—c-%k’r’) f(r)];

+ %S [m(coskr —_ sinkr) (—.(L)]

kr ro

(22)

Les valeurs de Q, fournies par les équations (21), (22), sont préci-
sément les deux vitesses de propagation relatives aux deux espéces
d’ondes planes qui peuvent étre propagées par un milieu isotrope. Si,
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dans ces équations, on remplace Q par %, elles se réduiront aux for-
mules (66) et (74) du septieme paragraphe du Mémoire lithographié,
sous la date d’aout 1836 ('). Enfin, si I'on développe en séries les

seconds membres des équations (20) et (21), on trouvera, pour les
vibrations transversales,

k? L (m
n.z.iﬁ.[..:'»b 7

S i W T YOS |
(23) Q=g ——s) D,[r‘(‘(/)]g 5

| r3

DLt 6y e

et, pour les vibrations longitudinales,

8 Qofl( e ) ]
(24) Q1 — I $ mr?.l'('\—t-..}rl'(l) - lf! s ,,,,.32“')'*'5"(') .
1.2.3 b) 1.2.3.4.5" | 7

ce qu'on pourrait aussi conclure des formules (12) et (13) jointes
aux équations (16), (17),(19), et ce qui s’accorde avec les formules
données dans les Nouveaux Exercices de Mathématiques.

Il importe d’examiner ce que deviennent les formules précédentes,
dans le cas particulier ol les sommes indiquées par le signe S peuvent
étre, sans erreur sensible, remplacées par des intégrales aux diffeé-
rences infiniment petites. Or, en désignant toujours par r le rayon
vecteur mené de la molecule m & la molécule m, nommons p I'angle
compris entre le rayon vecteur r et ’axe des x, ¢ 'angle formé par le
plande ces deux droites avec le plan des a, y, et & une quantité réelle
ou une expression imaginaire dont la valeur change avec la position .
de la molécule m. Enfin, soit ® la densité, supposée constante, du
systéme de molécules que l'on considére, & pourra étre regardée
comme une fonction des trois coordonnées rectangulaires X, y, z, ou
bien encore comme une fonction des trois coordonnées polaires

b 4 7
liées aux trois angles «, 6, y par les équations

cosx =cosp, cos8=sinpcosq, cosy=sinpsinqy

(1) OEuvres de Cauchy, 12° série, t. XV.
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et si 'on suppose que la sommation indiquée par le signe S s’étende &

toutes les molécules
m, m', ...

distinctes de m, on aura sensiblement, dans le cas particulier dont il
s’agit (en vertu des formules bien connues ), '

S(ma‘(.):::fff@:ﬁ risin pdpdqadr,

les intégrations étant effectuées, par rapport aux angles p, ¢, entre les
limites
p=uo, p=m, q=o, q=2m,

et par rapport & r entre deux limites
Tos Twy

dont la premiére soit nulle ou bien équivalente 4 la plus petite distance
qui sépare deux molécules voisines, la seconde infinie ou du moins
assez grande pour que dans I'expression

S (mAR)

la somme des termes correspondant a des valeurs plus considérables
de r puisse étre négligée sans erreur sensible. Par suite, en indiquant
les limites des intégrations et plagant le facteur constant ® avant les

signes f, on trouvera

AT T
(25) S(nm):wf'j f K risinpdpdgdr.
[} 0 ro

Sila fonction & devient indépendante des variables p, ¢, c’est-a-dire,
end’autres termes, si & est simplement fonction de r, alors, en ayant
égard aux deux formules

n n
f sinpdp =2, / dg=am,
(] 0
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on tirera de I’équation (25)
(26) S(méR)::!.n(Df “Rrdr.

Done, en vertu des formules (20) et (21), le carré de la vitesse de
propagation Q se réduira, pour les vibrations transversales, i

(27) Q= l%ﬁf l),.[(coskrm ":\’"’ + 1 k’/")f(r)
“ry \

et, pour les vibrations longitudinales,

Am®d [T /s
\ Q= %‘i/‘ I),[( —l—;\i-—-'zcoskr-—kl sinkr+ 5 l\’ >l‘(r)] dr
(28) ¢ ’ )

' +3'—E§(’—D/wa<coskr q‘;\':") f(r)dr.

Les formules (27), (28) supposent: 1° quele systéme de molécules
donné est isotrope; 2° que, dans ce systéme, les mouvements simples
se propagent sans s’affaiblir; 3° que, dans la détermination des vitesses
de propagation des mouvements simples, on peut, sans errcur sen-
sible, substituer aux sommations indiquées par le signe S des inté-
grations anx différences infiniment petites. Or il est bon d’observer
que, de ces trois suppositions, les deux derniéres entrainent toujours
la premiere et conduisent directement aux formules (27), (28), sans
Uintermédiaire de la formule (). En effet, lorsque les mouvements
simples se propagent sans s’alfaiblir, on a, dans les équations (15),

(16) et (17),
u=uy—i, v=vy—1, w=wy—1, k=ky=1,
u, v, W, k désignant des quantités réelles gui vérifient-la formule (18);

et par suite le carré de la vitesse de propagation ( est, en vertu des
formules (16), (17) et (20), pour les vibrations transversales,

(29) @=—,

QEuvres de C. — S. 1I, . XI. 47
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et, pour les vibrations longitudinales,
(30) ° . 9’-_—.-—‘%4—[’.

les valeurs de E, F, G, H étant données par les équations (5) et (7),
desquelles on tire

d(l éﬂ)
. rn ) dH 1 k dk
(30 E=G—pp  F=g—F—
et :

G= S[m_f( r) (exreosdy=1__ 1)],
=3 ['{l (1{%,) ("'k”“'e'/"—'— 1—krcosdy—1+ Mﬂ

2

(32)

Dans les deux derniéres formules, I'angle ¢ est lié aux angles a, &,
vy par I'équation (6), de laquelle on tire

kcosd = ucosa + v cosf + wcosy,
ou, ce qui revient au méme,
(33) k cosd = u cosp + vsinp cosg + wsinp sing.

Si d’ailleurs on peut substituer aux sommations indiquées par le
signe S des intégrations aux différences infiniment petites, les for-
mules (32), jointes a I'équation (25), donneront

T AT are
G= (Df / f (ek:~e058/—_|__ I)I"f( rysinpdpdgdr,
o 0 ry

GH {g=o /‘" f f

2, 2 D
x(e‘”'“'a“:i—l—krcosé\/—x + k z’:os 6)"d£f_,)5i"[’dpd‘ld"-

Mais, en supposant I'angle ¢ li¢ aux angles p, ¢, par la formule (33),
on a, en vertu d’un théoréme donné par M. Poisson (voir la 49¢ livrai-
son des Exercices de Matheénfutiques, p. 17) ('),

T ’1; A ki1
f f .’F(kcos&)sinpdpdq:nﬂf F(kcosd)sinddd
[ 0 [

(1) OFuvres de Cauchy, a; série, L. IX, p. 387, 388.
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ou, ce qui revient au méme,

x4 27 1
(33) f /‘ j(kcosé)sinpdpdq:znf F(k9)ds,
0 o -1

la valeur de 0 é¢tant
6 -= cosd.

Done, en remplacant successivement la fonction § (k0) par les deux
suivantes
o 2,201
BV e"’“w/_»—l——klo\/«m—k’ 9

et ayant égard aux formules

N .
YT __(sinkr
‘/ (e 1)do _.2< e 1),

2 <t 3
= Lo C
-1

on tirera des équations (34)

\ (x :ﬂn(D‘/,.\I"(Si;:t’;__1>r’f(r)di',

" [sinkr v\ dfr)
eH»-ﬁn(D‘/r« < 7 ——|+-6k’1’>l—~;1—,:—-d1.

A ces derniéres valeurs de G, H correspondront, en vertu des

(36)

formules (31), des valeurs de E, F qui, substituées dans les équa-
tions (29) et (30), feront coincider celles-ci avec les équations (27)
et (28). D'ailleurs les seconds membres des formules (36) sont, ainsi
que le second membre de la formule (35), des fonctions de la seule
quantité k, qui changent de signe avec elle, par conséquent des fonc-
tions de la seule quantité k?; ce qui ne peut avoir lieu que pour un
systéme isotrope de molécules.

Il nous reste a discuter les valeurs de Q* fournies par les équa-
tions (27) et (28).

La premiére de ces valeurs, ou celle qui correspond aux vibrations
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transversales, est, en vertu de I'équation (27), le produit de

L ®

parla différence entre les deux valeurs qu’acquiert I’expression

k‘(cosl\ lzk, +3k'r’>f(l),

quand on y pose successivemeut » = r_, r=r,. D'ailleurs le produit

sinkr v 0 N
(cosl\r-— e +§kr>_~

~

v I k? 8
1.2.3 7 1.2.3.4.

[ T

kb

S

se réduit sensiblement, pour de tres grandes valeurs de r, &

v

r
E’v

Wl -

et, pour de trés petites valeurs de r, a

1 l.i "
- o= -—I .
51.2.3 30
Donc, r, désignant une tres pelite et r, une trés grande valeur de r,
la formule (27) donnera sensiblement

['1;0; [——r’ f(r, )-———r" f(ro)]

(37) €=

L’équation (37) fournit pour Q? une valeur finie, positive et dif-
férente de zéro, dans deux cas dignes de remarque, savoir : 1° quand
le produit r* f(r) se réduit, pour une valeur infiniment grande de la
distance r, & une constante finie, mais positive; 2°quand le produit
r'f(r) se réduit pour une valeur infiniment petite de r, 2 une cons-
tante finie, mais négative. Le premier cas aura lieu, par exemple, si
P'action mutuelle de deux molécules est une force attractive, récipro-
quement proportionnelle au carré de la distance. Alors f(r) serait de
la forme

(38) [(ry=2E,

r?



SUR LES DEUX ESPECES D'ONDES PLANES, ETC. 373

g désignant une constante positive; et, comme de la formule (37),
jointe a 'équation

s == QKk,
on tirerait sensiblement
4 ® g hr®
2. 2, 2: »
(39) Qo= 3 2 S 3 8
la durée
L
s

des vibrations moléculaires deviendrait, ainsi que s, indépendante des
quantités
am

k et I-’—: —k—’

par conséquent de lalongueur des ondulations. Pareillement, le second
cas aura lieu si 'action mutuelle de deux molécules est une force
répulsive, réciproquement proportionnelle au bicarré de la distance.
Alors f (r) sera de la forme

h
(40) f(ry=—
h désignant encore unc constante positive, et, en vertu de I'équa-
tion (37), on aura sensiblement
o
P x‘TK“«)
(41) Q= Z—h.
Donc alors la vitesse de propagation Q des vibrations moléculaires
deviendra indépendante de k et de s, ou, ce qui revient au méme, de T
etde |, c’est-a-dire de la durée de ces vibrations ct de I'épaisseur des

ondes planes. Alors aussi I'on conclura de la formule

Q=3

= »
l.
=3l

que cette épaisseur et cette durée conservent toujours entre elles le
méme rapport.

Au reste, pour obtenir la formule (39). il n’est pas absolument
nécessaire d'attribuer a la fonction £ (r) laforme que présente I'équa-
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tion (38); il suffirait de supposer

(42) ((ry= 2222,

§(r) étant une nouvelle fonction de r, qui se réduise a la constante
positive g pour une valeur infinic de r, sans devenir infinie pour r» = o.
Pareillement, pour obtenir Ia formule (41), il suffirait de supposer

p I

(43) i(r =~ 210,

§(r) étant une fonction de r, qui se réduise pour r = o, a la constante
positive h, sans devenir infinie pour 7 = . C’est ce qui arriverait en
particulier, si ’on posait

F(r)=he-e  ou  F(r)=he-cosbr,
et par suite

m) f(r) =— he-«r £(r)=— he=" cosbr -

- ou -3 ) cees

a, b désignant des constantes réelles dont la premiére serait positive.

Il importe d’observer que, la formule (37) pouvant s'éerire comme
il suit

(45) @ =800 () = 29 (),

la valeur de Q2, donnée par cette formule et relative aux vibrations
transversales, est la différence entre les deux termes

® o
4;:‘. 2 r(' )’ '45—"’:“("0)9

respectivement proportionnels aux deux quantités
r: f(r,), réf(ry),

dont la premiére dépend de I'action mutuelle de molécules situées a
de grandes distances les unes des autres et la seconde de I'action
mutuelle de deux molécules trés voisines. Ces deux termes s'éva-
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nouiraient simultanément, si 'on supposait
P

(46) 0y ==

¢ désignant une quantité positive ou négative, et m un exposant
renfermé entre les limites 2 et 4. Par conséquent, la vitesse de propa-
gation des vibrations transversales se réduirait 2 zéro, si l'action
mutuelle de deux molécules était réciproquement proportionnelle au
cube de la distance , ou plus généralement 4 une puissance de r inter-
médiaire entre la seconde et la quatriéme puissance. Mais cette
vitesse cessera de s'éyanouir, en offrant une valeur réelle, si I'on
suppose ;m == 2, ¢ élant positif, oum = 4, c étant négatif, c’est-a-dire
si Paction moléculaire est une force attractive réciproquement propor-
tionnelle au carré de r, ou une force répulsive réciproquement
proportionnelle au bicarre de r; et alors, en vertu de 'observation que
nous faisions tout & 'heure, la propagation de vibrations excitées en
un point donné du systéme que 'on considére, sera due principalement,
dans la premiére hypothése aux molécules tres éloignées, dans la
scconde hypothése aux molécules trés voisines de ce méme point. Au
reste, la différence si marquante qui existe, sous ce rapport, entre les
deux hypothéses n’a rien qui nous doive étonner. En effet, divisons le
systéme de molécules en tranches trés minces et d’égale épaisseur,
par des surfaces sphériques équidistantes qui aient pour centre
commun une molécule donnée m. Les portions élémentaires de ces
tranches, interceptées par la surface extérieure d’un céne ou d’une
pyramide qui aurait pour sommet la molécule m, offriront des volumes

dont chacun sera sensiblement représenté par un produit de la

forme
artir,

r, r + Arétant les rayons des deux surfaces sphériques entre les-
quelles la tranche se trouve comprise, et ar® la portion de la premiére
surface interceptée par le cone dontil s’agit. Concevons maintenant
que.ce cone devienne tres étroit, ou, ce qui revient au méme, que la
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constante a soit trés petite. La portion de tranche, dont le volume est
sensiblement égal au produit

artAr,

et la masse au produit
a®@rar,

® étant la densité du systéme, exercera sur la molécule m une action
représentée a trés peu prés par I'expression

(47) am®rf(r)Ar,

qui varie, avec la distance r, dans le méme rapport que le pro-
. 8 . ’ . . 1
duit r*f(r). Or, ce produit décroitra rapidement avec —» pour des

valeurs croissantes de 7, si 'on suppose () réciproquement propor-
tionnel au bicarré de 7. Donc alors les actions exercées sur la molé-
cule m, et dans une méme direction, par des portions élémentaires et
correspondantes de tranches d’égale épaisseur, deviendront de plus
en plus faibles, & mesure que I'on s’¢loignera de la molécule ; en sorte
que l'action des tranches situées a des distances considérables pourra
étre négligée sans erreur sensible. Mais si I'on suppose, au contraire,
f(r) réciproquement proportionnel au carré de r, alors, Ie produit

,.2 r( ,.)

se réduisant & une constante, I'expression (47) deviendra indé-
pendante de la distance r, et, comme par suite la méme action sera
exercée sur la molécule m, dans unedirection donnée, par les portions
élémentaires des diverses tranches, celles qui se trouveront plus
éloignées seront, en raison de leur nombre trés considérable et méme
infiniment grand, celles qui contribueront principalement i la produc-
tion des phénoménes.

Concevons maintenant que Q désigne la vitesse de propagation, non
plusdes vibrations transversales, mais des vibrations longitudinales.
Le carré de Q sera déterminé par I'équation ( 28), que I'on peut encore
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écrire comme il suit :

in® [ coskr — —-'2—-” gk’r‘
4 Q= _.k—‘- D' r f(r) Dr > dr
(48)

+4;:D ,f( YD, (sinkr) dr.

ro

Or, dans la formule (28) ou (48), le premier terme du second
membre est le produit de 4=® par la différence entre les deux valeurs
qu’acquiert I'expression

R'-; (z sn:tr —acoskr —krsinkr+ %k'r’)f(r),

quand on y pose successivement r = r_, r=r,. De plus, le produit

sinkr 1,0,
1 [ sinkr ) R S ” coskr..._E_’____,_ 3k r
o ey —2coskr — krsinks +§k r =R—‘D’ ,

que I’on peut encore présenter sous la forme

'.D( ,3 1 k‘r‘ + )__'l__’_‘_._.__l k."‘
"\51.2.3° 771.2.3.4.5 )"

se réduit sensiblement, pour de trés grandes valeurs de r, a

Donc, r, désignant une trés petite, et . une trés grande valeur der,
la formule (48) donne & trés peu prés

Q= 4«(0[3“" f(r, )——-r f(r.)]

' »61:0)'/‘ r,f(,)D’(sinkr)d .

QEuvres d¢ C. — S. 11, t. XI. 48

(49)
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Cherchons en particulier ce que devient la valeur de Q2, fournie par
I'équation (49), dans les deux hypothéses que nous avons précédem-
ment considérées. Si d’abord nous supposons I'action mutuelle de
deux molécules réciproquement proportionnelle au carré de la
distance r, alors, la valeur de f(r) étant donnée par la fermule (38),
on tirera sensiblement de la formule (49)

(50) o 411(0 [ +f D, <smkl> ]

D’un autre coté, comme le rapport

- .
sinkr

kr

se réduit a I'unité pour une valeur nulle, et & zéro pour une valeur
infinie de r, on aura encore A trés peu prés

f "Dr<silr:lru‘>d,.:f D,(S'Kt'>d N
r ]

et, par suite, la formule (50) donnera

8n®

(5!) Q‘:-——ST’—g.

Enfin, pour que les vibrations longitudinales puissent se propager
sans s’affaiblir, il est nécessaire que I’équation (51) fournisse une
valeur réelle de 2, par conséquent une valeur positive de Q*; ce qui
exige que g soit négatif et I'action mutuelle de deux molécules répul-
sives. Donc, lorsque cette action est une force attractive récipro-
quement proportionnelle au carré de la distance, il devient impossible
d’admettre que des vibrations longitudinales se propagent sans
s’affaiblir.

Passons maintenant au cas ot 'action mutuelle de deux molécules
est une force répulsive réciproquement proportionnelle au bicarré dé
la distance. Alors la valeur de f () sera déterminée parla formule (40),
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la constante h étant positive, et I'équation (49) donnera sensiblement

: 4 47!‘0) sinkr»\ dr
(52) = Lron— 472 hf n,( o )Tz‘

On aura d’ailleurs
sinkr , sinkr\ dr,
f[) ) ~ v[(coskr—— I ):a-,
et comme, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trou-
vera
‘sinkr sinkr  k [coskr
j I“ d":_w}j—rT_-'-?f 73 dl,
/‘coskr coskr k/’smkr
— dr —— 5
. r 2r

\/‘sm:krdr:__smkl +kaOSk’d/
r r rr

par conséquent

dr,

rd ar? ar 2

j'coskr(h.___coskr ksinkr yf'coskr
TN 7

on aura encore

sink r __sinkr a2 [coskr
fD kr ) EREINE +§/ r dr
_ K /sinkr  coskr sinkr "coskrd
——3_ kr ki T K j )

D’autre part, le trinome

sinkr coskr + sinkr.. ..
kr— — K'? K7

devient nul, & trés peu pres, pour une trés grande valeur r_, -attribuée
a la variable r, tandis que, pour une lrcs peme valeur 7, de cette méme
variable, il se réduit sensiblement a '

I+

[SHF=N

1
o}

Lo

Donc, si I'on effectue I'intégration relative  la variable r, entre les
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limites r,, r, de cette variable, on trouvera, sans erreur sensible,

' [sinkr\dr _ k*[4 "® coskr
f, "r(-z?—)?—*?(a*fh 7 ””>’

et par suite la formule (52) donnera
(53) Q= én&lc<ﬁ9 fr. coi_‘"dr).

11 est aisé de s’assurer que l'intégration renfermée dans le second
membre de I'équation (53) a une valeur tres considérable. En effet,
quand on pose 7, = o, r, =, cette intégrale devient

f coskr dr,
(] r

Or, en désignant par ¢ un nombre positif, on a généralement

QTR | W S
) .[ ¢ r 1+ ky—1
et par suite
k

et sinkrdr = —+—;
,[ k*+ ¢

puis on en conclut, en intégrant par rapport a k et a partir de I'ori-

gine k =o,
f‘ e-er L COSKE -l( et )
A r . k'
On aura donc

f e""‘——-——cos“"drzf et i’-:-——l< f;)
A r A r 2 k

Si maintenant on réduit € & zéro, on tirera de la dernié¢re formule

f’coskrdr =f"£' —
0 r [] r

Donc, puisque l'intégrale

f“ coskrdr
» r
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offre une valeur infinie, I'intégrale

re
f coskr dr
- r

deviendrainfiniment grande quand on attribuera, comme on le suppose,
une valeur trés petite a r, et une valeur trés considérablea r,.

Pour déduire directement les mémes conclusions de I’équation (49),
il suffirait de recourir & [la considération des intégrales singuliéres et
aux principes établis dans le Résumé des lecons données a U'Ecole
Polytechnique sur le Calcul infinitésimal (voir la 25¢ legon) ('). En
effet, en vertu de ces principes, si le produit

Iz f( r)

ne devient pas infini pour une valeur infinie de , I'intégrale comprise
dans le second membre de I’équation (49), savoir

T inkr
rf(ryb S0 )dr,
/; ’( kr

sera finie ou infiniment grande, suivant que 'intégrale singulié¢re
8

¢ sinks ¢ sinkr
r’f(r)D,.( dr :f (coskr-— )rf(r) dr,
[ kr ) A kr

dans laquelle ¢ désigne un nombre infiniment petit, sera elle-méme
finie ou infinie. D’ailleurs, pourde trés petites valeurs de r, le binome

sinkr

coskr — o

estle produit de

.._..‘.ri

3

par un facteur trés peu différent de I'unité, et en conséquence l'inté-

grale
* sinkr
f(coskr—- o )rf(r)dr
]

(1) OBuvres de Cauchy, 2* série. t. IV. p. 144
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est le produit d’un semblable facteur par la suivante :

1 ¢ 3
—g [ reeyan
pourvu que la fonction f(r), étant toujours continue pour des valeurs
positives de r, ne s’évanouisse pas avec . Donc, si la fonction f(r),
supposée continue, remplit la double condition de fournir une valeur
finie du produit 72f(r) pour une valeur infinie de r, etdene pass’éva-
nouir pour r = o, la valeur de Q* déterminée par I'équation (49) sera
finie ou non en méme temps que l'intégrale singuliére

{1
(54) fr'f(r)dr
vo
et affectée d’un signe contraire au signe de cette intégrale. Donc, puis-

qu’en supposant
h
7‘,

f(r)y=-—
on trouve, pour r = o,
rif(r)=o;
pour r =o,
f(ry=— l;:-,

et, de plus,
13 &
fr‘f(r)dr::—-h ﬂ,::—-h * 0,
o - o 7

nous devons conclure que, dans cette hypothése, et pour des valeurs
positives de h, la valeur de Q?, fournie par I'équation (49), sera une
quantité positive qui deviendra infinie quand on posera r, = o, et par
conséquent infiniment grande quand on attribuera simplement a r, une
valeur trés petite.

- Les mémes raisonnements et les mémes conclusions seraient encore
évidemment applicables au cas ou la fonction f(r) se trouverait
déterminée, non plus par la formule (40), mais par la formule (43),
par exemple au cas ou la valeur de f(r) serait I'une de celles que
fournissent les équations (44).
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Il. — Sur la relation qui existe, dans les vibrations transversales d’un
systéme isotrope de molécules, entre la longueur des ondulations et la
vitesse de propagation des ondes planes.

Soient, comme dans le paragraphe I,

~mune molécule donnée d’un systéme isotrope,

m I'une quelconque des autres molécules

et mmf(r) action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le
signe + ou avec le signe —, suivant que ces deux molécules
s’attirent ou se repoussent.

Concevons d’ailleurs que, des vibratinns transversales étant pro-
P
pagées dans le systéme dont il s’agit, on nomme

l la longueur d’ondulation ou, ce qui revient au méme, I'épaisscur
commune de toutes les ondes planes
et Q leur vitesse de propagation.

Si I'on pose, pour abréger,
M : k=2%,
I
les deux quantitésQ et | ou k se trouveront li¢es entre elles par I'équa-

tion (21) du paragraphe I, c’est-a-dire par la formule

ink
(2) SZ’:%S%:—”’-D,.[(COSIU'—s'krr—h%k’r’) l'(r)]g,

le signe S indiquant une somme de termes semblables relatifs aux
diverses molécules m, m', ...; de sorte qu'on aura

3 @=s[5F ),

F(r) désignant la dérivée de la fonction F(r) déterminée par la for-
mule ' ’

(4) F(r):%(coskr-—%&+ %k‘r’) £(r).
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Concevons maintenant que I’on décompose le systeme de molécules
en couches infiniment minces, terminées par des surfaces de sphéres
quiaient pour centre commun la molécule m. Si I'on nomme

® la densité du systéme supposé homogéne

et Ar un accroissement infiniment petit attribué a la variable r, les
molécules comprises dans la couche renfermée entre les deux surfaces
sphériques, qui auront pourrayons ret r + Ar, offriront une somme
de masses représentée a trés peu prés par le produit

4r®rAr,

et par suite les termes correspondants & ces molécules, dans lasomme
Sk

fourniront une somme partielle qui sera généralement peu différente

du produit
4r®rF (r)Ar.

Or, si'on admet que I'on pliisse, sans erreur sensible, substituer
généralement ce dernier produit a la somme des termes dont il s’agit
dansle second membre de I'équation (3), cette équation deviendra

(5) Q=4n®S[F'(r)ar].
D’autre part, comme on aura, en vertu de la formule de Taylor,
F(r+Ary—F(r)=F(r)Ar+ %F”(r) Arteg-.. .,
on en conclura
S[F(r+Ar)—F(r)]=S[F'(r)Ar] + %S[F"(r) Art] +....
Done, en supposant le signe S étendu & toutes les valeurs de r, et

désignant une trés petite valeur de » par r,, une trés grande parr,,
on aura sensiblement

(6) F(r,) —F(ry) =S[F'(nAr]+ = S[F'(r)ar] +....
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Sidans cette derniére formule on néglige les termes qui renferment
des puissances de Ar supérieures a la seconde, elle donnera pour
valeur approchée de la somme

S[F'(r)yAr]
I'expression

F(r.)—F(ro) — 28[F"(r)Ar?],
et, par suite, la formule (5)deviendra
(7 . Q= 4n®[F(r ) —F(r)] —2n®S[F"(ryAr:].

Pour montrer une application des formules qui précédent, consi-
dérons en particulier le cas ou I'action muwelle des deux molécules
m, /n serait une action répulsive, réciproquement proportionnelle au
bicarré de la distance. Alors la fonction f(r), déterminée par I'¢qua-
tion (40) du paragraphe I, serait de la forme

(®) i) =— 2

rt

h désignant une constante positive, et I’équation (4) donnerait

s F(ry=-— R:—’,-; <cOSkr—— S‘;::fr + r;-k’ r’)
() ) v 1 k?r?
T 5123 +-7_ 1.2.3.4.5

On aurait donc, en réduisant r, d zéro et r_ al'infini positif,

1
5 1.2.3

F(r )=o, F(ry)=—

De plus, comme, dans ce mé¢me cas, F(r) deviendrait fonction du
produit kr, on aurait encore

rDE(rYy=KD}F(r),
et par suite
' F
F'(r) =D} F(r) = 5 DI F(r),

CEuyres de G, -~ S. 1L, t. XI, 4o
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Done la formule (7) donnerait
(10) Q= %-Dh — @K DES [F(r) (#)’]

Si maintenant on suppose les diverses valeurs de Ar égales entre
elles et ala distance ¢ qui sépare deux molécules voisines, les diverses
valeurs de 7, dans la somme indiquée 4 I'aide du signe S, pourront
étre censées réduites aux divers termes de la progression arithmétique

(1) e, 2& 3& be, ...,

et, en posant, pour abréger,

* 7

(11) ‘ K:s[(kcoskr—S'",""-;-%ksrﬁ){l,
on tirerade la formule (g)

. h
(13) F() =— 5K,

puis de la formule (10)

Ar@® K
(14) Q- ’;0 I+ 2an®hker D} <'IF>

Il ne reste plus maintenant qu’a déterminer la valeur de la quan-
tité K en fonction dc k. Or, on tire de I'¢quation (12)

DK =5 [(k/'—-— sink/')%],

par conséquent 4
kr—siuker
(15) k"l).K:S(———r:——'-—~>;

puis, en différentiant trois fois de suite cette derniére formule par
rapport 4 k, onen conclut

(16) n:(k—nukx)zs(co“k”) = é(coske—% cosake | cos3ke +)

Iz a? 32

D'ailleurs, pour des valeurs de  comprises entre les limites — =,
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+ 7, on a généralement, comme 'on sait,

Cos.r —

— AR

cos2xr  cosdx 1/t
Py +-—3—,—+.—-Z 3 )

(vair le second Volume des Exercices de Mathématiques, p. 309) (*).
Done, en remplacant  par = — ke, on aura encore

coske 4+

cos2ke | cos3ke 1 fam?
P ,

= — a2mtke -+ ket
etla formule (16) donnera

(17) D (k'D,K) =a — bk + ck?,

les valeurs de a, b, cétant

e m
(18) a — (—)rE—,_,; /)_.;-;v

Y
I}
P

Pour déduire de I'équation (17) la valeur de k='D,K, il suffira
d’intégrer le second membre trois fois de suite par rapport a k, et &
partir de k = o, puisque, en vertu de I'¢quation (15), le produit

k-? DkK
devra étre divisible par k*, aussi bien que la différence

3 5 5.8
kr—sinkr == krs,—— K = 4., ..
1.2.3

En opérant ainsi, on trouvera

k3 k* ke
K'DK=a 1.2.3 bz.;&./; +C3."4.5’

par conséquent

k¢ k* k®
(19) Dk=amg - b33

Enfin, poir obtenir la valeur méme de K, il suffira d’intégrer le

second membre de la formule (19) par rapport a k, eta partirdek =o,

(1) QEuvres de Cauchy, 2* série, t. VII, p. 357.
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puisque, en vertu des équations (9)et(13), la quantité K, proportion-
nelle au produitk®F(r), sera, comme ce produit, divisible par k*. On
aura done

k® b Kk c K’
1.2.3 ; 2.3.4 + 7 3.4.5°

a
K=x

et par suite
0t (1) =% 575 = o
<'k‘s4 T 9345 2.3.4.5.7

Doue, la formule (14)donnera

P
y_ 4T . %
(20) Qr— 3o h(1+ ak?),
la valeur de « étant
s!
(21) * = EEe

L’¢quation (20) établit une relation digne de remarque entre les

27
k

des ondes planes et Pépaisseur de ces mémes ondes dans un systéme

quantités Q et k ou I = ==, c’est-a-dire entre la vitesse de propagation

de vibrations transversales.

La distance € qui sépare deux molécules voisines devant étre génc-
ralement considérée comme tres petite, on pourra en dire autant, &
plus forte raison, de la quantité positive «, déterminée par la for-
mule (21). Cela posé, on aura sensiblement

p— 2
Toak ek

et, en divisant par 1 + ak* les deux membres de la formule (20),

AT®
(22) Q1 - ak?) = 5 h.

D’autre part, si, en nommant T la durée d’une vibration moléculaire,
on pose

(23) . S:T’

on aura, conformément a la derniére des formules (19) du para-
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graphe I,
(24) s = Qk,
et par suite I'équation (22 ) pourra étre réduite

®
(25) 01 gsr= 4Ty
Soient maintenant
Q, et 8,
ce que donnent
Q et s

389

pour un second systeme de vibrations transversales, distinct de celui
que Pon considérait d’abord, mais toujours propagé dans le méme

systeme de molécules. On aura encore

’
Am®
Q' —ast=1""h,
‘ 3o

et de cette derniére équation, jointe & la formule (25), on tirera
Q7 51 QF — as?,
par conséquent
Qo

s g*
ou, ce qui revient au méme, cu égard ala valeur de «,

Q- Q1

8§

(26) e'=56

L’équation ( 26) fournit le moyen de calculer approximativement la

valeur de ¢, quand on connait les vitesses de propagation des ondes

planes et les durées des vibrations moléculaires, dans deux systémes

de vibrations transversales.

Il est bon d’observer qu’en désignant par T, la durée des vibrations
dans le second systéme de vibrations transversales, on aura généra-

lement o o
Qr—Q (ﬁ""')(s‘z’*') :< | )*

sT—gv — st (s, )(s, ) an
s A— L 4
s s

(B (%)
AT
(r=")(x+)
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et qu’en conséquence I'équation (26) peut s'écrire comme il suit

(4= (%"ﬂ%“).

T

On aura donc (l/ ')(r,‘“'){

(27 e 1 15(%_'\)(%+')
e

A l'aide de cette derniére formule, étant données les valeurs de Q
et T, correspondant 2 deux systémes de vibrations transversales, on

) . . 'S L £ > N .
pourra déterminer immédiatement la valeur de > c'est-a-dire le

rapport qui existe entre la distance de deux molécules voisines et la
longueur d’ondulation relative a I'un de ces deux systémes.

Wl — Sur la dispersion des couleurs dans le vide.

Si T'on attribue les phénoménes lumineux & des vibrations trans-
versales de I'éther et si I'on admet, comme lathéorie porte i le croire,
que dans le vide, c’est-a-dire dans I'éther isolé, les rayons de diverses
couleurs se propagent avec des vitesses qui ne soient pas rigoureu-
sement égales, alors il suffira que la clarté d'une étoile varie dans un
temps peu considérable, pour qu’h des distances suffisamment grandes,
cette variation occasionne un changement de couleur. Cette propo-
sition remarquable est due & M. Arago. On peut U'établir, comme il I’a
fait lui-méme, par la méthode analytique qui, dans les éléments
d’Algebre, sert a résoudre la question connue sous le nom de probléme
des deux courriers. En eflet, considérons une étoile blanche qui paraisse
et disparaisse périodiquement, et, pour plus de simplicité, supposons
que cette étoile, aprés avoir constamment brillé du méme éclat pendant
un certain temps &, reste invisible pendant un autre temps encore
égal & &. Admettons d’ailleurs que ces deux phénoménes se repro-
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duisentl’un aprés I'autre indéfiniment et que la couleur blanche de
I'étoile résulte de la superposition de deux rayons simples dont les
couleurs soient complémentaires, par exemple, d’'un rayon rouge et
d’un rayon vert. Enfin supposons que, les vitesses de propagation de
ces deux rayons n’étant pas rigoureusement égales, la plus petite soit
représentée par 2, la plus grande par Q,, en sorte qu’on ait

(1) ol = - i ——,

n désignant un nombre trés considérable. Les temps que ces deux
rayons, partant simultanément de I'étoile dans une direction commune,
devront employer pour se propager en ligne droite jusqu’d un point
donné de l'espace, seront réciproquement proportionnels a leurs
vitesses de propagation. En d’autres termes, ces temps seront entre
eux dans le rapport de Q@ aQ, ou de 7 & n+ 1. Done, si, & partir de
I’étoile, on porte, sur la direction commune des deux rayons, des
longueurs égales, dont chacune soit parcourue par le rayon doué de
la plus grande vitesse Q,, dans un intervalle de temps représenté par
ne,

et si 'on nomme
E,. E,, E;, E,

les divers points auxquels aboutissent les extrémités de ces diverses
longueurs, le rayon doué de la moindre vitesse Q parcourra chacune
de ces mémes longueurs dans un intervalle de temps représenté par le

produit
(n+1)6=n& + &.

Done, pour des observateurs placés aux points
Ela Eh Eh Eh DRI
le retard d’un rayon sur I'autre se trouvera successivement exprimé
par

& &+ CH+6+8 E+6+64+86, ...

ou, ce quirevient au méme, par les divers termes de la progression
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arithmétique
G, a6, 36, 4G, ....

Cela posé, puisqu’au point de départ E les deux rayons restent
simultanément visibles ou simultanément invisibles, pendant des
intervalles de temps qui sont tous égaux a &, on peut affirmer qu’il en
sera de méme, aux points ou le retard de 'un des rayons sur I'autre
se trouvera représenté par I'un des nombres

¢’est-a-dire aux points
E,, E., ...,
séparés de I'étoile E par des distances que le rayon doué de la plus
grande vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la pro-
gression arithmétique
2n8, 4n€,

Au contraire, les deux rayons se montreront successivement et
toujours I'un sur P'autre, aux points ou le retard de I'un a I'égard de
P'autre se trouvera exprimé par 'un des nombres

& 38, ...
c’est-a-dire aux points
El\ E87
séparés de ’étoile E par des distances que le rayon doué de la plus
grande vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la pro-
gression arithmétique
né, 3nG,

En général, vue d’un point quelconque de I'espace, I'étoile paraitra
périodique, 2& étant la durée de la période au bout de laquelle les
mémes phénomeénes se reproduiront, et de plus I'aspect de ces phé-
noménes variera périodiquement avec la distance qui séparera le
spectateur de I'étoile. Si cette distance est celle de I'un des points

.
E,, E, ...,

c’est-a-dire celle que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse,
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dans un temps représenté par un multiple pair de nc; alors, d’apris ce
qu’on vient de dire, I’étoile paraitra blanche durant une moitié de la
période au bout de laquelle les mémes phénoménes se reproduisent
etdisparaitra complétement durant 'autre moiti¢. Si, au contraire, la
distance du spectateur a I’étoile est celle de 'un des points .

Eh Ea» MR}

¢’est-a-dire celle que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse,
dans un temps représenté parun multiple impair de ne, I'étoile restera
toujours visible, mais clle paraitra rouge durant une moitié de la
période et verte durant I'autre moitié. Enfin, si la distance du spec-
tateur a I'étoile n’est celle d’aucun des points

Elv Ez‘ I‘:ay Eh LR

Iétoile, visible et blanche durant une partie de la période, disparaitra
durant une autre partie, et ces deux parties égales entre elles, mais
dont chacune sera inférieure a la demi-période, se trouveront séparées
I'une de I'autre par des intervalles de temps égaux, pendant lesquels
I'étoile se montrera colorée tantdt en rouge et tantot en vert.

Dans I'hypothése que nous venons de considérer, les points d'out
I'on observe les mémes phénomenes, par exemple les points pour
lesquels I'étoile reste invisible durant une moitié de la période et
brille de tout son éclat durant Pautre moitié, sont évidemment situés
sur des surfaces de sphéres concentriques, qui, ayant I'étoile pour
centre commun, renferment entre clles des couches dont I'épaisseur
est la distance que parcourt le rayon doué de la plus grande vitesse

durant un temps
) anG,

égal au produit de la période 26 par le nombre n. En d’autres termes,
pour obtenir la distance mesurée sur la direction d’un rayon, et au
bout de laquelle les mémes phénoménes se reproduisent, il suffit de

multiplier le nombre
Q
Q—Q
QEuvres de<C. — S. I, t. XI. 50

(2) n=
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par la distance & laquelle se propage, durant le temps méme de la
période, le rayon doué de la plus grande vitesse. Cette dernitre dis-
tance sera toujours trés considérable, ct déja elle s’éléverait & plus de
six mille millions de lieues, si la durée de la période se réduisait & un
seul jour. La distance au bout de laquelle les phénoménes se repro-
duiront sera beaucoup plus considérable encore, puisqu’elle sera le
produit de I'autre distance par le nombre n, dont la valeur, en vertu
de la formule (2), deviendra d’autant plus grande que la différence
entre les vitesses et Q, deviendra plus petite.

On arriverait encore 4 des résultats semblables, si, la durée de la
période restant égale d 2@, les deux rayons simples, dont la superpo-
sition est censée produire la couleur blanche de I’¢toile, s’éteignaient
périodiquement, durant des intervalles de temps égaux entre &ux,
mais inférieurs ousupérieurs a la moitié de la période, ou si ces deux
rayons, sans s’éteindre complétement, perdaient périodiquement une
partie de leur éclat. Alors la distance, aubout de laquelle se reprodui-
raient les mémes phénoménes, serait toujours celle que nous venons
de calculer. Alors aussi, vue de certains points, I'étoile a certaines
époques paraitrait colorée, tandis que, pour des observateurs placés
en d’autres points, elle se montrerait toujours blanche lorsqu’elle
ne serait pas invisible. Seulement, dans la nouvelle hypothése, les
deux couleurs pourraient étre mélées de blanc, et les intervalles de
temps, pendant lesquels I'étoile paraitrait blanche ou colorée, seraient
plus longs ou plus courts que dans la premiére supposition.

On arriverait toujours & des conclusions du méme genre, si la
lumiére blanche de I'étoile résultait de la superposition de plus de
deux rayons simples, et, dans ce cas encore, comme dans les hypo-
théses ci-dessus admises, I’étoile, vue de loin, devrait le plus ordi-
nairement paraitre colorée. Il y a plus, il faudrait alors supposer
remplies certaines conditions particuliéres, pour qu’a de trés grandes
distances les phénoménes observés dans le voisinage de I'étoile
parvinssent a se reproduire exactement. Admettons, pour fixer les
idées, que la lumiére blanche de I'étoile résulte de la superposition
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de trois rayons qui se propagent avec des vitesses représentées par

Qe 2, Q;

A

soit toujours 2& la durée de la période, et posons

. 1 Q i
(3) .Q 1+ —,;’ —s—z--~_l-i'7l7'
Si les nombres n, n’, qu’on doit supposer trés grand I'un et I'autre,
sont commensurables entre eux, ¢'est-a-dire, en d’autres termes, st le

n' . , . .
rapport — est rationnel, on pourra déterminer une distance au bout de

laquelle se reproduiront exactement les mémes phénomenes, et cette
distance sera celle ue parcourt le rayon doué de la vitesse , dans un
temps égal au plus petit des multiples de

ani,

qui soit aussi un multiple de 2n'G. Mais, si le rapport %, devient irra-
tionnel, il deviendra impossible de trouver un multiple de 228 qui
soit en méme temps un multiple de 22’6, et il deviendra pareillement
impossible de trouver une distance au bout de laquelle les mémes
phénoméneé se reproduisent exactement pendant toute la durée de la
période 26. Alors, par exemple, les phénoménes que I'on observe
dans le voisinage de I’étoile ne pourront plus se reproduire en d’autres
points de I'espace, et pour un observateur placé loin de I'¢toile, celle-ci
ne pourra demeurer constamment blanche tant qu’elle sera visible.
En résumé, si dans le vide les vitesses de propagation de rayons
diversement colorés ne sont pas rigoureusement égales, un chan-
gement périodique de clarté dans une étoile suffira pour occasionner
a4 de grandes distances des changements de couleur. Or, parmi les
astres dont la clarté varie périodiquement, on doit surtout distinguer
Algol ou @ de Persée, dont I’éclat ordinaire, étant celui d’une étoile de
deuxiéme grandeur, reste tel pendant 2 jours 14 heures, puis décroit
soudain, de telle sorte qu'au bout d’environ 3 heures ct demie, Iétoile
se trouve réduite 2 la quatrieme grandeur, sa lumiére ayant alors
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perdu plus de la moitié¢ de son intensité. Alors, aussi, I’étoile recom-
mence i croitre, pour reprendre au bout de 3 heures et demie son éclat
habituel, I'étendue entiére de sa période étant d’environ 2 jours
20 heures 48 minutes. Cela posé, concevons que I'on observe attenti-
vement la couleur d’Algol, tandis que son éclat diminue. Si linter-
valle de temps, renfermé entre les deux instants qui nous laissent
apercevoir des rayons rouge et violet partis simultanément de 1'étoile,
s'¢levait seulement & un quart d’heure, elle changeraitde couleur d’une
maniere assez notable pour que le changement pit étre remarqué. En
effet, puisque I’astre aura perdu plus de la moitié de sa lumiére en
3 heures et demie, la perte moyenne de lumiére en un quart d’heure
surpassera le rapport%‘—; ou /;5et il n'est pas douteux que cette perte
subie, dans 'hypothise admise, par un seul des deux rayons rouge et
violet occasionnat une variation appréciable dans la couleur. Toutefois
cette variation est demeurée insensible dans les expériences entre-
prises par M. Arago pour la constater. Cherchons maintenant ce que
I'on peut en conclure relativement a I'intervalle qui sépare deux
molécules voisines du fluide éthéré.

Vu la distance considérable qui sépare de la Terre les étoiles les plus
rapprochées, distance que la lumiére ne peut franchir en moins de
trois ou quatre années, un quart d’heure n’équivaut pas, comme on I'a
déja dit, i la 57055 partie du temps que la lumiere emploie pour venir
d’Algol jusqu’a nous. Donc, en admettant que deux rayons, I'un rouge,
Iautre violet, partis simultanément de cette étoile, se suivent d’assez
prés pour que 'un ne soit pas de 15 minutes en retard sur 'autre, nous
admettons par cela méme, non seulement que le rapport entre les
vitesses de propagation de ces deux rayons différe trés peu de I'unite,
mais encore que la différence est au-dessous de 73%7,. Cela posé, si
I'on adopte comme rigoureuse, pour I’éther considéré isolément, la
loi de répulsion précédemment énoncée, c’est-a-dire si I'on suppose
que I'action mutuelle de deux molécules d’éther soit répulsive et réci-
proquement proportionnelle au bicarré de la distance, la formule (27)
du paragraphe Il fournira le moyen de calculer une limite supérieure
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a l'intervalle qui sépare deux molécules voisines du fluide éthéré. En

effet, désignons par
P Lo T, T,

les longueurs d’ondulation et les durées des vibrations moléculaires
dans les rayons rouge et violet; et par

Q Q

les vitesses de propagation de ces rayons dans le vide. Les rapports
entre les durées T, T’ et I'intervalle de temps qui résulte de la division
d’une scconde sexagésimale en mille millions de millions de parties
égales, seront représentés i trés peu prés par les nombres

2 et 1,36,

en sorte qu’on aura sensiblement

T 2. TN .
'_[‘_/""1_.3—6”_"4” <T;> = 2,10,

Cela posé, la formule (27) du paragraphe I donnera, pour le
rapport entre la distance ¢ de deux molécules d’éther voisines et la

1
(2, ) R, i
¢ . [h'<§ ",—' (§+l)] )

1,16

longueur I,

ou & trés peu prés, puisque & differe trés peu deI'unité,

’ X
s_2[ 7 /2 AT
Sl I=E[T,TE(§ ')] :
Pour que la valeur de ¢ reste réelle, on devra ¢videmment, dans la
formule (4), supposer le rapport
' Q
Q
supérieur & l'unité. Si d'ailleurs on suppose la différence entre ce
rapport et l'unité réduite 3 g, alors de I'équation (4), jointe a
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la formule

-
4

1
’
100000

;

(3) o=

on conclura

E_2 ! 722 - 5
(6) 1™ 100w <116> 01009 -

/

En vertu de cette derniére formule, ¢ serait environ 5 millicmes
1 . N .
ou —de la longueur d’ondulation des rayons rouges, c'est-i-dire

environ 3 millioniémes de millimetre. On voit ainsi quelle est la peti-
tesse de la limite supérieure a la distance qui sépare deux molécules
voisines d’éther, lorsqu’en adoptant la loi d’une répulsion récipro-
quement proportionnelle au bicarré de la distance, on part de ce fait,
que I'observation d’Algol ne fournit point de traces de la dispersion
des couleurs dansle vide.

Il est bon de remarquer qu’en vertu de la formule (5), la vitesse de
propagation des rayons violets surpasserait celle des rayons rouges, en
sorte que les rayons qui se propagent plus rapidement dans les corps
se propageraient au contraire avec plus de lenteur dans le vide.
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DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES".

Le nombre des équations différentielles que 1'on peut intégrer en
termes finis étant trés peu considérable, on a depuis longteraps essaye
de substituer, pour de semblables équations, I'intégration par série &
I'intégration directe. Ainsi, par exemple, étant donnée une équation
différenticlle dupremier ordre entre et y considéré comme fonction
de .c, avec la valeur particuliére v, de la fonction v, correspondant &
la valeur particuliére 2, de la variable 2, on a supposé la fonction y
développee par la formule de Maclaurin, en une série ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entieres de la variable x; et, comme on
pouvait facilement déterminer les coefficients des diverses puissances
de @ dans cette série, en les déduisant des valeurs connues des quan-
tités a,, y,, a l'aide de I'¢équation donnée et de ses dérivées des divers
ordres, et en laissant d’ailleurs arbitraire la constante y,, on en a
conclu que toute ¢quation différentielle du premier ordre entre et y
admettait une intégrale générale, et que cette intégrale se trouvait
représentée par la série de Maclaurin, c’est-a-dire par la somme de
cette série, les coefficients étant déterminés, comme on vient de I’ex-
pliquer, en fonction de x, et de la constante arbitraire y,. Toutefois,

(*) Ce Mémoire, déja lithographié en 1835, n'a 616 tiré la premitre fois qu'a un petit
nombre d’exemplaires; ¢’est ce qui nous engago & le reproduire ici tel qu'il a ét6 rédigé
4 cette époque.
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les considérations précédentes ne donnaient nulle certitude que 'on
eut effectivement intégré I’équation proposée, ni méme que cette
équation admit une intégrale. Car, d’une part, rien ne prouvait que la
série ohtenue fut convergente, ct 'on sait que les séries divergentes
n’ont pas de sommes; d’autre part, une série méme convergente, qui
provient du développement d’une fonction effectué¢ a I'aide de la for-
mule de Maclaurin, ne représente pas toujours la fonction dont il s’agit.
Ainsi, en particulicr, si I'on applique la formule de Maclaurin i la
fonction

e e

on obtiendra pour développement la série convergente

qui représente, non la fonction donnée, mais seulement son premier
terme. L’intégration par série des ¢quations différentielles était done
illusoire, tant qu’on ne fournissait aucun moyen de s’assurer que les
séries obtenues étaient convergentes, et que leurs sommes étaient des
fonctions propres & vérifier les équations proposées; en sorte qu'il
fallait nécessairement ou trouver un tel moyen, ou chercher une
autre méthode a I'aide de laquelle on put établir généralement I'exis-
tence de fonctions propres a vérifier les équations différentielles et
calculer des valeurs indéfiniment approchées de ces mémes fonctions.
La premiere et peut-étrejusqu’a présent la seule méthode quiremplisse
ce double but, pour unsystéme quelconque d’équations différentielles,
me parait étre celle que j’ai publi¢e dans mes Legons de seconde année
pour !’ Ecole royale Polytechnique. Suivant cette méthode, étant donnée,
pour & = x,, la valeur y, de la fonction y déterminée par une équa-
tion différentielle de la forme

(1) dr =f(z, y)dz,

si la supposition
& =&, Y=
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ne rend infinie aucune des deux fonctions

) siep, 2L,

alors, pour calculer approximativement une autre valeur Y de y,
correspondant 4 une autre valeur X de «, on interposera entre les
limites

oy X
une série croissante ou déeroissante de nouvelles valeurs de x, puis
on leur fera correspondre une série de nouvelles valeurs de y tellement
calculées que, deux valeurs consécutives de z élant représentées par

x, &+ Ar

ct les valeurs correspondantes de y par

oL, Yy ¥+ 4y,
on ait généralement
(3) Ay = f(x, v)Ar.

On démontre que la derniére des valeurs de y ainsi calculées, ou
celle qui ‘correspond & la valeur X de @, converge, lorsqu’on fait
décroitre indéfiniment les valeurs numériques de Ax, vers une limite
fixe qui est fonction continue de y, ct de X, pourvu toutefois que la
valeur numérique de la différence

X—ux,

ne devienne pas trop considérable et supéricure a celle qu'une
certaine condition détermine. Cela posé, en nommant

F(X)
la limite dont il s’agit, on prouvera ais¢ément que la fonction
(4) y=4(2) |
a la double propriété de vérifier I'équation (1) et de se réduire ay,
pour @ = x,. Il y a plus, on déterminera sans peine les limites des

erreurs que I’on peutcommettre en prenant pour § (X)laderniére des
GKuvres de.C. — S. I, t. XI, 51
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valeurs de y calculées & I'aide de la formule (3), dans le cas ou
chacune des valeurs de Az est inférieure, abstraction faite du signe, a
un trés petit nombre donné ¢.

Sil'on désigne par
A, C

deux nombres respectivement supérieurs aux valeurs numériques des
fonctions (2); si, de plus, on désigne par

a

une quantité positive ou négative, choisie de telle maniere que, pour
des valeurs de x renfermées entre les limites

Loy To-+a
et pour des valeurs de y renfermées entre les limites
. Yo—Aa, y,+ Aa,

les fonctions (2) restent continues par rapport aux variables a, Y, et
renfermées, la premicre entre les limites

- Ay +A,
la seconde entre les limites
—C, +C;

la condition ci-dessus mentionnée, et alaquelle devra satisfaire la dif-
férence X — x,, sera que cette différence demeure comprise entre les
limites o, a, ou, en d’autres termes, que la valeur X de  demeure
elle-méme comprise entre les limites

&y, Ty+ a.

Alors, si I'on nomme H la valeur numérique de X — x, et ® la
plus grande valeur numérique que puisse recevoir la quantité

Sz 08, y =0A%) — f(z,y),

tandis que I'on fait varier 0 et @ entre les limites o, a; = et o+ 03
entre les limites z,, 2, + a; enfin y et y == ©AS entre les limites Yo
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Yo+ Aa; Uerreur que I'on commettra, en supposant chacune des
valeurs numériques de Ax inférieure & 2, et prenant pour 5(X)la
derniére des valeurs de y calculées a I'aide de la formule (3), sera
plus petite que le produit

(5) Het,

e désignant la base des logarithmes népériens. Ajoutons que, si, pour
toutes les valeurs de x, y, comprises entre les limites

. Loy Ly+as Yo—Aa, yy+Aa,
la fonction

(6) Jdf(x,v)

ox

reste finie, continue etinférieure, abstraction faite du signe, au nombre
B,

le facteur © ne pourra surpasser le produit

(7) (B -+ AC)d.

La valeur de y que la formule (4) détermine étant fonction con-
tinue, non seulement de la variable 2, mais encore de la constante Yoo
devient, lorsque cette constante est considérée comme arbitraire, ce
qu’on appelle I'intégrale générale de I'équation (1). La méthode préce-
dente fournit donc le moyen non sculement d’établir I'existence de
Pintégrale générale d’'une équation différentielle du premicr ordre,
mais encore decalculer, avec tel degré d’approximation qu’on le désire,
la valeur Y de y correspondant & unc valeur donnée X de la va-
riable x, en supposant déja connue une premiére valeur x, de . Ce
calcul s'étend méme & des valeurs de X non renfermées entre les
limites

Zyy Lo+ a.

Car, aprés avoir déduit, dela premiére valeur de y représentée par y,,
une seconde valeur Y, on peut de celle-ci en déduire une troisiéme
et continuer de la sorte jusqu'a ce que la valeur de y devienne infi-
niment grande ou rende infinie I'une des fonctions (2).
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La méthode que je viens de rappeler se trouve rigoureusement
établie et rendue plus sensible par des exemples numériques dans les
Lecons déja citées. J'ai montré dans les mémes Lecons comment on
pouvait étendre cette méthode a I'intégration d’équations différentielles
simultanées du premier ordre, quel que fat le nombre des variables,
et comment on pouvait obtenir, non seulement les intégrales génc-
rales et particuliéres de ces équations, mais encore leurs intégrales
singuliéres. On sait d'ailleurs que Pintégration d’équations diffé-
rentielles d'un ordre quelconque peut toujours étre ramenée i linté-
gration d’équations différentielles simultanées du premier ordre.

11

> .

Les avantages qu’offre la méthode ci-dessus rappelée se retrouvent
avec d’autres encore dans celle que je vais maintenant exposer.
* Le beau Mémoire ou M. Hamilton a fait dépendre I'intégration des
équations différentielles que I'on rencontre en Dynamique, de la déter-
‘mination d’une seule fonction, représentée par une intégrale définie
qui satisfatt d deux équations dusecond ordre aux différences partielles,
a reporté mes idées vers un point qui m’avait paru depuis longtemps
digne d’étre examiné avec une attention particuliére. Javais pensé
qu'il y aurait peut-étre quelque avantage & réduire l'intégvation d'un
systéme d’¢quations différenticlles i I'intégration d'une seule équation
aux différences partielles du premier ordre. Or cette réduction peut
toujours étre facilement effectuce, comme on va le voir.
Soient x, y, s, ... des fonctions inconnues de la variable ¢, déter-
minées par des équations différentielles du premier ordre, en vertu
desquelles les différentielles

d‘tv dya ds <ey  dt,

des variables
Z, ¥, 5 ..., ¢
soient respectivement proportionnelles i des fonctions connues

AT OB -+
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de ces mémes variables. Les équations différenticlles dont il s’agit
seront comprises dans la formule

1) dr _dy ds dt

.—-\'—-___-——: =...=

3y % 3

et se réduiront aux suivantes

-\ 5 z
(2) (Ix:—g-dt, c(V::Edt, (l~~gdl,

qui ne perdrontrien de leur généralité, si I'on fait disparaitre le déno-

minateur &, en prenant simplement & = 1. Or supposer que les équa-

tions (2) sont intégrables, c’est admettre que x, y, 3,..., ¢ peuvent

varier simultanément de maniére 4 les vérifier. Dans cette hypothése,

,Y¥,5,... variant avec ¢, si ¢ prend une nouvelle valeur =, 2, y, s

recevront des valeurs correspondantes Z, v, {, ... qui ne pourront dé-

pendre que de = et des valeurs primitivement attribuées ax, y, 3, ... ¢;

par conséquent, %, v, {, ... seront des fonctions de x, y, 5, ..., £, 7,
qui se réduiront, pour = = ¢, hx, y, 5, ..., en sorte qu’on aura

E=0(ry )5 4.0, 4,7),
(3) V=9 (xy ¥, 5 ..y 6, T),
( =d(r,¥,5, ..., 4,1
les lettres caractéristiques ¢, y, ¥, ... désignant des fonctions déter-
min¢es qui vérifieront les conditions

\ ({)(.‘L‘,‘)', S, et t)=ux,
(4) @y, s, 60 =7,
q’(xr."y Syt t) =3,

Les équations (2) ne sont censées intégrées généralement qu’autant
qu'on est parvenu & exprimer &, v, §, ... en fonction de 7, par des
équations de la forme (3), quelles que soient d’ailleurs les valeurs
primitivement attribuées a

Ty ¥y By ee.y b



k06 MEMOIRE SUR L'INTEGRATION

Alors les équations (3), ou des équations équivalentes, c'est-a-dire
propres i fournirles mémes valeurs de

E) L/ TR SR

sont ce qu'on appelle les intégrales générales des équations diffé-
rentielles données. A I'aide de ces intégrales, on peut déterminer,
pour une valeur 7 de la variable indépendante renfermée dans les
équations (2), les valeurs correspondantes %, 4, ¥, ... des variables
dépendantes que contiennent les mémes équations, quand on connait
un autre systeme de valeurs @, y, z, ... de ces derniéres correspondant
a une autre valeur ¢ de la premiére ; et comme, en partant des
valeurs &, , {, ... qui correspondent i la valeur = de la variable indé-
pendante, on devrait retrouver, pour la valeur ¢ de cette variable, les
valeurs des variables dépendantes représentées par x, y, s, ..., il est
clair que les équations (3) continueront de subsister, si'ony é¢change
entre eux les deux systémes de valeurs des variables dépendantes et
indépendantes, représentés par

Lo Yy S5 .. U
& ny & ., T

Donc les intégrales des équations (2) pourront encore se produire
sous la forme

Vz=oCme ..ont), y=z2EnL ...o50),
;:\P(Eanv:a'ws‘f’t), veee

D’ailleurs les formules (4), étant identiques pour des valeurs
quelconques de w, y, s, ..., ¢, entraineront les suivantes :

(6) $¢(E,ﬂv§,---,?,f):—‘:£, X(E*‘nv:v---yr»f)=‘n7
.l $E MG T =08 ...

en sorte que les valeurs de z, y, , ... fournies par les équations (5)
se réduiront, comme on devait s’y attendre, 4 %, v, ¢, ... quand on

supposera
t=r.
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Lorsqu’on attribue 4 = une valeur constante,

-

& n &,

deviennent, dans les intégrales générales (3) ou (5), d'autres cons-
tantes que l'on peut choisir arbitrairement, et que I'on nomme pour
cette raison constantes arbitraires. Si I'on faitd’ailleurs, pour abréger,

() P(x, 35, ..., 4, T) =X, wzyyyz o)=Y,
‘ (e, 5,5 ..., 6, 1y=17, ceey
les équations (3) deviendront

(8) E=X. a=Y, (=1,

X, Y, Z, ... étant des fonctions de @, y, 3, ..., ¢, qui se réduiront, la
premiére & x, la deuxiéme a y, la troisieme a s, ... pour ¢ =1, et qui
ne renfermeront aucune des constantes arbitraires §, n, ¢, .... Enfin si
'on désigne par

(9) u=flz,y,5,...)

une fonction déterminée des seules variables x, y, z, ..., et par

(10) : U:f(gw nE ..
(1) U=/(X,Y,Z, ...),

ce que devient la fonction z quand on y remplace les variables z, y,

5,...t 1°parles constantes arbitraires , v, {,...; 2° parles fonctions X,
Y,Z,..;
U,

ainsi que X, Y, Z, ..., dépendra uniquement des quantités
Zz, ¥ 5 .. t,o%,

et se réduira, pour 2=+, a la nouvelle constante arbitraire désignée
par v. De plus, les intégrales générales des équations (2) ou les for-
mules (8) entraincront évidemment la suivante

(12) fEMG L N=LX Y% )
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ou

(13) v=U,

qui sera une nouvelle intégrale générale et ¢comprendra comme cas

particuliers les formules (8), avec lesquelles on la ferait coincider en
posant successivement

flx, 5,35 ...)=ua, Sfle,y, 5, ..)=y, Sflx, yy 5, ..0) =35,
Concevons maintenant que,
U
désignant une fonction quelconque des quantités
T Yy 5, .., L et T,
mais une fonction qui ne renferme aucunc des constantes arbitraires
&L oo & e,

il s’agisse de savoir si les équations (2)admettent une intégrale géné-
rale de la forme

(14) U = const.

Cela revient a savoir si les valeurs de «, y, 5, ..., tirées des équa-
tions (5) ou (8), réduisent U a une fonction de ¢ ou a une constante
arbitraire. Or la différentielle de cette fonction ou de cette constante
sera, eu égard aux équations (2), ce que devient I’expression

_(oU  NoJU  xJ9U %90
(1) dU—-(-d—t'+Eb}—+gw+EE+...>d[,
quand on y substitue pour x, y, z,... leurs valeurs tirées des équations
(5) ou (8). Donc ces valeurs vérifieront ou non, quel que soit ¢, la

formule

U X 9U xFoU % 0U .
(16) _d—t-+g-l;-:; §7+§3;+—0,

suivant que les équations différentielles proposées admettront ou non
une intégrale générale:de laforme (14). D’ailleurs, si la formule (16)
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n’était pas identique, elle établirait entre les seules quantités ren-
fermées dans les fonctions

N, §, % ..., € U,
c'est-a dire entre les quantités
x, oy, 5 ... et T,
une relation qui devrait étre une conséquence nécessaire des équa-
tions (8). Or cette derniére hypothése ne saurait étre admise; car on

vérifie les équations (8) par des valeursde x, y, 5, ..., ¢ et =, arbi-
trairement choisies, et par des valeurs de

gy &y
déduites, al'aide de ces mémes équations, des valeurs attribuées a

£y ¥y, 5, ..., et T,

%

La formule (16) ne peut donc étre qu'une équation identique, ex-
primant que

(17) s=U
est une intégrale particulitre de I'équation aux différences partielles

_ds .. 0Os Js L Us _
(lS) (':w+ﬁ\~ﬁ+5b—i+‘b5;+...--—0.

Ajoutons que, si I'on nomme v la valeur particuliére que prend la

fonction U quand on y pose
=, y=n, s =g, ey t=r1,

celle des intégrales générales des équations (2), qui sera de la
forme (14), se réduira nécessairement 4
(19) U=u.

Alors, aussi la forme
(20) s=U—v

sera, en méme temps que la formule (17), une intégrale particuliére
CGEuvres de G. — S. I, t. XL 52
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de I’équation (18). En conséquence, on peut énoncer la proposition
suivante;

PreMiEr THEOREME. — Les équations (2) étant supposées génera-
lement intégrables, et U désignant une fonction qui ne renferme que les

seules variables
T, ¥, By ..uy b

ou ces variables avec une valeur particuliére © de la variable t; pour
savoir si les équations (2) admettent ou n’admettent pas une intégrale
genérale de la forme (1q), il suffira d’examiner si la formule (17)
ou (20) fournit ou non une intégrale particuliére de l’équation (18).

Cela posé, veut-on obtenir celle des intégrales générales qui serait
delaforme (19), v désignant une constante arbitraire et U une fonc-
tion des variables , y, =, ..., ¢, qui aurait la propriété de se réduire
pour une valeur particuliére = de la variable ¢, & une fonction donnée
de x, v, 3, ..., savoir a

u=f(r,y,35 ...),

il suffira d’égaler a zéro la valeur de s qui a la double propriété de
représenter une intégrale de I'équation (18) et de se réduire a

u=—yv

pour ¢ ==; ou bien encore, il suffira d’égaler 4 v celle des intégrales
de ’équation (18) qui a la propriété de se réduire a u pour ¢ ==.
1 prop 1
Si, pour fixer les idées, on veut obtenir les intégrales générales des

équations (2) sous la forme (8), de sorte qu’étant donné un systéme
de valeurs des variables

Ty Yy By euy by
ces intégrales fournissent immédiatement les nouvelles valeurs
&L 0 &L
(ue prennent les variables dépendantes pour une nouvelle valeur

T
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delavariable indépendante, il suffira de chercher les diverses intégrales
particuliéres de I'¢équation (18), qui ont la propriété de se réduire,
pour ¢ =, & 'une des variables

s . Z, Yy 5
Si I’'on désigne par

(2r1) s=YX, s=Y, s=1,

.oy

ces intégrales particuliéres dans lesquelles X, Y, Z, ... ne peuvent
renfermer que les scules quantités

Zy Yy 3, .., € et Ty
on vérifiera encore I'équation (18), en attribuant a s I'une des valeurs

(22) s=X—% s=Y—m, s=7-—¢,

.
LR}

et, en égalant & zéro ces derniéres valeurs de s, on obtiendra sous la
forme (8) les intégrales générales des équations (2).

Jusqu'a présent nous avons supposé, sans le démontrer, que les
équations (2) étaient généralement intégrables. Mais, sans admettre
a priore cette supposition, on peut faire voir que l'intégration générale
de I'équation (18) entraine I'intégration générale des équations (2),
et méme que, pour obtenir les intégrales générales de ces dernicres
équations, il suffitd’égaler & des constantes arbitraires .

& oy &,
les valeurs

X, Y, Z,

de u, qui ont la double propriété de vérifier I'équation (18) et de se
réduire a4 x, y, 5, ... pour ¢ = <. Effectivement on obtiendra de cette
maniére les équations (8), en vertu desquelles

Ly Yy 3
seront des fonctions de ¢ qui se réduiront respectivement i

E’ 0, ty

pourz=~1. Or, en faisant varier @, y, 3,... avec ¢, en observant
t
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d’ailleurs que X est une intégrale particulicre de I'équation (18) et
vérifie en conséquence la formule

X  XdX  JdX X
(33) wtEa Tty TE O
on tirera de la premiére des équations (8)

IX  oXdr dXdy  0X ds
'd—t+3;z_ll_+_077?+d.. dt+

puis en éliminant de cette derniere

oxX
at’

a l'aide de la formule (23), et opérant de la méme maniére pour

ds
dt

chacune des équations (8), on trouvera
19X (dx XN\ X [dy ¥
H(E_E>+dy( G>+
Y /dz X oY dy y
oo 1 (@=%) 5 (F-3)-

Jf (dx N\ 0L (dy ¥
a;m“%:*“a;;rz 3)*

.......................................................

|
~—

+

Il

°

.
I8
~ja
|
G B¢ RUE G pe
N—
+
I}
o

Supposons maintenant que I'on combine entre clles par voie d’ad-
dition les formules (24), aprés les avoir multipliées par des facteurs
choisis de maniére que toutes les différences

de N dy § di_ %

T % dtT & At ©

se trouvent ¢liminées & ’exception d’une seule. On substituera ainsi
aux équations (24) d’autres ¢quations de la forme '
.

dr X\ _ (dy T\ _ ds &\ _
('25) K(-(-I—t-—-—6->-—0, h(a{—tg)—o, K(a—;—é:)—-o, ey

la valeur de K étant

(26) ‘K=
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et, comme la fonction de @, y, 3, ..., ¢, représentée ici par K, ne saurait
étre généralement nulle, puisqu’elle se réduit a unité, ainsi que

X JY dZ

dr’ dy’ 9z
pour ¢ = 7, les formules (25) entraineront les équations (2). Donc
celles-ci auront pour intégrales générales les équations (8), et I'on
peut énoncer la proposition suivante :

Devxieme tuéoriMe. — L'intégration de léquation (18) entraine
celle des équations (2), et, pour obtenir les intégrales générales de ces
dernieres, il suffit d’égaler a des constantes arbitraires £, My & .. les
intégrales particuliéres

s=X, s=Y, s=1,

de U'équation (18), qui ont la propriété de se réduire respectivement & x,

¥y 5y ... pourt=-r.

Les intégrales générales des équations (2) étant obtenues comme on
vient dele dire et représentées par les formules (8), la formule (19),
dans laquelle

U=/(X,Y,Z,...)
désigne une fonction quelconque de X, Y, Z,..., représentera une
nouvelle intégrale générale des équations (2); et, pour obtenir cette
nouvelle intégrale, il suffira (voyes le premier théoréme) d’égaler a une
constante arbitraire v celle des intégrales particulicres de I'équa-
tion (18) qui a la propriété de se réduire &

u=f(x,y, 3 ...)
pour ¢ = 7. Ajoutons que, si I'on se sert du signe caractéristique
v

pour indiquer un systéme d’opérations effectuées sur une fonction
quelconque s de z, y, 2, ..., ¢, et définies par la formule

/X ds N Ods B os :
(27) vs-——-[(-gd—.r-i—'é");'*-:é‘;;'f'..)dt,
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on tirera de I'équation (16), intégrée par rapport a ¢, et a partir de
t=r,

(28) U—u—VU=o0
ou, ce qui revient au méme,

(29) U=u+VU.

Si dans le second membre de I'équation (29) on substitue une ou
plusieurs fois de suite a la fonction U sa valeur tirée de cette équation
méme, alors, en écrivant pour abréger

vy, vy,
au lieu de
vvu, vvvg, ...,

on trouvera
U=u+ Vu+ ViU

=u—+Vu+ Viu+ V20

.
B R P H

et généralement
(30) U=u+Vu+Viu+Vu.. .+ Vet 4V,

n élant un nombre entier quelconque. Si, dans I'équation (30), le

terme
vsU

décroit indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, la série
(31) u, Vu, Viu, Viu,

sera convergente, et cette équation donnera

(32) U=u+Vu+Viu4+Viu+.. .

par suite, la formule (19), propre i représenter uneintégrale générale
quelconque des équations (2), deviendra

(33) u+Vu+Viu+Vu4,,  =u;

,

et comme, dans le cas ou V désignerait non plus un systeme d’opé-
rations A effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité



DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 513
véritable, on aurait
1

(34) 14+V 4V, .= =%

I'intégrale générale dont il s’agit pourra &tre présentée sous la forme
symbolique '

' u
(35) -l-:—-v = V.

D’ailleurs, comme on tire de I'équation (32)
VU=V(e+Vu+Viu+...)=Ve+Vut+Vu+...=U—u,

il est clair que la valeur de U fournie par cette équation vérifiera la
formule (28), par conséquent la formule (18), tant que la série (31)
sera convergente. On peut donc énoncer encore le théoréme suivant :

Troisitmre THEOREME. — Tant que la série (31) est convergente, la
Jormule (33) ou (35) est propre a représenter I'une quelconque des
intégrales genérales des équations (2).

Sil'on pose, pour abréger,

) Nods N ds B Js __
(36) ET+E7+E~;+. = s,
I'équation (27) donnera

t
(37) vs.—;_[' Osde.

Lorsque X, 3, %, ..., € ne renferment pas explicitement la variable
indépendante ¢, mais seulement les variables dépendantes z, v, s, ...,
alors, en substituant a s, dans I'équation (37), la fonction u qui ne

renferme pas non plus la variable ¢, on tire successivement de cette
équation

] ‘ t
Vu :v—f Dudt::-—Duf dt =(t—¢)0Ou,
T T

t 3
V’a::—-f (r-—t)D’udt:-—-D‘uf(':—l)dt..—:(—t-l:-—’-‘ﬂjl:]’u,
T vt ‘

.................. R R R I I R R P S N A )
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et généralement

(38) Veu=T"" g,

2...0n
En vertu de cette dernicre formule, I'équation (33) deviendra

(r—20)
1

T—! *
(39) w+ —I—Du+ 2 Qe +...=v;
et comme, dans le cas ou O représenterait non plus un systéme d’opé-
rations & effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véri-
table, on aurait
T—1

)
(40) 1+ — D+(Tl ;) Or4.. =00,

I'équation (39) pourra encore étre présentée sous la forme symbo-
lique
(41) ety — o,

Ainsi le troisieme théorcéme entraine le suivant :

QUATRIEME THEOREME. — Lorsque les fonctions

Ny T, 5 ., B

ne renferment pas explicitement la variable indépendante t, I’équa-
tion (39) ou (41) est propre & représenter l'une quelconque des inte-
grales générales des équations (2), tant que la série

T—t (r—¢)?
(42) u, . O, " 02y,

est convergente.

Si des formules (35) ou (41) on veut déduire les intégrales géné-
rales des équations (2) présentées sous la forme (8), ou, en dautres
termes, les valeurs des quantités , , {, ....qui sont ce que deviennent
®, ¥, 5,... considérées comme fonctions de lavariable indépendante ¢,
quand cette variable indépendante recoit une nouvelle valeur =, il
suffira de poser successivement dans la formule (35) ou (41)

u=r, v=_§,
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puis
u=y, v=m,
puis

En conséquence, les intégrales générales des équations (2), étant

réduites & la forme (8), seront représentées dans tous les cas par les
formules :

(43) E= T n= L (=

==y =S A e AR

et, dans le cas o1 X, ¥, %, ..., & ne renfermeraient pas explicitement
la variable ¢, par les formules

(44) £ et-0l g, n=et-00y  §=e=00;

Si, pour fixerles idées, on suppose que les équations (2) se rédui-
sent &
(45) dx == x dt, dy = ydt, dz = z dt,
en sorte qu’on ait

N 3 be
= ?—G-::_y, -;-zz, RN

on tirera de la formule (36), en y remplacant s par ,

(46) 4 m%—t-y%—?;-f—z%‘f-h...:[]u.

Si d'ailleurs on prend pour « une fonction homogéne du premier
degré enx, y, 3, ..., on aura identiquement

du du ou

xd—w-i— Y= +3s—-—=...==u;
par conséquent, I'équation (46) donnera
Ou=u,

et I'on pourra poser simplement O =1 dans les formules (41), (44),
OFuvres de C. — S. I, t. XL 53
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qui deviendront respectivement

(47) v=uett,
(48) E=xe, n=ye*, {=ze,

Telles sont en effet les intégrales générales des équations (45),
intégrales qu'on peut encore écrire comme il suit

(49) x=fe~%,  y=meT, z=LeT, ...,

et dans lesquelles &, n, {, ... peuvent étre considérées comme repré-
sentant les constantes arbitraires introduites par I'intégration.
Lorsqu’on remplace s par « dans la formule (36), on en tire

X du  Jou L du _
(50) € o7 -c:'a;-i-e-d—;:-‘i‘...——all.

Si X, ¥, %,..., & ne renferment pas explicitement la variable ¢, alors,
en désignant par £ une quantité constante et choisissant la fonction «

de maniére a vérifier I'équation

« NJu  Jou B ou .
(31) -63;+E;)7+§5-;+"'”Au’
on aura identiquement
(32) Ou = ku,

et la formule (41), réduite a
v = uekit-0
ou, ce qui revient au méme, a
(53) u =y ekit—7",
sera propre a représenter une intégrale générale des équations (2).

Pour montrer une application des formules (51) et (53), supposons
que les équations (2) soient de la forme
dr=(ayz+ by +ci5+...)dt,

(54) dy = (ayx + by y +cy5+...) dt,
ds =(ayz +byy +c3s5+...)dt,



a,b,c, .., a,b,c, .., a,, b, c,
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constantes. L’équation (51) deviendra

(a,x+b.y+c,:+...)%
+ (layx + b,y-{»c,.’:-+-...)g-'i
dy

du

+(a,.r+b,y+c,;+...)d—_

B AP = ku,

et on la vérifiera en posant

(56)

pourvu que A, w, v,

UW=AZ +py +v3+...,

remplir les conditions

(37)

ou

(58)

desquelles on déduit, par 'élimination de A, w, v,

(59)

[ QA+ agp + ayv +...= k),
s byh+ byp + byv ... = kp,
'c,?.+c,p+c,v+ = Av,

........................

(ay— M)A +ayp+agv+...=o,
b‘)\‘f‘([)g—'k)}l-’-bs‘l +...7=0,
’ A+ cyp+ (c3— k)v+...:=o0,

(ay=— k) (by— k)(es— k)...—agb(c;—Kk)...+...=o,

... désignent des facteurs constants

...y I'équation

419

cevs «o. étant des quantités

propres a

qui renferme la seule inconnue # et dont le degré est égal au nombre
des variables x, y, 5, .... Les diverses racines de I'équation (59) four-
niront le systéme des intégrales générales des équations (54), et ces
intégrales générales se trouveront toutes comprises dans la formule (53)

ou

(60)

Ar b py +vs+. o= (A +pn+ v +...) ek,
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Si aux équations (54) on substitue les suivantes

‘ dr=[ayx + by +c,3+...4f(¢)] dt,
] (ly:[a,l’+b,y+c;z +...t f,(t)] dl,

(61)
di=[ayz + b,y +c;5+...+ fi(t)] de,

f,(0), £,(¢), f;(2), ... étant des fonctions quelconques de la variable ¢;
alors, en supposant toujours la fonction u déterminée par la for-
mule (56), choisissant les quantités

Aowpov, ..., k
de maniére a vérifier les conditions (58) (59), et faisant, pour
abréger,

(62) () + pfa(t) + i) +.. .= ((¢),
on tirera des formules (36), (37)

Ou = ku + f(¢),
par conséquent

t 1
Vu:—f C]udt:k(':—t)u—-—f f(e)de,

o .
V’u::--j k(r — ¢)Qudt= u fA(r—t)f(t)dt.
T

‘ g .
Viu :—f -ﬂ?—:ﬁ:l:]u dt — Mu ——f A—’(—l———f(t)dt,
T ¢ * <

1.2.3 1.2

..............................................................

Donc P’équation (33) donnera

(63) u=u[1+k(z—c)+ﬂ’—_—‘—”+...] '

1.2

._f [,+k(r—c)+f—"——)- ...]f(t)dt

ou, ce qui revient au méme,

t
(65) v=u e"“""’—f ektT=0 [(¢) dt.
T
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"La formule (64) peut encoro s’écrire comme il suit
¢
(65) ue""——ue"":f e~k (1) dt

et donne, quand on y transporte les valeurs de u et de f(¢), tirées des
¢quations (56) et (62),

(66) *ox—+py+vs+...==(M +pn+ V] +...)ekt=D

i eu[ e~k A (8) + ply(8) +vi(e) +...]de.

vt

Les diverses équations que comprend ia formule (66), eu égard aux
diverses valeurs qu’on peut attribuer a la constante £, présentent le
systtme des intégrales générales des équations (61). Si, aprés avoir
substitué dans la méme formule, les valeurs des quantités A, ., v, ...
ou plutot de leurs rapports exprimées en fonctions de £, on suppose
que deux, trois, ... racines de I'équation (59) deviennent égales entre
elles; les deux, trois,... équations correspondantes a ces racines coin-
cideront etdevront étre remplacées, comme il est facile de le prouver,
par'une d’entre clles, jointe a I'équation dérivée du premier ordre, ou
aux deux équations dérivées du premier et du second ordre, ..., qu’on
obtiendra en différentiant une bu plusieurs fois de suite les deux
membres de I'équation conservée par rapport a la seule quantité £.

Pour montrer une derniére application de la formule (33), sup-
posons les équations (2) réduites a une seule qui soit du premier
degré par rapport a x, ou de la formne

(67) dr = [{(£) + @ F ()] dt,

f(¢), F(¢) étantdeux fonctions quelconques de ¢. Alors la formule (27)
donnera

Vu== —f [f(0) + = F(O] 52 du = dt,
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et par suite on tirera de la formule (33), en y posant u = @,

(68) = z:[1—f‘F(t)dl+£‘F(t)-[‘F(t)dtdt—...]
-—ftf(t)[u—fllf(t)dt +f‘F(t)le(t)dtdt—-...] dt

t
D’autre part, F(¢) étant la dérivée de f F(¢)dt, on aura
T

f‘F(l)f‘F(t)dtdt:: [f F(t)dtJ ,
fF(t)f l-'(z)f F(t)dtdtclt———'—j[ F(t)dt],

et par suite

1—f‘ F(¢)dL +fll“(¢)ft]"(t)dtdt—-..
_'—_n--f‘F(z)dt-s- 2 [f‘F(l)dt]"—...=e_f:pm'“,

Donc la formule (68), qui représente I'intégrale générale de I'¢qua-
tion (67), pourra étre réduite a

- ¢ -
(69) E:xe‘/;F(')d‘—f f(t)e‘/;w)dldt.
T

wl-

Dans les divers exemples que nous venons de passer en revue, la
formule (33) fournit, pour les équations différentielles proposées, les
mémes intégrales qui étaient déja connues, et auxquelles on avait
été conduit par diverses méthodes que nous nous dispenserons de
rappeler. :

Il est facile de prouver que la formule (39) ou (41) continuera de
représenter une intégrale générale des équations (2), si, u devenant
une fonction explicite de toutes les variables Ty ¥y By ouey Ly o0 déter-
mine O u non plus a I'aide de 1'équation (50), mais a I'aide de la
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suivante

(70) Du:du Nodu  F ou ?%—k...,

RTT ey TE
pourvu toutefois que la série (42) reste convergente et qu’on désigne
par v la valeurde « correspondant aux valeurs

I T SO 3

des variables
T, ¥, 5 ..., L

Effectivement, si dans cette derniére hypothése, on pose

(v— )

(71) U:_—zz-i-r—:l——t-Du«i- Ote +...,

comme on aura généralement

— n : —\n Yy Y BN |
D[(—T—-—,i-);;D"uJ:f:—-—Q—D"*‘u——('———”——D"u,

1.2.. 1.2...n0 1.2...(n—1)
on en conclura
(72) OU=o
ou, ce qui revient au méme,

U XU 49U

J
% T TEay

-l—% -+ =0
3 .

(73) 57 hee=

Donc, dans 'hypothése admise,
s=U

sera une intégrale particuliere de I'équation (18); et la formule (19),
qui coincidera, en vertu de I'équation (71), avec la formule (39)
ou (41), scra [voyes le premier théoréme| une intégrale générale des
équations (2). Au reste on peut, dans la méme hypothese, déduire
directement des équations (2) la formule (39) ou (41), 2 I'aide de la
formule de Taylor. Effectivement, u étant une fonction quelconque de
la variable indépendante ¢ et des variables x, y, 3, ... li¢es & ¢ par les
équations (2), on aura, en vertu de ces équations jointes 4 la
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formule (50
/ ), de= 0Oude,
On trouvera de méme
dOu=0%ude,

dOu = DPudt,
et I'on aura par suite
(7% du = Qude, d*u=DOude, d*u=0%ude,

D'ailleurs, si I'on nomme v une nouvelle valeur de u, correspon-
dant & une nouvelle valeur = de la variable indépendante ¢, la for-
mule de Taylor donnera, pour les valeurs de la différence = — ¢ qui
permettront de développer v en une séric ordonnée suwant les
puissances ascendantes et entiéres de cette différence,

T—¢ (r—10)t (r—1¢)
(15) V=t — du + TS dl d’“""-{j—[fﬁd’"'"

Or, en substituant dans I'équation (75) les valeurs de

du, dtu, du,

tirées des formules (74), on retrouvera précisément la formule (39).

Pour vérifier sur un exemple trés simple la formule (39), dans le
cas ot I'on y suppose O u déterminé par la formule (50), concevons
que les équations (2 ) se réduisent i

(76) dx:%—dt. dy = %dt, dz:-zt-dt, .
on aura V

_1[ du du du du .
(/7) Dll—--t-(t})? +$-5;+]?y+~3;+...>,

et par conséquent

(78) Du:%,

lorsque « deviendra une fonction homogéne du premier degré en «,
Y+ 35 ..., t. Mais alors, Ou étant une fonction homogéne d'un degreé
nul, on tirera de I'équation (77), en y remplacant u par O u,

(79) Ou=o0;
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done, par suite,
O3 0, D‘ll S0,

Cela posé, laformule (39) donnera simplement

T —lu k4
vt 4 s -l-u

t

ou, ce qui revient au méme,

u ¢
(80) ; N

Si, dans cette derniére formule, on réduit successivement la fone-
tion « aux variables x, y, s, ..., il faudra en méme temps attribuer a la
constante arbitraire v 'une des valeurs §, v, ¢, ..., et 'on obtiendra
ainsi les intégrales des équations (76) sous la forme
e

xr y

81 — - —

(81) ET

On arriverait directement i ces dernicéres en intégrant les deux
membres de chacune des équations (76) présentées sous la forme

dr  d¢ dy _ dt
=, L=

I ey s

14

ds  dt

&€ 14 Y ¢’ 3

On pourrait généraliser encore Ia formule (39), en y remplacant la
variable indépendante ¢, et la quantité <, par une fonction donnée r
des variables x, y, 5, ..., ¢, et par la valeur particuliére p de r corres-
pondant a ¢ = 1. Effectivement, r et « étant deux fonclions quel-
conques de x, y, 3, ..., ¢, les équations différentielles (2), qui se
trouvent comprises dans la formule (1), obligent

R Y A

par conséquent aussi les fonctions
L]

r et u,

4 varier simultanément; et, si I'on nomme

p et v
OFuvres de C. = S. 11, t. XI 54
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deux valeurs correspondantes de ces fonctions, v sera ce que devient
la fonction « quand la variable r recoit Paceroissement p — r. Or, en
admettant que v soit développable par la formule de Taylor en une
séricordonnée suivantles puissances ascendantes de cet aceroissement,
on aura

(((lu)
—rd — e “\agr
P_l_"_ﬁ+‘_r>___'l__ﬂ_+

(82) v ut dr 1.2 dr

du .
du d(717'> , ‘e .
=7 —p—» .- représentant les rapports entre les différenticlles

R ]

totales des fonctions
du
u, EI—"

et la différenticlle totale de r. D’autre part, en se servant des nota-

tions
dror L or o ou o o
Jr’ ()y’ T or Z);" it

pour désigner les dérivées partielles de r et de « considérées comme
fonctions de '

R A N
on aura identiquement
ar ar r
) dL_;H_-dm—o—a-;dy-o—...%-mdl,
_Ou Ju du
du—= -Ed.v + ()_y-dy + .+ Wdt‘
et 'on tirera de la formule (1)
dz _dy _ds _ _dt_ dr .
X T F % T T o Jor . or or
‘:\"d_‘z‘,""c’yd_""z‘?&‘f‘ +G-‘-)—t'
. du
L du du _ du du’
f'\-'d +3d 1‘)-0—:- -+ GT)-[
par conséquent
L odu Jdu _ du du
o du_”\"o?+36;+15§+"'+5}72
. L P
gz TVoy T T m
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Donc, si I'on fait pour abréger

»\th—l+.‘7‘—}£+i-gﬁ+... G(E
Jdx Jdy Js ot
(85) Owu= ,
\ Jar - ,5.01' +t Jr Gdr
PRl A FRARER T
on aura simplement
. du
;l—’: Dll.
On en conclura
d('l“)
ar _d0u .
—h T = D, R

et par suite I'équation (82) donnera

—_—p IETTEY ]
(86) u::u—+~PI’Du+(—el—’}-)—lﬂ’u~+-...

ou, si 'on emploie la forme symbolique,
(87) v =zele-y.

Vajoute que I'équation (86) représentera une intégrale générale des
¢quations dilférentielles proposées, tant que la série

o — )2
(88) u, ﬁl—cﬂu, (—pﬁLD’u,
sera convergente. Effectivement, si, dans cette hypothése, on fait pour
abréger
(P —

(89) U:ﬂ+{)—Ti'Dll+ O +...0,

comme on aura, en vertu de l'équation (85),

Or—=—r,
et par suite

O ['—E—-—-——-( " (m u] = e =r" Or+te — ——‘L:Q:'—-D"u,
2.0 1.2...0

N Fodo.o(n-—1)

on trouvera

(90) DU = 0,
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par conséquent
oU . _dU _9u _9U _
(91) m%‘""”&‘;*‘b?f;’““""s‘,}?-“
Donc

s=U

sera une intégrale particuliére de I'équation (18), et la formule (19),
qui coincidera, en vertu de I'équation (89), avec la formule (86), sera
(voyes le premier théoréme) une intégrale générale des équations (2).
On peut donc énoncer la proposition suivante :

CiNQuiEME THEOREME. — Tant que la série (88) est convergenle,
Uéquation (86) est propre a repreésenter une intégrale générale des équa-
tions (2).

La formule (86), ainsi que la formule (33) ou (39), ne cesse pas de
représenter une intégrale générale des équations (2), lorsqu’on vy
change entre cux les deux systémes de quantités

Ty Yy Sy ...y
L omn ¢ o, T

Quelquefois I'¢échange dont il s’agit reproduit précisément la méme
formule. C’est ce qui arrive en particulier relativement aux ¢quations
(48), (60), (66), (80), (81).

1l ne sera pas inutile d’indiquer ici une forme digne de remarque,
sous laquelle on peut offrir I'équation (33). Si, en supposant « fonc-
tion des seules variables x, y, s, ..., et 'expression Ou définie par la
formule (36), on nomme

0w, O, O"w, ...
ce que devient O u lorsque, dans les quantités
N, 5, %, ..., G
considérées comme fonctions de

Zy, ¥y 3 .., &
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on remplace la seule variable ¢ par des nouvelles variables

g, o, L.,

on aura évidemment, en vertu des formules (36) et (37),

.

Al =1 "=t
Vu_;——j Oudt= / O'u dt! = —[ O"wdt"=
V’“‘f f O de' dt"—'fj Q'O wde de',
.
V”u:—f D’/ D”f D”’udt’dt"dt”’_—;-—fff O/ 0" O wde' de" de”,
- Jr Je T Jr Jg

......................................................................

et par suite la formule (33) deviendra

t t (4
S TR -f O w dt’ + f f O'a"udd de”
T “T T

(92) NN R
. / / j OO0 0"ude’ de’ dt” +
v v T

Lorsque les fonctions ~, 7, %, ..., & ne renferment pas explicitement
la variable ¢, on a

Du=0u=0"u«=0"u~-...,
par conséquent

O'e=0u, 00" = 0%, 000" =0%,

of . ¢ e
[tz [ =,
T ! c Je 1.2
S O T ()
T T T 1.2.3

Donc, alors la formule (92) se trouve réduite, comme on devait sy
attendre, a la formule (39).

La tormule (93) fournit le moyen d’écrire sous une forme tres
simple les intégrales générales des équations différentielles qui repré-
sentent les mouvements simultanés du Soleil, des planétes et de leurs
satellites.

et de pius

(93)
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11 est bon d’observer que, dans le cas ou I'on considére seulement
deux variables w et ¢, et oui 'équation (16) devient

JU U

(9&) _d—t""' 3 ')v

la dilférenticlle compléte de la fonction U, savoir

dU ol

dU.._t" t+5;

dz,

J
seréduit, quand ony substitue pour dl[ savaleurtirée delaformule(g4),
4 un produit de la forme

(95) v (d.p — %u),
la valeur de V étant
(96) V=92

Dong, la fonetion U étant déterminée par P'une des formules (32)
au - R A .
ou (89), le facteur V = 7 Sera propre i rendre intégrable le premier

membre d’une équation différentielle entre @ et ¢, présentée sous la
forme

(97) de — %‘-dt‘:o.

Effectivement I'¢quation (94), différentiée par rapport a «, donne

x
(98) (— © V

et la formule (98) exprime la condition d'intégrabilité du produit(g5).
Cette formule peut d’ailleurs étre considérée comme une équation aux
différences partielles, propre a déterminer le facteur V en fonction des
variables @ et «.

Si, & la place des équations (2) qui sont du premier ordre, I'on
considérait une ou plusieurs équations différentielles d’ordres supé-
rieurs, pour réduire celles-ci 4 n’étre plus que des équations diffé-
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rentielles du premier ordre, il suffirait de leur adjoindre quelques-
unes des formules

dx o dr' .

o dr T

by A
(99) dt ’ dc 7
de — 77 de — ’

c’est-a-dire de nouvelles équations différentielles, qui seraient elles-
mémes du premier ordre dans le cas oit 'on prendrait pour inconnues
non seulement z, y, s, ..., mais encorc quelques-unes des fonctions
dérivées

! ol ’ " ~! "
Xy &, .., Y Y, ooy Sy Ty ey ceee

A I'aide de cet artifice, on déduira sans peine de laformule (66) Finté-
grale générale sous forme finie d'une équation linéaire de I'ordre » &
coefficients constants avec un second membre variable, c’est-a-dire
d’une équation de la forme

dr . an-‘p dr—x

dr
o H-ZIT"-:T—FIIW-P. .+g(—t-+h.r_.f(t).

(100) 7

Il

11 nous reste a faire voir comment on peut s’assurer géncéralement
que les séries (31), (42), (88) du paragraphe précédent sont conver-
gentes, du moins pour des valeurs de la différence ¢ — 1 ou v—¢
suffisamment rapprochées de zéro, et comment on peut alors fixer des
limites supérieures aux erreurs que 'on commet en conservant scu-
lement dans chaque série les n premiers termes. Le nouveau calcul
que j’ai désigné sous le nom de calcul des limites dans un Mémoire sur
la Mécanique céleste, lithographié a Turin, et traduit en langue ita-
lienne par les savants éditeurs des Opuscoli mathematici e fisici qui se
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publient & Milan, fournit diverses méthodes a I'aide desquelles on peut
atteindre ce double but. Je me bornerai pour le moment & indiquer
I'une de ces méthodes, me proposant de revenir sur cet objet dans un
autre Mémoire.

Soient r une quantité positive, p un arc réel, = le rapport de la cir-
conférence au diametre et f(x) une fonction quelconque de la
variable réelle ou imaginaire . Dans I’expression imaginaire

rerV=i=r(cosp +y—1sinp),

r, ou la racine carrée de la somme qu’on obtient en ajoutant les carrés
)

de la partie réelle et du coefficient de y— 1, sera ce qu’on nomme le
module; et 'on aura évidemment

O f(x 4 rerV=7) 0 df(e 4 eV
Jar TV Jap

(1)

Or, si 'on intégre les deux membres de I'équation précédente : 1° par
rapport a r et i partir de » = o; 2° par rapport & p entre les limites

p=—r, p=m; etsil’on suppose que la fonction de x, r et p, repreé-
sentée par
(2) f(z + rerv-1),

reste finie et continue, quel que soit p, pour la valeur attribuée & r ot
pour une valeur plus petite, on trouvera

f df(a:+fcl'~’—-)d,”lr_.
nYo gr

ou, ce qui revient au méme,

(1] AT
f f(.z'-q—rel’":_’)dp:‘/ fl(x)dp=anl(x);
-7 -7

puis on ¢n'conclura

(3) f(x)w-—-J f(x + rerV=T) dp.

Si I'on différentie la formule (3) n fois de suite par rapport i x, on
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en tirera
.
fo ey = [ (x4 rerv=T) dp;
am J_
puis, en intégrant par parties le second membre de cette derniére
n fois de suite, on aura

T
) [ () == _'__9_:7_’_‘/ = eV (2 4 r eV dp.,
: .

Concevons maintenant qu'ayant posé
(3) rery 1=,

on adopte les notations du calcul des limites, ct que I'on désigne en
conséquence par

(6) Af(z+2)

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction

imaginaire f(:r -+ Zr—:), lorsque dans

.—l—‘::l‘t""""

on fait varier Pangle p sans changer le module r. Dans I'intégrale que
renferme le second membre de I'équation (4), la fonction sous le
signefoﬂ'rira toujours un module inférieur ou tout au plus égal au

produit _
rvAf(z +x):

et, en multipliant ce produit par

n
f ap =am,
Jow

on en obtiendra un autre qui sera supérieur au module ou a la valeur
numérique de I'intégrale elle-méme. Par suite, si I'on indique le
module ou la valeur numérique d’'une expression imaginaire ou réelle

4 'aide de 'abréviation
mod

A
OFuvres de C. — S. 1, t. XI. 55
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placée devant 'expression dont il s’agit, on tirera de la formule (4)
(7) mod ) (x)<1.2.3...nr " Af(x + 7).

D’ailleurs, comme on aura généralement

dn ( r—t )

1.2.3...nr "= (—1)"r I

I'équation (7) pourra encore s’écrire comme il suit :

"cl (r=Y)

(8) modf®) () < (—1) d"

rAf(z +7);

et, sous cette forme, clle subsistera méme pour n = o, de sorte qu'on
aura encore

(9) mod f(.r) < Af(x -+ ),

comme on peut le conclure directement de I'équation (3). 11 est bon
de rappeler que, dans les scconds membres des formules (8) et (g),
la valeur de r devra toujours étre telle que la fonction

f(x+x)=1(x+ rerv=)
reste finie et continue, quel que soit p, pour cette méme valeur de r
ct pour une valeur plus petite.

Cela posé, considérons d’abord I'une des séries qui représentent
I'intégrale d’une seule équation différentielle de la forme

(10) dx — N dt.
Si,
(11) u=f(x)

étant une fonction de x seule, on peut en dire autant de la fonction x.,
en sorte qu’on ait
(12) . N =F(x),

Uintégrale de I'équation (10) sera fournic parla formule(39) du para-
graphe II, ¢’est-a-dire par l'équation

13) SO=f@)+ (=00 /(@) + T 00 )+ EZ L s gy 4,
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dans laquelle on aura

(14) 0 f(2) = F(2) £LE)

dx
ou, ce qui revient au méme,
O fz)= F(x) [ (£),
el par suite
(13) O f (@) = [F (@) () + F(2) F(2) f' (2),
O f(&) = | F(&) P S () + 3[F (2) P F (2) /" («)
+[[F(2)1 F"(2) + F (@) [F(2) ]| S/ (#),

.................................................

Or, de ces derniéres équations, combinées avec les formules (8)
et (9), on tirera évidemment
smotlD Sley<san, rAF(z+=) rAf(.v»c—I),
(16) Jmod 0 f(w) < Ral r A F (2 +2) 'r A f(e + ),
mod 0 f(z) < R3[| rA T (e +2) 'rA f(& +Z),

Ry Ryy Ry, ... ctant des fonctions de r déterminées par les équations

—Ry= d((;l’_')’
A= (,—.),d*(:-') o d((r,-;') ,1((;’—:)
" —Ra= (r“)“il%';—)-;r:s(r-—n)z"(('l','.") (l’((ii")

et la valeur de r devant étre telle que chacune des fonctions
(13) So+3),  FHa+7F)

demeure finie et continue, quel que soit p, pour cette méme valeur
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de r et pour une valeur plus petite. D’ailleurs les valeurs de

-‘eRh t‘“g, —eﬁ;, sy

fournies par les équations (17), sont ce que deviennent les valeurs de
0O f(x), O*f(x), O%f(x), ..., fournies par les équations (15), quand,
apreés y avoir posé

(19) F(z) =flz)=2"1,

on y remplace la variable z par le module »; et il ne pouvait en ¢tre

autrement, puisque, dans le second membre de la formule (8), le

coefficient du produit
rA((z+ )

est, abstraction faite du signe, ce que devient ™ () quand, aprés

avoir posé
f(z) =uat,

on substitue » & . Donc les formules (16) donneront généralement
(20) mod O* f(x) < R, | rA (e + Z)|"rAf(z + 2),
(—1)"&, étant ce que devient la valeurde

arf(x),

correspondant aux valeurs de F(x), f(a), données par la for-
mule (19), quand on remplace 2 par r. Or on tire de I'¢quation (14),
jointe & la formule (19),

py— ot A=Y
O flx)=. o =
d(—x?)
— =t — .
D!f(|[)—-.l' —-——(—E—--__&L' 5»
O f(x) == 2! (————I(iiﬁs) =—3.507,

et en général
Orflx)=(—1)"1.3.5...(2n —1)z—2n+1),
On aura donce |

(ar1) Rp=1.3.5...(2an —1)p—2a+n,
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et la formule (20) donnera
(22) modO"f(x)<1.3.5...(an —1)r*[AF(z +2)|"Af(z +T).
Enfin, comme on a évidcmmcnt

#(c»i—.r) r(z+—r)

.I.

la formule (22) pourra encore s'écrire comme il suit :
, , "~ (e+2)]", -
(23)  modO"f(r)<1.3.5.. . (2an—1) | A2 A (e +20).
£

Cela pos¢, le terme général de la série comprise dans le second
membre de la formule (13), savoir

—_ t)
(26) £ g fo),
offrira une valeur numérique inférieure i celle du produit

(25) ______,,3;;,;;,,1_,) [(r—t),\_—_—j("’:’”"’)] Af(e+7).
Y z

ey

par conséquent a celle du produit
(26) [9(7_‘)'\M]""\f(x+z).
xr )

attendu que ’on a certainement

1.3.9. .. (an—1 2.4.6...2n
( )< }

-_-—-_2"'
1.2.3...n 1.2.3...n

Donc les différents termes de la séric en question offriront des
valeurs numériques inférieures & celles des termes correspondants de
la progression géométrique qui aurait pour terme général lexpreb-
sion (26). Or cette progression sera convergente, si I'on a

(27) mod [a(r t)Aj( ik r)]
.’Z'
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ou, ce qui revient au méme,

3-’(xl+x)

.’B

(28) mod(t—¢) <

et alors, si ’on remplace la somme de la série par la somme de ses n
premiers termes, le reste de la série, ou 'erreur commise, sera infé-
rieur (abstraction faite du signe) 4 la somme des valeurs numériques
que présentent dans la progression géométrique le terme (26) ct les
suivants, c’est-d-dire inférieur au produit

?mod[z(t-— 0 "(“”—;i)] \

= Af(z +zx).
. l—lﬂOdl2(7~t) \f( mak 1)]

(29)

Supposons en particulier
Slx)=x;

alors Péquation (13) donnera

— L r=0r (T
(30) E_x+(r—t')D.r+—-l—.-2—-D’a,+ 53 O +...,

et le reste de la séric comprisc dans le second membre de la for-
mule (30) sera inféricur, abstraction faite du signe, a

;mod[a(r——t)A y(x *-x)] n

(31) =
|—m0(l[z(1— t) \f(x k. r)]
x

Af(z+z).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

PremiEr THEOREME. — Supposons que, la variable ¢ et la fonction x
de cette variable étant liées entre elles par I'équation dyfferentielle

(32) dr =%(z)dt,

on nomme % une nouvelle valeur de la Jonction x correspondant & une
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nouvelle valeur © de la variable ¢ ; ¥ sera développable par la_formule (30)
en une serie convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de
la différence © — 1, si la formule (28) est verifiée, c’est-a-dire si la
valeur numeérique de © — ¢ est inferieure a celle qui détermine Uéqua-
tion

33 — = —l- ——l—-:-a
(33) T I D)
=
la valeur du module r de

rT=r eP V=
elant assujettie a la seule condition que la fonction

reste finie et continue, quel que soit 'angle p, pour cette valeur et pour
une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite @ ses n premiers
termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au prodwit (31). Alors,
aussi une fonction quelconque de &, désignée par t (%), sera elle-méme
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de © — 1, et le reste de cette dernicre scrie sera inferieur,
abstraction faite du signe, au produit (29), si la valeur du module r est
assujettie a la double condition que les deux fonctions

fle+z), F(z-+z)

demeurent finies et continues, quel que soit l'angle p, pour cette valeur
de r et pour une valeur plus petite.

1 est avantageux de choisir le module r de z de telle sorte que la
limite assignée par la formule (28) a la valeur numérique de © — ¢, et
représentée par le second membre de cette formule ou de I'équa-
tion (33), devienne la plus grande possible. On y parviendra en
réduisant la quantité _

A:F(z:- x)
ax

a la plus petite valeur qu’elle puisse acquérir, c’est-a-dire a ce que
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nous avons nomme, dans un autre Mémoire, le module principal de

I'expression :

(z+w)
z

considérée comme fonction de x.
Pour montrer sur un exemple trés simple une application des for-
mules qui précédent, concevons que 'équation (32) se réduise a

(34) Cdr =i dt,
¢ désignant une constante positive. On aura dans ce cas
J(x)=al;
et, si I'on suppose z positive, afin que () soit réelle, la fonction
He+z)=(x+rev 1)

ne restera continue, pour des valeurs fractionnaires ou irrationnelles
de I'exposant 7, qu'autant que I'on aura

(35) r<a.

Alors on trouvera

AMz+r)=z+r, Alao+z)=(r+r)
et par suite
=Y, o
(36) alerz) (@)
x r

La plus petite valeur que puisse acquérir cette derniére quantité,
cu égard & la condition (35), sera : 1° si 'on suppose ¢ < 2, la valeur
qui correspond a r= x, savoir

(37) Azl
2° si I'on suppose ¢ > 2, la valeur qui correspond ala formule

el

=0 ou = a——
dr ’
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savoir
i

i1,
Done, en vertu du premier théoréme, § et = désignant des valeurs
qu'acquitrent simultanément les variables @ et ¢ assujetties a vérifier
équation (34), & sera développable en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence © — ¢,
tant que la valeur numérique de v — ¢ restera inféricure 4 la moitié
du rapport

(39) '

aigi-1’
sil'on a <2, ethla moitié durapport

(& — 1)t
(o) e

sil'on a &> . Or, en effet, on tire de 'équation ( 34), divisée par x,
et intégree directement,

Fi-i. _ opt—i
/ [ AN
(‘ll) — e 4 ¢,
par conséquent
i
(42) GO P CR
et la puissance
'
- [ —(—nei-t(z =)~

sera développable en une série convergente, ordonnée suivant les
puissances ascendantes de la différence = —, si la valeur numérique
de cette différence est inférieure o celle du rapport
t

IA ———— e
("3) (l'___')‘r,:..;
D’ailleurs il est clair que ce dernier rapport surpassera loujours,
abstraction faite du signe, le rapport (39) et a plus forte raison sa
moitié, si 'on suppose ¢ < 2, le rapport (40) et a plus forte raison sa
moitié, si I'on suppose ¢ > 2. En effet on aura, dans la premiere hypo--

OFuvres de C. = 8. W, . XI. ’ - 36
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these,

] 1
mod — >1> —,
1—1 2¢

et dans la seconde hypothése, &> (¢ — 1), par conséquent

Donc le premier théoréme se vérifie & I'égard de I'équation (34); et
méme de ce qu'on vientde dire il résulte que, pour une équation diffe-
rentielle de cette forme, on obtiendra encore une limite supérieure a la
valeur numérique que 7= — ¢ peut acquérir dans la formule (30), si &
I'équation (33) on substitue la suivante

i

A :f(.r:— £Z)
x

(44) mod(t — ¢) ==

Cette remarque s’applique pareillement aux équations différenticlles

dx = x-tdt, dr = e* dt, dr = e+ dt, Ceey

dont il est facile de calculer directement les intégrales.
Concevons a présent que, dans le second membre de I'équation (10),
la fonction X renferme i la fois 2 et ¢, en sorte qu'on ait

(43) N=F(z, 0).

Alors Pintégrale de I'équation (10) sera fournie par la formule (33)
ou (92) du paragraphe I, c¢’est-a-dire par I'équation

W) S@O=so)— [ Op@d+ [ [ 00 fayddr

t v [
-ff f 0'0'0" f(z) de’ de’ de” +. . .,
T T T

dans laquelle on aura: 1°

(47) Q'f(x)=F(x, ¢') f'(2);
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Q7 f(x) == F (e, ) /()
(48) et, par suite,
d?’( (‘, L )

00" f(x) = F(z, ') F(@, ¢") f" () + F(a, 1')- =S ()
30 )
Q" f(x)=¥(=, ") f'(x)
et, par suite,
WM ff oy — " my ; ’)7(’1) '
Ora” f(x) = F(x, ") F(2, ) [ (&) - F (e, ) T2 G S (),
(hoy { 'O f(2)=F(x, ) F(, ) F (2, ") f" ()
+ (e, ) l 2d(z, )L ("” L), 97 (“”' AF T ] J(@)
et | mﬂﬂw n 075;: ) Mf, Dpio)

L T T P T I T T T T S R )

D’autre part, comme, dans les intégrales définies que renferme le
second membre de la formule (46), les variables

tl, t/l’ tll’

devront rester comprises, la premicre entre les limites 7 et ¢, la seconde
entre les limites 7 et ¢, la troisi¢me entre les limites 7 et ¢/, ..., 1l est
clair que ces variables resteront toutes comprises entre les limites ©
et ¢; d’ou il suit que chacune d’elles pourra étre représentée par une
expression de la forme

t+0(r—t),
0 désignant un nombre renfermé entre les limites o, 1. Cela posé, si,
la valeur de x étant toujours celle que détermine la formule (5), on
représente par

(50) AF[z + 7z, t+0(t—¢)]

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction
imaginaire $[x +z, ¢+ 0(1 —1)], lorsque dans = on fait varier
l'angle p, sans changer la valeur de r, ni celle de 0; si d’ailleurs on
nomme O celle des valeurs de 0 pour laquelle le module (50) devient
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le plus grand possible, et » un nombre entier quelconque, on tirera
successivement de la formule (8)

'ﬂOd(ij?l(—I—’—l—)<( )" 4 (' ,)rA‘f[r+x.t+G(~-—~t)]
(51) modﬂﬁ—;‘;—t—) < (—1)" dn{s'_: rA:f[x 4z, 4 (7 — t)].
arF(z, ") ( l)

'“"‘"‘_‘77.“" < (—1)" r \‘le+m, t+9(r——-t)]

puis de ces derniéres formules combinéesavec les ¢équations (47), (48),
(49), ..., on conclura

mod O' f(z) <R, rAF|z+z, t+08(— )] rAf(z +7),
(52) s ~ mod O'0" f(a) <Ry} rAflz +Z, t+ 00— Ol rAf(z + ),

mod 0/ 0707 f(r) < Ry} rAF o + 2, t + 0 — )| rAf(z + ),
Ry Ryy Ry, ... étant des fonctions de r qui coincideront avec celles
que fournissent les équations (17). Il ne pouvait d’ailleurs en étre
autrement; car lorsqu’on réduit la fonction §(@,t) a4 F(x), les for-
mules (52) doivent coincider avec les formules (16); et cela arrive
effectivement, mais sous la condition que les valeurs de &, &,, &, ...
restent les mémes dans ces deux systémes de formules. Donc, dans
les formules (52), comme dans les formules (16), la valeur générale
de &, sera celle que fournit la formule (21), et les formules (Jz)
donneront, pour une valeur quelconque de n,

(33) madDO'O"O”"...O" f(x) .
<|.3.5...(2n-—1)r"":A5|w+;, l+9(‘t—t)“"Af(w+;)
ou, ce qui revienl au méme,

(5%) modO'O"O”". ..D‘"’f(.r)

Az +=, l+6(‘r——t)l
.T

>1.3.5.. (Qn-—-l)? } Af(z + z).

Donc eu égard aux formules (93) du paragraphe II, le terme général
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de la séric comprise dans le second membre de la formule (46) offrira
une valeur numérique inférieure i celle du produit

R LT UL LD PV ORE)

et a plus forte raison & celle du produit

(56) %a(r—zm'ﬂ‘” iR O - ‘)lgn/\f(m 7).

o

Donc entin la série en question sera convergente, sil’on a

(57) mod; (T — ) :\jlm RakA R O~ ”]} <1,

a

et alors le reste de la série réduite & ses n premiers termes offrira une
valeur numérique inférieure au produit

%mod ‘;2(1__ I)Aj[;r+\r, L+ Bz — t)‘]}u
(58) .

X

7l - /\f(-'l‘-in—’lj').
1— mml%g(f__tm*’l-f o, 4 B(T t)l;
e

Il est important d’observer que le module » de a doit étre tel, que
chacune des fonctions

(59) etz t+0(z—0)), fx+7)

demeure finie et continue, quel que soit I'angle p, pour la valeur
attribuée & ce module et pour une valeur plus petite. Il sera d’ailleurs
avantageux de choisir ce méme module, de telle sorte que la limite
assignée par la formule (57) a la valeur numérique de T —1¢ soit la
plus grande possible.

Si I'on pose en particulier f{x) =, I'équation (46) donnera

K - - ‘ . ‘A
(60) E::x——f D{a;dz'+ff Q'O zde de’
T T T

[P N
-—fff 00Oz dd dt" dt" +-. . .,
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ctle reste de la série comprise dans le second membre de la for-
mule (Go) sera inférieur, abstraction faite du signe, &

] - e
;mO(ll-z(r_,t),\J[x'*—Mt:-(')(. t)]]}

x

(61)

jle +z, t+9(7-——t)]}

Az + x).
l—modga(r—t)A :

a

On peut done énoncer la proposition suivante :

DEUXIEME THEOREME. — Supposons que, la variable t et la Jonction x
de cette valeur étant lides entre elles par l'équation différentielle

(62) dr = ¥(z, t) dt,

on nomme § une rouvelle valeur de la Jonction x, correspondant a une
nouvelle valeur « de la variable t, % sera developpable parla formule (60)
en une serie convergente, si la formule (57) est vértfiée, c’est-a-dire
s la valeur numérique de la différence © — ¢ est infeérieure a celle que
détermine l'équation

(63) (c—pafletnroc—ol 1

x 2

la valeur du module r de x élant assujettie a la seule condition que la fonc-
tion
Fle+2, t+6(r—1))

demeure finie et continue, quel que soit I’angle p, pour cette valeur de r
et pour une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite ¢ ses n
premiers termes sera inférieur, abstraction Jaite du signe, au
Pproduit (61). Alors aussi une fonction quelcongue de & désignée par

SE),

sera elle-méme développable par la formule (46) en une série conver-
gente, el le reste de cetle série sera infeérieur, abstraction faite du signe,

au produit (58), si le module r est assujetti & la double condition que les
deux fonctions _
fe+x), Fle+z c+0(r—1)
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demeurent finies et continues, quel que soit U'angle p, pour la valeur
attribuée a ce module et pour une valeur plus petite.

Pour montrer une application des formules qu’on vient d’¢tablir,
concevons que I'équation (62) se réduise i

(64) dor = (x 4+ t) dt,

{ désignant une quantité positive quelconque. On aura, dans ce cas,
F(x, t) == (z+t).

Si lon suppose & + ¢ positif, afin que #(, ¢) soit réelle, et

. T ¢,
la fonction

(65) Fla+vr t+0(c—-0)]=[e+7 +14-0(x— )]
ne restera continue pour ) =: o, qu'autant que I'on aura
(66) r<.a+t

Alors on trouvera
(67) AMr+ Tt 9c—0) =la+r+4+ 0z - ),

et, en nommant O lavaleur de 0 pour laquelle l'expression (67) devient
la plus grande possible, on aura® =1,

|1+.L+t+€)(r—-t)|' (z-+74+1)t

T r

(68)

La plus petite valeur que puisse acquérir cette derniére quantité, eu
égard & la condition (66), sera celle qui correspond a r = x - ¢, savoir

(2 +t+1)
(69) =zt

. . €r 47T B
ou celle qui correspond & r = 7— savoir

¢ .
(70) :—1_5‘_:7(‘” +?)‘—l’
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. .« ol crip n T T T
suivant que z + ¢ sera inférieur ou supéricur &.5—— c’est-d-dire, en

d’autres termes, suivant que le nombre ¢ sera inférieur ou supérieur a
I'expression

LA T T—!

L4t X 4+ ¢

(71) 1+
Si, pour fixer les idées, on suppose le nombre ¢ inféricur & 2, il sera
inférieur, & plus forte raison, & expression (71); et, en remplacant
dans la formule (63) le coefficient de = — ¢ par le produit (6g), on
réduira cette formule a

(72) (r—-t)(zw+t+z‘)’:%(x+t).

L’équation (72) est évidemment vérifiée par une valeur positivede ©
comprise entre les limites 7 =¢, 7=, (ui, substituées dans le
premier membre, le rendent successivement nul et infini. Il'y a plus :
comme on a généralement

(2ar 4t 1) —(2& + at)+
(1

-.-;;j (2x+t+T)dr<<(T—¢) (20 +L+7),
]

il est clair que la valeur de = propre a vérifier la formule (72) sera
inférieure i celle qui vérifie la condition

(22 + ¢t 4- 7)1 — (22 + 28)+!
i1

1
:;(2x+t),

c’est-a-dire a la limite
1
il

i@ )| — (x4 0)s

1'::2(.L’-Q-t)[l+

donc elle sera comprise entre ¢ et cette derniére limite, ce qui per-
mettra de la calculer facilement pour chaque systéeme de valeurs attri-
buées aux variables x et ¢. Or, pour toute valeur de = inféricure & celle
qui vérifie I'équation (72 ), mais supérieure & ¢, la série comprise dans
le second membre de la formule (6o) deviendra convergente et offrira
un reste inférieur, abstraction faite du signe, a I'expression (61), ou,
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ce qui revient au méme, i

“a(T—t)(2x 4+t +7) "

x4t
(73 l__a(r-t)(zx«;—t-f—é)‘(”"")'

x4+t

Donc alors la formule (6o) fournira I'intégrale générale de I'¢qua-
tion (64), et I'on pourra dirc combien de termes on doit conserver
dans le second membre de cette formule, pour obtenir la valeur de ¥
avec un degré donné d’approximation. Ces conclusions subsistent, quel
que soit le nombre désigné par i. Toutefois, dans le cas ou ce nombre
devient considérable, il est avantageux de.remplacer dans la for-
mule (63) le coefficient de T — ¢, non per le produit (69), mais par le
produit (70). En opérant ainsi, 4 la place de I'équation (72) on
obtient la suivante

(7»’8) (t—t)(rx+1)~1= i (‘."‘i:)t"

Iy

que vérifie une valeur de t inférieure & celle qui remplit la condition

(24— (x4 t) 1 (i—1)?
/ T i

.

par conséquent une valeur de < inféricure i la limite

1
T=(x + 1) [x -+ i—(l- %)1.4(.1:-{— t)—l]'—x.

La valeur de 7 en question surpassera notablement, si ¢ devient
considérable, celle qui vérifierait I'¢équation (72); et une valeur plus
petite, mais supérieure 2 ¢, rendra convergente la série que renferme
la formule (60). Ajoutons que le reste de la méme série sera inférieur,
abstraction faite du signe, au produit

N "i _ i n
lvg ——__(i—-l)‘;“ (r—¢8)(x+7) ] ($+ x;t—:')
l-a-t.—__i,?:;(r-—t)(x-f-r)“' ¢

(
OEuvres de C.— §. I, t. XI. 59

(75)
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L’application des principes ci-dessus exposés peut étre facilement
étendue 4 un systéme quelconque d’équations différentielles entre une
variable indépendante ¢ ct des fonctions x, y, s, ... de ces mémes va-
riables. Effectivement, soit

f(x, ¥, 5 ...)
une fonction quelconque des variables réelles ou imaginaires
£, ¥, 3

£y Y,

Soient d’ailleurs

w

’
des variables imaginaires dont les modules soicnt respectivement

r. ,.I, I'”,
en sorte qu’on ait

(76) z=rer/T, .;'::"'e""/:—i. E:/"’e"'\’:—',

“ey

P psp’s ... etant des arcs réels ; et supposons les modules r, 7, ', ...
choisis de maniére que la fonction

(242, y 4 Y 543, ...)

’

reste finie et continue, quels que soient les arcs p, p', p’, ..., pour les
valeurs attribuées i ces modules ou pour des valeurs plus petites. On
tirera successivement de la formule (3)

T
f(x, y, 3, "'):7211? t(z+7z,y, 5 .%)dp,
) -7
™
l'(x+a',y, - T =;l?f ('(.1:+5,y+;, 3, ...)dp,
-7

k1
((z+z,y+y, 3 ):—_—'&f t(e+z,y+y, 5+ 3, ...)dp,

-1

par conséquent

T T n
o = = = \dpdpdp’
(77) f(a:,y,a,...)../_vnb/_‘_“\/_‘_“...i(w-q—x,y-o-y,..+., el

Pareillement orf tirera de la formule (4), en désignant par %, £, /, ..,
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des nombres entiers quelconques,

dh + kil (‘( Ty )y By . _)
dah dvk gs! ..

. T AT AT —
_ta o ki ¢ - kYT
= T TTE 7T e

B Y R

_— —_— — d d)'d"
Xr(.l'+.r,y.q.y’;+_z‘ -u);%_,’l-,;—'le";.”

(78)

puis en indiquant, suivant Palgorithme du calcul des limites, & l'aide
de la caractéristique A et par la notation

(79) Af(z+, y+y, 54+3 ...),

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction
imaginaire
[z, y+y, 543 ...),

lorsque dans x, y, 3, ... on fait varier les angles p, p', p’, ... sans
changer les modules », 7/, ", ..., on conclura de la formule (78)

hekvlvo. f(p =
{80) mod LA K 0 5 )

dah dyk ds'. ..
1.a.hovan  hsian ! - - -
< ' Tk B v "\f(‘”'*’ Ly Y +Y s+5, .. )

ou, ce (ui revient au méme,

Gk, y, 3, )

(81) mod T gl < (- )kt ppt gt

t)h+lr+l+... ( rr! ’-”“.)—-l — — -
ST T o Af(r Ty 4y, 545, .0).

Cette derni¢re formule subsiste, lors méme que les nombres
entiers 4, k, /,... ou quelques-uns d’entre eux se réduisent a zéro. Il
est d’ailleurs une remarque importante i faire. C’est que, pour
obtenir au signe prés le sccond membre de la formule (81), il suffit de
prendre

e

(82) Mz, 3 ...)= IR R.
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puis d’effectucr les différentiations indiquées dans I’expression

Qh+h+l+... f(.‘l:, Py By e ‘)

dx" dy* ds'. ..

et relatives aux variables z, y, z, ..., comme si R désignait une cons-
tante ou une quantité indépendante de ces variables, sauf a poser apreés
les différentiations effectuées

(83) R=AlM(z+2, y+y, 543 ...),
et hors de la fonction R,
(8 x=r, y=r, s=1r",

Considérons maintenant un systeme d’équations différentielles de
la forme

(85) dx =X dt, dy =3 dte, ds =% dt.
Si,
(86) w=f(x,y,5,...)

étant une fonction des seules variables «, y, z, ..., on peut en dire
autant des fonctions

en sorte qu’on ait
(87) N=®¥(z, 5,5 ...), F=X(z,y,3, ...), e=W(r,y,3 ...)...3

une intégrale générale des équations (85) sera fournie par la for-
mule (39) du paragraphe II, c’est-a-dire.par I’équation

(88) JEn & )= (5,55 ..)+(t—=0)0f(t,y,5 ...)

+ (‘l'!—'at)2 O (2, ¥y 5y o) e ey

dans laquelle on aura

(89) D/(‘x!}" 3, ...) o )
Ty ¥y By oo Vs By s

:d)(.t,_y, z, ..,).f_.__{);._._.).}.X(x,y’ 3, ,,,)&_.-%}___2
)dj(.z',y,.—.,...)

+W(z, 5,3 ... s

+....
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Cela posé, il est clair que, dans le polynome représenté par
a*f(x, y, 5, ...), un terme quelconque sera le produit de plusicurs
facteurs égaux ou inégaux dont chacun coincidera soit avec 'une
des fonctions

(90) Sf(x,y,35,..), ®(r,y,5 .., X(r,9,5 .., W(ir,y, 5.0,

soit avec I'une de leurs dérivées des divers ordres prises par rapport a
une ou a plusieurs des variables x, y, s, ...; et, pour obtenir une
limite supérieure au module de O f(x, y, 3, ...), il suffira évidemment
deremplacer chacun des facteurs en question par une limite supérieure
ason module. On y parviendra, & 'aide de la formule (81), et en subs-
tituant successivement dans cette formui», au lieu de f(x, y, 5, ...),
chacune des fonctions (89). En opérant ainsi, 'on obtiendra, pour
limite supérieure au module du polynome représenté par

Qrfir, ¥, 3 ...),
un second polynome que nous désignerons par
K,
et qui, en vertu de la remarque précédemment faite, se déduira faci-

lement du premier. En effet, pour avoir, au signe prés, lavaleur K, il
suffira de chercher ce que devient

arf(x, 3, 5 ..2)

quand on y pose, avant les différentiations relatives a x, y, 3, ...,

re'r. ..
(91) f(z, y, 3, ...):m—“'eﬁ,
rr'r”. ..
(b(z,y, 3y .)Z: —é‘—-y—;.’—-—j.—aaa,
ol gl
X(z, ) 5y o0 :L’l—:;lily,
(92) (z, 7, ) Y5,
¢ re'r’. ..
W(.‘l',}’, Sy ...):WQ,
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puis, aprés les différentiations,

x .z, y=1r, 5=,
et '
(93) R=Af(r+2, 7+, 545, ...),
\J\«.:A‘l’(w»J;-;,y-c-;,:-&-Z. o
(94) (ﬂ!.::AX(‘r-q—;r,y-s-;,;—;—E,. ,

.................................

D’autre part, comme, en ayant égard aux formules (g1) et (92), on
trouvera le polynome O"f(x, y, 5, ...) composé de termes tous
positifs ou tous négatifs, suivant que n sera pair ou impair, il
est clair qu'il suffira de multiplier par (— 1)* la valeur trouvée de
a"f(=, y,s, ...), pouren déduire celle de K. Si, pour abréger, on pose

rr'r’. ..
rys i

(95) § =

on tirera de la formule (89), jointe aux équations (92),

(96) Of(z.y.3,...)

— 'Aﬁ()f(x, Y3y Y af(z, ¥, 2,...) ‘e af(z, ¥, 35....) .1
TN dx dy Js

Alors aussi la formule (g1) donnera

S(r,y, 35, ...) ="y,
et I'on en conclura

Qrf(a, y, 5, ... ) =R Oss = Af(e+2, y+y, 543, ...)0%.
Par suite on aura
(97) K=8,Af{v+ 2,y +5,5+5,...),
pourvu que I'on désigne par s, ce que devient I'expression
@ (— 1O |

quand on a égard aux formules (g6), (84), (93) et (94). Il reste a
déterminer 8,. Or, si I'on représente par u, v, w,... des fonctions quel-
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conques de z, y, z, ..., on tirera non seulement de la formule (96),
mais encore de la formule (8)), ou méme des formules (36), (70),
(85) du paragraphe I1,

(99) O(e+9-+wa..)=0u+0Ov+ 0w +. . ,
(100) O(uy) =uOv + O,

-et de la formule (96) en particulier

' o uh 3)
(101) (5% = — pgn+t (-—; + 7 ~+ :_: ...},
D At wh en _ oot 1 vha+t Sn+t
(102) 7+_YT+ —:,7+ = ns RS +yn+l + FEER +.. )

On trouvera en conséquence

/ 1. (=}
N vh
— O st — )

+ = =

Y

A W = 2 R Wh? et
El’.v:as’(-;+—-'+-—; )+ s’<—+—l+:—+... .

+

Y
(103)

ol Uh =}

— %5 = bt (— NELINE
x Y

Ar =
x (-—;—f-—, + =+
T Y 3

puis on en conclura, en posant, hors des fonctions &, w, ¢, ...,
x=r y=1r, s=1r", vy

et par suite s =1,

S,:% -1;"!7‘—+—%+. .
(B S Y (Mg,
ued 8;=6($+1’—'§-’+§+..)'+7# :—3’+-§+.)
(Eae B S ) (M2,
e, e e e ,
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les valeurs de &, w, ©,... étant déterminées par la formule (94). D’autre
part, comme on aura évidemment

Mot \n on A M (=) \n
(105) N L <(E2 LY,
r

Iz ,-/n ,-// n ,.l ,.Il

les formules (104) donneront

R o h e
Sy = - ra 7 ey
L Yo 2 3
] = et
(106) 1< 3( rrE et ) ’
: , Ao LT ja’ 3
a,<15(—r-+r—"+7,,-+ ),
et généralement
Ao wh =} "
(107) 8,.<N<-,—_+’—.,-+;;+...) )

N désignant le ni‘me terme de la suite

1, 241=3, 6+ 7+ 2=15, ceey

c’est-a-dire la somme des coefficients numériques compris dans le
second membre de la n*™ des ¢quations (103). Or, ces coefficients
conservant les mémes valeurs, quel que soit le nombre des variables

Zy ¥y By ey

il suffira, pour obtenir le nombre N, de considérer le cas ou les for-
mules (95), (96) se réduisent a

(108) s=2, Of(a)= ,a.if’-}ai:;l-
Alors la n*™ des équations (103) donnera
(109) : (=1 0Ors = Nsn+t (t—l'#)n,

et, comme on tirera directement des formules (108)

(r10) (—1)"0Ors=1.3.5...(an —1)sn+ (;ﬁ)n,
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on conclura des formules (109), (110) comparées entre elles

(rer1) N=1.3.5...(an--1).

Cela posé, la formule (107) deviendra

o Ao WY 2 n
(112) -»’,,<x.3.a...(2n-—1)(-;—+7l-+7.,_,,‘) ,
et I'on tirera de la formule (g7)
o I} z n
(113) K<l.3.5...(2n—-|)<7‘5-;~%4-'.—”4__,.)

x,\f(.):—f‘.;,y—l—}, S35 el

les valeurs de o, w, €, ... étant toujours celles que déterminent les
formules (94). Ainsi K, qui représente une limite supérieure au
module de G* f(x,y, 3, ...), ne pourra surpasser le second membre
de la formule (113), qui représentera encore une semblable limite. 11
en résulte que le terme géncéral de la série qui constitue le second
membre de I’équation (88), savoir

(114) (i—_‘ln O (e, yy 3y . .o),

1.2...

offrira une valeur numeérique inférieure a celle du produit

(115) l.3.5“.(2n—')[(T—l)(z:—ff:'f!,‘*—;;—&-...)J"

1.2.3...n

< Af(z+2 Yy +y, 5+5 ...),

par conséquent a celle du produit
(116) [2(r—t) (# + :", “+ % +.. .>]"Af(w FZ Y AV S5, )

Donc les différents termes de la séric en question offriront des
valeurs numériques inférieures a celles des termes correspondants de

la progression géométrique qui aurait pour terme général le
OEuvres de 2‘. — S. 1, t. XL 58
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produit (116 ). Or cette progression sera convergente, si 'on a
, L. A
(117) mod[z('r—t)(':_f -f-;._—',’—+;‘.-:;+...)J<1,

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (94),

()

(118) mod(z—1) <

A«b(.c+.:.-.__»--+-y....) +‘\X(J'-+—.L‘.Z+ ¥y o) oy

£ e

ct alors, si 'on remplace la somme de la série par la somme de ses »
premiers termes, le reste de la série, ou I'erreur commise, sera infé-
rieur, abstraction faite du signe, au reste de la progression géomé-
trique, c’est-a-dire &

IS PR | -] n
;mod[a(r—t)(f+;,—+;—,,+...>” _ _ _
- — Af(x a2,y 4+, 54 3,00).
i wh S
2(T —_— l) <7 -+

N
—,+;;+. .)

r

(119)
1—mod

Si 'on suppose en particulier-
Sflx,y,5. .. )=z,
la formule (88 ), réduite &
2

(120) E:x—g(r——t)(jx+ 3[]’.r+.,.,

(=) (v—

1.2 B+ .2.3
deviendra semblable a la formule (30), et le reste de la série comprise
dans le second membre offrira un module inférieur &

’mod‘ia(:—t)<%+ii’ 34—)]%"

!

l—mod[ﬁ(f—-‘)<%+ﬁ+i+m>.l

+

(1a1)

On peut donc énoncer la proposition suivante :

TroisIEME THEOREME. — Supposons §ue, la variable ¢ et des fonc-
tions
Ty Yy &
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de cette variable étant lices entre elles par les équations différentielles

de=&(z, y, 5, ...)dt,
dy = X(.r, yy 5, ...)dt,

(122)
dz =W(2, 9,3, ...)dt,
I'on nomme
. & on,
de nouvelles valeurs de
Z, Y, %5

correspondant & une nouvelle valeur = de la variable independante t;
o0 %o

seront developpables par la formule (120) et autres semblables en series
convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence
v — 1, st la formule (118) est vérifice, ¢’est-a-dire st la valeur numérique
de la différence = — t est inférieure a celle que détermine 'équation

(123) 1 — (= :

)

4y

X(ear,y+r,...) A V(s + .
y

4+

ail~=

les modules r, r'y 1", ... des expressions imaginaires
;: r cp/——d’ ;__._. I e’."/_—g’ ; _ I'el"V:-l,
étant choisis de maniere que les fonctions

O(a+2,y+y, 543 ...),
(124) \(x+f,y+zf,s+_s, )
W(z+ 2 y+y, 5435, ...)

demeurent finies et continues, quels que sotent lesangles p, p' p’, ... pour
les valeurs attribuées & ces modules et pour des valeurs plus petites. Alors
le reste de chaque série, réduite @ ses n premiers termes, sera inferieur,
abstraction faite du signe, au produit (121), ou a celut qu'on en dedui-

rait en remplagant
Az +7)
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par l'une des quantites
Aly +y), A(z+3), ....
Alors ausst une fonction quelconque de §, v, ¢, ..., désignée par

f(a’ N, Cy -~')y

sera elle-méme développable en une série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes de = — 1, et le reste de cette série sera infé-
rieur, abstraction faite du signe, au produit (119), si pour les valeurs
attribuées aux modules r,r'yr’, ..., ou pour des valeurs plus pelites, la

JSonction
fle+z. y+y, 543 ...)

demeure finie et continue, aussi bien que les fonctions (124), quels que
sotent d’ailleurs les anglesp, p', p’, ....
Si, dans les formules (85), les fonctions

N, J, b,
renfermaient explicitement la variable ¢, des raisonnements pareils

a ceux par lesquels nous avons établi le denxiéme théoréme fourni-
raient, au lieu du troisiéme théoréme, celui que nous allons ¢noncer :

QUATRIEME THEOREME. — Supposons que, la variable t et des fonctions
X, ¥y 3y ... de cette variable étant lides entre elles par les équations diffe-

rielles
de = ®(z,y,3,...,t)dt,

(125) | dy = X(z,¥,5,...,8)de,
. 'd-:llf(z,y,:....,t)dt,
U’on nomme ‘

Ey &,
de nouvelles valeurs de

x, ¥, 3%,

correspondant & une nouvelle valeur ~ de la variable t. Concevons
d’ailleurs que
u=f(x,y,3,...)
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étant une fonction quelconque de x, y, 3, on pose, pour abréger,

du
- Ou= ‘b(.‘l,,y,..,...,[)-l}-;
1
(126) du . du
+X(x,y,:,...,t)93,-+‘l(x,y,:,....t)(—,—_—-+—...,

et que ’on désigne par

O'w, O"w, O"u, ...

ce que devient Qu quand a la variable t on substitue d’autres variables

v, LT,
Soient encore
8, &, &,

des nombres inférieurs a l’unité, et supposons les modules -

des expressions imaginaires
T =rerv-i y=1rerv=T, T erv=,
choisis de maniére que chacune des fonctions

\ Ole+7, y+135+53 o0, t+0 (z—1)],

(127) ‘ xl-w+;‘.y+;,z+;,...,t-!-e'(z_.t)]‘

.......................................

demeure finte et continue, quels que sotent les angles p, p', p”, ..., pour
les valeurs attribuées a ces modules et pour des valeurs plus petites. Enfin
posons l

‘&:Atb[x-i—;,y-q-;,z-o-;, sy t+0 (r—1)],
(128) (1"”:Ax[~”+;,)’+37.:+§,.....¢+e'(r._”],

e=AV|z+z,y+y,5+3 ..., t +0(r—1)].
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A indiguant, suivant la notation du caleul des limites, le plus grand
module que puisse acqueérir chaque fonction, quand on fait varier les
angles p, p', p’, ..., sans changer r,r', r’, ..., et

0, o, 0,
représentant les valeurs qu'tl faut attribuer a
6, ¢, ¢,
pour que chaque module devienne le plus grand possible.
& o ¢

seront développables en séries convergentes par la formule

g—,c_-/ O’ de ff OO de d”
- f f Rel==
v

et d’autres semblables, si la valeur numeérique de = — t est inférieure a
celle que determine l’équation

(129)

(130) : (r—~t)< + % 4—-%—5—...):%.

r' r

Alors le reste de chaque série réduite a ses n premiers termes sera
- infeérieur, abstraction faite du signe, au produit (121), ou ¢ celui qu'on
en déduirait en remplagant

, o, A(.Z' -I-Tl-)
par Uune des quantites

A(_y+§), A(s +;),

les valeurs de %o, W, €, ... étant loujours déterminées par les equa-
tions (128). Alors aussi la_fonction

SE L, .
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sera elle-méme deéveloppable en série convergente par la formule

¢
SE D) = (2, ys 6y o) ——f Q' f(z,y, 5, ...)dl
(131) )

! t
+/ [ O'a’f(z,y,s ...)dt'de"—...
T vr

el le reste de cette derniere sera infeérieur, abstraction faite du signe, an
produit (119), si pour les valeurs attribuées aux modulesr, 1, r’, ..., ou

pour des valeurs plus petites, la _fonction
flz+7, ¥ EEpVAE T N

demeure finie et continue aussi bien que 'es fonctions (127), quels que
sotent d’atlleurs les angles p, p', p’, ....

Dans Papplication des troisiéme et quatriéme théorémes, il est avan-
tageux de choisir les modules r, 7, 7, ... de telle sorte que la limite
assignée au module de 7 —¢, et déterminée par la formule (123)
ou (130), soit la plus grande possible.

Les principes a 'aide desquels nous avons établi le troisieme théo-
réeme fournissent encore le moyen de fixer des limites supérieures aux
valeurs numériques que peuvent acquérir les quantités représentées
par < — ¢ et par o — r dans les formules (71) et(86) du paragraphe II,
sans que les séries comprises dans ces formules cessentd’étre conver-
gentes, ainsi que des limites supérieures aux restes de ces mémesséries,
On obtiendrait alors de nouveaux théorémes entierement semblables
au troisieme théoreme. Ajoutons que ces nouveaux théorémes, comme
ceux (ue nous avons ici énoncés, peuvent étre facilement étendus au
cas ou les variables et les fonctions comprises dans les équations diffé-
rentielles données deviendraient imaginaires.

En résumé, les formules qui précedent transforment en une théorie
complétement rigoureuse I'intégration par séries d’un systéme quel-
conque d’équations différentielles.

Dans de nouveaux Mémoires je montrerai comment on peut déduire
du calcul des limites diverses méthodes analogues i celle que je viens
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d’exposer, et comme elle propres a fournir des régles sur la conver-
gence des séries qui représentent les intégrales des équations diffé-
rentielles, ainsi que des limites supérieures aux restes de ces mémes
séries; j’établirai d’ailleurs de nouveaux théorémes relatifs a la déter-
mination des quantités que je désigne a I'aide de la caractéristique A.
Enfin j'appliquerai la méthode ci-dessus exposée, et le quatricme
théoreme en particulier, & P'intégration des équations différenticlles
qui expriment les mouvements simultanés des astres dont se compose
notre systéme planétaire.

Post-scriptum. — Dans les Comptes rendus des séances de I’ Académie
des Sciences, j'ai donné quelques nouveaux développements aux prin-
cipes que renferme le précédent Mémoire, lithographié a Prague en
I'année 1835. Jai désigné, sous le nom d’équation caracteristique,
I’équation aux dérivées partielles qui peut remplacer un systeme d’équa-
tions différentielles, et sous le nom d’intégrales principales, les inté-
grales générales de ce systeme, représentées par des intégrales parti-
culiéres de I'équation caractéristique. Ainsi, par exemple, suivant ces
définitions, la formule (18), dans le second paragraphe, sera I'équation
caractéristique correspondant au systéme des équations (2), et
chacune des formules (8) du méme paragraphe sera une des inté-
grales principales de ce systéme, toutes comprises sous la forme que
présente I’équation (13). En d’autres termes, une intégrale principale
d’un systéme d’équations différentielles, réduites a des équations du
premier ordre, sera une intégrale générale qui donnerala valeur d’une
seule constante arbitraire exprimée en fonction des diverses variables.

On peut voir, dans le troisieme Chapitre du second Livre de la Meca-
nigue céleste, avec quelle facilité 'intégration d’une seule équation aux
dérivées partielles fournit cinq intégrales générales du mouvement
elliptique. On a ainsi, dans I’Astronomie, un premier exemple des
avantages que présente la considération de I'équation linéaire que
j'appelle caractéristique. La lecture du précédent Mémoire suffira, je
I'espére, pour montrer tout le fruit que I’on peut retirer de cette consi-
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dération. Si d’ailleurs on songe 4 la rigueur et a la simplicit¢ des
métlrodes appliquées ci-dessus i I'intégration par séries des équations
linéaires, on se trouvera naturellement amené i cette conclusion, que,
dans P’exposition des principes du calcul intégral, 'intégration d’une
¢quation différentielle, on d’une équation aux dérivées partielles, qui
renferme une seule fonction inconnue d’une ou de plusieurs variables,
doit précéder I'intégration des équations simultanées qui renferment
plusicurs fonctions inconnues, méme d’une seule variable, et qu’en
outre I'intégration des équations linéaires doit toujours précéder celle
des équations non linéaires. '
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SUR

L'ELIMINATION D'UNE VARIABLE

ENTRE DEUX EQUATIONS ALGEBRIQUES.

Considérations générales.

Euler et Bezout ont reconnu que, dans I'¢limination d’une variable
entre deux équations algébriques, la multiplication peut étre substituée
ala division. 1l y a plus: ces auteurs ont exposé trois méthodes
remarquables d’élimination, toutes trois indépendantes de la division
algébrique.

Une premiere méthode d’élimination, qui se trouve exposée par
Euler dans les Mémoires de I’ Académie de Berlin dés 'année 1748, et
qui, au jugemeht d’Euler, pourrait étre attribuée & Newton lui-méme,
consiste & remplacer deux équations algébriques d’un méme degré n
par deux équations algébriques du degré immédiatement infé-
rieur » — 1. Si, avec un auteur anglais M. Sylvester, on nomme équa-
tions dérivées toutes celles qui se déduisent du systeme des deux
équations données, les deux nouvelles équations seront deux dérivées
du degré n — 1; savoir, celles qu'on obtientlorsque I'on combine entre
elles,par voic de soustraction, les deux équations algébriques données,
aprés avoir multiplié chacune d’elles par le premier et par le dernier
des coefficients que renferme I'autre.

Cette premicre méthode est d’ailleurs applicable au cas méme o
les degrés des équations algébriques données sont inégaux, attendu
qu’une équation d’un degré inférieur & n peut étre considérée comme
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une équation du degré n, dans laquelle les coefficients de quelques
termes se réduisent a zéro.

Suivant une seconde méthode, donnée a Paris par Bezout et i Berlin
par Euler dans les Mémoires de I’ Académie de 1764, pour éliminer une
inconnue x entre deux équations algébriques données dont les degrés
sont n et m, il suffit de combiner ces équations entre elles par voie
d’addition, aprés les avoir respectivement multipliées par deux poly-
nomes dont le premier soit du degré m —1, le sccond du degré n—1;
puis de choisir les coefficients de ces polynomes de maniére a faire
disparaitre dans I'équation résultante toutes les puissances de . L'éli-
mination de x entre les deux équations algébriques données se réduit
donc 4 I'élimination des coefficients dont nous venons de parler, entre
les équations linéaires auxquelles ces mémes coefficients doivent satis-
faire, c'est-a-dire, en d’autres termes, au calcul d’une fonction alternée,
forinée avec les coefficients des deux équations algébriques, et I'on
est ainsi conduit immédiatement 2 la régle d’élimination énoncée
par M. Sylvester, dans le n° 101 du Philosophical Magasine
(février 1840). La fonction alternée dont il s’agit est d’ailleurs, comme
I'a remarqué M. Richelot, et comme on devait s’y attendre, celle quise
déduit directement de I'¢limination des diverses puissances de x entre
les équations algébriques données et ces mémes équations respecti-
vement multipli¢es par celles de ces puissances dont les degrés sont
inférieurs aux nombres m ou n.

En examinant de prés les deux méthodes d’élimination que nous
venons de rappeler, et les comparant I'une & l'autre, on reconnait
aisément que la premiere méthode introduit dans le premier membre
de I’équation finale des facteurs qui sont naturellement étrangers a
cette méme équation. 1l n’en est pas de méme de la seconde méthode.
Mais la fonction alternée, dont celle-ci exige la formation, résultera
d’une élimination effectuée entre m + n équations linéaires, m, n
étant les degrés des équations algébriques données; et par conséquent
de 'ordre m =+ n, sil’on mesure I'ordre d'une fonction alternée par le
nombre- des facteurs contenus dans chacun des termes dont elle se
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compose. D’ailleurs, pour une fonction alternée de l'ordre n, le
nombre des termes serait égal au produit

1.2.3...n.

Donc, pour une fonction alternée de I'ordre n + m, le nombre des
termes sera représenté généralement par le produit
1.2.3...(m-+n).
Or ce produit devient trés grand pour des valeurs méme peu consi-
dérables de m et de n. Si, pour fixer les idées, on suppose

m

il

4, n =4,

c'est-a-dire si les équations algébriques données sont'une et 'autre du
quatritme degré, le premier membre de I'équation finale sera une
fonction alternée du huitiéme ordre, et qui, en raison de cet ordre,
devrait renfermer
1.2.3.4.5.6.7.8 =40 320

termes. Il est vrai que sur ces 40320 termes beaucoup s’évanouissent.
Mais la recherche des valeurs et surtout des signes des termes qui ne
s’évanouissent pas demandera trop d’attention, et le nombre méme de
ces termes sera encore trop considérable pour que l'on n’arrive pas
sans beaucoup de peine a former la fonction alternée du huitieme
ordre, qu’il s’agissait d’obtenir.

Comme le nombre des termes d’une fonction alternée décroit trés
rapidement avec 'ordre de cette fonction, il est clair que, si le premier’
membre de I'équation finale peut étre représenté par deux fonctions
alternées d’ordres différents, formées avec deux systémes de quantités
déterminées, celle de ces deux fonctions qui sera d’un ordre moindre
sera aussi généralement la plus facile a calculer. Or, comme Bezout I'a
fait voir dans son Mémoire de 1764, le probléme de I'élimination d’une
inconnue x entre deux équations algébrique s données peut étre réduit
4 la formation d'une fonction alternée dont I'ordre ne surpasse pas le
degré de chacune de ces équations, et cette réduction peut étre ef-
fectuée sans qu’aucun facteur étranger se trouve introduit. C’est méme
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par un procédé trés simple que Bezout réduit généralement I'élimi-
nation de z entre deux équations algébriques du degré n, a la for-
mation d’une seule fonction alternée de 'ordre n. Si, pour faciliter les
calculs, on dispose en carré les diverses quantités dont cette fonction
alternée se compose, les quantités situées sur une diagonale seront
les seules qui ne se trouveront pas répétées, ct les autres seront deux
a deux égales entre elles, deux quantités égales étant toujours placées
symétriquement de part et d’autre de la diagonale dont il s’agit. En
conséquence, l'équation finale, telle que Bezout l'obtient, a pour
premier membre une fonction alternée de P'ordre r, formée avec
des quantités dont le nombre se trouve représenté simplement par la
somme

T on(n 4+
x+2+3+...+n:—-i-—--—)-

Par suite, aussi, le nombre des termes distincts, dont se compose
cette fohction alternée, s’abaisse au-dessous du produit

1.2.3...n,

plusieurs de ces termes étant égaux deux a deux, et deux termes
égaux pouvant étre toujours réunis I'un a P'autre, de maniére & former
un seul terme qui renferme I'un des facteurs numériques

2, 4, 8,

Si, pour fixer les idées, on suppose que les deux équations algé-
briques données soient du quatriéme degré, le premier membre de
I'équation finale, obtenue comme on vient de le dire, sera représenté
non plus par une fonction alternée du huitiéme .ordre, ¢'est-a-dire de
I'ordre de celles qui renferment généralement 40320 termes, mais par
une fonction alternée du quatriéme ordre, et qui, en raison de cet
ordre, devra renfermer seulement 24 termes. Ajoutons méme que ces
24 termes se réduiront & 17, 14 étant deux & deux égaux entre eux.

Il est encore essentiel d’observer que la fonction alternée dont il
s'agit est du genre de celles que ’on obtient quand on élimine diverses
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variables x, y, 3, ... entre les diverses dérivées d’une équation homo-
gene du second degré, et par conséquent, du genre de celle qui
expriment que l'un des demi-axes d’une ellipse ou d’un ellipsoide
devient infini, 'ellipse se transformant alors en une droite, ou Iellip-
soide en un cylindre.

C’est d’abord aux deux méthodes d’élimination ci-dessus rappelées,
puis ensuite i la méthode abrégée de Bezout, que se rapporteront les
deux premiers paragraphes de ce Mémoire. Dansle dernier péragraphe,
je déduirai, d'un théoréme donné par Euler, une quatriéme méthode
qui offre de grands avantages, quand les degrés des équations données
ne se réduisent pas ad des nombres peu considérables.

1. — Méthodes d’élimination, de Besout et d’Euler.
Soient
(1) f(x)=o, F(z)=o

deux équations algébriques, la premiére du degré n, la seconde du
degré m = ou < n. Suivant la méthode donnée a Paris par Bezout
et a Berlin par Euler en I'année 1764, pour éliminer & entre les deux
équations données, il suffira de les combiner entre elles par addition,
apres les avoir respectivement multipliées par deux polynomes
u, v, )

dont le premier soit du degré m — 1, le second du degré » — 1, puis
de choisir les coeflicients de ces polynomes de maniére a faire dis-
paraitre, dans I'équation résultante, toutes les puissances de zx.
Supposons, pour fixer les idécs, que les fonctions f(z), F(x) soient
I'une du troisi¢me degré, I'autre du second, en sorte qu’on ait

f(z)=azx*+ b2+ cx + d, F(x)=Az*+ Bz +C.
Alors u, v devront étre de la forme

u=Pzx+Q, v=pxltqr+1r;
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et, si I'on élimine . entre les deux équations

k71

f(x) =o, F(x)=o,

I’équation résultante sera précisément celle qu'on obtiendra, lorsqu’on

choisira les coefficients
P, Q

de maniére i faire disparaitre o de la formule
(2)

par conséquent de la formule -

Poq r

uf(z)+¢F(x)=o,

(Pz -+ Q)f(z)+ (px*+qx+r)F(x)=o,
que I'on peut encore écrire comme il suit :

(3) Pxf(r)+Qf(x)+px?F(x) +qxF(x)+rF(z)=o.
Les valeurs de
pPoqy s PyQ

’

qui remplissent cette condition sont celles qui vérifient les équations

linéaires
‘al” +Ap =o,
P +aQ+Bp+Ag =o,
) cP+0Q+Cp+Bg+Ar=o,
dP + ¢Q +Cqg+Br=o,
aQ + Cr=o.

Donc pour obtenir la résultante cherchée, il suffira d’éliminer les
coefficients

P, Qo poq v
entre les équations (4), ou, ce qui revient au méme, d’égaler a zéro
la fonction alternée formée avec les quantités que présente le Tableau

[ a o, A, o, o,

\ b, a,” B, A, o,

(5) ie¢, b, C, B, A,
’ d, ¢. o, G, B,

o, d, o, o, (.
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On arriverait encore aux mémes conclusions en partant de la
formule (3). En effet, choisir les coefficients P, Q, p, ¢, 7, de
maniéere i faire disparaitre de cette formule les diverses puissances

z, x% &%, ..., xm+e-t

de la variable x, c’est éliminer ces puissances des cinq équations

(6) zf(z)=o, f(x)=o, 2 F(z)= o, zF(z)=o, F(x)=o,

ou
! axt+ bx*4 cxt+ dx =o,
ax’+ bx*+ cx+d=o,
(7) ‘Azt 4+ Bad+ Ca? =o,

A+ Bxi+ Cr ==o,

Az*+Bx+ C=o.

C’est donc égaler a zéro la fonction alternée formée avec les quan-
tités que présente le Tableau

a, b, ¢, d, o,
o, a, b, ¢, d,

(8) A, B, C o, o
( o, 1\, B, C, (¢
o, O, A, B, C.

Or cette fonction alternée ne différera pas de celle que nous avons
déja mentionnée, attendn que, pour passer du Tableau (5) au
Tableau (8), il suffit de remplacer les lignes horizontales par les lignes
verticales, et réciproquement. Ainsilaméthode d’élimination indiquée
a la fois par Bezout et par Euler, en 1764, conduit précisément 2 la
régle énoncée par M. Sylvester dans le n° 101 du Philosophical Maga-
sine (février 1840). On pourrait méme considérer la régle dont il
s'agit comme établie par Bezout dans le Mémoire de 1764, page 318.
Drailleurs la considération des équations (6) ou(7), qui subsistent
toujours en méme temps que les équations (1), et s’en déduisent
immédiatement, fournit de cette régle une démonstration tellement
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simple, qu’elle peut étre introduite sans inconvénient dans les élé-
ments d’Algébre.

" Observons toutefois que I'ordre ou le degré de la fonction alternée,
dont cette régle exige la formation, c’est-a-dire le nombre des quan-
tités qui entrent comme facteurs dans chacun des termes dont cette
fonction se compose, est toujours égal & la somme m + n des degrés
des deux ¢quations données. Cette méme somme, diminuée seulement
d’une unité, représenterait le nombre des puissances de qui doivent
étre éliminées des équations (6) ou d’autres semblables, ainsi que le
degré de deux de ces équations. On peat demander s'il ne serait pas
possible d’arriver & I’équation résultante, a I'aide de multiplications
algébriques, en opérant de manicre & ne pas introduire dans le calcul
des puissances de @ supérieures a celles que renferment les deux
équations proposées. Cette derniere condition se trouve effectivement
remplie, lorsqu’on se sert pour effectuer 'élimination d’une ancienne
méthode indiquée par Euler des 'année 1748 dans les Mémoires de
U’Académie de Berlin. Suivant cette ancienne méthode, qu’Euler
semble attribuer a Newton dans le Mémoire de 1764, étant données
deux ¢quations en x d'un méme degré n, par exemple les deux
suivantes

axt 4 bat-ia can e, 4 gri+ ha + k =o,
Azt +Ba '+ Cxt . 4 G+ Hor 4+ K=o,

on commencera par leur substituer deux équations du degré n —1,
savoir, celles que 'on obtient en combinant par voie de soustraction
les deux premiéres, respectivement multipliées 'une par A, l'autre

Ir ar &, Pautre par £. Aprés avoir ainsi remplacé les
par a, ou I'unc par —. 'autre par = Ap : p
deux équations proposées par les deux suivantes

(Ab—aB)x"'4-(Ac —aC)z**+...+(Ah—aH)r + Ak —aK =o,
(Ahk—aK)z" '+ (BA—bK)z" 4. ..+ (Ghk— gK)x + Hk— 1K =0,

on remplacera celles-ci & leur tour, a I'aide d’un semblable procédé,

par deux équations du degré n— 2; et, en continuant de la sorte, on
OEyvres de C. —~ S. II, t. XI. 6o
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finira par obtenir une seule équation du degré zéro qui sera la résul-
tante cherchée.

Pour s’assurer que la méme méthode reste applicable & I'élimination
de la variable 2 entre deux équations de degrés inégaux n et m <, il
suffit d’observer qu’une équation de degré inférieur & n peut étre
envisagée comme une équation du degré n, dans laquelle les premiers
coefficients se réduiraient a zéro.

En examinant les deux formes sous lesquelles peut se présenter
I’équation résultante ou finale, suivant qu’'on emploie pour I'élimi-
nation de  'une ou l'autre des deux méthodes que nous venons de
rappeler, on reconnaitra que le premier membre de cette équatien,
considéré comme fonction des coefficients

a, b, ¢, ..., A, B, C ...

est, dans le cas ou l'on se sert des polynomes multiplicateurs u« et v,
une fonction du degré m + n, et par suite, quand on suppose m = n,
une fonction du degré 2n. Au contraire, I'ancienne méthode substitue
successivement i deux équations données, dont les premiers membres
sont du degré n par rapport a la variable z, et du premier degré par
rapport aux coefficients

a b, ¢, ..., A B, C ...,

des équations diverses dont les premiers membres sont d’abord du
degré n — 1 par rapport a x, et du second degré par rapport aux
mémes coefficients; puis du degré n — 2 par rapport & «, et du
quatriéme degré par rapport aux coefficients, etc. Donc I'équation
finale, déduite de 'ancienne méthode, sera du deuxiéme degré par
rapport aux coefficients

a, b, e ..., A, B, (

Donc, lorsque n surpasse 2, I'ancienne meéthode introduit dans
I’équation finale un facteur étranger dont le degré est

28— an,
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On trouve dans I'Ouvrage d’Euler qui a pour titre Introductio in
ancz.{ysin tnfinitorum, et mieux encore, dans un Mémoire de
M. Gergonne, I'indication de procédés que I'on peut employer pour
débarrasser le premier membre del'équation finale du facteur étranger,
ou méme pour éviter 'introduction de ce facteur. Mais ces procédés
exigent qu’on s’éléve graduellement du cas ou I'on suppose n = 2 au
cas ot I'on suppose » = 3, puis de ce dernier au cas ou I'on suppose
n =4, etc.; et'on peut, comme Bezout I'a fait voir, substituer aux deux
méthodes d’élimination ci-dessus rappelées une troisicme méthode
qui, sans introduire aucun facteur étranger dans le premier membre
de I’équation finale, réduit la détermination de ce premier membre &
la formation d’une fonction alternée dont I'ordre ne surpasse jamais
le degré de chacune des é¢quations données.

. - Méthode abrégée de Besoul.

Soient toujours
(1) f(x)=o, F(r)=o
deux équations algébriques, la premiére du degré n, la seconde du

degré m = ou < n. On pourra supposer généralement

tH(r) =@+ ay x4, ..+ ay & + ay,
F(x)=boz"+ by ... 4= by_yx + by,

un ou plusieurs des coefficients

b‘)u bh [’h

devant étre réduits a zéro, dans le cas ot I'on aurait m < n; et I'équa-
tion finale, qui résultera de I'élimination de la variable @ entre les
formules (1), exprimera simplement la condition a laquelle les coef-

ficients
Ay, Ay ey Ans by, by ..., by

devront satisfaire, pour que les équations (1) soient vérifiées par une
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seule et méme valeur de x. Yoyons maintenant comment on devra s’y
prendre pour effectuer cette élimination, c¢'est-a-dire pour éliminer
des deux formules

¢
| QT+ ' @y + =0,
(2) '

b+ by x" V.. .+ b,y x+b,=0
les puissances de la variable x, représentées par les divers termes de

la suite
- L R

Jobserverai d’abord que, pour éliminer x" entre les ¢quations (2),
il suffit de combiner entre clles, par voie de division, ces deux équa-
tions présentées sous les formes

A" 4+ a4 @t = (A TV a4 ay),

by 4+ b2t 4. byt = — (b by by,
[ désignant 'un quelconque des nombres
0, §, 2, ... H—2, n—Ii,
On trouvera ainsi

3) a, ' +a 2!+ a, @t a, e +a,
box' + by’ T b, T b by + by,

puis, en faisant disparaitre les dénominateurs,

7 (@aox'+a, 2. .+ ay) (b 2" e+ by 4+ 1y)
4

— (b’ + by b)) (a2 - ap ) = 0.
Si, pour abréger, on désigne par
Ay

le coefficient de "~*=' dans le premier membre de I’équation (4), on
aura non seulement, quels que soient £ et /,

(5) Avr=Auk
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mais encore, pour £ </,

( o= ao by — by,
(6) ) Al.l:albl+|—blal+l+Ao,l+h

' Ap== ey — byayyy + Ay 14y,

et I'équation (4) deviendra
(7) A=t A"+ Ay r+ Ay = o0.

Si, dans cette derniére équation, de laquelle la ni*™ puissance de =
se trouve effectivement éliminée, on attribue successivement a { les

valeurs
O, 1, 3 ..., A—2 n—1,

on obtiendra le systéme des formules

Ago "'+ Ay "'+ 4+ Ajay T+ Au, =oO,
(8) Aoy ™' A, e el Ay A, o,
' Agu—g ™ ' A 2 o Ay g 8 Ay =0,
dont la premiére et la dernicre sont précis¢ément celles qu’on emploie
dans l'ancienne méthode d’élimination dont nous avons déja parlé
(p- 473). Cela posé, il est clair qu’on pourra-éliminer d’un seul coup,
entre les 6quations (8), les puissances de x représentées par les divers
termes de la progression géométrique

wll’—l’ .[-"’1, Ceey -T:, X
L'équation finale, résultant de cette élimination, sera de la forme
(9) 3=o,

8 étant la fonction alternée de I'ordre n, formée avec les quantités que
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renferme le Tableau *

( Ao.oa Ao.h vy Ao.n-n A~c),u—h
Ao.h Al,h ceey Al.n—h Al,n-n
(10) .oy evay Ceey  eeeaan y e e ey

Ao.n—u A|.u—-h LICIER ) An—-! n— An——:.u—l’

.Ao.n-h Ai.n~:» ey An—a,n»—h An—l,rn~1-

C'est en cffet ce qu’on conclura immédiatement des équations (8),
jointes a la formule (5).

La méthode abrégée d’élimination, que nous venons de rappeler, ne
différe pas au fond de celle que Bezout a indiquée dans le Mémoire de
1764, page 319.

1l est facile de voir quel sera le degré de la quantité s, déterminée
par cette méthode, et considérée comme fonction des coefficients

Agy Ay, ouy Auy by by ... by

En cffet, chaque terme de 3 renfermant » facteurs de la forme Asys
et chacun de ces facteurs étant du second degré, en vertu des équa-
tions (6), 8 ou le premier membre de I’équation finale sera néces-
sairement du degré 2n, tout comme dans le cas ou I'on applique la
régle énoncée par M. Sylvester. 1l y a plus : on peut déja pressentir la
réalité d’une assertion qui sera plus tard changée en certitude, savoir,
que la valeur de 8, fournie par la méthode abrégée, coincide, au signe
prés, avec celle que fournirait la régle dont il s’agit. Effectivement,
d’aprés cette régle, lorsqu’on suppose m = n, le premier membre de
I'équation finale renferme une seule fois le terme

napn
ay b,

Or ce méme terme, pris avec son signe ou avec un signe contraire, se
retrouve encore une seule fois dans la fonction alternée == s formée a
I'aide du Tableau (10), savoir, dans la partie de == s qui estreprésentée

par le produit »
AO.R-—IAI,J!—!‘ ceey Al,n-—-! AO.’I—-I’
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et méme dans la partie de ce produit qui, en vertu des formules

Ajpay=ayb, s —biay_  + Ag s,

Asny= by y— bs@pn s+ Ay ny

=aybyy—bsap o+ aiby —br1an_y 4+ Ao nois

se réduit simplement & la puissance

A:,u.q = (ao by—a, [)o)"'

Il importe d’observer que, dans le carré figuré par le Tableau (6),

les termes de la forme
AI.I

se trouvent tous situés sur une méme diagonale, et que les autres
termes sont égaux deux i deux, les termes égaux étant placés symé-
triquement par rapport i la diagonale dont il s’agit. Cette propriété
du Tableau (6) est.une conséquence immédiate de la formule (5) et
entraine a son tour la proposition suivante :

TukoriME, — L’équation finale (9), qui résulte de I'élimination de x
entre les équations (2), est aussi celle qu'on obtiendrail en éliminant
n variables

entre les diverses derivées d'une équation du second degré
(11) s=o,
dans laquelle on aurait

§= Ao‘o\z"’*' Al.l)” -+ A,,g:’ ...

(12)
4 3A 2y +2A0a 23+ .. + ALY+

L’équation (9) est donc celle qu'on obtiendrai en assujettissant les
variables x, y, z, ... a la condition

(13) s = const.,
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et cherchant la relation qui doit exister entre les coefficients

Ao.oa Ao.u Aom DR Al.h Al.h ey '\lda o

pour qu'une valeur mazximum ou minimum de la fonction r, déterminée
par la formule

(13) I‘:m»

deviennc infinie.

1. — Usage des fonctions symétriques dans la théorie de U'élimination.

Dans les paragraphes précédents, nous avons rappelé trois méthodes
d’élimination ; et, quoique deux de ces méthodes n’introduisent dans
équation finale aucun facteur étranger, toutes deux, méme la plus
concise, la méthode abrégée de Bezout, deviennent & peu prés impra-
ticables, lorsque les degrés des équations données s’élévent au dela du
cinquiéme ou du sixitme; 4 moins qu’on n’ait recours, pour la for-
mation des fonctions alternées, i des artifices de calcul qui permettent,
comme nous l'expliquerons dans un autre Mémoire, d’évaluer ces
fonctions, sans calculer séparément chacun de leurs termes. De
semblables artifices ne deviennent point nécessaires, lorsqu’on fait
servir & I'élimination une quatri¢éme méthode fondée sur un théoréme
d’Euler et sur la considération des fonctions symétriques. Entrons
ce sujet dans quelques détails.

Soient toujours

(1) f(x)=o, F(lx)=o

deux équations algébriques, la premiére du degré n, la seconde du
degré m; et supposons, pour plus de commodité, les coefficients des
plus hautes puissances de x, dans ces mémes équations, réduits a
l'unité; en sorte qu’on ait, par exemple,

f(z)y=2z" + lz"' +...+ px +q,
F(z)=a"+ La" ' +...+ Pz + Q.
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Enfin désignons respectivement par

, 8, 7, ... et par AR,

les racines de la premiére et de la seconde des équations (1), de sorte
qu’on ait encore
f(ry=(z—a)(x—86)(x—7)...,
Fz)=(z—d)(z—p)(x—v)....

Pour que les équations (1) subsistent simultanément, ou, en
d’autres termes, soient vérifiées par une méme valeur de x, il sera
nécessaire et il suffira que les coefficients

L oo Py g L, ..., P, Q
soient liés entre eux de maniére que les racines

a, 6, Y, ... TR
satisfassent & 'une des conditions

a ==, oc‘:::p., a=yv,
§=2% 6=p, 8=y,
7 =A Y= Y=, N

par conséquent & la condition

(2) 3=o,

la valeur de 3 étant

8=(a—21) (a—p)(a=v)...(B=R)(B—p)6—v)...(y =) (y—p) (y—=v). .-

Donc, si l'on adopte cette valeur de s, I'¢équation (2) devra
s’accorder ou méme coincider avec I'équation finale que produirait
I’élimination de 2 entre les équations (1). C'est en cela que consiste
le théoréme d’Euler.

Il est facile de s’assurer que la valeur de 8, déterminée comme on
vient de le dire, sera une fonction entiére des coefficients

IR B L ..., P, Q
QEuvres de C. — S. i, t. XI. 61
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En effet cette valeur se réduit, au signe prés, au dernier terme de
’équation qui aurait pour racines les binomes

a—h oa—p, a—v, ...,
§—%, 6—p, 88—y, ...
=A== =y .
..... sy e
Donc elle scra une fonction entiére des quantités de la forme
‘Sh szr ey Smm
si 'on pose généralement
8, = (ot — M4 (a — p)+ (. —v)i. ..

(3) +(E—N) 4 (8 —p)+ (8 —v)i...

..............................

D’ailleurs, en développant les puissances de binomes rentermées
dans la formule (3) et posant, pour abréger,

si=al 8+ gy ., Si= N+ plvie. .,

on tirera généralement de cette formule

Si—g S, —... = soS,-.

. . { . ((f—1)
(4) Bi= 818y — <5148+ (1 2

Done, puisqu’en vertu de formules connues, s;, S; peuvent étre
exprimés en fonctions entiéres des coefficients

L ..., pyoqs L, ..., P, Q,

on pourra en dire autant de 3;, et par suite de 8.
La série d’opérations que nous venons d’indiquer, en prouvant que

le premier membre de I’équation (2) peut étre réduit & une fonction
entiere des coefficients

L ..., py g5 L, ..., P, Q,

fournit de plus un moyen d’effectuer cette réduction et constitue par
conséquent une méthode d’élimination de la variable x entre les
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équations (1). D’ailleurs la formule (4), qui, dans cette méthode, se

trouve combinée avec d’autres formules déja connues, comprend

comme cas particulier une formule analogue, & l'aide de laquelle,

dans son Traite de la résolution des équations numériques, Lagrange

passe d’une équation donnée & une autre qui a pour racines les carrés

" des différences entre les racines de la premiére.

Observons encore qu’en vertu des deux équations identiques

f(z)y=(r— a)(x—8)(xr—1y)...,
Flz)=(x—2)(xz—p)(z—v)...

la formule

(3) S=(a—A) (@—p) (@—v)(B—=0) (E— ) B—v)ua(y =N (y —p) (y —¥) s

peut étre réduite, comme Euler I'a remarqué, 4 I'une quelconque des
deux suivantes : :

(6) $S=F(a)F(8)F(y)...,

(7) B = (— 1) (A () F(v). ...

Or, pour transformer I'une quelconque de ces deux derniéres valeurs
de s, la premiére par exemple, en une fonction enticre des coefficients

L ..., py q: L. .... P, Q

il suffit de suivre ou la marche indiquée par Euler dans les Mémoires
de Berlin de 1748, ou mieux encore celle que j'ai indiquée moi-méme
dans un Mémoire présenté a I'Académie le g aout 1824, et de convertir
d’abord le produit

F(a) K(8) F(p)...= (@4 Lam= oo+ Pt Q) (87 + LE™ 1. - PE+Q)...
en une fonction enti¢re des sommes de la forme
(amtLam=t4, . +Pa4 Q)i+ (Em+ Lem—t 4 P84+ Q) +...,

puis chacune de ces sommes, moyennant le développement des
puissances des polynomes, en une fonction entic¢re de

Sy Syy  eeen Smue

Le premier membre de Iéquation (2), transformé comme on vient
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de le dire en une fonction entiére des coefficients
‘ L ..., P qs L, ..., P, Q,

ne renfermera-t-il aucun facteur étranger a I'équation finale, et repré-
senté lui-méme par une fonction entiére de ces coefficients, quelles
que soient les valeurs qu’on leur attribue ? On lévera facilement tous -

les doutes qu’on pourrait conserver 3 cet égard en s'appuyant sur la
proposition suivante :

PreMIER THEOREME. — Les coefficients
L o..oopyogqs L, ..., P, Q

etant supposes quelconques et indépendants les uns des autres, la_fonction
entiere de ces coefficients qui representera la valeur du produit

8= (a—2) (a—p) (&—=3)...(6—=2) (=) (B—v)...(y—A)(y — ) (y —¥)...,

Sormé avec les différences entre les racines de la premiere et de la seconde
des équations (1), ne pourra étre généralement et algébriquement
décomposée en deux facteurs, représentés tous deux par des fonctions
entiéres de ces mémes coefficients.

Démonstration. — En effet, supposons généralement
S =8'8"
8', 8” désignant, s’il est possible, deux fonctions entiéres de
L ..., P @ L, ..., P, Q.

En vertu des relations qui existent entre les coefticients des équa-
tions (1) et leurs racines, on pourra exprimer

. sl, 5
en fonctions entiéres de

& & v, ceinn A By Y L,
et alors on aura identiquement

(8) 88 =(a—A)(@— 1) (@ —¥)...(6— 1) (6 — ) (B—).euly = )y = ) (y =)o
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Cette derniére équation, devant subsister indépendamment des
valeurs attribuées aux racines

a? 6! 77. sy )\’ ‘J'V ”’ MR ] X

se vérifiera encore lorsqu’on établira entre ces racines des relations
quelconques, par exemple lorsqu’on supposera

a=1,

Mais alors le second membre de I'équation (8) étant nul, le premier
devra I'étre aussi. Donc, en prenant a = A, on fera évanouir le produit
5’8", et par suite I'un des facteurs 8’, 8”. Concevons, pour fixer les
idées, que ce soit le premier facteur 8’ qui s’évanouisse, en vertu de la
supposition

oa="h.
8', considéré comme fonction de «, sera divisible algébriquement par
« — A. D’autre part 8’, pouvant étre regardé comme une fonction
entiére, non seulement des coefficients ‘

' L ..., pogq,
mais encore des coefficients
L, ..., P, Q
sera par suite une fonction symétrique, non seulement des racines

a, € ¥» ees
mais encore desracines
)‘1 [ RS
Donc §', algébriquement divisible par le binome

a—2,

aura pour facteur non seulement ce binome, mais encore tous ceux
qu'on en déduit en remplacant la racine a par I'une quelconque des
autres racines 6, ¥, ... de I'équation f(«) =o, et la racine A par I'une
quelconque des autres racines p, v, ... de l'équation F(x)=o.
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Observons maintenant qu’en vertu de I’équation (8), le produit
8’8,
considéré comme une fonction des racines
N T

sera une fonction du degré mn. Donc mn représentera la somme des
degrés des facteurs

sl et slf
considérés comme fonctions de ces mémes racines. Mais, d’apres ce
qu'on vient de voir, le facteur 8, c’est-d-dire celui des facteurs s', s”
qui s’évanouit quand on suppose

a=2,

sera divisible algébriquement par chacun des binomes que renferme
le second membre de I'équation (8). Done, puisque ces binomes sont
généralements distincts et indépendants les uns des autres, 8’ sera
divisible par le produit de tous ces binomes dont le nombre est mn,
et, si I'on considére 8' comme une fonction des racines

A A N TS

le degré de 8’ ne pourra généralement s’abaisser au-dessous de mn.
Donc le degré de I'autre facteur 8” ne pourra s’élever au-dessus de
zéro; et cet autre facteur ne pourra étre qu'un facteur numérique,
indépendant des racines des équations (1), et, par conséquent, des
coefficients que renferment ces équations. Donc, tant qu’aucune
relation particuliére ne se trouve établie entre les coefficients

L ..., p g L, ..., P, Q,
ou, ce qui revient au méme, entre les racines

2, & vy, ... Ao, ..,

il est impossible de décomposer la fonction s en deux facteurs qui
soient I'un et I'autre des fonctions entiéres de

& .., Py 43 L ..., P, Q.
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Premier corollaire. — Si, contrairement a I'énoncé du théoréme,

les coefficients
L .y pyoqs L, ..., P, Q

devaient satisfairc a certaines conditions particuliéres; si, par exemple,
quelques-uns de ces coefficients se réduisaient & zéro, la valeur de s,
considérée comme fonction des coefficients

L ..,op g L, ..., P, Q,

pourrait devenir décomposable en facteurs représentés par deux
fonctions entieres de ces mémes coefficients.

Deuxieéme corollaire. — Supposons, pour fixer les idées, les équa-
tions du second degré
(9) 2+ pr+qg=o0, x*+Px+Q=o0;
on aura
(10) 3=(a—A)(x—p)(8—1)(E—p)=(a'+Pa+Q)(6'+PE+Q),
et par suite, eu égard aux formules
al+pa+qg=o, 6+ p6+qg=o,
&+ 8=—p, a8 =gq,

on trouvera

3=[Q—g+(P—p)2][Q—g+ (P —p)8]

=(Q—9)7*+(P—p)[(Q—q)(a+8)+ (P —p)ak],
ou plus simplement
(1) 3=(Q—q)+(P—p)(Pg—pQ).
Or, tant que les coefficients
r e PQ

ne seront assujettis a aucune relation, a aucune condition particuliére,
alors, conformément au théoréme établi, la valeur précédente de 8 ne
pourra étre décomposée en deux facteurs représentés: tous deux par
des fonctions entiéres de ces coefficients. Mais le méme théoréme
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pourra ne plus subsister dans le cas contraire; et si, par exemple, on
annule deux des coefﬁclents, en posant

p_.o, P =o,

c’est-a-dire, en d’autres termes, si I'on réduit les équations proposées
aux deux suivantes

(12) x*+g=o, r*+ Q =o,
alors la valeur de 8, déterminée par la formule
(13) 3=(Q—gq),

sera décomposable en deux facteurs égaux 4 Q — g, ou, ce qui revient
au méme, en deux facteurs dont chacun sera une fonction entiére des
coefficients ¢, Q. Alors aussi, pour éliminer « entre les deux équations
proposées, il suffira de retrancher 'une de I'autre ; et ’équation finale
ainsi obtenue, savoir

Q—y=o,
offrira un premier membre équivalent, non plus i la fonction 3, mais
seulement & sa racine carrée. H est au reste facile de voir comment il
arrive que la démonstration ci-dessus exposée du théoréme en
question devient, dans ce cas, inadmissible. En effet, lorsque p, P
s'évanouissent, les formules
a+86=p, A4+p=P
donnent

8=—a, p=—A
On a donc alors -

E—h=— (“—#5» €—p=—(a—1);
et par suite, pour qu’une fonction des racines
«, 8 1\ p
soitalors algébriquement divisible par chacun des quatre binomes
’ a—2 a—p, 8—14 Bep,

il suffit qu'ellé soit algébriquement divisible par les deux premiers.
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Troisiéme corollaire. — Lorsque, dans les équations (1), les coef-
ficients

L ... py g5 L, ..., P, Q
ne sont assujettis & aucune relation, a aucune condition particuliere,
le premier membre de la formule (2) ne peut renfermer aucun facteur
étranger i I'équation finale, et représenté par une fonction entiére des

coefticients dont il s’agit, puisqu’il est alors impossible de décomposer
ce premier membre en deux facteurs dont chacun soit une fonction
entiére de ces mémes coefficients.

I est facile de trouver & quel degré s’éléve s considéré, soit comme
fonction des coefficients
Lo ....opy g,

soit comme fonction des coefficients
L, ..., P, Q.

En effet, s pouvant étre représenté par une fonction entiére de tous
les coefficients

Lo Py g L, ..., P, Q,
le .degré de cette fonction, par rapport aux seuls coefficients
L, ..., P, Q,
ne variera pas, si I'on exprime, comme on peut le faire, les coefficients
L .., poq
4 I'aide des racines

% 8 ¥y, ...

Mais alors la valeur obtenue de s devra coincider, quels que soient
L,...,P,Qeta,6y,..., avec celle que fournit I'¢quation (6); en
sorte qu'on aura identiquement

(1) s=(am+Lam'+.. . +Pa+Q)(8"+LE8m 14 . .+ P8+Q)....

Done, s étant le produit de n facteurs, dont chacun sera du prémier
degré par rapport aux coefficients

L, ..., P, Q

QEuvres de C. — S. II, t. \I. 62
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le degré de s par rapport & ces mémes coefficients sera précisément le
nombre n.

On conclura de méme de 'équation (7) que le degré de 8 par
rapport aux coefficients

L ..., pyq

est précis¢ément le nombre m.

On peut étre curieux de connaitre généralement la partie de la fone-
tion s qui dépendra uniquement des termes constants des équations (1),
c’est-a-dire des coefficients ¢ et Q. Or cette partie sera évidemment ce

que deviendra la fonction 8 quand on supposera tous les autres coef-

ficients
L ..., p; L, ..., P

réduits & zéro. D'ailleurs, dans cette supposition, les équations (1)
deviendront

(15) z"4g=o, ™4+ Q =o;
et, en conséquence, la formule (14)donnera
(16) §=(a"+Q)(6"+ Q) (y"+ Q)....

Il'y a plus:les rapports

étant respectivement égaux aux diverses racines de I’équation
"=,

les mi¢me puissances de ces rapports, ou les fractions

am em m
—

am am’  gm ’ ter

seront respectivement égales aux diverses racines de I’équation

n
02) o
P =,

si 'on appelle w le plus grand commun diviseur des nombres

m, n,



ENTRE DEUX EQUATIONS ALGEBRIQUES. 591

et par suite respectivement égales aux divers termes de la progression

géométrique
1, 6, 6, ..., 6%

si 'on nomme 0 une racine primitive de I’équation
z¥=—1,

Cela posé, la formule (16) donnera

n - w
3= [(Q + a™) (Q + 6xm).. -(Q + 00 '“"‘)] ;
et, comme on aura identiquement

Z

x‘-"’zwn.—_-(x—l)(x-— 9)(@'-—-6’)...(1‘—0:’ ),
Q

o’

on en conclura, en remplacant 2 par —

”n n n omn.
(Q+a"‘)(Q+0«”‘)..‘(Q+0"’ Ia"‘):Q“’—(—l)'-‘;a(T

=Q¥—(=1"" ¢";

puis, eu égard a cette derniére formule, on trouvera définitivement

n nyw
(17) s=l—0f-—of]

Jusqu'ici, pour plus de simplicité, nous avons supposé que, dans les
équations (1), les coefficients des plus hautes puissances de x se
réduisaient 4 I'unité. Admettons maintenant la supposition contraire,
en sorte qu'on ait, par exemple,

f(r)=ax" + bz"-' +...+ hx + &,
F(z)=Az"+Bx"-'+...+ Hx + K.

Pour, ramener les équations (1) a la forme précédemment adoptée,
il suffira de diviser la premiére para, laseconde par A; par conséquent,
il suffira de prendre

l_b' _h __k
=3 ’ p-—;, =
B H . _K
L——X: ) p___x» Q..-x.
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Cela posé, comme la valeur de s fournie par chacune des équa-
tions (5), (14) sera du degré m relativement aux quantités

= _h _k
= ay seey p = a’ q = a!
et du degré n relativement aux quantités

L=— vy P=—, Q:‘:%;

comme d’ailleurs, dans cette valeur de s, la partie qui dépendra uni-
quement des coefficients ¢, Q se réduira, cn vertu de laformule (17),

s s |”
e[ 97T
il est clair que, pour transformer cette méme valeur de s en une
fonction entiére des coefficients
a, b, ..., h, k; A, B, ..., H, K,
il sera.nécessaire ct suffisant de la multiplier par le produit
am A"

Or, dans la fonction entiére ainsi obtenue, la partie qui dépendra des

seuls coefficients
a, A, k, K
sera évidemment

(=[BRS a0 ],

De cette remarque, jointe au premier théoréme, on déduira aisément
la proposition suivante :

Deuxitme THEOREME. — Les coefficients
a, b, ..., h k; A, B, ..., H, K

elant supposés quelconques et independants les uns des autres dans les
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deux équations algébriques

(18) az® +bx" ' ., .+ hx + k =o,
1
Axm 4 Axm'4.. .+ Hr+ K=o,

et les racines de ces équations étant respectivement

o 6, ¥, ...

., )\1 *y Yy ey,
st l'on prend

(19) S=amA*(a — M) (a—p)(a —v)...
19

X(B—=N)(B—=p)(B—=v).y—W)(y =) (7 —=¥)evry
alors 8 sera une fonction entiére des coefficients

a, b, ..., h, k; A, B, ..., H, K,
qui ne pourra étre géneralement et algébriquement décomposée en deux
Sfacteurs représentes tous deur par d’autres fonclions entiéres de ces
deux coefficients.

Démonstration. — Lorsqu’on suppose
( b= al, cees h=ap, k==aq,
(20)
B-=AL, cey H=AP, K = AQ,

et par suite

l"b _h _k

-——;’ LN 1)——;’ ([.._;v

(21) B n K
L=—, veey P:—“-K’ Q:—X’

les équations (18) se réduisent aux deux formules

s " + x4 .+ pr+q =o,

(22)
. 'x"‘+Lw""'+...+p.‘I‘+Q:U;

et alors, comme il suffit de multiplier par le produit
a"‘A",

la valeur de 8 que donne I'équation (3), pour obtenir celle que donne
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I'équation (19), cette derniére se réduit, d’aprés ce qui a été dit
ci-dessus, a une fonction entitre des coefficients

a, b, ..., h, k; A, B, ..., H, K.
J'ajoute que cette fonction entiére ne pourra étre généralement c.
algébriquement décomposée en deux facteurs représentés par d’autres

fonctions enti¢res des mémes coefficients. En effet, soient, s'il est

possible,
5’, sll

deux semblables facteurs. En vertu des formules (20), jointes a celles
qui serviront a exprimer les coefficients

&, .....pp g5 L .., P Q
des équations (22) en fonction des racines
o 8 7 ... A By Yy

on pourra considérer les deux facteurs s’, 3" comme des fonctions
entieres de ces racines et des deux coefficients

a, A.
Cela posé, la formule

(23) 8'8"'=amA"(a—A)(a—p) (x — ). ..

X (B—X)(B—p)(B—v)...(y—N)(y—p)(y—V)...
devant subsister, quelles que soient les valeurs attribuées aux racines
a, 8, ¥, ...} TR R

et aux deux coefficients
a, A,

on prouvera, en raisonnant comme nous I’avons fait pour démontrer
le premier théoréme, qu'un des facteurs 8’, 8”, le facteur 8 par
exemple, est algébriquement divisible par le produit

(@ —2) (@ =) (@a=v)...(B—=2) (E—p) B—¥)e .. (y—N) (y =P (y—¥). ..

Donc, parmi les facteurs simples que renferme le second membre
de la formule (23), les seuls qui pourront entrer dans la composition
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de 8" seront les coefficients
a, A,

dont I'un au moins devra étre facteur de 8", puisque, dans 'hypothése
admise, 8" ne doit pas se réduire 4 un facteur numérique. Mais, pour
que 8" put devenir proportionnel a une puissance entiére de I'un des

coefficients
a, A,

sans dépendre d’ailleurs, en aucune maniére, des racines
& ¥y ... Ay By Yy e,

par conséquent sans dépendre, en aucune maniére, des coefficients
L .., poq L, ..., P, Q,

ou, ce qui revient au méme, des coefficients
b, ..., h k; B, ..., H K,

il faudrait que chacun des coefficients a, A, ou au moins 'un deux,
entrat comme facteur algébrique dans la fonction entiére des quantités

a, b, ..., h, k; A, B, ..., H K

a laquelle peut se réduire le second membre de I'équation (23). Or
cette condition n'est certainement pas remplie, puisque, dans la
fonction entiére dont il s’agit, la partie qui dépend uniquement des

coefficients 4
a, A. k K
se réduit a 'expression

(- af—wF - At E],
qui n’est algébriquement divisible ni par A, ni par a. Donc I’hypothése

admise ne peut subsister, et le deuxiéme théoréme est exact.

Corollaire. — Puisque, en vertu des formules (20) ou (21), les
équations (18) coincident avec les équations (22), I'équation finale
qui résultera de I’élimfnation de « entre les équations (18) pourra
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étre _réduite a la formule
3$=o,

la valeur'de 8 étant déterminée par la formule (5). D’autre part, .
comme la valeur de 8 déterminée par la formule (5) ne peut s’évanouir
sans que la valeur de 3 déterminée par la formule (19) s’évanouisse
pareillement, I’équation finale dont il s’agit entrainera laformule(2),
si I'on prend pour 8 la fonction des coeflicients

a, b, ..., h, k; A, B, ..., H K

i laquelle peut se réduire le second membre de la formule (19).
Tajoute qu’alors, sices coefficients ne sont assujettis i aucune relation,
a aucune condition particuliere, le premier membre 8 de la formule (2)
ne renfermera aucun facteur étranger a I'équation finale, et représenté
par une fonction enti¢re de ces mémes coefficients. C’est la, en effet,
une conséquence immédiate du deuxiéme théoréme, en vertu duquel
il sera impossible de décomposer 3 en deux facteurs dont chacun soit
une fonction enti¢re des coefficients

a, by, ..., h, k; A, B, ..., H K

Puisque la valeur de s déterminée par la formule (5), c’est-a-dire
le produit

(a—2)(a—p) (@—v).. . (B8=X)(B—p)(B—v)...(y =M) (y—p) (y —¥)...,
se réduit & une fonction entiére des rapports

_b _h __ k., _B _H _K
[__;, e pEo g=— L_.-X’ teey p—-x’ Q_X,
la valeur de 8 que déterminera la formule (19) ne sera pas seulement,

comme on I’a déja remarqué, une fonction entiére des coefficients
a, b, ..., h, k; A, B, ..., H, K,

elle sera, de plus, une fonction homogéne et du degré m relativement

aux coefficients )
a, b, ..., h, k;
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elle sera encore une fonction homogéne et du degré » relativement

aux coefficients
A, B, ..., H K;

donc elle sera, par rapport au systéme de tous les coefficients
a b, .... h, ki A, B, ..., H, K,
une fonction entiére et homogene du degré m -+ n. Désignons cette
méme fonction par
w(a,b,....hk; A,B,....H,K);
on aura identiquement, eu égard aux formules (20),
w(a, b, ..., h,k: A,B, ..., H,K)
=a"A'w(1,{,...,p,q; 1,L....,P,Q),
et I’équation finale résultant de 'élimi..ation de « entre les équations
données pourra étre présentée sous la forme
(2%) w(a,b,....0hkiAB,....H,K)=0o0,
si les équations données sont les formules (18), ou méme sous la

forme
(23) w(n ! ....pyq; L ...,P,Q)=0,

si les équations données sont réduites aux formules (22).
Ajoutons que, le second membre de la formule (19) devant étre
équivalent au produit

amAw (1,4, ...,p,q; 1, L, ....P,Q),
les relations subsistant entre les coefficients
. L ..., Py g3 L, P, .... Q
et lesracines
o, 6,y ... By Y,
devront entrainer la formule

w(L,4...,pq; L ....P,Q)
= (x—A)(a—p)(a—V)...
X (B—A)(8—p)(B—v)...(y =W (y=-)(y—v)....

QEuvres de C. — S. 11, t. XI. 63
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- On peut vouloir comparer P'équation finale '(24) ou (25) a celle
qu’on obtiendrait si a la méthode d’élimination dont nous avons ic fait
usage on en substituait d’autres, par éxerple celles qui se trouvent
exposées dans les paragraphes [ et I(. -On établira sans peine, 2 ce
sujet, les propositions suivantes, : -

Tro1SIEME THEOREME. — Lorsque les coefficients
L, ..., P oq; L. .... P, Q
renfermes dans les équations

| 2" + lzn-? P pa+q =o,
23
(22) ?xm+Lx'"—‘+...+P.z:+Q=o

entre lesquelles on se propose d’éliminer la variable x, demeurent arbi-
traires et indépendants les uns des autres, alors toute fonction entiére de

ces coefficients, propre a représenter le premier membre de Péguation
- finale produite par une méthode quelconque - d’élimination, se réduit
nécessairement a la fonction

a(,d....pg; L, . PQ)
ou au produit de celle-c par une autre fonction enticre des coefficients
L .o P gi L, ..., P, Q
Démonstration. — En effet, supposons que I’élimination de x entre

les équations (22), étant effectuée par une méthode quelconque, nous
ait conduit a une équation finale de la forme

8§ =o,
8 désignant une fonction entiére des coefﬁcienté
L Nopy g L, .... P, Q
A I'aide des relations qui existent, d’une part, :entfe les coefficients
I L ..., p g

et les racines
&%,y 6) . Y ZBERRT)
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d’autre part, entre les coefficients
o L, ... P, Q

et les racines '

B T

on pourra transformer 3 en une fonction entiére et symétrique des

diverses racines de chacune des équations (22 ). D’ailleurs ’équation
$=o,

résultant de I'élimination de x, devra étre vérifice toutes les fois

qu'on établira entre ces racines une relation qui permettra de satisfaire

par une méme valeur de « a la premiére et a la seconde des équa-
tions (22), par exemple lorsqu’une des racines

2, 8 v,
deviendra égale & 'une des racines
oV,
Donc la fonction. entiere des racines
2, 8, 7, ...3 )\,_ By Vs el

en laquelle pourra se transformer le premier membre s de I'équation

finale
S =o,

devra s’évanouir avec chacun des binomes

ot— A a—p, a—v,

B—2 B—p, 8—v, ...

Y=k =P 7Y e
et étre algébriquement divisible par leur produit. Donc cette fonction
sera de la forme
(26) S=R(x—A)(xa—p)(z—)... ‘

x (8 :—).)(6 — @) (6 —=v).. .(y—l)(y—p)(y——v) ey

& désignant'une'nouvelle fonction entiére des racines

«. 8, YRR )‘).P-i Vy. ey
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qui, comme la fonction 3 et comme le produit
(=M (a—p) (=) (B=N)(B—p)(E—V)..(y =N (y =) (y =¥).-

aura, en vertu de la formule (26), la propriété de rester invariable,
tandis qu’on ébhangera entre elles, ou les racines

o, 6, y, ...
ou les racines

A oY
En d’autres termes, & sera une nouvelle fonction entiére et symé-
trique des diverses racines de chacune des équations (22). Par
conséquent, dans le second membre de la formule (26), le facteur &
pourra étre, aussi bien que le produit de tous les binomes, transformé
en une fonction entiére des coefficients

L ... Py q; L, ..., P, Q.

Or, comme, aprés cette double transformation, la formule (26)
donnera

(37) 3=R&w0,4....pq; 1, L, ..., P,Q),

il est clair que le premier membre s de léquatlon finale se réduira

définitivement, si I'on a
R =1,
i la fonction entiére

w0,/ ...,pg; 1, L. PQ),

et, dans le cas contraire, au produit de cette fonction par une fonction
entiére des coefficients

L ... P g L. ..., P, Q.A

Au reste, le dernier cas comprend le premier; et, lorsque le degré
de la fonction entiére représentée par & se réduit azéro, cette fonction
se change en un facteur numérique qui peut étre l'unité méme.

Corollaire. — La valeur la t)lus simple qu’on puisse, dans la
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formule (27), attribuer 4 la fonction & étant
RKR=1,
r équatlon (25) offre évidemment la formc la plus simple 4 laquelle on

puisse réduire généralement le premier membre de I’¢quation finale,
en le supposant représenté par une fonction entiére des coefficients

L ..., p q; L, ..., P, Q

renfermés dans les équations (22).

QUATRIEME THEOREME. — Lorsque les coefficients

a, b, ..., h, k; A, B, ..., H, K,

renfermés dans les équations

{az® 4+ bxt~'=4.. .+ ha+ k =o,

(18) )
| Az~ Bax" " +...+ He + K=o,

entre lesquelles on se propose d’éliminer la variable x, demeurent arbi-
traires et independants les uns des autres, alors toute fonction entiere de
ces coefficients, propre a représenter le premier membre de Uéquation
finale produite par une meéthode quelconque d’élimination, se reduit
necessairement a la fonction

w(a,b, ..., k; A,B. ..., H,K)
ou au produit de celle-ci par une autre fonction entiére des coefficients
a, b, .... hy k; A, B, ..., H, K.
Démonstration. — En effet, supposons que I’élimination de x entre

les équations (18), étant effecturée par une méthode quelconque, nous
ait conduit a une équation finale de la forme

$=o,

3 désignant une fonction entiére des coefficients.

@ b ..., h, ki A, B, .., H, K.
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On réduira les équations (18) aux équations (22, én posant -
b=al, SN h=ap, k= ag;
B=AL ... H=AP, K=4AQ;

et & I'aide de ces derniéres formules jointes aux relagions qui existent
d’une part, entre les coefficients

. L ..o py g
et les racines
d’autre part, entre les coefficients
‘ L ..., P, Q
et les racines
L S
on pourra transformer $ en une fonction entiépe de toutes les racines

a, §, YA EERR 3, Ky v,

et des deux coefficients _
‘ a, A.

Il'y a plus : la valeur de 3, qu'on obtiendra ainsi, devant étre une
fonction symétrique des racines de chacune des équations (22), on
prouvera, par des raisonnements semblables & ceux dont nous avons
fait usage dans la démonstration du troisiéme théoreme, que cette
valeur de 8 peut étre représentée par un produit de la forme

Aw(, 4. pginL, . P, Q)
& désignant une fonction entiére, non plus seulement des coefficients
L .. .p g L. .., P, Q,.
mais aussi des deux coefficients |
a, A.
Comme on aura d'ailleurs identiﬁuemen;

w(a,b, ..., h ki A B, ... H,K)

m‘(l,l,....p,q;‘l,L,....l),Q)= AP AT ’
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la valeur transformée de 8 ne différera pas de celle que donne la
formule

. . . a * .
(28) Szmm(a,b.....h.k;A.B.....H.K).
Soit maintenant

cor . . “ . . - amAn
ce que deviendra la fraction
!

quand on y remplacera les quantités
4o opogi Lo, P,Q

par les rapports équivaleénts

b, .,k kB H K
a'“ ’ a’ (l’ A’ ’XQ 1-\—

O ne pourra étre qu'une fonction entiére des coefficients
a, b, ..., A, ks A, B, .... H K,
divisée ou non divisée par certaines puissances entiéres et positives

des quantités a, A ; et, si ’on considere s comme une fonction entiére
des mémes coefficients ‘

a, b, .... h ki A, B, .... H K,
la formule (28) donnera identiquement, c’est-a-dire quelles que
soient les valeurs attribuées aux coefficients dont il s’agit,

(29) §=0w(ab,....,,/k; A,B....,H K).

‘D’autre part, la fonction

w(a, b, ..., k; A\B, ..., H K).

qui, en vertu du deuxiéme théoreme, n’est algébriquement divisible
ni par a, ni par:A, ne pourra s’évanouir ni avec a, ni avec A. Donc la

fonction
8

= G T RAB HK)
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exprimée a Iaide des seuls coefficients

a, b, .... h, k; A, B, ..., H, K,

ne pourra devenir infinie pour une valeur nulle de @ ou de A; donc
cette fonction n’admettra point de diviseurs représentés par des
puissances entiéres et positives des quantités a, A, et ne pourra étre
qu’une fonction entiére des coefficients

a, b, ..., hy k; A, B, ..., H K.

Si le degré de cette fonction entiére se réduit a zéro, elle se transfor-
mera en un facteur numérique qui pourra étre I'unité méme, et alors
la valeur de s, fournie par I'équation (29), se réduira au premier
membre de la formule (24).

Premier corollaire. — La valeur la plus simple qu’on puisse, dans la
formule (29), attribuer a la fonction O, étant

=1,
I'équation (24) offre évidemment la forme la plus simple a laquelle on

puisse réduire généralement le premier membre de I'équation finale,
en le supposant représenté par une fonction entiére des coefficients

a, b, ..., h, k; A, B, ..., H K

renfermés dans les équations (18).

Deuaxieme corollaire. — La fonction
w(a,b, ..., k; A,B,....H K)
étant, par rapport aux coefficients
a, b, ..., h, k; A, B, ..., H, K,

une fonction entiére et homogéne du degré m -+ n, la valeur de s
fournie par I’équation (29), ou le premier membre de'l'équation finale
produite par une méthode quelconque d’élimination, sera d’un degré
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représenté par un nombre ou égal ou supérieur & m + 1, suivant que
© sera ou un facteur numérique, ou une fonction entiére d'un degré
supéricur a zéro. Dans le premier cas, les deux fonctions

S el w(a,b, ...,k AB, ..., HK)

se trouveront composécs de termes correspondants et proportionnels,
le rapport entre deux termes correspondants de la premiére et de la
seconde étant précis¢ment la valeur de O.

Troisiéme corollaire. — Si deux valeurs de s, fournies par deux
méthodes diverses d’¢limination, et représentées par deux fonctions
enti¢res des coefficients

a, b, ..., h, ki A, B, ..., H. K,

sont I'une et 'autre du degré m + n, elles seront toutes deux propor-
tionnelles & la fonction

w(a,b,....,hk; A,B, ..., H, K),

de laquelle on les déduira en multipliant celle-ci par deux facteurs
numériques. Donc aussi elles seront proportionnelles 'une i I'autre,
I'une étant le produit de I'autre par un troisiéme facteur numérique
égal au rapport des deux premiéres. Par suite, ces deux valeurs de s
seront composées de lermes correspondants et proportionnels, et
deviendront égales, au signe prés, si deux termes correspondants de
'une etde 'autre sont égaux ou ne différent que par le signe.

Les démonstrations que nous avons données des troisieme et qua-
tritme théorémes reposent sur ce principe : que I'équation finale, pro-
duite par I'¢limination de « entre deux équations données, se vérifie
toujours quand on établit, entre les racines ou les coefficients de
celles-ci, des relations qui leur font acquérir des racines communes.
Ce principe, admis par Euler, ne saurait étre contesté en aucune
maniére, et s’étend au cas méme ou les équations données, cessant
d’étre algébritiues, prendraient des formes quelconques. En effet,

dire que I'élimination de «, entre deux équations algébriques ou
QFuvres de C. — S. II, 1. XL. ‘ 64
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transcendantes
f(z)=o, F(z)=o,

produit I’équation finale

8§ =—o,
dans laquelle 8 est indépendant de x, c’est dire que les deux premiéres
équations considérées comme pouvant subsister simultanément,
entrainent latroisieme: c'est donc, en d’autres termes, dire que la
troisieme équation subsiste toutes les fois que les deux premiéres
acquiérent des racines communes.

Au reste, les méthodes d’é¢limination, appliquees dans les deux
premiers paragraphes de ce Mémoire a des équations algébriques,
fournissent, comme on devait s’y attendre, des résultats conformes au
principe que nous venons de rappeler. En effet, suivant la premiére des
méthodes exposées dans le paragraphe I, le premier membre s de
I’équation finale produite par I’élimination de «x entre deux équations
algébriques

f(x)=o, F(z)=o

se présentera immédiatement sous la forme

uf(z) +v¥F(z),

u, v désignant deux fonctions entiéres de la variable x et des coef-
ficients que renferment les équations données. Donc ce premier
membre, équivalent, quel quesoit , i la somme

u f(;ﬂ) -+ (’F(Jf).

s’évanouira si les valeurs des coefficients permettent d’attribuer 3 «
une valeur qui fasse évanouir simultanément f(x) et F(z). On
arrivera encore aux mémes conclusions, si ’on adopte ou la seconde
des méthodes exposées dans le paragraphe I, ou la méthode abrégée de
Bezout, attendu que, dans 'une et dans 'autre hypothése, les diverses
équations successivement déduites des équations données, et par suite
I'équation finale elle-méme, seront toujours de la forme

uf(z)+vF(x)=o,
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u, v représentant ou deux fonctions entiéres de z et des coefficients
renfermés dans f(z), F (), ou les quotients qu’on obtient en divisant
deux semblables fonctions par une certaine puissance de la variable x.

Lorsque, pour éliminer x entre deux équations algébriques de la

forme
ax® 4+ bx*'+...4 hox+ k =o,

Az 4B, .+ Hx + K=o,

on emploie ou la méthode exposée dans ce paragraphe et fondée sur
laconsidération des fonctions symétriques, ou lapremiére des méthodes
rappelées dans le paragraphe I, ou, en supposant m =n, la méthode
abrégée de Bezout, le premier membre 8 de I'équation finale, repré-
senté par une fonction entiére des coefficients

a, b, ..., hy k; A, B, ..., H K,

est toujours, par rapport a ces coefficients (voir les pages 473, 478
¢t 504), du degré m —+ n, par conséquent, lorsque 7 devient égal a n, du
degré 2n. Donc, en vertu du troisiéme corollaire du quatriéme théo-
réme, les trois valeurs de s, fournies par les trois méthodes, seront
proportionnelles 'une & I'autre, 'une étant le produit de I'autre par
un facteur numérique. J'ajoute que ce facteur numérique se réduira
constamment A + 1 ou & — 1. En effet, la valeur de 8, que fournira la
premiére des méthodes rappelées dans le paragraphe I, renfermera
une seule fois le terme
amK~.

Or, ce méme terme se retrouve, avec le méme signe, dans le déve-
loppement de I'expression

(—1)» ‘[ar':';(_ K )‘% - A_&(— /f)%]m» ‘

qui, lorsqu’on a recours a la méthode fondée sur la considération des
fonctions symétriques, représente la partie de s dépendant des seuls

coefficients
r a, A, k, K.
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Enfin, lorsqu’on supposera m = n, le méme terme

am Kn - a® Km

sera encore, au signe prés (voir p. 478), 'un des termes contenus dans
la valeur de 8 que fournira la méthode abrégée de Bezout. Donc les
trois valeurs de 8 fournies par les trois méthodes seront, au signe
prés, égales entre elles; et 'assertion émise a la page 478 se trouve
complétement démontrée.

Remarquons encore que, dans le cas particulier ot les degrés m, n
des équations données sont des nombres premiers entre eux, et o
I'on a par suite

w=1,
la partie de s, qui dépend des seuls coefficients
a, A, k, K

dans I'équation finale réduite a saforme la plus simple, est représentée

par le binome _
amKn__ An km.

D’apres ce qui a été dit dans ce paragraphe, pour éliminer x entre
deux équations algébriques données, il suffit de joindre I'équation (4)
aux formules qui servent 2 déduire des cocfficients d'une équation
algébrique les sommes des puissances entiéres des racines, ou de ces
sommes les coefficients eux-mémes. On peut d’ailleurs, pour atteindre
ce but, employer deux sortes de formules qui déterminent les unes
successivement, les autres d’un seul coup et d’une maniére explicite,
chacune des inconnues, c’est-a-dire chacune des sommes ou chacun
des coefficients cherchés. Les formules de la premiére espéce sont
celles qui ont ¢té données par Newton, et dont la démonstration la
plus élémentaire se trouve dans la Résolution des équations numeériques
de Lagrange (p. 133). Quant aux formules de la seconde espéce, on
pourrait les déduire des premiéres par une marche analogue i celle
quasuivie M. Libri dans un Mémoire publié¢ cn 1829, qui en rappelle
deux autres présentés par le méme auteur a I’Académie des Sciences
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en 1823 et 1835. Mais alors ces formules, propres & déterminer
immédiatement chaque inconnue, ne se présenteraient pas sous la
forme la plus simple; et, pour diminuer autant que possible lenombre
de leurs termes, il convient de les établir directement a I'aide de consi-
dérations analogues & celles dont j’ai fait usage dans l'extrait litho-
graphié d’'un Mémoire présenté a ’Académie le g aout 1824. C'est au
reste ce que j'expliquerai plus en détail dans un autre article.

FIN DU TOME XI DE LA SECONDE SERIE.






TABLE DES MATIERES.

DU TOME ONZIEME.

SECONDE SERIE.
MEMOIRES DIVERS E™ OUVRAGES.

1I. — MEMOIRES PUBLIES EN CORPS D'OUVRAGES,

" Exercices d’Analyse et de Physique mathématique.

AVERTISSEMENT

.............................................................

Mémoires sur les mouvements infiniment petits d'un systéme de molécules sollicitées
par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.........................
Note sur les sommes formées par 'addition de fonctions semblables des coordonnées
de différents points.......c.ooiiiii i e
Note sur la transformation des coordonnées rectangulalres en coordonnées polaires.
Note sur l'intégration des équations différentielles des mouvements planétaires... ..
Mémoire sur les mouvements infiniment petits de deux systémes de molécules qui
se péndtrent mutuvellement.............. .o Lo
Mémoire sur l'intégration des équations lmémres ...............................
Mémoire sur les mouvements infiniment petits dont les équations présentent une
forme indépendante do la direction des trois axes coordonnés, supposés rectan-
gulaires, ou seulement de deux de ces axe8..... ... .ottt
Mémoire sur la réflexion et la réfraction d'un mouvement simple transmis d'un sys-
téme de molécules & un autre, chacun de ces deux systémes élant supposé
homogéne et tellement constitué que la propagation des mouvements infiniment

petits 8'y etfectue en tous sons suivant les mémes lois ....... P
Méwmoire sur la transformation et la réduction des intégrales générales d'un systéme
d’équations linéaires aux différences partielles ............ i vevas

Mémoire sur les rayons simples qui ss propagent dans un systémo isotrope de
molécules et sur ceux qui g trouvent réfléchis ou réfractés par la surface de
séparalion de-deux semblables systémes......... N s .

28
4

51
75

134



$12 TABLE DES MATIERES.

. Pages.

Sur les relations qui existent entre I'azimut et 1'anomalie d’un rayon simple doué de
la polarisation elliptique.................... e e e e 320

Considérations nouvelles sur la théorie des suites et sur les lois de leur conver-
T N heeen e R 1 |

Mémoire sur les deux.espéces d'ondes planes qui peuvent se propager dans un sys-
téme isotrope de points matériels............... e v 354
Mémoire sur I'intégration des équations différentielles.......... . e 399
Mémoire sur I'élimination d'une variable entre deux équations alvébnquos ........ 466

FIN DE LA TABLE DES MATIERES DU TOME XI DE LA SECONDE SERIE.

48605 Paris. — Imprimerie GAUTHIER-VILLARS, quai des Grands-Augustins, 55.












PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER - VILLARS
52820 Quai des Grands-Augasting, 0.






503 C370
bl y 2 HFers g Eal

S 820005 w00y o ue?éfd




A
SRS

AWC\ w..u -
, o
)

e
.'N/u

g









	00000001.tif
	00000002.tif
	00000003.tif
	00000004.tif
	00000005.tif
	00000006.tif
	00000007.tif
	00000008.tif
	00000009.tif
	00000010.tif
	00000011.tif
	00000012.tif
	00000013.tif
	00000014.tif
	00000015.tif
	00000016.tif
	00000017.tif
	00000018.tif
	00000019.tif
	00000020.tif
	00000021.tif
	00000022.tif
	00000023.tif
	00000024.tif
	00000025.tif
	00000026.tif
	00000027.tif
	00000028.tif
	00000029.tif
	00000030.tif
	00000031.tif
	00000032.tif
	00000033.tif
	00000034.tif
	00000035.tif
	00000036.tif
	00000037.tif
	00000038.tif
	00000039.tif
	00000040.tif
	00000041.tif
	00000042.tif
	00000043.tif
	00000044.tif
	00000045.tif
	00000046.tif
	00000047.tif
	00000048.tif
	00000049.tif
	00000050.tif
	00000051.tif
	00000052.tif
	00000053.tif
	00000054.tif
	00000055.tif
	00000056.tif
	00000057.tif
	00000058.tif
	00000059.tif
	00000060.tif
	00000061.tif
	00000062.tif
	00000063.tif
	00000064.tif
	00000065.tif
	00000066.tif
	00000067.tif
	00000068.tif
	00000069.tif
	00000070.tif
	00000071.tif
	00000072.tif
	00000073.tif
	00000074.tif
	00000075.tif
	00000076.tif
	00000077.tif
	00000078.tif
	00000079.tif
	00000080.tif
	00000081.tif
	00000082.tif
	00000083.tif
	00000084.tif
	00000085.tif
	00000086.tif
	00000087.tif
	00000088.tif
	00000089.tif
	00000090.tif
	00000091.tif
	00000092.tif
	00000093.tif
	00000094.tif
	00000095.tif
	00000096.tif
	00000097.tif
	00000098.tif
	00000099.tif
	00000100.tif
	00000101.tif
	00000102.tif
	00000103.tif
	00000104.tif
	00000105.tif
	00000106.tif
	00000107.tif
	00000108.tif
	00000109.tif
	00000110.tif
	00000111.tif
	00000112.tif
	00000113.tif
	00000114.tif
	00000115.tif
	00000116.tif
	00000117.tif
	00000118.tif
	00000119.tif
	00000120.tif
	00000121.tif
	00000122.tif
	00000123.tif
	00000124.tif
	00000125.tif
	00000126.tif
	00000127.tif
	00000128.tif
	00000129.tif
	00000130.tif
	00000131.tif
	00000132.tif
	00000133.tif
	00000134.tif
	00000135.tif
	00000136.tif
	00000137.tif
	00000138.tif
	00000139.tif
	00000140.tif
	00000141.tif
	00000142.tif
	00000143.tif
	00000144.tif
	00000145.tif
	00000146.tif
	00000147.tif
	00000148.tif
	00000149.tif
	00000150.tif
	00000151.tif
	00000152.tif
	00000153.tif
	00000154.tif
	00000155.tif
	00000156.tif
	00000157.tif
	00000158.tif
	00000159.tif
	00000160.tif
	00000161.tif
	00000162.tif
	00000163.tif
	00000164.tif
	00000165.tif
	00000166.tif
	00000167.tif
	00000168.tif
	00000169.tif
	00000170.tif
	00000171.tif
	00000172.tif
	00000173.tif
	00000174.tif
	00000175.tif
	00000176.tif
	00000177.tif
	00000178.tif
	00000179.tif
	00000180.tif
	00000181.tif
	00000182.tif
	00000183.tif
	00000184.tif
	00000185.tif
	00000186.tif
	00000187.tif
	00000188.tif
	00000189.tif
	00000190.tif
	00000191.tif
	00000192.tif
	00000193.tif
	00000194.tif
	00000195.tif
	00000196.tif
	00000197.tif
	00000198.tif
	00000199.tif
	00000200.tif
	00000201.tif
	00000202.tif
	00000203.tif
	00000204.tif
	00000205.tif
	00000206.tif
	00000207.tif
	00000208.tif
	00000209.tif
	00000210.tif
	00000211.tif
	00000212.tif
	00000213.tif
	00000214.tif
	00000215.tif
	00000216.tif
	00000217.tif
	00000218.tif
	00000219.tif
	00000220.tif
	00000221.tif
	00000222.tif
	00000223.tif
	00000224.tif
	00000225.tif
	00000226.tif
	00000227.tif
	00000228.tif
	00000229.tif
	00000230.tif
	00000231.tif
	00000232.tif
	00000233.tif
	00000234.tif
	00000235.tif
	00000236.tif
	00000237.tif
	00000238.tif
	00000239.tif
	00000240.tif
	00000241.tif
	00000242.tif
	00000243.tif
	00000244.tif
	00000245.tif
	00000246.tif
	00000247.tif
	00000248.tif
	00000249.tif
	00000250.tif
	00000251.tif
	00000252.tif
	00000253.tif
	00000254.tif
	00000255.tif
	00000256.tif
	00000257.tif
	00000258.tif
	00000259.tif
	00000260.tif
	00000261.tif
	00000262.tif
	00000263.tif
	00000264.tif
	00000265.tif
	00000266.tif
	00000267.tif
	00000268.tif
	00000269.tif
	00000270.tif
	00000271.tif
	00000272.tif
	00000273.tif
	00000274.tif
	00000275.tif
	00000276.tif
	00000277.tif
	00000278.tif
	00000279.tif
	00000280.tif
	00000281.tif
	00000282.tif
	00000283.tif
	00000284.tif
	00000285.tif
	00000286.tif
	00000287.tif
	00000288.tif
	00000289.tif
	00000290.tif
	00000291.tif
	00000292.tif
	00000293.tif
	00000294.tif
	00000295.tif
	00000296.tif
	00000297.tif
	00000298.tif
	00000299.tif
	00000300.tif
	00000301.tif
	00000302.tif
	00000303.tif
	00000304.tif
	00000305.tif
	00000306.tif
	00000307.tif
	00000308.tif
	00000309.tif
	00000310.tif
	00000311.tif
	00000312.tif
	00000313.tif
	00000314.tif
	00000315.tif
	00000316.tif
	00000317.tif
	00000318.tif
	00000319.tif
	00000320.tif
	00000321.tif
	00000322.tif
	00000323.tif
	00000324.tif
	00000325.tif
	00000326.tif
	00000327.tif
	00000328.tif
	00000329.tif
	00000330.tif
	00000331.tif
	00000332.tif
	00000333.tif
	00000334.tif
	00000335.tif
	00000336.tif
	00000337.tif
	00000338.tif
	00000339.tif
	00000340.tif
	00000341.tif
	00000342.tif
	00000343.tif
	00000344.tif
	00000345.tif
	00000346.tif
	00000347.tif
	00000348.tif
	00000349.tif
	00000350.tif
	00000351.tif
	00000352.tif
	00000353.tif
	00000354.tif
	00000355.tif
	00000356.tif
	00000357.tif
	00000358.tif
	00000359.tif
	00000360.tif
	00000361.tif
	00000362.tif
	00000363.tif
	00000364.tif
	00000365.tif
	00000366.tif
	00000367.tif
	00000368.tif
	00000369.tif
	00000370.tif
	00000371.tif
	00000372.tif
	00000373.tif
	00000374.tif
	00000375.tif
	00000376.tif
	00000377.tif
	00000378.tif
	00000379.tif
	00000380.tif
	00000381.tif
	00000382.tif
	00000383.tif
	00000384.tif
	00000385.tif
	00000386.tif
	00000387.tif
	00000388.tif
	00000389.tif
	00000390.tif
	00000391.tif
	00000392.tif
	00000393.tif
	00000394.tif
	00000395.tif
	00000396.tif
	00000397.tif
	00000398.tif
	00000399.tif
	00000400.tif
	00000401.tif
	00000402.tif
	00000403.tif
	00000404.tif
	00000405.tif
	00000406.tif
	00000407.tif
	00000408.tif
	00000409.tif
	00000410.tif
	00000411.tif
	00000412.tif
	00000413.tif
	00000414.tif
	00000415.tif
	00000416.tif
	00000417.tif
	00000418.tif
	00000419.tif
	00000420.tif
	00000421.tif
	00000422.tif
	00000423.tif
	00000424.tif
	00000425.tif
	00000426.tif
	00000427.tif
	00000428.tif
	00000429.tif
	00000430.tif
	00000431.tif
	00000432.tif
	00000433.tif
	00000434.tif
	00000435.tif
	00000436.tif
	00000437.tif
	00000438.tif
	00000439.tif
	00000440.tif
	00000441.tif
	00000442.tif
	00000443.tif
	00000444.tif
	00000445.tif
	00000446.tif
	00000447.tif
	00000448.tif
	00000449.tif
	00000450.tif
	00000451.tif
	00000452.tif
	00000453.tif
	00000454.tif
	00000455.tif
	00000456.tif
	00000457.tif
	00000458.tif
	00000459.tif
	00000460.tif
	00000461.tif
	00000462.tif
	00000463.tif
	00000464.tif
	00000465.tif
	00000466.tif
	00000467.tif
	00000468.tif
	00000469.tif
	00000470.tif
	00000471.tif
	00000472.tif
	00000473.tif
	00000474.tif
	00000475.tif
	00000476.tif
	00000477.tif
	00000478.tif
	00000479.tif
	00000480.tif
	00000481.tif
	00000482.tif
	00000483.tif
	00000484.tif
	00000485.tif
	00000486.tif
	00000487.tif
	00000488.tif
	00000489.tif
	00000490.tif
	00000491.tif
	00000492.tif
	00000493.tif
	00000494.tif
	00000495.tif
	00000496.tif
	00000497.tif
	00000498.tif
	00000499.tif
	00000500.tif
	00000501.tif
	00000502.tif
	00000503.tif
	00000504.tif
	00000505.tif
	00000506.tif
	00000507.tif
	00000508.tif
	00000509.tif
	00000510.tif
	00000511.tif
	00000512.tif
	00000513.tif
	00000514.tif
	00000515.tif
	00000516.tif
	00000517.tif
	00000518.tif
	00000519.tif
	00000520.tif
	00000521.tif
	00000522.tif
	00000523.tif
	00000524.tif
	00000525.tif
	00000526.tif
	00000527.tif
	00000528.tif
	00000529.tif
	00000530.tif
	00000531.tif
	00000532.tif
	00000533.tif

