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AVERTISSEMENT

DE LA DEUXIEME EDITION,.

Cette édition a plusicurs avantages sur la premiére, qui a paru
en 1797 ; elle est plus correcte : on a mis plus d’ordre dans les
matieres, et on les a divisées par Chapitres, ce qu’on n’avait pu
faive d’abord, cet Ouvrage ayant été composé, comme d’un seul
jet, a mesure qu'il s'imprimait; enfin on y a fait différentes addi-
tions, dont les principales se trouvent dans le Chapitre X1V de
la seconde Partie et daus le Chapitre V de la troisieme.

On avait pens¢ a refondre dans la premiere Partie de ce T'raite
les Lecons sur le calcul des fonctions (%), qui servent de com-
mentaire et de suite & cette Partie; mais, comme clles forment
un Ouvrage a part qui peat étre lu séparément et indépendam-
ment de la Théorie des fouctions, on s'est contenté de les citer
dans tous les endroits sur lesqquels elles peuvent offrie des éclair-

cissements et des développements utiles (™).

(*) Ces Legons ont paru d'abord dans le Recucil des Lecons de I Ecole Normale ; mais la
seconde édition, publide en 1806 chez Coureier, st beaucoup angmentée; ¢'est celle-ci qu'on
a cilde,

{**) Les Legons sur le caleul des fonctions forment le Tome X des OFueres de Lagrange.

(Note de U Editeur.






THEORIE

DES

FONCTIONS ANALYTIQUES.

INTRODUCTION.

DES FONCTIONS EN GENERAL. DES FONCTIONS PRIMITIVES ET DERIVEES. DES
DIFFERENTES MANIERES DONT ON A ENVISAGE LE CALCUL DIFFERENTIEL.
OBIET DE CET OUVYRAGE.

On appelle fonction d’une ou de plusieurs quantités toute expres-
sion de calcul dans laquelle ces quantités entrent d’une maniere quel-
conque, mélées ou non avec d’autres quantités qu’on regarde comme
ayant des valeurs dounées et invariables, tandis que les quantités de
la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans
les fonctions, on ne considere que les quantités qu’on suppose va-
riables, sans aucun égard aux constantes qui peuvent y étre mélées,

Le mot fonction a été employé par les premiers analystes pour dé-
signer en général les puissances d’'une méme quantité. Depuis, on a
étendu la signification de ce mot & toute quantité formée d’une ma-
niere quelconque d’une autre (iuamité., Leibnitz et les Bernoulli P'ont
employé les premiers dans cette acception géncrale, et il est aujour-
d’hui généralement adopté.

Lorsqu’a la variable d'unc fonction on attribue un accroissement
quelconque, en ajoutant a cette variable une quantité indéterminée,
on peut, par les régles ordinaires de I’Algebre, si la fonction est algé-
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brifque, la développer suivant les puissances de cette indéterminée.
Le premier terme du développement sera la fonction proposée, quon
appellera fonction primitive; les termes suivants seront formés de diffé-
rentes fonctions de la méme variable, multipliées par les puissances
successives de I'indéterminée. Ces nouvelles fonctions dépendront uni-
quement de la fonction primitive dont elles dérivent et pourront
s'appeler fonctions dérivées. En général, quelle que soit la fonction
primitive, algébrique ou non, elle peut toujours étre développée ou
censée développée de la méme maniere, et donner ainsi naissance a
des fonctions dérivées. Les fonctions, considérées sous ce point de vue,
constituent une Analyse d'un genre supérieur a I'Analyse ordinaire
par sa généralité et ses nombreux usages, et I’on verra dans cet Ouvrage
que I'Analyse qu'on appelle vulgairement transcendante ou infinités:-
male n’est au fond que ’Analyse des fonctions primitives et dérivées,
et que les Caleuls différenticl et intégral ne sont, & proprement parler,
que le calcul de ces mémes fonctions.

Les premiers géometres qui ont employé le Calcul différentiel,
Leibnitz, les Bernoulli, L’Hopital, etc., I'ont fondé sur la considération
des quantités infiniment petites de différents ordres, et sur la suppo-
sition qu’on peut regarder et traiter comme égales les quantités qui
ne different entre elles que par des quantités infiniment petites a leur
égard. Contents d’arriver par les procédés de ce Calcul, d’'une maniere
prompte et sure, & des résultats exacts, ils ne se sont point occupés
d’en démontrer les principes. Ceux qui les ont suivis, Euler, d’Alem:
bert, ete., ont cherché a suppléer a ce défaut en faisant voir, par des
applications particulieres, que les différences qu'on suppose infini-

“ment petites doivent étre absolument nulles et que leurs rapports,
seules -quantités qui entrent réellement dans le calcul, ne sont autre
chose que les limites des rapports des différences finies ou indéfinies.

Mais il faut convenir que cette idée, quoique juste en elle-méme,
n’est pas assez claire pour servir de principe i une science dont la cer-
titude doit étre fondée sur I'évidence, et surtout pour étre présentée
aux commencants; d’ailleurs, il me semble que, comme dans le Calcul
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différentiel, tel qu'on I'emploie, on considere et on calcule en effet
les quantités infiniment petites ou supposées infiniment petites elles-
mémes, la véritable métaphysique de ce Calcul consiste en ce que
I'erreur résultant de cette fausse supposition est redressée ou com-
pensée par celle qui nait des procédés mémes du calcul, suivant les-
quels on ne retient dans la différentiation que les quantités infiniment
petites du méme ordre. Par exemple, en regardant une courbe comme
un polygone d’un nombre infini de cotés chacun infiniment petit, ct
dont le prolongement est la tangente de la courbe, il est clair qu’on
fait une supposition erronée; mais I'erreur se trouve corrigée dans le
calcul par I'omission qu’on y fait des quantités infiniment petites.
C’est ce qu’on peut voir aisément dans des exemples, mais dont il serait
peut-étre difficile de donner une démonstration générale.

Newton, pour éviter la supposition des infiniment petits, a considéré
les quantités mathématiques comme engendrées par le mouvement, et
il a cherché une méthode pour déterminer directement les vitesses ou
plutot le rapport des vitesses variables avec lesquelles ces quantités
sont produites; -c’est ce qu’on appelle, d’apres lui, la Methode des
JSluxions ou le Calcul flurionnel, parce qu’il a nommé ces vitesses
Sluxions des quantités. Cette Méthode ou ce Calcul s’accorde, pour le
fond et pour les opérations, avec le Calcul différentiel, et n’en differe
que par la Métaphysique, qui parait en effet plus claire, parce que
tout le monde a ou croit avoir une idée de la vitesse. Mais, d’un coté,
introduire le mouvement dans un calcul qui n’a que des quantités algé-
briques pour objet, c’est y introduire une idée étrangere et qui oblige
a regarder ces quantités comme des lignes parcourues par un mobile;
de l'autre, il faut avouer qu’on n’a pas méme une idée bien nette de
ce que c’est que la vitesse d’un point & chaque instant lorsque cette
vitesse est variable, et 'on peut voir, par le savant Trait¢ des fluxions
de Maclaurin, combien il est difficile de démontrer rigourcusement la
Méthode des fluxions et combien d’artifices particuliers il faut employer
pour démontrer les différentes parties de cette Méthode.

Aussi Newton lui-méme, dans son Livre des Principes, a préféré,

IX. 3
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comme plus courte, la Méthode des dernitres raisons des quantités
évanouissantes, et c'est aux principes de cette Méthode que se réduisent
en derniére analyse les démonstrations relatives a celle des fluxions.
Mais cette Méthode a, comme celle des limites dont nous avons parlé
plus haut, et qui n’en est proprement que la traduction algébrique, le
grand inconvénient de considérer les quantités dans I'état o elles
cessent, pour ainsi dire, d'étre quantités, car, quoiqu’on congoive
toujours bien le rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent
finies, ce rapport n'offre plus & 'esprit une idée claire et précise aus-
sitot que ses termes deviennent I'un et 'autre nuls a la fois.

C’est pour prévenir ces difficultés qu'un habile géometre anglais,
qui a fait dans I'’Analyse des découvertes importantes, a proposé dans
ces derniers temps de substituer a la Méthode des fluxions, jusqu’alors
suivie scrupuleusement par tous les géometres anglais, une autre Mé-
thode purement analytique, et analogue & la Méthode différentielle,
mais dans laquelle, au lieu de n’employer que les différencts infini-
ment petites ou nulles des quantités variables, on emploie d’abord des
valeurs différentes de ces quantités, qu'on égale ensuite, apres avoir
fait disparaitre par la division le facteur que cette égalité rendrait nul.
Par ce moyen, on évite & la vérité les infiniment petits et les quantités
évanouissantes; mais les procédés et les applications du calcul sont
embarrassants et peu naturels, et I'on doit convenir que cette maniére
de rendre le Calcul différentiel plus rigoureux dans ses principes lui
fait perdre ses principaux avantages, la simplicité de la méthode et la
facilité des opérations. (Voir I'Ouvrage intitulé The residual Analysis a
new branch of the algebric art, by Johg Landen, London, 1764, ainsi
que le Discours publié par le méme Auteur, en 1758, sur le méme
objet.) ,

Ces variations dans la maniére d’établir et de présenter les principes
du Calcul différentiel, et méme dans la dénomination de ce Calcul,
montrent, ce me semble, qu'on n’en avait pas saisi la véritable théorie,
quoiqu’on eut trouvé d'abord les regles les plus simples et les plus
commodes pour le mécanisme des opérations.
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On trouvera de nouvelles considérations sur cet objet dans la pre-
miere Lecon sur le Calcul des fonctions.

Dans un Mémoire imprimé parmi ceux de ’Académie de Berlin, de
1772, et dont I'objet était I'analogie entre les différentielles et les
puissances positives et entre les intégrales et les puissances négatives,
j'avancai que la théorie du développement des fonctions en séric con-
tenait les vrais principes du Calcul différentiel, dégagés de toute con-
sidération d’infiniment petits ou de limites, et je démontrai par cette
théorie le théoreme de Taylor, qui est le fondement de la méthode des
séries, et qu’on n’avait encore démontré que par le secours de ce Calcul
ou par la considération des différences infiniment petites.

Depuis, Arbogast a présenté a ’Académie des Sciences un Mémoire
ol la méme idée est exposée avec des développements et des applica-
tions qui lui appartiennent. Mais, I'Auteur n’ayant encore rien publié
sur ce sujet ("), et m’étant trouvé engagé par des circonstances parti-
culieres 4 développer les principes généraux de I’Analyse, j'ai rappelé
mes anciennes idées sur ceux du Calcul différentiel, et j’ai fait de nou-
velles réflexions tendant & les confirmer et & les généraliser; c'est ce
qui a occasionné cet écrit, que je ne me détermine & publier que par
la considération de I'utilité dont il peut étre & ceux qui étudient cette
branche importante de I’Analyse.

11 peut, au reste, paraitre surprenant que cette maniere d’envisager
le Calcul différentiel ne se soit pas offerte plus tot aux géometres, et
surtout qu’elle ait échappé 2 Newton, inventeur de la Méthode des
séries et de celle des fluxions. Mais nous observerons a cet égard qu’en
effet Newton n’avait d’abord employé que la simple considération des
séries pour résoudre le probleme troisitme du second Livre des Prin-
cipes, dans lequel il cherche la loi de la résistance nécessaire pour
qu'un corps pesant décrive librement une courbe donnée, probleme
qui dépend naturellement du Calcul différentiel ou fluxionnel. On sait
que Jean Bernoulli trouva cette solution fausse en la comparant avec

(*) L'Ouvrage que feu Arbogast a donné, en 1800, sous le titre de Calcul des dérivations,
a un objet différent, comme I'’Auteur en avertit lui-méme a la fin do sa Préface.
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celle qui résulte du Calcul différentiel, et son neveu, Nicolas, prétendit
que I'erreur venait de ce que Newton avait pris le troisieme terme de la
série convergente, dans laquelle il réduisait 'ordonnée de la courbe
donnée, pour la différentielle seconde de cette ordonnée, et le qua-
trigme pour la différentielle troisieme, au lieu que, suivant les regles
du Calcul différentiel, ces termes ne sont, I'un que la moitié, I'autre
que la sixieme partie des mémes différentielles. (Vour les Mémoires de
I’ Academie des Sciences de 1711 et le Tome I des QEupres de Jean Ber-
noulli.) Newton, sans répondre, abandonna entierement sa premiere
Méthode et donna, dans la seconde édition des Principes, une solution
. différente du méme probleme, fondée sur la méthode méme du Calcul
différentiel. Depuis, on n’a plus parlé de I'application de la Méthode
des séries & ce genre de problemes que pour avertir de la méprise
dans laquelle Newton était tombé et faire sentir la nécessité d’avoir
égard & P'observation de Nicolas Bernoulli. (Voir I'Encyclopédie, aux
articles Dyférentiel, Force.) Mais nous ferons voir que cette méprise ne
vient point du fond de la méthode, mais simplement de ce que Newton
n'a pas tenu compte de tous les termes auxquels il fallait avoir égard,
et nous rectifierons de cette maniere sa premiere solution, dont aucun
des commentateurs des Principes n’a fait mention.

I’objet de cet Ouvrage est de donner la théorie des fonctions, con-
sidérées comme primitives et dérivées, de résoudre par cette théorie
les principaux problemes d'Analyse, de Géométrie et de Mécanique,
qu'on fait dépendre du Caleul différentiel, et de donner par la a la
solution de ces problemes toute la rigueur des démonstrations des
Anciens. ’




PREMIERE PARTIE.

EXPOSITION DE LA THEORIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES DANS L’ANALYSE.

CHAPITRE PREMIER.

DEVELOPPEMENT EN SERIE D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE LORSQU'ON ATTRIBUE
UN ACCROISSEMENT A CETTE VARIABLE. FORMATION SUCCESSIVE DES TERMES DE
LA SERIE. THEOREME IMPORTANT SUR LA NATURE DE CES SERIES.

1. Nous désignerons en général pav la caractéristique fou F, placée
devant une variable, toute fonction de cette variable, ¢’est-a-dire toute
quantité dépendante de cette variable et qui varie avec elle suivant une
loi donnée. Ainsi f(x) ou F(x) désignera une fonction de la variable a;
Slx*), fla+bx), ... désigneront des fonctions de w*, de a+ ba, .

Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes, comme
de x, y, nous écrirons f(x, y), et ainsi des autres.

Lorsque nous voudrons employer d’autres caractéristiques pour mar-
quer les fonctions, nous aurons soin d’en avertir.

Considérons donc une fonction f(«) d’une variable quelconque .
Si 4 la place de « on y met x + ¢, ¢ étant une quantité quelcopque
indéterminée, elle deviendra f(x +1), et, par la théorie des séries, on
pourra la développer en une série de cette forme

flz)+pi+qi®+rid+...,

dans laquelle les quantités p, ¢, r, ..., coefficients des puissances de ¢,
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seront de nouvelles fonctions de z, dérivées de la fonction primitive &'
et indépendantes de I'indéterminée 7.

2. Mais, pour ne rien avancer gratuitement, nous commencerons par
examiner la forme méme de la série qui doit représenter le dévelop-
pement de toute fonction f(x) lorsqu’on y substitue « + a la place
de x, et que nous avons supposée ne devoir contenir que des puis-
sances entieres et positives de .

lette supposition se vérifie en effet par le développement des diffé-
rentes fonctions connues; mais personne, que je sache, n'a cherché a
la démontrer a priori, ce qui me parait néanmoins d’autant plus néces-
saire, qu’il y a des cas particuliers ol elle ne peut pas avoir lieu.
D'ailleurs, le Calcul différentiel porte expressément sur cette méme
supposition, et les cas qui font exception sont précisément ceux ou ce
Caleul a été accusé d’étre en défaut.

Je vais d’abord démontrer que, dans la série résultante du dévelop-
pement de la fonction f(x + ), il ne peut se trouver aucune puissance
fractionnaire de ¢, & moins qu'on ne donne & x des valeurs particu-
lieres.

En effet, il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que
des radicaux renfermés dans la fonction primitive f{x), et il est clair
en méme temps que la substitution de x + ¢ au lieu de x nc pourrait
ni augmenter ni diminuer le nombre de ces radicaux, ni en changer la
nature, tant que « et ¢ sont des quantités indéterminées. D'un autre
c0té, on sait par la théorie des équations que tout radical a autant de
valeurs différentes qu'il y a d’unités dans son exposant, et que toute
fonction irrationnelle a, par conséquent, autant de valeurs différentes
qu’on peut faire de combinaisons des différentes valeurs des radicaux
qu'elle renferme. Donc, si le développement de la fonction f(x + i)

pouvait contenir un terme de la forme uig, la fonction f(x) serait né-
cessairement irrationnelle et aurait par conséquent un certain nombre
de valeurs différentes, qui serait le méme pour la fonction f(x +¢),
ainsi que pour son développement. Mais, ce développement étant re-



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE L : 23

présenté par la série
m

S(&)+pi+qidt+.. . +ui"+...,

chaque valeur de f(x) se combinerait avec chacune des n valeurs du
radical v, de sorte que la fonction f(x +¢) développée aurait plus
de valeurs différentes que la méme fonction non développée, ce qui
est absurde.

Cette démonstration est générale et rigoureuse tant que 2 et ¢ de-
meurent indéterminés; mais elle cesserait de U'étre si 1'on donnait i
@ des valeurs déterminées, car il serait possible que ces valeurs détrui-
sissent quelques radicaux dans f(«) qui pourraient néanmoins sub-
sister dans f(z+1). Nous examinerom plus bas (Chap. V) ces cas
particuliers et les conséquences qui en résultent.

Nous venons de voir que le développement de la fonction /(1 +1)
ne saurait contenir, en général, des puissances fractionnaires de ¢; il
est facile de s’assurer aussi qu'il ne pourra contenir non plus des puis-
sances négatives de .

Car, si parmi les termes de ce développement, il y en avait un de la

forme -~ » m (,lant un nombre entier positif, en faisant { = o, ce terme

”l
deviendrait infini; donc la fonetion f(@ +¢) devrait devenir infinie
lorsque ¢ = o; par conséquent, il faudrait que f(«) devint infinie, ce
qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulieres de .

3. Nous étant ainsi assurés de la forme générale du développement

de la fonction f{x + ¢), voyons plus particulicrement en quoi ce déve-
“loppement consiste et ce que signific chacun de ses termes.

On voit d’abord que, si I'on cherche dans cette fonction ce qui est
indépendant de la quantité 7, il n’y a qu’a faire = o, ce qui la réduit
a f(@). Ainsi f(x) est la partie de /(2 +¢) qui reste lorsque la quan-
tité ¢ devient nulle, de sorte que f(x +¢) sera égale & f(x), plus & une
quantité qui doit disparaitre en faisant i = o et qui sera par consé-
quent ou pourra étre censée multipliée par une puissance positive
de ¢; et, comme nous venons de démontrer que. dans le développement
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de f(w + 1) il ne peut entrer aucune puissance fractionnaire de ¢, il s’en-
suit que la quantité dont il s’agit ne pourra étre multipliée que par une
puissance positive et entitre de ¢; elle sera donc de la forme /P, P étant
une fonction de x et ¢ qui ne deviendra pomt infinie lorsque ¢ = o.
On aura donc ainsi
flz+i)=f(=x) +1P;

done f(@ + i) — f(x) = (P, et par conséquent divisible par ¢; la divi-
sion faite, on aura

p= Lz + i) —f(x)
l
Or, P étant une nouvelle fonction de « et ¢, on pourra de méme en
séparer ce qui est indépendant de ¢ et qui, par conséquent, ne s’éva-
nouit pas lorsque ¢ devient nul. 8oit donc p ce que devient P lorsqu’on
fait i ==o0; p sera une fonction de x sans Z, et, par un raisonnement
semblable au précédent, on prouvera que P = p +1Q, 1Q étant la partie
de P qui devient nulle lorsque i = o, et Q étant une nouvelle fonction
de & et ¢ qui ne devient pas infinie lorsque i = o.
On aura done P —p =1Q, et par conséquent divisible par ¢; la di-
vision faite, on aura

Soit ¢ la valeur de Q en y faisant ¢ = o; ¢ sera une fonction de @ sans
i, et la partie de Q qui devient nulle lorsque ¢ devient nul sera,
comme ci-dessus, de la forme ‘R, R étant une fonction de x et ¢ qui
ne deviendra pas infinie lorsque ¢=o et qu'on trouvera en divisant
Q — ¢ par ¢, et ainsi de suite.

On aura, par ce procédé,

fle+i)=fla)+iP, P=p+iQ, Q=gq+iR, R=r+iS, ..;
donc, substituant successivement,
Sle+i)=f(x)+iP=flz)+ip+2Q=f(x) +ip+il¢+PR=.. ,

ce qui donnera, pour le développement de f(x + ), une série de la
forme que nous avons supposée au commencement.
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4. Soit, par exemple, f(z)= ;'-r; on aura
)=
fle+1i) vt

done
, T 1 i ' 1 1
iP= _— = = = - o =m—
P x z(z+1) zz+0q F xz?’
1 1 ] 1 1
QY =— Q —, e — o=
0 x(x+1)  at T x+1) Q 2 x+1) ¢ x3’
1 1 [ ' 1
iR = _ | . RN
xt(x+1) al (2 +1) 2z 1) ! z?
.................................................................. ;
. T .
ainsi I'on aura
1 i 1 i i? ' i i? T4
— e T S it T T
z z(x41) x ar ax-+i) =z a2t @)

comme il résulte de la division actuelle.
Prenons encore pour exemple la fonction irrationnelle ya. On aura

done ~ L
flz)=va, flz+i)=Va+=yx+iP;
done
| ' : S — .
p= =

iP=yz+i— o= ey Pz Lo,
V& == 4= Y Vo -1 -+ Yz

1 1

Q=P—p= e R
IQ P \/.z' + [+ \/.l' 2 v.l‘

. ___‘\/; —Vr-+i K

T oz (Vo +i--yx) oavz(Vo + 1+ Jz)*

Q== ayx(yz + i+ yz)*

4=

9 UL
8xyux

. 1 I !
M=0-g= | - fe e
i—ox+aveJori . i_-

o i JTEiasyE
Tayz Ga(Jz+ i+ yz) 2yz fa(Vo + 1+ yz)’

R — \/.1:4—[-}-3\/;' R —,
T 8xyr(Va+i+yz) 1622z

........................................
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De sorte qu’on aura, de cette manibre,
i
Y& 4+ 4 yr n\la. m\/;(s,’x 14 yx)*
s VEwiedE

+n,/z' 8xyz SBxyz(Vz+(+ yx)®

- i i i
=X — = e — e
ayzx Bxyx 1bxyx

Cette derniére série est celle que I'on trouve par I'extraction actuelle
de la racine carrée ou par la formule du hinome.

5. 1 serait difficile d’exécuter ces opérations sur des fonetions irra-
tionnelles plus compliquées; mais, en faisant disparaitre les irration-
nalités par rapport i la quantité ¢, I'application de la méthode n’zura
plus de difficulté.

Ainsi, en reprenant I'exemple précédent, on partira de l'c.qualmn

Vz 1=z +iP,
qui, élant élevée au carré pour dégager I'v de dessous le signe radical,
devient, apres la division par ¢,
1=aPJzx + P2,

Faisant i == o, P devient p, et I'on aura

1= f.\p\/;, d'vu p--—;s:t

On fera donc P == p +iQ, ce qui étant substitué, on aura, apres la
division par ¢,

iQ

0= =+ aQV2 + —= +2Q2,
4z vES
Faisant ¢ = o, Q devient ¢; donc on aura

1 -
- +agyxr=o,

4z
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d'olt I'on tire

On fera donc Q = ¢ + R, et ainsi de suite.
On peut, a la vérité, trouver les valeurs de p, ¢, r, ... d'une manicre
plus expéditive en faisant tout de suite I'équation

Vet i=Va+pi+qit+rid+. ..,

Pélevant au carré. pour dégager la quantité ¢ de dessous le signe, et
comparant ensuite les termes affectés des mémes puissances de i pour
que cette quantité puisse demeurer indéterminée, comme on le sup-
pose; mais la méthode précédente a I'avantage de ne développer la
série qu'autant qu’'on veut et de donner la valeur exacte du reste. En
effet, si 'on voulait, par exemple, s’arréter au second terme pi, on
aurait Q* pour la valeur du reste, et I'on pourrait déterminer Q par
la résolution de I’équation en Q. Dans 'exemple ci-dessus, cette équa-
tion est

I.QQQ—F Q ('L v/; -+ j;:) +. ‘4{;} == 0,

et, pour la résoudre de maniére que I'expression de Q ne présente pas
YRR , . . . 1 « .
la quantité ¢ au dénominateur, il n’y a qu’a faire Q = ;s ce qui réduira

I’équation a cette forme,

V2 4V(rzyz + iyz) +fxiz=o0,

d’olr I'on tire ~ ~ )
=—fzyzx—a2iyrEtlzJzr +i;

et, comme Q ne doit pas devenir infini lorsque { = o (n° 3), il faudra
que V ne devienne pas nul dans le méme cas; par conséquent, il faudra
prendre le signe inférieur du radical; on aura ainsi

V=—ayz(az+i)—fjafz+1i,
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et de lh

Q:‘:—— d e

wWelaz+i)+haVz+i  ayElE i+ ya)

comme plus haut. On en usera de méme dans tous les cas semblables.

6. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons exposée
consiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions p, ¢, 7, ... ré-
sultent de la fonction principale /(«), et surtout en ce qu'elle prouve
que les restes (P, ¢Q, 'R, ... sont des quantités qui doivent devenir
nulles lorsque i = o, d'oi 1'on tire cette conséquence importante que,

dans la série
Sle)+pi+qit+ris+...,

qui nait du développement de f(x -+ 1), on peut toujours prendre
assez pelit pour gu'un terme guelconque soit plus grand que la somme
de tous les termes qui le suivent, et que cela doit avoir lieu aussi pour
toutes les valeurs plus petites de 7.

Car, puisque les restes iP, /Q, iR, ... sont des fonctions de U qui
deviennent nulles, par la nature méme du développement, lorsque
i =0, il s'ensuit que, en considérant la courbe dont ¢ serait 'abscisse
et l'unc de ces fonctions 'ordonnée, cette courbe coupera 'axe & 1'ori-
gine des abscisses, et, & moins que ce point ne soit un point singulier,
ce qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulieres de «,
comme il est facile de s'en convaincre avec un peu de réflexion et par
un raisonnement analogue 4 celui du n® 2, le cours de la courbe sera
nécessairement continu depuis ce point; donc elle s'approchera peu a
peu de l'axe avant de le couper et s'en approchera, par conséquent,
d'une quantit¢ moindre qu'aucune quantité donnée, de sorte qu’on
pourra toujours trouver une abscisse ¢ correspondant i une ordonnée
moindre qu'une quantité donnée, et alors toute valeur plus petite
de i répondra aussi A des ordonnées moindres que la quantité donnée.

On pourra donc prendre i assez petit, sans étre nul, pour que /P
soit moindre que f(x), ou pour que iQ soit moindre que p, ou pour
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-gue iR soit moindre que ¢, et ainsi- des autres, et par conséquent pour
que :*Q soit moindre que ip ou que *R soit moindre que i%g, etc.;
donc, puisque (n° 3)

IP=ip+2q+i3r+..., PQ=0q+0r+..., PR=Dr+...,

il s’ensuit qu'on pourra toujours donner & ¢ une valeur assez petite
pour que chaque terme de la série

fley-+ip+itg+dr+...

devienne plus grand que la somme de tous les termes suivants, ct
alors toute valeur de ¢ plus petite que celle-la satisfera toujours i la
méme condition.

On doit regarder ce théoreme comme un des principes fondamentaux
de la théorie que nous nous-proposons de développer; on le suppose
tacitement dans le Calcul différenticl et dans celui des fluxions, et ¢’est
par cet endroit qu’on peut dire que ces calculs donnent le plus de prise
sur eux, surtout dans leur application aux problemes géométriques et
mécaniques. Les doutes qui pourraient rester sur la démonstration de
ce théoreme, parce que le procédé que nous avons employé pour trouver
les restes ¢P, iQ, 7R, ... n’est applicable quaux fonctions algéhriques,
seront levés dans le Chapitre V, ol nous donnerons I'expression géné-
rale de ces restes et la maniere d’en déterminer les limites.

7.- 11 faut remarquer, au reste, que la méthode que nous venons de
donner pour trouver successivement les termes de la série qui repré-
sente une fonction de x + ¢, développée suivant les puissances de ¢, ne
peut s'appliquer, en général, au développement d’une fonction de x
et de ¢ qu'autant que cette fonction est susceptible d’étre réduite en
une série qui procede suivant les puissances positives et entieres de ¢,
car le raisonnement du n°® 2, par lequel nous avons prouvé que toute
fonction de  + i est, généralement parlant, susceptible de cette forme
ne pourrait pas s'appliquer 2 une fonction quelconque de x et i. Mais,
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dans les cas oi cotte réduction est possible, on pourra toujours appli-
quer & la série résultante du développement suivant les puissances
ascendantes de ¢ la conséquence que nous en avons tirée dans le nu-
méro précédent, savoir, que la quantité i pourra étre prise assez petite
pour qu’un terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux
qui le suivent, pris ensemble.
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CHAPITRE 1L

FONCTIONS DERIVEES; LEUR NOTATION ET LEUR ALGORITHME.

8. Nous avons vu que le développement de f(x -+ ¢) donne naissance
a différentes autres fonctions p, ¢, r, ..., toutes dérivées de la fonction
principale f(«), et nous avons donné la maniere de trouver ces fonc-
tions dans des cas particuliers. Mais, pour établir une théorie sur ces
sortes de fonctions, il faut rechercher la loi générale de leur dériva-
tion. '

Pour cela, reprenons la formule générale

Sfle+i)=flz)+pi+qi*+rid+. ..,

.

et supposons que I'indéterminée x devienne x + o, o étant une quan-
tité quelconque indéterminée et indépendante de ¢; il est visible que
S(x + 1) deviendra f(x + i +o0), et I'on voit en méme temps que 'on
aurait le méme résultat en mettant simplement ¢ + o & la place de ¢
dans f(x + ¢). Donc aussi, le résultat doit étre le méme, soit qu’on
mette, dans la série /(@) + pi+ qi2+ ri® ..., i+ 0 i la place de ¢,
soit qu’on y mette  + o au lieu de x.
La premiere substitution donnera

Sflxe)+pli+o)+qli+o)l+r(i+opP+...,
savoir, en développant les puissances de i+ o, et n’écrivant, pour plus
de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puissance,

parce que la comparaison de ces termes suffira pour les déterminations
dont nous avons besoin,

Z)+ pi+qit 4+ rid 4 st 4. ..+ po +2qio +3ri2o + §si%0 +. ...
Pt+4q
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Pour faire I'autre substitution, soient /() + /()0 +..., p+plo +...,
g+qgo4...,r+ro+... ce que deviennent les fonctions f(x), p,
g, ... en y mettant &+ o pour x et ne considérant dans le déve-
loppement que les termes qui contiennent la premitre puissance de o3
il est clair que la méme formule deviendra

flx) v pi+gi+rd s+, 4+ fliz)o+pio+qito+rido+....

Comme ces deux résultats doivent étre identiques quelles que soient
les valeurs de ¢ et dc o, on aura, en comparant les termes affectés de o,
de io, de i*0, etc.,

p=f{x), 2q=p', 3r=¢q, 4s=r,

Maintenant, de méme que /() est la premiere fonction dérivée de
JS(@), il est clair que p’ est la premitre fonction dérivée de p, que ¢’ est
la premikre fonction dérivée de ¢, #' la premiere fonetion dérivée de r,
et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et d’uniformité, on
dénote par f'(x) la premiere fonction dérivée de f{a), par f”(x) la
premitre fonction dérivée de f'(x), par /() la premiere fonction dé-
rivée de f"(x), et ainsi de suite, on aura

p.—::.f'(.z‘), etdela p' —'—‘f”(-l');
done
' " ) ., " x)
¢ = L;* = ‘Li-—-“) et de la == L;‘w-»;
done
¢ _ [ TR A CAR
re= 3 a3 ctde o r'= 2.3
done _
PN S Jod £ NV M 0 )
T4 2.3 T T 234"

et ainsi de suite.
Donc, substituant ces valeurs dans le développement dé la fonctio:
J(x+1), on aura

fle v iy=flz) ey L e Lo oo
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Cette nouvelle expression a I'avantage de faire voir comment les termes
de la série dépendent les uns des autres, et surtout comment, lorsqu’on
sait former la premiere fonction dévivée d'une fonction primitive quel-
conque, on peut former toutes les fonctions dérivées que la série
renferme.

9. Nous appellerons la fonction f(x) fonction primitive par rapport
aux fonctions f'(x), f’(x), ... qui en dérivent, et nous appellerons
celles-ci fonctions dérivées par rapport i celle-la. Nous nommerons de
plus la premiere fonction dérivée f'(x) fonction prime, la seconde
fonction dérivée /”(x) fonction seconde, la troisieme fonetion dérivée
S (&) fonction tierce, et ainsi de suite.

De la méme maniere, si y est supposée une fonction de «, nous déno-
terons ses fonctions dérivées par v, y", y", ..., de sorte que, y étant
une fonction primitive, y’ sera sa fonction 1);'I)ne, " en sera la fonction
seconde, y" la fonction ticrce, et ainsi de suite.

De sorte que, x devenant x + ¢, y deviendra

i sy "
yyi T

-*__..-n

Ainsi, pourvu qu’on ait un moyen d’avoir la fonction prime d’une
fonction primitive quelconque, on aura, par la simple répétition des
mémes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conséquent
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction
primitive.

Au reste, pour peu qu’on connaisse le Calcul différentiel, on doit
voir que les fonctions dérivées y', y”, ", ..., relatives a x, coincident

| ions &, @r dr
avec les expression dz’ dx”’ dz3’
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CHAPITRE 1IL

FONCTIONS DERIVEES DES PUISSANCES, DES QUANTITES EXPONENTIELLES ET
LOGARITHMIQUES, DES SINUS, COSINUS ET DES EXPRESSIONS COMPOSEES
DE CES FONCTIONS SIMPLES. EQUATIONS DERIVEES.

10. Puisque tout se réduit & trouver la premiere fonction dérivée
d"une fonction donnée, nous allons donner des rigles générales pour
la formation des fonctions dérivées des principales quantités qu’on
emploie dans 1'Analyse.

Par ce que nous venons de démontrer, on voit que la fonction dé-
vivée f'(x) d'une fonction donnée f(x) de la variable « n’est autre
chose que le coefficient de i dans le premier terme du développement
de cette fonction, apres la substitution de x + i 4 la place de i. Ainsi il
ne s'agit que de trouver ce premier coeflicient.

Soit done d’abord /(&) = «™; on aura

Slx i) =(x +i)m;

or il est facile de démontrer, soit par les simples regles de I'Arithmé-
fique, soit par les premitres opérations de I'Algebre, que les deux pre-
miers termes de la puissance m du bindme x + ¢ sont &™ + ma™,
s0it que m soit un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif;
ainsi on aura

Sx)=mam-,
De 13 on tirera de la méme maniere

Srx)=m(m—1)am-3, f"x)=m(m —1)(m—a)xm-3,
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de sorte qu'on aura, par la formule générale du n° 8,

m(m--1)(m—2)

m(m )x"' B g Y g
2

(4 i)m=gm 4+ mam=* i+

ce qui est la formule connue du binéme, laquelle se trouve ainsi dé-
montrée pour toutes les valeurs de m.

11. Soit en second lieu f{x)=-a"; on aura
fle-+1  ar+i=-a*al,

Ainsi tout se réduit a trouver les deux premiers termes de la série de «',
développée suivant les puissances de 7.
Soit, pour cela, @ =1--b; alors

aiz= (14 bYi=14ib N gy (= tli=2) e
' 2 2.3

par la formule que nous venons de démontrer. Développant les pro-
duits de 7, £ —1, {— 2, ... ct ordonnant les termes suivant les puis-
sances de £, on trouvera que les termes multipliés par ¢ forment cette

, e b2 b
série ¢ (b oH- e o)

: 2 3
Donc, faisant pour abréger
b2 b3 (a-- 2 (a--1}?

b= G g R T

les deux premiers termes de la valeur de a‘ en série seront 1+ A¢; on
aura par conséquent

J'(x)=Aar.
On tirera de la, par la méme opération répétée,
S z)=A.Aa*-= A%, ["(z) =A%, ...
on aura ainsi
A2id A3 3 )

flz+1) r:a‘*'i;:a-‘(l—I—Ai—i- e —— e
2 2.3
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Divisant par a” et changeant i en @, on aura la série connue

Alz?  Adx
ar =14+ Ax + —— + - +oee e
2 2.3

12. Si dans cette formule on fait =1, on aura

A1 A3
Aa=1+A+— 4 — s
2 2.3

. . [}
et, si 'on fait x = 1’ Onaura

1 1 1
a =l+l+;+—?+

]
23 Ta3g T

1
Ainsi la quantité a* est égale & un nombre constant, qui est la valeur
de a, lorsque A = 1, et par la série précédente on trouve

a* :2,71828 18284 59045 . .
C'est le nombre qu’on désigne ordinairement par e, de sorte que la

relation entre a et A se trouve exprimée d’une maniére finie par I'équa-
1

tion a* = e, laquelle donne a == ¢*.

Donc, 8i f(x)=e€™7, on aura a = €™, A = m, et par conséquent
S(&)=memr, f'(z)=m2e"* ["(x)=m>ems, ...,
‘d’out I'on tirera, comme ci-dessus,

m2x? md x?

Or, dans I'équation y == a*, x est ce qu'on appelle le logarithme de y,
a étant la base du systeme logarithmique, c'est-a-dire le nombre dont
le logavithme est 1'unité, de sorte que cette équation donne x = logy

pour la base a. Par la méme raison, I'équation @* = e donnera 5 = loge
pour la base a et A = loga pour la base e.
Dans le systtme des logarithmes ordinaires, la base a a été prisc
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égale & 1o, parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le
calcul arithmétique; mais dans I'Analyse on préfere, comme plus
simple, le systeme dont la base est le nombre e; c’est le systeme des
logarithmes de Neper, qu'on nomme communément logarithmes hyper-
boligues, parce qu’ils sont représentés par l'aire de I'hyperbole équi-
latére entre ses asymptotes, et on les désigne par la simple caracté-
ristique 1. Ainsi on a A =1la; par conséquent, la fonction prime de
la fonction a” est exprimée par a®la (numéro précédent).

Au reste, comme a=e¢", on aura a = €'“, et par conséquent a’ ="',
moyennant quoi on peut réduire toutes les exponentielles & la méme
base e.

13. Soit done, en troisieme lieu, f(.r)=log.x; on aura, par la nature
des logarithmes, x = a/®. Or, x devenant x + i, f(z) devient

Sl@ i)y =f(2)+if (@) + o f5) +.

. ’ . ‘2 L . o
Faisant, pour abréger, o = (/" (x) -+ %f”(x) +..., I'équation x - : @/
deviendra, en y lettant = + ¢ pour x et f(z) + o pour f(x),

x i = altx) o = qf(*), qo,

et, divisant cette équation par la précédente, on aura

202

I-.._

I+ —:==a°=1+Ao -+ -+... (numéro précédent).

&

Effacant I'unité de part et d’autre, et divisant par ¢, aprés avoir substitu¢
la valeur de o, on aura, en ordonnant suivant les puissances de ¢,
1 ; i
z = :\f’(x) -+ ;[A'f”}'x) '+‘1\2_f,2(.2‘)]+. .
La quantité ¢ étant et devant demeurer indéterminée, il faudra que
cette équation se vérifie indépendamment.de cette quantité; par con-
séquent, tous les termes alfectés d’'une méme puissance de ¢ devront
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se détruire d’eux-mémes et former autant d’équations a part. On aura’
donc ainsi '

' —=Af(z), Af'(z)+Aif?(z)=0,
ct ainsi de suite.

Donc, f(x) étant égal a logx, on aura, en général,
1

f’(x):,: T —

1
z " zld'
et de la, par la formule générale du n® 10, on tirera

Flel = g S = i @) A

xtla T xdla

valeurs qui satisfont, comme l'on voit, aux différentes équations
trouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitution de ces valeurs dans la

série f(x)+if (o) + ;f”(x)+. .., on aura sur-le-champ

log(a -+ i) == log 4 —— — it B
g =108 zla 2x2?la  3x3la

Faisant o == 1 et changeant  en .r, on aura la formule connue

Pour les logarithmes hyperboliques o1 le == 1, on aura simplement

f”(x).—:;-«—r y e

a2

fle)=lx, f'(z)=

x

14. Les sinus et cosinus d’angles considérés analytiquement ne sont
que des expressions composées d’exponentielles imaginaires; ainsi,
on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces exponen-
tielles.

Soit donc, en quatrieme lieu, f(x) = sina; comme on a

fu.t\,/-:; — ‘..‘/-»4' e.l'\/_:—‘ -t e v AT.’!‘
sing = ——————y cOST= —-———
2y—1 2

)
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on fera P
e.l"/-_i. — =X \/:T

Sflz)=

—— b
2y —1

et 'on aura (n° 12), en mettant =\ =1 au lieu de m dans e"”,

RPN e S
f’(x) — (i'”__;f;ﬁi___ ~— == COSXx.

De méme, en faisant

— _ eV gmayi
fle)=cosor = -,

on trouvera

eV pmaTT . .
;_._1-— \V— 1= - Sinx.

f(#)=

Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sinx, cosa, on en
déduira facilement toutes les autres fonctions dérivies.

En effet, puisque f(2) = sinz a donné f/(x) = cosx et que f(x)==cos.r
a donné f'(x) = --sinx, on aura, pour f(x):=sinxr,

S'(z) =cosz, f"(x)=—sinz, S"(x)=:—cosx, fr¥(z)=sinx, ...,
et, pour f(x)= cosx,.on aura

f'(x).: —sinz, f"(x)=—cosx, f"(z)=sinz, ['(x)=cosa,
Dapres ces formules, on aura sur-le-champ les séries

, . \ . L g TA N
sin(z + ) == sinx + i cosx — - $inx - —; COST +- —— sinz . . o
o ;

3.3 2.3.4
. . I (L 0
CoS(& + (] = €OSZ — I SiNZ -~ — COSZ + —= SiNZ + —=— COST —. ..,
2 2.3 2.3.4

d’ou, en faisant x = o et changeant ¢ en «, on tire les séries connues

. x3 xh x? xh
NZ =2 — 0 4 T — ey ST =1— — o ...
st 2.3 2.3.4.5 ’ 2 2.3.4

15. Les fonctions 2™, a®, lx, sinz, cosx que nous venons de con-
sidérer doivent étre regardées comme les fonctions simples analytiques
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d'une seule variable. Toutes les autres fonctions de la méme variable
se composent de celles-la par addition, soustraction, multiplication ou
division, ou sont données en général par des équations dans lesquelles
entrent des fonctions de ces mémes formes. Ainsi, connaissant les
fonctions primes des fonctions simples que nous venons d’examiner, on
trouvera aisément les fonctions primes des fonctions composées, et,
par les mémes opérations répétées; on aura successivement les fonc-
tions secondes, tierces, etc.

Soient p, ¢, r, ... des fonctions simples de x, dont p’, ¢/, r', ...
soient les fonctions primes connues par les regles précédentes, et
qu'on demande la fonction prime ¥’ d'une fonction y composée de p,
g, ry ...; on considérera que, x devenant x + ¢, y devient en général
y+yi+ 7:2'—{ 4.+ (n°9).Orp, q,r, ... deviennent en méme temps
PHPIi+o g+qi+..., r+r'i+..., et ainsi des autres. Il n’y
aura done qu'h substituer ces valeurs dans 'expression de y, déve-
lopper les termes suivant les puissances de 1, et le coefficient de ¢ sera
la valeur cherchée de y'.

Ainsi, siy=ap+bg+...,a, b, ... étant des coefficients constants
quelconques, on aura sur-le-champ

M r=ap' - b+
Si y = apg, la quantité pg deviendra

(p-rip' .. ) (g+ig +...)=pg+i(p'qg+gp)+..;

done
Y =ap'q+agqp.

8i y == apgr, on trouvera de la méme maniere

)y =ap'gr+ aq'pr—ar'pq,
et ainsi de suite.

Siy= 5': » la quantité -5 deviendra
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Développant le dénominateur en série par les régles connues, on aura

(p‘+ip'+...)<;‘;—— %+)::q£+l(% —2—?)4—---;
done
, ap' apq’
y o= P _l’_:?_

q 9q

16. Soit, en général, y = f(p); en regardant f(p) comme une fonc-
tion primitive de p, sa fonction prime sera f/(p), en sorte que, p deve-
nant p—+o (j'emploie ici la quantité indéterminée o i la place de la
quantité indéterminée 7, qui désignera toujours I'augmentation indé-
terminée de x), f(p) deviendra (n° 8)

J(p)+of (p)+ L fr(p) +....

Or, p étant une fonction de a, lorsque @ devient x + 2, p devient
(n® 8)

p

2

”

p+ip+ ey

done, faisant o = p' + ';-p”-i—...,f(p) deviendra, par la substitution

de z + 4 la place de x,
/2
SP)+ P p)+ S p) + 0 fp)] +- 5

par conséquent, on aura
y'=pfp)

d’ou résulte ce principe, que la fonction prime d’une fonction d’une
quantité qui est elle-méme une fonction d’une autre quantité est égale
au produit des fonctions primes des deux fonctions.

Supposons maintenant que y soit une fonction de p et de ¢, que nous
désignerons par f(p, ¢); il s’agit donc de substituer x4+ ¢ i la place
de x dans les deux fonctions p et g. Or il est visible que I'on doit avoir
le méme résultat, soit qu'on fasse ces deux substitutions a la fois ou

IX. 6



"2 THEORIE DES FONCTIONS.

successivement, puisque les quantités p et ¢ sont regardées comme
indépendantes.

En substituant d’abord x + ¢ 4 la place de « dans la fonction p, la
fonction f(p, ¢), regardée seulement comme fonction de p, devient

Spsq)+ip fi(p)+...;

j'écris simplement f"(p) pour désigner la fonction prime de f(p, ¢),
prise relativement a p seul, ¢ étant regardée comme constante. Substi-
tuons maintenant & + ¢ pour x dans ¢; la fonction f(p, ¢) deviendra
pareillement
fipa)+ig f'(q)+..,

ol f'(¢) représente la fonction prime de f(p, ¢), prise relativement & ¢
seul, p étant regardée comme constante. Quant au terme ip’ /' p), il est
visible que, par cette nouvelle substitution, il se trouverait augmenté
de termes multipliés par 2, %, .... Ainsi les deux premiers termes de
la série provenant du développement de f(p, q), apres la substitution
de & + ¢ pour x, seront simplement

Jima)+ilpfp)+ ¢ f (9
de sorte qu’on aura :
»'=pre)+9,1)

Si y était une fonction de p, ¢, r, veprésentée par f(p, q, r), on trou-
verait de la méme maniere

y' =P L)+ L)+ f (),
et ainsi de suite.

D’ol il est aisé de tirer cette conclusion générale, que la fonction
prime d'une fonction composée de différentes fonctions particulieres
sera la somme des fonctions primes relatives i chacune de ces mémes
fonctions, considérées séparément et indépendamment 1'une de autre.

Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les
fonctions primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les autres
fonctions dérivées des ordres supérieurs.
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Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de x, les fonctions

primes de )
X

Xm, X, a, sin X, cosX,

seront
.. X' X, .
mXm-+ X', X' @ X'la, X'cosX, —X'sinX, ...,

et leurs fonctions secondes

- K——-a axX” la + ax X'2(la)2,

)

mXm=V X"+ m(m— 1) Xm-2X"2,

Sie

X
X"cosX — X"?sinX, —X"sinX —X'2cosX, ...,

et ainsi de suite.

17. Mais la fonction y pourrait n’étre donnée que par une équation
quelconque entre x et y.

Représentons cette équation, en général, par F(x, y)=o0; on aura,
par la résolution, y égal & une certaine fonction de @, qu’on pourra
désigner par f(x), de sorte que, en substituant /() pour y dans la
fonction F(x, y), clle deviendra F[x, f(x)], fonction de a seul que
nous désignerons par ¢(x). Cette fonction ¢(a) devra done étre nulle
quelle que soit la valeur de 2. Done clle le sera aussi en mettant x + ¢
pour z, quelle que soit la valeur de i. Mais, par cette substitution,
»(a) devient

—@"(x) 4.0

o(2) +ig(e) + =

done, pour que ¢ puisse étre une quantité quelconque, il faudra que
I'on ait séparément les équations

L

¢(x)==0, ¢'(x)==0, ¢"(x)==0, ...,

dont la premiere est I'équation donnée, la seconde est sa fonction
prime, la troisieme sa fonction seconde, etc.

Or, puisque ¢(x)=F[z, f(x)] =F(x, y), ¢'(x) sera la fonction
prime de F(x, y), y étant regardée comme fonction de x, et, par le
principe établi dans le numéro précédent, cette fonction prime sera
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exprimée par F'(x)+y'F(y), en désignant par F(x) et F'(y) les fonc-
tions primes de la fonction F(x, y), prises relativement a « seul et 4 y
seul.

Donc l’équation F(x, ¥) = o donnera

F(z)+y F(y)=o,
d’ol1 'on tire
y=- Flz),
F(y)
Ayant ainsi la valeur de la fonction prime y’ en fonction de x et y,
on aura celle de y” en prenant la fonction prime de cette fonction, et
ainsi de suite.

Il résulte de 'analyse précédente ce principe :

Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables x, v,
I’équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses
termes, ainsi qu’entre leurs fonctions secondes, etc. Nous appellerons
ces nouvelles équations équations derivées, et en particulier équations
primes, équations secondes, etc., celles qu'on obtient en prenant les
fonctions primes, secondes, ete.

Si I'équation ne contenait qu'une seule variable qui dat demeurer
indéterminée, ce qui a lieu dans les équations identiques, le méme
principe subsisterait, et I'on aurait également une équation prime,
une équation seconde, etc., qui scraient aussi identiques.

Les Lecons III, IV, V, VI et VII sur le Calcul des fonctions renferment
un commentaire sur les principaux points que nous venons de traiter
dans ce Chapitre; on y trouvera des développements utiles et impor-
tants et des applications nouvelles.



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1V. &5

CHAPITRE 1V.

DIGRESSION SUR LA MANIERE DE DEDUIRE LES SERIES QUI EXPRIMENT LES
EXPONENTIELLES, LES LOGARITHMES, LES SINUS, COSINUS ET LES ARCS
DE SIMPLES CONSIDERATIONS ALGEBRIQUES.

18. Les séries qui représentent les quantités exponentielles et loga-
rithmiques, ainsi que les sinus et les cosinus, ont été trouvées d’abord
par le Calcul différentiel. Halley est, je crois, le premier qui ait ima-
giné de déduire celles des exponentielles et des logarithmes de la for-
mule de Newton pour les puissances du binéme (Transactions philo-
sophiques, n° 216), en employant la considération de linfini ou de
I'infiniment petit. Cette méthode a été suivie par Euler et étendue aux
sinus et cosinus dans les Chapitres VII et VIII du premier Tome de
son Introductio in Analysin, etc. Mais, quoiqu'elle puisse étre admise
en Analyse, on ne saurait disconvenir qu’elle n’a pas I'évidence ni
méme la rigueur qu'on doit désirer dans les éléments d’une science,
et nous croyons qu’on nous saura gré de nous écarter ici un moment
de notre marche pour donner une démonstration des mémes formules,
fondée aussi uniquement sur celle du binome, mais dégagée de toute
considération de I'infini. Nous donnerons méme & ces formules une
généralisation qui servira i rendre les séries aussi convergentes qu’on
voudra dans tous les cas.

Considérons I'équation générale

y=at,

dans laquelle « est le logarithme de y pour la base a; mettons i la
place de a, 1 +a — 1, ce qui est l]a méme chose, et ensuite i la place



46 THEORIE DES FONCTIONS.

de (1 +a—1)", [(1+a—1)"]% ce qui est encore la méme chose que
a’; on aura
r=[(1+a— v)"]%,
n étant une quantité quelconque qui disparait d’elle-méme dins la
valeur de y.
Je développe maintenant le binéme (1 + a — 1)" dans la série

(a— 1)+ nin ;)

14+ n{a-—1)+ -~ (a“")""“---'

-

n(n—1u) (n

: 3

et jordonne les termes suivant les puissances de n; j'aurai
(1+a—1)"=14+An+Bn?*+..

les coefficients A, B, ... étant donnés en a, ct il est aisé de voir qu’on
aura d'abord

Az(a'—")'»(a;_l)a+(”~;')3-—-..7

cette quantité A étant la méme que celle du n® 11; a 'égard des autres
coefficients, nous n’aurons pas besoin de les chercher, puisqu’ils dis-
paraitront du calcul, comme on va le voir.

Faisant cette substitution, nous aurons

x

y=(t+An+Bn2+...),
et, développant & la maniére du binome, il viendra

x(x-n)(

_ An+Bn2+...)2
an?

x
y=1+ ’—‘(Anﬂ— Br2+...) +
z({x—n)(x—on)

NPT (Ar +Bn2+...)34.. .,

savoir, en effacant les puissances de » communes aux numérateurs et
aux dénominateurs,

x(x —n)

y=1+x(A+Bn-...)+ (A+Bn+ RE

—n) —_—
+x(x ':‘(; "')(A+Bn+...)3+..
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Maintenant, comme la quantité n est arbitraire et doit, par la nature
méme de la fonction y, disparaitre de I'expression de cette fonction,
il faudra que tous les termes multipliés par chaque puissance de n se
détruisent mutuellement. Ne tenant donc aucun compte de ces termes,
qui doivent disparaitre d’eux-mémes quel que soit n, on aura sim-
plement

x2A2 x? AW3

i TN
+ 2.3 ’

yr=a*=1+4+xA -+

comme plus haut (n° 11).
.
19. Cherchons de la méme maniére la valeur de a en y. Pour cela,
nous mettrons I'équation a* ==y sous la forme

(1 a—)re=(1+4ypy—),

qui est identique avee la précédente, et ol » est encore une quantite
quelconque & volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur de a
eny.

Développant les deux membres & la maniere du binome, on aura

nx(nzx —1)(nx —2)

1+ nx{a—1)—+ “‘T““("“')”'*‘"‘*"—;,‘—‘3“ a—1p+. ..
(n— — 1) (n—2
rnly— ) A el e

savoir, en effacant 'unité de part et d’autre ct divisant par n,

zla—1)+ x__(nf) =g »f.(,,zex_t;"_}_,,("_lf;?_) (@—1)1oie. .
=(y 1)+ {L;—J (y—1)2+ L'l—::)l—{;—L:—)(y—— 34 ...

Or, n étant, comme nous I'avons déja dit, une quantité entierement
arbitraire et qui ne doit pas entrer dans I'expression de « en y, il faudra
que les termes multipliés par les différentes puissances de n se dé-
truisent d’eux-mémes, en sorte qu’il ne reste que ceux ot n n’entrera
pas. On aura ainsi, en ne tenant compte que des termes sans r, I'équa-
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tion suivante, dans laquelle j'emploie, pour abréger, la quantité A

déterminée ci-dessus, ’
zh=(y—1)—g(yr—1P+§r—1p—...,

d’ot I'on tire

(r—=1) —Hyr—1)243(r—1)1—...
A bl

r==logy=
formule connue et qui s’accorde avec celle du n° 13, A étant égal a la.

20. Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nombre y,
dont elle donne le logarithme, est peu différent de I'unité. Aussi n’est-
elle d’aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordinaires. Voici
un moyen de la rendre convergente pour tous les nombres.

Il est évident que I'équation fondamentale y = a* peut se changer
en celle-ci y™ =a™", m étant un nombre quelconque entier ou frac-
tionnaire. Employant donc cette derniére formule & la place de lautre,
il 0’y aura qu'd changer dans celle-ci y en y™ et « en mz. On aura
ainsi, en général,

(ym—1) — -;(y'”'—- 24 g(ym—1)? S,
mA

logy ==

oit 'on pourra prendre pour m une fraction :—_, telle que yy soit tou-
jours un nombre aussi peu différent de 'unité qu’on voudra.

Supposons, ce qui est toujours possible, que la racine r de y ne
contienne que l'unité avant la virgule, et qu'apres la virgule il y ait
s zéros; alors, si 'on s’arréte & as décimales, il est visible que le terme
(¥™—1)* et A plus forte raison les termes suivants ne donneront rien,
de sorte qu'on aura simplement, dans ce cas,

m— Vr—u
logr:rmA I

De la méme maniere, on aura aussi, sous les mémes conditions,

A=la=r(Va—1),
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et par conséquent

Vr—1
logy= V’&—-l.

C’est par cette formule que Briggs a calculé les premiers loga-
rithmes. Il avait remarqué qu’en faisant des extractions successives de
racines carrées d’'un nombre quelconque, si I'on s’arréte, dans une de
ces extractions, a deux fois autant de décimales qu’il y aura de zéros
a la suite de unité, lorsqu’il n’y a plus que I'unité avant la virgule,
la partie décimale de cette racine se trouve toujours la moitié de celle
de la racine précédente, en sorte que ces parties décimales ont entre
elles le méme rapport que les logarithmes des racines mémes; ¢’est ce
qui résulte évidemment des formules précédentes.

Ainsi, en prenant r = 2°°, on trouve, pour @ == 10,

e
V@ = 1,00000 00000 00000 00199 71742 08125 50527,

—:: = 0,00000 00000 00000 00086 73617 37988 40354,

de sorte que

I v 86736173708840354

r Va—1 199717420812560527

. 1 1
0,43429 44819 03251...= A5 loge.

Si maintenant on veut avoir, par exemple, le logarithme de 3, on
fera y =3, et, employant de méme Go extractions de racines carrées,
on trouvera

vy = 1,00000 00000 00000 00095 28942 64074 58g32. . .,

et de 1a

Vr =1 95289426407458932. . .
Va—1  199717420812350527...

logy = = 0,47712 12547 1g662. . ..
Cette méthode est, comme l'on voit, tres-laborieuse, par le grand

nombre d’extractions de racines qu’elle demande pour avoir un résultat
IX. 7
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en plusieurs décimales; mais la formule générale que nous avons
donnée ci-dessus pour I'expression de x en y sert a la simplifier et a
la compléter, car, quel que soit le nombre y, il suffira d’en extraire
(uelques racines carrées, jusqu'a ce qu'on parvienne 4 un nombre y™
ou ¥, qui n'ait que I'unité avant la virgule; alors les puissances de
y™—1 seront des fractions d’autant plus petites qu’elles seront plus
hautes, et, par conséquent, la série deviendra assez convergente pour
qu’il suffise d’en prendre un petit nombre de termes.

21. On peut appliquer la méthode précédente a la recherche des
séries qui expriment le sinus par 'are ou I'arc par le sinus, et pour
lesquelles on emploie aussi (comme I'a fait Euler dans le méme Ou-
vrage) la considération de l'infiniment petit et de I'infini.

in effet, en partant de la formule connue pour la multiplication

des angles
cosnz - sinnzy--1- (cosx +sinzy—1)",

on a réciproquement
L3
cosz + sinzy—1.=(cosnx 4+ sinnzy-—1 )7,

ot le nombre n peut étre quelconque.

Maintenant, quelle que soit 'expression de sinx en série de I'ave a,
elle ne peut étre que de la forme Az + Ba? +. .., car, puisque le sinus
devient nul lorsque I'arc est nul, il est visible que cette expression ne

doit contenir aucun terme sans . Or, comme cosx = 1 — sin’x, on
aura

A2 22

CoSa sz 1 — Alx? —aABxd — .. == — f——-;— + e
Les coefticients A, B, ... sont censés indépendants de I'arc x; par
conséquent, ils serotit les mémes pour tout autre arc. Substituant done
nx pour x, on aura pareillement

. n?\?z@
sinnz =nAz +n?Ba2+... el cosnxr=1— —

dreene
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Donc I'équation précédente deviendra,
j—— — N 2 "
cosx + sinzxy-—1= [l +nAzxy—1+ n? (B’V'—n — %—)z’—a—. . ] .

Développons le second membre 3 la maniére du binome, en faisant,
pour abréger,
—_ : Az
X=Azxy—1+4 n<Bv——| - »;—) x40
on aura

P —_ — (y —
oSz + sinxy—1=1-+ }l(nxu -+ '—n._,—’"(nX)u -(-'w-,J--‘i-—,_ﬂ'l (nX)2+...

X LT D= 2n)
2 2.3

Comme les valeurs de sinz et de cosa doivent étre indépendantes
du nombre arbitraire n, il s’ensuit que tous les termes du second
membre qui se trouveront multipliés par une méme puissance de »
doivent se détruire d’eux-mémes. Ne tenant done compte que des
termes ou » ne se trouvera pas apres le développement, il est aisé de
voir que la quantité X se réduira a son premier terme Azy — 1, et que

1
o e de

e . " i . N 1
les coefficients des puissances de X se réduiront a1, - -

sorte que I’on aura simplement

COSZ + SiNZy—1=1-+ Azy—1+ % (Azy—1)*+ 7'7 (Azy=1)"+

En effectuant les puissances de y — 1, et comparant les parties réelles
des deux membres ensemble et les imaginaires ensemnble, on aura

sinx =Ax Atz + Alxd
- 2.3 2.3.4.5 ’
A222 Ad

cosx = 1 —
2 2.3.4

22, Pour avoir de méme la valeur de x en sinus et cosinus de , il
n'y aura qu'a reprendre la formule fondamentale
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dans laquelle on mettra, 2 la place de sinnx et cosnx, leurs valeurs.

R nﬁ ﬂxz
en série nAx +n*Bx*4-..., 1 — = A

+...,et'on développera la

puissance n du second membre. On aura ainsi

e —— 2
t+nAxy—1+ u’(BV—-—:—— %—)x’+...

) sint -—— n(n—1) (sing —\? :
= cos"x[n R n(n—1) <-~— \/—|> + . J
. cosx

2 cosx
Or
SNz _ angr, cosx Vi—siniz
e T ST _— H
cosx g% !
done
- n n(n—n)
cos”a == (11— 8in?x)l==1 — —sin?x + ~—~~—2—~r,~"— sindz —.. ..
. 2 .4

Substituant ces valeurs, la quantité n ne se trouvera plus que dans les
coefficients, et, ordonnant les termes suivant les. puissances de cette
quantité, le second membre deviendra de cette forme 1 4+ nP+n*Q+...,
en faisant, pour abréger,

tangzy— 1— $(tangzy—1)*+ §(langzy —1)'—...— § sin?xr— | sintx — § sinSz —.

T\

tlangzy—=1) +. .

cffacant I'unité des deux membres et divisant toute I'équation par r,
elle deviendra

———— ———e 2
Axv-—n-r-n(B\/——nw A?>x'-‘—+—...r.:[‘-|» nQ+...,

ct, comme elle doit avoir licu indépendamment de la quantité n, qui
doit demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui contiennent
les différentes puissances de n se détruisent d’cux-mémes, ce qui la
reduira d'abord @ Axy— 1 =P, savoir, en développant les puissances

de tangry —1,

Azy—1=(langr — }tangdx + §langdx —.. .} y—1
-+ 4tanglx — fng'ar + glangtx —. ..

— isinz — Lsinvy — isinbx —. ...
1 [} [}
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Comme on peut prendre le radical y— 1 en plus ou en moins, il est
visible qu’en le prenant successivement en plus et en moius, et sous-
trayant les deux équations I'une de I'autre, on aura, aprés avoir divisé
par 2Ay—1,

tanga — Hangdx + Hangix —
= A

Au reste, il est visible que 'équation trouvée au n° 21,
1 ——
oSz + sinxy—1 =1+ Axry—1+ - (A.zw/—n) ”‘.;(Ax\/""‘l).x'*‘- .
se réduit directement i celle-ci
coSx + sinxy—1== @V,

parla formule du n° 11, en prenant pour @ une quantité dépendante
de A, comme nous 'avons déterminée dans ce méme endroit, ¢’est-i-
dire en sorte que @ = ¢*, e étant un nombre donné qui est la base des
logarithmes hyperboliques.

De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en plus
et ensuile en moins, les expressions connues de sinz, cosx en expo-
nentielles imaginaires,

aty=t — q-ey=1 azrv=1 -+ V=1

singy — ————:— ) COST = —— ——— oy
29/ —1 2

et, passant des exponenticelles aux logarithmes,
zlay—1=1(cosz +sinzy—1):=1cosz + I(1-+ tangzy—1),

ou bien, en prenant successivement le radical en plus et en moins, et
soustrayant une équation de I'autre,

1 1 l+langx\/—-|
~ia’ 2¢y—1 1— langzy—n

d’ou I'on peut déduire les séries trouvées ci-dessus en employant les
développements des exponentielles et des logarithmes exposés dans
les n* 18 et 19.
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Mais il y a ici une remarque importante & faire : c'est que, dans les
formules que nous venons de trouver, la quantité A, ainsi que a, étant
arbitraire, le systeme de logarithmes peut étre pris i volonté, au ligu
que, dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle, le mo-

dule ;K est égal i 'unité, ce qui donne pour la base le nombre e, dont

le logarithme hyperbolique est 'unité. Ainsi celles-ci ne sont qu'un
cas particulier de celles que nous avons trouvées, mais cette particu-
larisation est nécessaire pour qu'elles soient applicables au cercle,
comme nous 1'allons démontrer.

23. Tout se réduit & prouver que dans 'expression de sinx en série
le premier terme doit étre simplement x, au lieu que nous I'avons sup-
posé en général Az (n° 21). En employant la considération des infi-.
niment petits, cela est évident, car on voit que, dans le cercle, le
sinus, 2 mesure qu'il diminue, s'approche de plus en plus de lare,
jusqu’a 8’y confondre dans I'infiniment petit. Ainsi, en supposant
I'arc 2 infiniment petit, on a sina = x; par conséquent, A =1.

Mais, comme nous avons cherché a rendre notre analyse indépen-
dante de la considération des infiniment petits, nous devons aussi en
affranchir la démonstration du point dont il s’agit.

Pour cela, nous ne supposerons que le principe, établi par Archi-
mede, que le sinus, qui est la moitié de la corde de I'arc double, est
moindre que I'arc auquel il répond, et que la tangente est plus grande
que ce méme arc. Nous aurons ainsi

sinz <z ct langr>x;

or, comme

. sinx sinz
WNGL = -— - =7 ——mmy
cosx i —sintx
on aura
sinx C x
—mm——— >z, et de b sine > ——ieee
v —sinta Vi1t 2

Employant donc 'expression de sinx en série trouvée dans le n° 21,
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il faudra que I'on ait, quelque petit que soit 'arc x,

A3g3  Asgs x
Az— =5 BT RS Vit a2t
Donc aussi, en divisant par «,
Adz? As 1
AEL L Ve .
2.3 TI375 St
Comme
. Vi x o
ez e el 13 f,
Vl —+ x? 1+ x= v >

il est clair que

et en méme temps on voit que

1
——re 1 -— a2
A ’

o xh P " .
car la différence est 7o) ainsi la quantité qui est plus grande que

' . . 20
—===== sera a plus forte raison plus grande que 1 — 22, de sorte qu’on
VI x? )

ourra réduire I'espéce d’équation d’'inégalité ci-dessus i cette forme
p
5 —a<Zlr, >0 22,

A2x? | . . . -
Or, en prenant x tel que 5 soit <, il est visible que la série
A3x? . Az
A— -3 -+ sera convergente et <A, mais > A — .3
qu'en ajoutant ensemble le second et le troisicme terme, le quatrieme
et le cinquieme, et ainsi de suite, on n’aura que des quantités toutes
négatives, et qu’au contraire, en ajoutant le troisicme et le quatrieme,

le cinquieme et le sixieme, etc., on n'aura que des quantités toutes

Ve -Y-¥ o4

2
-y parce
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MrS4 /A - ’ a M ¢
positives. Done,  étant supposé < "\}/\” on aura, a plus forte raison,

3 rid .
A——%{x el A>S1—a%;

par conséquent,
Ad 2

A>S1—2r et <1+ P
ce qui devant avoir lieu quelque petite que soit la valeur de z, il
s'ensuit que I'on aura nécessairement A =1. En effet, si A=1-+1,
i étant une quantité quelconque tres-petite positive, il n'y aurait qu'a

Aﬂxﬂ
2.3

n'aurait plus lieu. De méme, si A=1—¢, il n’y aurait qu’a prendre’
x*< 1, et 'autre condition A > 1 — x? serait en défaut. Donc on a né-

cessairement A =1 dans le cercle; par conséquent, a =e, nombre dont

le logarithme hyperbolique est 'unité (n° 12), ce qui fait rentrer nos

formules dans les formules connues pour les fonctions circulaires.

3 a2 . ..
prendre x tel que é;‘g—<l. et alors la condition de A <14
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CHAPITRE V.

DU DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS LORSQU'ON DONNE A LA VARIABLE UNE VALEUR
DETERMINEE. CAS DANS LESQUELS LA REGLE GENERALE EST EN DEFAUT. DES
VALEURS DES FRACTIONS DONT LE NUMERATEUR ET LE DENOMINATEUR §’EVA-
NOUISSENT EN MEME TEMPS. DES CAS SINGULIERS OU LE DEVELOPPEMENT DE LA
FONCTION NE PROCEDE PAS SUIVANT LES PUISSANCES POSITIVES ET ENTIERES DE
L’ACCROISSEMENT DE LA VARIABLE.

24. Les méthodes que nous venons de donner pour le développe-
ment de la fonction f{a + ¢) supposent que ce développement est de
la forme _

fl@)+if(@)+ Spri) .o

il est donc nécessaire, avant d’aller plus loin, d’examiner quand et
comment cette forme pourrait étre en défaut.

Nous avons déja démontré plus haut (n° 2) que cela ne peut arriver
que lorsqu’on donnera & & une valeur déterminée telle qu’clle fasse
disparaitre dans la fonction /() et dans loutes ses dérivées quelques
radicaux. Or un radical ne peut disparaitre dans une fonction que de
deux manieres, ou parce que la quantité qui multiplie le radical devient
nulle, ou parce que le radical lui-méme devient nul.

Dans le premier cas, il est clair que, le radical disparaissant dans
J(x), il pourra ne pas disparaitre dans f"(x), f"(x), ..., ou bien que,v
disparaissant a la fois dans f(x), /*(x), il ne disparaitra pas dans /"(x),
S"(x), ..., et ainsi du reste, parce que, le radical acquérant des coefh-
cients différents dans les fonctions dérivées, ces coeflicients ne peuvent
pas devenir tous nuls par la méme valeur supposée de la variable.

IX. 8
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Dans le second cas, au contraire, il est évident que le radical dispa-
raitra nécessairement dans toutes les fonctions f(x), f'(x), f"(2), ... &
I'infini, puisque c’est la quantité radicale elle-méme qui est supposée
s’évanouir pour une valeur donnée de la variable z. Mais, I’évanouisse-
ment du radical ne pouvant plus avoir lieu dans la fonction f(x + i),
oil i est une quantité indéterminée et indépendante de z, il s’ensuit
que. la série

fi@) +ifz)+ S e

qui représente le développement de cette fonction, deviendra fautive
par I'absence du radical qu’elle doit contenir.

Done cette série sera légitime dans le premier cas et ne le sera pas
dans le second.

25. Soient y == f(x), et par conséquent, en prenant les fonctions prime,
seconde, ete., ¥’ =/f'(x), y"=/"(:x), .... Supposons que, pour une va-
leur donnée de x, il disparaisse dans /() un radical, lequel ne dispa-
raisse pas dans f'(2); il est clair que, pour cette valeur de .r, la fone-
tion f*(«r) devra avoir un plus grand nombre de valeurs différentes
que la fonetion f{x), & raison du radical qui se trouve dans f*(x) et qui
a disparu daus f(x), d'ou il s’ensuit que la valeur de ¥’ ne pourra pas
¢tre donnée par une fonction de x et y qui ne contiendrait pas ce ra-
dical. Cependant, si dans I'équation y =: f(x) on détruit ce méme
-adical par I'élévation aux puissances, et que I'équation résultante soit
représentée par F(x, ¥) = o, son équation prime donnera générale-
ment, comme nous I'avons vu au n° 17,

- F 2 )

T F)

.

Done cette expression sera en défaut dans le cas oi I'on donnerait a x
la.valeur en question, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que les quan-
tités F(a) et F/(y) seront 'une et P'autre nulles a la fois. Ainsi, dans .
le cas dont il s’agit, Uexpression de y’ deviendra égale a zéro divisé par
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zéro, et réciproquement, lorsque cela arrivera, ce sera unc marque que
la valeur correspondante de = aura détruit dans f{«) un radical sans
le détruire dans /().

Pour avoir dans ce cas la valeur de y’, il ne suffira done pas de s'ar-
réter & I'équation prime de F(x, v) = o, laquelle, étant

P F() - Fle) = o,

. [
aura lieu d’elle-méme, indépendamment de la valeur de y’; mais il
faudra passer a I'équation seconde, qu'on trouvera par les mémes
regles de cette forme

P E(p) +r2Fy) 4oy Fy) (2] + F'(2) == 0,

en désignant par F(y) et F/(z) les fonctions primes de F/(y) et F(x),
prises la premiere relativement a y seul et la seconde relativement i
@ seul, c'est-d-dire les fonctions secondes de F(y, ) prises relative-
ment aux mémes variables isolées, et par F/(y)(x) la fonction prime
de F'(y) prise relativement a @ ou la fonction prime de F'(x) prise
relativement 4 y (ces deux fonctions étant la méme chose, comme il est
facile de s’en convaincre et comme nous le démontrerons plus bas.
lorsque nous traiterons des fonctions de plusicurs variables), ¢’est-a-
dire la fonction seconde de F(y, 2) prise relativement i y et a 2.
Cette équation donne généralement la valeur de y”; mais, dans le
cas proposé, la quantité F'(y) devenant nulle, le terme qui contient y”
disparaitra et I'équation restante sera une équation du second degré
en y’, par laquelle on déterminera la valeur de ¥’, qui sera par consé-

quent double.
26. Soit, par exemple,
S(x) = {x —a)jz —0b,

en sorte qu'on ait I'équation

r=(r—a)yaz — b;
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on aura
. xr—a

_f'(m) =y' - \/m -+ m;

faisant-x = a, on a

ym=o, y' =yr—b=ya—0b,

ou I'on voit que le radical disparait dans la valeur.de y, mais non pas
dans celle de y’, en sorte que la valeur de y est simple et celle de y’
double.

Maintenant, si I'on réduit I'équation proposée a cette forme ration-
nelle

ri=lx—a)?(xz—>}
et qu’on en prenne I'équation prime, on aura
2y’ ==a(x —a)(x —b) + (z —a)?,

d’ou l'on tire
v 2r--a)(x-—b)+(x—a)?

2y

Faisantz=a, ona y’' = g; passant donc a I'équation seconde, on aura
2" 4oy =4(x — a) +2(x — b\
Iei x = a donne, a cause de y = o dans ce cas,
ap'di=a(x —b)=a(a—b); donc y =vya—0,

comme plus haut.

Il serait possible, au reste, que la méme valeur de z qui détruit les
termes de I'équation prime détruisit aussi ccux de I'équation seconde;
alors il faudrait passer a I'équation tierce, laquelle, par la destruction
des termes qui contiendraient y” et ¥”, deviendrait une simple équation
en y’, mais du troisitme degré, et ainsi de suite. Cela dépend de la
nature du radical qui aura été détruit dans f(z) et qui doit étre rem-
placé par le degré de I'équation d'odr dépend la valeur de y’; mais nous
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n’entrerons dans aucun détail sur ce point pour ne pas trop nous
écarter de notre sujet,

27. Supposons en second lieu que la méme valeur de  qui fait
disparaitre un radical dans f(x) le fasse disparaitre aussi dans f/(x),
sans le faire disparaitre néanmoins dans /"(x); alors les valeurs corres-
pondantes de f(x) et de f'(z) seront en méme nombre, mais celles de
JS"(x) seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radical dans
I'équation y =f(x), la valeur de y” qu’on en déduira se trouvera égale

0T . . foeo , ‘.
a - et il faudra passer aux équations dérivées d’un ordre supérieur

pour avoir la valeur de v”.

Soit
y=|(r—a)Jr—b;
on aura ,
Cr=a(r-alVa —b
" —  2(r—a) (x — a)?
y'=ayx —b+ S e )

faishnt x = a, on a
y==o0, y'=o0 et y'=n2 VT —b==2 \/)‘tné:*b..
Mais, si I'on réduit I'équation proposée i cette forme rationnelle
yi=(z —a)'(z—b),
on en tirera I'équation prime
2y’ =4(z —a)*(x — b) + (x —a)t,
laquelle donne, lorsque x = a,

B 0

Y=g

0

a cause de y = o, 2 moins qu’en substituant la valeur de y on ne di-
vise le tout par (x — a)? et qu’cnsuite on ne fasse z = a, ce qui don-
nera y' = o.
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Passant a I'équation seconde, on aura
yrayy'=~6(x —a)(x —b)+ f({x —a).

Faisant x =a, on aura y’=o0, comme ci-dessus. Mais, pour avoir la
valeur dey”, il faudra avoir recours i I'équation tierce et méme i 1'équa-
tion quarte. Celle-1a sera

37y 4 yy" =18(x - a)? 412 (x — a) (2 — b),

-

oit tous les termes disparaissent lorsque « = a. La suivante sera
3y 4+ 4y + 3y =18(x — a) +10(x - b).

Faisant @ = a, ¢t par conséquent ¥y = o et y’ = o, ou aura
3y 1-),(1‘ — b), J‘" o 0\.';— b=1 \r’;; ;:il;,

comme plus haut,

Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse, qui d’ailleurs n'a
plus de difticulté d’apres les principes établis. Nous nous contenterons
de remarquer que, si Pon construit la courbe dont a serait 'abscisse
et vz flx) lordonnée, cette courbe aura ce qu'on appelle un point
multiple dans Uendroit correspondant i la valeur donnée de @ qui fera
disparaitre un radical dans f(x) sans le faive disparaitre en méme
temps dans f/(2), qu'elle aura un point d’attouchement si la méme
valeur de a fait disparaitre & la fois le radical dans f{x) et duns f*(x),
que ce sera un point d'osculation si le radical disparait en méme temps
dans f(2), et ainsi de suite. On en verra la raison lorsque nous appli-
querons la théorie des fonetions a celle des courbes.

28. A P'occasion de la difficulté que nous venons de résoudre, nous
allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur d’une
fraction dans le cas ou le numérateur et le dénominateur deviennent
zévo A la fois. .

Soit {-(—f’z une pareille fraction, f(x) et F(x) étant des fonctions
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de =, telle que la supposition de x = a les rende toutes les deux nulles
a la fois, et qu'on demande la valeur de cette fraction lorsque x = «.

flx)

F(z)
xr=a, cotte équation se vérifie d’clle-méme, indépendamment de la
valeur de y, qui demeure par conséquent indéterminée; ainsi elle ne
peut servir dans cet état & la détermination de y lorsque 2 = a. Mais,

On fera y = » et par conséquent y F(x)=/(x). En supposant

en prenant 'équation_prime, on aura

V' Elz)+yFz)=f(z);
la supposition de & = a fait disparaitre le terme y’ F(x), et le reste de
I'équation donne y = {-E—?} S'il arrivait que les fonctions primes f(x',
F/(x) devinssent aussi nulles par la méme supposition, alors on trou-

-

verait par le méme principc. en substituant dans 'équation ci-dessus

S

w0
",

et ainsi de suite. On pourruit aussi la déduire directement de la méme

S(x), F'(x) pour f(.x), F(x), cette nouvelle expression de y, | y =

¢quation prime, en considérant que, comme elle se vérifie de nouveau
@’elle-méme, elle ne peut pas servir non plus i la détermination de v,
que par conséquent il sera nécessaire de passer a I'équation seconde,
laquelle sera '
' ¥(z) + 2y F(2) +y¥F(2) = f"(z).

Comme la supposition de « == a rend nulles les fonctions F(z) et I(x),
les termes qui contiennenty’ et y” s’en iront d’eux-mémes, et les termes
f'iz)
F{x)

Il n’est pas a craindre que les fonctions f(x), f(x), f"(x), ..., F(x),
F(x), ¥ (x), ... a l'infini puissent devenir nulles en méme temps par
la supposition de = a, comme quelques géometres paraissent le sup-

restants donneront V-—- » comme plus haut.

poser, car, puisque

flz+i)=flz)+if () + e

en faisant @ =a, on aurait f(a + ) =o0, quel que soit Z, ce qui est
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impossible ; il en serait de méme de F(x +i )- Mais il peut arriver que
ces fonctions deviennent infinies par la méme supposition de x = a,

¢e qui rendra également les fractions {;&%. {7(%_}), -+ indéterminées :
la solution de cette difficulté dépend de V'examen du second cas du
n° 24, dont nous allons nous occuper.

29. Ce cas a lieu lorsque la supposition de z =a fait disparaitre
dans f{x) un radical en le rendant nul, auquel cas elle le fera dispa-
raitre de méme dans les fonctions dérivées; mais, ce radical restant
dans la fonction f{a +i), il doit rester aussi dans le développement
de cette fonction; par conséquent, ne pouvant affecter la valeur de x,
il faudra qu'il affecte 17, d’od. il suit que ce développement doit con-
tenir nécessairement des puissances irrationnelles de i. 1] est clair, en

effet, que, si /() contient la quantité YX, X étant une fonction de @
qui devient nulle lorsque  =a, en mettant 47 a la place de z,
X deviendra

D]
X+iX'+i£x"+....

. . s 2,
et, faisant = a, on aura simplement i X' + ~X’+... pour la valeur
de X, de sorte que "y X deviendra
" ‘Ml Y
a(x ~+ ~X”+...);
2
done la fonction /(4 ¢) contiendra, dans le cas de x = a, le radical
Vi qui devra par coustquent se trouver dans son développement
suivant les puissances de ¢. Voyons done ce que donnera alors le déve-

loppement fautit
'2
f@) +ifle)+ Sfra) .

Pour cela, j'observe que les fonctions /(@ + ), f"(x+1), ... sont
¢galement les fonctions primes, secondes, ete., de la fonction f{o + i),
soit qu'on les prenne relativement & , soit qu’on les prenne relative-
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ment a ¢, ce qui est évident, puisque, en augmentant soit &, soit 7 d’unc
méme quantité quelconque, on a le méme accroissement de la quantite
a+-i. D’ou il suit que 'on aura également les valeurs de /*(x), f"(x), ...,
quel que soit x, en prenant les fonctions primes, secondes, etc., de
JS(x+7) relativement a Z, et faisant ensuite ¢ = o.

Or, si I'on suppose que le développement de f{x + i) doive contenir,
lorsque = a, un terme affecté¢ de ™, tel que A¢”, A étant une fonc-
tion de a et m n’étant pas un nombre entier positif, en prenant les
fonctions primes, secondes, etc., relativement a ¢, il faudra que les dé-
veloppements de f'(x +1), f"(x + 1), ... contiennent les termes mA™*,
m(m—1)A¢ 2, ... (n° 10). Done, faisant :=o0, on en conclura que
les fonctions f(x), f'(x), f/"(x), ..., lorsque # = a, contiendront res-
pectivement les termes Ao™, mAo™*, m(m-—-1)Ao™*, ....

Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous ses
termes seront infinis.

Sim est un nombre positif non entier, soit n le nombre entier imm¢-
diatement plus grand que m, il est visible que le terme

m(m—u)...(m—n+1)Aom

sera infini, ainsi que tous les termes suivants, et que tous les précé-
dents seront nuls.

Done,.en général, la fonction /“(x) et toutes les suivantes /**'(x),
S (), ... a l'infini (n, n+1, ... étant des indices) seront infinies, -
n étant le nombre entier positif immédiatement plus grand que l'ex-
posant m.

30. On conclura de la que le développement
J(@)+if(x) + Sf"(z)+. ..
ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de x qu’autant qu’une
des fonctions f(x), f'(x), /"(x), ... deviendra infinie, ainsi que toutes

les suivantes, pour cette valeur de a. Alors, si 2 est U'indice de la pre-
1X. 9
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miére fonction qui devient infinie, le développement dont il s'agit
devra contenir un terme de la forme ™, m étant un nombre compris
entre n — 1 et n.

Et, 8i toutes les fonctions f(x), f'(2), f"(x), ... devenaient infinies
pour la méme valeur de i, le développement de f(.x +¢) contiendrait
dans ce cas des puissances négatives de o,

Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les
puissances ascendantes de ¢, il faudra faive d’abord, daus la fonction
S(x+ 1), x égal i la valeur donnée, et développer ensuite suivant les
puissances croissantes de ¢ par les regles connues, en ayant égard aux
puissances fractionnaires ou négatives de ¢ qui se trouveraient dans la
fonetion méme.

Au reste, nous remarquerons que, en faisant y = f(a), et prenant
ety pour les coordonnées d'une courbe, cette courbe aura dans le
point ot I'une des fonctions v, ', ¥”, ... devient infinie, ainsi que
toutes les suivantes, un rebroussement dont U'espece dépendra de U'in-
dice n, pourvu que 'exposant fractionnaive m ait pour dénominateur
un nombre pair, et lon déterminera la nature du rebroussement par

la forme du développement de f(a -+ ¢) dans ce cas.
31, Dans Uexemple du n® 27, oi

P aiya b,
.

on voit que la supposition de ==& déteuit le radical dans v et doit,
par conséquent, le détraire aussi dans les fonetions dérivées v, v". ...
Done le développement

g "o,

Sl +if\x) - ;j’\.rv A=

de /{0 4+ 0), en supposant

y=fix=(r — a) \::z;_.‘_f[;’
sera fautif dans le cas de @ = 6. En effet, on aura, dans ce cas,

, P xr—a
TER O, )T AE A - b -+ ——ommmr == &K
2yax — b

-
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x étant égal 4 b, et 'on trouvera de méme
Y=, y'=<*, ....

Done le développement dont il sagit devra contenir alors un terme de
la forme ", m étant entre o et 1.

Soit, en eflet, x = b+ f{) deviendra (b — a + 1)y 7, de sorte que
le vrai développement de cette fonetion sera

(b--a)yi+ i

32. C'est aussi de la méme maniere qu’on résoudra la difficulté pro-
posée & la fin du n° 28 sur les fractions qui demeureraient toujours
indéterminées, en prenant a infini les fonetions dérvivées du nume-
ateur et du dénominateur. Nous y avons vu qm; cela ne saurait arriver
que dans le cas ott la méme valeur de 2 rendrait ces fonctions suc-
cessives infinies. Il faudra done alors supposer «=a+( (a ¢tant la
valeur de 2 qui rend ces fonctions infinies) dans I'expression générale
de la fraction, réduire ensuite cette expression en série suivant les
puissances ascendantes de ¢, et le premier terme de la série, en faisant
i == o, donnera la valeur cherchée de la fraction pour le cas de x = a.

Ainsi, si I'on avait la fraction
\/.-l: - - \/:2 -t \/l ~a

Y v s
Va— a?

du numérateur et du dénominateur deviennent toutes infinies par la
méme valeur de @, en'y mettant @ -+ ¢ au lieu de x, et réduisant le nu-
mcérateur et le dénominateur en série, elle deviendra

< i
VO s e .

2y/a 1 ¥
—"’—""_""\_‘/"T‘,"""' ) ;./__:_ -+ __V__ Y
— Lyl 2da 2\ 2
V‘za:—+—»—‘._—. oo v
zy2a

°
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. . 1 s
de sorte qu'en faisant { = o on aura oy pour la valeur cherchée de
24
la fraction lorsque z == a.
in effet, si, suivant la méthode du n® 28, on prend les fonctions

primes du numérateur et du dénominateur, on aura

1 1 x
R, + R ol Ol et
2y 2yx —d yzi—a?

quantités qui deviennent infinies lorsque x = a; mais, en les multi-

pliant I'une et Pautre par 2y2 — «, la nouvelle fraction sera

vE

U Y

Y

VI
laquelle, en faisant @ == a, devient Ji:;l’ comme plus haut.

Nous avons done résolu les diflieultés qui peuvent se rencontrer dans
le développement de f{x -+ ¢), et, quoique nous n’ayons considéré (ue
des fonctions algehriques, il n'est pas difficile d’étendre nos solutions
aux fonctions transcendantes. Comme ees difficultés n’ont lieu que pour
des valeurs particulieves de x, il est clair qu'elles n'influent en rien
sur la théorie des fonctions dérivées f/(x), /”(x), ...; mais il était
nécessaire de les examiner et de donner les moyens de les lever, pour
ne laisser aucun nuage sur cette théorie. | Voir aussi la Lecon VI du
Calcul des fonctions (*). |

(') OEuvres de Lagrange, v, X,
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CHAPITRE VI.

RESOLUTION GENERALE DES FONCTIONS EN SERIES. DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS
EN SERIES TERMINEES ET COMPOSEES D'AUTANT DE TERMES QU ON VOUDRA.
MOYEN D’EXPRIMER LES RESTES DEPUIS UN TERME QUELCONQUE PROPOSE. THEO-
REME NOUVEAU SUR CES SERIES.

33. Nous avons vu jusqu'ici comment on peut trouver directement
tous les termes du développement de la fonction f(x + 1) suivant les
puissances de ¢; on peut, de la méme maniere, développer une fonction
quelconque suivant les puissances ascendantes d’une des variables
contenues dans la fonclion.

En effet, si 'on reprend la formule

fla i) =fla) +if (2)+ S frla) + o i)+

puisque @ et ¢ sont deux quantités indéterminées, on y peut substituer
x -~ ala place de x, ce qui donnera

flz)=flz—i)+if'(x--10)+ -’;f”(x—— i+....

De plus, on pourra mettre xz a la place de ¢, et 'on aura

20

2z

Sl&)=fl# —z2) + 22 f' (2 — 2z) + SN2 —zz) .,
ol 5 est une quantité arbitraire quelconque.

Ici f(x) représente, comme I'on voit, une fonction quelconque de x,
et f'(x — xz), f'(® — xs), ... représentent les fonctions primes, se-
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condes, ete., de f(x), en y substituant x(1 - ) a la place de x. Mais,
quoique f(z) ne représente qu'une fonction de z relativement a ses
fonctions dérivées, il est claiv qu’elle peut représenter en général une
fonction quelconque de a et d’autres quantités quelconques, pourvu
que ces quantités y soient regardées comme constantes dans la forma-
tion des fonctions dérivées f7(a), f7(x), ...

Si dans la formule précédente on fait 3 = o, I'équation devient
identique a f(x) == f(.x), et, si on fait s =1, la quantité x — a3 s'éva-
nouit, de sorte que, si 'on dénote simplement par £, /7, /7, ... les va-
leurs des fonetions (), f7(x), f“(a), ... lorsque a == 0, on aura

fiz) =L af

Ainsi, lorsque /() sera une fonetion donnée de plusieurs variables
a,y, ..., il 0’y aura qu'a chevcher par les regles générales les fone-
tions dérivées par rapport i @ sceul et y faire ensuite x = o; on aura
tous les termes du développement de la fonetion suivant les puissances
ascendantes de @, et il est clair que les valeurs des quantités /7, /7, ...
seront des fonetions de v, ... sans @, toutes dérivées de la foncetion
primitive suivant une loi dépendante de la maniere dont la quantité a
entrera dans cette fonetion,

Ji. On pourrait trouver ce développement d'une manierve plus
simple en supposant tout de suite
Sz} A4 Br+ Cax4-Dad ...,

AVB, Gooolétant des quantités indépendantes de @, Pour les déter-
miner, on considérera que cette équation, devant étre identique, doit
avoir lieu pour toutes les valeurs de . Done : 19 en faisant & = o, on’
aura f== \; 2° en prenant les fonctions primes de tous ses termes
(n** 10, 17), on aura encore 'équation identique

S B+ 2Cx + 3Dx2 +. ..,

ou, faisant de nouveau x = o, on aura /"= B; 3° en prenant de nou-
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veau les fonctions primes, on aura
f#)=2C+2.3Dx+ 3.4Ex2+...,

ott, faisant derechef & == o, on aura /== 2C. Continuant de la méme
maniére, on trouvera

'/lm.".:'),.'SI), f“'::‘)..3..1E, ey

Q’ou l'on tire

Acf B=fl Camlfr, Des-lofn
ce qui donnera, par la substitution, la méme série pour /(&) que ci-
dessus. Mais cette méthode est moins directe que la précédente, et elle
suppose déja la théorie des fonctions dérivies; elle est d'ailleurs moins
rigourcuse, en ce qu’elle suppose de plus que la somme de tous les
termes alfectés de a devient nulle lorsque a = o, quoique les coefli-
cients de ces termes augmentent a infini dans les équations dérivées;
mais le grand avantage de la méthode précédente consiste en ce qu’elle
donne le moyen d’arréter le développement de la série & tel terme que
'on voudra et de juger de la valeur du reste de la série.

Ce probleme, 'un des plus importants de la théorie des séries, n’a
pas encore ¢té résolu d'une maniere générale. On pourrait, & la vérité,
le résoudre pour chaque fonction en particulicr par les meéthodes expo-
stes dans le Chapitre premier; mais il serait impossible de parvenir

par cette voie a une solution générale pour une fonction queleonque.

35. Reprenons done la formule générale trouvée ci-dessus (n° 33),

x*

fix) =[x~ xz)+as f'(x - x3) -+ ‘sz”(a: — XE) A,

2
et supposons qu’on veuille s'arréter au premier terme f(x — x3).
Comme tous les termes suivants sont multipliés par x, nous suppo-

serons
Slz)=flx—r3)+zP,
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P étant regardé comme une fonction de z qui devra étre nulle lorsque
5 == 0, puisqu’alors f(x — xz) devient f(z).

Comme cette équation doit avoir lieu quelle que soit la valeur de 5,
qui est arbitraire, son équation prime relativement a s aura donc lieu
aussi (n” 17). On prendra donce les fonctions primes relativement a
cette variable, et il est facile de voir que la fonction prime du terme
S(x —xz) sera —xf'(x -~ az), car on a démontré (n° 16) que, si
y-=/(p), p étant une fonction de «, on a

].I:I)lfl(l)‘);
ainsi, en rapportant les fonctions dérivées a la variable s et faisant
p T -- a3, o aura

)

poe-xoel J":: —.z‘f'(l)) R xf'(x— xz).

Done, a cause que f(x) ne renferme point s, I'équation prime relative
a 5 de P'équation ci-dessus sera '
o —xfixo-xz) 2P,
P’ étant la fonetion prime de P relativement & 3, d’oit I'on tirve
Pe=f'x— 3.
On aura done la valeur de P en cherchant une fonction de s dont la
fonction prime soit égale a /' (@ — a35) et qui, de plus, soit telle qu’elle

devienne nulle lorsque s == o. Cette valeur de P ainsi trouvée, si on
v fait z =1, on aura

Six)=f+xP.
Supposons, en second lieu,
Sflx)=flx~— x3) + x5 ["\x — x3) + 22Q,

Q ¢tant une fonction de z, qui devra étre nulle, comme 'on voit, lorsque
S == 0. )

En prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement a s,
on aura cette équation prime

o= —zf(x—x3)+af(x —x3) — 223 f"(x — x23) + 22(Q’,



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 73

ou les fonctions désignées par /', /” sont les fonctions primes et se-
condes de f(x) relativement & « et dans lesquelles on a mis ensuite
& — s pour x. On tire de la, en effacant ce qui se détruit,

‘= f"v — xz),
de sorte qu'on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de =
dont la fonction prime ait la valeur qu’on vient de trouver pour Q’ et
qui ait la condition de devenir nulle lorsque = == 0. Si ensuite on fait

5 =1, 0N aura
Six)=f4-xf" + 22Q.

Soit, en troisieme licu,
. . . x¥zt . .
J1x) = Sl = az) + anfle - 23)+ T e 2z a0,
R ¢tant une fonetion de = qui s’évanouisse lorsque z:= 0. On trou-
vera, en prenant les fonctions primes relativement i z et elfacant les
termes qui se détruisent mutuellement,

2=
R :— = - as),

i

la fonetion représentée par f” ¢lant la fonction tierce de f(x) rvela-
tivement a a transformée par la substitution de @ — s a la place
de .

Il faudra done, pour avoir la valeur de R, trouver une fonction pri-
mitive de s dont la fonction prime soit la valeur précédente de R et
qui soit telle qu’clle s’évanouisse lorsque 5 == 0. Cette fonction ¢tant

trouveée, on aura, en faisant s =1,
Lo . . ooxr )
flx)=f4af - , S R,
et ainsi de suite.

En continuant ainsi, on aura la formule du n® 33 :

i p— N ‘/ _.'z‘:J " i?: ey
fix)=f+xf'+ 2 S + - ‘_f 4.

IX. ' 10
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MaisI'analyse précédente a 'avantage de donner la maniere d’avoir
les restes P, 2?Q, 2°R, ... de la série lorsqu’on veut l'interrompre
a son premier, deuxieme, troisieme, etc., terme.

36. Voilia le probleme résolu analytiquement; mais, comme les
quantités P, Q, R, ... ne sont connues que par leurs fonctions primes,
il reste encore i remonter de ces fonctions aux fonctions primitives, ce
qui peut étre souvent fort difticile et méme impossible.

Cependant, si on connaissait la quantité P, on en pourrait déduire
toutes les autres par les simples fonctions dérivées, car la comparaison
des valeurs de f(x) donne

P =zf(x-2xz)+2Q,
et P'on a trouvé f'(a -- as) == P'; done, substituant, on aura-

P==zsP 4+ 2Q,

d'ou P'on tire
P—-zpP

Q= "2~

a

On a ensuile

Q= -:? J"x— x3)+ xR,

et 'on a trouve
sfMae —as) - Qs

done

Q= >Q -+ 2k,

d’olt on tire

) - 1zQ
R Q2300
x
On trouvera de meéme
g R—asl
x

el awsi de suite.
Silon fait P o= sp, Q== 3¢, R =3, ..., on aura

’ . ' n
q == - l-' ’ P’ e— —q» ‘ !
x 22 3x
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et la fonction f(x) deviendra, en remettant 7 i la place de s,

S(@)=flz—i)+ip
=fle—i)+if'{x—1i)+iyg

Ainsi, connaissant le premier reste ip, on pourra connaitre tous les
autres restes i*q, *r, ... par les simples fonctions dérivées relatives

N ! .« 1y . 9 v . v . .
as= et si 'on prend simplement les fonctions dérivées relative-
ment & ¢, on aura

::-—[)’, ro-— L, sg—=—

. 1
Par exemple, en faisant f(a) == — comme dans le n° 4, on aura
fla—i)m= —
A )= o

4

et, prenant les fonctions dérivées par rapport & x, on aura

T Y
.f&l i I)'_ (lﬁl}’ .f k.’l' l)"“(x__ul");;’ 1
or on trouve
Sl flei)
P= [ a(x—-1)’

de 1a, en prenant les fonctions dérivées par rapport & 7, on tirera tout
de suite

Donc, si I'on fait ces substitutions dans les expressions de f(x), et
qu'on y mette ensuite x + ¢ a la place de x, on aura

1
x4+ z x(x—+i)

comme dans le numéro cité.

10.



76 THEORIE DES FONCTIONS.

Soit encore /()= yx; on aura

fixr—i)=vVz--1i,

et, prenant les fonctions dérivées par rapport a «,

. .. ' . . 1
./ (1._1}._, .-.;/___.—:‘,“.,.f.?, f"\x..‘l)v T e ey ceee
oy - I 3
iz -0
Iei on aura
T
L VA oNE e
r ; - :
V& -+ VL 1

et de 1, en prenant les fonetions dérivées relatives a i,

q e iy I ey

fee e _ TR
Bl iyt ey 2 fra— Oy - ya - 1)
Va - 3ya — 7

]

8 PPy -1

Par ces substitutions dans les expressions de f(x), on aura, en mettant
xila place de

V&t P
VU -y o\
e i * PV 4 3yx)
Iy b D e e S R
ayx Brye  Baywl(ya ki by
{ L] e
EEURES L= kI EICIUIEY

W i 1_3;2:-\/.t§ U Ga? \/:z;
comme dans le méme numéro cité.
37. On peat aussi tiver divectement de la formule du n° 3
fe+i)=f(x)+iP

la loi de la série et Pexpression des restes, en prenant alternativement
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les fonctions dérivées par rapport & x el & ¢; nous marquerons ces der-
niéres par un trait placé au bas.

On a d’abord, par les fonctions dérivées relatives & a,

Sle+0)=fix) P,
ensuite, par les fonctions dérivées relatives a o,
Sfle+i)=P+ (P,

car il est visible que, relativement a ¢, la dérivée de flz + ) est la

méme que relativement & x. On aura done
‘/\z 4 (P =P P,
d’ott Von tirve
| LS f’(x} -+ l'(l)'" . p,)
Faisons Q == P'— P ; on aura, ¢n substituant la valear de P,
Sl v i) fla)+if(x) - i2Q.

Prenons de nouveau les fonetions dérivées par rapport a .x et par rvap-

porta z; on aura

e -+0)=fx) + 0 f"x)+2Q et fllo+i)=f"(x) -20Q-1 1Q,:

done

J"ia) +iQ =2Q+(Q,,
d’olr

0. [ +iQ Q)
. C 1y - r—-qQ, .
Done, st 'on fait R = --Q~2-~(‘~, on aura, en substituant,

S(x+ = f@) i fla) - L f )+ B
X " . R'—R,
On trouvera de méme, en faisant S == - g
/3
fla+i)=flz)+if(z f”(x) = fo@) - 8,

et ainsi de suite.
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Si T'on fait, par exemple, f(x) = <, ce qui donne

l) . 1 ) 1 . 1
Ti\awid  x) T 2+
on aura
. 1 1 1
P Syt P,-':: S A
Hx 1) a{x i) x(x 1)
done
1
Qe ila i)
ensuite
' 2 I —
Q x3 (X —+-1) xﬂxq—:)ﬁ Q .z"-'(x+i)'-”
et de la
1
R::oo — 5
23 (> + 1)
on trouvera de méme
§—= '

etainsi de suite, ce qui redonnera la série déja trouvée.

Mais, pour notre objet, il importe moins de connaitre les restes
exacts de la série développée jusqu'a un terme quelconque que d'avoir
des limites de ces restes pour pouvoir apprécier Uerreur qu'on peut
commettre e¢n ne tenant compte que de quelques-uns des premiers

termes.,

38. Pour cela, nous allons ¢tablir ce lemme général :

St une fonction prime de x, telle que f'(x), est toujours positive pour
toutes les valeurs de x depuis ® = a jusqi'a x = b, b étant > a, la dyfe-
rence des fonctions primitives qui répondent a ces deux valeurs de x, savoir

Sib' - fl@), sera nécessairement une quantité positive.
Reprenons la formule

Sflz+i)=f(x)+iP,

dans laquelle P est une fonction de et ¢, qui, en faisant { = o, devient
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S'(x) (n* 3, 8); il est évident que, si f’(x) est une quantité positive,
la valeur de P sera nécessairement positive depuis ¢ == o jusqu'a une
certaine valeur de ¢ quon pourra prendre aussi petite qu'on voudra.
Done, lorsque la valeur de lIa fonction prime f"(x) est positive, on
pourra toujours prendre pour ¢ une quantité positive et assez petite
pour que la quantité f(x + ¢) — /() soit nécessairement positive.

Mettons successivement a la place de @ les quantités

dy a1, a+20 a-+3i, ..., a--ni;

il en résultera que I'on peut prendre ¢ positif et assez petit pour que
toutes les quantités

Sla+1i)—=fla), fla+2i)-f(la+1),
Sfla-+30)— fla+20), ..., fla+(n+1)i]~[f(a+ni

soient nécessairement positives si les quantités
Jla), Jlla=-i), flla+o210), ..., [f'la—+ ni

le sont. Donce aussi, dans ce cas, la somme des premicres quantités,
¢’est-a-dive la quantité f/{a + (n+1)i| — f(a), sera positive.
Faisons maintenant @ + (n+1)¢=0; on aura

et Pon en conclura que la quantité f(b) —f(a) sera nécessairement

.

positive si toutes les quantités

. , b—a ol o alb-a)
S'a), f(““"',ﬁ'_)’ J (“"‘"nf_._', )’

. 30b — a) , nib--«a)
f <(,.+.,_,,H.._l ')’ R A U “n—t'l')

sont positives, en prenant n aussi grand qu’on voudra.
Done, a plus forte raison, la quantité f(b)— /f(a) sera positive, si
JS'(x) est toujours une quantité positive, en donnant & x toutes les
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valeurs possibles, depuis x=a jusqu'a x=b, puisque parmi ces
valeurs se trouveront nécessairement les valeurs

bh—a 20b — a) n(b--a:
L A e NI B { S ol —

a, a+ - o
nt "1 n— 1

en prenant z aussi grand qu'on voudra.

39. A l'aide de ce lemme, on peut trouver des limites en plus et en
moins de toute fonetion primitive dont on connait la fonetion prime.

Soit la fonction primitive F(z) dont la fonction prime F'(z) soit
exprimée par s”Z, Z étant une foncetion donnée de z. Soient M la plus
grande et N la plus petite valear de Z pour toutes les valeurs de s com-
prises entre les quantités a et b, en regardant comme plus grandes
les négatives moindres et comme moindres les négatives plus grandes,
ce qui est conforme @ la marche du caleul, puisque, par exemple,

e gy = b e et de méme — o< —1, et ainsi des autres.

Done les quantités M -~ Z et Z — N seront toujours positives depuis
zooa jusqu'ioz o= by etil en sera de méme des quantités (M- Z)
et s"(Z - N).

Done @ 1 st lon fait f7(5) = 5" (M — Z), on aura, par le lemme pre-
cedent,

b0 fia) o

or, s"Z ¢tant F'(z), sa fonction primitive sera F(z), et, comme M esl

“ N N . .. le’””
une qu:mlllc constante, la fonction primttive de Ms” est . —_— done
on aura
vy Mzm+ PN
Jis) o, —F

el, faisant suceessivement s == a et s = b, I'équation

L= flad >0
donnera
M hm+1 o Mam+!
R Y

+ F{a' > o,
mo m -1 :

d'ot Fon tive
. M. hm+v . g+t
FO)<ZFia) + e
s TR
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2° Sil’on fait /’(3) = 5™(Z —N), on aura aussi
f(b) “'f(a)> o,

et U'on trouvera, comme ci-dessus,

N gm+i

m4+1’

Sl2)=F(s

done, faisant successivement z = a et s = b, I'équation

fb)—=fla)>o0

donnera
N(llll+|
a)+ - -~ ->o0,
! m -1
d'ou 'on tire

F(b)>F(¢) -+ ——ee’

Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, ... du n°® 35.
Comme ces quantités sont regardées comme des fonetions de =, nous

supposerons d'abord P .= F(z), et par conséquent

P = (3) = f (2 — 22);

done, puisqu’on a supposé ¥ (5) = 3"Z, prenant m == o, on aura
L-=f'(x — x3).

Faisons maintenant @ = o et b= 15 la condition de la fonction P, qui
doit étre nulle lorsque s ==o0, donnera F(a)=-o, et alors F(d) sera la
valeur de P répondant & z ==1.

Done, si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de
J'(@ — &z ) relativement & toutes les valeurs de s, depuis z = o jusqu’a
5==1, 0N aura

F(b)<M et >N.
Par conséquent, M et N seront les deux limites de la quantité P, en y
faisant s =1.

Supposons, en second lieu, Q = F(3); on aura

Q=F(z)=zf"x—xz);
lx‘ T
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done, faisant 72 =1, on aura
Z::f”{x —~ xZ).

Soient parcillementa o et b =1; on aura aussi, par la condition de
la fonction Q, qui doit étre nulle lorsque 3 est nul,

I ‘\Il". 0,

et alors F(b) sera égale i la valeur de Q répondant i 5 =1,

Done, si M, et N, sont la plus ;.:ramlc et la plus petite valeur de
J"la — a3 pour toutes les valeurs de 3, depuis 320 jusqu'a s -1,
on aura '

Fihy hi' = "t‘
de sorte que }‘_;"_a et !:'- seront les limites de la valeur Q lorsque 5 y est
egal &t
Supposons, en troisieme lieu, R=1Fiz); on aura

e az);
done, faisant m - 2, a -0, b6 =1, on trouvera de la méme maniere
que, si M, et Ny sont la plus grande et la plus petite valeur de

7w -wes), en donnant s toutes les valeurs depuis zéro jusqu'a

. e M., N. o .
I'unité, on aura 4 et pour les limites de la valeur de la quantité R

forsquon y fait 5 1. Et ainsi de suite.

Maintenant il est claiv que, en donnant & z, dans une fonction de
{1 3), toutes les valeurs depuis = =z 0 jusqu’a = =1, les valeurs que
recevra cette fonetion seront les mémes que celles que recevrait une
pareille fonction de & en donnant suceessivement a « toutes les valeurs
depuis w =0 jusqu'a w -, car, faisant x{1—z)-:u, 3:=0 donne
w-=w, 3 == 1 donne w= o, ¢t les valeurs intermédiaires de s donneront
des valeurs de « intermédiaires entre celles-ci. D'ott il est aisé de con-
clure que les quantités M et N seront la plus grande et la plus petite
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valeur de /' (u) relativement & toutes les valeurs de «, depuis w=o
jusqu’h u = x, et que, par conséquent, toute valeur intermédiaire entre
M et N pourra étre exprimée par f/’(«), en donnant i « une valeur
intermédiaire entre o et a. Done la valcm' de la quantit¢ P relative i
z =1 pourra étre exprimée pav /’(u), u élant une quantité entre o
et o, On en conclura de méme que la valeur de Q répondant & z =1

. . ’ | N .
pourra étre exprimée par ~ /”(«), en donnant i « une valeur inter-
médiaire entre o et a, et 'on en conclura pareillement que la valeur

. N . . B 1 ,
de R relative & z =1 pourra étre exprimée par 57./”(1(), en prenant
pour « une quantité entre o et a. Kt ainsi de suite.
. Dot résulte enfin ce théoreme nouveau et remarquable par sa
\ll"l)llbllc (‘l Sa "(‘nl‘l' lhl(‘, qll (’It l/(“l”ll(lll{ [){ll wune (Ill(lll[l[(’ l/lb()l"”t(‘
mazis renfermde entre les limites o et x, on peut developper successivement

toute fonction de ax et d’autres quantités quelconques suisant les puis-
sances de x de cette maniére,

FAC = Y YT

x? xt
(—' = ya - o "
[ f -+ ” S z.'5‘/ N
T e e e oy
les quanuics f, [, [7, ... étant les valeurs de la fonction f(x) el de ses

dericées ['(x), [7(a), ..., lorsquion y fait x == 0.
Ainsi, pour le développement de f(z +a) suivant les puissances
de @, on aura

SoSE L= S,

oit 'on remarquera que les quantités /'(s), /7(s), ... sont également
les fonctions primes, secondes, cte. de f(s ), ce qui est évident; car il
est visible que /(s +wx), /(5 +x), ... sont également les fonctions
primes, secondes, ete. de /(s +a ), soit qu'on les prenne relativement
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i  ou relativement & 3, puisque I'augmentation de 5 + x est la méme
en changeant x en £ +7 ou s en s +1.

Prenant done f'(z), f*(3), ... pour les fonctions dérivées de f(z),
on aura

Sflz+a)y=2f(z)+xf(z+u)

2
=flz) +afis)+ 2 fa+u)

o

.

/oy or a? " x? mi
S A (3] 2]+ 5 M+ )
T e,

oit u désigne une quantité inconnue, mais renfermée entre les limites
oeta. ’

in changeant s en @ el @ en 4, on aura le développement de /(2 + ¢
suivant les puissances de ¢, et 'on voit que dans ce développement la
série infinie, a commencer d'un terme quelconque, est toujours égale a
la valeur de ce premier terme en y mettant z + 7 a la place de x,
J ¢tant une quantité entre o et ¢, que par conséquent la plus grande
et la plus petite valeur de ce terme relativement & toutes les valeurs
de /. depuis o jusqu'a i, seront les limites de la valeur du reste de la
série continuee i Uinfini,

St Pon fait f(2) == 3™, on aura le développement du binome (5 + )",
et 'on en conclura que la somme de tous les termes, & commencer
d'un terme quelconque

mim—1'.. . (m—n+1)
e . e e e et 418 e e e 4o e 5 a0 1 :"‘ ”1"’

1.2...1
sera renfeermée entre ces limites

—_ ) tm -
mm Ve im-—n JU——

le2eu

et

mim ==V o im0 o
[ ,\;+a')"l "1'”;

Le2eo o
car il est évident que la plus grande et la plus petite valeur de (s +u)” *
seront (s R RN - LU
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La perfection des méthodes d'approximation dans lesquelles on
emploie les séries dépend non-sculement de la convergence des sivies,
mais encore de ce qu'on puisse estimer I'erreur qui résulte des termes
(u'on néglige, et i cet égard on peut dire que presque foutes les me-
thodes d'approximation dont on fait usage dans la solution des pro-
blemes géométriques et mécaniques sont encore tris-imparfaites, Le
théoreme précédent pourra servir, dans heaucoup d'occasions, i donner
a ces méthodes la perfection qui leur manque et sans laquelle il est
souvent dangereux (e les employer.

On trouve dans la Lecon IX du Caleul des fonctions (* ) une méthode
plus simple d"avoir les limites du développement d'une fonetion, aver
de nouvelles remarques sur ce sujet. (Vorr aussi un Mémoire de

M. Ampere dans le Tome VI du Journal de I Ecole Polytechnique.

(*) Okuores de Lagrange, 1. X.
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CHAPITRE VIL

DES EQUATIONS DERIVEES ET DE LEUR USAGE DANS L’ANALYSE POUR 1A
TRANSFORMATION DES FONCTIONS. THEORIE GENERALE DE CES EQUATIONS
ET DES CONSTANTES ARBITRAIRES QUL Y ENTRENT.

A1, Jusqu'a présent, nous n'avons considéré les fonetions dérivées
que comme pouvant servir i la formation des séries; mais ces fone-
tions, considérées en elles-mémes, offrent un nouveau systeme d'opé-
rations algébriques et fournissent des transformations qui sont d'un
asage immense dans toute ' Analyse,

Nous avons deja va (n° 17) que, si Fon a une équation quelconque
en.e ety on simplement en a, laquelle doive avoir lieu quelle que soit
fa valeur de e, les ¢quations dérvivées gu'on obtiendra en prenant les
fonetions derivées de chaque terme de la proposée auront lieu aussi.
Chacuune de ees équations, et méme une combinaison quelconque de
ces ¢quations, pomrra done tenir lieu de 'équation primitive, et 'on
obtiendrea souvent par ce moyen des ¢quations subsidiaives plus simples
ou plus faciles it résoudre que les équations principales.

Nous avons nonné équations primes, secondes, ete. les équations
dérivées quion obtient en prenant les fonetions primes, secondes, ete.
de tous les termes de 'équation primitive donnée; mais nous nomme-
rons en général équations derivées du premier ordre, du second ordre, elc.
les équations qu'on pourra former par une combinaison quelconque de
Uéquation primitive et de son équation prime, ou de celles-ci et de
'équation seconde, et ainsi de suite.

Ainsi, 'équation primitive contenant & et ¥, 'équation dérivée du
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premier ordre contiendra x, ¥ ety’, équation dérivée du second con-
tiendra x, y, y' et y”, et ainsi du reste.

42. Nous allons montrer, pav quelques exemples, 'usage des équa-
tions dévivées pour la transformation des fonctions, et d’abord nous
remarquerons que, par la combinaison d'une fonetion avee sa fonetion
prime, on peut faire disparaitre un exposant quelconque.

Soit I'équation
¥ ‘\'Ill,
X étant une fonction queleconque de s en prenant les fonctions primes,
on aura (" 16)
e m XX

done, divisant cette équation pav la précédente, on aura

o mX!

yoX7

savoir, Xjp/—mNX'y o,

équation dérivée du premier ordre olt la puissance X ne se (rouve
plus, et qui, dans cet état, est bien plus commode pour développer
la valear de y en série par la méthode usitée des coellicients indé-
terminés.
En effet, si 'on a, par exemple,
XN=w-+br t-cx?4-dxd—+...,
et qu'on suppose

ez A B Gt Dad L,

on aura, en prenant les fonetions primes,
X'=:0 4-nex -+-3dx24-. ..,
y' =B 2Cx4-3Dx?+. .
done, substituant et réunissant les termes aflectés de la méme puis-

sance de @, on aura

aB—mbA +[2aC + OB —m{2cA-+bB)]x
4+ [3aD + 2bC - ¢B -~ m(3dA 4 2¢B + bC)]a

R T S T R L)
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équation qui, devant étre identique, c’est-a-dire avoir lieu quel que
soit o, pour que l'expression supposée de y soit vraie, donnera autant
d’équations particulieres qu'il y a de différentes puissances de x, et
I'on tirera de ces équations

B MbA

4]

C - 2mcA - (m— 1 bR
2a

9

3mdA - (2m—1)eB 4+ (m--21bC

S S SOy — N

D .
3a
On aura ainsi suceessivement tous les coeflicients B, C, D, ... par des
formules dont la loi est visible, et qu’on pourra, par conséquent, con-
tinuer aussi loin qu'on voudra.

Mais le premier coellicient A demeure indéterminé; il faut, pour le
déterminer, recourir i Péquation primitive y == X™; faisant @ = o, on
a d'un cote X =a et de Pautre y = A done A== a”.

43. On peut de méme, par les fonctions dérivées, faire disparaitre
les logarithmes, les exponentielles et les sinus et cosinus.

En effet, sty == 1X, on aura 'équation du premier ordre
' X-—\X':z 04

sty ==e¢', onaura celle-ci
}" - \') I 0

mais, pour faire disparaitre les sinus ou cosinus, il faudra aller i une
equation du second ordre.,
Soit done y = sinX, X ¢tant toujours une fonction quelconque de
en prenant les fonetions primes, on aura (n® 14)
» =X cosX,
et, prenant de nouveau les fonctions primes,

.’y'” == X”cosX — X’?sin X §
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donc, éliminant de ces trois équations sinX et cosX, on aura cetle
équation dérivée du second ordre

x/)‘l/ = X"y 4 xra). =o,

ou il n'y a plus de transcendantes; on trouvera la méme équation en
faisant y = cosX.

Si Pon fait ici pour X et ¥ les mémes substitutions que ci-dessus
(n° 42), et qu'apres avoir ordonné les termes suivant les puissances de
on égale 4 zéro la somme de tous ceux qui se trouveront multiplies
par la méme puissance de @, on aura autant d’équations particulieres
qui serviront & déterminer les coeflicients indéterminés de expression
supposée de y par les deux qui précedent. A Pégard des deux premiers,
ils demeareront indéterminés; mais il faudra les déterminer de maniere
que I'équation primitive et I'équation prime aient licu en faisant a0,
Or'équation y = sin X devient alors A == sina, et I'équation y’-- X" cos N

devient B = b cosa.

4%. Non-seulement I'équation dérivée du second ordre que nous
venons de trouver peut servir a développer en sérvie la valeur de sin X\
ou cosX; elle peat servir aussi & trouver une autre transformation de
cette valeur au moyen des exponenticlles.

Supposons, en effet, y==:¢€", e é¢tant le nombre dont le logarithme
hyperbolique est 'unité (n° 12) et V une fonction indéterminée de .
En prenant les fonetions primes et secondes, on aura

].' w— v/e\', )‘// — (v/«_u 4- vu)e\"

ct, ces valeurs étant substituées dans I'équation dont il s’agit, on aura,
apres la division par la quantité ¢ qui en multiplie tous les termes,

xl(\~// “+ v:-_») — X"V 4 X'3= 0.

Jobserve qu'on peut satisfaire i cette équation en faisant

Vie=mX,
IX. 1o
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m étant un coelficient constant, ce qui donne V'=mX"; car, substi-

tuant ces valeurs, I'équation se réduit a

- m2)X'3== 03
done

14-m2=uv ¢l m= V'_.,._

Atnsi on aura
V==X’ /:T,

¢t de 1a, en remontant a I'équation primitive,
Ve Xy 1+ a,
a ¢tant une constante arbitraire; done
Y L A R AL Pl WA LA

en faisant == A pour plus de simplicité.
On aura done

/
) AeXV-1,

et, comme le vadical =1 peut étre pris également en plus et en
moins, on aura également
y oz Be W i

B étant une autee constante arbitraive; en elfet, il est aisé de voir que
chacune de ces deux valeurs satisfait a U'équation

xr)'/l . qu.I _l_ xl;l). . “'
et 'on voit aussi facilement que leur somme y satisfait encore, parce

que les quantités v, ¥’y y” 'y sont que sous la forme linéaive, de sorte

qu'on aura, en géné al,

.)' R Ae“'““ -+ Be“‘ "i.
A et B ¢tant de nouveau deux coefficients indéterminés comme ci-
dessus.

o . v
Cette expression de y convient également a sinX et a cosX; la difl¢-
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rence consiste dans les constantes A et B, qui doivent se déterminer
par la comparaison des valeurs de y et de y’ pour une valeur quel-
conque de X. Ainsi, puisque sinX doit devenir nul lorsque X = o par
la nature des sinus, il faudra que 1'on ait

A+ Bz=-o0;

de plus, y’ étant égal a X' cosX et Pexpression précédente de y don-
nant
= X (AeMVTTom Be-XV-1) L
on aura
cosX == (Ae\V=T - Be-XV- 1) T
Faisant X =: o, on sait que cosX =13 done

(A=B)y- 1=,

Ces deux équations donnent

done enfin
SN s =NV 4
L e — ¢
SINN -0 e e g
'A\ - 1

on trouvera de la méme manieve

expressions connues ¢t que nous avions déja trouvées par une autre
voie (n° 22).

43. Dans les exemples précédents, nous avons cherché I'équation
dérivée et nous avons ensuite déterminé par cette équation la valeur
de la fonction primitive y. Cette dernicre opération est, comme |'on
voit, U'inverse de celle par laquelle on descend de la fonction primitive
aux fonctions dérivées; clle peut toujours-s’exécuter par le moyen des
séries, en employant, comme nous l'avons fait, une série avec des
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coeflicients indéterminés, et faisant des équations séparées des termes
affectés de chaque puissance de x. De cette maniere, on détermine les
coeflicients les uns par les autres, et I'on a souvent I'avantage d’aper-
cevoir la loi générale qui régne entre ces coeflicients.

Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient par la
méthode des n* 33 et suivants, car il n’y a qu'a chercher successi-
vement les valeurs des fonctions dérivées, et, si I'on désigne par (v,
el

général,

”

Jo oo les valeurs de y, ¥, y”, ... lorsque o == 0, on a, en
- { x2 { ”
yo ) +xly) e 5 )+

Cette formule a Pavantage de faire voir pourquoi il reste des coefli-
cients indéterminés, comme nous 'avons trouve ci-dessus. En effet, si
I'on veut déterminer la valeur de ¥ par une équation dérivée du premier
ordre, cette équation donnera la valeur de y’ en @ et v, et de la on trou-
vera une équation du second ordre en y”, ¥, ¥, a, une équation
du troisieme en ¥”, y", ¥', y, @, et ainsi de suite, de sorte que, en
substituant successivement dans ces ¢quations les valeurs de y’, y”, ...
données par les équations précédentes, on aura en derniere analyse
VT T oo exprimes en et y. Done, faisant @ == o, on aura ()”’),
(V7 (") oo exprimeés en (y), qui demeurera indéterminé.

De méme, si on ne fait dépendre la détermination de v que d'une
¢quation dérivée du second ordre en a, ¥, ¥’ et y”, on en tirera suc-
cessivement une équation tierce entre &, v, »', v”, »”, etainsi de suite,
et, par des substitutions successives, on aura en derniere analyse y”,
¥ oo donmés en ., v, ¥, de sorte que, en faisant 2 == o, on aura les

”

valeurs de ("), (¥™), (¥V), ... exprimées en (y) et (¥'), ces deux
quantités demeurant indéterminées, et ainsi de suite.

Ainsi, lorsqu'on part d'une équation dérivée du premier ordre il
veste une indéterminée (¥), lorsqu’on part d'une équation du second
ordre il reste deux indéterminées (v) et (¥'), et ainsi de suite, et 'on
voit que ces indéterminées sont constantes, puisque ce sont les valeurs
de v, v ¥", ... lorsque o = o.
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46. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie des
scries, il n'est pas difficile de se convaincre qu’elle doit avoir licu
généralement quelle que soit I'expression de y, puisqu'on peut tou-
jours regarder une expression en série comme le développement d’une
expression finie. Mais, comme c¢'est la une propriété caractéristique
des équations dérivées entre deux variables, il est important de I'éta-
blir sur la nature méme de ces équations.

Considérons donc, en général, I'équation a deux variables F(x, y) =0,
et désignons simplement par F(z, y) =0 son équation prime, par
F(x, v)" == o I'équation scconde, et ainsi de suite, en regardant @ ety
comme variables i la fois. Soient @, b, ¢, ... des constantes quelconques
contenues dans la fonction F(z, y); ces constantes seront les mémes
dans les fonctions dérivécs. Ainsi, puisque les équations F(ar, y) =0
ct F(a, ¥)'-=o0 ont lieu en méme temps, on pourra en ¢liminer une
constante a, el I'équation résultante sera une équation du premier
ordre entre a, y et y’, qui renfermera une constante de moins que
I"équation primitive et qui aura par conséquent lieu en méme temps
que celle-ci. De méme, les trois équations I'(.r, y) == o, F(x, y) = o,
F(a, ¥)"= o ayant lieu & la fois, on pourra en ¢liminer deux con-
stantes a, b, et 'équation résultante sera une équation du second
ordre entre x, y, y¥' et y”, qui renfermera deux constantes de moins
que I'équation primitive et qui aura lieu en méme temps qu'elle; et
ainsi de suite.

Done, puisque dans les équations & deux variables une équation du
premier ordre peut renfermer une constante de moins que Véquation
primitive, une ¢quation du second ordre peut renfermer deux con-
stantes de moins que I'équation primitive, et ainsi de suite, il s’ensuit
réciproquement que I'équation primitive doit contenir une constante de
plus que I'équation dérivée du premicr ordre, deux constantes de plus
que I'équation dérivée du sccond ordre, et ainsi de suile, constantes
(ui seront par conséquent arbitraires, et il est visible en méme temps
qu'elles ne sauraient en contenir davantage, puisqu’on ne pourrait
pas les faire disparaitre toutes par le moyen des équations dérivées.
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Done, si 'on n’a pour la détermination d'une fonction qu’une équa-
tion du premier ordre, ou du second, ou etc., }'équation primitive, prise
dans toute sa généralité, devra contenir une constante arbitraire, ou
deux, ete., suivant l'ordre de I'équation donnée, et I'on déterminera
ces constantes par des valeurs particulicres données de la fonction ou
de ses dérivées. '

Si donc on trouve d’une maniére quelconque une équation en x et y
qui satisfasse & une équation donnée d’un ordre quelconque et qui
renferme autant de constantes arbitraires qu'il y a d’unités dans I'in-
dice de cet ordre, on en conclura que cette équation sera I'équation
primitive de I'équation donnée et pourra, dans tous les cas, étre em-
ployée a la place de celle-ci. .

47. Au licu d’éliminer a la fois les deux constantes a ct & des trois
équations F(a, v) =o, F(a,y) = o, I(2, y)"= o, on peut n’éliminer
d'abord que la constante b ou a des deux premiéres; on aura ainsi
deux équations du premier ordre, dont I'une ne renfermera que la
constante a et 'autre la constante 6. Si maintenant on élimine de cha-
cune de ees équations la constante @ ou b par le moyen de son équa-
tion prime, on aura deux équations du second ordre sans a ni &, qui
devreont coineider avee I'équation résultante de I'élimination simul-
tanée de ces constantes par le moyen des trois équations F(x, y) = o,
F(a, ¥) =0, F(a, y)"= o, parce que la valeur de y” que ces équations
du second ordre donneront, et qui sera exprimée en x, y et y’, sans a
ni b, ne peut qu'étre la méme, de quelque maniere qu’elle soit déduite
de I'équation primitive.

D'oir Pon peut conclure qu'une équation du second ordre peut étre
dérvivée de deux équations différentes du premier ovdre renfermant
chacune une constante arbitrairve de plus.

Et 'on prouvera de la méme maniére qu'une équation du troisieme
ordre pourra ¢tre dérivée de trois équations diflérentes du second ordre
renfermant chacune une constante arbitraire, et ainsi de suite.

in méme temps on voit que, si pour une équation donnée du second
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ordre on en trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune i
cette équation et qui renferment chacune une constante arbitraire
ou b, on en pourra déduire immédiatement I'équation primilive, car
il suffira de chasser de ces équations la quantité y', et I'on aura une
équation en x et y, avec deux constantes arbitraires a et .

Il en sera de méme pour les équations du troisieme ordre, car, si
I'on trouve trois équations du second ordee qui satisfassent chacune a
une équation du troisicme ordre et qui aient en'méme temps les con-
stantes arbitraires a, b, ¢, on aura, en éliminant y’ et y”, une équation
en x, y eta, b, ¢, qui seva par conséquent I'équation primitive de
I'équation donnée, et ainsi de suite.

48. Mais, si pour une équation du second ordre on en trouve deux
du premier ordre qui y satisfassent et dont une scule renferme une
constante arbitraire, alors, en éliminanty’, on aura une équation en &
et ¥ qui ne renfermera qu'une constante arbitraire et qui ne sera pas
I'équation primitive complete de la proposée du second ordre. Mais
cette équation satisfera également aux deux du premier ordre, puis-
qu'elle satisfait & celle du sccond ordre, qui est ¢galement dérivée de
ces deux-ci; done elle pourra étre regardée comme I'équation primitive
complete de I'équation du premier ordre qui ne renferme point de
constante arbitraire. D’ol je conclus qu'étant proposée une équation
du premier ordre en @, y ety’, si 'on en déduit d’une maniere quel-
conque une équation du second, soit en éliminant une constante ou
non et qu'cnsuite on trouve une autre équation primitive du premicer
ordre, avec une constante arbitraire @, on aura, par I'¢limination de v’
entre celle-ci et la proposée, une équation en 2 ct y qui contiendra la
constante arbitraire @ ¢t qui sera par conséquent I'équation primitive
complete de la proposée.

On prouvera de la méme maniere que, si de la proposée du premier
ordre on déduit une équation du troisieme ordre, et qu’cn‘suitc on
trouve pour celle-ci une équation primitive du second avec une con-
stante arbitraire dans laquelle la proposée ne soit pas renfermée, il
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n'y aura qu'a éliminer les ¥” et y’ au moyen de la proposée, et 'on
aura une équation en z ety qui renfermera une constante arbitraire
¢l qui sera par conséquent I'équation primitive complite de la pro-
posée; et ainsi de suite. .

On peut appliquer le méme raisonnement aux équations des ordres
supéricurs au premier et en tirer des conclusions semblables.

Le sujet de ce Chapitre est traité avec plus de détail dans les
Lecons X, X1 et XIT du Calewl des fonctions (*), ou le lecteur trouvera
une analyse complete des sections angulaires.

(") (Huvres de Lagrange, U, X.
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CHAPITRE VIII.

OU L ON EXAMINE LES CAS SIMPLES DANS LESQUELS ON PEUT PASSER DES FONCTIONS
OU DES EQUATIONS DERIVEES DU PREMIER ORDRE AUX FONCTIONS OU AUX EQUA-
TIONS PRIMITIVES. DES EQUATIONS LINEAIRES DES DIFFERENTS ORDRES, ET DE
CELLES QU ON PEUT RENDRE LINEAIRES.

49. Une équation du premier ordre en x, y et y’' ¢lant donnée, si
I'on peut, par des opérations quelconques, la ramener a la forme

f(x,y‘)’:n,
ou f(a, y) désigne la fonction prime d’une fonetion de .x, y marquée
par f(x, y), on aura sur-le-champ 'équation primitive

.f‘(xy ri=a
dans laquelle a sera la c;)nslanle arbitraire.

Par exemple, I'équation y' = o donne sur-le-champ y = a; I'équation
xy'— y = o, étant divisée par .x?, se réduit i (:—),:: o3 jentends par
(%)IIa fonction prime de la (uantité 2 renfermée entre les deux pa-
rentheses; d’ou 'on tire :— =a, ou bien, en divisant la méme équation

par xy, elle devient
y'

— —_—— =0,

¥y z

dans laquelle les variables x, y ne sont plus mélées. Prenant done la
fonction primitive de chaque terme, on aura

Iy —lax=la,

IX. ' 13
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la caractéristique | indiquant les logarithmes hyperboliques, d'olt 'on

tire £ = a, comme plus haut.
x

in général, si lon peut réduire I'équation a la forme
Slz)+y Flyj=o,
oit les variables sont séparées, il n'y aura qu'a prendre les fonctions
primitives de f(x) et de ¥y’ F(y), et faire la somme égale 2 une con-
stante arbitraire a, et la méme chose aura lieu si I'on peut ramener la
proposée i cette forme par une substitution quelconque.
Soit, par exemple, une équation de la forme

rsfl)
,.

Je fais < = u; done v = wu, y' == xu' + u, ¢t I'équation devient, par

ces substitutions,
o 4= fu),

laqquelle peut se mettre sous la forme

' "

T e O
€ ue~flu) !
qui est comprise dans la précédente.
Si 'on avait I'équation
yoafoh
au lieu de la réduive i la forme précédente, j'en prendrais les fonetions
primes, ce qui me donnerait
Yoo+ o)
équation réductible i la forme -

N SRR
e L,
et qui, en faisant y* = «, rentre encove dans le cas précédent. Ayant
trouvé ainsi une équation primitive entre & et « avec une constante
arbitraire, ¢'est-d-dire entre x et y’, on chassera y’ par le moyen de Ia
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proposée, et I'on aura une équation entre x et y avec la constante
arbitraire, laquelle sera, par conséquent, I'équation primitive complete
de la proposée. Cette derniere méthode est, comme 'on voit, une ap-
plication de la théorie du Chapitre précédent.

50. De cette maniere, on raméne, comme I'on voit, la recherche des
fonctions primitives de deux variables & celle des fonctions primitives
d’une seule variable; mais, comme on n’y parvient ordinairement qu’en
employant pour x el y d’autres variables, comme ¢ et u, c'est-d-dire
en substituant pour x et y des fonetions données de ¢ et w, il faut
observer, i I'égard de ces substitutions, que, « devenant fonetion de ¢
en vertu de I'équation qui a lieu entre @ et y, ces deux variables de-
vront étre aussi regardées comme fonctions de ¢. Done, ayant supposc
y==/(a), on aura, en regardant maintenant & et y comme fonctions
de ¢, y'=a'f'(x) (n* 16); mais, lorsqu’on regarde y simplement
comme fonetion de @, on a y'=:f"(x), comme nous l'avons fait jus-
qu’ici; donce, pour passer de cette hypothese a celle ot @ et y sont

'
fonctions de ¢, il faut mettre i la place de ¥’ la quantité %,—
Ainsi, ayant a transformer 'équation

Yy =F(x,y),
on commencera par la changer en
y=a'F(x, y);

ensuite on y substituera pour x, y, 2/, y" leurs valeurs en ¢, uet ', oi
' sera la fonction prime de u, regardé comme fonction de ¢.
De méme, puisque y” est la fonction prime de y’, regardé comme

yl ’
- . . oo AF)
fonction de , il faudra substituer pour y” la quantité ~—~> cest-
Sl .

o
X . . .
USSR %Ff’ et ainsi de suite.

e
o
z'?

a-dire

Donc, si dans une équation, au lieu de regarder y comme fonction
de «, on voulait réciproquement regarder x comme fonction de y,
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alors la fonction prime de y deviendrait 'unité, et I'on y subslituerait

. 1 , 2" " " .
simplement _; pour y’, — — pour y”, et ainsi de suite.

51. Ily a, au reste, une maniere générale de trouver I'équation pri-
mitive d'une équation dérivée d’un ordre quelconque : elle consiste a
rendre le premier membre de I'équation, dont le second est zéro, une
fonction dérivie exacte par le moyen d’un multiplicateur. On trouvera
dans la Lecon XII du Caleul des fonctions une démonstration de I'exis-
tence de ce multiplicateur dans toutes les équations dérivées (*); mais
la recherche en est le plus souvent trés-difficile, ce qui rend cette
méthode plus curicuse gu’utile.

52. Quant a la maniere de trouver les fonetions primitives des fone-
tions d'une seule variable, comme de F(x)ou de y' F(y), on sait que,
st F(a) est une fonction rationnelle de a, on peut toujours la décom-

I '
poser en dilférents termes de la forme 2™ ou I ¢tant un
a-

nombre entier positif et @+ ba un facteur du dénominateur de la
fonction, s'il en a un. Ainsi la fonction primitive de F(x) sera com-
amet (a+bax) -

posée d'autant de termes de la forme - - et - —y ou la si
m -1 biv— m)
a4 br) . . \ . .
m=. 1, el -‘---—-b- ) st m==1, et il en sera de méme de la fonction

primitive de y" F(») (n° 32).

Si F(.r) contient des quantités irrationnelles, on les fera disparaitre
par des substitutions, ¢e qui n'est possible en gcncrnl, par les méthodes
connues, que pour les radicaux de la forme ya + bx +ca®. Quand il
y a dans F(a) des rvadicaux plus compliqués, ou méme quand il y a
plus d’un vadical de cette forme, la recherche e la fonetion primitive
devient impossible en général par les méthodes connues, et 'on ne
peut obtenir que par le moyen des séries, soit en faisant disparaitre
les radicaux par leur vésolution en série, soit en employant la méthode
géncrale pour le développement en série de toute fonction de a (n® 33;.

(V) QEuvres de Lagrange, t. X.
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Pour cela, on supposera f/'(x) = F(x); de la on aura
S =F(z), f"lz)=F(z), ....

Donc la valeur de f(.x), fonction primitive de F(x), sera représentée
ainsi, ‘

2 3
flz)=f+ab+ 0+ Zp

les quantités £, F, F’, ... étant les valeurs de f(x), F(x), F(z), ...
lorsque « = o, ot I'on voit que /sera une constante indéterminée.

53. Si, pour une équation proposée d'un ordre quelconque, on par-
vient a trouver une équation d’un ordre inférieur qui ne renferme point
de constantes arbitraires ou qui n’en renferme pas autant qu’il peut y
en avoir, alors cette équation ne pourra pas étre regardée comme une
équation primitive complete, mais elle ne sera qu’un cas particulier
de cette équation, dans lequel on aurait donné aux constantes arbi-
traires des valeurs particulicres.

Mais il y a un cas trés-étendu, dans lequel il suflit d’avoir plusicurs
valeurs particulieres de y enax pour pouvoir en obtenir la valeur com-
plete : ¢est celui ou Péquation d’un ordre quelconque ne venferme les
o ¥y’ ... que sous la forme linéaire.

Soit, en effet, proposée I'équation
Ay +By 4 Cy"+Dy" ...~z 0,

dans laquelle A, B, C, ... soient des fonctions données de 2 seul. Soient
Py qs s - des fonctions différentes de @ qui, ¢lant substituées pour y,
satisfassent chacune en particulier 2 cette équation. Je dis que l'on
aura, en général,
yr=ap=+byg+cr+...,

a, b, ¢, ... ¢lant des constantes arbitraires, ce qui est évident, car
cette expression de y, étant substituée dans la méme équation, y satis-
fera indépendamment des constantes. Dol il suit que, si le nombre
des valeurs particuliéres p, g, r, ... est égal a celui de I'ordre de I'équa-
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tion proposée, c’est-a-dire i I'indice de la fonction dérivée y” - la plus
¢levée, on aura expression complite de y. L'analyse du n° 44 fournit
un exemple de cette méthode.

Mais il y a plus : on peut alors trouver aussi la valeur complete de y,
qqui satisfera 4 'équation

Ay +By +Cy'+...=X,

X étant aussi une fonction quelconque de .

Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d’analyse,
je crois devoir 'exposer ici en peu de mots.

54. Supposons que 'équation proposée soit du troisicme ordre; on
verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quelconque.
Soit done I'équation

Ay + By + Cy" 4" =X,
et soient p, ¢, r trois valeurs différentes et particulieres de » et x qui
satisfassent i I'équation

Ay + By +Cy"+y"=o,

en sorte que on ait
Ap +Bp'+ Cp* -+ p” =z 0,

Ag+Bg' + Cq"4-¢" =0,

Ar--Br' +Cr"-r" o,

Supposons y =: ap + bg + cr, et regardons a, b, ¢ comme trois fonc-
tions inconnues de a qu'il s'agira de déterminer; en prenant les fone-
tions primes, secondes et tierces de y, on aura d’abord

yezap’ + by + er' + pa -+ qb’ 4+ re’,
Je suppose pa’ + g’ -+ r¢’ = o; jaurai simplement
Y =ap' + bg' +cr'.
De L, en prenant de nouveau les fonctions primes, j"aurai

Y ozap”+ by +cr” +a'p + Vg + ',
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Je suppose derechef ap’+ b'q’ + ¢'r' = o; j’aurai simplement
Y'=ap"+bq"+cr",
d’od je tire, en prenant encore les fonctions primes,
y'=ap” +bq" +er” 4+ dp”+ b'g" + v

Je substitue maintenant les valeurs de v, ¥', ¥” et y" dans I'équation
proposée; il est visible que, par la nature des quantités p, ¢, r, les
termes qui contiendront a, b, ¢ se détruiront, et il ne restera que
I'équation

ap'+0q"+c'r=X,
qui, étant combinée avec les deux équations supposées

ap +bqg +cr=o0,

ap +0q+cr=o,

servira 4 déterminer les trois quantités @', &', ¢, les quantités p, ¢, r
et leurs fonctions primes et secondes étant connues, ainsi que la quan-
tité X.

* Supposons done qu’on ait trouvé @’ == P, ' =Q, ¢’ = R; ces quantités
P, Q, R étant des fonctions connues de a, il 0’y aura qu’a les regarder
comme des fonctions primes et en chercher les fonetions primitives,
qui contiendront chacune une constante arbitraire qui pourra lui étre
ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues a, b, ¢, qu’on substi-

tuera ensuite dans I'expression de y.

55. Lorsque I'équation n’est que du premier ordre, on n’a hesoin
que d’une valeur p, et I'on peut toujours la trouver, car on a alors
I"équation

Ap+p=o,
a laquelle satisfait cette valeur p =¢~", M étant la fonction primitive
de A, de maniere que M'= A, et e dénotant toujours le nomhbre dont

le logarithme hyperbolique est I'unité; en effet, on aura, en prenant

les fonctions primes,
p=—Me¥=—Ap.
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Pour les équations d'un ordre supéricur au premier, il n'y a pas de
méthode générale pour trouver les valeurs de p, g, ..., & moins que
les coefficients A, B, C, ... ne soient constants. Mais, dans ce cas, il
est aisé de les trouver, car il n’y a qu’a supposer p = €%, m étant une

constante indéterminée; on aura
P o= mens, ptemmEemy, L

done I'équation
Ap+Bp - Cp”-+Dp*4-. . .=0

deviendra

A-+-Bm+-Cm*+Dmd—+...--o0,
laquelle sera, généralement parlant, d'un degré égal & 'ovdre de
I'équation proposce. Elle aura done autant de racines qu'il y a d’unités
dans ce degré, et, si l'on désigne ces racines pav m, n, ..., on aura

po-emty, ¢ e"t, ...,

de sorte que, dans ce eas, la difficulté est réduite & la résolution des
¢quations.

56. On peut souvent rendre lineaires des équations qui ne le sont
pas, par le moyen des substitutions, et, comme cette transformation
est toujours avantageuse, voici deux cas tres-étendus ot elle réussit.

Le premier est celui de 'équation

yoaxfoti+FY),

qui est plus générale que celle que nous avons traitée ci-dessus (0 5%).
Fen prends d'abord les fonctions primes; jai

Py [ SO ) F Y

’

¢quation du premier ordre en @ et 3, ot 5 est censé fonction de x.
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Maintenant je regarde  comme une fonction de z; il faudra mettre

i; a la place de s’ (n° 50), et il viendra I'équation
zf'(3) +[f(z) —3]a'+F(3) =0,

qui est, comme I’on voit, du premier ordre.et linéaire en x. On pourra
donc, par la méthode précédente, en trouver I'équation primitive en a
et 5; mais la proposée, par la substitution de s au lieu de y’, devient

y=xf(z)+ F(3);

éliminant donce z de ces deux équations, on aura une équation en x
et y, qui sera I'équation primitive de I'équation proposée.
Le second cas est celui de I'équation

¥y +My2+N-=o,
M et N étant des fonctions de . Ici je fais y = K%’ ce qui donne
2 z'? M
YT Mz T METT Mg

substituant ces valeurs et multipliant par Mz, I'équation devient

3 — I\le_ -+ MNz =o,

qui est, comme I'on voit, du second ordre, mais linéaire par rapport
as. )

Supposons qu’on ait trouvé d’une maniere quelconque deux valeurs
particuliéres de y en x, ¢’est-a-dire sans constante arbitraire, que nous
dénoterons par p et ¢. Pour la valeur p, on aura Ni—’i =p, d’ott 'on tire
s=¢", en dénotant par P la fonction primitive de pM; on aura de
méme, pour la valeur ¢, 5 = €%, Q étant la fonction primitive de gM.
Ayant ainsi deux valeurs particulieres de z, on aura la valeur compléte

(n° 53)

z = ae® + bel,
IX 14
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’

a et b étant deux constantes arbitraires; done, puisque y = ;:—z et que
P'=pM, Q' = ¢gM, on aura cette valeur compléte de y,

. aee"+ bqet
~ Taé® + bev '
s e e . b
¢'est-a-dire, en faisant - =0
+ cqel—"?
y= E_J___T,
1+ ce¥

ol ¢ est la constante arbitraire.

Par exemple, si N=—mM, m étant une constante, il est ais¢ de
voir que I'on satisfera i la proposée en y en faisant y = ym, et, &
cause de 'ambiguité du radical, on aura

p=ym, ¢-—=—ym;
donc¢, nommant L la fonction primitive de M, on aura
P-=Lym, Q-=-Lym,
et la valeur complete de y sera

(1ot %)

1+ CB_"' Vi

Au reste, dans ce cas, I'équation proposée peut se mettre sous la forme

3y
e - Mz o,
_74 ——m

ou les variables @ et y sont séparées, et dont on peut trouver I'équa-
tion primitive, comme nous I'avons montré plus haut.

57. Lorsque 'équation proposée n’est pas linéaire en v, y', y”, .
ou qu'elle n'est pas comprise sous la forme précédente, je ne connais
aucune méthode générale pour compléter les valeurs particulieres de y
(u’on aurait trouvées; mais on y peut toujours parvenir par le moyen
des séries.
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Supposons, en effet, que, pour une équation du premier ordre en x,
yety’, la valeur complete de y soit f(x, a), a étant la constante arbi-
traire. En donnant & a une valeur particuliere %, la quantité f(x, )
deviendra une valeur particuliére de y, que nous nommerons p et que
nous supposerons connue d’une maniere quelconque. Faisons mainte-
nant a =~A -+, et développons la fonction f(x, & +-7) en série ascen-
dante suivant les puissances de 7; le premier terme sera f(z, &) =p,
et les autres termes seront de la forme gi +ri* +..., ¢, r, ... étant des
fonctions de w. Si I'on substitue cette expression de y dans 'équation
donnée du premier ordre, il faudra qu’elle se vérifie indépendamment
de la constante 7, qui doit demeurer arbitraire.

Soit done

I'équation du premier ordre a laquelle satisfait la valeur particuliere
)y =p; on aura, d’apres cette condition,
P =F(=z, p).

Substituons pour y la série p + ig +*r +..., et développons aussi
la fonction F(a, y) en série suivant les puissances de 75 si 'on dénote
simplement par ¥'(y), ¥'(y), ... les fonctions primes, secondes, ctc.
de F(z, y) prises relativement a y seul, et qu’on fasse, pour abréger,
0 =1g +*r+..., on aura, par la théorie exposée plus haut sur le dé-
veloppement des fonctions,

2
¥(z,y)=F(z,p) +0F’(p)+%[?”(p)+....

D'un autre coté, on aura, en prenant les fonctions primes,
y=p+qgi+riz4...;

donc, substituant ces valeurs dans 1'équation y'=F(x, y) et ordon-
nant les termes suivant les puissances de ¢, on aura, a cause de¢

p'=F(z, p),
i = iq F(p) 2 [rxv'(p) +L F”(p)] e
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d'ol1 I'on tire, par la comparaison des termes affectés des mémes puis-
sances de , les équations suivantes :

2
¢=qF(p), r=rF(p)+Lrp), ...

qui serviront  déterminer successivement toutes les inconnues ¢, r, ....

Comme les quantités F'(p), F’(p), ... sont des fonctions données
de z, il est visible qu’on n'aura pour ces inconnues que des équations
linéaires du premicr ordre, susceptibles de la méthode du n° 55; il ne
sera pas méme nécessaire d’avoir les valeurs completes de ¢, r, ..., il
suffira d’avoir des valeurs quelconques qui satisfassent & ces équations
de condition.

Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités ¢, r, s, ..., on aura
cette valeur compléte de y, ‘

y=p-+ig+r+...,

dans laquelle ¢ sera la constante arbitraire qui manquait & la valeur
particuliere y - p. Cette valeur sera a la vérité exprimée par une séric,
mais la convergence de cette série ne dépendra que de la valeur de la
constante t.

Cette méthode est aussi applicable, avec I'extension convenable, aux
¢quations des ordres supéricurs au premier; mais les équations qu’on
trouvera pour la détermination des fonctions inconnues seront du méme
ordre, et par conséquent on ne pourra trouver, en général, les valeurs
de ces fonctions que dans le cas ou les coefficients seront constants.

Au reste, cette méthode est le fondement des solutions des princi-
paux problemes de la théorie des planetes. Comme les excentricités et
les inclinaisons qu'on doit regarder comme des constantes arbitraires
sont fort petites, ct que l'effet des attractions est aussi tres-petit, le
cercle fournit d'abord des valeurs particuliéres, et I'on complete en-
suite ces valeurs par des séries qui procedent suivant les puissances
de ces constantes tres-petites.
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CHAPITRE 1X.

DES VALEURS SINGULIERES QUI NE SONT PAS COMPRISES DANS LES EQUATIONS
PRIMITIVES COMPLETES. DES EQUATIONS PRIMITIVES SINGULIERES.

58. La méthode que nous venons d’exposer pour trouver I'équation
primitive par le moyen des séries est fondée sur la supposition que
toute fonction F(x, y) de deux variables x, y puisse toujours, par la
substitution de p + gi+ ri* 4. .. & la place de y, se développer en une
série ascendante suivant les puissances entiéres de ¢; mais, comme
cette série résulte du développement d’une fonction de y + o, en fai-
sant o =gqi+ri* 4+ ... et donnant & y une valeur particulicre p, il
s’ensuit de la théorie que nous avons donnée dans le Chapitre V que
ce développement pourrait contenir des puissances fractionnaires ou
négatives de o, auquel cas la série dont il s’agit contiendrait nécessai-
rement de pareilles puissances de 7. Alors la série qui doit représenter
la valeur de y pourra ne plus avoir la méme forme; mais, comme
y=/f(z, a), et qu'on suppose a="h +1i et p= f(x, k), le premicr
terme sera toujours p ct le seccond pourra encore étre supposé de la
forme g¢, car, §’il était de la forme ¢, n étant un exposant quel-

1
conque, il n’y aurait qu’a substituer * a la place de ¢ et supposer que «

1
devienne A + i", ce qui est indifférent, puisqu’on regarde { comme une
constante arbitraire; mais les termes suivants pourront étre de la forme
ri" 4+ st" +. .., ou m devra étre >1, n>m, ..., par hypothese.
Substituant donc, dans F(«, y), poury, la série

P+qidrim+sing, ..,
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et développant suivant les puissances ascendantes de i, on aura une
série de cette forme .
Flz, p) +Pi*+Qi+...,

¢ étant différent de P'unité, v>p, ..., et P, Q, ... étant des fonc-
tions données de x. Donc I’équation

y'=F(z,7)
deviendra, par ces substitutions,
f+imr + s+, =Pir+Qir+...,

laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de 7.

Donc, si p.>1, on pourra faire ¢':==o0, m=yp. et r'=P, ensuite
ne==v, s==Q, .... Ainsi, on aura d’abord ¢ égal i une constante, ou
plus simplement ¢ =1; ensuite, comme P ne dépend que de g et de x,
on trouvera la valeur de r en prenant la fonction primitive de P, et
ainsi de suite.

59. Mais si <1, alors il sera impossible de satisfaire & I'équation
de maniére que ¢ demeure une constante arbitraire, et 'on devra en
conclure que la valeur particuliere p, ne pouvant pas étre complétée
ainsi, ne saurait étre contenue dans 'expression générale f(x, a), qui
représente la valeur compléte de y.

Maintenant il est visible que, quel que puisse étre le premier terme
P du développement de F(r, y) par la substitution de p+gi+nr"+...
ila place de y, il ne peut venir que des termes p + ¢i, de sorte qu'il
sera le méme que si I'on substituait simplement p + g¢ a la place de y.
Donc le développement de F(a, y) par la substitution de p+ o & la place

" Por . L,
de y sera F(x, p) -+ o +...; done, puisque la série résultante de ce

développement contient un terme affecté de o*, ot p. est >o et <1,
il s'ensuit de la théorie donnée au n° 29 que la fonction prime F'(y)
devra devenir infinie lorsque y = p.

De la on tire cette conclusion que la valeur particuliere p ne pourra
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pas étre contenue dans I'expression complete de y si cette valeur rend

. . . N . . 1
la fonction F'(y) infinie, c’est-a-dire la fonction ¥ nulle.
) s ) . 1

Réciproquement donc, I'équation ¥y = © donnera toutes les va-
leurs de y qui, pouvant satisfaire & I'équation y'=F(x, y) comme
valeurs particulieres, ne seront pas renfermées dans la valeur com-
plete. On pourra appeler ces valeurs valeurs singulieres, pour les dis-
tinguer des autres, et, en général, on pourra appeler eguation primitive
singuliére toute équation en x et y qui satisfera & une équation du
premier ordre entre x, y et y’, ou a une équation d’un orvdre supérieur,
et qui ne sera pas comprise dans I'équation primitive complete, ¢’est-

a-dire qui ne sera pas un cas particulier de cette équation.

60. Nous venons de voir qu'il y a une espece d'équations qui peuvent
satisfaire & des équations d’un ordre supérieur et qui ne satisfont pas
aux équations d’ou celles-ci peuvent étre dérivées, parce qu'elles ne
sont pas renfermées dans les équations complétes d'up ordre inférieur
a celles-ci. Ces équations ne forment pas une exception a la théorie
générale exposée plus haut (n° 46), mais elles résultent d’une consi-
dération particuliere dans la maniere dont les équations d’un ordre
supérieur sont dérivées par I'élimination des constantes. En effet, on
y a vu que les deux équations F(x, y) = o et F(a, ¥) = o donnent, par
I’élimination d’une constante a, une équation dérivée du premier ordre
entre x, y et y’, dont F(a, y) = o sera I’équation primitive.

Or il est évident que le résultat de cette élimination serait le méme
st la quantité a, au lieu d’étre constante, élait une fonction quelconque
de x; mais, dans ce cas, la fonction prime de F(«, y) ne serait plus
simplement F(x, y) : elle_contiendrait de plus une partie provenant
de la variation de a, et, si Pon désigne par F'(a) la fonction prime de
F(a, y) prise relativement & la variable a, on aura a' F'(a) pour la
partie dont il s’agit, &' étant la fonction prime de a regardé comme
fonction de .

Ainsi, dans le cas ou a serait fonction de a, I'équation primge de
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F(x, y) = o serait :
F(x,y) +a F(a)=o;
donc, pour qu'elle se réduise 4 F(x, y)= o0, comme dans le cas de a
constante, il faudra que I’on ait F'(a) = o, équation qui servira 4 déter-
miner la valcur de a, et qui n’est autre chose, comme I'on voit, que
I'équation prime de I'¢quation primitive, prise relativement a a, d’ot
il s’ensuit que, si I'on substitue cette valeur de a dans I’équation pri-
mitive F(x, ¥) = o, on aura une équation en x et y, qui satisfera éga-
lement & I'équation du premier ordre et qui ne sera pas renfermée
dans I'équation primitive, ol @ est la constante arbitraire.

On pourra appliquer la méme théorie aux équations des ordres supé-
rieurs et en déduire des conclusions semblables.

61. Pour voir maintenant si I'équation qui résulte de cette considé-
ration est la méme que 'équation primitive singuliere, déduite de
I'analyse précédente, supposons, comme plus haut (n° 58), que I'équa-
tion du premicer ordre soit réduite a la forme y'=F(a, y) et que son
équation primitive complete soit y = f(a, a), a étant la constante arbi-
traire. Pour en déduire I'équation primitive ot @ est variable, on prendra
I'équation prime relativement 4 a scul, et, si I'on désigne par ¢(x, a)
la fonction prime de f(x, a) prise relativement 4 a, on aura ¢(x, @) =o,
d’olt Pon tirera a, qu'on substituera dans f(x, a), et I'on aura une
valeur particuliere de y qui satisfera aussi a la proposée du premier
ordre. Nous appellerons p cette valeur particuliere, comme dans le nu-
méro cité.

Maintenant, puisque la valeur compléte f(x, a) de y doit satisfaire &
I’équation y’ == F(a, y) quelle que soit la constante a, il s’ensuit que,
en faisant la substitution, I'équation résultante

S, a)=F[z, f(x, a)]

devra avoir lieu quelle que soit la valeur de a. Par conséquent, son
¢quation prime, prise relativement i @ regardée comme seule variable,
devra avoir lieu aussi quelle que soit la valeur de a (n° 17).
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Puisque /"(, @) est la fonction prime de f(x, a) prise relativement
ax, lafonction pnme de celle-ci prise relativement i a sera donc la
fonction seconde de f(x, a), prise d’abord relativement i @ et cnsuite
relativement 4 a, laquelle est la méme chose, comme nous le démon-
trerons plus bas, que la fonction seconde de f(=, a) prise d’abord
relativement  a et ensuite relativement i 2. Ainsi, ayant désigné par
¢(x, a) la fonction prime de f(x, a) par rapport a a, on aura ¢'(xr, a)
pour la fonction prime de f*(x, @) prise également par rapport i a,
les traits appliqués aux caractéristiques /et ¢ ne se rapportant qu'a la
variable x.

A l'égard de la fonction F[x, f(x, a)], comme clle résulte de la
substitution de f(x, a) i la place de y dans F(a,y), sa fonction prime
relativement & a sera exprimée par ¥ (y).q(x, @) (n° 16), puisque
nous avons désigné par F'( y) la fonction prime de F(x, y) relativement
ay, et par ¢(a, a) la fonction prime de f(x, @) ou y relativement i a.

Done I'équation prime de I'équation

S'(xya)=F(z,y)
prise relativement a a sera

¢lx, a) = F(y).0(, a),
d’out 'on tire

Or nous venons de trouver que, pour avoir la valeur particuliere p,
il faut substituer dans f(x, a) la valeur de a tirée de I'équation
-¢(x, a) = o. Dénotons par X cette valeur de a, qui scra une fonction
de x; la fonction ¢(x, a) aura cette forme

oz, a)=V(X—a)m,
m étant > o, et V étant une fonction de & qui ne deviendra ni nulle
ni infinie lorsque @ = X; on tirera de la

o'(xya)=V(X—a)"+mVX(X —a)n—1,
IX. : 15
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Donc on aura X
v mX’
" | PRt
F (.r/ - LY, + X --a
Mais y devient p lorsque @ = X; donc F(y) deviendra infini lors-
que y = p, comme dans le cas du n° 59. Ainsi les deux méthodes des
n” 58 et 60 conduisent aux mémes résultats et donnent les mémes
aleurs singuliéres; mais la seconde a 'avantage d'étre plus directe et
de donner la vraie métaphysique de cette espece de paradoxe.

62. Supposons, pour donner un exemple, que I'équation primitive

soit
z!—a2ay — al— b1-==0;

en prenant les fonctions primes, on aura I'équation prime
x—ay ==o;

¢liminant @ par le moyen de I'équation primitive, on aura I'équation
du premier ordre

& (= y 4 yE by =,

dont celle-la sera 'équation primitive complete, a ¢tant la constante
arbitraire.

Maintenant, si 'on prend la fonction prime de la méme équation
x-~aay --a*-— b=z 0

relativement & la quantité @ regardée comme une fonction de .x, on

aura
—a(y+a)a==o,

ce qui donne
_)“{-—(t.‘:(), Q== —~—)‘,
et, substituant cette valeur dans la méme ¢équation primitive, on aura

x4y — b=,

Cette équation satisfera par conséquent aussi a la méme équation du
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premier ordre, ce qui est aisé i vérifier, car elle donne
ri=0—2? et jy=-—ua,
valeurs qui, étant substituées dans la quantité
=t gy = VE T,

la rendent identiquement nulle. Ce sera donc I'équation primitive sin-
guliere.
En effet, suivant la théorie du n° 61, on aura, dans le cas présent,

x

— ATy b2 et p=yb— z3;

Fle,y) =

done, en prenant les fonctions primes relativement & y seul, on trou-

vera
x

Fly)y= e o——— o,
(y) (___),. 4+ vl-z - J'.! — ’)‘_’) va_“.' . ]~2__ [)'.'
quantité qui devient infinie, comme Uon voit, par la supposition de

y=p= y’[)".—_—;;"

63. Supposons maintenant que I'on ait I'équation du premier ordre
¥ =F(y) et que la fonction F(y) de y soit telle qu’elle devienne nulle
lorsque y est égal & une constante donnée b; il est visible que cette
valeur de y satisfera & I'équation, car y:=0 donne aussi y'=o0. On
demande si cette valeur de y est une valeur particuliere comprise dans
fa valeur complete ou bien si ce n’est qu'une valeur singuliere. On
prendra la fonction prime de l"(y), et, si F'(y) devient infini lorsque
y = b, la valeur b ne sera qu’une valeur singuliere; sinon, elle sera une
valeur particuliere. :
Soit :
o F)=K(y—obpm,
m étant > o et K une constante; on aura

F(y)=mK(y—b)m,
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quantité qui devient infinie lorsque m < 1; donc la valeur y = b sera
une valeur singulicre si m > o et <1, et une simple valeur particu-
liere si m = ou > 1. En effet, I'équation
y=K(r—2bjm

étant divisée par (y -— b)" et mise sous la forme

(r —b)™y'— K=o,
a pour équation primitive

(r-—;’)—)————-—l(x._a,
1 —m

a étant la constante arbitraire, d’ol 'on tire

L

Donc, pour que I'on ait y = b, il faudra que la quanme (a+ Ka) ="
devienne nulle. Or, si > o et <1, I'exposant n-—:}ﬁ sera positif; par
conséquent, il sera impossible de donner a4 a une valeur qui fasse éva-

nouir la quantité dont il s’agit. Mais si m > 1, alors, 'exposant — 7;
1
devenant négatif, la quantité (@ + Kx)'=" deviendra nulle lorsque a

LI b 1 o .
sera infini; car, faisant a == -, cette quantité deviendra

{1+ Kcx)m!

laquelle devient zéro lorsque ¢ = o.
La méme chose a lieu lorsque m = 1; alors I'équation primitive con-
tient des logarithmes ou des exponenticlles, car on a

’

y'=K(y—b)
ct, divisant par y — b,
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dont I'équation primitive est

Hy—0b)—Kzx=la,

d’our I'on tire

ry=>0 + aek~,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 'unité et a la
constante arbitraire. Ici il est évident qu’en faisant a égal & zéro on
aura y = b.

Supposons encore
F(r)=vY,

Y étant une fonction de y qui devienne nulle lorsque y = &; on aura

Y

Fly)= -3

done, puisque Y devient nul lorsque y =54, si Y’ ne devient pas nul
en méme temps, F'(y) deviendra alors infini et la valeur y = b ne sera
qu'une valeur singuliere. Donc, pour que cette valeur soit une simple
valeur particulitre, il faudra que Y’ devienne nul en méme temps
que Y, en faisant y = b.

Cette théorie des ¢quations primitives singuliéres est présentée
d’une_maniére plus générale et avee de nouveaux détails dans les
Lecons X1V, XV, XVI et XVII sur le Caleul des fonctions (*), auxquelles
nous renvoyons les lecteurs (ui désireraient approfondir davantage ce
point d’Analyse.

(*) OFuores de Lagrange, t. X.
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CHAPITRE X.

DE L'EMPLO! DES FONCTIONS DERIVEES DANS L'ANALYSE ET DE LA DETERMINATION
DES CONSTANTES ARBITRAIRES. APPLICATION A LA SOMMATION DES SUITES ET A
LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU TROISIEME DEGRE.

64. Par les principes que nous venons d’établir & I'égard des con-
stantes arbitraires, on voit que ces constantes forment la liaison entre
les équations primitives et les équations dérivées; celles-ci sont par
elles-mémes plus générales que les équations d'ou elles dérivent, &
aison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu;
elles équivalent proprement i toutes les équations primitives qui ne
différeraient entre elles que par les valeurs de ces constantes.

On peut done toujours passer d’une équation regardée comme pri-
mitive & une de ses dérivées d’un ordre quelconque, et réciproquement
revenir de celle-ci i celle-la, pourvu que cette derniére opération intro-
duise toujours des constantes arbitraires et qu'on ait soin de déter-
miner ces constantes d'une maniere conforme i I'équation primitive,
comme nous cn avons déja donné des exemples (n*® 49 et suivants).
Avece cette attention, on pourra employer dans I’Analyse les opérations
relatives aux fonctions, comme on y emploie les opérations ordinaires
d"Algebre.

Ainsi, ayant une équation en x et y, on pourra immédiatement en
déduire des équations dérivées d’un ordre quelconque; mais, pomV
revenir de celles-ci & une équation en x et y, il faudra tenir compte
des constantes arbitraives et les déterminer de maniére que les valeurs
de y et de ses dérivées »7, y”, ... soient les mémes pour une valeur
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donnée de x, comme x =o, que celles qui résultent de 'équation
donnée. :

Si I'équation proposée n’était que du premier ordre en x, y, ¥, alors,
cette équation ne pouvant fournir que les valeurs de »’, ", ... en
et y, ces valeurs, pour & = o, contiendraient la valeur indéterminée
de y; par conséquent, les constantes arbitraires dépendraient alors de
cette valeur, qui serait elle-méme une constante arbitraire, de sorte
que, dans ce cas, toutes les constantes arbitraires se réduiraient a une
seule. Elles se réduiraient & deux, par la méme raison, si I'équation
proposée était du second ordre en x, y, ¥’ et ¥”, et ainsi de suite.

65. Pour faire mieux sentir Pesprit ct P'usage de ces opérations,
nous allons les appliquer encore a4 quelques exemples qui serviront en
méme temps d’exercice de calcul.

Soit proposée la série

! ‘
l+ﬂx+m5m+')x3 m(m 1) (m 4+ 2)
n nin-—+1) nin-~+1)(n—+2)

x84 ..,

dont on demande la somme.
Supposons-la égale 4 y, en sorte qu’on ait une équation en x et y;
je multiplie cette équation par "', ce qui donne
m m(m 1)

yxll—~l = - Pl L e,
n n(n-1)

Je prends les fonctions primes de tous les termes; j'ai

,Ja'xll~'-l ~+ (n ~ l))ﬂx”—ﬁ

n(m-{—l)x m(m--1)(m+ 1)

=(n-—1)x" 4 man-\ + !
! n(n —+1)

n 4.

L IS

ot l'on voit qu’il a disparu un facteur du dénominateur de chaque
terme.

Je multiplie maintenant I'équation précédente par x™-"; j'ai celle-ci

J-’zln R (n — l)rxllt“?

m(m —+1)

=(n-—-1)xm 34+ maem—t 4 — " zm -

m(m —+1)(m+2)
nin

- T
+1)
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Je fais le premier membre égal a p’, p’ étant la fonction prime de p, et
je prends I'équation primitive; j'ai
n—1 m(m +1)

I'-—t- -_......._...xll '+xm+ ,_xm+l

My 4, ..
m—1 n (n+|)

Je n'ajoute point de constante arbitraire ici, parce qu'elle peut étre
censce renfermée dans p.
Maintenant, en comparant cette nouvelle série avec la proposée,
qu’on a supposée ¢gale a y, il est visible qu’on aura I’équation
p= .’.l,t—._.._rm " zmy;
m— !
prenant les fonctions primes, et substituant pour p’ sa valeur
y'a" '+ (n—1)yz™ 3, on aura cette équation du premier ordre
linéaire en y

(” - I).z"" 24 y'x'" “+max™ -|]~ — ]-'xm Q. (Il — |))-xm-‘_"
laquelle se réduit a cette forme

, n—1—mx n—1

a

z(t—a) r= T(—=z)

Cette équation étant susceptible de la méthode du n° 55, on pourra
donc trouver la valeur y en x, qui sera, par conséquent, la somme de
la série proposée; mais cette valeur devra contenir une constante arbi-
traire, qu'on déterminera de maniere que y soit égal a 1 lorsque z=o,
comme il résulte de la série donnée.

Si la série n'avait contenu que des facteurs simples, comme

m m—1 m—+ 2

I e x4 23+, ..
n n—41 n~+a ’

on cut trouvé, par les mémes opérations,

n—t 1M"|+xln+xm4"+xm+2+.‘_.
n—1

p:
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Or on sait que

1
l+.z'+.z'9+...—:_-—~;.

1—x
donc on aurait, dans ce cas,
n-—1 xm
= g~ .
p m— | + 11—z

prenant les fonctions primes et substituant la valeur de p’, on aurait

’ maxm-1 xm
xm—1 — . m--:k: —_— -2 N, ————
ry +(n—1)yx (n—1)zm-2 P +(|——x)=’
savoir,
, n— n— 2
yePzlr _n—v om L ,
x x l—z  (1—a)2

¢quation également linéaire dy premier ordre.

Cette méthode sapplique 2 des séries plus compliquées et peut
conduire & des ¢quations linéaires d’un ordre supérieur au premier,
Yai cru devoir au moins Tindiquer, étant presque la seule méthode
générale pour la sommation des suites.

66. Soit maintenant proposée I'équation
ry=Az 4 Ba? -+ 23,

dans laquelle on demande Iexpression de 2 ¢n Y- Cette expression peut
s‘obtenir par la formule connue pour la résolution des ¢quations du
troisieme degré. Voici comment on y peut parvenir par la théorie dos
fonctions.
En prenant les fonetions primes et sccondes, on aura
Y =A+2Bx+ 322, )'=2B+6x;
si donc je forme la quantité

y+(m+nx)y 4 p+qz+ rx?)y”,

oum, n,p, q, rsont des coefficients arbitraires, j’aurai un quadrindome
IX. 16
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qui contiendra les puissances x, x* et x*, et je pourrai faire évanouir
les termes multipliés par chacune de ces puissances; j'aurai ainsi une
équation du second ordre de la forme

y+(m+nz)y’+(p+qz+rx=)y’=c.

oit C sera une quantité constante; et cette équation renfermera encore
deux coefficients indéterminés.

Je pourrai donc encore faire en sorte qu’étant multipliée par 2y’ elle
ait une équation primitive; car, pour cela, il suffira de faire ¢ = 2m,
r=n, et I'équation primitive sera

ri+(p+amx+nzx?)y'?=2Cy + q,

a étant une constante arbitraire gu’on déterminera, comme nous l'avons
dit, en supposant x = o et mettant pour y et y’ leurs valeurs tirées de
I’équation proposée. Or elle donne, dans ce cas, y=o, y'=A; donc,
faisant ces substitutions dans I'équation précédente, elle donnera
pA*=a.

Ainsi P'on aura cette équation en y du premier ordre

ri--(p+a2mx+nx?)y'2=12Cy + pA?,

oit z ne monte qu'au second degré, circonstance sans laquelle on n'au-
rait rien gagné pour la détermination de x en y.

Mais, avant d’aller plus loin, il faut satisfaire aux conditions néces-
saires pour que la quantité

ya4(m+nx)y + (p+2mx+nzt)y’,

apres la substitution des valeurs de y, y’, ¥”, devienne égale & une
constante C. Cette substitution donne la quantité

Az + B2 23+ (m+ nx)(A + 2Bx+ 322 + (p+2mz + nz?) (2B + 6x);

développant, ordonnant les termes suivant les puissances de a, et éga-
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lant & C le terme sans x et les autres a zéro, on aura

mA+2pB=C, (14+n)A+6mB+6p=o,
(1+4n)B+15m=o0, 1+9gr=o,
d’ol1 I'on tire

. b J—
n=—-y m=—— —, —_ 1 et C—_—?‘_B__()_A_l_;.
27 29 29

Retenons, pour plus de simplicité, les quantités p et G, et substituons
celles de /et n dans I'équation ci-dessus; elle deviendra, en tirant la
valeur de y’,

,__3VpAI4+aCy — 2

L
Vor— e

Il faut maintenant en déduire I'équation primitive en et y; mais, pour
éviter les imaginaires, on doit distinguer deux cas, I'un ot les radicaux
sont réels, 'autre ou ils sont imaginaires; car, puisque toute valeur
réelle de « donne pour y et y’ des valeurs réelles, il est visible que les
deux radicaux de I'équation précédente seront réels ou imaginaires
ensemble.

Supposons donc, en premier lieu, que ypA*+ 20y —y* soit unc
quantité réelle; il faudra donc que pA?+ C* > (y — C)*; par consc-
quent, on pourra supposer

y —C=pA*+ C?sinz,

ce qui donnera

VpA?+2Cy —y2 = /pA2+C?cosz,
et, prenant les fonctions primes,
y = Jmm:'cosz;
substituant ces valeurs dans I’équation précédente, elle deviendra, ¢n

divisant par 3, ‘

2B ik
. (gp-——z—x-—-xz) =

2]

’

wi
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dont I'équation primitive peut étre mise sous la forme

a8 =\ op+ Cuin(}+
3=\/9P 9m§ «),

« étant une constante arbitraire qu'il faudra déterminer en sorte que
« = o donne y = o, conformément & la proposée. Soit a la valeur de z
lorsque y = o; on aura donc les deux équations

— C = ypA*+ (3sing,

E—\/ FE'n 2+
3V OGStz )

par lesquelles on déterminera d’abord a, ensuite «. Apres quoi on dé-

ot

terminera z par |'¢quation

$ing = — r—: *(“"— 9

VpAia-C?

x-=— B -+ \/*4—_9— jin (2 4+
= 3 9’) 9 Sl '; ax),

et, comme au méme sinus de s répond aussi 'angle 5 augmenté d'une

et 'on aura

ou de deux circonférences, on aura les trois valeurs de a en prenant
pour s ces trois valeurs s, 5 +¢, 3+ 2¢, ¢ dénotant la circonférence
du cerele.

C'est le cas qu'on appelle drréductible et ou les trois racines sont
réelles.

Supposons, en second lied, que le radical ypA* 4+ 2Cy — y* soit
imaginaire; il n'y aura qu'a multiplier le numérateur et le dénomi-
nateur de 'expression de y’ par y—1, et 'on aura

e 3\/—pA‘—— aly + 7
© 2B
\/——9p+ - T+ x?

quantité toute réelle.
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Ici j J'observe que, si I'on fait

B —
3+x+ 9p+——x+x‘~’

Y=— C+y+ V- pPAR— 20y + y,

et qu'on prenne les fonctions primes, en regardant toujours y comme
fonction de , on aura

1
-7

X’:x(-9p+%Bx+x’) )

=rY(—pA—aCy +y2)

4
E)

de sorte qu’on pourra réduire I'équation précédente i cette forme

X_y
X ~3Y’

‘dont les deux membres ont pour fonctions primitives 1X et 1Y, On
aura donc cette équation primitive

IX =41V 10,

b étant une constante arbitraire, et, passant des logarithmes aux

nombres, on aura
’ X=0byY.

Pour déterminer b, on fera de houveau ¥ = o ¢t y = 0. Or X devient

5 b V--9p, et Y devient —C+y—pA%; done on aura

bo— B +\/—‘)P P_,
V——L+¢——/}A3

Maintenant, ayant la valeur de X en @, il est aisé d'en tirer x; car,
en carrant I'équation

'\/-—9p+33£;x+z’=x——3§—x,
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onen déduira sur-le-champ

z = (X —3B) 1B)’+9p.
2X

par conséquent, en mettant pour X la valeur trouvée en y, savoir
1=
bvY, on aura

Cette expression ne peut donner, comme I’on voit, qu'une seule valeur
véelle de ;5 c'est le cas o 'équation a deux racines imaginaires.

Si 'on fait B == o0, les formules qu’on vient de trouver dans les deux
‘a8 se simplifient beaucoup et se réduisent aux formules connues pour
la résolution des équations du troisieme degré, privées du second
terme ; mais nous ne nous arréterons pas davantage sur ce probleme,
(ui appartient proprement a I’Algebre, et que nous n’avons traité ici
qu'en passant et pour montrer, par différentes applications, la ma-
niere d’employer 'algorithme des fonctions.
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CHAPITRE XI.

OU L’ON DONNE L'EQUATION PRIMITIVE D'UNE EQUATION DU PREMIER ORDRE DANS
LAQUELLE LES VARIABLES SONT SEPAREES, MAIS OU L'ON NE PEUT l‘;)lNT OBTENIR
DIRECTEMENT LES FONCTIONS PRIMITIVES DE CHACUN DES DEUX MEMBRES.
PROPRIETES REMARQUABLES DE CES FONCTIONS PRIMITIVES.

67. Prenons pour dernier exemple 1'équation du premier ordre

VA By + Gy2+ Dyt 4 Ky
VA+Bx 4+ Cx?-+ Dad + Exb

Y=

En la divisant par le radical en y, on aurait une équation oi les va-
riables « et y seraient séparées; mais il serait impossible d’obtenir
ainsi I’équation primitive, parce que les deux membres ne sont point
réductibles en particulier a des fonctions primes.

Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des fonc-
tions dérivées.

Je suppose d’abord que x ct y soient fonctions d’une autre variable ¢;

il faudra, pour cela, substituer % a la place de ' (n° 50); o' et y' se-

ront alors les fonctions primes de x et y, regardées comme fonctions
de ¢. En supposant que  soit une fonction quelconque de ¢, I'équation
donnera pour y une fonction déterminée de ¢; ainsi je puis supposer
que x soit une telle fonction de ¢ que I'on ait I’équation

Z'=yA+ Bz + LUx?+dDxi+ Ez';
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I'équation précédente, oir I'on a mis f pour y’, donnera parcillement

Y=vA+By+Cy*+Dys+Ey'.

Qu’on fasse disparaitre les radicaux dans ces deux équations, qu’en-
suite on prenne les fonctions primes, on aura, aprés avoir divisé 'une
par 2, I'autre par y’,

22" =B +2Cx +3Dax2+ {Ex3,
2y” 2= B+ 2Cy + 3Dy? + {Ey3.

Faisons x +y = p, x — y = ¢, ce qui donne

X oo _____P'"“q, _y‘: E___“(I

2 2 ’
les deux équations précédentes, ajoutées et retranchées, donneront

E
2

PB4 Cp },? (p2-+-¢%) + = (p*+ 3pg*),

) 1)) E
¢"=Cq -+ —pg+ S (3plg+q°).

De plus, comme p'g’ = a’* — y'?, si I'on substitue les valeurs de 2’ et
de y' tirées des premicres équations, on aura

P¢ =By +Cpg + %(31)’41 +q') + %(p“q + Pyt

Maintenant je fais cette combinaison :
4 [ " -
qp” —pq == —'.l q3+ h,,qn;

Y ap' . . . .
multipliant les deux membres par -(7’;, ils deviennent les fonctions

. )2 . . . . e ,
primes de {'F et de Dp -+ Ep?, de sorte que j'aurai d’abord cette équa-
tion primitive du premier ordre

%} =Dp+Ep?+aq,

ol @ est une constante arbitmaire.
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Pour la déterminer, soit m la valeur de y lorsque x =o; on aura
dans ce cas, par les équations ci-dessus,

z'=yA, y=yA+Bmu+Cm'+Dm’+Em';

je fais cette derniére quantité égale a n, pour abréger.
Ainsi, puisque p=x+y, g=x—y, p=x'+y,¢=a—y', on
aura, lorsque x = o,

p=m. ¢=—m, p’:¢7\'+n, ¢'=VA—n.

Faisant ces substitutions dans I’équation qu’on vient de trouver, on
aura ) '

i e -~ D — Em?®,

ou 'on voit que, puisque m est une quantité indéterminée, la con-
stante a demeure aussi indéterminée; mais les déterminations précé-
dentes seraient utiles si, par d'autres combinaisons, on trouvait de
nouvelles équations primitives avec des constantes arbitraires.

Nous avons donc I'équation

P =qya~+ Dp+Ep?,

qui, quoique du premier ordre, peut néanmoins donner tout de suite
I’équation primitive en x ct y de la proposée, puisque la valeur de p,
qui est '+ y’, est déja connue en x et y. En effet, substituant les va-
leurs de p, ¢ etp’, on aura

VAT B Cair D o+ Ea + YA+ By 4 Gyt - Dyo+ £yt
J ) Y J

ol a est la constante arbitraire.

Cette équation en x et y est, comme I'on voit, sous une forme assez
simple, et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus est fort
remarquable; mais cette ¢quation n'est pas la seule qu’on puisse ob-
tenir par les formules que nous venons de trouver.

IX 17
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'En effet, si I'on substitue la valeur précédente de p’ dans I'équation
trouvée plus haut, qui donne la valeur de p'¢’, on en tirera

. B+Cp+{—D(3p’+q3)+.;.E(pl+pq:).
- Va+Dp+Ep?

)

Iei, remettant pour p et ¢ leurs valeurs z +yet x —y, et pour ¢’ sa va-
leur @ —y =yA+Bx+Cax*+Dx’ +Ex'—yA+By+Cy*+Dy* +Ly',
on aura une nouvelle équation en x et y avec la constante arbitraire a,
qui sera également I'équation primitive de la proposée, mais'qui ne
sera qu'une transformée de I'équation précédente.

68. L'équation du premier ordre dont nous venons de trouver I'équa-
tion primitive peut toujours, par des transformations convenables, se
réduire a la forme

VA +Bcoss

— P gep—
VA + Bcosu

3 étant ici une fonction de «. Comme cette équation, traitée directe-
ment de la méme maniere, est susceptible d’une analyse beaucoup
plus simple et plus élégante, j'ai cru qu'on ne serait pas fiché de la
trouver ici.

On regardera u et s comme fonctions d’une autre variable ¢, et, apres
avoir substitué, en conséquence, 2'7 a la place de 3’ (n° 50), on fera ces
deux équations séparées

w:=yA+Bcosu, 3'==yA+ Bcousz;

apres les avoir carrées, on en prendra les fonctions primes; on aura,
en divisant 'une par «' et I'autre par s', ces deux-ci du second ordre :

21" = — Bsinu, 23*= — Bsins.

Soient maintenant 3 + u = ap, s — u = ag; les deux équations pré-
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cédentes, ajoutées et retranchées, deviendront par les théorémes
connus,
ap”== — Bsinpcosq, 2¢"= — Bcospsing.

Il est d’abord visible que, si I'on ajoute ces deux équations apris
avoir multiplié la premitre par ¢’ et la seconde par p’, le premier
membre deviendra la fonction prime de 2p'q’, et le second la fonction
prime de — B sinp sing, de sorte qu'on aura d’abord cette équation
primitive du premier ordre,

2p'q'=— Bsinpsing + a,
a étant la constante arbitraire.

Pour la déterminer, supposons que u=o donne z=m; on aura
donc dans ce cas -

W=yA+B, #=yA+Beosm, p=g=>

, 4+ , 33—
= ’ == — o
P > q 2
done
, ., 5t—u'?  Bl(cosm-—1)
Ql)q:‘ == Y
2 2
" . ..m 11— cosm
sinpsing = sin? — = ———,
2

>
de sorte que I'on aura
La=2p'q + Bsinpsing =o,
On aura donc simplement I'équation
2p'q"=— Bsinpsing,

d’ou I'on peut conclure que cette équation primitive, ne renfermant
point de constante arbitraire, doit étre comprise dans les équations du
premier ordre en z et «, d’oli nous sommes partis. En eflet, ces équa-
tions donnent, cn substituant les valeurs de p et ¢,

z'ﬂ — u'3

'y B oos - _ Bsinpsi
W= = ;(cosz — cosu) == — Bsinp sing.
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Divisons maintenant par cette équation du premier ordre les deux
équations ci-dessus du second en p et ¢; on aura ces deux-ci,

p"__cosq q” __cosp

pg ~sing’ p¢ T sinp’
dont la premitre étant multipliée par ¢’ et la seconde par p’ donneront
ces équations primitives

Ip'=lsing +la, l¢'=Isinp +1b,
ou bien, en passant des logarithmes aux nombres,
p' =asing, ¢’ =bsinp,

a et b ¢gant des constantes arbitraires qu’'on déterminera par les
mémes suppositions que ci-dessus, d'o I'on aura

VA 4-Beosm -+ yA+ B
Rrem oA T 2,

a = ~-—

..m
2 S —
2

p VA Beosm — A+ B

.om
2 sin —
2

Les deux équations qu'on vient de trouver pourraient donner cha-
cune une équation primitive en u et 5 par la substitution des valeurs

de p, g, p'y ¢'s on aurait ainsi

_ R s
vA--Bcoss -+ VA -+ Beosu=aasin 5

VA SBT3 — VA Boosu == »bsin 251

Comme les valeurs de a et & renferment U'indéterminée m, chacune
de ces valeurs pourra étre regardée aussi comme indéterminée en par-
ticulier; ainsi, dans chacune de ces équations & part, on pourra regarder
a ou b comme constante arbitraire; mais, si 'on voulait faire une com-
binaison quelconque de ces équations, il faudrait employer les valeurs
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de a et b trouvées ci-dessus, et alors la quantiié m serait la seule con-
stante arbitraire.

Ces derniéres équations étant compliquées de radicaux, il sera i
propos de chercher encore une autre équation primitive d’apres les
mémes équations du premier ordre

p'=asing, q'=bsinp;
or, en divisant I'une par l'autre, on a

p' __asing

¢ ~ bsinp’

et, multipliant en croix,
bp' sinp = ay’ sing,
d’oti 'on tire tout de suite I'équation primitive
beosp=acosq + ¢,
c étant une nouvelle constante arbitraive qu'il faudra déterminer comme
ci-dessus. Or, en faisant « = o0 et z==7n, on a

m
,):‘:l]:::

27

L
L d . ’ ’
donc I'équation précédente donnera

T m
VA - B cos--
m 2
c=(b—a)cos— = — — e

2 .om

Sin —

2

. . ) . T+ u
Substituant les valeurs de a, &, ¢ ainsi que celles de p=: "2 ¢

i—u

7= dans la méme équation, et faisant les réductions des sinus

:t cosinus, elle prendra cette forme trés-simple
z_. uVA+Bcosm __m

¥4 u f
CO0S—~ COS— - SIn = SIN ~ ————r——n— = CO0S =3
S22 ) 2 2 VA"'F' B 2
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c’est I'équation primitive de la proposée du premier ordre en u, 3 et ',
et I'angle m en est la constante arbitraire.

z u m .
69. On peut regarder les angles -, -~ et — comme les trois cotés
d’un triangle sphérique; il est visible qu’alors, dans I'équation pré-

VA +~ Bcosm

cédente, la quantité Ty Sera le cosinus de l'angle compris

, 2 u . ‘ w, . m
entre les cotés 3 et - et par conséquent oppose au cote —» par les
formules connues de la Trigonométrie sphérique; c’est la valeur de 5’
lorsque « = o et z =m. Ainsi cet angle sera constant en méme temps

POVERRLL . . .
que le coté —» tandis que les deux autres varient.

Soit M cet angle constant; on aura donc
‘l'\—+g%1"—’ = cosM, ‘

d’olt 'on tire

. om\ 2
A __costM—cosm _ <Sm;> _
B sinM T \sinM te

St 'on fait cette substitution dans I'équation proposée en u, z et 3/, et

' ; . abréger sinM
qu’on suppose, pour abréger, —- -

sin —
2

=u, elle se réduira a cette forme

. . ey . , I U m ,,
dont I'équation primitive sera la relation entre les cotés -, ~ et —d'un

triangle sphérique dans lequel p sera le rapport des sinus des angles
aux sinus des cotés opposés, rapport qu’on sait étre le méme pour tous
les angles et les cotés opposés, de sorte que, ce rapport seul étant
donné, il vestera I'angle ou le coté pour arbitraire.

La considération du triangle sphérique peut servir a faire voir plus
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facilement comment I'équation entre ses trois cotés satisfait i I'équa-
tion précédente du premier ordre. Cette équation étant

I u .3 . u m
cos-cos~-.L-cosMsm—sm—:cos-—-,
-2 2 2 2 2

sil'on prend les fonctions primes, en regardant z comme fonetion de u,
et m, M comme constantes, on aura

z . u . 2 u ' .3 u S, u
cosM COS — sin - —SIin-¢cos-) 3 —+ cosM SIN - COS - — ¢os = sin — =0,
2 2 ) 2 2 2 2 2

Substituons  la place de cosM sa valeur tirée de la méme équation ;
il viendra celle-ci :

u u m 3
- COS - €0S — — ¢cos =
2%, 2 2 R

3 + — 0,
. 2 {1
Sin - sin -
2 . 2

S m
COS - cO0S — — ¢os
2 2

. . o . , o w 3z m
Maintenant, si dans le méme triangle sphérique, dont 3’3" 5 sontles

. Agr . oo m , . v
trois cotés et M I'angle opposé au coté 5 on désigne par U et Z los

’ v U 3 ,
angles opposés aux cotés % et 2, on aura également
2 2

12 2 m .S .om
COS— = ¢0s~ cos — —+ cosUsin = sin 2,
2 2 2 2 2

z u m L u o, om
COS = == €0S — €0S — — cosZ sin — sin -3
2 2 2 2 2

je donne & cosZ le signe —, parce que je suppose l'angle Z obtus.
. . . . ", . o m
Done, faisant ces substitutions et divisant toute 1'équation par sin—,
elle deviendra '
1 COSZ

z'cosU— cosZ=o0, d'oi 3 — L9584,
cosU

Mais, par la propriété générale des triangles sphériques, on a
sinU_sinZ _ sinM _

.t .z m_
sin—  sin=  ginZ
2 2 2

3
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done
sinU= psin g, sinZ=p sinza

et de la

o il ; R
cosU = \/l - ul Slllz-;s cosZ = \/: — u? sm’;,

substituant ces valeurs, on aura la méme équation du premier ordre
enuelsz
Si I'angle Z, que nous avons supposé obtus, était aigu, ainsi que

' . v . . cosZ . i
Fangle U, alors, au lieu de I'équation z' = oo’ On aurait celle-ci,
,, cosZ
cosU ™~

qui ne differe que par le signe de 2 et dont 'équation primitive sera
la méme.

70. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d' équa-
tions : I'équation du n° 68 étant mise sous cette forme

'
3 1

VA--Bcosz VA -+ Beosu

supposons que f(x) soit la fonction primitive de —.-.'
VA -+— IS (osu

-l

i f12) sera
pareillement la fonetion primitive de -~ * 5 ¢rant regardé
VA -t Beoss
comme une fonction de w dont 3" st la fonction prime. Ainsi, en re-
passant aux fonctions primitives, on aura sur-lechamp cette équation
primitive

J(z)=f(u)+k,
4 ¢tant la constante arbitraire.
Gette équation devra done coincider avee I'équation primitive que
nous avous trouvée au n° 68, et ou la constante arbitraire est m: par
conséquent, sa constante arbitraire ne pourra étre qu'une fonction de
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la constante arbitraire m. Soit donc £ =F(m); on aura

S(2) =f(u) +F(m).

Mais m est la valeur de z lorsque = o; supposant done, pour plus de
simplicité, que la fonction f(u) soit prise de maniere qu’elle soit nulle
lorsque u = o, il faudra qu'en faisant u=o0 on ait aussi z=m; par
conséquent, on aura f(m)=F(m); donc I'équation primitive qu’on
vient de trouver deviendra '

S(z)=Su)+Sf(m),
a laquelle satisfera cette relation algébrique :

z A- + Bcosm m
('OS (‘Ob—-—l-blﬂ sm = CO0S —
TAFB 2
Ainsi, quoiqu’on ne puisse pas trouver la forme algébrique des fonc-
tions f(u), f(3), f(m), on peut néanmoins trouver une relation algeé-
brique cmre trois quantités z, u, m, telle que 'on ait

S(z) =[fu) +[f(m).

Donc aussi, si dans 1'équation précédente on change z en y et u en 3,

on aura

¥ ]‘ A+ Bcosm m
cos — cos = 4 sin = sm ————————— == €OS —

flr)=Sz) +f(m).

- En changeant encore y en x, z en y, ce qui donnera

x v . x_ .y JA+Bcosm m
cos = €os = - sin = sin % | / = ———— = c0S —»
2 2 2 2 A+ B 2

on aura de méme
Slz)=f(r)+Sf(m)

ét ainsi de suite.
IX. 18
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On aura donc successivement .
S(3)=flu)+fim), fly)=flu)+2f(m), flz)=flu)+3f(m), ...,

et les relations entre y, u et m, entre x, u et m, etc., se tireront des
relations précédentes, en éliminant d’abord z, ensuite y, ete.

On peut appliquer cette théorie i la forme générale de I'équation
que nous avons considérée dans le n° 67 et en tirer des corclusions
semblables; mais, si 'on rapporte, comme au n° 69, les formules pré-
cédentes aux triangles sphériques, il en résulte une construction élé-
gante que voici.

~Soit formé¢ un triangle sphérique dont les trois cotés soient z, u, m
(pour éviter les fractions, je substitue les quantités 2z, 2u, 2m i la
place de z, 1, m dans les formules du numéro cité) et our I'angle entre
u et m soit obtus; l'angle compris entre les deux cotés u ¢t s demeu-
rant constant, qu'on transporte alternativement la base m le long de
ces mémes cotés prolongés, de maniere qu'il en résulte une suite de
triangles, dont chacun ait toujours un coté commun avec le triangle
précédent, et qui aient tous la méme base m et I'angle commun M au
sommet; alors, si les cotés qui comprennent cet angle sont successi-
vement pour ces différents triangles u et 3, s et y, yeta, ..., on
aura

f(3)=flu)+flm), fly)=f(u)+af(m), flz)=flu)+3f(m), ...,

' . . o ey . 1
S(u) étant la fonction primitive de-la fonction —~——-—=—=—> dans la-
y1— pisinta
sinM . .
quelle = ==y et ainsi des autres fonctions semblables en 5, v, ...

Pav cette construction, on peut trouver facilement les valeurs des
cotés y, &, ... des nouveaux triangles, car, en considérant les triangles
isosceles qui ont pour cotés la base m transportée alternativement, les
perpendiculaives abaissées de leurs sommets sur leurs bases respec-
tives couperont ces bases en deux parties égales, et les triangles rec-
tangles formés par ces perpendiculaires et par les cotés qui com-
prennent 'angle commun M donneront tout de suite, par I'analogie
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connue pour les triangles rectangles, ces équations
tang ﬁ%‘-’: = cosM tangz,

"% _ cosM angy,

et, si 'on fait u=m, en sorte que le premier triangle soit isoscele,
ayant z pour base, on aura de plus I'équation

lang;i = cosM tangm,

et I'on. aura alors
Slz)=2f(m), fly)=3ftm), flz)=4f(m)

Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles
sphériques ce que la construction du probleme 29 des questions géo-
métriques de |'Arithmeétigue de Newton est pour les triangles recti-
lignes.

En effet, si 'on rend rectilignes les triangles sphériques dont les
cOtés sont u, 3, y, ... et les bases m, les équations ci-dessus de-
viennent

z=omcosM, u—+py=235cosM, z+ z=2ycosM, ...,
et il est facile de prouver qu’alors la fonction f(«) devient proportion-
. . wsinM . .
nelle a I'angle dont le sinus est ——— parce que sinu ct sinm se

changent en « et m, de sorte que, en prenant la base m pour le sinus
de I'angle opposé M, on aura, a cause de u=m,

s ==sin2M, » =sin3M,

71. Nous nous sommes un peu étendu sur les propriétés des fonc-
tions de la forme f(«), parce que les géometres s'en sont beaucoup
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occupés et que ces fonctions se présentent dans la solution de plusieurs
problemes.

Si I'on demande, par exemple, le mouvement d'un pendule qui
oscille d’'une maniére quelconque, et qu'on nomme r la longueur du
pendule, | I'angle dont il est éloigné de la verticale dans un instant
quelconque, « la plus grande valeur de ¢, 8 la plus petite, en prenant
I'unité pour la gravité et faisant

cosf3 — cosy
cosf — cosa’

p= CON? {3 — ¢Os%x
(cosp + cosa)? + sin?a’

l—\/ 2(COS[3 + CoSa)

(cosP + cosx)? + sin*a’

sinu =

on aura Ayrf(u) pour I'expression du temps depuis le point le plus
bas, dans laquelle on suppose, comme ci-dessus,

S'(u)

TVi= pdsintu
La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale sera exprimée
p
par
Vasinasinp
Vrsin®gycosa + cosp

et sera, par conséquent, nulle lorsque le pendule passera par-la ver-
ticale, dans lequel cas on a 8 =o0; c'est le cas des oscillations ordi-
naires.

72. On peut appeler analyse directe des fonctions la maniere de
trouver les fonctions et les équations dérivées, parce qu’elle n’est
fondée, cn effet, que sur des méthodes directes, et qu’elle n’emploie
que des opérations qu'on peut toujours exécuter par les régles que
nous avons exposées. Mais la manitre de revenir de ces fonctions et
de ces équations & celles d’ou elles peuvent étre dérivées, et qu’on
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peut regarder comme leurs primitives, forme une autre partie de 1’ana-
lyse des fonctions, qu’on peut appeler analyse inverse, parce qu'elle
dépend des mémes méthodes et des mémes regles, mais prises inver-
sement, et qui, par cette raison, ne s'appliquent pas toujours avec la
méme facilité ni le méme succes. Il en est de ces deux parties de
I'analyse des fonctions comme de celles de I'Arithmétique et de I'Al-
gebre qui ont pour objet les opérations directes de la multiplication et
de I’élévation aux puissances, et les opérations inverses de la division et
de I'extraction des racines. Les opérations de la premiere espece sont
toujours possibles par les régles connues et donnent toujours des
résultats exacts; celles de la seconde espece, au contraire, ne le sont
que dans certains cas, au moins vigoureusement, et, dans tous les
autres, elles ne peuvent donner que des résultats approchés.

L’analyse directe des fonctions est donc renfermée dans les regles
que nous avons données pour trouver les fonctions dérivées, du moins
pour ce qui regarde les fonctions d'une seule variable. Quant & I'ana-
lyse inverse, elle dépend aussi des mémes regles; mais la difficulté
consiste dans leur application aux diflérents cas.

Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales formes
de fonctions ou d'équations, et nous nous sommes surtout appliqué a
bien établir les principes généraux de cette analyse inverse.

Comme notre dessein n’est pas d’en donner un Traité complet, nous
n’ajouterons point ici d’autres détails; mais ceux qui savent le Caleul
différentiel ne peuvent manquer d’apercevoir la conformité de I'analyse
des fonctions avec ce Calcul, et la correspondance des analyses directes
et inverses avec les deux parties de ce Caleul quon appelle Caleuls dif-
férentiel et intégral. Ainsi, il leur sera aisé, s'ils le jugent i propos,
de transporter aux fonctions les différentes méthodes d'intégration
trouvées jusqu’a présent.
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CHAPITRE XII.

DU DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. DE LEURS FONCTIONS

. DERIVEES., NOTATION DE CES FONCTIONS ET CONDITIONS AUXQUELLES ELLES
DOIVENT SATISFAIRE. LOI GENERALE QUI REGNE ENTRE LES TERMES DU DEVE-
LOPPEMENT D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES ET CEUX QUI RESULTENT
DU DEVELOPPEMENT DE CES TERMES EUX-MEMES.

73. Nous n'avons encore traité que des fonctions d'une seule va-
riable; il n'est pas difficile d'¢fendre la théorie de ces fonctions aux
fonctions de deux ou de plusicurs variables.

Soit f(.r, v) une fonction quelconque de deux variables x et y, qu’on
regarde comme indépendantes I'une de 'autre. Si, dans cette fonction,
on met a la fois x +¢ 4 la place de x et y+o a la place de y, i et o
étant deux quantités indéterminées, qu’ensuite on développe la nou-
velle fonction /(@ + ¢, y + o) suivant les puissances ascendantes de ¢
cto, il est clair que le premier terme, sans ¢ ni o, sera f(x, y), et que
les autres seront de nouvelles fonctions de « et de y, multipliées suc-
cessivement par ¢, o, ¢2, to, 0*, I, ...; ces fonctions dérivent de la
fonction primitive f(x, y), et ¢’est la loi de cette dérivation qu’il s’agit
de déterminer,

Pour y parvenir de la maniere la plus simple, on commencera par
supposer qu'il n'y ait que la variable & qui devienne = + ¢, la variable y
demeurant la méme. Dans ce cas, désignant, comme on I'a fait jusqu’ici,
par/S", ", /", ... les fonctions primes, secondes, tierces, etc. relative-
ment & 2 seul, on aur

g { Lo 2 w! N w
Siz i e fia,y) wif (@) + T )+ g frim )+
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Substituons maintenant partout y +o & la place de y; on aura

flz+isy+0)=fle, y+o) +if 1,5+ 0|+ (e, p+0)+ S fMla y + ot

Or, si 'on désigne par /, /., f.. ... les fonctions primes, secondes,
tierces, etc. relativement 4 y, il est clair que la fonction f(x, y +o0),
considérée comme fonction de y+o et indépendamment de , de-
viendra

flep)+of(ay)+5 f,, (2,7)+ 2 fm(x, ri+
De méme, en supposant toujours que les traits appliqués au bas de la

lettre / indiquent les fonctions primes, sccondes, cte. relativementa y
des fonctions déja désignées par /', /7, ..., on aura

5 y+o0)=F (5 y)+0f () + - fil# 7]

{ " " 02 "y
Srmy+o)=flzy)+of (@ )+ Sy

et ainsi de suite.
Faisant donc ces substitutions et ordonnant les termes par rapport
aux puissances et aux produits de ¢ et o, on aura

j‘(.r+i,]-+o):j(z, N+ iflay)+ofixy

%]
+ e y) +iof) (2 ) + L ,,(x».r)+—2'~_;/’”(ﬂ y

i*o 0

+T/ —_‘f &y ’5/0!(‘1' ]) "

olt la forme générale des termes est

imon ”'(x )
(1.2.15'.../11}“.2.3... ) y

74. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le déve-
loppement de f(z+1, y +0), nous avons commencé par substituer,
dans f(z,y), -+ pour z, et nous avons développé suivant r; nous
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avons ensuite substitué, dans tous les termes de ce développement,
Y+ o poury, et nous avons développé suivant o. Or il est visible qu'on
aurait identiquement le méme résultat si I’on commencait par la sub-
stitution de y + o pour y et par le développement suivant o, et qu’on
fit ensuite la substitution de o + i pour x et le développement suivant i.
De cettc maniere, on aurait d’abord les fonctions primes, secondes, etc..
relativement & y, savoir f(x, y), /,(z,¥), ...; ensuite on aurait les
fonctions primes, secondes, etc. de celles-ci relativement 4 x, qui,
suivant la notation que nous venons d’établir, seraient représentées
par L2, y) L (@0 )0 oo (2, ¥), [ (2, ¥), ..., et 'on obtiendrait
ainsi la méme formule que ci-dessus, comme cela doit étre. Or, dans
le premier procédé, la fonction f'(x, y) s’obtient en prenant d’abord
la fonction prime de f(z, y) relativement & x, ce qui donne f*(x, y),
et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement a y; et, dans le
second procédé, la méme fonction s’obtient en prenant d’abord la
fonction prime de f(x, y) relativement a y, ce qui donne f(x, y), et
ensuite la fonction prime de celle-ci relativement & .

D'ou il suit qu’il est indifférent dans quel ordre se fasse la double
opération nécessaire pour passer de la fonction primitive f(x, y) a la
fonetipn dérivée £'(x, y); et, comme on doit dire la méme chose des
autres fonctions marquées par des traits placés au haut ou au bas de
la caractéristique /, on en peut conclure en général que les opérations
indiquées par ces traits sont absolument indépendantes entre elles et
qu'elles conduisent aux mémes résultats, quelque ordre qu’on suive en
prenant les fonctions primes relativement & x et a y, indiquées par
chacun des traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi, par exemple, on aura ’
¢galement la valeur de /(x, y) en prenant la fonction seconde de
S(x, y) relativement & & et ensuite la fonction prime de celle-ci rela-
tivement & y, ou en prenant d’abord la fonction prime de f(z, y) rela-
tivement a y et ensuite la fonction seconde de celle-ci relativement a o,
ou bien en prenant la fonction prime de f(x, y) relativement 4 x, en-
suite la fonction prime de celle-ci relativement a y, et enfin la fonction
prime de cette derniere relativement & x; et ainsi des autres.
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- Il est évident que cette conclusion a lieu en géneral quelles que
soient les variables «, y, indépendantes ou non.

75. Soit, par exemple,

S(#r)=zv2zy + ¥
. on aura la fonction prime relativement a «,

xr

f(x, )“‘ qu] el A el |
Vimr 7

et sa fonction prime relativement a y sera

x4z
j;(x,y) = —.:_—:*','—K—'
Vazy +y?

ensuite la fonction prime de f'(x, y) relativement & y sera

flay)m= 2t =Y

VIEZHT (azy 4 )

’

et la fonction prime de //(x, y) relativement &  sera

Loz y (2 ay)y
S
(2xy -+ ¥?)

Quoique ces deux expressions de /'(x, y) paraissent différentes, elles
sont cependant identiques, car clles se réduisent I'une et I'autre &

3x2y -+ 3.z'y-+ y:.

(2zy +f)

Ensuite, en prenant la fonction prime de f'(x, y) relativement i x,
c'est-a-dire la fonction seconde de f(x, y) relativement a x, on aura

FUTTS R A A s s
) e i a°
VAEZHD oy pr)l (azp+ )
IX. 19
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et, prenant maintenant la fonction prime de celle-ci relativement ay,
on aura, aprés les réductions, - _

" 322y 4+ 3x)yd
Sz, y) =

(2zy +y2)?

De méme, en prenant la fonction prime de f'(x, y) relativement a z,
on trouvera 4
. 3x?y24 3xy?
Sley)= ————>
{22y -+ )
et ainsi de suite.

Il résulte de la que, afin que des fonctions données de x et y puissent
sre prises pour des fonctions dérivées d’une méme fonction primitive,
il faut qu’elles satisfassent & certaines conditions.

Ainsi, si F(a, ) et o(x, ¥) veprésentent des fonctions données de
x, ¥, pour (u'on puisse supposer

F(z,p) = f"(=r) et ¢(zy)=fl2 )
il faudra que I'on ait
Sz y) =Kz, ) =o'z, y).
Et, en général, pour qu'on puisse supposer
Flz, ) =fu(z,7) et oz, ) =[]z 7]

il faudra que 'on ait

g (2 y) =¥ (2, ) =o' (2, )
Par exemple, si
l,‘(x, :)) = .;‘TT—-‘;, qa(.t,y) = — x__id,
¥ . ¥

on pourra su pposer

Flo,y) =f'(x, y), ol ) =flx, )

car on trouve

8/ xa—,ra ’
l'l'\x’ .7.) = (x;[_*_)sg\;) = (x' J’)?
1
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Inais on ne pourrait pas supposer .
Flz,y)=f(zy) e oz y)=J"127)
car alors il faudrait que

F(z,7) =9 (% r)
ce qui n'est pas.

76. En général, quel que soit le nombre des variables qui entrent
dans une fonction, si 'on donne un accroissement a chacune de ces
variables, et qu'on développe la fonction suivant les dimensions for-
mées par ces différents accroissements, qu’on développe ensuite de la
méme manitre les fonctions produites par le premier développement,
et ainsiele suite, il regne entre ces différents développements une loi
que nous allons exposer d’une manitre générale, parce qu'elle peut
étre utile dans quelques occasions.

Soit f(.x, ¥, 5, ...) une fonction de plusieurs variables indépen-
dantes a, y, 5, ...; supposons que, par la substitution de o + =,
V48 547, ... 2 laplace de x, v, 5, ... et par lc développement
suivant les puissances et les produits de a, £, v, ..., cetle fonetion
devienne

Sl yass o) A f )+ f(2) +13) -

Je dénote par f(1) la somme de tous les termes ol les quantités =,
B, Y, ... seront i la premitre dimension, par f(2) la somme de tous
les termes oit ces mémes quantités formeront deux dimensions, et
ainsi de suite. : ‘ |

Supposons, de plus, qu'en faisant la méme substitution et le.méme
développement dans les fonctions (1), f(2), f(3). ... elles deviennent

flO)+f(n0)+flu2)+f(L3)+..
S(2)+f(21) + f(2,2) +f(2,3) +..,
SB)+f(3, 1)+ Ff(3,2)+f(3,3)+..»

.
.
.
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o je dénote par f(1,1), f(1, 2), ... les rangs successifs des termes
du développement de f(1), de maniére que, puisque les quantités =,
%, ¥» ... sont i la premiere dimension dans f(1), elles formeront deux
dimensions dans /{1, 1), trois dimensions dans f(1, 2), et ainsi des
autres. Par cette notation, on voit qu'en général la quantité désignée
par f{m, n) renfermera tous les termes du développement de fim,
ol les quantités =, 2, v, ... formeront m + n dimensions.

Cela posé, si 'on substitue d'abord xr +«, y + 4, 2 ++, ... dans la
fonction f(x, y, 5, ...), clle deviendra

Sy 3 ) f0) +fi2) +F13) o,

et, si P'on substitue ensuite, dans cette quantité, x+ma, y +mbs,

s+ my, ... ala place de x, v, 3, il est clair qu'elle deviendra
L J

J ey Sl - fle) + f13) +...,
Aomf(0) -m?fia) - mdf(3) L,
Semfl ) -mrf,2) - md i, 3) 4.,
-mfla, 1) - mE o, 2) - m3 f2,3) +. ..,

dmf(3, 0 m2f(3,2) - m3 f(3,3) ...,

D’un autre coté, il est visible que ces deux substitutions succes-
sives ¢quivalent & une substitution unique qu'on ferait dans la fone-

tion f{a, v, 3, ...), en mettant
2 tAmlx, y B 3 my,
a la place de @, 3, 3, ..., et qui donnerait, par le développement,
Soroavs o0 e fl ot m B e e m )3 (3

Aiusi, il faudra que ces deux développements soient identiques et
que, par conséquent, les termes qui renferment les mémes dimensions
z, B, v, ... soient égaux de part et d’autre, quelle que soit d’ailleurs lg
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quantité m. On aura donc les comparaisons suivantes :

S +m fl)={1+m)fv,

Sl +=mef(2)4+-m fi, 1) =1+ m)f(2)
J3)+md f(3) 4+ m2f(r,2) +m fi2,1)= (14 mf3),
fM)’*"'"'f{/l)f*‘”'nf(l.:}}+m'—‘f\2,'z}-+-mf\3,l}:" tm

PR R R S S D R R I R I T I S S S NP

Et, comparant encore les termes affectés des mémes puissances

de m, on tirera ces valeurs :

St =303, fia, ) =3f(3),
S3) RSN i) =6 f04) (30 4,

Done, par les termes du premier développement général, on pourra

avoir immédiatement ceux de tous les développements partiels suivants.

77. Alimitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonetions
d'une seule variable, si 'on regavde s comme une fonetion de a et )y,
on pourra dénoter par s/, 3, 57, 2, 2, ... ceS differentes fonctions
dérivées, en appliquant i la lettre = les mémes traits qu'on appli-
querait a la caractéristique / de la fonction /{2, ¥) quon suppose
représenter la valeur de s, et 'on nommera ces fonetions de la méme
maniere.

Ainsi, . devenant @ 4- ¢ et y devenant y +- o, la quantité z, fonetion
de x, y, deviendra (n° 73)

., A A oo, ifo ., iot 0!
R I e e L e e R A B e e S IR PR

o ;e , § 0 . o
« v N i ’ ’ b - . 2,
le terme général de cette série ¢tant, comme dans U'endroit cite

,'/u(,u
ll.z 3. ..nu (1. 2.3,

)
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A I'égard de la maniere de trouver ces différentes fonctions, il est
clair qu'il n’y a qu'a suivre les mémes regles que pour les fonctions
d'une seule variable, les traits supérieurs de la caractéristique indi-
quant ordre de la fonction dérivée relativement a x seul et les traits
infericurs indiquant 'ovdre de la fonction dérivée velativement a v
seul.

Aiusi, en prenant les fonctions primes de s selon x el y, on aura les
valeurs de 3" et 5, et de la, en prenant encore les fonetions primes rela-
tivement a @ et iy, on aura les fonctions dérivées du second ordre 37,
s, 5, et aiusi de suite.

I est bon de remarquer ici que, pour les fonctions de deux variables,
il ¥ a deux fonctions dévivées du premier ordre 3" et s, trois du second

'

ordre 37, 2, 2, ..., de sorte que, pour Pordre m¥e, il v aura un
nombre m -1 de fonctions dérivees.
Comme nous distinguons ces fonetions dérivées par des traits supé-
_ricurs qui se rapportent i P'une des variables et par des traits infé-
rieurs qui se rapportent a Pautree variable ¥, nous nommerons fonctions
primes, secondes, ete., selon . ou vy, les fonctions marquées par de -
seuls traits supéricurs ou inférieurs, et nous nommerons simplement
fonctions primo-primes, secundo-primes, primo-secondes les fonctions
marquées & la fois par des traits supéricurs et inféricurs, en énoncant
le trait supéricur le premier et Uinférieur le second.
Ou trouvera plus de détails sur ce sujet dans la Le¢on XIX du

Caleul des fonctions |

(") Obiweres de Lagrange, . X,
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CHAPITRE XIII.

OU 1’ON DONNE LA MANIERE DE DEVELOPPER LES FONCTIONS D'UN NOMBRE
QUELCONQUE DE VARIABLES EN SERIES TERMINEES, COMPOSEES D AUTANT

DE TERMES Qlf'().\' VOUDRA, ET WAVOIR LA VALEUR DES RESTES.

78. Par une méthode analogue a celle da Chapitre VI, on peat aussi
avoir le développement d'une fonction queleongue de v ety suivant
les puissances de et v et déterminer les restes de Ta série lorsqu’on
veut Pareéter a des termes queleconques. En changeant, dans Ta for-
mule du n” 73, @ et y en x--4, v — 4, ensuile £ et 0 ¢n vz, vz, on

alra

~fix —az,y--ys'+asfl{x—a3,y—y2)-t-y3fie--x3,y—)3,

x?z? " y o g - .,/‘232 . .
~+ ——’——f (x—x5,y—y2i+xyfix—2xz,) - 35) - , Sl — 2z,

ou 3 sera une quantité quelconque indéterminée qui, étant supposée
egale i zéro, rendra 'équation identique, et qui, étant faite égale ar,

donnera

\ ¥ v x ‘" o ,T“, "
Joxsyi = af eyl S ay S

formule générale du développement de la fonction f(.x, v) suivant les
puissances de . et v, dans laquelle Tes quantités désignées par f, /7,
[+ ... dénotent les valeurs des fonctions dérivées suivant @ et v, en
faisant x =0 et y =o.

Supposons maintenant qu’on ne veuille faire ce développement que
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par parties, et arrétons-nous d'abord au premier terme; nous ferons
Sflx,y)=fix—2x3,y—yz +P, °

P étant une fonction de s qui devra étre évidemment nulle lorsque
s == 0. Puisque la quantité s peut étre quelconque, nous pouvons
prendre I'équation prime relativement a s, et, par les principes
et la notation établis, il est facile de voir que la fonction prime de

Jiv—.rs, ¥y —vyz), prise relativement & z, sera
—xflx - xa,y—ys, - yflz—x3,y—0r2);

done, désignant par I fa fonetion prime de P, prise aussi relativement

& 3, on aura, pour la détermination de P, U'équation du premier ordre
Poxfile-—-az,y--pzi+yfile-—-xz,y—pz.

Considérons, en second lieu, les trois premiers termes du dévelop-
pement de [, v), et faisons

Sxyy cfle-az,yo-ys-xsfiix—xz,y 98y flxe--xz, y -3+ Qs

Q sera une fonction de s qui devra, par la nature méme de cette équa-
tion, devenir nulle lorsque s =o0. A cause de 'indétermination de z,
on pourra prendre I'équation prime velativement a s, et, désignant
par Q" la fonetion prime de Q, on trouvera, apres avoir effacé les termes
qui se détruisent dans 'équation prime, cette équation du premier
ovdre pour la détermination de Q,

Q" iz fMx -z, )3 baxysfle- 23,y )y + s fla—x3,3—yz,

et ainst de suite.

Pour déduire de ces équations les valeurs de P, Q, ..., il faudrait
chercher les fonetions primitives des quantités P, Q' ... relativement
a s et les prendre telles qu'elles soient nulles lorsque z = o. Mais,
comme nous n'avons pas besoin des expressions générales de ces quan-

tités, mais sculement de leurs valeurs relatives 4 5 =1, que méme il



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE X111 133
suffit d’avoir des limites de ces valeurs, on pourra faive usage de la
méthode employée dans le Chapitre cité pour pavvenir i des conclu-
sions semblables i celles du n° 39. .

Ainsi, en désignant par » un nombre indéterming, ou plutot inconnu,
toujours compris entre o et 1, et qui devra étre partout le méme dans
la méme fonction, mais qui pourra étre différent dans les différentes

fonctions, on trouvera les expressions suivantes :

P =z f hx,dy 42 f da,dy),

Q- Y=y hx, by oy [0, by a2, ha, k]
et ainsi des aulres.

Done enfin, substituant ces valeurs de P, Q, .. dans les dévelop

pements de f(r, v) et faisant z == 1, on aura ces formules générales,

qui renferment une extension du théoreme du n°® 40 :
Six,yo a0 Ay f, D, by

=L af eyl )

Done, si Fon a la fonction [l -4,y -+0) a développer suivant les
puissances de 7 et de o, il W’y aura qu'a mettre i et o i la place de a
et v dans les formules précédentes, et les quantités /, /7, /i, ... devien-
dvont /(v v), [/(x, ¥), [.(2, v}, ..., ol les fonetions dérivées peuvent
¢tre prises relativement & x et y, puisque la fonction flx +14, y +o0)
est telle, que ses dérivées relativement & & et v sont les mémes que les

IX. 20
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dérivées relativement a ¢ et o. Ainsi, on aura
Jx+i,y4o = fla,yi+iflz+di,y+ 2o +of (x+Liy+2o)

Sy vif w oS,y

2 . . . ..
4 ;—f”,‘x 4 My y+2roj-+iof'{x + i, y+do,

o, s - .
4 fo (T A 2l ¥+ Do)
U J

Sl yleiflix, y)+of x, y)
@ C N LI
sy o f ey e C fle )

[ . R o ., . .
t ~--3/ b M,y ko = = 4k, + do
2, 9" X P

ot . _ PL I ) )
a Sl My o+ S —.if,,, X -+ by )+ ho.

La quantité x¢ répond, comme Uon voit, a la quantite que nous
avons désignée par / dans le 0 405 nous préférons ici Pexpression i,
paree que le méme coeflicient % se trouve dans la quantité ro. De ces
formules, qu'il serait maintenant aisé d'etendre aux fonetions de trois
ou d'un plus grand nombre de vaviables, on peut déduire la conelu-
ston suivante :

Lorsque, dans le développement d'une fonetion suivant les puis-
sances et les produits de certaines quantités, on veut s’arréter aux
termes d'un ovdree donne, ¢’est-a-dire dans lesquels ces quantites
forment des dimensions d'un degre égal a Pexposant de cet ordre, on
peut supposer le veste du deéveloppement égal anx seuls termes de
Fordre suivant, mais en y conservant ces mémes quantités sous les
fonctions, et les multipliant toutes par un coeflicient % dont la valeur
sera entre les limites o et 1, et qui sera la méme dans la méme fone-

lion, mais qui pourra étre différente dans les différentes fonctions.
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79. Au reste, on pourrait aussi appliquer au développement de la
fonction f(x + ¢, ¥ + o) la méthode du n" 37, en prenant les fonctions
dérivées par rapport i ¢ et o. En effet, soit

Sflx+i,y+o = fix,y +iP+0Q.
En prenant d'abord les fonctions dérivées par rapport & et v, on
aura

Sl i, yro fla 40P 4 0,

T 6,0 f 0,y A4 1P+ 0Q,.

Jroae
Ensuite, si I'on prend les fonctions dérivées par rapport i ¢ et o, et
quon les désigne par des traits placés au haut et au bas, mais en
arriere des lettres, on aura aussi
Sflilz+i,y+o0 Pa-i'P+00Q,

frx-id, 400 QA P+ 0,Q,

puisqu'il est évident que les fonctions dérivées de fra-+46, v4-0.
sont les mémes par vapport & a et £ et par rapport & y et o. De I on
aura

Py PP e QY

Q ‘,/; (t‘,)'} & l.(l‘, P ()(Q! Q.
Done, si 'on fait

R PP, § Q' —Q0+P 0 T Q 0,

on aura, en substituant ces valeurs,

Sz d,y 000 - f e yiadif x,yi4-0f 2,00 2R A4 108 4 02T,

et l'on pourra de la méme manicre pousser le développement aussi
loin qu'on voudra, de sorte qu'en connaissant les expressions analy-
liqucs des premiers restes P, Q on trouvera tous les suivants par les
simples fonctions dérivées de ces restes.

80. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forment

de la méme maniere et par les mémes regles que celles d'une seule
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variable, en considérant chaque variable séparément et successivement,
il s'ensuit que tout ce que nous avons démontré sur les fonctions
d’une seule variable peut s’appliquer de méme aux fonctions de deux
variables.

Ainsi, il sera facile d’étendre aux fonctions de deux variables les
remarques que nous avons faites dans le Chapitre V, sur le dévelop-
pement des fonetions lorsqu’on donne aux variables des valeurs déter-
minées, et d'en déduire des conséquences et des résultats semblables.

Entfin, il est visible qu'on pourra traiter aussi par les mémes prin-
cipes les fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de variables,
puisqu’il ne s'agiva que de répéter les mémes opérations séparément

pour chaque variable.
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CHAPITRE XIV.

DES EQUATIONS DERIVEES D'UNE EQUATION ENTRE TROIS VARIABLES. DES FONCTIONS
ARBITRAIRES QUI ENTRENT DANS LES EQUATIONS PRIMITIVES COMPLETES ENTRE

TROIS VARIABLES.

81. Lorsqu’une fonction s n’est donnée que par une équation entre
x, ¥, 5, on considérera que, comme cette équation doit avoir lieu
quelles que soient les valeurs de @ et y, il s'ensuit qu'elle aura licu
aussi en v mettant x4+ et y+o0 a la place de v et y, quelles que
soient les quantités ¢ et o, de sorte que, en développant, apres eette
substitution, I'équation suivant les puissances et les produits de ¢ et o,
il faudra que les termes multipliés par une méme puissance ou produits
de ¢ et o forment des équations séparées. Mais nous venons de voir
que, dans le développement d'une fonetion de.x et y, les termes mul-

tipliés pav ¢ donnent la fonction prime selon ., ceux multipliés par o
. . . .. *

donnent la fonction prime selon y, ccux multiplics par - donnent la
v 2

fonction seconde selon &, ete. Done, ayant une ¢quation queleonque
entre a, y, 5, et regardant s comme une foncetion de et y donnée
par cette équation, on pourra, en prenant les dillérentes fonctions
dérivées de tous ses ternres, en déduire autant d'équations dérvivées
de différents ordres, qu'on appellera de méne éqguations primes, se-
condes, ele. selon @ ou y, équations primo-primes, secundo-primes, ete.,
et en général, équatons derivées du premier ordre, du second ordre, cle.
Ces équations servivont a trouver les valeurs de =/, z, 37, 3/, 5,, ...

Si done on représente par
I

A . -t -
Fix,),3; —o
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I'équation proposée pour la détermination de s, et qu'on désigne sim-
plement par F(z), F(y), F(z) les fonctions primes de F(z,y, z)
prises relativement i @, v, 3, considérées séparément et comme des
variables indépendantes, il est aisé de voir, par les principes établis
pour les fonctions d'une seule variable, que ([ F(x)+3"F{z) sera
le terme aflecté de 4, et o[ F'(y) -3 F(z)] le terme affecté de o dans
le développement de F(x, v, 3), apres la substitution de x + /ety +o
pour x et y, 5 ¢tant regardé comme fonction de x et v.

Ainsi, F'(x)+3"F(s) sera la fonction prime relative a4 x, et
Fiy) -+ .:, F'(z) la fonction prime relative & ¥ de F(x, y, z), de sorte
qu'on aura ces deux équations primes

Fio, 4 "1z o, F -z, FY

! \

(3
{
i
2
-

dou l'on tive

=
Y
.
: ¢
a !l

Ayant ainsi les valeurs de 3” et 3, on en déduira celles de 27, 2,
z,. ... cn prenant de nouvean les foncetions primes de celles-ci rela-

”

tives & et y, et ainsi de suite.

82. On peut aunssi rapporter immeédiatement cette théorie i celle des
fonctions d’une variable en regardant z comme donné en @ et y, et ¥
comme une fonction indéterminée de v, Ainsi, en regardant d’abord v

et = comme fonctions de a, la fonetion prime de F(r, v, 5} sera
Fia' ' F{y 4+ ' F(z;

mais, s ¢lant considéré comme fonetion de a et v, et y comme fonction
de x, la fonction prime de s sera représentée par '+ y's: mettant

cette valeur a la place de 3/, on aura
Froaot 3"y [Foo 4 5 s

\

pour la fonction prime de Fia, v, 2.
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Done, ayant I'équation

Flz,y, 3)=o,
on aura l'équation prime
F(z)+ 3 F(s)+ ' [Fiy)+ 3 F(s] :o.

Mais, y étant regardé comme une fonction indéterminée de a, I'équa-
tion précédente doit avoir licu quelle que soit la fonction ¥'; elle se
décomposera donce en ces deux-ci,

Fiz\+ 3 F(z)=0, F(y'+2F(s) o,

comme plus haut.
On pourrait trouver de la méme maniere les équations dérivées des

ordres su p(’? rieurs.

83. Cela posé, considérons en général 'équation
F(z,y,2)--0;
elle donne les deux équations primes
Fla, -+ 3 Fiz)~0, F(y)+zF(z) -0,

qui auront par consc¢quent lieu en méme temps que la proposée. Done
une combinaison quelconque de ces trois équations aura licu aussi ef
pourra, par conséquent, tenir licu de 'équation primitive.

Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la fone-
tion F(x, v, 5); ces constantes seront les mémes dans les fonctions
dérivées F'(a), F'(v), F'(z); ainsi Pon pourra, au moyen des trois
¢quations dont il s’agit, é¢liminer ces deux constantes, et I'¢quation

’

résultante sera une équation du premier ordre entre ax, v, 3, 3’ et z

qui renfermera deux constantes de moins que I'équation primitive.
Done, ‘réciproquemcnl, si 'on n'a pour la détermination de = en et y
qu’une équation du premier ordre entre x, y, 3, 3" et z, I'équation
primitive entre x, ¥ ct 5 devra contenir deux constantes arbitraires.
Ceci est analogue & ce que nous avons vu relativement aux fonctions
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d’une seule variable (n°® 46); mais nous avons vu aussi (n° 60) que la
quantité arbitraire qui doit se trouver dans I'équation primitive peut
n'étre pas constante et donner cependant, par I'élimination, la méme
¢quation du premier ordre. La méme chose peut done avoir lieu iei;
et il est aisé de concevoir gu'on aura encore la méme équation du
premier ordre par élimination des deux arbitraires a et b, quoiqu’elles
ne soient pas constantes, pourvu que les deux équations primes soient
encore de la méme forme.

Désignons simplement par ¥'{a) et F'(b) les fonctions primes de
Fao, v, 5} prises relativement aux quantités @ ¢t b contenues dans
cette derniere fonction; il est aisé de voir, par les principes établis,
que, si @ et b sont regardés comme des fonetions de @ et y, la fonction
prime de F(a, y, 3) relative i @ devra étee augmentée, a raison des
deax nouvelles variables « et b, de la quantité @' F'(a)+ 0 F (D), et
que la fonetion prime relative & v devra étee augmentée pareillement
de a Fia)y+-b Fh).

Supposons b fiaj; on aura, en prenant les fonctions primes rela-

tivement a @ et )y,

O d fa, b fay

done les quantités ivajouter aux deux fonetions primes seront
dFa v e Vb a [V e b

par conséquent, elles disparaitront i la fois en prenant a telle qu’elle
satisfasse a Péquation
Froaj+ @b <o,

Ia fonction fia) de a, qu'on a prise pour b, demeurant absolument
arbiteaire.

De L résultent done ees conclusions importantes :

12 Que Péquation primitive qui satisfait, en général, & une équation
du premier ordre doit renfermer une fonetion arbitraire;

2* Que, si pour une ¢quation donnée du premier ordre on trouve

une équation primitive
For,» s =0



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE XIV. . 161

qui renferme deux constantes arbitraires a et b, il n'y aura qu’i faire
b= f(a) et prendre @ de maniere qu’elle satisfasse a I'équation

F(a)+ f'(a) F'(b) = 0;

la fonction désignée par f(a) sera la fonction arbitraire;

3° Qu’ayant une équation quelconque entre a, v, s qui renferme
une fonction donnée, on en peut déduire une équation du premier
ordre ot cette fonction ne se trouve plus. En eflet, si o(p) est la fone-
tion qu’on veut faire disparaitre, p ¢tant une fonetion donnée de o, v,
s, il 'y aura qu'a prendre les deux ¢quations primes suivant a et
suivant y de I'équation proposée; on aura trois équations qui renfer-
meront 9(p) et ¢’( p), en désignant par ¢’ (p) la fonetion prime de ¢(p)
prise relativement & p, d'ot, éliminant ces deux fonctions, il résultera
une équation du premier ordre o la fonction 4(p) ne se trouvera
plus.

84%. Soit, par exemple,
s--ax-—by—c-—o

une équation donnée; les deux équations primes seront

F—a=o0, z,—b=70;

¢liminant a et b de ces trois équations, on aura I'équation du premier

ordre
Z - X3 - ¥z, - C 0,

dont
S -—-ax  — [)] - € =20
sera I'équation primitive, @ et b étant les conslantes arbitraives.

Maintenant, en supposant

z—ax — by —e¢—=F(x,), 2,
on aura
¥Fla)==—z, F'(b)=-y.

Done, faisant b = f(a), 'équation pour déterminer a sera

—_—x — :y-f’ (a) == 0,
IX. 21
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d’ot on tire

ce qui donne

» désignant la fonction inverse de /7. Ainsi, la fonetion f étant indé-
terminée, la fonction 5 le sera aussi; done @ et b seront deux fonctions

. , ., x N , . ' . . .
indéterminées de - ou plutat dépendantes d'une méme fonction indé-

. x nxr . . . .
terminée de 3 et b ). sera. par conséquent, une fonetion indeéter-

mince de - Designant done cctte fonetion simplement par ?\-).),

5 Jo

I'équation primitive deviendra

2
o R ( > (« O,
\)'

Si Pon prend les deux équations primes de celle-ci, on aura

‘ v ‘' x
v (?) 0, I, (’) - o (“-)—./) ) 0.

e . .. . . r L
Eliminant de ces trois ¢quations les deax inconnues J()) et o (1.),

on aura, comme l)lllS |Nlll|.

. . e, . e . . 2
pour U'équation deérivée du premier ovdee, déliveée de la fonetion | =)
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CHAPITRE XV.

FORMULE REMARQUABLE POUR LE DEVELOPPEMENT EN SERIE D'UNE FONCTION

QUELCONQUE DE L'INCONNUE 5 DE L'EQUATION - @ v /(s

85. Cette propricte des équations primes de pouvoir servir a fairve
disparaitee une fonction gueleonque est tres-utile dans beaucoup d'oe-
asions, et surtout pour les développements en série.

Pour en donner un exemple, soit proposée I'équation

iooxf oz

.
pour la détermination de z, /5 étant une fonetion quelcongue de s,
et supposons qu'on demande la valeur de = en série suivant les puis-
sances dey 3 il estvisible que les deax premiers termes seronta -y /e,
el si, pour trouver les (ermes suivants, on suppose
oo e AT Byt
il faudra développer la fonetion /(5] suivant les puissances de y el
comparer ensuite les termes pour pouvoir déterminer les valeurs de A,
B, .... Mais, de cette maniere, on n'aunvait pas la loi de ces valeurs:
il vy aura done de Pavantage & cmployer, au licu de Péquation pro-
posée, une equation du premier ordre o la fonetion /(=) ne se trouve
pas.
Prenant done les ¢quations primes suivant @ et suivant y, on aura

[T p! ‘y"f’(:ﬂ:', z, f: ‘7'./‘/;;:?‘ 3,

en dénotant par f(z) la fonetion prime de f(s) relativement a z, d'ol,
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éliminant /”(z), on tire d’abord

done, substituant cette valeur dans la derniere équation, on aura cetle

équation du premier ordre, déliveée de f(z)

Comme le premicr terme de Uexpression de z en série de y est évi-

demment .r, nous supposerons, en geénéral,
oo b Ay Byt Gyt

A, B, G, L étant des fonctions de a; nous aurons

ot

S (IR .’\')' -4~ B’]-2+ 1:'}-3.|-» ceny

ALVB, L étant les fonctions primes de A, B, ..., vegardées comme

fonctions de 2y ensuite
ARy 30 Dy
done on aura, en substitnant ces valeurs,
I R N R R e D RS O e R e O e T 2By - 3C)y--i=o0
savour
AV = By b BA - AB -~ 2C) )24 CA'+ BB . AU 3|)-))':' +... .0

d'olt 'on tire tout de suite

BoOAN, € AR 4BA), DL (AC BB CAT
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Ici la quantité A demeure indéterminée; mais nous avons déja vu que
les deux premiers termes de s dans I'équation proposée sont x +y f(x';
par conséquent, on aura A = f{x), et de la

N==frix), B=flz) fa), B=fla)f(2)+[fla)]

done

Mais, en examinant les expressions de B, ¢, ..., on voit d'abord

qu'elles peuvent se mettre sous cette forme,

\

’ 2 ! !
B (‘) . oCoasy, b (A(‘. LR
b % 2

. J Y]
: E o (ADSBCY,

en dénotant, en général, par le caractere () la fonetion prime selon x
de la quantité renfermée entre les deux crochets, et, si Pon fait les
substitutions successives, on trouve que ces expressions sont réduc-

tibles a celles-ci, plus simples,

Az, G

!
P A

(AR D

(A, L

[¢8

1
2.3.4

en marquant par un trait, deux traits, ete. les fonctions primes, se-
condes, ete. des quantités renfermées entre les crochets, relativement
a la variable x, de sorte que, en substituant la valeur de A, on aura
enfin

2 .'.‘

2 3
A R W L P A WATLZ) (IR

86. Supposons maintenant qu’on demande la valeur d'une fonetion

“quelconque 9(s) de 3, développée de méme suivant les puissances de y;

on fera u == »(s), et, prenant les équations primes pour faire disparaitree
la fonction ¢, on aura
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d'olr I'on tire
w 14

u, oz,
. AR
Substituant la valeur de -, tirée de 1'équation 3'(z — ) — y3,== 0 du

<

numéro précédent, on aura cette équation du premier ordre
W s —x,—yu =o,

Supposons ici
o PQy A4 Ry24-85)3+...,

P, Q, R, ... ¢tant des fonetions de 2 substituant cette valeur, ainsi
que celle de s trouvée ci-dessus, on aura
|

. - 3
P Qv Ry Ny (/.zi ? | f2n ] ‘: 3[__/"'\-'1' |- ; Q- 2Ry--38y2--

d'on Lon tire

oy o P e O e P,
O Pfaen R Qe ], 38 R e [ f*x] ) ;‘-[‘/‘%\x,] ,

Or, en substituant suceessivement les valeurs de Q, R, ..., il est
aisé de veconnaitee que les expressions de ees quantités peuvent se
reduire & cette forme simple

O Mra, RO, s.—-.f.'3[|“_fﬂ;.r>]”,

1
‘)
La fonetion P demenre indéterminée, i canse de Uélimination de la
fonetion o mais, puisque w - o050 o4y ox) -0, il estvisible
quion aura P o), et par consequent P

Done, entin, on aura

’ 2 i)
latenofat g frat '-’-2— [o" &, friei] 1 -'~'-»-,—‘ [¢(x) f3i2)) +...,

o

formule tres-remarquable et d'un grand usage dans I'Analyse, surtout

pour le retour des suites.
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87. On pourrait parvenir immédiatement i ce dernier résultat par
la formule du n° 33, car il n’y aurait qu'a regarder « comme une
fonction de y et chercher les fonctions primes, secondes, ete. de w rela-
tives & y, ¢’est-d-dire les valeurs de v, w,. .... Faisant ensuite » - o,
on aurait

1 1
u, u, N ", L u

; "o
pour les coefficients P, Q, R, S, ... de fa serie.
Tout se réduit done i trouver ces fonetions dévivees et o les mettre
sous une forme simple et véguliere. Pour cela, nous reprendrons les

deux équations primes trouveées ci-dessus (n 85, 86),

lesquelles donnent celles-ci

(3}

u, ' fiz), =05 f

On aura done : 1°
== s

2 en prenant les fonctions primes selon y,

u, - fiozt oz fha

i

/"13) dénote la fonction prime de s relativement & 23 ory de la premivre
cquation on tire aussi celte équation prime relative i x,
wosu st -3 e
done, substituant, on aura
w, = [ ol [ fisi = f s
. 3% en prenant encore les fonctions primes relatives &y, on aura
w, [ f2z5)]s

or

[ f2iz],=w f2{3)4-20'5,5 fi5,;
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substituant les valeurs de , et de s, données ci-dessus, on aura
[wf2(2)], - f2{z)+ 3wz fr{z) f2{z) = [w f2{3)]5

done, prenant les fonctions primes relatives a , on aura

[.""/.2 \ 3 /J: - [ulf:’{z I":J” - “m'
et ainsi de suite.

Done, puisque w:..»{z), on aura
?ie)
par consé¢quent

u, 33 fisn ou, (e MY w, [STeE) SR

v (3) étant la fonction prime de ¢(3) relativement a s seul.
Faisons maintenant » o3 'équation proposce
oSS,
donnera s - done
S, gz g, ¢hisizmelal el fisi=fiay

done enfin
. Lo . Ve e . 1 . .
Pooat, Qoyfun K g el Se g el

comme ci-dessus.
Pour montrer pav une application usage de cette formule, soit pro-
posée 'équation
R A
ety ¢tant des quantités données, ¢t qu'on demande la valeur de 5"
en série suivant les puissances dey; on fera done

. ,
S, \ _n
Sist=5m 0 ¢ 3 oy

done aussi
S =am, glxician, '\l =nart,
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et I'on aura sur-le-champ

P = ",

Q=nam+n-1,

n . niom—4-n—a |
— ; (l.un +n |)' - _—(“ﬁ“‘..‘;__ [ VAR 2’
n . : — - e )
S = s (W ’_ll_?".’_'__t_" ”(_%'_",F Ho 2 aameny
2.3

de sorte qu'on aura

niom -+ n-—ad .
:II fe .l‘" + ,Lxlll tn l‘),' e x-l" tn .)-_

o

n{dm—+n —1) 3Im-+n.-92) o
— e o ‘ul"”" n .l‘)-‘l S

2.3

Vovez aussi sur ce sujet la Note X1 du Trawte de la résolution des

équations numeriques, scconde é¢dition ().

(') QEuvres de Lagrange, t. VI
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CHAPITRE XVL

METHODE GENERALE POUR TROUVER l"I:ZQl'A’l'lON PRIMITIVE D' UNE EQUATION DU
PREMIER ORDRE ENTRE PLUSIEURS VARIABLES, LORSOUE LES FONCTIONS DERIVEES
SONT LINEAIRES, ET POUR TROUVER L,l:',Ql"ATI().\' PRIMITIVE D'UNE EQUATION
QUELCONQUE DU PREMIER ORDRE ENTRE TROIS VARIABLES.

88. Nous avons vu comment on peul faire dispavaitre une fonction
arbitraire contenue dans une équation donnée, an moyen de ses équa-
tions primess mais il v a, poury parvenir, un moyen plas simple i
quelques egards, fondé sur la considération que nous avons employée
plus haut (n° 821,

Considérons en général I'équation
Fle,ov s, 0 p] o,

dans laquelle p soit égale a f(a, v, z), les deux fonetions désignées par
les caractéristiques F et f étant données, et la foncetion marqueée par
la caractéristique 5 ¢tant arbitraive; on peut supposer ¥ une fonetion
de e telle que Ia fonetion prime de p soit nulle; alors p pourra étre
traitée comme constante dans la fonetion Floe, v, 50400 pt|, pourva qu'on
détermine y” par la condition que la fonction prime de f{x, v, 5 ) soit
nulle.

Désignons simplement par Fag, FOv), Fiz) et de méme par fa),
S0 f3) les fonctions primes de Fla,y, 5, 0(p)] et de fx, v, 5,
prises relativement & a, v, 3 isolées et regardées comme indépen-

dantes; on aura, comme dans endroit cité, les deux équations primes

F';.r\ 4o Fz) +r'[1“~r>-+- 5 Fz)]=o,

i

L+ L) s (3] =,
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dont la premitre contiendra ¢(p) et dont la seconde ne contiendra
point p: celle-ci servira & éliminer I'inconnue »'5 la premiere, jointe i
son équation primitive, servira & ¢liminer Uinconnue 9(p).

Cette méthode a I'avantage de pouvoir sappliquer aux équations
qui contiendraient plusicurs fonctions arbitraires de la méme foue-
tion p.

En effet, si 'on avait I'équation

Flz.0 5o (ph ¥ (p)] =0,

on trouverait d’abord, comme ci-dessus, une équation du premier ordre
sans la fonction o(p), mais qui contiendrait encore la fonetion g(p;
ensuite, appliquant a cette ¢quation e méme proc(wl(; et ¢liminant de
nouveau la fonction y qui pavaitra dans son équation prime par la
méme équation ei-dessus, on aura une équation du second ordre qui
contiendra U p) et Aot on éliminera cette fonetion par le moyen de
équation du premier ordre; etainsi de suite, quel que puisse étree le
nombre des fonetions arbitraives de Ia méme quantité p.

Mais, si I'équation proposée contenait les fonetions o(p) et d(q ), p
et g étant des fonetions diflérentes de a, v, 5, on ne pourrait pas par-
venir a une ¢quation du second ordre, debarrassée des fonetions o (p)
et Y(q) et de leurs deérivées; il faudrait alors passer o des ¢quations

d'un ordre supérieur.

89. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent résul-
ter de I'élimination d'une fonetion arbitraive o(p), et supposons, pour
plus de simplicité, ee qui est toujours possible, que U'équation primi-
tive soit de la forme

Fla, y,z)=2¢(p), péant=f(z, ¥ 3;
on aura alors les deux équations primes
l(z)i—vlg 4= [y —}-~,l‘\dj__o.
TN N ! - ! -
Sla) 3 s+ L) 45, (5]

qui seront délivrées de ¢(p), etil ne s’agira plus que d’¢climiner y".
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Le résultat de cetge élimination est

Filai+ s Fia) Fly)+5Fiz)
A TP AT S K e KETN

d'oir résulte cette équation du premier ordre
AR NV AR L SCNATVIES VAT ERAL RCVADES ROV ECIHE

(qui ne contient que x, y, s avee les fonetions primes " et z,.

1]

Cette ¢quation pourra done étre mise sous cette forme

Mz, +N=o,
en faisant

A F'x f‘.(o‘_' :‘/t

TNy Sz

N P o e
l‘\,’ —l'\) ’

d'oit 'on peut conclure :

1 Que toutes les équations du premier ordre entre x, v, 3" el z,
qui ne seront pas réductibles i la forme précédente ne pourront pas
ctre dérivées d'une équation primitive entre &, v, 5 et o(p}, p étant
une fonction de a, v, 33

2° Que toutes les équations du premier ordre réductibles a la
forme précédente pourront toujours avoir pour ¢quation primitive
une équation de la forme supposée Fla, y, 51 =240 p), p élant égal a
Sl vz

Car les valears des coefficients M et N étant données en foncetion de
2, v, on aura deux équations par lesquelles on pourra déterminer les
deux fonetions marquées par les caractéristiques F et /, et la fonetion
marquée pour o demeurera arbitraive.

Ce probleme étant 'un des plus intéressants de la théorie des fone-
tions, je vais en donner ici une solution directe.

90. Regardons, ce qui est permis, ¥ et 3 comme des foncetions de a
dont les fonctions primes soient v' et 5°, et considérons les deux quan-
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tités '+ N et Mz'+ Ny'; ces quantités deviendront, par la substitution
des expressions précédentes de M et de N,

LU [F3)s + Flal] —Fip) [ f{z)2"+ (2]
F o =¥ fi=)
(2 [ [ ) = S [F) 2 F (]
F o = Fo fE)

Si 'on ajoute, et qu'on retranche en méme temps du numérateur de
la premiere la quantité F'(y) /(¥)y et du numérateur de la seconde la
quantité F'(x) f(x), et qu’on fasse attention que F'(x) + F{ )y +F(s)s'
est la fonction prime de F{r,y, 3), que nous dénoterons simplement
pav F(r,y, z);5 que de méme f/ (@) +/(v)y +/(5)s" est la fonction

prime de f{a,v, 5), que nous dénoterons pareillement par f{x, v, 2,

on aura

(I Fla, sV — Fip) flay, o)
Fzi () = ¥ s (z)

ARACSS A
M-+ Ny ,,‘I
1'1-1/ ),-_[‘(.

4

Done, si Pon fait les deux équations
3+ N:vo, Mz -++Ny'=o,
ces équations seront équivalentes i ces deux-ci,
Fix,y,z) .o Sfla, v, 3} -0,
dont les équations primitives sont ¢videmment
Flo,y,5): A, fla,y, 2] =B,

A et B étant des constantes arbitraires, de sorte que ces ¢quations pri-
mitives scront completes a cause des deux constantes arbitraives A et B,
Mais il est possi'ble qu'en cherchant les équations primitives des
¢quations ’
2 4 N = o, M:z' -+ N]J 0,
ou M et N sont des fonetions données de a, y, 5, on ne les tronve pas
sous la forme précédente. Cependant, sous quelque forme qu'eles
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puissent se présenter, si elles renferment deux constantes arbitraires a
et b, elles doivent étre comprises dans les précédentes, et les constantes
A et B ne pourront qu'étre fonctions des constantes a et b. Si done
on tire de ces équations primitives les valeurs des constantes a et b
en @, y, s, eLque ces valeurs soient P et Q, en sorte que les équations
dont il s'agit soient réduites & la forme P ==a, Q = b, il s'ensuit que
les fonctions F(a,y,s) et flr,¥,5) ne pourront étre aussi que des
fonctions de P et Q.

Done, puisque I'équation primitive d’oii I'équation du premier ordre
34+ Mz, 4+ N o est dérivée, est de la forme

Flny, sy p) - olfla, 3]
cette équation primitive deviendra
fonet. 1P, Q) gl fonet. (P, Q],
la fonction marquée par o demeuvant arbiteaire @ d’ott il vésulte que P
sera une fonction quelcongue de Q, de sorte que F'équation primitive
de Pequation du premier ordre
Z M3, 0-N. o
pourra ¢tre réduaite, en général, i cette forme tres-simple,
P Q)
la fonction marquée par la carvactéristique o ¢tant arbitrajre. Cette
methode reduit, comme Von voit, la détermination de la fonetion de
deux variables i celle de deux fonctions d'une seule variable, et elle

estsurtout remarquable par kesimplicité et la généralité du résultat.

91. La meéthode précédente peut s'étendre aussi anx fonctions de
plus de deux variables. Ainsi, s« est une fonetion de trois variables @,

vy oo déterminée par Fequation
Flas s = i prg),

p ¢t q ctant des fonetions données de @, v, s, 4, et ¢(p, ) étant une
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fonction quelconque de p, ¢, on trouvera, par une analyse semblable
a celle du n* 89, et regardant y ¢t 5 comme des fonctions de x dont
on déterminera les fonctions primes y et 5 par la supposition que p
et ¢ demeurent constantes, on trouvera, dis-je, une équation du pre-
mier ordre, dérivée de la fonetion ¢, de la forme suivante,

w4 Lu -+~Mu+N_ o,

L, M, N étant des fonctions données de a, ¥ 5w, etud, u, wctant les
fonctions primes de w velativement a a, y et 5, de sorte que toute
équation entre x, y, z, u ct les fonctions primes de « qui ne serail
pas de cette forme ne pourra pas étre dérivee d'une équation primi-
tive de la forme ci-dessus.

Pour les équations du premier ordre réducetibles a la forme préce-
dente, on trouvera aussi, par une analyse semblable i eelle du numeéro
précédent, que, si Pon regarde v, =, © comme des fonetions de 2 deter-

minées par ces trois ¢quations du premier ordre,
ll’ -t N L. 0, l‘ u/ - N)J 0, ‘l “/ 4 N :': -0,

et qu’on en cherche les ¢quations primitives qui deveont renfermer
trois constantes arbitraires a, b, ¢, qu'ensuite on tive de ces équations

les valeurs de ces constantes, de maniere que Pon ait
o I’, [) pet (), (o “,

P, Q, R ¢tant des fonctions données de x, v, =z, u, on aura sur-le-
champ
P--o(Q,R)
pour I'équation primitive de I'équation proposée, dan® laquelle o (P, Q
sera une fonetion arbitraire de P et Q.
Cette méthode est présentée d'une maniere plus simple et plos
directe dans la Lecon XX du Calewl des fonctions (*), adaquelle nous

nous contentons de renvoyer.

(*) OEuvres de Lagrange, L. X.
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92. Mais, si I'on avait, pour la détermination de z en fonction de x
et y, une équation quelconque du premier ordre entre z, y, z, 2’ et 3,
non réductible a la forme du n® 89, la méme méthode ne servirait
plus. Cependant on peut toujours, quelle que soit la forme de I'équa-
tion proposée, la ramener a la forme du n° 91 en y introduisant une
variable de plus.

. Soit donc proposée I'équation

) .
2 =F{r,» 2z,

la fonction indiquée par la cavactéristique F étant donnée; je suppose
3,==u, ct, comme s est fonction de x, y, il est clair que u sera aussi
fouction de a, v; done, prenant les fonctions primes relativement a x
seul, on aura z; == «'. Maintenant, I'équation proposée deviendra

prenant les fonctions primes relativement a y seul, et observant que z
et « sont fonctions de @, y, on aura

'

o F(y) 5, Fz) o, ¥,

ou les quantités F(y), F(s), F(«) dénotent les fonctions primes de
F(a,y, 5, u) prises relativement aux variables isolées y, z, w, ainsi
que nous avons pratiqué jusqu'ici; done, substituant « et & pour z,
et z;, on aura I'équation

v

ot wF sy 4w, B,

R TIT
w =1y

dans laquelle les quantités F(»), F(z), F(«) seront des fonctions
données de v, v, 5 et u.

Cette ¢quatiome serait done susceptible de la méthode précédente si
u était une fonction des variables o, y, =, regardées comme indépen-
dantes entre elles; mais rien n’empéche de les regarder comme telles
et de regavder en méme temps w comme une simple fonction de «, y,
S, pourvu qu'on exprime, d’une maniere conforme i cette supposition,
les fonctions primes @' ¢t u, qui se rapportent aux seules variables
et y.’
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Qu’on dénote par u', u, et ules fonctions primes de u relativement
ax,y, s, il est facile de voir, par les principes établis pour la forma-
tion des fonctions primes, que, puisque s est essentiellement une fone-
tion de x et y dont 5’ et s, sont les fonctions primes relativement &
chacune de ces variables isolées, la valeur complete de la fonction
prime de u relativement & a sera ©'+ usz’, et que la valeur complite
de la fonction prime de u« relativement & y sera w,+ uz; ces valeurs
sont celles qui, dans I'équation ci-dessus, sont représentées simple-
ment par ¢’ et u,; mais on a supposé =, = u, et, par I'équation proposée,
on a z'=F(x, y, z, u); done les valeurs a substituer & ' et u, seront
v+ uF(x,y,z,u) et u+ uu. Faisant done ces substitutions dans la
derniere équation en u, «', u, et ordonnant les termes suivant les
quantités ', u, et u, on aura

w' — o, ¥(u)+,u[Flz,y,z,u) —ulF(u)]—F(y)—ul'(z)=o,
¢quation qui, étant comparée a la formule générale du n° 91, donne
L=—F(u), M=F(z,y,z,u)— uF(u), == —F(y)—ul'(z),
de sorte que les trois ¢quations par lesquelles il faudra déterminer v,
s, 1 en fonction de x seront

w—Y¥{y)--ul'(z)=o0,
W F(u)+y[1(y)+uF(z}] =o,
W[F(zyy,2,u) — wl'(w)] — ' [F(y)+ al(s)]=:0.
Ainsi la difficulté est réduite A trouver les équations primitives d’ou
celles-ci peuvent étre déduites; mais il suffira d’en trouver une, et il
serait méme inutile de trouver les deux autres.

93. En effet, supposons qu'on ait trouvé les trois équations primi-
tives avec les trois constantes arbitraires a, D, ¢, et soient P, Q, R les
valeurs de ces constantes qui en résultent; on aura

P=9(Q R)

pour la forme générale de I’équation primitive en u (n® 91).
IX. 23
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Cette équation, oit la caractéristique » désigne une fonction arbi-
traire, satisfera dans toute son étendue i I'équation du premier ordre
en u, dans laquelle u est regardée comme fonction de &, v, 55 mais u a
6té supposée égale i s, et 5 doit étre, d’apris 'équation proposée, une
fonction de x et y: done I'équation

. Pz g(QR)

est trop générale, et il faudra encove chercher les limitations qu'on
doit donner i la fonction arbitraire relativement avx deux quantités P
et Q, pour que cette équation r.(-pnmlo exactement a I'équation pro-
posce. ]

Mais, sans entrer dans cette vecherche, jobserve que, quelle que
puisse ¢tre la veaie forme de Ta fonetion arbitraive, on peut la supposer
égale & une constante, de sorte que P=:q, c'est-a-dire une des équa-
tiong primitives des trois ¢équations ci-dessus, avee une constante arbi-
traive, donnera une valear de w qui satisfera i Péquation en w.

Maintenant, en remettant =, pour ¢ dans cette équation, on aura une
équation du premier ovdree entre @, v, s et 5, dans laquelle s devea
étee regardée comme fonetion de @ et ys mais, puisque cette équation
ne contient que a fonetion prime z, relative &y, on pourra regarder v
comme constante et 3 comme une simple fonetion de v5 on trouvera
done son équation primitive pae Panalyse des fonctions d'une seale
variable, et, puisque v est regardée comme constante, la constante
arbiteaive qui entrera dans cette ¢quation primitive pourra ¢lre aussi
une fonetion queleonque de e, que nous nommerons p.

On aura ainst une valeur de s en e ety, avee les deux quantités a
elp, qui satistera o 'équation proposce. La constante @ demeunvera arbi-
traire 5 mais la fonction p devra étre déterminée conformément a cette
cquation, Pour cela, il 0’y aura qua v substituer expression de s
dont il s'agit; tous les termes qui renfermeront v se détruivont, et il
ne restera que des termes qui contiendront v, p et p', de sorte que

Uon aura de nouveau une ¢quation du premier ordre entre les va-



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE XVI. 179

riables = et p, dont I'équation primitive donnera la valeur de p en x,
avec une nouvelle constante arbitraire 4.

De cette maniere, on aura enfin une valeur de z en @ et y, avee
deux constantes arbitraires a ¢t b, qui satisfera i la proposée indépen-
damment des constantes. Cette valeur ne sera que particuliere; mais
on pourra, par la méthode du n® 83, trouver la valeur générale de =,
qui contiendra une fonction arbitraire.

En effet, si
Sflz,yy s,a,b) =0

est I'équation trouvée pour la détermination de z, on fera b= g(a), ¢t
Fon égalera & zéro la fonction prime de /| a, v, 5, a, 9(a)] prise vela-
tivement & la quantité a, regardée comme seule variable; on aura une
équation qui servira a déterminer a, et 'équation

.fl;x’ }”o 5, a, Q{(l.‘] 0

sera I'équation primitive cherchée de la proposée du premier ordre, la
fonction marquée par la cavactéristique o demeurant arbitraive.

Fai crw devoir exposer cette méthode avee tout le détail nécessaire
pour la faire bien entendre, paree qu’elle est nouvelle et qu’elle réduit
toute 'analyse inverse des fonetions de deux variables qui ne passent

pas le premicr ordre i Panalyse des fonctions d'une seule variable.

94%. Pour éclaiveir cette méthode par un exemple dont le caleul soit

assez sunple, supposons que l’équnlion proposée soit de cette forme
d=Ay+B:+ [z, 3,
A et B ¢tant des constantes, et f(.x, z,) une fonction queleonque donnée
de et de z,. En rapportant cette équation a la formule générale du
numéro précédent, on aura
Flaz'y,2,2)=Ay + Bz + f(x, z,);

donc
: F(z,y,z,u) =Ay + Bz + flz, u),
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et de 1, en prenant les fonctions primes relativement a y et z,
Fir)=A, Fi:j=B8,

de sorte que, en faisant ces substitutions dans les trois équations du
premier ordre entre 2, v,'z, u, la premiere d'entre elles deviendra

W—A—Bu=o,

laquelle ne contenaut que la vaviable u, qu'on suppose fonetion de x,
aura une équation primitive indépendamment des deux autres. En effet,
si I'on multiplie cette équation par e, e étant le nombre dont le lo-
garithme hyperbolique est I'unité, son premier membre deviendra la
fonction prime de
we-ne g Ae
B

comme il est aisé de s'en assurer en cherchant la fonction prime de
cette quantité par les formules du Chapitee 111

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant aux

A .
<u -+ B ) e M -zq,

/

fonctions primitives,

« étant une constante arbitraire. Cette ¢quation donnera done

7

B

"o — t- ae®~,

¢t, substituant pour w sa valeur 5, on aura I'équation prime

3y Haet,
dans laquelle, z, étant la fonction prime de =z relativement i y seul, on
pourra regarder @ comme constante ¢t s comme fonction de y. \insi,
comme le second membre ne contient ni y ni 3, sa fonetion primitive
dans cette supposition sera simplement

(._.. ll\i +ae“') s
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donc, passant des fonctions primes relatives & y seul aux fonction:
primitives, on aura I'équation primitive

- A Bel o,
S= ——-B«—*—ae ]+]l,

p étant une fonction quelconque de @ qui peut étre ajoutée comme
constante, puisque sa fonction prime relativement a y est nulle.

De cette expression de s on tirera celles des deux fonctions prime:
5’ et z, relatives & x et y, et 'on aura

s=aBetry - p',

A
3,7 = e ae'

B

ces valeurs ¢tant substituées dans I'équation proposée, elle deviendr:

aBe® y +p' = Ay + B <~ i\i + an"-">]' +Bp +-./'(x, — % + ae"‘) ,
laquelle se réduit a

Pl el Bl) +A/.<.l" — _'/_\; -4 ll(f“ .»> R

ol I'on voit que les y ont disparu, de maniere qu'on pourra détermi
ner p en fonction de x seul.
Qu’on multiplie cette équation par e et qu’on suppose

e u:f(x, — ‘]\; += ae":) == :l(,r)»

elle deviendra
(pe= ) = F'(x),

et, passant aux fonctions primitives, on aura
pet =F(z)+ 0,

b étant une cénstanle arbitraire. De 1 on tire
p =€ [F(x)+ b];

done, substituant cette valeur dans I'expression de z trouvée ci-dessus
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on aura
- ( g ae"’)y+[F(x) + b]ev.

Cette valeur de s n'est que particuliere; mais, comme elle contient
les deux constantes arbitraires @ et b, elle donnera la valeur générale
si Pon fait b == 5 (@) et que 'on détermine a par I'équation

v+ Fla)+¢'{a)-=o,

en désignant par F(a) la fonction prime de F(x) prise relativement
ada.

SiB o, le caleul devient plus simple, et on trouvera, en faisant
Sl Ao qoa ) = Fia), les deux équations

soc(Ax+aly+Fla) +olal,

» -+ [:I(“) 4~ !f';'\([\ w0,

d'on il fandea ¢liminer a.

05. Cette dernmiere méthode est néanmoins sujette & quelques diffi-
cultés que nous avons résolues complétement dans fa méme Le¢on XX
déjicitée, ot cette matiere est envisagée d'une maniere plus générale
que nous ne Pavons fait iel.

Nous ne nous ¢tendrons pas davantage sur ce qui regarde les fone-
tions e plusicurs vaviables, Ceux qui connaissent e Caleul qu’on
appelle awe différences partielles pourvont aisément le rapprocher de
Fanalyse de ces fonetions et donner par La i cette analyse les déwlnp‘-
pements qulon v pourrait encore désirer.

Notre objet, dans eette premiere Partie, n’a été que d'établir la
théorie des fonctions et des ¢quations dérvivées d'une maniere puve-
ment analytique et indépendante de toute supposition ou considération
clrangere, '



SECONDE PARTIE.

APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS A LA GEOMETRIE.

CHAPITRE PREMIER.

DES DIFFERENTES MANIERES DONT ON A CONSIDERE LES TANGENTES. THEORIE
DES TANGENTES ET DES CONTACTS DE DIFFERENTS ORDRES, D'APRES  LES

PRINCIPES DE LA GROMETRIE ANCIENNE.

1. Les opérations ordinaires de I'\lgebre suffisent pour résoudre
les problemes de Ta théorie des courbes, qui ne consistent gque dans
des rapports de lignes tirées d'une certaine manicre et termindées aux
courbes; mais la détermination des tangentes, des rayons de courbure,
des aires, ete., dépend essentiellement des opérations velatives aux
fonetions.

Suivant les anciens géométres, une ligne droite est tangente d’une
courbe lorsque, ayant un point commun avee la courbe, on ne peut
mener par ce point aucune droite entre elle et Ja courbe: ¢’est par ce
principe qu'ils ont déterminé les tangentes dans le petit nombre des
courbes qu'ils ont considérées. Mais depuis que, par Papplication de
I'Algebre & la Géométrie, les courbes ont ¢té soumises i 'analyse, on
a envisagé les tangentes sous d’autres points de vue: on les a regardées
comme des séeantes dont les deux points d’intersection sont réunis,
ou comme le prolongement des cotés infiniment petits de la courbe,
considérée comme un polygone d'une infinité de cotés, ou comme la
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direction du mouvement compos¢ par lequel la courbe peut étre
décrite, et ces différentes manieres de considérer les tangentes ont
donné licu aux méthodes algébriques fondées sur I'égalité des racines
des équations et aux méthodes différentielles fondées sur le rapport
des différences infiniment petites ou des fluxions des coordonnées. Ces
méthodes ne laissent rien & désiver pour la généralité et la simplicité;
mais ceux (ui admirent avee raison I'évidence et la rigueur des an-
ciennes démonstrations regrettent de ne pas trouver ces avantages
dans les principes de ces nouvelles méthodes. La théorie des fonctions
que nous avons développée dans la premiere Partie nous met en état
de traiter le probleme des tangentes et les aatres problemes du méme
genve d'apres les notions et les principes des anciens, et de donner
ainsi aux résultats de 'Analyse le caractére qui distingue leurs solu-
tions.

2. Pour considérer ces questions d'une maniere générale, soient
y=[fiz)

I'équation d'une courbe quelconque proposée et

g =F{p)
équation d'une ligne droite ou d’une autre courbe qu’on veut com-
parer @ celle-las et y sont Pabscisse et 'ordonnée de la premiere
courbe; p et ¢ sont aussi I'abscisse et 'ordonnée de 'autre courbe,
rapportées aux mémes axes que a et y.

Pour que ces deux courbes aient un point commun relatif & I'ab-

par consc¢quent,

Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au dela de ce
point, on mettra dans leurs équations o +¢ & la place de a et de p, et
Fon aura f(& +1) et F(r +-¢) pour les ordonnées répondant au méme
point de Faxe des @ et ¢loignées de la quantité ¢ de ordonnée qui
passe par le point commun. Donc la différence de ces ordonnées sera
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S{x +1) —F(x +1), savoir, en développant les fonctions ct observant
que l'on a déja f(x) —F(x)=o,

iLf) = Fx)]+ 5 [/‘” —-l"'.z\]-!———[f ~F"x)]+. .,

et cette différence exprimera la distance des points des deux courbes
qui répondent & la méme abscisse & + ¢.

On voit d’abord, en général, que cette distance sera dautant plus
petite et que, par conséquent, les courbes se rapprocheront d'autant
plus qu'il y aura plus de termes qui disparaitront au commencement
de cette série.

Ainsi le rapprochement sera plus grand si Von a /() = F'(x), ¢'est-
a-dire si les fonetions primes des ordonnées des deux courbes de-
viennent ¢gales pour la méme abscisse s il sera plus grand encorve si,
de plus, Tes fonetions secondes f7(x) et () des mémes ordonnées de-

viennent aussi égales, et ainsi de suite.

3. Mais, pour voir de plus pres en quoi consistent ces diflérents
degrés de rapprochement, nous considérerons une troisieme courbe
quelconque, rapportée aux mémes axes par les coordonnées r et s, et
dont I'¢quation soit

= 9("‘,\0
et nous supposerons d’abord qu’elle ait aussi avee les deux autres un
point commun pour la méme abscisse a, ce qui exige que les ordon-
nées a cette absceisse soient (-ﬂllvs ef, par cons(equout, que I'on ait
aussi
gla) = fia)=Flz).

.

Soient D la difféeence des ordonnées des deux premieres courbes pour
la méme abseisse x4+ 7, et A la différence des ordonnées de la premiere

courbe et de la troisieme pour cette méme abscisse z -+ 5 on aura

D :_/\‘1 -+ l:-—— [“(.Z‘ -+ I),

et de meéme
A=fle+1 —9{x+1)
IN. 2

[EN
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I est clair que la troisieme courbe ne pourra passer entre les deux
premieres, 3 moins que pour une valeur quelconque de i, aussi petite
qu'on voudra, la valeur de D ne surpasse celle de A, abstraction faite
des signes.

Développons les fonctions f(.x 1), F(x + ¢}, o (a2 +1; partiellement,
suivant la formule du n® 40 de la premiere Partie, et arrétons-nous
d'abord aux deux premiers termes. Nommant j une quantité indéter-
minée, mais venfermée entre les limites o et ¢, on aura, par cette for-
mule, .

fasil fawifie e,
et de méme

Fa+i)=Va) +if x + »2 F” e 4g),

. . , .y . ] . .
2 R N R T A ol R e e ¥ BT
A
oir Lo quantité / pourra n'étre pas la méme dans les trois fonctions,
pourvu qu'elle soit renfermée entre les mémes limites.
Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A, on aura, &
cause de f{a) < F(w) -o(r), en vertu du point commun aux trois

courbes,

: o AP iz " N NI ,
D] ffxd - e+ :[f Y B M ].
A=l fxe)- ]+ 12- [f7x+j g

Supposons maintenant que les deux premicres courbes soient telles

que Fonait /o) == 1(e)s la valear D se réduira
@ ., -
| L " L] N ol B k (4 >§~J ‘J.

etil est aisé de se convainere que, tant que le terme affecté de ¢ dans
Pexpression de A ne sera pas nul, on pourra toujours prendre ¢ asser
petit pour que la quantité A devienne plus grande que la quantité D,

abstraction faite des signes. En effet, en divisant ces deux quan-
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u(cs pav ¢, il suffira que la quantité /'(x) — ¢'(x) soit plus grande que
;[? (x+j)—F(x+j)], ce quiest évidemment toujours possible, en

prenant ¢ aussi petit qu'on voudra, et il est visible aussi que, aussitol
que cette condition aura lieu pour une valeur déterminée de 4, clle
aura lieu, & plus forte raison, pour toutes les valeurs plus petites de 7.

Donc la troisieme courbe ne pourra, dans ce cas, passer entre les
deux premieres, 4 moins que la quantité f//(a)-- 7'(x) ne devienne
nulle, ¢'est-a-dire qu’on n'ait

!

(&)= f"x),

auquel cas la conclusion préeédente cessera d'avoir lieu.

4. Supposons ensuite que Pon ait & la fois (x)- - f'(a) el
I"(x) =/f"(2); en prenant trois termes dans le développement des fone-
tions, nous aurons, par la méme formule du n® 40 (1" Partie),

;2 F 3
flx+i)==flz)+f(x)+ ;-_/"’(.r) -} ?z!j'/"/’(.Z' SR

]
Fla+4 i) Flz)+i¥(z)+ —~l”( A e

2.3

I "/ i:‘ " MY
vlx+i)=glx) + 1 ¢lw) 4 0" () A =5 ¢" (x4 ).

‘2

Ces valeurs ¢tant substituces dans les oxprcssions géncrales de D

et A, i cause de fo)=F(a)=q(x) et f/(x)==1"(r), f7(r)  F(x),

donneront
LR .
=[Sy =z
. 2 \ ’ A" l'.'! Y " M i N
— il S gl L = el ) e )

Iei, il est aisé de voir que, tant que les termes affectés de ¢ et de @
dans Pexpression de A ne seront pas nuls, on pourra prendre ¢ assez
petit pour que la quantité A devienne plus grande que D, abstraction

faite des signes. Car, divisant ces deux quantités par ¢, il suffira
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que la quantité f"(x) - o'(x) + i [ f"ia) — +"(x)] soit plus grande que
;A"'.‘ [%"1@ 4 —F"{ax-+7], ce qui est évidemment possible lorsque
S () —olx; n'est pas nulle, et, si f(x)—r{x) est nulle, alors, en
divisant encore par ¢, il suffiva que /" &) — 2" ) soit une quantité plus

\
\

rande que || 57(x -/, — e + /1], ce qui est encore visiblement
grande que | 3"(x +j, —F'(r < /3], ce qui est encore vis )
possible, en diminuant la valeur de ¢ tant qu'on voudra, pourvu que
(" - ") ne soit pas nulle.

Done, dans ce eas, la troisieme courbe ne pourra passer entre les

deux premieres, i moins qu'on n’ait a la fois
Giaj=fllx] et =" xl

On prouvera de la méme maniere que, si Pona pour les deux pre-
mieres courbes
./l/‘\‘zl) l:l(‘t b ,/4” 1\' . l“,,\ ot ,/W\_-’l'\‘ | Qi '

la troisieme courbe ne pourra passer entre les deux premicres, & moins

que Fon n'ait aussi
o) ety Sl s M), oM o fMa),

atnst de suite,

~
~

5. On peut conclure de iy, en général, que, st Pon a une courbe
quelcongue et quiune autre courhe donnée ait un point commun avee
celle-Ly, ce qui exige que leurs ordonnées pour la méme abscisse soient
égales, que de plus les fonetions primes de cesordonnées pour la méme
abseisse commune soient aussi égales, alors il sera impossible qu’au-
cune antee courbe qulon menerait par le méme point commun passe
entre les deux courbes, i moins que la fonction prime de son ordonnée
pour la méme abscisse ne soit aussi ¢gale i la fonetion prime de P'or-
donnée commune aux deux courbes.

Et si, outrve les fonctions primes de ces ordonnées, leurs fonctions

secondes pour la méme abscisse étaient aussi égales, alors il serait im-
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possible qu’aucune autre courbe qui passerait par le point commun
passit entre les deux courbes, a4 moins que les fonctions prime et
seconde de son ordonnée ne fussent respectivement égales aux fone-
tions prime et seconde de ordonnée commune aux deux courbes, ot
ainsi du reste.

A proprement parler, ces courbes ne coincident que dans le point
ol les ordonnées sont égales, et Pégalité des fonctions primes, se-
condes, cte. de ces ordonnées ne les rend pas plus coincidentes dans
d’autres points, mais elle les fait approcher de manitre quancune
autre courbe pour laquelle la méme égalité n'aurait pas licu ne puisse
passer entre elles.

C'est 1a Pidée nette quon doit se faive de ces différents degrés de
rapprochement des courbes que 'on appelle communément contact,
osculation, ete., et que la maniere ordinaire de concevoir le Caleul dif-
ferentiel fait regarder comme des coincidenees plus ou moins rigou-

reuses ou plus ou moins étendues.

e —— ) ——— e~ —
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CHAPITRE 1.

DES LIGNES DROITES TANGENTES, DES CERCLES TANGENTS ET DU LIEU DE LEURS
CENTRES. DES CERCLES OSCULATEURS ET DU LIEU DE LEURS CENTRES. ANALYSE
GENERALE DU CONTACT DES COURBES PLANES. DU CONTACT DANS DES CAS SIN-
GULIERS ET DES LIGNES ASYMPTOTES.

6. Soit proposée une courbe quelconque représentée par I'équation
o Sl=)

comparons-la d"abord avee une ligne droite quelconque. Puisque nous
avons représenté en général pav g =< F(p) Péquation de la courbe i Ta-
quelle on veut comparer Ja proposée (n® 2), on aura, pour la ligne

droite,
F(p) = a-+ bp,

a et b étant deux constantes qui déterminent la position de cette
droite.

La condition d'un point commun donne d’abord
flr)-Fla)=a- bx,

et Pon pourra y satisfaire au moyen d'une des indéterminées @ ou b.
Supposons ensuite f/(a) == F'(v); il est clair qu'en changeant, dans
a-+bp, p en ., et prenant la fonetion prime, on aura

done
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Ainsi les valeurs de a et b seront déterminées par ces deux conditions,

car on aura
=fx) e a=flz)—=zfx.

Donc I'équation de la ligne droite deviendra
q=flz) == f(z)+pfiz)

p et g étant les deux coordonnées et 'abscisse - étant regardée comme
constante.

Je dis maintenant que cette droite a la proprié¢té qu'aucune autre
droite ne pourra étre menée entre clle et la courbe.

Car, soit

s ocg(r)= g+ hr

équation d'une autre droite quelconque; pour qu'elle passe par le
méme point commun, il faudra que U'on ait aussi o(x) = f(2), et, pour
qu'elle puisse passer entre la courbe et la droite que nous venons de
déterminer, il faudra de plus que on ait ¢'(2) = /() (n° 3): ces denx
conditions donnent

;’r+ /[.Z‘:?:‘/‘(.Z') cl /l .i,:.f/(.l'),

d’oit T'on tire, pour g et A, les mémes valeurs ue nous venons de
trouver pour @ et b, de sorte que cette derniere droite coincidera avee
la premiere.

Done la droite déterminée par I'équation
qg=a+bp,

ot a=f(x) — xf(x) et b=/f"(x), sera tangente de la courbe repre-
sentée par 'équation y == f(a), au point qui répond a abscisse p = .
Puisque y == f(«), on aura, suivant la notation employée dans la

premicre Partie,

donce les expressions de a et b seront plus simplement

=y —xy et by,
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Dans I'équation de la ligne droite
q=a-+bp,

il est aisé de voir que b exprime la tangente de I'angle que cette droite
fait avee axe et que ——;—: est P'abscisse qui répond au point ol la
méme droite coupe 'axe. Done, cette droite étant tangente a la courbe
au point ol p == 2, ¥ sera la tangente de Pangle qu’elle fait avee I'axe,

) ’
et 4, == sera ce quon appelle la sous-tangente.

o
b
7. Representons par

$ a4+ fr

une autee droite qui passe par le méme point de la courbe, ret s étant
les deux coordonnées de cette droite; on aura pour ce point

roopoor, s=q )5
done
a-i-br x4 S,
Pour que cette droite coupe fa premiere sous un angle dont la tangente
soit a2, comme b et % sont les tangentes des angles que ces deux droites

font avee le meéme axe, on aura, par les formules connues de la Trigo-

nometrie,
5 b-vom ,
| 1 b
done
o bom
a -

11— bm

otcil u'y avea quii substituer les valeurs de a et 6.
Si Pon veut que cette seconde droite soit perpendiculaire & la tan-
N » N . 1 N .
gente, on fera me -y cest-i-dive - o, et Pon aura simplement

’

v x
x e b Y-
% i K: I;) )y y

.
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. . ‘[ . .
Ainsi — 5 sera la tangente de Pangle que cette perpendiculaire
’ . -4 ’
quon appelle communément normale fera avec 'axe, et x + 5=y

sera la partie de I'axe comprise entre le point ot elle coupe I'axc e
Pordonnée, c’est-a-dire la sous-normale.

Si les deux coordonnées x, v de la courbe ¢ .uont exprimées en
fonction d’une troisibme variable quelconque, alors, prenant &’ et y’
pour les fonctions primes de x et y relativement & cette autre variable,
il n’y aurait qu'a mettre partout, dans les formules précédentes, —Z—; ala
place de y (n® 50, I'* Partie).

Il serait superflu d'appliquer ces formules & des exemples; car, pour
peu qu’on sache les premiers éléments du Caleul différentiel, on ne peut
manquer d’apercevoir I'identité des formules précédentes avee les for-

dy
ks la place de la
fonction dérivée v'. -

mul(-s différentielles connues. Il suftit de mettre

8. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avee la”courbe
proposée. L'équation générale du cercle rapportée aux coordonnées
rectangles p et ¢ est .

(p -l (g— b1 e,

ol a ct b sont les coordonnées qui répondent au centre et ¢ est le rayon
du cercle. De la on tire

q:tb—f—vcz'— (I'_”P—‘:F(I');

done .
N — ~ xr — a

Fle)=b+ye:—(x—a)?, et Fla)=—- ,,,.»-_,,v_i_,,-::;»_

Ve — (x—a)

)-'.
Faisons donc
Flz)=flz)=p, et Fle)--flz)=7"

et tirons de ces équations les valeurs de a et b; la secconde donne

«C“— 1""”) - ’
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d’ou P'on tire
x —— a possed Mu»f'.—y—/‘.___ .
Vi +y'”

ensuite la premiere donne

B xr—aqa o4
y - b= ¢cr 2 B

done

Si 'on regarde le rayon ¢ comme donné, il ne reste plus d'arbi-
traives dans I'¢quation, et 'on en conclura que le cercle donné, dont
le centre est déterminé par les coordonnées a et b, est tel, qu'on ne
pourrait mener entre ki et la courbe aucun autre are de méme rayon,
mais place differemment.

Car, pour un autre cercle du méme rayon e, rapporté aux coordon-
nées 7 et s,«t dont les coordonnées du centre seraient g et £, on aurait
I'équation )
] R B U UL T

ety pour que ce cercle eat le méme point commun avee la courbe pro-
posée el put passer entre cette courbe et le cerele déja déterming, il

faudrait que Pon eat aussi
vl flan el g fla ey,

¢quations qui serviraient & déterminer les denx quantités g et A or
il est visible que ces équations sont de Ty méme forme que les préce-
dentes, les quantités g et A ¢tant & la place de a et b: done elles don-
neront pour g et A les memes valeurs que Fon a trouvées pour a et b
par conséquent, le nouvean cercle se confondra avee le cercle déter-
mine par ces valeors.

Done, suivant la méme notion des tangentes, le cerele de rayon e,
dont le centre sera déterming par les coordonnées @ et b, seva tangent
a la courbe proposée, dont . et ¥ sont les coordonnées.

Comme cette conclusion a licu quelle que soit l2 valeur du rayon c,
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on peut regarder c comme indéterminé dans les expressions de a et b
alors ces coordonnées a et b appartiendront & une ligne droite dont
I'équation résultera de I'élimination de ¢ et qui sera, par conséquent,

b=+ 221
) 5y

Cette droite sera donc le licu des centres de tous les cercles qui
peuvent étre tangents a la courbe; elle sera done normale i la courbe :
en effet, on voit que I'équation de cette droite, ot a et b sont les coor-
données, coincide avee celle de la normale trouvée plus haut (n° 7),
en y changeant r et s en a et b.

9. Maintenant, parmi ces différents cereles qui satisfont aux condi-
tions F(w)-=f(x) =y, F(x)==f"(x)= 2, on peut en trouver un qui

’"

satisfasse dc plus & la condition F'(a) = f"(x) = y".

En effet, ayant trouvé ci-dessus
~ 1 - (l
F (l\ - Ex)
\/( T (.z - (l)
on en déduir:

. (.'_
e

I-c-.' - (]; i ,,‘J-_’J

o?
B e
[et—(z—a)*}?

done on aura

et de la
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Substituant cette valeur dans les expressions de a et b, on aura

Les trois constantes a, b, ¢ qui entrent dans I’équation générale du
cercle étant ainsi déterminées, on en peut conclure qu'aucun autre
cercle ne pourra passer entre la courbe proposée et celui qui est déter-
miné par ces valeurs de a, b, c. En effet, pour qu'unc autre courbe
quelconque rapportée aux coordonnées r, s et représentée par 'équa-
tion s = o(r) pit passer entre la courbe et le cercle dont il s’agit, il
faudrait que 'on et (n® &)

¢l2) = fle)=p, ¢(2)=[2)=2)", ¢"(x)=[f"(x)=p"

or, si cette courbe est un cercle, prenant les quantités g, &, £ a la place
de a, b, e, on aura pour o(x), o'(@), %"(a) les mémes expressions que
pour F(a), F(x), (), en substituant seculement dans celles-ci g, A,
& au licu de a, b, ¢; done les trois équations que 'on aura pour la
détermination de g, A, & seront les mémes que celles par lesquelles
on a déterminé a, I) ¢; done les valeurs de g, A, & seront nécessaire-
ment les mémes gue celles de a, b, ¢; par conséquent, le nouveau
cerele, qui deveait passer entre la courbe et le cerele déja déterminé,
coincidera avee celui-ci et n'en formera qu'un avee lui.

Done ce cerele aura, rvelativement aux cercles, la méme propriété
que la tangente & I'égavd des lignes droites; ce sera ce que les géo-
metres appellent cercle osculateur ou cercle de courbure, parce qu'il sert
a mesurer la courbure de la courbe.

La quantit¢ ¢ sera le vayon de ce cercle, qu'on nomme simplement
ravon de courbure, et les quantités a, b sevont les coordonnées de la
rourbe qui sera le lieu de tous les centres de ces cereles.

Si 'on veut transporter ces formules au Caleul différentiel, il n'y

N . ({ N ’ (l‘_' » . 4
aura qu'a substituer 55 2 la place de »* et =% i la place de y".
dx dx? o
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10. On peut maintenant présenter cette théovie d’une maniere plus
générale.

Soient @, y les coordonnées de la courbe proposée, qui peut étre
quelconque, et p, ¢ les coordonnées de la courbe qu'on veut lui com-
parer, et qui est supposée donnée.

Supposons que I'équation de cette courbe renferme, avee les va-
riables p et ¢, des constantes indéterminées a, b, ¢, ..., ¢t représen-
tons-la par’

F(p,q,a,b,¢,...)=o.
Si dans cette équation on change pen x, g en y, on a

Fl{z,y,a,b,c,...)=0,

équation qui donne la condition nécessaire pour que la courbe donuée
ait un point commun avec la courbe proposée.
DénotonsparF(z,y,a,b,c,...) lafonctionprime, par¥(x,y, @, b,c,... "
la fonction seconde, ete. de la fonction F(a, y,a,b,¢,...), en regardant
y comme fonction de a, et @, b, ¢, ... comme des conslantes.
Cela posé, s'il n’y a que deux constantes indéterminées a et b, el

(iu'()ll les détermine par les deux équations
Flz,y,a,b)=0, F(x,p,a,b) =0,
alors la courbe donnée, dont I'équation est
F(p,q,a,b)=o,

sera tangente de la courbe proposée au point oit p == r.
S’il y a trois constantes indéterminées a, b, ¢, et qu’on les détermine
par les trois équations

Flz,y,a,b,¢)=0, F(a,p3,a,b,¢) =0, Fiz,py,a,b,¢) 0,
la courbe donnée, dont I'équation est
F(p) q,a, !’v C) =0,

sera osculatoire de la courbe proposée, c¢'est-a-dire aura méme cour-
bure, au point qui répond a I'abscisse p = @, et ainsi de suite.



198 THEORIE DES FONCTIONS.
Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus, car I'équa-
tion prime

’

Flz,y,a,b,c,...) =0

donne la valeur de y’ enax, y, a, b, e, ..., I'équation seconde

N

F(x,»,a,b,¢,...)":z0

donne celle de v ena, v,y et a, b, e, ..., et ainsi de suide.

On peut en général appeler contact du premier ordre le ';Iﬁprmzhe-
ment de deux courbes qui se touchent dans un point, contact du
second ordre lorsqu’elles ont de plus la méme courbure, et ainsi de
suite.

On peut appeler aussi les constantes a, b, ¢, ..., qui déterminent le
contact, eéléments du contact.

Ainsi, Te contact d'un ovdee quelconque m dépendra de m+1
cléments a, b, ¢, ..., et la détermination de ces éléments se tirera de
I'équation

Fla,yya,b,e0..) 0
de la courbe donnée qui forme le contact et des ¢quations dérivées de
celle-ci jusqu'i celle de Pordre mitve,

La propricté analytique de ces contacts est done que, lorsque deux
courbes ont entre elles un contact d’un ordre donné, leurs ovdonnées
et les fonetions primes, secondes, ete. de ces ordonnées jusqu’a Vordre
du contact sont les mémes, et leur propriété géométrique consiste en
ce quiune autre courbe qui naura pas avee elle un contact da méme
ovdre ne pourea étre menée entre 'une et autre (n° 5.

11. La courbe donnée qui forme le contact, étant, par exemple, une

ligne droite dont 'équation la plus générale est
g g
r—a—br=o,

ne sera suseeptible que d'un contact du premier ordre, puisqu’il 0’y a
que deux élements a et b, et Pon aura pour la détermination de ces
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éléments les deux équations

y—a—bx=o, »—b=o,
d’olr I'on tire
b=)" et a=y —uz),
comme ci-dessus (n° 6).
Prenons pour la courbe du contact un cercle dont I'équation la plus
générale est
(.l‘ - a)2+ () — [)}'-‘-— c?oz ooy
elle ne sera susceptible que d’un contact du second ordre, puisqu’il
AR ) . 'y . . ) . Ty,
1’y a que trois ¢léments a, b, e. On déterminera done ces ¢léments par
les trois équations

’

(1. . a\:‘: “i"(}'— [‘;A.J”‘_'(/..-‘-: 0, X — -+ {)._["\"),. S0, 1A ‘\’)._‘/'}}v.n ; )-"-', v,

dont la seconde et la troisieme sont les équations prime et seconde de

la premiecre. De ces équations on tire tout de suite

1wl

R (v-4- 9721y (vt 9"2)
poob== - ca e -, ’
J ) J

comme plus haut (n°® 9).

Si P'on prenait Péquation & la parabole
rye=a--bx 4+ ca?,

(ui n'a aussi que trois constantes arbitraires, on aurait de méme, pour
la détermination de ces constantes, regardées comme éléments d'un

contact du second ordre, les ¢quations

”

y—a—bx-—ca2=o, 3'—b-—nacx=0, 3" - 2c. o,

lesquelles donnent

,y,r/ ., r
€= b=y —xy", a=p—xy 4 ==

Mais, si I'on prenait 'équation a la parabole cubique

y=a-+bx + cxt+ dad,
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lle pourrait avoir un contact du troisieme ordre, dont les éléments
sraient @, b, ¢, d et se détermineraient par les équations

y-a—br —cxt—dri=o, y—b—-2cx—3dz?=o,

Y 9¢ -~ Odax = 0, "'—-6(1:0;
J )
n aurait ainsi
1 %d ’.II .1.’,»: .z"{) " x? r,, x3 7_,,
[ Co ¢t e T [ — T r o v a=y—x A -
6’ o 2 =) yo+ 2 Y y+ 2 (S

et ainsi de suite.

12, LEnfin, si 'on demande la courbe la plus simple qui aura avec
une courbe proposée un contact d’'un ordre quelconque m, prenant a
ety pour Pabscisse et lordonnée de la proposée, p et ¢ pour celles de
la courbe cherchée, et regardant y comme fonction de «, ¢ comme
fonction de p, on fera .

. , ) - )
q )y (p—x)y -+ Y R e e Sl A SRR

cu prenant dans le second membre autant de termes qu'il y a d'unités
dans m - 1.

Car, en prenant les fonctions dévivées relativement i p et faisant
prorsonaurag o v, gey, g" =", .. jusqua g = y"; done ces deux
courbes auront, dans le point commun qui répond i p=r, les condi-
tions nécessaires pour un contact de Pordve mitne (ye 10),

La courbe représentée par U'équation précédente, et qui est, comme
Fon voit, du genre parabolique, aura ainsi, dans le point commun
la courbe proposée, le cours le plus approchant de celui decette courbe,
de manitre qu'aucune autre courbe du méme genre ne pourra passer
entre ces deux si elle n'est pas d'un degré plus haut.

13. La théorie que nous venons de donner sur le contact des courbes
w'est qu'une suite de la théorie générale du développement des fonc-
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tions, exposée dans la premiére Partie. Mais nous avons vu (n° 29 et
suiv., I Partie) qu’il y a des cas particuliers ou ce développement
échappe 4 la forme générale, et que ces cas sont ceux ou une valeur
donnée de x rend infinies les fonctions dérivées f(x), f*(x), .... Alors
le développement de f(x -+ ) contiendra nécessairement, pour cette
valeur de @, d’autres puissances de ¢ que les simples puissances i,
*, ..., et Panalyse des n** 3 et & se trouvera en défaut. Quoique ces
exceptions ne portent aucune atteinte a la théorie générale, il est né-
cessaire, pour ne rien laisser & désirer, de voir comment elle doit étre
modifiée dans les cas particuliers dont il s’agit.

Supposons done qu’en faisant 2 == m la fonction f(x +z) développée
en une séric ascendante de 7, soit de la forme

fim) 4+ A0 - Birvpw g Cidrprv g

"y ¥, ... Ctant toujours des nombres positifs.

Je remarque d'abord qu’on peut trouver les coefficients A, B, €, ...,
ainsi que les exposants X, @, v, ..., par une méthode semblable & celle
du n° 3 de la premiere Partie. On fera d’abord

‘t'§\lll - l) ::;.fkpn:‘ -0t P,

et 'on prendra pour ¢ la plus haute puissance de ¢ qui divisera
S(m 1) — f(m), apres les réductions convenables, de maniere que le
quotient P ne devienne ni nul ni infini en faisant = o. Lorsque
m = o, P'exposant X pourra étre négatif; dans tout autre cas, il sera
évidemment toujours positif (*). On fera ensuite

P-=A-+ il’-Q,

A étant la valeur de P lorsque ¢ = o, et 'on prendra pour ¢* la plus

(*) Une inadvertance singulicre a été commise ici par Lagrange. L'exposant 2 ne peut
jamais étre négatif, car lo développement de f'(# -+ i) ne peut contenir de puissances néga-
tives de ¢ quo si f(m) est infini; d'ailleurs 'hypothése de m = o ne saurait constituer aucune
particularité : on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi, par un déplacement de I'ori-
gine des coordonnées sur I'axe des abscisses.

Je n'ai pas cru pouvoir me permettre la moindre altération au texte de Uillustre auteur, el
j'ai laiss¢ subsister la faute dans cette nouvelle édition. (Note de éditenr.)

IX. 26
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haute puissance positive de ¢ qui divisera P — A, de maniere que le
quotient Q ne devienne ni nul ni infini lorsque i =o. On continuera
en supposant

P Q=B+ "R,
B étant la valeur de Q lorsque i = o, et " la plus haute puissance posi-
tive de 7 qui divisera Q -- B, en sorte que le quotient R ne soit ni nul
ni infini lorsque {= o; et ainsi de suite. On aura, de cette maniére,

flm i) =f(m) + PP =f(m) + PA + d+Q
= f(m) + A + IMBB + D+eR

Tl et sttt et oroovsstancsrincsneens

On a, pour trouver les termes successifs d'une série, des méthodes
plus courtes ou d'un caleul plus facile, mais la précédente a Ravantage
“de ne développer la série qu’autant que U'on veut et de donner la valear
du reste. Nous n’aurons pas hesoin, pour notre objet, de connaitre ces
restes; il nous suflira de savoir qu'ils peuvent toujours s’exprimer par
des quantités de la forme que nous venons de trouver.

Cela posé, considérons la courbe représentée par I'équation

r=fiaj

.« étant Iabscisse et y 'ordonnée; supposons qu'elle ait un point com-
mun avee une autre courbe, dont ordonnée soit F(x), et que ce
point véponde & Pabscisse m, en sorte que I'on ait F(m)=f(m). Au
dela de ce point, les ordonnées des deux courbes seront f(m + 1),
F(m &) pour une abscisse quelconque m + ¢, et leur différence, que
je désignerai par D, sera f(m +1) — F(m +1). _

Développons la fonction F(m +1¢) comme la fonction f(m+ 1), et
soient

F(m< i)==F(m)+iep, p=a-+ifq, ¢g=3+1ir ...,

6, %, ... ¢tant des nombres positifs, et =, &, ... étant les valeurs de p,
¢, ... lorsque ¢ = o on aura d’abord, & canse de ¥F(m) = f(m),

D=0 —Pa+ iMrQ — iPrag .. ..
q
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Les deux premiers termes du développement de f(m+:) étant
S(m) +*A, et ceux du dévelopi)ement de F(m + ) étant F(m) + i°«,
supposons qu'ils deviennent égaux, en sorte qu'on ait aussi p =1 et
x=A:la premiere de ces deux conditions dépendra de la nature des
fonctions désignées par f et F, mais la seconde pourra toujours étre
remplie comme la condition de F(m)=/(m) par le moyen des con-
stantes arbitraires a, , c, .+. qui entreront dans la fonction F(x). On
aura donc, dans ce cas,

D=i*eQ —iprog +...,

et il sera impossible qu'aucune autre courbe passe entre les deux
courbes dont il s’agit, dans le méme point qui répond i P'abscisse m,
4 moins que les deux premiers termes du développement de ¢(m + 1),
»(x) étant 'ordonnée de cette autre courbe, ne soient aussi les mémes |
que ceux du développement de f(m + ).

Car, s'ils sont différents, ils ne pourront pas se détruire dans I'ex-
pression de la différence A des deux ordonnées f(m + 1) et p(m+¢), et
I'on aura en général

A= DA —Pa+ MEQ — ip+Tg 4. .,

.

a cause de o(m) =/(m) par la condition supposée de la coincidence
des courbes dans le point qui répond 2  =m. Cette cxpi‘ession de A
étant comparée a celle D =2*Q —i*2q+. .., il est facile de voir que,
A cause que les exposants p, 6, ... sont nécessairement positifs par la
nature du développement, il sera toujours possible de prendre ¢ assez
petit pour que la valeur de A surpasse celle de D, abstraction faite des
signes, tant qu'on n’aura pas p=>X et «a=A, comme dans les deux
premieres courbes. Done, dans tout autre cas, la troisieme courbe pas-
sera nécessairement en dehors des deux autres.

En poussant plus loin le développement des fonctions f(m + ) et
F(m--1{), on prouvera de la méme maniere que, si les trois premiers
termes du développement de ces fonctions sont les mémes, aucune autre
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courbe ne pourra passer entre elles, & moins. qu'elle n'ait aussi les
mémes jermes communs avee celles-la; et ainsi de suite.

On pourra done appeler aussi, comme dans le n® 10, contact du pre-
mier ordre, du second, etc. le rapprochement de deux courbes pour
lesquelles les deux premiers termes, ou les trois premiers, ou ete.
seront les mémes dans les développements des fonctions qui repré-
sentent les ordonnées.

Ainsi, la courbe dont I'équation est

y=flzx)

étant donnée, la courbe la plus simple qui aura avee elle un contact du
premier ovdre au point ol @ ==m sera représentée par 'équation

y=afim) 4 Alx-—mp,
et celle qui aura un contact du second ordre le sera par
yeafim) - Al — mph4- Bl — m e

et ainsi de suite. Car, en substituant m -+ pour x, on aura simple-
ment les deux premiers termes f{m) -+ A, ou les trois premiers
Som) + A B ¥, ou ete. du développement de f(m ). Ces
courbes auront done aussi dans le méme point le cours le plus appro-
chant de celui de la courbe proposée et pourront, par conséquent, ser-
vir den faire connaitre les propriétés comme les points singuliers, les
points de rebroussement, ete., sur quoi voir 1'Analyse des lignes

courbes de Cramer.
14, Supposons maintenant que, dans 'équation
ry=[fix)

N . LI ’
de la courbe proposée, on substitue R la place de x, et qu'on déve.

. . i , .
loppe la 1oncuonf\;.»> en une série ascendante de la forme

A B - Gty g
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Si l'on fait la méme chose pour I'équation
r="F(«)
d’une autre courbe, et que les premiers termes du développement de

1 . N , !
F (-) soient les mémes que ceux du développement def(—.), on pourra
] l

prouver, par un raisonnement semblable & celui qui a été fait ci-des-
sus, qu’on pourra toujours prendre ¢ assez petit pour qu'aucune autre

courbe, représentée par 'équation y =o(x) et dont la fonction ?<:)
développée de méme en séric ascendante n’aurait pas autant de termes
identiques avec ceux de ces courbes, ne puisse passer entre ces mémes
courbes dans les points qui répondront i I'abscisse a -~ : et a toutes

les abscisses plus grandes & I'infini, puisque, dés que la condition qui
peut empécher que cette courbe ne passe entre les deux autres aura
lieu pour une certaine valeur de ¢, elle aura lieu, & plus forte raison,
pour toutes les valeurs de ¢ plus petites.

D’ott 'an peut conclure que la courbe dont P'équation sera simple-

ment
y=Azx=d ou y-=Azx '+ Bx > ¥ ou et

ira en s'approchant continucllement de la courbe proposée a mesure
que les abscisses 2 deviendront plus grandes, mais sans pouvoir jamais
l'atteindre, de maniere qu’elle parviendra & un terme passé lequel
aucune autre courbe du méme genre parabolique ou hyperbolique, qui
ne sera pas d’un degré plus haut, ne pourra passer entre les deux
courbes. Cette seconde courbe sera done une asymptote de la premiere,
et cette idée de asymptote me parait la plus simple et la plus générale
qu’'on en puisse donner, en méme temps qu'elle estaussi la plus propre
a caractériser la nature du rapprochement qui constitue le vrai asym-
ptotisme. ‘
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CHAPITRE IIL

PROBLEMES DIRECTS ET INVERSES SUR LE CONTACT DES COURBES. ANALYSE DES CAS
0U L'ON PROPOSF, UNE RELATION ENTRE LES DEUX ELEMENTS DU CONTACT DU
PREMIER ORDRE. DE LA COURBE REPRESENTEE PAR L’EQUATION PRIMITIVE SINGU-
LIERE D'UNE EQUATION DU PREMIER ORDRE.

15. Les problemes qu'on peut proposer sur les tangentes, les rayons
de courbure, ete., et en général sur les contacts des courbes, sont de
deux sortes, directs ou inverses. Les problemes directs se réduisent
toujours a trouver quelques-uns des éléments du contact d’un certain
ordre, et, comme ils ne dépendent que de 'analyse directe des fonctions,
ils sont toujours résolubles analytiquement. Dans les problemes in-
verses, on suppose qu’il y a une relation donnée entre quelques-uns
de ces éléments et les coordonnées @, y avee les fonctions dérivées ¥
2" ..y et eette velation, en 'y substituant les expressions générales des
¢lements en a, y, ¥, ¥", ..., devient une équation dérivée d’un cer-
tain ordre, dont il faut trouver I'équation primitive pour avoir celle de
la courbe cherchée en @ et . Ces problemes conduisent donc immédia-
tement a des équations dérivées, et leur solution, dépendant essentiel-
lement de Tanalyse inverse des fonctions, se trouve sujette i toutes les
diflicultés de cette analyse.

Il ¥ a cependant des cas o on peut les résoudre directement par.
des considérations particulieres, qui méritent d'autant plus d'atten-
tion, qu'elles tiennent i des finesses d'analyse qu’il est intéressant de
connaitre.
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Ces cas sont ceux oil la relation donnée n’est qu'entre les éléments
mémes du contact, sans que les coordonnées z, y y entrent.

Pour donner d’abord, par un exemple, une idée de ces sortes de pro-
blemes, supposons qu'on demande la courbe dont chaque tangente
coupera deux ordonnées (prolongées s'il est nécessaire) répondant aux
abscisses données o =m et o =n, de manitre que le produit des par-
ties de ces ordonnées comprises entre la méme tangente et I'axe des
abscisses soit toujours constant et égal i K.

Puisque I'équation & la tangente est (n® 6)

g =a-+ bp,

en faisant successivement p=m et p=n, on aura les deux valeurs
de ¢, dont le produit devra étre égal & K; on aura done, entre les ¢lé-
ments du contact a et b, I'équation

(a+mb){a~+ nb)=K.

La marche naturelle et directe serait done de substituer i la place de «
et b leurs valeurs y — 2y’ et ' (numéro cité); on aurait alors cette

équation du premier ordre
[y+(m—=z)y' ][y + (n—=z)y ]~ K,

dont il ne serait pas aisé de trouver I'équation primitive par les mé-
thodes ordinaires.
Mais, si Pon prend les fonctions primes de cette équation, il vient

celle-ci,

dont tous les termes se trouvent multipliés par y”, de sorte qu'elle
peut se décomposer dans ces deux :

Y=o et [y+(n—a)yl{m—z)+[r +{m—2z)y']J(n—x)=o.

La premiere, qui est du sccond ordre, donne sur-le-champ celle-ci du
premier,



208 THEORIE DES FONCTIONS.

ol A est une constante arbitraire; ainsi, par les principes établis dans
les n* 46 et suivants de la premiere Partie, on aura I'équation primi-
tive complite de la proposée en y substituant simplement cette valeur

de y.

Cette équation sera donc de la forme

(r—Ax+mA)(y —Azxz +nA)=K,

savoir, en développant les termes,
(y—Azxp2+(r—Az){m+nr)A+mnA2— K=o,
d'ou, en extrayant la racine, on tire
y=Ax +B,

en prenant pour B la racine de U'équation

B2+ (m 4 n)AB + mpA?~ K = o.

D'oit Pon voit que Fon n’a de cette maniere qu'une équation i la ligne
droite.

En effet, Péquation v”== o ayant donné y'= A, celle-ci donnera 1'é-
quation primitive

y=: Ax+ B,

A et B étant deux constantes arbitraires; mais, par la théorie des nu-
meéros cités ci-dessus, ces deux constantes ne peuvent pas étre arbi-
traires i la fois, car il faut que U'équation trouvée coincide avee la

proposee pour une valeur de s or, faisant & =o, on a
> B, A
done on aura entee A et B cette équation de condition,
(B+mA)(B+nA):=:K,

qui est la méme que eclle que nous avons trouvée ci-dessus pour la
détermination de B en A.
Venons mintenant a ['autre équation, qui n'est que du premier
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ordre. Celle-ci servira également i trouver une équation primitive de la

proposée par I'élimination de y. En effet, clle donne

i (2x—m—ny
T2am—zx)(n-- .z')’

valeur qui, ¢tant substituée dans la proposée, la véduira i celle-ci,

" AKim—2x)(n— 2! o
Y (m — n)z o

¢quation i U'ellipse ou a Ihyperbole, suivant que K sera une quantité
positive ou négative. Le grand axe sera m—n, le petitaxe 2y =K, el
les deux sommets seront aux points olt x=um et olt T == n.

La propriété des tangentes qui nous a conduits i cette ¢quation est
démontrée dans la proposition XLII du Livee T des Conigues A" Apol-
lonius; mais Panalyse précédente a Pavantage de faire voir que cette

propri¢té appartient uniquement aux sections coniques.

16. Si on examine maintenant les deux solutions qu'on vient de
trouver, il est facile de voir que la premiere ne donne que Ia ligne
droite méme qu'on a supposcée tangente, en regardant les deux élé-
ments @ et b comme constants; car 'équation y = A+ B ne differe
point de I'équation ¢ == a+ bp de cette tangente, 'équation entre les
deux constantes A et B étant évidemment la méme que celle que P'on a
supposée entre les quantités b et a.

En effet, il est visible que toute droite peut résoudre le probleme,
pourvu qu'il y ait entre ses deux constantes la relation donnée par les
conditions du probleme, et, comme il reste une constante arbitraire,
il s’ensuit que I'équation de cette droite doit étre P'équation primitive
complete de I'équation du premierordre donnée par le probleme. Done,
analytiquement parlant, le probleme est résolu complétement par 1é-

(uation méme
y=a+bx,

a et b étant deux constantes, dont U'une est arbitraive et Pautre en dé-
IX. 27
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pend par I'équation
(a-+~mb)(a+nb) =K.

A légard de la seconde solution, comme elle ne contient point de
constante arbitraive, elle est i la rigueur moins générale que la pre-
mitre et ne peut étre qu’un cas particalier de celle-ci ou bien une so-
lution singuliere provenant de la considération que nous avons déve-
loppée dans e n° 60 de la I'“ Partie.

I est d'abord facile de se convainere que cette derniere solution ne
peat étre un eas particulier de la premiere, car il faudrait pour cela

(que Péquation y = « -+ b de la premiere pat satisfaive a 'équation

! 4N m—2z2 n-- 2!

2 e 72 ()

o
de Ta seconde, en déterminant convenablement sa constante arbitraive,
et par conséquent quen éliminant y de ces deux équations la résul-
tante ne contint plus que des constantes, ce qui n'est pas.

Elle ne peut done étre qu'une solution singuliere, e, en eflet, nous
avons vu (1" Partie, n® 59) que le caractere de Péquation primitive sin-
gulicre de toute cquation du premier ovdee de la forme v Fla, v
est de vendree infinie Ta fonction Fiy), e'est-i=dive la fonction prime de

Fla,y) prise velativement iy seul. Ov, Péquation de notre probleme
[ et-{m = @y AL o -y’ ] = Ky
ctant mise sous la forme préccdente, donne

¥ . Yo m- n Ay Jhem— - - 2y
o,y o - ,
VT EXN TR TS

don Lon tive

-y b A= m =y iR e — (e

!
=~
<

1
~
~

*
~
v

N e
Foyt=

Ameex =G N M X e (-t
oit Fon voit que 1)) devient infini par Péquation
JK. m - a’ nox - m-- iyt o,

qui est celle de la seconde solution.
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17. En examinant la maniere dont nous sommes parvenus i cette
solution, on verra gu’elle dépend de cette circonstance que les fone-
tions primes de a et b regardés comme fonctions de a, v, v sont entre
elles dans un rapport qui ne contient pas la fonction seconde y”; en
effet, avant b =) eta =y —av, on a

b =p” el d = — ay”,
ce qui donne

PR

de sorte que, prenant la fonction prime de I'équation

(a4 mb) a+nb)- K

et divisant par &, on a une équation qui est également du premier
ordre, et le résultat de élimination de ¥ entre ces deux équations
donne P'équation anx sections coniques trouvées plus haut. Or je con-

sidere que les quantités @ et b sont données par les équations (n° 11

2

yoca-=bx e p'= b

Ainsi P'équation dontil s'agit est le résultat de Pelimination de a, b

ey entre les équations
y Ak br, y'=0b, lat-nmbla-t+nb)=K

et Uéquation prime de cette derniere divisée par 4. On obtiendra done
aussi le méme résultat en ¢liminant dabord une des deux quantités a

ou b entree les denx équations
yra+bx et (a--mb,la-+nb -k,

et ensuite ¢liminant autre par le moyen de I'équation résultante et de
son ¢quation prime prise en faisant vavier cette derniere quantité. Ainsi,

¢liminant d’abord @, on a I'équation

[y-(m @ b][y=(n—2)b] k.
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Prenant I’équation prime relativement a b et divisant par &/, on a
[r+(m—=zblin— =) +[r+in—zb]im—z)=0,

d'oir P'on tire
{2x—m—n)y
2(m—x (n— z

b--

aleur qui, substituée dans I'autre équation, donnera comme ci-dessus
I'équation .
(m-—n2yt+4K(m—xn—z =o,
qui renferme la seconde solution.
On peat encore considérer que I'équation

\

(ﬂ -+ mb} ((1 +nb\ = K'
qui contient la relation entre a et b, dans laquelle consiste la condition
du probleme, donne, par la résolution, @ = f( ), valeur qui, étant sub-
stituée dans 'équation

ya+bx,
la réduit i celle-ci,
¥ oS b4 b,
qui ne contient plus que la constante arbiteaire b, qu'on ¢liminera par
I'équation prime prise velativement a b, savoir

f':.b‘v “+x o,

ce qui donnera encore le méme résultat. Or, par ce quon a vu ci-des-

sus, U'équation
g fib) + b

est Uéquation primitive complite de équation du premier ovdre donnée
par le probleme; done I'équation résultante de I'élimination de b entre

celle=ci et I'équation
S +x 0

sera précisément 'équation primitive singuliere, d'apres la théorie du
n® 60 de la ' Partie.
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D’un autre coté, comme I'équation y=/£(b)+ bz est I'équation gé-
uérale des tangentes de la courbe cherchée (n° 15), on en peut con-
clure que pour avoir I'équation de cette courbe il n'y a qu'a regavder
la constante arbitraire & qui différentic les tangentes comme variable
et la déterminer par la condition que I'équation prime relative i cette
seule variable ait lieu en méme temps, et de la on voit aussi que
I'équation primitive singuliere que nous avons trouvée pour I'équation
du premier ordre donnée par le probleme n’est autre chose que I'équa-
tion de la courbe formée par I'intersection continuelle des droites re-
présentées par I'équation primitive complete de la méme équation du

premier ordre.

18. Apres avoir ainsi éclairel la matiere par un exemple, nous al-

lons la traiter d’une maniere générale. Soit, comme dans le n° 10,
F{x,y,a,b):=0

I'équation de la courbe du contact, que nous avons supposée ci-dessus

une ligne droite, et soit
gla,bj=0

I'équation qui détermine la velation entre les deux éléments @ et b,
donnée par la nature du probleme proposé; suivant la théorie donnée
dans ce méme numeéro, il faudra déterminer @ et b par les denx équa-

tions
Fir,y,a,0)=0 ct Flx,y,a,b) 0.

Or nous avons vu dans la I'* Partie (n°® 46) que, si Pon élimine «

et b des trois équations
F(z,y,a,b)=0, F(x,y,a,b):=0, F(z,y,a,b)":=o0,

on a une équation du second ovdre entre x, y, ¥ ety”, que nous dési-

gnerons par Y=o, et dont
F(.Z‘,]', a, b) el 4}

sera 'équation primitive compléte, @ et b étant les constantes arbi-
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traires; nous v avons vu aussi que, si 'on élimine a ou b des deux pre-
mires, les deux résultantes seront des équations primitives du pre-
mier ordre de la méme équation V== o, et dont celle-ci sera le résultat,
en prenant de nouveau les fonctions primes et éliminant la constante
qui y était restée (n° 47). Done, si de ces deux premibres équations on
tire les valeurs de a et b, que nous désignerons par P et Q, en sorte que
Ponait @ =P, b=-Q, P et Q ¢tant des fonctions de x, y ety qu'ensuite
on prenne les fonctions primes de ces équations, en y regardant tou-
jours « et b comme constantes, on aura les équations du second ordre
o, Q- o, qui devront coincider avee P'équatign V==o, de sorte
quon aura nécessairement ‘

ProowMy, QO NY,

M et N étant des fonctions de a, v et Mosans vOocar si, par exemple,
M contenait encore v”, alors l’(-qnnlion P o donnerart, outre V= o,
cetteautre équation du second ordre, M=o, qui ne serait pas comprise
dins o méme équation Voo, ce qui ne se peat.
Substituant done ces valeurs de « et b dans équation du probleme
via, b o,

ol aura
(P, Q 0

prenant ensuite 'équation prime, on aura
PP QY Qo
e dénotant par 2 (P) et o Q1 les fonctions primes de o (P, Q) prises re-
ativement a P e 1soles: done, mettant pour P’ et Q' les expressions
lat ta P et Qisol | mettant pour P et Q' |
cisdessus, cette derniere équation deviendr:
VMg (P) =N Q]:=0,
laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci :
Voo et M P)-i-N¢" Q) = o.
La premivre, Voo, sera du second ordre et aura pour équation pri-

mitive complete
Foo,y,a,b -0,
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c'est-d-dire I'équation méme de la courbe du contact, dans laquelle une
seule des deux constantes @ et b sera arbitraire, autre é¢tant déter-
minée par I'équation méme du probleme ¢(a, b) == o.

L’autre équation,
Mo'(P)+4-Ng'(Q) - o,
ne sera que du premier ordre et sans constante arbitraire ;s mais, étant
combinée avee équation o(P, Q) = o, elle donnera, par I'élimination
de v, une équation entre 2 ety qui sera 'équation primitive singuliere
de cette derniere o(P, Q)= o.
Cette équation sera done le résultat de Pélimination des quantités o,

b ety entre les quatre équations
Fz,ab =0, Fla,p,aq,b) o, ¢la,b) -0, M a)-+ No' bl o
Or, en regardant « et b comme des fonctions de @ et v, les ¢quations

a-. P, b o=Q,

résultant des deux premitres, donnent ces deux équations primes

« =P MV et b2y NV
done
N 13

7Y

MOa
de sorte que la derniere ¢quation se reduira i celle-ei,

L O o'h
L e
]

qui n'est autee chose que 'équation prime de o(a, b) == o, divisée
par @’. D'un autre coté, dans la supposition de « et b variables, il est
évident que la fonetion prime de I'(a, v, @, b) w'est pas simplement
Fir, v, a, b), mais qu'il y faut ajouter les termes dus i la vaviation de «
et b, qui sont @ F'(a)+0F(b), en désignant par F(a) et F'(h) les
fonctions primes de F(a, y, a, b) prises relativement &« et a b, rve-
gardés comme seules variables. Done, prenant les fonctions primes de

équation .
Fia,y,a,b; = o,
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on aura ‘
- Flz,y,a,0)--a'Fla, +VFb =o.

Mais on a déja I'équation
Fix,y,a,07 -0y
on aura done nécessairement, dans la supposition de « et b variables,

I"équation
«Fa + 6Fb) 2o,

d’ou Pon tire

b Fla
a7 Fb)

¢'est la valeur de :, qu’on peut trouver directement de cette maniere,
et qu'on voit clairement ne pouvoir étre une fonction du premier ordre,
puisqu’elle ne contient que les quantités x, v et a, b.

Done 'équation dont il s"agit sera, en derniere analvse, le résultat

T . 1/ , .
de Pelimimation de a, & el - entre les quatre équations
[{
Firsyya, b o, oa, b o,
/3 /.
Fra + =F b o, Jal+—=dib o
| P L AV R ¢\ ’
dont les deux dernieres sont les fonctions primes des deux premicres,
prises relativement aa et b et divisées par @' 'équation
Fiz,y,a,b) .o
n'est plus névessaive ici et se trouve remplacée par U'équation

1 .\a} 4 “7 F \li o,
(qui en est une suite. Done, si on véduit d'abord les deux premieres en
une seule par 'élimination de 0, il ne s"agiva plus que de prendre 1'¢-
quation prime de celle-ci relativement i @ seal et d’éliminer ensuite «
par e moyen de ces deuxs le résultat sera nécessairement le méme

qu'auparavant.
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Si donc on tire de I’équation
¢(a, b) =o,

donnée par les conditions du probleme entre les éléments du contact
a, b, la valeur de b en a, et qu'on suppose b={(a) (J étant aussi la
aractéristique d'une fonction), qu'on substitue cette valeur dans I'é-
quation .

F(x,y,a,b) =0

de la courbe du contact, qu’ensuite on prenne la fonction prime de
Fla, ¥, a, $(a)] relativement i a seul, fonction que nous désignerons
para’'F'|a, y(a)], @ étant la fonction prime de @ regardé comme fone-

tion de a, on aura ces deux équations,

Flz,y, ¢, d(a)]==0 et Fla,{(a)]=o,

d’oli il faudra éliminer a; et il est visible que le résultat ne sera autre
chose que I'équation primitive singulicre de 'équation du premier
ordre, dont
Flz, 5, a,¢(a)] -0
sera I'équation primitive complete (n° 60, 1" Partie).
La courbe représentée par cette équuliun singuliere sera proprement
celle qui résout le probleme, et qui aura la propricté d'étre touchée

dans chaque point par une des courbes représentées par 'équation
Flz,5,a §(a)] =0,

a ¢tant constant pour la méme courbe, mais variable d’une courbe
Pautre.

19. La maniere dont nous sommes parvenus i cette dernicre solu-
tion est la plus directe, analytiquement parlant; mais on y peut parve-
niv plus simplement par la considération suivante. Puisque le pro-
bleme consiste & trouver la courbe qui aura, dans chaque point, uny
contact du premier ordre avee la courbe représentée par I'équation
’ Flz, y,a,¥(a)]=o,-
1X. 28
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a étant un parametre indéterming, il s’ensuit (n° 10) que 'équation
de la courhe cherchée doit donner pour y et poury’ des fonctions de
de la méme forme que celles qui résultent des équations

Flz,y,a,p(a;]=20 et F[z,p,a, ¢(a)] o,
(4
en désignant par Fl x, ¥, a, 4 (a)] la fonction prime de F[a,y, a, ¥(a)]
relative & @ et y. Or, @ étant une quantité indéterminée, on peut la
supposer telle que la courbe cherchée soit représentée par la méme
équation
Flz,y, a4 (a]] =o,
pourvu que 'équation prime de celle-ci soit aussi de la méme forme

Flz,y,a,§¢(a)] =0

Mais, si @ est une quantité varviable, la fonetion prime complete de

Fla, yya, 4 (a)] sera, comme nous avons vu ci-dessus,
Flz,p, a,d{a)] 4 @ ¥F'[a, §(a}].

Done la condition dont il s'agit sera remplie si P'on détermine @ par
I'équation

Fla,¢la)] -0,

ce qui donnera la derniere solution ue nous venons de trouver.
Toute équation entre &, y et un parametre indéterminé @, que nous
dénoterons, pour plus de simplicité, par

Sz y,a o,

représente, en donnant successivement a @ toutes les valeurs possibles,
une famille d'une intinité de courbes qui varient de forme ou de posi-
tion, ou de F'une et de Pautre i la fois, & raison des variations du pa-

amitre, ot, st Pon élimine ce parametre par le moven des fonctions
primes, Uéquation vésultante du premier ordre appartiendra a toute
cette famille de courbes; elle appartiendra done aussi a la courbe

formée par toutes ces courbes, et qui les enveloppera, ayant avee cha-
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cune d'elles un contact du premier ordre. La méme équation
Fla,y a) <o,

ainsi que son équation prime
flz,y,a) o,

"prise relativement & @ et y seuls, devront done avoir liecu aussi pour
chaque pointde cette courbe enveloppante, en regardant le paramétre a
comme une quantité variable.Or, dans cette hypothese, la fonetion prime
complete de f(x,v,a) est fla,v,a) +a [ (a), en dénotant par f/(«)
la fonction prime de f(a, v, a) prise relativement i @ seul, et par @
la fonction prime de a, regardée comme une fonction queleonque de
done il faudra que la valeur de @ soit telle que 'on it f(@) =0, ce
qui donnera I'équation primitive singuliere de I'équation du premier

ordre qui répond & I’('qllali«_m
Sy

dans laquelle @ est regardée comme une constante arbitraire (n® 60,
I Partic).

D'oit 'on peut conclure, en général, que I'équation primitive singu-
liere d'une équation du premier ordre repréesente toujours la courbe
enveloppante de toutes les courbes qui peuvent étre veprésentées par
son équation primitive complete, en donnant i la constante arbitraire

toutes les valeurs possibles.
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CHAPITRE 1V.

DES CONTACTS DU SECOND ORDRE. THEORIE ET CONSTRUCTION DES EQUATIONS
PRIMITIVES SINGULIERES DANS LES ORDRES SUPERIEURS. EXEMPLE CONTENANT

LA THEORIE ANALYTIQUE DES DEVELOPPEES.

20. Considérons maintenant les contacts du second ordre, et, prenant
Flx,y,a,b,¢) -0

pour 'é¢quation de la courbe du contact, supposons qu'il y ait entre
les trois ¢léments a, b, ¢ la relation donnée par I'équation

ela,b,¢)=o.

Comme lex valeurs de ces ¢léments doivent se tirer des trois équations

n"10) .
Fia,y,a,b,¢) ~0o, Flz,y,a,b,¢) =0, Fla,y,a b, ¢)=o,
si Pon désigne ces valeurs par P, Q, R, 'équation du probleme sera
¢ P, Q. R) o,
qu'on voit étre du second ordre. Les trois équations
a-:P, b==Q, ¢ =R

donneront, en prenant les fonetions primes dans la supposition de a,

b, ¢ constantes, la méme ¢quation

V=0
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du troisitme ordre, qui sera le résultat de I'é¢limination de a, b, ¢ au
moyen des trois équations précédentes, combinées avee I'équation
tierce (n° 46, I'® Partie)

F(z,y,a,b,¢)" = o;

par conséquent, on aura nécessairement
P'==MY, Q==NV, R =LYV,

M, N, L étant des fonctions de , y, ¥ et y” sans y”, de sorte qu'en pre-
nant les fonctions primes de I'équation
(Q(l', Q, R) o0,

on aura
P g/(P)+ Q' ¢(Q) + R ¢/(R) o,

savoir
VIM¢'(P) +No'(Q) + L ¢'(R)] =0,
¢quation qui se partage naturellement dans ces deux-ci,

V=0 et M¢'(P)4+No'(Q)+ L¢(R)=o0,

dont la premiere est du troisieme ordre et dont la seconde n'est que
du second.
L’équation Y= o0 a, comme nous I'avons déja va, pour équation pri-

mitive complete I'équation méme
F(x,y,a,b,¢) =0
de la courbe du contact, dans laquelle a, b, ¢ sont les trois constantes
arbitraires; mais, comme 'équation du probleme
o(P,Q,R). -0
n’est que du second ordre, il doit y avoir une relation entre ces trois
constantes qui les réduise d deux arbitraives, et cette relation est

donnée par I'équation
ola,b,c)==0,

qui résulte de la précédente, en substituant les valeurs de P, Q, R
tirées des ¢quations @ =P, b=:Q, c=1R.
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L'autre équation étant du second ordre, on pourra, par son moyen,
éliminer la fonction ¥ de I'équation

?(PrQr “) == 0,

et la résultante sera une équation primitive de celle-ci du premier
ordre, mais qui ne contiendra point de constante arbitraire. Cette équa-
tion sera done le résultat de Uélimination des quantités a, b, cety,
an moyen des équations

Flz,3a,b,¢}). -0, Fla,y,a,b,¢) -0, F(x,y,a,b,c) =0,

gla,by¢; -0 et Mg¢'(a)+Ng'(b)+ Lg'(c) =0,

Or, en regardant a, b, ¢ comme des fonctions de , y, la fonction prime
de F(r,v,a,b,¢) sera

Fla,y,a,b,¢) +a Fla)+- b Fb)+ ¢ Fie),

en dénotant simplement par F(a), ¥F'(b), ¥(c)les fonctions primes de
Fla, v, a, b, ¢) prises velativement & a, b, ¢, regardées comme seules

variables: done les deux équations

Flx,pva,b,¢) =0 et F(z,),ab,e¢) .0
. ‘
cmporteront celle-ci
@ F'la)y -+ 0 F(b)+ ¢ Flc - o.

De plus, la fonetion prime de F(.x,y, a, b, ¢) sera, par la méme raison,

F(a,0ya,b,¢)" 4+ a' Fia) + 0 F (b4 ¢ F(c),

«

en dénotant de meme par Foa), F/(d), F'ie) les fonctions primes de
Fia, v, a, b, ¢) prises relativement b a, b, ¢, regardées comme seules
variabless ety comme dans la formation de ces fonetions dérivées on re-
garde les quantités a, b, ¢ comme indépendantes de x et y, il est aisé
de prouver, par les principes établis dans la I' Partie (n° 74), que les

fonctions Fia), ¥y, F'ic) seront la méme chose que les fonctions
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primes des fonctions F'(a), F(b), ¥/(c), prises relativbment i a- et y.
Donc les deux équations
Flz,yva,b,c’ =0 e F(x,y,a,b,c)"=0
emporterort encore nécessairement cette autre-ci :
@ Pla) + b F(b) +c Fle)=o.

Si done on combine les deux équations

’

T Tr U T
Fia)+ = Fhj+ = F(e) o,
toa a '

4

s f l)’ \ , I ’
Fla)y+ g by + — Fle)—=o

al

avee ['équation

qui résulte de o (a, b, ¢) =0, en prenant les foncetions primes, on aura,
Yoy . b ¢! , .

par I'¢limination des qu:mlllcs 7 et ks une equation en «a, b, c ol .,

¥, ¥, sans ¥, faquelle sera équivalente @ celle qu'on aurait déduite des

deux équations

Flz,),¢,b,¢) z0 et Mg'(a) + No'(b) +Lo(¢) =0

par I'¢limination de . Ainsi, il n'y aura plus qu'a ¢liminer «, b, ¢ au

moyen des équations
Flz,y,a,b, (,".z o, Flz,y,a,b,¢)=0 ct ¢la, be)=o0,

ct le résultat final sera la méme équation primitive du premier ordre
de 'équation
(P, Q,R) =0,
laquelle, ne contenant point, par sa nature, de constantes arbitrajres,
ne pourra ¢tre qu'une équation primitive singulicre.
En effet, st, pour simplifier la solution, on commence par tiver la

valeur ¢ de I'équation
v(a,b,c)==0,
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et qu'on la représente par ¢(a, b), alors la solution se réduira & élimi-

v . .
ner a, b et = entre les deux équations

Flz,y,a,b, y{a,b)]=0, F[x,7,4a,0, Y(a,b)] =o

et les deux équations primes de celles-ci, prises relativement i a et

b sculs, et divisées par a', procéde analogue a celui du n© 18.
o}

21. En général, si 'on a une équation en z, y et deux constantes ar-
bitraives @ et b, que nous représenterons par

Sizy,ab) =0,

en ¢liminant ces deux constantes par le moyen des deux équations dé-
rivees
SJlx,y,a, Y0 et fla,y,a,b)=o0,
onaura une équation du second ordre
Y=o,
qui appartiendra i toutes les courhes veprésentées par 'équation

Jiayab)=o,

en donnant v a et b des valeurs queleonques, et dont, par conséquent,
celle-cisera Péquation primitive complete,

Done elle appartiendea aussi i la courbe ou auxgpurbes formées par
toutes ces courbes, et qui les envelopperont de maniere qu'elles aient
avee chacune d'elles un contact du second ordre, ¢'est-b-dire dans le-
quel Tes v, ¥ et 3" soient les mémes. Mais, les quantités a et b étant
constantes dans chaque courhe enveloppée et variables dans les
courhes enveloppantes, pour que les v, 3 et y” soient les mémes dans
les deux hypotheses, il faudrea que les équations d'oit elles dépendent
solent aussi les mémes. Orv, dans la supposition de @ et b variables, 1é-

quation
fizyy,a,b) =0
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donne I'équation prime
[z, 7a,b)+a f'(a)+bf'(b)==0;
donc, pour que cette équation se réduise i
Sz, a,b) =o,

comme dans le cas de @ et b constantes, il faudra que Ion ait
o f'la) + b f{b) =o.
De la méme maniere, I'équation
Sy, @ h) =0
donne, dans le cas de @ et b variables, cette équation dérivée
flz, yya, b)Y + & f'la) + b f'{b) == o,
laquelle ne peut se réduive &
(z,7,a, b)" =o,
comme dans le cas de @ et b constantes, (u'en supposant
d @)+ 0 f(b) ==o.
Ayant ainsi les quatre équations
Sl rya,b)=o0, f(x,y,ab) -0,
b

Sflla)+ = f(b)=0 et fl'la)+ g,’ f(b) =0,

o

. oy 14 , .
il n'y aura qu’a éliminer @, b et = ¢t l'on aura une équation du pre-

mier ordre entre a, y ¢t y', qui sera celle des courbes enveloppantes
et qui sera en méme temps I'équation primitive singuliere de la méme
équation V= o.
On voit par la comment la théorie des équations primitives singu-
IX. 29
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litres peut s’¢tendre au second ordre et aux ordres supérieurs. On voit
en méme temps que ces équations représentent toujours des courbes
enveloppantes et qui ont des contacts d’un ordre donné avec les
courbhes enveloppées, représentées par les équations primitives com-
pletes, dans lesquelles les constantes arbitraires varient d’une courbe
i Pautre. Ceci peut servir de supplément et de complément & la théorie
des équations primitives exposée dans la premiere Partie (n° 60).
Au reste, de méme que les quatre équations ci-dessus

Slz, v a,b)==0, flx,y,a,b) =0,

S'a)+ g‘;f'l[') =m0, fla)+ ;:—,f’{b)’-:_n

T . b . . .
donnent, par élimination de @, b et -+ une équation du premier

ordee ena, y ety ces équations donneront également, par U'élimina-

tion de ces trois dernieres quantités, une ¢quation en a, b et qui

a'
renfermera les relations que doivent avoir entre elles les deux va-
riables @ et b, d'ot P'on voit que ces quantités, qui sont indépendantes
entee elles dans chacune des courbes enveloppées, ne le sont plus
lorsqu’elles se rapportent i la courbe enveloppante. On trouvera des
résultats semblables pour les équations et les courbes des ordres supe-

rieurs.

22. Supposons qu'on demande ta courbe qui aura dans chacun de
ses points un contact du second ordre avee un cerele représenté par

I'équation
(g —a)i () b)2=z el

et dont les éléments du contact a, b, ¢ atent entre eux la relation deé-
terminée par I'équation
ola, b, ¢) = o.

La marche naturelle pour résoudre ce probleme serait de substituer

dans cette équation les valeurs des éléments a, b, ¢ trouvées plus haut



SECONDE PARTIE. — CHAPITRE 1V. 227

(n°11), ce qui donnerait une équation du second ordre, d’ou il faudrait
remonter i I’équation primitive.

Mais, sans chercher cette équation du second ordre, on peut d’abord
conclure, de ce que nous venons de démontrer, que 1'on aura son équa-
tion primitive compléte en supposant les quantités a, b, ¢ constantes,
ce qui redonnera la méme ¢quation au cercle. On en conelura ensuite
que la méme équation admettra aussi une équation primitive singuliere
du premier ordre, qu'on obtiendra en faisant varier les quantités «, b, ¢
de maniére que les équations primes et secondes de I'équation an
cercle soient les mémes que si ces quantités étaient regardées comme
constantes, et que cette équation primitive représentera alors la courhe
ou les courbes formées par la véunion de tous les cercles représentés
par la méme équation, ¢'est-a-dire qui envelopperont ou embrasseront
tous ces cercles.

Cette équation sera done, par les principes établis ci-dessus, le ré-

Sre . . ., b .
sultat de I'élimination des quantités @, b, c et v = entre les trois

l/

¢quations
(# —a)+(r—>p ¢t x —a+y(y-b 20, ¢(abc] o,

et les équations primes de celles-ci, prises relativement aux seules va-

riables «a, b, ¢, savoir

b Looed b b ¢,
x—ad - (y—bi= 150 s, glla)+ o e'(b) -5 g(e) o

Mais, comme cette équation en @ ety pourrait se présenter sous
une forme assez compliquée, il sera plus simple de chercher i déter-
miner les valeurs mémes de @ ety par une troisieme variable.

Pour cela, on éliminera d'abord y' au moyen des deux équations

. b
x—a-+y(y—bl=0 et |+(—l7]-’-.-:u;

on aura celle-ci,
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qui, étant combinée avec la premiére,
(r—ajr+ (y—bpr=2c,

donnera sur-le-champ

ca cl’
T=d 4 —— PR L A

Vaii bt yars b

De plus,si Pon substitue ces mémes valeurs de z et y dans I'équation

b ec’
— ey — b=
T—at s (yr—2>) ik

on aura celle-ci,
¢ = Jdi4 02,

lagquelle, étant combinée avee I'équation
of{a,b,¢) =0

donnée par le probleme, serviea i détermimer deux des trois variables
a, b, e pav la troisieme, moyennant quoi les valeurs de @ ety seront

aussi exprimées par cette seule variable,

23. Comme les quantités @ et 6 sont les coordonnées de la courhe
qui est le lieu de tous les centees des cereles osculateurs (n° 9), si Pon
suppose cette courbe donnée, on aura une équation entre @ et b par
lagquelle on pourra déterminer b en a. Soit done

b gla);
on aura

bod(a), etdel ¢ osalyy+ [¢fal R

Ainsi, endésignant par A la fonetion primitive de @'y i+ [7'(@) ], on
aura
¢ A A /l,

ke étant une constante avbitraire; ces valeurs de b et ¢ étant substituées
dans les expressions de ., v, on aura la courbe cherchée.
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Nous remarquerons maintenant que, quelle que soit la courbe des

centres, I'équation
o= yar b3

fait voir que le rayon ¢ est égal & 'are de cette courbe (voir ci-apres
le n°29), de sorte que, si 'on nomme s cet are, on aura

c=s+h.

Nous remarquerons, de plus, que le rayon ¢ sera nécessaivement
tangent & la méme courbe, car Pangle que la tangente de cette courbe
 al 2] D
y . L
fait avee I'axe a pour tangente la quantité = (n°7), et, comme le rayon
du cercle osculateur est perpendiculaive i la courbe dont les coor-

données sont x et y (n° 8), la tangente de Pangle qu'il fait avee 'axe
1 b’ , . by
sera (n°7) — F=gen vertu de I'équation 1+ —5- == 0, et par con-
4

séquent la méme que celle de fa tangente & la courbe.

Mais, quoique cette proprié¢té soit démontrée de cette manitre, il est
bon de faire voir qu'elle est une conséquence néeessaive de Panalyse
employée dans la solution de la question. Pour cela, nous reprendrons

les deux premitres équations

)

(x—a)y+(y—>b)2==c* ct x-—-a~+4y(y—=>b)=o,

lesquelles donnent

c).’ ¢
QA2 — s o= cl [) :‘—‘}" & ————ey

Vity? Vi

et nous observerons que ces expressions de « et b peavent représenter
a la fois les coordonnées de la perpendiculaive & la courbe dont 2 ety
sont les coordonnées, en regardant.x ety comme constantes et ¢ comme
une variable, ainsi qu’on I'a vu dans le n® 8, et les coordonnées de la
courbe des centres, en regardant x et y comme variables et ¢ comme
donnée en x ety (n°9).

Donc la perpendiculaire dont il s’agit sera tangente de cette derniére
courbe si la fonction prime de b, regardée comme fonction de a, est
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la méme pour la droite et pour la courbe (n° 10), ou, en geéneral, si
les valeurs de @' et de &', regardées comme fonctions d’une troisieme

’

. . . o a
variable, sont les mémes, et par conséquent aussi, si les valeurs de =

b . . ., . .

et = sont les mémes, soit que les quantités x et y soient traitées
comme variables ou non, c¢'est-a-dire si dans ces valeurs les parties
dépendantes des variations de & ety sont nulles; or ¢’est ce qui a lieu

en effet, comme on le voit par les équations de I'article précédent,
diz—aj+V(y—>b)=c' et a+by=o,

. . , . . a
qui servent i la détermination de -

! b . s .
. et de —1 et qui sont les équations
primes de

(@ a4 (y--b*=c* et x+a-—-y(y—obi=o,

en y traitant @ et ¥ comme constantes, ¢t a, b comme scules va-
riables.

Done, puisque le rayon osculateur d’une courbe est partout tangent
ala courbe des centres et est en méme temps égal a Parc de cette
courbe, il s’ensuit qu'il peut étre pris pour ce méme are étendu en
ligne droite, et quainsi toute courbe peut étre regardée comme formée
par le développement de celle qui est le lieu des centres des cercles
osculateurs. C'est en quoi consiste la théorie des développées d'Huygens,
qui n'avait ét¢ démontrée que par des considérations géométriques.
Lanalyse précédente fournit en méme temps Pexplication d'un para-
doxe qui se présente lorsqu’on cherche, par les formules connues, la
courbe formée par le développement d'une courbe donnée.

Si P'on substitue dans U'équation de cette courbe les expressions de
ses coordonnées a etb ena, v, ¥ et ¥, on a évidemment une équation
du second ordee, d'ott il parait s'ensuivee que 'équation en x et y de
la courbe cherchée devrait contenir deux constantes arbitrairves, tandis
que b génération de cette courbe par le développement de la courbe
donnée n'admet quune seule constante arbitraive dépendant du point
ott commence le développement.



SECONDE PARTIE. — CHAPITRE 1vV. 231

La raison de cette différence consiste, comme nous venons de le dé-
montrer, en ce que I'équation de la courbe engendrée par le dévelop-
pement est proprement I'équation primitive complete d'une équation
du premier ordre qui n’est elle-méme que I'équation primitive singu-
liere de I’équation du second ordre, donnée par les conditions du pro-
bleme et qui, par sa nature, ne peut point avoir de constante arbi-
traire, de sorte qu'il ne peut y avoir qu'une constante arbitraive, i
aison de la premiére ¢équation primitive.
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CHAPITRE V.

DES PLUS GRANDES ET DES MOINDRES VALEURS DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

2%. 11y a un genre de questions qui, quoique indépendantes de la
considération des tangentes, peuvent néanmoins s’y rapporter: ce sont
celles qu'on appelle de maximis et minimis, et qui consistent a trouver,
pour une fonction donnée d’une variable, la valeur de cette variable
(qui vend eelle de la fonetion la plus grande ou la plus petite. Comme
les courbes ne sont que la représentation ou le tableaun de toutes les va-
leurs de la fonetion de Pabseisse, représentée par Pordonnée, il est vi-
sible que Ta question de teouver la plus grande ou la plus petite valeur
d"une fonetion donnée d'une variable revient i déterminer la plus
grande ou la plus petite ordonnée de la courbe dont cette variable se-
ait abseisse et la fonetion donnée serait ordonnée.

Or Pinspection seule de Ta courbe suffit pour faire voir que ces or-
données ne peavent étee que celles qui répondent aux points dont les
tangentes seront paralleles i Paxe des abscisses. Si la courbe est con-
vexe i axe, Pordonnée sera alors évidemment un minimum, et, si la
courbe est concave, Fordonnée est un maximum. *

Nous avons vu (n® 7) que la tangente de 'angle que la tangente
d'une courbe fait avee axe est exprimée en général par v/, y étant
Vordonnée que 'on suppose fonction de 'abscisse @5 done, pour que
cette tangente devienne parallele @ Taxe, il faut que l'on ait yY=o;
or, si P'on fait »"=: 0 dans les expressions des coordonnées a et b
{n”9), qui déterminent le licu du centre du cercle osculateur, on a

1
a=:x, b:::)'+5-f,’
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d’otr P'on voit que, si y” est une quantité positive, ce centre tombera
au dela de la courbe, qui sera par conséquent convexe vers l'axe, et
que, siy” est une quantité négative, le méme centre tombera en degi
de la courbe, ¢’est-a-dire du coté de Paxe, et que, par conséquent, la
courbe sera alors concave vers I'axe. Done, la fonction y sera un maxi-
mum ou un minimum lorsque sa fonction prime y' sera nulle, ct, en
particulicr, elle sera un minimum lorsque la fonction seconde y” sera
en méme temps une quantité positive, et un maximum lorsque y” sera
une quantité négative : ¢’est en quoi consiste la méthode conhue de
maxtmis et minimis.

25. Mais il n’est pas inutile de faire voir comment cette méthode
peut se déduire divectement de Uanalyse des fonctions sans la consi-
dération intermédiaire des courbes.

Soit f(x) la fonction de x dont on demande le maximum ou le
minimum. Soit @ la valeur de .z qui répond au maximum ou au mi-
nimum; il faudra que la valear de f(a) soit toujours plus grande ou
toujours moindre que la valeur de f(a+ 1), quelle que soit Ta quan-
Lité 7, positive ou négative, et quelque petite qu'elle puisse étre, Je
dis quelque petite que la quantité ¢ puisse étre, car une quantité est
censée devenir un maximum ou un minimum lorsqu’elle parvient au
terme de son accroissement ou de sa diminution, de manicre qu'en
deeh et au dely de ce terme elle se trouve moindee dans le cas du
maximum ou plus grande dans le cas du minimum que dans le méme

terme. Coneevons @ a la place de a; la condition du maximum sera
flz+<flz), ou flz+i)—flz)<o,

et celle du minimum sera
fle+i)>flx), ou flx+i)—f(x)>o0,

quelque petit que soit 2, positif ou négatif.
Développons la fonetion f(a+¢) en série par nos formules (n® 40,
I* Partic), et arrétons-nous d'abord aux deux premiers termes; on
IX 30
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aura ainsi
. . '] .2 o’ .
fla+i)=fla)+if(z)+=fiz+]).

J étant une quantité renfermée entre les limites o et ¢. Il faudra donc
que P'on ait

. ® o, . . ) -
if'{x)+ ;/”gx 4+ /) <<o pour le maximum et > o pour le minimum.

Or nous avons déja vu (n° 3) que P'on peut prendre ¢ assez petit
pour que la valeur absolue du terme 7 /7(:x) soit plus grande que celle
du terme ;_[”(.r -+/), ce qui étant vrai pour une valeur de ¢ aura
lieu aussi.pour toutes les valeurs de ¢ plus petites; done la quantité

if (&) + 5 f =z +))
deviendra alors positive ou négative, suivant que la quantité ¢ f/(a) le
sera. Mais celle-ei change de signe avee la quantité @3 donce il sera
impossible que la condition du maximum ou du minimum ait lieu, a
moins que Pon n'ait /() == o,

Prenons maintenant dans le développement de f(x +¢) un terme
de plus; nous aurons

. . .. i oo .
Sl i) = fla) i fix) + S f"(2) + =[x+ j);
done, & cause de f(a) = o, il faudra que P'on ait
"o e . X L
=[x+ ;‘43»,/”’\1‘ + /) <Co pour le maximum et > o pour le minimum.

- On peut aussi prendre ¢ assez petit pour que la valeur absolue du
’.: (. Yy . i:' " ° g
terme — /") soit plus grande que celle de 3 (e +7); alors la
(quantit¢ '
TR i .
TS+ ey

- , . 12
sera positive ou négative, suivant que celle de - /"(x) le sera. Done,
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puisque la valeur de ¢* est toujours positive, il faudra que I'on ait
S"(x) <o pour le maximum et f”(z)>> o pour le minimum,

Si I'on fait /”(x) = o, alors, reprenant le développement de f(x + ¢
et employant un terme de plus, on aurait

‘o o

fla+i)=fl@)+ if'(2)+ = f(2) + g frie) + =S frrle 4+ 4)s

done, puisqu’on suppose f(x)=o0 et f(x)=o0, on aurait pour l¢
maximum la condition

oo oo
s/ E g e <o

et pour le minimum la condition opposée. Or on peut prendre ¢ asser
. L] /s
petit pour que la valeur absolue du terme 2~3f’(.zr) surpasse celle du

i ‘
terme 5 Y +7); alors la valear de
,l‘:‘ /‘Ill’x) 1 ." /‘V(.T—i— )
2.3 { DY 4 b J

sera positive ou négative, suivant celle de f”’ ). Mais celle-ci

change de signe avee la quantité ¢; done l| sera impossible que la
condition du maximum ou du minimum ait licu, & moins qu'on n'ait
S'e)=o.

Employons encore le terme suivant dans le développement de
S +1); on aura

oo d) = fla) i f @)+ ) ) e )+ s e

et les conditions du minimum ou du maximum deviendront

ll'

i:‘ v » ;
sl T E ) <o ou >0

a cause de f((x)=o, f'(x)=o0 el f/"(x)=o0. On prouvera ici, comme
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plus haut, que I'on pourra prendre ¢ assez petit pour que le terme af-
fecté de i*, pris absolument, c’est-h-dire abstraction faite du signe,
devienne plus grand que I'autre terme affecté de i*, et que, par con-
séquent, la somme des deux termes soit nécessairement positive ou

négative, selon que le terme ¥(x) le sera. Dol il est aisé de

5 2.3.4
conclure, & cause que i* est toujours une quantité positive, qu'il fau-
dra que I'on ait

S (x) <o pour le maximum et f*(x)>>o pour le minimum,
et ainst de suite.

26. Donc, en général, si y est une fonction quelconque de a, on
aura d’abord, pour le maximum ou le¢ minimum, la condition v'=o,
laquelle donnera la valeur de &, ensuite y"< o ou >o, ce qui s’ac
corde avee ce que nous avons trouvé ci-dessus (n° 2%). Mais nous ve-

nons de trouver de plus que, si y"==o, il faudra que Pon ait auss

en méme temps v'=o, ensuite
y'<Co pour le maximum et »'V> o pour le minimum;

et ainsi de suite. En général, st une fonetion dérivée d'un ordre quel-
conque pair disparait, il faudra que la fonction de ordre impair sui-
ant disparaisse aussi, et que la suivante de Pordre pair soit négative
pour le maximum et positive pour le minimum.

Si la fonction y n’est donnée que par une équation
F(z,r)=o,
il n'y aura qu'a prendre I'équation prime
F(x) 5 F(y) =o,
et faire y'= o, ce qui la réduira a celle-ci,
F(x)=o

laquelle, combinée avec F(x, v)=o, servira & déterminer les valeurs
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de x et y répondant au maximum ou au minimum. Ensuite on prendr:
I'équation seconde, et, faisant de méme y'=o, on aura la valeur
de y”, dans laquelle on substituera les valeurs trouvées de x et v, et
I'on pourra juger, par cette valeur, du maximum ou du minimums; et
ainsi de suite.

- . .. . . e .1
Si la fonction y” ou f"(x) devenait infinie, ¢’est-h-dire si o0 e

serait une marque que le développement de /(2 -+i) contiendrait, pour
la valeur trouvée de x, un terme de la forme A, m étant entre 1 et 2
(n® 30, I* Partie); et, en considérant la courbe de I'équation v =/ z),
on pourrait connaitre, par la forme de son cours dans Ie point donné,
si la fonction ¥ est un maximum ou un minimum (n°® 24). On pour-
it méme donner pour cela des regles générales, mais qui nous écar-
teraient trop de notre objet.

Nous ne nous arréterons pas a donner des exemples des regles pre-
cédentes pour la détermination des maxima et minima; comme elles
s’accordent en tout avee celles que 'on connait d'apres le Caleul dif-
férentiel, on pourra en faire les mémes applications. 11 0’y aura qu'a
changer les symboles

’ /" m (I.r‘ ([.-‘-y' (l:"y‘
Sl g e BXCTY YL
VRS A dz’ dz?’ dzx?’
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CHAPITRE VI.

DE LA MESURE DES AIRES ET DE LA LONGUEUR DES ARCS DANS LES COURBES PLANES.
DE LA MESURE DES SOLIDITES ET DE CELLE DES SURFACES DES CONOIDES.
PRINCIPE GENERAL DE LA SOLUTION ANALYTIQUE DE CES QUESTIONS.

P e

27. Je viens maintenant i la détermination des aires des courbes,
quon appelle communément quadrature des courbes. Considérons, en

geneéral, la courbe représentée par 'équation
Yy :*'../-\1“‘,

v étant Pordonnée rectangulaire correspondante i Pabscisse a, dont
elle est une fonction donnée. L'espace terminé par cette courbe, par
"axe des abscisses et par une ordonnée quelconque ¥ sera done aunssi
déterminé par une fonetion de la méme abscisse o, que nous désigne-
rons par F(r). Supposons que . devienne v+ ¢ cette fonetion deviendra
Fia -+, etil est clair que F(a +¢)— F(x) sera alors la portion de
Pespace correspondante i la partie ¢ de 'axe et terminée par les deux
ordonnées f1) et fie+10) répondantes aux abscisses w et -+0. Or,
quelle que soit L courbe proposée, il est aisé de se convainere, méme
sans figure, que, st les ordonnées vont en augmentant ou en dimi-
nuant depuis £ o) jusquia f{a+1), Uespace dont il s'agit sera, dans
le premier cas, plus grand que Pespace rectangulaive ¢ /() et moindre
que Uespace vectangulaive £f (1), et, dans le second cas, plus grand
que ce dernier et moindre que le premier. Done il sera toujours né-
cessairement renfermé entre ces limites ¢ f(z) et ¢ fle+ 1), lesquelles
seront, par conséquent, les limites de la quantit¢ F(x+17) --F(x) qui

doit l‘('pl’l"S('(llCl' ce meme (‘Sp:l(‘l‘.
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Développons les fonctions f(x + 1) et F(a + ) suivant notre formule
(n® 40, I'* Partie), et arrétons-nous au premier terme pour la pre-
miere et aux deux premiers pour la seconde; on aura

fla+il=flz)+if(x-+))
Flz + i) =F(x) + I F(2) + I; F{z + /),

ol J est une quantité indéterminée qui peut n'étre pas la méme pour
les deux fonetions, mais qui doit toujours étre renfermée entre les li-
mites o ef . 11 faudra done que la fonction F(.r) soit telle que la quan-
Uté tF(x)+ = F(r+y) soit rvenfermée entre les limites ¢f(x) et
f () +Ef (e +)), quelle que soit la valeur de ¢, et par conséquent
en prenant ¢ aussi petit qu'on voudra. Or, Uintervalle entre les deux
limites étant 2 /"(x + /), la dilférence de Ta quantité dont il s’agit et

de I'une des Limites, savoir
' (x)— J —+- "z I*J\

devra étre moindre que 2 f/(z + 7 ), abstraction faite des signes de ces
quantités. Mais il est aisé de prouver que cette condition ne peut avoir
lieu pour une valeur de ¢ aussi pom(- qu'on voudra, & moins que le
terme affecté de ¢ ne disparaisse; car autrement on pourra toujours

prendre ¢ tel que Ta premiere quantité soit plus grande que la seconde,

. - . . . . I
puisqu'il suftira que ¢ soit plus petit que Fia +£)) ~f— Tl J On

aura done nécessairement
Fia)- f(a),

et cette condition suffira pour la détermination de la fonction F(a ),
puisque Pon voit qu’elle ne sera autre chose que la fonction primitive
de f(a).

Done, en général, la fonction prime de la fonction qui exprime

aire d'une courbe par Pabscisse est la fonction qui représente or-
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donnée de cette courbe, et, réciproquement, la fonction qui exprime
I'aire ne peut étre que la fonction primitive de celle qui exprime
Pordonnée. Ainsi, I'équation d’une courbe étant donnée, pour avoir
expression de Paire, ¢’est-a-dire la quadrature de la courbe, il n’y,
aura qu'a chercher la fonction primitive de celle qui représente I'or-
dounée, et 'on pourra ajouter i cette fonction primitive une constante
arbitraire (n® 49, I'* Partie), qu'on déterminera par la condition que
I'expression de P'aire devienne nulle au point out I'on voudra la faire
commencer,

Nous avons supposé, dans 'analyse précédente, que les ordonnées
allaient en augmentant ou en diminuant depuis f(x) jusqu’a f(x +¢):

“cette condition n'aurait pas lieu s'il y avait entre ces deux ordonnées
un maximum ou un minimum; mais, comme on peut prendre inter-
vallt ¢ aussi petit que Pon veut, il est clair qu’on pourra toujours
faive tomber la seconde ordonnée f{x + 1) en de¢a du maximum ou du
minimum, et que, par conséquent, la conclusion que nous en avons
tirce demeurera toujours la méme,

Sicla fonction /@) exprimait Paire de la section d’un solide faite
perpendiculairement i Pabscisse a, on prouverait de la méme maniere
que la solidite serait exprimée par la fonction primitive de fix). Car,
désignant par Fra ) lasolidite, Ta différence F(x + ¢) — F(a) exprime-
wit la portion du solide comprise entre les deux sections f(x + 1) et
S, et cette portion serait nécessairement intermédiaire entre les
deux solides prismatiques ¢/ 0y et £f (¢ + &), en prenant la quantité 7

aussi petite qu’on voudrait: d’olt on conclurait, comme ci-dessus,
Fia)=/fla)

Ainsi, en faisant tourner une courbe autour de 'axe des o, on a un
conoide dont la section perpendiculaire & 'axe et répondante & 'ab-
. . 3 \ .
scisse - estun cercle durayon v et dont Taire est ===, ot = est la cir-

conférence du cercle dont le rayon =1. Or, par la nature de la courbe,
on av=/1eh; done Paire de la section sera 3= /(x)]?, et la solidité
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F(x) du conoide sera donnée par la fonction prime

Flz)=3r[f(=)]

gl

28. Le probleme de la quadrature des courbes est, comme 'on voit,
le probleme le plus simple de I'analyse inverse des fonctions, puisqu’il
ne consiste qu’a trouver la fonction primitive d'une fonction donnée.
Nous avons indiqué dans la premiere Partie (chap. VIII) les moyens
par lesquels on peut faciliter cette recherche ; nous ajouterons ici une
observation essentielle.

Comme il est souvent avantageux de substituer d’autres variables i
la place de celle qui entre dans Ia fonction, pour simplifier ou décom-
poser cette fonction en d’autres plus simples, il ne faudra pas oublier
alors de multiplier la fonction dont il s’agit par la fonction prime de sa
variable. En effet, nommant « 'aire de la courbe dont v est Pordonnée,
et regardant y et u comme fonctions de a, nous venons de voir que 'on
aw'=y; mais, si 'on suppose x fonction d’une autre variable, et qu’on
désigne par &’ et &’ les fonctions primes de 2 et u prises relativement
a cette nouvelle variable, il faudra substituer :—I a la place de o’ (n° 50,
I'"* Partie), ce qui donnera u'=yx’; et ainsi des autres formules sem-
blables.

Au reste, comme, suivant le Calcul différentiel, @ est équivalent a Z-Z—;,
I’équation w'=y donne

de=ydzx,
et, intégrant,
u=fydx,

formule connue pour la quadrature des courbes.

29. Apres le probleme de la quadrature des courbes, se présente na-
turellement celui de leur rectification, ¢’est-a-dire de la détermination
de la longueur méme de la courbe.

Nous partirons, pour la solution de ce probleme, du principe d’Ar-
chimede, adopté par tous les géometres anciens ¢t modernes, suivant

IX. 31
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lequel, deux lignes courbes ou composées de droites ayant leurs conca-
vités tournées du méme coté et les mémes extrémités, celle qui ren-
ferme 'autre est la plus longue, d’olt il suit qu'un arc de courbe tout
concave du méme coté est plus grand que sa corde et en méme temps
moindre que la somme des deux tangentes menées aux deux extrémités
de I'are et comprises entre ces extrémités et leur point d’intersection.
De la on peut tirer cette autre conséquence que la longueur du méme
are se trouvera comprise entre celles des deux tangentes menées i ses
deux extrémités et terminées anx deux ordonnées qui répondent i ses
extrémités, prolongées, s'il le faut, au dela de la courbe.

ineffet, ayant mené la corde qui joindra les deux extrémités de
I"are, il est aisé de voir que 'une des deux tangentes rencontrera les
ordonnées paralleles sous un angle plus aigu que la corde et que 'autre
les rencontrera sous un angle moins aigu, et que, par conséquent, la
corde sera moindre que la premiere de ces tangentes et plus longue
que la seconde; done celle-ci sera, & plus forte raison, moindre que
Fare de la courbe. De plus, si Pon considere les deux triangles opposés
au sommet et formés par Uintersection des deux tangentes, il est vi-
sible que les denx parties de la premitre tangente seront respective-
ment plus longues que celles de la seconde, parce que les cotés formés
par ces parties-la se trouvent opposés i des angles plus grands que les
cotés formeés par eelles-ci. Done la premiere tangente entiere sera plus
longue que la somme des denx portions de tangentes comprises entre
leur point d'intersection et les exteémités de ave. Done elle sera aussi
plus longue que Pare,

Cela posé, /@) étant Pordonnée qui répond i Iabseisse a, /() sera
1 7) la tangente de angle sous lequel la tangente de la courbe a
Pextrémite de cette ordonnée est inelinée i 'axe des abscisses; par con-
séquent, £f(r) sera la partie de Pordonnée f{.x + 1), prolongée s'il est
nécessaire, comprise entre la tangente et une parallele 3 'axe mence

par Uexteémite de Uovdonnée fia); done

Vit Lige = v (T
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sera la partie de cette tangente comprise entre les deux ordonnées,
éloignées 1'une de I'autre de l'intervalle /. De la méme manicre, on
aura /" + ) pour la tangente de I'angle sous lequel la tangente de la
courbe a I'extrémité de 'ordonnée /(x + 1) est inclinée a I'axe, et on
trouvera

Wi LETT

pour la partie de cette tangente comprise entre les mémes ordonnées
S(@) et f (@ + ).
Soit, pour plus de simplicité,

) ‘l’) = \/;"l_l_/'i(:l”‘:;

on aura L o(x) et ig(x + i) pour les deux tangentes menées aux deux
extrémités de Pare de la courbe compris entre les ordonnées f(x) et
Jix+1) et terminées i ces mémes ordonnées; done la longueur de cel
are devra étre renfermée entre les deux quantités io(a) et g+ 1),
en donnant i ¢ une valeur aussi petite qu'on voudra. Done, si @ () est
la fonction de  qui exprime 'are de la courbe, il faudra que la quan-
tité d(x + 1) — d(ax), expression de Pare compris entre les ordonnées
S(@) et fla + 1), soit comprise entre ces deux-ci, o(a) et £ 9(x + 1),
quelque petit que soit 7, d’otr, par un raisonnement semblable & celui
du n° 27, on conclura

\

(I"(x) =@ (Z‘ Je

Done, pour avoir la longueur indéfinie de la courbe, il faudra chercher
la fonction primitive de la fonction g (), ou i+ | f{2)]7, et, comme
on peut ajouter une constante arbitraire i la fonction primitive, il fau-
dra déterminer cette constante de maniere que 'expression de 'are
s’évanouisse au point ol I'on voudra le faire commencer.

Done, si I'on nomme s I'arc de la courbe dont les coordonnées sont a
et y, on aura, en regardant y et s comme fonctions de a, i cause de

Slx)=y, [(x) =y, I'équation

s = \/—l—-h‘j'["' .
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et, si et y étaient données en fonction d’une autre variable, comme ¢,
alors, en désignant par «', ¥, ¢ les fonctions primes relativement &

’

cette variable, il faudrait substituer 2= et < 2 la place de ¥ et s
Soet P

(n° 28), ce qui donnerait cette équation
=y

entre les coordonnées et I'arc.
Suivant le Caleul différentiel, les fonctions dérivées s’ et »” seraient
dy

e e T ds ,
exprimees pat dv el i

» et I'équation

s'= /1 + )73
deviendrait
ds = Jdz* + d );2,

formule connue des rectifications.

30. Si I'on imagine que la courbe proposée, tournant autour de I'axe
des abscisses, engendre un conoide, il est visible que les deux ordon-
nées fla) et fla + ) déerivont en méme temps deux cercles dont ces
coordonnées seront les rayons, que Pare de la courbe compris entre ces
deux coordonnées déeriva une zone conoidique, et que les deux tan-
gentes menées aux exteémités de cet ave décriront des zones coniques.

Mais, quoique P'une de ces deux tangentes soit toujours plus grande
et Uautre plus petite que la longueur de Pare, comme nous venons de
le démontrer, néanmoins, comme clles tombent toutes les denx du
meéme coté de are, il est possible que les zones coniques qu’elles dé-
crivent soieut a la fois plus grandes ou plus petites que la zone conoi-
dique décrite par are. Pour éviter cet inconvénient, il n'y a qu’a
transporter paralltlement i elle-méme la seconde tangente, qui répond
a Uexteémité de Tordonnée /{2 + ¢), de maniere que le point ol cette
tangente est terminée par la premiere ordonnée f(ar) tombe & 'extré-
mité de cette ordonnée et devienne sécante de la courbe. Alors cette
sécante et la tangente au méme point tomberont P'une d'un coté et
Fautre de Pautre coté de Pare, et méme la plus longue tombera tou-



SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VI. 243

jours en dehors et la plus courte en dedans de I'arc, comme il est
facile de s’en convaincre par la construction, de sorte que la zone co-
noidique décrite par I'arc se trouvera nécessairement renfermée enteé
les zones coniques décrites par la tangente i(a) et par la sécante
lo(x+1i). .

Or on sait, par la Géométrie, que la surface convexe d’'un cone
tronqué est égale a son coté multiplié par la demi-somme des circon-
férences des deux bases. Done, si I'on désigne par = la circonférence
du cercle dont le rayon =1, la surface de la zone conique déerite

par la tangente io(x) sera
io(2)[f(x)+ L f1(2) |5,

puisque les rayons des deux bases sont 'un /() et 'autre fla)+1f (),
et la surface de 'autre zone décrite par la tangente ou sécante to(r—+1)
sera

T

igle i) [fla)+ Sf (=i}

ar il est facile de voir que les rayons des bases de ce trone de cone
seront f(x) et f(a)+ /" (v +1).

Si done on désigne par ¢ () la fonction de I'abscisse 2 qui exprime
la surface du conoide, il est clair que la zone conoide sera exprimée
par la différence ¢ (2 +¢) — @ (a) et que cette différence devra étre

renfermée entre les deux quantités
ir.cp(x)[f(x)-*— éf’(x)—] et ing(a i) [/'(x) + L) |y

en donnant i ¢ une valeur quelconque aussi petite qu’on voudra,
d’ott 'on pourra conclure, par un raisonnement analogie i celui du
n°® 27, que cette condition ne pourra avoir lieu, & moins que 'on n'ait

V(x)=rglz)f(z) =rfl#) i+ [fla]]

Donc on aura la surface du conoide proposé en prenant la fonction pri-
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mitive de la fonction

R NTTTEF on mrdi 57
31. En général, supposons que 'on cherche la fonction F(z) par
cette condition que la différence F(x + i) — F(x) doivg étre renfermée
entre les deux quantités (f(x, @) et ig(a, i), fet ¢ dénotant des fonc-
tions données de x et i telles qu'en faisant £ = o0 on ait f(x) = ¢ (x), et
que cette condition doive avoir lieu en donnant a ¢ une valeur quel-
conque aussi petite gu'on voudra,
dn employvant notre théoreme, on réduira la fonction F(x + ¢ a

/2
Fla) 4 iFle)+ = Fr+ ),
et les fonctions fla, 1), o(a, () a
Sxrifla g, el)+id(z,y,

la quantité y ¢tant indéterminée, mais comprise entre les limites o
et /et pouvint étre différente dans les différentes foncetions; les fone-
tions dérivées marquées par 1, F7 se rapportent a la variable z, et
les fonetions dérivées marquées par /7, o' se vapportent a la variable 7.
Doue, puisqu’on suppose fix) == o(ax), la condition dont il s'agit se
réduira i faire en sorte que la quantité ¢ l"’(a")ﬂ—% F'(&& +) soit com-
prise entre les deux quantités of @)+ f(x, j) et if(x)+3 9",
quelque petite que puisse étre la valeur de & Done il faudra que la
différence
([ F (@)~ fe)] + [ Pl 4 ) = f, ]
ne soit jamais plus grande que lTa différence
R CRE S RE AN E

mais, tant que le teeme multiplié par Ly premiere puissance de ¢ ne sera
pas nul, on pourra toujours prendre £ assez petit pour que la premiere
quantité devienne plus grande que la seconde, car il suflira pour cela
x)

———e1 abstraction
(x+7p)

de prendre ¢ moindre que la quantité
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faite du signe de cette quantité. Done la condition proposée emporte
nécessairement celle-ci,

F(z)— f(x) =0, etparconsiquent Fi(z)=f(z,

¢'est-d-dire que la fonction cherchée F(x) devea étre la fonetion pri-
mitive de f(x), et, pour avoir la valeur complete de F(x), il faudra y
ajouter une constante arbitraire, que 'on déterminera par les condi-
tions de la question.
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CHAPITRE VII.

THEORIE DU CONTACT DES COURBES A DOUBLE COURBURE. DU RAYON OSCULATEUR,
DES CENTRES DE COURBURE ET DU LIEU DE CES CENTRES. DES DEVELOPPEES DES
COURBES A DOUBLE COURBURE. QUADRATURE ET RECTIFICATION DE CES COURBES.

32. Les courbes planes appartiennent a la Géométrie de deux dimen-
sions et dépendent, par conséquent, que de deux coordonnées. Les
courbes i double courbure doivent appartenir i la Géométrie de trois
dimensions, puisqu’elles ne peuvent étre tracées que sur la surface
des corps solides; aussi dépendent-clles de trois coordonnées perpen-
diculaires entre elles, dont deux sont fonctions de la troisieme, de
sorte qu'elles ne peuvent étre représentées que par deux équations
entre trois indéterminées.,

Soient done, pour une courbe quelconque a double courbure,

2, ¥, 5 ¢tant les trois coordonnées rectangulairves. Soient de méme

pour une autre courbe donnée,

qF(p), r==0(p)

p. g, rétant pareillement ses trois coordonnées rapportées aux mémes
axes (que les précédentes. Si l'on veut que ces deux courbes aient un
point commun pour 'abscisse @, il faudra qu'en faisant p = on ait
aussi ‘

g2y el re=z;

done
r=Fiz) et zu:Q(x).
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Pour un autre point quelconque répondant i I'abscisse x +¢, les or-
données y et z seront f(x+1), p(x+1), et les ordonnées ¢, r seront
F(a +1), ®(x+1); et, faisant, pour abréger,

d=flx+1)—Flx+1i), d=9g(x+{)—Cla+i),

il est facile de concevoir que la distance D entre les points des deux
courbes qui répondent & la méme abscisse @ + ¢ sera exprimée par

Dz= vﬂz —+ 02,

De la, par une analyse semblable & celle qui a ¢té développée au com-
mencement de cette deuxieme Partie, on prouvera que, si f/(x) == F'la),
o'(a) == d'(x), 1l sera impossible qu'aucune autee courbe donnée qui
ne satisferait pas aux mémes conditions puisse passer entre les deux
courbes dont il s'agit. 4

SiTon avait de plus

f”(.l‘) - ‘”(.2‘) ot ‘1’1,{“') - (l”’(x),

on prouverait de la méme maniere quaucune autre courbe pour la-
quelle ces équations n’auraient pas licu ne pourrait passer entre les
mémes courbes; et ainsi de suite.

Ainsi, en appliquant aux courbes & double courbure les mémes
notions des différents ordres de contact des courbes ovdinairves, on en
conclura que les deux premieres conditions détermineront un contact
du premier ovdre, que les deux suivantes déterminerout un contact du
sccond ordre ; et ainsi de suite.

En général, en nommant @, ¥, z les coordonnées d'une courbe pro-
posce et p, ¢, rles coordonnées de la courbe donnée, pour laquelle
on demande les conditions du contact d’un ordre donné avee la courbe

proposcée, si
F{p,q, r)=0 et d{p,q,r =0

sont les deux équations de la courbe donnée, on aura, pour un contact
IX. 32
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du premier ordre, les quatre équations

Fiz,7,z)=20. Flz,p,3) =0,

Gz, y, 3)=20, ®lz,r, 3} =0;
pour un contact du second ordre, on aura de plus les deux équations
Fiz,9, ) =0, Ox,y,:)"=o,

et ainsi de suite, en regardant, dans ces fonctions dérivées, y et s
comme fonctions de o, On satisfera & ces équations par le moyen des
constantes arbitraives a, b, ¢, ..., qui entreront dans les fonctions
données F(p, g, r) et olp, g, 1), et qu'on pourra appeler, comme ci-
dessus (n° 10), éléments du contact, lorsqu’elles seront détermindes en

fonction de o, v, 3, v, 3, ...

33. Prenons pour la courbe donnée une ligne droite déterminée par

les deux équations
¢ ma+bp, r=c-+dp;

pour qu'elle ait un contact du premier ordre, ¢’est-d-dire pour qu’elle
soit tangente d'une courbe quelconque proposée et rapportée aux

coordonnées @, v, 3, on aura ces (quatre équations
y ora+br, zzcAdr, 3y =0, 3=d,

d'ou 'on tire

de sorte que les équations de la tangente rapportée aux coordonnées p,

¢, rseront
¢ =r—rya-4)p, re=i-z'x-+p.

.

Il est facile de voir que ces deux équations représentent les deux
tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe
proposée sur les deux plans des @ et p et des & et 5 (n° 6), de sorte
que, pour mener une tangente a une courbe a double courbure, il
suftira toujours de mener les tangentes & ses deux projections, et la
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droite dont ces deux tangentes seront les projections sera la tangente
cherchée.

34. Supposons qu'on demande le cercle osculateur d'une courbe i
double courbure.

Pour avoir, de la manitre la plus simple, les équations générales
d’un cercle tracé sur un plan quelconque, nous considérerons le cercle
comme formé par Iintersection d’un plan qui passe par le centre
d'une sphere; le rayon et le centre de la sphere deviendront alors ceux
du cercle, et le plan sera le plan méme du cercle.

L'équation générale d'une sphire rapportée aux trois coordonnées p,
g, rest

(p—al+(q b+ (r—c)*==d,
ot a, b, ¢ sont les coordonnées du centre et d est le demi-diametre ou
ravon. L'équation d’un plan rapporté aux mémes coordonnées et pas-
sant par le point qui répond aux coordonnées @, b, ¢ est, en général,

p—a-+m(q--b)+n(r—c)=o,

m et n ¢tant deux constantes arbitraires qui déterminent Uinelinaison
du plan a Pégard des plans fixes des coordonnées. Le systeme de ces
deux équations représentera done un cerele dont le rayon sera o, dont
le centre sera déterminé par les coordonnées «, b, ¢, et dont le plan
dépendra des quantités m et n.

Si done on change dans ces équations les quantités p, ¢, r en a,
¥, 5, et qu'on en prenne les équations primes et secondes, on aura ces

SiX équations,
(x— @)+ (r--0)21- (5 eR==d?,

z--a+m(y--b) +n(z -¢)-:o0,
x—a=+y(y -b)+3(z -¢):=o0,

1+ my' +nz'=o,

L4242t 43"y — b)) +37(5— ¢) =20,

my” -+ nz" o,

dont les quatre premicres renfermeront les conditions nécessaires pour
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que le cercle dont il s’agit ait un contact du premier ordre avec toute
courbe 4 double courbure dont x, y, z seront les coordonnées, y et s
¢tant données en fonction de x, et, si 'on y joint les deux dernieres,
on aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre,
¢'est-a-dire pour que le cercle devienne osculateur de la courbe.

Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées a, b,
¢, d,m et n, on pourra satisfaire a toutes ces conditions, et le cercle
osculateur sera déterminé de grandeur et de position. Mais, si I'on ne
demande qu’un cercle "tangent, il restera deux indéterminées pour
lesquelles on pourra prendre le rayon o et une des deux quantités m
et n. Dans ce cas done, I'équation

x-a=+y(y-—b)+z3{z—c)=0

déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous les
cercles qui p(-uwnl etre tangents, eot, comme le ayon du cercle tan-
gent est nécessairement perpendiculaire d la courbe, cette équation
sera celle d'un plan perpendiculaire 4 la courbe, en prenant a, b, ¢
pour les coordonnées du plan.

Considérons maintenant le contact du second ordre. Les trois pre-
mieres ¢quations donneront

(ny’ -~ mz'id

Xt ) R S Tai )

(n—s"\d (m -y d
yoo b f e .
R v 1 R

en faisant, pour abréger,

R .viny —ms,

Ces valeurs étant substituées dans la cinquieme équation, on en
hrera

n s ?’_.A S— ] T e e

T TRl
1" S et Wt
3 2’ s

3y

valeurs qu'on substituera dans les expressions précédentes.
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On trouvera d'abord, aprés quelques réductions,

\/l _+_ym+ z'2 \/7.03_‘__ P (zr',y,//':?;?“\];
-

M R = zl]// ]./;//
et de la
3
d— (1492 +z’2\-'
Vi s (B — )
a— e 22 [y 4 573
— ]n»_*_,//‘_‘*_[ /]1/ }z/\» ’
l-+—7"" :r-_;\ ,//+ I( _‘7 o
b=y + ( s *‘;77;[ PO “—,‘/, " ]7
VA el S —J)E)
S Ut Aok g | K M E Mt A1 N
Yoy ~J’ JE

La quantité d sera le rayon osculateur de la courbe proposée et les
(quantités a, b, ¢ seront les coordonnées de la courbe des centres de
tous les cereles osculateurs; mais cette courbe ne sera pas pour cela

une développée, comme dans les courbes a simple courbure.

35. Pour s’en assurer et trouver en méme temps les conditions
nécessaires pour qu'elle devienne une développée de Ia courbe
double courbure, il n’y a qu'a employer des considérations semblables
a celles du ne 23.

Reprenons les valeurs de «, b, ¢ tirées des trois premieres équa-

tions; nous aurons

TR

Ces expressions, en regardant les quantités x, v, s, ¥, 5/, ainsi que
m et n, comme constantes, et la quantité d comme seule variable,
donnent les coordonnées de la droite dans laquelle est placé le rayon
osculateur; mais, en regardant toutes ces quantités comme variables
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et m, n, d comme données en x, puisque y et z sont censées données
en &, ces mémes expressions représentent alors les coordonnées de la
courbe des centres. Or, pour que la méme droite devienne. tangente
, '
de cette courbe, il faut que les valeurs de 37 et ‘%, en regardant b et
« comme fonctions de a, ou, en général, a, b, c comme fonctions d’'une
autre variable qucl« onquv. soient les mémes d.ms les deux cas. Donc
les valeurs de 1 1,, -5 devront étre aussi les mémes, soit que les
quantités a, b, ¢, d soient seules variables, soit que les quantités x, v,
3, m et novarient aussi en méme temps; par conséquent, il faudra que
les équations qui déterminent ces valeurs aient lieu également dans
les deux hypothéeses.
Or, si Pon considere les équations qui ont servi a déterminer les
quantités a, b, e, d, m et nena, y, v, ¥, et qu'on regarde toutes ces
quantités comme variables a la fois, il est clair que les deux équa-

tions
(x—a?+(y -b)2+(3—c)2=d?,

ca-+y(y b)+s{s—c)=0
emporteront encore celle-ci,
—d(x—a)=V{(y--b)—c'(5—c)=dd,
qui n'est que 'équation prime de la premiere, en supposant @, b, ¢, d
seules variables. De méme les deux équations
x--a+y(yr—0)+z(3—¢) o,
L) 3y = b) 55 — ) = 0

emporteront celle-ci,

@+ b+ 5 == o,
qui est également équation prime de la premiere, en ne prenant que
a, b, ¢ pour variables. Ces deux équations ont done la condition de-
mandée; mais, comme elles ne suffisent pas pour la détermination des

. LLood oL, \ .
trois (uantités AT AR il faudra trouver, de la méme maniere, une
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troisieme équation qui contienne les fonctions primes a’, ¥', ¢'; or, les
deux précédentes ayant été déduites de I'équation de la sphire, il
faudra tiver la troisitme de I'équation du plan

x—a+m(y—>b)+n(z—c)=o,
laquelle, en faisant tout varier et ayant égard i I'équation

-+ my' -+ ns' =0,

donnera celle-ci,
—a —mb—nc'+m'(y—>b)+n'(z—c)=o,

qui est, comme 'on voit, 'équation prime de la précédente, en suppo-
sant a, b, ¢, m, n variables i la fois; par conséquent, celte équation
n‘aura pas la condition demanddée, & moins que la partie dépendante
de la variation des quantités m et n ne disparaisse, ¢’est-i-dire & moins
qu’on n’ait
m'(y—>b)+n(s-—c¢) =o.
Si cette condition a licu, alors I'équation restante

a -+ mb + ne'- o,

combinée avee les deux ¢quations qu'on vient de trouver, donnera les
b . . . ‘o

—+ -9 (qui seront les mémes soit que les quantités a. b,
dd

¢, d soient seules variables, soit que x, y, 5, m et n varient aussi  la

a’
valeurs de -, »
d

fois. Par cons¢quent, la droite dans laquelle est placé le rayon oscu-
lateur deviendra tangente a la courbe des centres; done aussi ce rayon
sera tangent de la méme courbe, puisqu’il est terminé i cette courbe.
Dans ce méme cas, les expressions précédentes de «, b, ¢ donneront
sur-le-champ ces fonctions primes,

(n—3")d b (m=yd

(ny —m3z')d -
R’

@ = ————————— 1},:':

R

e g —-

R
d’ou l'on tire
a't + b’2..}.. ¢'?-= (l"“,

et de la
d =ya*+ b2+ ¢
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Or nous verrons ci-apres (n°® 37) que cette équation montre que d
est I'are de la courbe dont @, b, ¢ sont les coordonnées. Donc le rayon
osculateur sera non-seulement tangent 4 la courbe des centres, mais
encore égal i I'arc de cette courbe. 11 ne sera donc autre chose que le
développement de cette méme courbe, laquelle sera, par conséquent,
la développée de la courbe proposée, dont , y, 5 sont les coordonnées.

36. La condition

.

m'(y—b)+n'(z—c¢)=o,

que nous venons de trouver pour que la courbe ait une développée,
a évidemment lieu lorsque m et n sont constantes, et, dans ce cas, la
courbe sera toute dans un plan déterminé par ces constantes. Si ces
(quantités ne sont pas constantes, elles détermineront le plan tangent
de la courbe, et, lorsque P'équation précédente aura lieu, les rayons
osculateurs formeront une surface courbe développable. Car, en ajou-
tant a cetle équation I'équation

1+my' 4+ n3'=o,
qui est une de celles du n® 3%, on aura celle-ci,
Ve my’ - ns' 4+ m'{y—b) + n'(z — ¢)=o,
qui n'est autre chose que 'équation prime de I'équation du plan
xroe—a--m(y--b)+n{z—c=zo,

en regardant les coordonnées a, b, ¢ du plan comme constantes et la
quantité &, qui sertici de parametee et dont les autres quantités y, z,
m, n sont supposées fonctions, comme seule variable, ce qui constitue
le principe des surfaces développables, comme on le verra plus bas.
Au reste, ily a une maniere plus générale de concevoir les dévelop-
pees des courbes, lagquelle consiste & prendre le vayon de la développée
dans une position inclinée au plan tangent, et qui donne lieu & plu-
sieurs belles propriétés des courbes et des'surfaces. Comme les bornes

que nous nous sommes prescrites ne nous permettent pas d'entrer
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dans ce détail, nous ne pouvons qu’inviter nos lecteurs i voir cette
“nouvelle théorie dans le Tome X des Mémoures preésentés a I’ Academic
des Sciences.

.

37. Si I'on trace la projection d’une courbe & double courbure sur le
plan des x et y, on peut regarder cette courbe de projection comme
I'axe curviligne de la courbe & double courbure, de sorte qu’en nom-
mant s 'arc de la courbe de projection dont les coordonnées sont .x,
Y, et supposant (iu(\. cet arc soit étendu en ligne droite, on aura s ¢t s
pour les coordonnées rectangulaives de la courbe & double courbure
supposée appliquée sur un plan.

Cette considération nous offre le moyen d’appliquer immédiatement
aux courbes & double courbure les formules de la quadrature et de Ia
rectification des courbes planes (n®* 27, 29). Pour eela, il 0’y aura qu’a
substituer s au lieu de @ ¢t 5 au lieu de y dans les expressions de yo'
el v’ +5%; on aura 55" et ys? + 3%, et, comme l'arc s est déterminé
par I’équation o

. - = yalt+4 '

en faisant cette substitution, on aura les deux formules

syx't4-p"2 el Wa'r4y'i43'e,
dont la premiere sera la fonction prime de aire ou de la surface du
cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe a double
courbure et qui est terminé par le contour de cette courbe, et dont
la seconde sera la fonction prime de Pare de la méme courbe.

IX. 33
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CHAPITRE VIII.

DES SURFACES COURBES ET DE LEURS PLANS TANGENTS. THEORIE DU CONTACT
DES SURFACES COURBES. DES CONTACTS DES DIFFERENTS ORDRES.

38. Les surfaces courbes se déterminent aussi par trois coordonnées
rectangulaives, comme les lignes 4 double courbure, mais avec cette
différence que, pour les surfaces, deux des coordonnées sont ind¢é-
pendantes entre elles et la troisieme est fonction de ces deux, de sorte
qu'une surface n'est représentée que par une seule équation entre les
trois coordonnées. Ainsi, les deux équations qui déterminent une
courbe i double courbure représentent chacune en particulier une
surface courbe. et la courbe représentée par le systeme de ces deux
¢quations est formée par Uinterseetion des deux surfaces. La théorie
des surfaces dépend done de Panalyse des fonctions de denx variables,
et peat étee traitée comme la théorie des courbes et par les mémes
principes. Ainsi, de méme qu'une ligne droite peut étre tangente
dune courbe, un plan peut étre tangent d'une surface, et 'on déter-
minera le plan tangent par la condition qu'aucun autre plan ne puisse
étee mené par le point de contact entre celui-lu et la surface.

Soient a, ¥, 3 les trois coordonnées de la surface donnée et p, ¢, r
les coordonnées du plan tangent rapportées aux mémes axes rectan-
gulaires; on aurva, par la nature de la surface,

S :,—‘:./'\1', )i
ety par la nature du plan,
roa+bp + cq,

a, b, ¢ étant les trois constantes qui déterminent la position du plan.
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D’abord, pour que le plan ait avec la surface un point commun, il
faut que son équation subsiste, en supposant que les coordonnées p,
¢, r deviennent x, y, 5, ce qui donnera cette premiere ¢quation :

z=a+bx +cy.

Considérons maintenant un autre point de la surface répondant aux
coordonnées & + 1, y+ o; Pordonnée perpendiculaire s deviendra
Six—+1, y+ o). Faisons aussi, dans I'équation du plan,

p=2 1, @iy +0;
I'ordonnée perpendiculaire 7 deviendra
a-bix+1i)--c(y—+ol,

et la distance entre les points correspondants de la surface et du plan

sera exprimeée par

Slz—4-dy+o)—a- ba-+i)--c{y-+o).
La fonction f{x + ¢, » + 0) peut se développer dans cette série
(n° 73, I'* Partie) :
. , i
S y)+if ey o fiz, y)+

2"

” . 0* ..
[l )+ do fl@, y)-+ = S 0 A
)

Done, 4 cause de
Sfilx,yi =z=a+bx-i ey,

la distance dont il s’agit, que nous désignervons par D, sera exprimée

ainsi :

i , . TEE . . L0t
D=il[f"a,y) = O]+ o[ fla,y) — ]+ S @)+ iof (@, )]+ f, 2,0+
ou 'on voit d’abord que, les quantités ¢ et o demeurant indéterminées,
la valeur de D deviendra la plus petite si Pon détermine les quantités
b et ¢ de maniere que les termes multipliés par ¢ et o disparaissent, ce
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qui donnera (n° 77, I Partie)
b=fz,r)=3 e=fl2 y)=3.

et, comme on a déja trouvé

a--bxr+cy=z,

on aura les valeurs des trois constantes a, b, ¢ de I'équation du plan
en fonction de x, y, 5. Ces valeurs seront done

a i 3--x3 ¥z, b=3", =3,

et la position du plan sera enticrement déterminée.

Par I'évanouissement des termes multipliés par les quantités ¢ et o,
Pexpression de fa distance D ne contiendra plus que des termes multi-
pliés par des puissances ou des produits de ces mémes quantités. Si 'on
faisait passer un autre plan par le méme point qui répond aux coordon-
nées et y, on trouverait, pour la distance, que je nommerai A, entre les
points de la surface et du nouveau plan correspondants aux coordon-
nées a1 et y -+ o, une expression semblable & celle de D, mais ot les
termes multipliés par £ et par o ne se détruiraient plus. Or il est facile
de voir qu'on peut prendre les quantités ¢ et o assez petites pour que
les termes multipliés par les premivres puissances de £ ou de o de-
viennent plus grands que les autres termes multipliés par des puis-
sances ou des produits de plusieurs dimensions, ce¢ qui porterait
d’abord & conclure que on peut toujours donner & ¢ et o des valeurs
assez petites pour que la distance A surpasse la distance D, en sorte
quil soit impossible que le dernier plan passe entre le premier et la

surface.

39. Mais cette conséquence, qui serait légitime si les expressions de
D et A nétaient composées que d'un nombre déterminé de termes,
pourrait soufleir des diflicultés i raison des suites infinies qui entrent
dans ces expressions. On peut néanmoins les éviter en emplovant le
développement que nous avons donné dans le Chapitre XIII de la pre-
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miere Partie et en s'arrétant aux termes du premier ordre. On aura
ainsi

flz+iy+o)=flz,y) +if'(z, )+ ofz, )

/2

+ %f"(x+ A,y +2o)+iof(x +Ai, y+do)
02

—+ ;f;,(x-l— A, ¥+ 20),

et la valeur de la distance D se réduira a

D=L f"(x -+ di, y Do) + io f (£ 4 iy y -+ ho) ++ . f, (2 - ki, ) 4+ ho).

2

Pour tout autre plan représenté par equation
resa 4 3p4+vq

et ayant le méme point commun avee le premier plan et la surface,
cette distance, que jappellerai A, contiendrait, outre les teemes précé-

dents, encore ceux-ci du premier ordre

iLf\2 ) —=Bl+olfilz,r)— vl

d’otn il est facile de conclure qu'on pourra toujours prendre ¢ et o assez
petits pour que cette distance A surpasse la distance D. Done il sera
impossible que ce dernier plan puisse passer entre la surface et le plan
représenté par I'équation

r=a+bp- cq;
par conséquent, celui-ci sera tangent de la surface donnée, en faisant,
comme ci-dessus,

a=2z—a3' —y3, b=z, ¢=3,

d’ou l'on voit que la position du plan tangent dépend des deux fone-
tions primes s’ et z,. '

En effet, il est facile de trouver, d’apres I'équation

r=a-+bp+cq,



262 THEORIE DES FONCTIONS.

que, si I'on nomme « l'inclinaison du plan représenté par cette équa-
tion sur le plan des coordonnées p et ¢, et & l'inclinaison de la ligne
d'intersection de ces deux plans a 'axe des abscisses p, on aura

b =sinfBlanga, c¢=cosflanga,

d’otr F'on tire '
I b
tanga ==\ b*+¢*, tlangB= P

Done, puisque les axes des coordonnées x, y, z sont les mémes que
ceux des coordonnées p, ¢, r, les angles o et 4, relativement au plan
tangent, seront parcillement déterminés par ces formules :

tanga == \ 3’ + 3%, langf - o-.
~1

0. En général,
=11, )

ty

étant Péquation de la surface proposée et

rFip,q

celle d'une surface donnée, si lon veut que ces deux surfaces aient un
point commun qui réponde aux coordonnées x, y, 3, il faudra que
Féquation

re=Fipg

att liew aussi en faisant p=cw, ¢ oy, r==3, ce qui donnera
s Bl

Ensuite, si P'on considere les points des deux surfaces qui répondent
aux meémes coordonnées -+ ¢ et ¥+ o, et quion nomme D la distance
entee un et Fautree, cest-d-dive Ta partie de Fordonnée qui se trou-

vera comprise entre les deux surfaces, il est visible qu'on aura

Développons ces deux fonetions par les formules du n® 78 (1 Par-

tie), en nous arrétant d'abord aux termes du premier ordre ; nous au-
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rons, en mettant s, z" et 5, A la place de f(x, y), /'(x, ¥). [z, ¥},

D= i[z'_ F'(x, ])] -+ 0[3,—— F,(x, y)]
- I’J [f"@ + 4y + o) — F{a + 2, y-+10]
+io[f (24N, 4 20) — F (& 4+ 4, 3+ 20)]

03 . ' )
+ 2 [f, (2 + 2, p Do) — Flw + i,y + 20,

‘Supposons que les termes multipliés par ¢ et par o disparaissent, ce
qui a lieu en faisant 3’ = F(x, y) et 2, = F (x, y); Uexpression de D ne
contiendra plus que des termes d’un ordre supérvieur, et il est facile de
prouver gu’on pourra toujours prendre ¢ et o assez petits pour que
cette valeur de D devienne moindre que la valeur d'une pareille quan-
tité pour une autre surface donnée, dans laquelle les termes multiplics

par £ et par o ne se détruiraient pas. Done, si Péquation

r=Fip, q)

de la surface donnée contient trois constantes arbitraires a, b, ¢, ol

qu'on les détermine de maniere i satisfaire aux trois ¢quations

'

s Koy, 5 eFlxg) g Bla )

il sera impossible qu'aucune autre surface qui ne satisferait pas aux
mémes conditions puisse passer entre cette méme surface et a surface
proposée dont les coordonnées sont , v, 5.

Il est visible que les trois équations préeédentes ne sont autre chose
que I'équation méme de la surface donnée, en y changeant les coor-
données p, ¢, r en x, y, 5 et les deux équations primes de celle-ei,
prises suivant @ et suivant y, d’ott 'on peut conclure, en général;
(ue, si

Fip.q.rj=o
est I'équation de la surface donnée, les trois équations dont il s’agit
seront renfermées dans celles-ci,

Flz,p, 5, =0, Fiz,),2:=0, Fr, 3

J =0,
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en regardant z comme fonction de x et y; de sorte que, si 'on désigne
simplement par F(x), F(y), F(z) les fonctions primes de F(z, y, z)
prises relativement 4 x, y, s seuls, les deux dernieres équations devien-

dront
Flzy+ 3 F(zj=o0, F(y)+zF(z)=o0.

Done, si la surface proposée est représentée par ’équation

flz,y,2)=o0,

¢t que la surface donnée, qui doit avoir un point de contact avec
celle-lia, soit représentée par I'équation

F(z,7,3)=0,

la premiere donnera, en prenant les fonctions primes relatives d x et y,
ces deux-ci

SE 2 L2 =0, fy)+ S (3) =0

Ces deux équations combinées avee les deux précédentes, de maniere

a en chasser les dérivées s° et 3, on aura ces deux-ci :

Qo il s'ensuit que les trois fonctions dérivées f"(x), f(y), f(5)
doivent ¢tre respectivement proportionnelles aux fonctions dérivées
Fa), Fiy), F(s).

A1, Si, dans Pexpression générale de la distance D, on développe les
Mdeux fouctions qu'elle contient, en poussant le développement jus-
quiaux secondes dimensions de ¢ et o, et qu'on suppose que les trois

équations ci-dessus aient déja lieu, on aura simplement

MY

., y \ e " . 2 “
b UL Pl dols = Bl )]+ 2 [2— By, 7]

N, dto ., dor .  0?
SE ‘3/\ -t- -;-A, + e A, + :_!T_SA"'
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en faisant, pour abréger,

A” —f"(x + M, y 4 20) — F"(z + M, y + ho),
Al = f7(x + M,y + 20) — Fi(z + i,y + do),

Donc, si I'équation
r=F(p, q)

de la surface donnée est telle qu'on puisse encore satisfaire aux trois
équations '

=F(2p), s=F(=y) 5=Fl2y)
les termes du second ordre disparaitront aussi dans expression de D,
et I'on prouvera aisément qu'il sera toujours possible de prendre les
quantités ¢ et o assez petites pour que la distance D soit plus petite
que la distance A pour toute autre surface donnée qui ne satisferait
pas aux mémes conditions, d'ott il suit qu’il sera impossible que cette
surface passe entre la surface donnée, dont I'équation est

r="F(p, q),
et la proposée, dont I'équation est

z=[(x,7);
et ainsi de suite.
Si l'on représente en général par

F(p,q,rj=0

A .
I’équation de la surface donnée, qui doit avoir un point de contact avee
une autre surface dont les coordonnées sont x, y, s, les trois dernieres
équations seront renfermées dans celles-ci,

l:l’{x:J" Z):(” l-‘;(x,y,z):o, l",,(x,y,Z):U,
en regardant 5 comme fonction de x et v; et ainsi des autres.
On pourra donc étendre aux surfaces la théorie des contacts de diffe-

rents ordres que nous avons exposée relativement aux lignes courbes
IX. 34
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et en déduire des résultats semblables. Ainsi, pour le contact du pre-
mier ordre, on aura I'équation

F(z,),2)=o0

avee ses deux équations primes suivant z et y; pour le contact du se-
cond ordre, on aura, outre les trois équations précédentes, les trois
équations secondes de

(z, 7 5)=o

suivant , suivant y, et suivant x et y; et ainsi de suite.

42. Prenons, pour la surface donnée, la sphere dont I'équation la
plus générale est

(p—a)r+lqg—=br+ (r—cpP=d?

P ¢. roétant les trois coordonnées d'un point quelconque de sa sur-
lace, a, b, ¢ les trois coordonnées qui déterminent la position du
centre, ot d le demi-diametre ou le rayon.

En changeant dans cette équation p, ¢, ren z, y, 3, ¢t prenant
enstite les deux équations primes suivant @ et y, on aura ces trois
équations,

a4 (- b (3 e)t - dt =0,
xr— a-3'(3-¢)=o,

Cy—b+z(z—c)=o,

par lesquelles on pourra déterminer d'abord les trois constantes a, b, ¢:

on trouvera ajnsi

dz’
A" IX 4 —mmoo ey
V! ~4- z'2 -4~ -l
d:
1):)'+—:—— MR A
/- gl 2
VU 278 4 5
d
€= 8 — oo emeey

et le rayon o sera encore arbitraire.
La sphiére déterminée par ces éléments sera donc tangente de la
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surface, et, par conséquent, son rayon sera perpendiculaire i la méme
surface. Ainsi, en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée,
les trois quantités a, b, ¢ seront les coordonnées de la perpendiculaire
a la surface, d étant variable et a, v, 5 constantes.

Si I'on veut avoir ces éléments a, b, ¢, ainsi que les angles « et 8 du
n° 39, exprimés en différentielles, il n’y aura qu'a représenter les
fonctions dérivées z’, =, par les différences particlles :17—2, g;—

43. Pour que la sphere devienne osculatrice de la surface, on aura
encore trois autres ¢quations, qui seront les trois équations secondes
de la premiére équation ci-dessus; mais, comme il ne reste plus qu'une
arbitraire d, il est clair qu'on ne pourra pas satisfaire i toutes ces équa-
tions, d’ou il suit qu’il est impossible de trouver en général une sphere
osculatrice d'une surface comme on trouve le cercle osculateur d’une
courbe.

’ Si, au lieu d’une sphere, on voulait employer la surface formée par
la rotation d’un are de cercle autour de sa corde, comme on aurait dans
I'équation de cette surface six constantes arbitraires, on pourrait alors
déterminer ces ¢léments de maniere que le contact du second ordre
cat lieu en général avec une surface quelconque. Il en serait de méme
pour toute autre surface dont I'équation renfermerait au moins six

constantes arbitraires.
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CHAPITRE IX.

DES SPHERES OSCULATRICES. DES LIGNES DE PLUS GRANDE ET DE MOINDRE ‘COURBURE.
PROPRIETES DE CES LIGNES.

44. Nous venons de voir que, parmi toutes les sphires touchantes,
il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de la
surface; mais on peut toujours déterminer celle qui sera osculatrice
d’une courbe quelconque tracée sur la méme surface. Pour cela, il n’y
aura qu'h supposer y fonction de a, comme dans les courbes i double
courbure, et prendre, dans cette hypothese, les équations primes et se-
condes de I'équation de la sphere

(x—a)+(y—0)2+ (3 —c)?—d?=o0.
L’équation prime sera
z—a+y(y—-b)+ (3" +9'5)(z —¢) =0,
en regardant toujours s comme fonction de x et y, dont les deux fone-

tions primes sont z° et 3, et ensuite y comme fonction de x, dont y’

-

est la fonction prime. On trouvera, de la méme maniére, cette équa-

tion seconde :
U )2k )7 (0 — b) 4 (2 4= 372 4 (37 4 2y 5 4 ) 22,4 ) "3,) (3 — ¢) = o,
L’équation prime est déja remplie par les deux équations primes du

ne §2
x—da+-3(3—¢)=o0, y—b+z(s—c)=o.

Ainsi, il ne reste qu'a satisfaire a I'équation précédente, laquelle, &
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cause de y — b+ 3,(z — ¢) = o, se réduit a celle-ci .
! +J”'2+ (z’+].,zl)2+ (z”+ 'z‘y"z,’+)~’2z,,)(z - C) =0.

Si donc on substitue dans cette équation la valeur de ¢ trouvée ci-
dessus (numéro cité), on en pourra tiver la valeur de , et I'on aura

d— L1224 (34 25,2 Vi+ 224 23

2"+ 2)'s + 0z,
Connaissant ainsi le rayon d de la sphére osculatrice, on aura, par
les formules du méme numéro, les valeurs des coordonnées a, b, ¢ du

-

centre.

45. La quantité y' qui entre dans les expressions précédentes de-
pend de la courbe qui est la projection de celle qu'on suppose tracée
sur la surface. Cette courbe étant arbitraire, on peut chercher celle
dans laquelle le rayon de courbure  sera un maximum ou un mini-
mum, et, pour cela, il n’y aura qu’a égaler & zéro la fonction prime de
'expression de d, regardée comme fonction de )’ (n° 26). Mais, pour
simplifier le calcul, nous observerons que, puisque

d=(z—c¢)y1+ 2%+ 32,
le maximum ou minimum de d relativement & )’ répondra au maxi-
mum ou minimum de ¢; ainsi, il 0’y aura qu’i prendre P'équation
prime de la derniére équation ci-dessus entre ¢ et ¥/, en supposant
nulle la fonction prime de ¢, ¢’est-a-dire en ne regardant que y’ comme
variable. On aura de cette maniere I'équation

y’ -+ zl(z, +7"3:) -+ (Z: 4—]‘,3”)(3 - C) =0,
qui, étant combinée avec la méme équation, servira i déterminer y et c.
Sil’on multiplie cette équation pary’, et qu’on la retranche de I'équa-
tion dont il s’agit, on aura celle-ci, plus simple,

1+ 3'24-9"2"5, 4+ (3”4 )'2,) (3 — ¢) =0,

que I'on combinera avec la précédente.
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Par I’éliminatiop de z—c, on aura une équation en y’ de cette forme,
Ay't— By —C==o0,

en faisant, pour abréger,

A= (143} )z — 32,2,
B=(1+32)z,— (1+3%)2",
C=(1+ 3"}z, — 3'z,3",

et la résolution de cette équation donnera
° - o BE B = yB7+ AT
T 2R

¢quation du premier ordre en &,y et y/, puisque = étant, par la nature
de Ta surface, une fonction donnée de x et y, les quantités A, B, C se-
ront aussi des fonctions données de x et y. Donc I'équation primitive
en @ et y venfermera une constante arbitraire et représentera une infi-
nité de courbes qui seront les projections des lignes de plus gr.mde et

de moindre courbure de la surface proposée.
Si l'on combine les deux équations ci-dessus de maniere i faive
disparaitre les termes olt y et = — ¢ se trouvent ensemble, on en tirera

e ), s — Ay

4 ¢ ==

Done, substituant la valeur de y’ et faisant de plus

\:_::_‘U‘Iz,——(|-f_i } (“‘*“5?1\5”,
on aura

) /n-+ 4AL

: 2( - n;l')

ot de la

p (Ex=yBTH4AC) 1 + 22+ 22
= W i ’
'I{z 2”— d;')

d'olt 'on voit que les deux valeurs du radical donnent I'une le maxi-
mum et Pautre le minimum du rayon d.
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Iy adonc, a chaque point de la surface, deux branches qui se coupent
et qui répondent I'une 4 une ligne de plus grande et 'autre i une
ligne de moindre courbure, et I'angle sous lequel elles se coupent dé-
pend de la double valeur de la quantité ', qui est égale a la tangente
de Pangle formé par la tangente de la courbe de projection sur le plan
des x et y avec l'axe fixe des x. Or, comme la position de ce plan est
arbitraire, on peut la prendre de maniere qu'il coincide avec le plan
tangent de la surface; alors la projection de la courbe se confondra avee
la courbe méme, et les deux valeurs de ) deviendront les tangentes
des angles que les tangentes des deux branches de plus grande et de
moindre courbure feront avec une méme ligne; par conséquent, la dif-
férence de ces angles sera 'angle cherché sous lequel ces branches se
coupent; done, nommant x et & les deux valeurs de y', la tangente de
cet angle sera, par les fornrules connues,

a—3 _ yB*+AC
. |+aﬁ—_ A—-C

Mais il est.facile de voir, par les formules du n° 38, que, pour que le
plan tangent d’une surface coincide avec le plan des @ et y, il faut que
les valeurs de z’ et 5, soient nulles. Faisant done, dans les expressions

de A, B, C,

3 =o, T, 0,

on aura
A =2, B:Z”——:", C=z,

ce qui donne

A—C=o.
Ainsi la tangente de I'angle dont il s’agit sera infinie, et, par consé-
quent, I'angle sera droit, d’olt I'on doit conclure, en général, que les
lignes de plus grande et de moindre courbure d’une surface quelconque
se coupent toujours i angle droit.

46. La propriété du maximum et du minimum n’est pas la scule qui
caractérise ces lignes: elles sont encore distinguées par rapport a leurs



270 THEORIE DES FONCTIONS.

développées. En effet, si 'on cherche les conditions nécessaires pour
que le rayon de courbure soit partout tangent i la courbe des centres,
on trouvera, par des considérations semblables & celles du n® 35, ap-
pliquées aux expressions des coordonnées a, b, ¢ de cette courbe
(n° 42), que ces conditions se réduisent i ce que les valeurs des fone-
tions primes a’, b, ¢’ soient les mémes, soit que la quantité d soit
seule variable ou que les quantités x, y, 3 varient en méme temps
que d. Ainsi, si 'on prend les équations primes des trois équations
(n° 42)
(r—ap2+(y-—>0)2+(3—c)2=d?,
X — -+ 2'(3—¢) 0,

)y - l'+ z,(z —(P) =0,

d'ott résultent les valeurs de a, b, ¢, il faudra que la partie due a la
seule variation de a, y, 5 soit nulle, Or il est visible que la seconde et
la troisieme équation rendent nulle cette partie dans I'équation prime
de la premiere équation; done il suffira de prendre les équations primes
des équations

x— -+ 3(3--¢)==0 b 43,5 —c¢)=0
\ ’ 1 / ’

en regardant @, b et ¢ comme constantes. Ces équations seront donc,
en regardant, comme ci-dessus (n° 44), y comme fonction de x, et s

comme fonction de x et y,

143" 4 78 (3749 8 (5 el =z o,
¥y e 5,3 5 e (2478, (5~ e) = o,
et, si on les compare aux deux équations du numéro précédent, qui dé-
terminent le maximum et le minimum de d, on voit qu’elles sont iden-
tiquement les mémes, d'oi il suit que les lignes suivant lesquelles le
ravon de” courbure sera tangent de la courbe des centres sont les
mémes que celles de la plus grande ou de la moindre courbure.
Mais les expressions de a, 6, ¢ du n° 42 donnent, en ne faisant va-



SEGQONDE PARTIE. -- CHAPITRE IX. 273

rier que d,

d’oit Pon tire

a4 b et d'

et par conséquent
a4 R,

d’oit 'on conclura (n° 37) que la quantité « sera égale i 'are de la
courbe dont a, b, ¢ sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la
véritable développée des lignes de plus grande et de moindre cour-
bure, et réciproquement il n’y aura, sur une surface queleonque, que
ces lignes qui puissent avoir une développée formée par les rayons de
courbure.

Ces propriétés des surfaces sont tres-curieuses et méritent toute
"attention des géometres; elles donnent lieu surtout i des applications
importantes pour les arts. Foerles Memoires de Berlin pour 'année 1760,
les Tomes IX et X des Mémoires presentes a U’ Académie des Sciences, et
I"dpplication de ' Analyse a la Géométrie, par M. Monge.

Au reste, pour traduire ces formules en Caleul différentiel, il 0’y
ly dy , Y dz dz d*z

" (
. e ) . « Y 4 " -4 e 1) -~ ~ - ~ -~ » - . - [R—
aura qu'a changer ¥/, " en A daz Clsy s s s, 5, 00 0 Ay T
drs 2z

dzdy’ dy*’
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CHAPITRE X.

SOLUTION DES QUESTIONS DANS LESQUELLES ON PROPOSE UNE RELATION ENTRE LES
ELEMENTS DU CONTACT DU PREMIER ORDRE DES SURFACES COURBES. CONSTRUCTION
DE CETTE SOLUTION. EQUATION DES SURFACES DEVELOPPABLES.

47. On peut proposer, sur les différents contacts des surfaces, des
problemes analogues & ceux qui nous ont occupés, relativement aux
lignes courbes (Chap. IIT), et les résoudre par des principes semblables.
Nous nous contenterons ici de considérer les contacts du premier ovdre.

Suivant les formules du n® &1, si I'équation

\

F(p,q.ri=o

de la surface donnée contient trois constantes arbitraives a, b, ¢, pour
que cette surface ait un contact du premier ordre avee une surface
queleonque rapportée aux coordonnées x, v, 3, il faut déterminer a,
b, c en @, v, 5 par les trois équations

'

Flx,y,3) 0o, Ffr,y . z)—0, Flr, ) 3)=o0,
dont les deux dernieres se réduisent i la forme
Frlz)+ 3 F(s)=0 ct F{))+3F(z)=o0.
Done, si la question est de trouver la surface pour laquelle les trois
¢lements du contact a, b, ¢ auront entre cux une relation déterminée,
il faudra substituer, dans 'équation qui exprime cette relation, les

valeurs de a, b, ¢, et, st cette équation est entre les quantités a, b, ¢ et
2, ¥, 3, on aura une équation du premier ovdre en x, y, 5, 3" el z,
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qu'on pourra traiter par la méthode générale du n° 92 de la premiere
Partie.

Mais, si I'équation dont il s’agit n’était qu’entre les trois quantités a,
b, c, 1a solution du probleme serait beaucoup plus simple. En effet, il
est clair qu'on peut alors supposer que les quantités a, b, ¢ soient
constantes, et, dans ce cas, I'équation

Flz,y,z)=0

sera I'équation primitive de 'équation du premier ordre donnée par les
conditions du probleme, en y substituant, pour une des trois con-
stautes a, b, ¢, sa_valeur tirée de I'équation donnée; on aura ainsi une
équation primitive qui ne sera que particuliére; mais, comme elle ren-
ferme deux constantes arbitraives, on pourra, par la méthode du n° 83
de la premiere Partie, trouver I'équation primitive générale qui don-
nera la solution complete du probleme.

On fera done, suivant cette méthode, b=rq(a), si @ et b sont les deux

constantes arbitraires, ¢t Pon éliminera @ au moyen de 'équation
F(r,y,z]==0

et de son équation prime, prise relativement & la scule quantité a,

¢quation représentée par
F'la)+¢'(a)F'(b) =o,
en dénotant par F'(a) et ¥/(b) les fonctions primes de F(z, y, 5) rela-
tivement aux variables isolées a et b.
48. Pour voir comment le systeme de ces deux équations satisfait
au probleme, on observera d’abord que I'équation
F(z‘, Ve z) Z 0

représente la courbe donnée avece laquelle la proposée doit avoir un
contact du premier ordre; ainsi cette équation résout le probleme,
quelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais, comme le
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contact demandé par le probleme exige seulement que les valeurs de =
et de ses deux fonctions primes z” et 5, soient les mémes pour les deux
courbes, il s'ensuit qu’il aura également lieu en supposant a et b va-
riables, pourvu que ces fonctions primes soient encore les mémes.
Or, ¢’est précisément ce qui résulte du systeme des deux équations
dont il s'agit, comme on peut s’cn convaincre par le numéro cité.
Nous observerons ensuite que la surface représentée par le systeme
de ces équations ne sera-autre chose que la surface formée par I'inter-
section continuelle des surfaces représentées par la méme équation

Flx,y, 2)-o0,

en v faisant varier le parametre a, de maniere que cette surface tou-

chera ou enveloppera i la fois toutes ces différentes surfaces particu-

lieves. En effet, si 'on représente, ce qui est permis, cette surface
L .

enveloppante par Uéquation

F(z, y, 2) = 0,

dans laquelle @ soit une quantité variable quelconque, et qu'on cherche
a déterminer cette quantité de maniere que la méme surface touche
suceessivement toutes les surfaces données, il faudra satisfaire 2
I"équation

() - g'(a) (b =0
pour que les valeurs de 3" et 3, soient les mémes que celles des sur-
faces enveloppées. Ceet répond i ce qu’on a trouvé plus haut (n° 19),

relativement aux lignes courbes.

19, Puisque I'équation

F(xr,y,2)=o0

renferme les trois arbitraives a, b, ¢ qui doivent étre déterminées par
la combinaison de cette équation avee ses deux équations primes prises
relativement & @ et v, en regardant a, b, ¢ comme constantes (n°® 47,
si l'on regarde maintenant ces quantités comme des fonetions de x et

>, il est clair quion aura aussi séparément les deux équations primes
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de la méme équation relativement & ces quantités. Ainsi, en désignant
par F(a), F'(b), F(c) les fonctions primes de la fonction F(a, y, 3)
prises relativement aux seules quantités a, b, c considérées séparé-
ment, on aura encore ces deux équations primes :

W Frla)+ b0 Fb)+ ¢ Fe)==o,
a,Fla)+ b Fb)+¢ Fic)=o.
Soit
c=f{a,b)
I"équation qui exprime la relation donnée entre les quantités a, 0, ¢,
en prenant de méme les deux équations primes, on aurs
cend friad -0 (D),

e, = [l/l/.l(ﬂ) -+ b/./.“\ [))'

Sla) etsf(b) étant les deux fonctions primes de f(a, b) prises velati-
vement a a et b isoléey. Substituant ces valeurs de ¢ et ¢ dans les
deux équations précédentes, on aura

@ LF (@ @) E (e ] 4 [ 6) 4 /(b F(e]] = o,

a,[Fral + f"(a)F(e)]+ b, F'(b) -+ feb)F'(e)] o,
d’oir on tive cette équation

a'b,—ba,-=o,
ot la fonction désignée par la caractéristique / n'entre plus.
Si done on substitue dans cette équation @b, --b'a, = o les valeurs

dea, bena, y, 3,5 ¢t s, onaura une équation du second ordre, dont

I (3(][12)“()" l)l'llnlll\'(‘ (lll l)l'UlnI(_‘l' ()l'(ll'(‘. sera
e fla, b),

la foncetion désignée par f étant arbitraive; et P'équation primitive de
celle-ci entre @, y, s sera le systeme de 'équation
Fix,),z' =0

/

et de son équation prime, prise relativement & a, apres y avoir substi-
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tué f(a, b) pour ¢ ct g(a) pour b, la fonction o(a) étant la seconde
fonction arbitraire. Ainsi on pourra, de cette maniere, trouver I’équa-
tion primitive de toute équation du second ordre réductible a la forme

a'b—ba,=o,
les quantités a, b étant déduites d’une équation quelconque
Flz,y»,z,0,b,¢)=0
entre les quantités a, y, 3, a, b, ¢ et de ses deux équations primes
prises dans U'hypothise de a, b, ¢ constantes, ce qui fournit une

méthode importante pour les progres de I'analyse inverse des fonctions

de deux variables.

50. Appliquons la théorie précédente aux plans tangents. Nous
avons trouvé plus haut que les éléments a, b, ¢ du contact d'un plan
representé par 'équation

resa-t-bp - g,
sont exprimes ainsi :

a3 --x3" 9z, b=, =3,

Done, si Pon a une équation quelconque entre ces trois quantités,
laquelle donne, par exemple,
eaafia by,
I'équation primitive de ecette équation du premier ordre sera repre-
sentée par le systeme de ces deux équations,
a4 xgla)+1fla,olat],

Ly -y fla)=no,
en dénotant par 9'(a) et fia) les fonctions primes de ola) et de
Sla, pia:] relatives & a. La quantité a devra étre ¢liminge pour avoir
une ¢quation en a, ¥, 3, et la fonction 5'a) sera la fonction arbi-

traive.
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Cette équation sera donc celle de la surface formée par 'intersection
continuelle de tous les plans représentés par I'équation

z=a—+x¢(a)+yfla, ¢al]

en faisant varier successivement le parametre a; ce sera, par conscé-
quent, une surface développable, puisqu’on peut concevoir que le méme
plan tangent, supposé flexible et inextensible, s’applique et se plie sur
la surface, sans duplicature ni solution de continuité, et, réciproque-
ment, que la surface s’applique et se développe sur le méme plan sans
se briser ou se replier.

’

Puisque =z — a3’ —yz ¢t ==z, on aura
== xz” -yz, a- - xz- yr, O=3", b - 3

'

done I'équation (n° 49)

ab, a b o

deviendra

savolr

Ce sera 'équation générale des surfaces développables, dont, par con-

séquent, I'équation primitive sera le systéeme de ces deux-ci,
zoca+xe(a)4yfla) et 14aq¢(a)+yfla) o,

n(a) et fla) dénotant deux fonctions arbitraives de a. Voir le Tome X

des Noei Commentard de Pétershourg et les Ouvreages déji cités i la fin

du Chapitre précédent.
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CHAPITRE XI.

DES PLUS GRANDES ET DES MOINDRES ORDONNEES DES SURFACES COURBES. SOLUTION
GENERALFE. DES QUESTIONS DE MAXIMIS ET MINIMIS. MANIERE DE DISTINGUER LES
MAXIMA DES MINIMA DANS LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

51. Si l'on demande les plus grandes et les moindres ordonnées
d'une surface donnée, il est aisé de concevoir qu'elles ne peuvent
répondre qu'anx points ot le plan tangent devient parallele au plan
des @ et y; done on aura, dans ces poiuls, tangx = o, et, par consé-
quent (n°39),

’y 9

337 o,

ce qui ne peut avoir lieu qu'en faisant a la fois

'

=m0 ¢t 3,7 0,

Ce sont la les conditions nécessaires pour que 'ordonnée s devienne
un maximum ou un minimum.

Puisque s peut veprésenter une fonction quelconque de @ et v, on
en conclura, en géuéral, que, pour qu'une fonction de deux variables
devienne un maximum ou un minimum, il faut que ses deux fonctions
primes relatives & chacune de ces variables soient nulles.

Mais on peat parvenir directement a cette conelusion par la consi-
dération des fonctions d'une seule variable, suivant la théorie du
n® 2%, ¢t trouver en méme temps les conditions nécessaires pour que
le maximum ou minimum ait lieu. En effet, 5 étant fonction de @ et
Y. on peut supposer d’abord . donné et chercher le maximum ou mini-
mum de 3 relativement & 3 on aura pour cela I'équation

zl 10,
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et ensuite 5, <7 o pour le maximum et > o pour le minimum. Si done
on substitue dans z la valeurde ¥ tirée de I'équation z = o, cette quan-
tité z deviendra une simple fonction de @ et sera déji un maximum ou
minimum relativement & . Il n’y aura done qu'h la rendre encore un
maximum ou minimum relativement i la quantité a, qui avait éte
supposée constante; or, y devant maintenant étre regardée comme une
fonction de a donnée par I'équation z,= o, il est elair que la fonction
prime de = relativement & a ne sera pas simplement 57, mais 3'-+y'z,
et sa fonction seconde, relative aussi i .r, sera 37+ 2y's 4+ vz 4z,
en désignant toujours par y’ et y” les fonetions primes ¢t secondes de
¥ relativement 4 a. On aura done
.

49’7, o,

e, comme on a déji 5, - o, cette seconde équation se réduiraa 37 - o,
de sorte qu’on aura, pour la détermination de . et ¥, les deux condi-

tions

comme plus haut.
Maintenant il faudra, de plus, que F'on ait 5"+ 2V'5 Y25 A Y5 0
pour le maximum, ¢t 2> o pour le minimum; mais, comme y doit ¢tre

déterminée par 'équation z, =0, " le sera par son équation prime

z )z, 0,

laquelle donne

ct, pour le minimum,

- ~

ou bien, puisque z, doit ¢tre aussi <o dans le premicr cas et = o dans
IX. ' 36
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le second, il faudra que I'on ait, tant pour le maximum que pour le

minimum, '
3"z,— 32 >o0.

D’ou 'on peut conclure que les valeurs de x et y tirées des équations

z'=o0 et z,-= o donneront un maximum ou un minimum suivant que

I'on aura z,-Z ou > o, pourvu que I'on ait en méme temps

” 12~
2'3,— %" >0,

ce qui emporte, comme 'on voit, la condition que z” et z, soient de
méme signe.

Done, si 2z, — 3, = ou <o, il n’y aura ni maximum ni minimum,
i moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi, auquel cas le
jngement dépendra des fonctions quartes, et ainsi de suite.

Il ne suftit done pas, pour P'existence du maximum ou minimum,

o 4 ~

que l'onait z"<o et 3,<<oous">oel 3

, > 0, comme on pourrait le

conclure du Chapitre XI de la seconde Partic du Calewl dyferentiel
d’Kuler.

52. Il est facile d'appliquer la méthode précédente aux fonctions de
trois variables. Supposons que « soit fonction des variables a, ¥, z;
regardant d'abord 2 et y comme constantes et s seul comme variable,

on aura, suivant la notation déja adoptée (n° 92, 1 Partie ),
R{Re=a)]

pour la condition du maximum ou minimum, ct ensuite <o pour
e maximum et > o pour le minimum. L'équation « =0 donnera
la valeur de s en a et y, qu'on substituera ou qu'on supposera substi-
tuée dans la fonetion «, moyennant quoi cette fonetion, ne contenant
plus que les deux variables . et y, retombera dans le cas que nous
venons de résoudre.

Pour construive des formules générales, on remarquera que, si «
nétait quiune fonction de @ et v, on aurait pour le maximum et le mi-

nimum les conditions

w0 etowu

)0
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ensuite pour le maximum w«,< o et pour le minimum u, > o,
enfin
W, — ' >0

pour les deux cas. Mais, puisque « contient de plus z, qui est elle-méme
une fonction de & et v, les valeurs des fonctions désignées par o', u,
u’, ... ne seront pas simplement exprimées par ces quantités, mais il
faudra y ajouter les termes qui doivent provenir de la quantité =,
regardée comme fonction de & et y. Ainsi, en prenant les fonetions
primes et secondes de w, on trouvera que la quantité «' devieut
W'+ ,uz’, que la quantité u, devient u,+ uz,, que la quantité «” devient
W+ 2,05+ us"+ uz*, que laquantité o, devient w,+2 u,z,-+ ws, - 0z
et que la quantité u, devient u,+ w5’ 4 W'z + uz+ us's,.

Donc on aura d'abord, pour le maximum ou minimum, les deux

conditions

W s =m0, w40z, o,

de sorte qu'a cause de = o0 on aura ces trois équations
S0, .0,
c'est-a-dire les trois fonetions primes de w relatives i, 3, 3, chacune
égale a zéro.
Ensuite, a cause de w=o0, on aura

- P
w, - 2,0,3, 4+ U3 <0

pour le maximum, et > o pour le minimum; et pour un et Pantre

(" 2 103" 32w, 20,3, - ezt > (- e, 3 - s 4 i35, R

Mais, comme la valenr de 5 en @ et y dépend de I'équation == o,
on prendra ses deux équations primes suivant @ et y, pour avoir fes
valeurs de z" et de 55 on aura donc

A us'=o0 ¢l 4 ,us, 0,

d’olr 'on tire
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On substituera done ces valeurs, et, comme on a déja trouve u <o
pour le maximum, et > o pour le minimum, en multipliant la premiere
condition par ,u, on aura une quantité qui devra toujours étre > o.
Done les conditions pour le maximum ou minimum se réduiront i
ces trois-ci ¢

J0<Z o pour le maximum et > o pour le minimum,

2
S, >0

12N

C 2 Y T
LU 0, — e > e - u g,

On voit, par la marche de cette méthode, comment elle peut
s‘étendre a4 un plus grand nembre de variables, et Pon en peut
dabord conclure, en général, que P'on aura les équations du maximum
ou minimum d'une fonction quelconque de plusieurs variables, en
egalant & zéro les fonctions primes de cette fonction, prises relative-
ment i chacune de ces variables, ce qui donnera autant d’équations
que de variables. A Tégard des autres conditions nécessaires pour
Pexistence du maximum ou minimum, on les trouvera successivement

par les principes et les formules que nous venons d’exposer.

53. Pour donner un exemple de la méthode de maximis et minimis,
supposons qu'on demande la plus courte distance entre deux lignes
dreoites données de position dans Pespace. Soit pour 'une des droites
Pabscisse x; ses deux ordonnées seront de la forme @ + ba et ¢ + da.
Soit pareillement pour Pautre droite Pabscisse y, prise sur le méme
axe: les deax ordonuées, vapportées aussi aux mémes axes que celles
de Ta premiere droite, seront de la forme A+ By et C+Dy. Done le
carre de la distance entre les deux points qui répondent aux abscisses a
et ) sera exprimé par cette formule,

eyt @ - A b = Byt ¢ - Coida - Dy)3,

\ R

que nous fevons, pour plus de simplicité, égale i 2.
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En prenant les fonctions dérivées, on aura

3= (r—yi+bla—A+bxr—By)+ dic - C+dr-—Dy),
5 =—(z—yl~Bla—A+bxr—By —-Dic—-C+dr -Dy,
37 = b2 4

s, =+ B2 D2,

s ii—1—bB - dD,

Done : 1° On aura, pour la détermination des deux inconnues x et y,
les équations

x--ya4bia- A+bax -By)+ dic- Co-da - Dyj o,
-y +Ba—A4+br--By)l+Dic -Crdr -Dy o
2° Puisque la valeur de 57 est nécessairement positive, il ne pourra
v avoir que le minimum, mais il faudra de plus que T'on ait la condi-
tion

savoir
U= b2 - (A B D) - L DB - d D 0.

Or c'est ce qui a lieu quelles que soient les valeurs de b, d, B, D,
car la condition précédente peut se mettre sous cette forme :

b B d D2 bD o dB) >,

Comme les équations en x et y sont linéaires, la détermination de
ces quantités n’a aucune difficulté; nous ne nous v arréterons pas,
Jd"autant que ce probleme est susceptible d'une solution géométrigue

fort ¢légante.

3% On peut encore, dans la recherche des maxima et minima des
fonctions de plusicurs indéterminées, considérer toutes les variables 2
la fois, ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit, en eflet,

Sz oy w0

la fonction proposée; si I'on suppose que les quantités x, y, =, u, ...



~
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aient déja les valeurs convenables pour le maximum ou minimum, il
faudra que, en substituant x+p, y +¢, 5 +r, u-+s, ... a la place
de x, y, 5, u, ... dans la fonction dont il s'agit, sa valeur devienne
toujours plus petite dans le cas du maximum et toujours plus grande
dans le cas du minimum, quelles que soient les valeurs de p, ¢, r,
s, ... et quelque petites qu'elles soient : ¢'est ce qui résulte de la
nature méme du maximum ou minimum.
Développons la fonetion

Sx4+py- gy s-brou+s, .

suivant les puissances et les produits des quantités p, g, r, s, ... par
les formules du théoreme général (n® 78, 17 Partie), et arrétons-nous
aux premiers termes de ce développement. .

St Pon désigne simplement (ainsi que nous 'avons pratiqué jus-
quiiet) p:n'f’(ar), Sy Sz flu), .. des fonetions primes de la fone-
tion fta, v, 5,0, ...), prises relativement a x, v, 5, u, ... considérés
separément, et qu'on désigne de plus par f"(@), fUa,¥), [

Sz Sy 8 S50 . . les fonetions secondes de Ta fonction
Six-+hp, ) hyy 34 hr ks, L),

prises relativement i @ seul, & @ et v, & y seul, & 2 et s, & yet 5, el
ainsi de suite, on aura

4‘/’»,?' 1 ‘l. Sl S, -

Sy oo epflaiqf oy irfliz s S+

Faprfia A pg fUE ) ) e pr ST s e s g [Ty 5 A+

Le coefticient X désigne un nombre indéterminé compris entre o

et 1, et qui sera le méme dans la méme fonction, mais pourra étre dif-
ferent dans les différentes fonctions.

Done il faudra que la quantité

pllxiaqfol+rfisibs )4

HApf )l pg fT a0+ @2 Ny 4
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soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum,
en donnant a p, ¢, r, ... des valeurs quelconques aussi petites qu’on
voudra. D’ou 'on conclura d’abord, par un raisonnement analogue i
celui du n° 25, que cette condition ne pourra étre remplie, 2 moins
que les termes multipliés par les premivres puissances de p, g, r, . ..
ne soient nuls chacun en particulier, ce qui donnera les équations

Six)=0, fiiyiz=o, fliz)=o0, flul:z0, ...,

qui sont communes au maximum et au minimum, et qui, étant en
méme nombre que les indéterminées @, v, 5, u, ..., serviront a déter-
miner leurs valeurs.

55. Mais, pour que ces valeurs donnent, en effet, un maximum ou
un minimum, il faudra encore que la quantité restante

P SOE) A+ pg S E A LS A pr S 2 g U ) et )

soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum,
quelles que soient les valeurs de p, ¢, r, ... et quelque petites qu'elles

puissent étre. .
Comme les fonctions f/”(x), f*(.x, ¥, ... qui multiplient les carrés
ct les produits des quantités p, ¢, r, ... renferment elles-mémes ces

quantités, il pourrait étre difticile, et peut-étre impossible, de déter-
miner les caracteres nécessaires pour que la condition dont il s’agit ait
lieu rigoureusement; mais jobserve que, si P'on suppose A =0, ces
fonctions deviennent indépendantes de p, ¢, £, ... et ant des valeurs
déterminées, ct l'on trouve alors, comme on le verra dans un moment,
des conditions entre ces mémes fonctions qui ne consistent que dans
des inégalités entre des quantités composées de ces fonctions. Ces iné-
galités, étant supposées avoir lieu pour des'valeurs déterminées de .r,
Y» 3, ..+, auront lieu encore pour les valeurs peu différentes x+7p,
y—+2%q, s +ar, ... tant que les quantités 2p, kg, 2r, ... ne passeront
pas certaines limites, qui pourront étre aussi peu étendues qu’on vou-
dra. Donc, puisque la condition exigée pour le maximum ou minimum
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n’a besoin d'étre remplie que pour des valeurs quelconques de p, g,
r, ... aussi petites qu'on voudra, il s’ensuit qu’il suffira de satisfaire a
cette condition dans le cas de x=o; par conséquent, on pourra sup-
poser tout de suite 2 = o, ce qui réduira les fonctions f"(x), f*(x, ¥,
Sy, .o qui entrent dans la quantité ci-dessus § p* " (@ +pq 72, y)+...
i n’étre que les fonctions secondes de la fonction donnée f(.r, v, 5,u,...",
prises relativement a x seul, i x et y, ete.

56. Tout se réduit done i trouver les conditions pour qu’une quantité

de la forme
Ap2--Bpg +Cq* +Dpr+Eqr+-Fr? +...,

dans laquelle A, B, €, ... sont des quantités données et p, g, r, ...
dénotent des quantités indéterminées, soit toujours nécessairement
positive on négative, quelles que soient les valeurs de p, ¢, r, . ...

Supposons qu'elle doive étre toujours positive; il est évident que,
pour le cas contraire, il softira de prendre négativement les coefficients
AL B, Gy Lol Puisque cette quantité ne doit jamais devenir négative,
il s'ensuit qu'elle doit avoir un minimum positif; et, réciproquement,
sielle n’aque des minima positifs, elle ne pourra jamais devenir néga-
tive. hn'y a done qu'a chercher les conditions nécessaires pour que la
quantite dont il s"agit ait des minima tous positifs.

Suivant Uesprit de la méthade exposée ci-dessus (n° 52), on prendra
les fonctions primes et secondes de la quantité proposée relativement
a une scule variable, comme p, et Fon supposera la fonction prime

égale i zéro et la fonetion seconde positive. On aura ainsi 'équation

2Ap+Bg +Dr+.o0 0
et la condition Ao,
On substituera la valeur de p tirée de 'équation précédente dans la
quantité proposcée, laquelle deviendra ainst de la forme

Lg* = Myr--Nr2 - Pys +...,
en faisant
B3 BD b2

L G- i \’ M E— ;-{9 N . F— '/i“l‘\"! s



SECONDE PARTIE. — CHAPITRE XL 289

On prendra de la méme maniére les fonctions primes et secondes de
cette transformée relativement a une seule variable ¢, et, faisant la fone-
tion prime égale  zéro et la fonction seconde positive, on aura de nou-
veau I'équation

alg-+Mr +Ps+...5=0
et la condition L > 0.

On substituera pareillement dans la transformée précédente la valeur

de g tirée de cette équation; on aura la nouvelle transformée

TritVes+ Xs?+4.. .20 0,

dans laquelle les coefficients T, V, X, ... seroht donnésen L, M, N, .. ..
comme ceux-ci le sonten A, B, €, ..., et, continuant le méme procéde,
on aura I'équation

2Tr+Vs +...=o0
et la condition T > o; et ainsi de suite.

Maintenant il est aisé de voir que la derniere de ces transformées,
celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indéterminées p, ¢, ry ...
et qui sera par conséquent de la forme Zs*, sera elle-méme le minimum
de la quantité proposée, d'on il s'ensuit que les conditions pour que

cette quantité ait un minimum positif seront

Ao, L>o0, T>>0, ..., Z

-

>>o0,

—

et, comme les équations qui déterminent les valeurs de p, ¢, 7, ...
sont toutes linéaires, on en conclura que ce minimum sera le seul qui
puisse avoir lieu. Ainsi, le probleme est résolu rigoureusement.

Au reste, il est facile de voir que par ces différentes transformations

la quantité proposce deviendra de la forme

- - N2 3 de 1. p ~ 2
A<,,+!’,‘I B ) + |,<q L Mr+Ps ;:.)ﬂ. '|‘<,-+_Y"_...4. :'.:) deeeen

2A 2L 2T

laquelle sera évidemment toujours positive ou négative, suivant que
les coefficients A, L, T, ... le seront tous & la fois, et I'on voit en méme
temps par cette forme que les quantités A, L, T, ... pourront étre
nulles, pourvu qu’elles ne le soient pas toutes a la fois.

IX. ' 39
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Les conditions que nous venons de trouver deviendront donc celles
du maximum ou minimum de la fonction f(x, y, 3, &, ...) en faisant,
pour le minimum

A= 3wl B lm g C=4 S

et pour le maximum

Az %f”(.l'), B -—-_/'"(‘r, ]‘[‘, Com— i—f”[_y’), cee
Il est facile de voir I'accord de ces résultats avec ceux du n® 52; mais
la méthode précédente a lavantage de fournir un moyen simple

d'étendre ces résultats i un nombre quelconque de variables.

57. Les principes exposés jusqu'ici sur la théorie de maximis et
minimis conduisent i cette conclusion générale : Si, dans une fone-
tion quelconque des variables v, ¥, 5, ..., on substitue & la place de
ces variables les quantités - +p, v +¢, z+r, ..., et qu'on développe
la fonction snivant les puissances et les produits des quantités p, ¢,
ro ..., les termes ot ces quantités ne se trouveront qu'a la premiere
dimension, étant égalés chacun séparément i zéro, donneront les équa-
tions nécessaires pour que la fonetion proposée devienne un maximum
ou minimum; ensuite on considérera la quantité composée de tous les
termes ot p, ¢, ry ... formeront deux dimensions, et il faudra pour le
minimum que cette quantité soit tonjours positive, et pour le maximum
toujours négative, quelles que puissent étee les valeurs de p, ¢, r, . ...

Sitous ces termes s'évanouissaient & la fois, il faudrait alors, pour
Pexistence du maximum ou minimum, que tous les termes ou p, ¢,
r, ... formeraient trois dimensions disparussent aussi a la fois, et que
la qlmntilé composeée des termes ol Py qo Ty .. formeraient (quatre
dimensions fut toujours positive pour le minimum et toujours négative
pour le maximum, p, ¢, r, ... ayant des valeurs quelconques; et ainsi
de suite s ce qui répond, comme 'on voit, au théoreme du n° 25.

Nous avons donné ci-dessus un moyen simple pour trouver les con-
ditions qui rendent une quantité de la forme

Ap? -+ Bpg +. ..
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toujours positive ou négative. On pourrait, de la méme maniere, cher-
cher celles qui rendraient toujours positives ou négatives des quantités
de la forme
Apt +Bprg+...;,

mais U'application de la méthode générale i ce cas serait sujette a des
difficultés de calcul qui pourraient la rendre impraticable, et ¢’est L
un probleme d'Algebre dont il serait & désirer qu'on pnt avoir une
solution complete.

58. Nous avons supposé jusqu’ici que les variables qui entrent dans
la fonction sont indépendantes les unes des autres; mais, s'il y avait
entre elles une ou plusicars équations, il faudrait commencer par éli-
miner, au moyen de ces équations, autant de variables dans la fonetion
proposée; on chercherait ensuite la condition du maximum ou mini-
mum par rapport aux variables qui seraient restées dans la fonction.
(Cest la méthode qui se présente naturellement; mais on peat la sim-
plitier beaucoup en conservant toutes les variables et réduisant I'¢li-
mination aux seules quantités p, ¢, r, ...

Ln effet, supposons qu’on ait entre les variables @, y, =, ... 'équa-
tion de condition

olx, 9, 5,000 =m0
comme cette équation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs de
x, v, 3, ..., clle aura done lieu aussi en mettant x -+p, y +q, s+r, ...
ala phutc dex, y,3, .. par conséquent, on aura, par un développe-
ment semblable & celui du n© 78 (I' Partie), I'équation

o

P g () g p? g e pg T p) B ) 20,

d’oit 'on pourra tirer la valeur de p en série, qu'on substituera dans
fe développement de la fonction qui doit étre un maximum ou un mini-
mum; ou bien on ajoutera simplement & ce développement la quan-
tité qui forme le premier membre de I'équation précédente, multipliée
par une quantité quelconque indéterminée qui pourra méme étre de la
forme

a--bp+-cq+dr+...+Ilp*+mpqg ...,
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iy

les coefficients a, b, c, ... étant indéterminés, et I'on égalera a zéro
tous les termes qui contiendront la quantité p, ce qui servira i déter-
miner les inconnues a, b, c, .. ..

Comme les équations du maximum ou minimum résultent de I'éva-
nouissement des termes ou les quantités p, ¢, r, ... ne sont qu’a la
premiére dimension, il suffira d’égaler & zéro chacun de ces termes, ce
qui donnera sur-le-champ les équations

Sxj+agiz o, flyjragiy)=o, f(z)+ag(z)=0, ...,

qu'on réduira ensuite i une de moins par I’élimination de I'inconnue a.
A Végard des termes ol les quantités p, ¢, r, ... formeront deux di-
mensions, on déterminera, par les méthodes exposées ci-dessus, les
conditions qui doivent avoir lieu entre les coefficients de ces termes,
et Pon cherchera & satisfaive & ces conditions de la maniere la plus
générale, an moyen des quantités arbitraires b, ¢, d, ....

Nous ne faisons ici qu'indiquer ces procédeés, dont il sera facile de
faire application: mais on peut les réduire & ce principe général :
Lorsqu'une fonetion de plusieurs variables doit étre un maximum ou
minimum, et qu'il y a entre ces variables une ou plusieurs équations,
il suftira d’ajouter 4 la fonction proposce les fonctions qui doivent
¢tee nulles, multiplices chacune par une quantité indéterminée, et de
chercher ensuite le maximum ou minimum comme si les variables
étatent indépendantes; les ¢quations qu'on trouvera, combinées avee

les équations données, serviront & déterminer toutes les inconnues.

59. On peut résoudre, par les mémes principes, les questions ou il
s'agit de trouver des coutbes qui jouissent, dans chacun de leurs points,
de quelque propriété donnée de maximum ou minimum.

Supposons, par exemple, qu'on demande la courbe dans laquelle la
quantité que nous avons nommée K dans le probleme du n° 15 soit un
maximum ou minimum i chaque point de la courbe. Cette quantité
est exprimée par la fonetion

[y + m—a'y ][y +in—aziy],
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et la question consiste a trouver la valeur de y en @ qui rendra cette
fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantités y et y’ étaient
indépendantes I'une de I'autre, on pourrait déterminer le maximum
ou minimum relativement a chacune de ces variables; mais, comme
ces quantités dérivent 'une de 'autre et que leur relation demeure
inconnue tant que I'une d’elles n’est pas une fonction déterminée de a,
on ne peut chercher le maximum ou minimum que par rapport a 'une
de ces quantités, et il est naturel de prendre pour variable la quan-
tité ¥’ qui détermine la position de la tangente, en regardant les coor-
données x et y comme données pour chaque point de la courbe.

On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonetion pro-
posée relativement a la quantité y', regardée comme seule variable,
et, égalant a zéro la fonction prime, on aura sur-le-champ I'équation

[y+(n—2)y' ] (m-—2)+[y+(m- 2))y|n  wi=o,

laquelle donne, comme dans le numéro citeé,

[2p ——m--n)y
Y s

20m —xn -
pour I'équation de la courbe cherchée.

Ensuite on aura la fonction seconde
'z(})z i n—a,

laquelle fait voir que le maximum aura licu dans toute la partie de la
courbe pour laquelle les deux quantités m - x et n—ax seront de
signes différents, et que le minimum aura lieu pour la partie ott m —
et n—x seront de méme signe; de sorte que le maximum aura lieu
pour toutes les valeurs de a comprises entre les limites me et n, et le
minimum pour les valeurs de @ qui tomberont hors de ces limites.

L’équation trouvée pour la courbe étant du premier ordre, elle est
susceptible d’une équation primitive avec une constante arbitraire, et,
si on la met sous la forme
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on en déduira sur-le-champ cette équation primitive,
2logy = log(x — m) + log(x — n) + logh,

et, passant des logarithmes aux nombres,

"

yr=h{x —m){x—n),

oit & est une constante arbitraire. Cette équation est de la méme forme
que celle que nous avons trouvée dans I'endroit cité, ce qui doit étre,
puisqu’elles viennent I'une et Pautre de la méme équation du premier
ordre. En effe€, I'équation trouvée ci-dessus pour le maximum ou mini-

mum, ¢tant multipliée par y”, a pour équation primitive
Ly (m—=2)y ][y +(n—2]y]=K,

K étant une constante arbitraive, et celle-ci, combinée avec la méme
¢quation pour en ¢liminer y’, donnera le résultat trouvé dans le méme
endroit.

Done, rapprochant cette solution de celle du n° 15, on en conclura,
en général, que les sections coniques ont non-seulement la propriété,
déji trouvée, que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires éle-
vees aux deux extrémités de I'axe des parties dont le produit est con-
stant, mais encore celle-ci, que la position de la tangente & chaque
point de la courbe, regardé comme donné, est telle que ce méme pro-
duit est un maximum pour Pellipse et un minimam ou plutot un maxi-
mum négatif pour hyperbole.

60. En général, si 'on demande la courbe dans laquelle une fonc-
tion donnée de a, y, ¥/, ¥”, ... sera un maximum ou minimum, on
pourra chercher le maximum ou minimum relativement a chacune des
quantités ¥, ¥, y”, ..., ce qui donnera autant de solutions différentes,
et Pon aura toujours, généralement parlant, pour la courbe cherchée,
une équation du méme ordre que la fonction proposée.

Si cette fonction était une simple fonction des éléments a, b, ¢, ...

du contact (n° 10), en cherchant le maximum ou minimum relative-
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ment a la derniere des quantités y, ¥, ¥”, ..., on trouverait nécessai-
rement la méme équation que l'on aurait pour le probleme dans
lequel on supposerait cette méme fonction égale & une constante; ¢'est
de quoi il est facile de se convainere par analyse des n* 20 et 18. En
effet, en égalant & zéro la fonction prime de f(a, b, ¢, ...), prise rela-
tivement a la plus haute des fonctions dérivées y', ¥”, ..., on aura la
méme équation que si I'on prenait, en général, la fonction prime de

I'équation
Sfla,b,c,...)= const.

relativement & x, y, y’, ..., d'oli 'on voit que ces deux genres de pro-
blemes, quoique fort différents dans le fond, conduisent néanmoins aux
mémes résultats et sont, par conséquent, susceptibles des mémes solu-
tions. Ainsi, on pourra appliquer ici tout ce qui a ¢té dit dans les
endroits cités. L'exemple du numéro précédent est, comme on voit,
un cas particulier de ces mémes problemes.
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CHAPITRE XILI.

DES QUESTIONS DE MAXIMIS ET MINIMIS QUI SE RAPPORTENT A LA METHODE
DES VARIATIONS. DE L,EQUATI()N COMMUNE AU MAXIMUM ET AU MINIMUM,
ET DES CARACTERES PROPRES A DISTINGUER LES MAXIMA DES MINIMA.

61. Si le maximum ou minimum, au licu d’étre une fonction don-
née dea, y, ¥, y”, ..., devait étre la fonction primitive de celle-ci,
regardée comme une fonction prime, alors il ne serait plus permis de
traiter les quantités y, ¥, ¥, ... comme indépendantes et isolées,
parce que la fonction primitive d’une fonction de ces uantités dépend
elle-méme de Ta relation qu’elles peuvent avoir entre elles. Les pro-
blemes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul connu sous
le nom de caleul des vardations ; ils ne demandent pas une analyse nou-
velle, mais une application spéciale de Panalyse des fonctions que nous
croyons devoir exposer ici, & cause de 'importance de la matiere.

Soit donnée la fonction f(@, y, ¥, ", ...), dans laquelle y est sup-
posé une fonction de a; il est évident qu'on ne peut, généralement
parlant, avoir la fonction primitive de cette fonction donnée, sans con-
naitre la valeur de y en @. Mais on peut chercher quelle devrait étre
cette valeur, pour que la fonction primitive de f{x, v, ', y*, ...) fit
un maximum ou un minimum, en supposant que cette fonction soit
nulle lorsque a aura une valeur donnée a, et qu'elle devienne un
maximum ou un minimum lorsque @ aura une autre valeur don-
née b, 11 est évident que, en prenant y pour la valeur cherchée, il
faudra, par la nature du maximum ou minimum, que la fonction pri-
mitive de la fonction

Sz y ko, 4w’ ) e, ),
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qui résulte de la fonction donnée, en mettant ¥+ 4 la place de v,
soit toujours, entre les mémes limites de a, moindre dans le cas du
maximum et plus grande dans le cas du minimum que la fonction
primitive de f(x, v,y',v", ...), quelle que soit la valeur de ©, qu'on
pourra regarder comme une fonction quelconque de x, et quelque
petite que cette valeur puisse étre.

La fonction
f(ry+o)y+o,3"+0" ...,

étant développée suivant les puissances et les produits de o, o, o”, ...,
d’une maniere semblable & celle du n° 78 (I* Partie), deviendra

Sla,ry' o )+ fl(y)+o' L)+ 0" ) 4. ..
+zwr f7r) + 'ﬂw’f"(f» y+ae )+

ol les quantités f/(v), £(V), f(¥")s ... dénotent les fonetions primes
de f(x,v,y',y", ...) prises suivant y, v', ¥”, ..., et les (uantités
S S (s ) S7(¥)s .. dénotent les fonctions secondes de la fone-
tion f(@, ¥+ o, ¥+ ', ¥+ 20", ...) prises relativement i y seul,
d vety’, ay seul, et ainsi de suite; le nombre % est indéterminé ou
plutot inconnu, et peut étre différent dans les différentes fonctions;
mais il doit étre le méme dans la méme fonetion, et il doit toujours
étre venfermé entre les limites o et 1.

Done il faudra que la fonction primitive de la quantite

o f ) =o' ') 0" ")+

o )/-v

.,._..- () 40w [y y) ./”(.7)—""'

ait toujours une valeur négative pour le maximum et une valeur posi-
tive pour le minimum, quelque valeur qu’on donne i la fonction o
et aussi petite que cette valeur puisse étre, en prenant cette fonction
primitive de maniére qu’elle soit nulle lorsque x==a et y faisant
ensuite x = b.

Or, sans connaitre la quantité v, on peut prouver qu’il est toujours
possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la

IX 38
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partie qui ne contient que les premieres dimensions de o, o, o", ...
ait une valeur plus grande, positive ou négative, que la fonction pri-
mitive de 1'autre partie. Car, en substituant iz a la place de w, « étant
une quantité variable quelconque et ¢ un coefticient constant, la pre-
miere partie se trouvera toute multipliée par ¢ et la seconde le sera
pari?, et leurs fonctions primitives seront aussi multipliées par ¢ et par
%5 etil est visible qu'on pourra toujours donner a ¢ une valeur assez
petite_pour que la premiere de ces fonctions surpasse la seconde, du
moins tant qu'elle ne sera pas nulle. Dot P'on conclura qu'on pourra
toujours prendre la quantité o assez petite pour que la valeur totale de
Ia fonction primitive dont il s’agit soit nécessairement positive ou néga-
tive, suivant que celle de la premiere partie de cette fonction le sera.
Mais il est visible que celle-ci doit changer de signe en changeant le
signe de la quantité o. Donce il sera impossible que la fonction totale
soit constamment positive ou négative, indépendamment de la valeur
de w, & moins que la fonction primitive de la partie qui ne contient que
les premieres dimensions de o, o', o”, ... ne soit nulle, quelle que soit
la valeur de . Done le maximum ou minimum ne pourra avoir lieu, i
moins que la fonction primitive de la fonction

o flyy e ) e ")+

ne soit nulle, quelle que soit la valeur de o.
Cette fonction étant nulle, il fandra alors que la fonetion primitive

de Iautre partie
3ot 7)) A [T ) g

soil positive pour le minimum et négative pour le maximum, en don-

nant i o une valear quelconque aunssi petite qu'on voudra.

62. Pour satisfaire i la premiére de ces conditions de la maniere Ia
plus générale, nous remarquerons que, puisque la quantité o doit
demeurer indéterminée, la foncetion primitive de la fonction

v

mf'u’} + m'f'(]") +- m"‘f R S
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ne peut étre que de la forme
a+ o + o'y "+,

ou la plus haute des fonctions dérivées o', o”, ... sera d'un ordre
moindre que dans la fonction proposée; c’est de quoi il est facile de se
convaincre avec un peu de réflexion sur la forme des fonctions dérivées.
Prenant done la fonetion prime de cette quantité, en regardant «, g,
Yy ««. comme des fonctions de @, ¥ étant supposé aussi fonction de .,
on aura
o i wd o' B+ e y+0) ..,
ety comparant avee la fonetion proposée, on aura

amo, Gy BV =S v+ =07

La premiere équation donne « égal & une constante arbitrairve; les
autres équations serviront i déterminer £, v, 3, ..., et, comme il est
facile de voir que le nombre de ces quantités est nécessairement
moindre d'une unité que celai des équations, il en résultera une équa-
tion de condition qui devra étre satisfaite pour que le maximum ou
minimum ait licu.

Pour cela, il n’y a qu'h mettee ces équations sous cette forme

@I» .f/():’ ‘6! e ,/// = [./‘/(]/)]/’ 7/: _,r_ l;'” - [./‘/(]_l/‘)]u' ey

en prenant les fonetions primes de Ta seconde, les fonctions deuxiemes
de la troisieme, et ainsi de suite; retranchant ensuite alternativement

I'une de l'autre, on aura

N A B T A AT ) -

o les traits appliqués aux parentheses dénotent les fonctions primes,
secondes, ete. des quantités renfermées entre ces parentheses.

Cette équation sera done commune au maximum et au minimum, ¢t
servira a déterminer la valeur de y en fonction de a; elle sera, comme
il est aisé de le voir, d'un ordre double de celui de la fonction

Fa,y,v', ¥, ...
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63. Les mémes équations
BHy/=L0 v ="
donneront, par un procédé semblable,

Bo=L ) = LL O +LF T~
y=fr =L O -
B (i

Soit, pour abréger,
Q=0+ o'y -+ w0 4. ..

la fonction primitive de la quantité o f7(v)+ o' f(¥)+... sera 2+ Q,
et, comme cette fonetion doit étre nulle lorsque r=a, si 'on dénote
par A la valeur de € qui répondra & »==a, on aura, puisque o est une
constante arbitraire, 2+ A= o, et par conséquent «=-—A. On aura
done Q — A pour la fonction primitive, qui doit étre nulle, en vertu du
maximum on minimum, lorsque .r == b. Si donc on dénote encore par B

la valeur de & qui répondra & == b, on aura I'équation
B- A:=zo,

a laquelle il fandra satisfaire par le moyen des constantes arbitraives
qui_entreront dans U'expression de v quon déduira de 1'équation
trouvee ci-dessus, en ayant égard d'ailleurs aux conditions spéciales
du probleme.

Ainsi, par exemple, si la valeur de ¥ est donnée pour les valeurs «,
b der, alors la valeur de o sera nulle dans les deux quantités A et B
si, de plus, la valeur de ¥ était aussi donnée pour les mémes valeurs
de e, les valeurs de o seraient aussi nulles dans A et B; et ainsi de
suite.

Les quantités v, o', ", ... étant réduites au plus petit nombre pos-
sible tant dans Pexpression de A que dans celle de B, on égalera i
zéro le coefficient de chacune de celles qui resteront pour satisfaire i
I'équation B -~ A == o, indépendamment de ces quantités.
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64. Ayant ainsi satisfait 2 la premiere condition, il ne vestera plus

qu’a remplir autre condition, qui consiste en ce que la fonction pri-
mitive de la quantité

s f7(y) oo [y )+ I f )+
doit étre, entre les mémes limites a et b de ., toujours positive pour le
- minimum et négative pour le maximum, en supposant que la valeur
de w soit quelconque et aussi petite qu’on voudra. ‘

Je remarquerai d’abord ici que, quoique les fonctions /7y,
S (¥, ¥), ... renferment essentiellement les quantités o, o, ... (n° 61),
on peut prouver, par un raisonnement semblable & celui du n° 55, qu'il
suffira, pour le maximum ou minimum, que la condition dont il s’agit
soit remplie en supposant le coefficient % égal & zéro, ce qui fait dispa-
raitre ces quantités des fonctions dont il s’agit, en sorte que ces fone-
tions ne seront plus alors que les fonctions secondes de Ta fonetion
S, y, ¥ 0", ), prises relativement & y seul, & y et y', a v seul, ete.,
et auront, par conséquent, des valeurs déterminées en v, v, v’y .. ..

Cela posé, si P'on rappelle ici le théoreme que nous avons démontre
dans la premiere Partie (n° 38), on en conclura que la condition dont

il s’agit serait satisfaite si la proposée
a0 f7(y) + oo [y y) -

ctait telle qu'elle fut constamment positive ou négative pour toutes les
valeurs de x, depuis x = a jusqu’a .r = b, indépendamment des quan-
Lités o, o', w’, ..., et, comme nous avons donné plus haut (n® 56) les
conditions les plus générales pour qu'une quantité de la forme dont il
s'agit soit nécessairement positive ou négative, il n’y aura qu'a exa-
miner si ces conditions ont licu dans la quantit¢ dont il s’agit. Si elles
n’avaient pas lieu ou si elles n’avaient lieu que dans une partie de cette
quantité, il faudrait alors chercher la fonction primitive de 'autre par-
tic et la rendre nulle, ou au moins positive pour le minimum et néga-
tive pour le maximum, indépendamment des quantités o, o', o”, ....
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65. Pour simplifier la solution de cette question, nous supposerons
d'abord que la quantité proposée ne renferme que les carrés et les pro-
duits des deux quantités w, »’; on verra aisément que la méme mé-
thode s"étend-aux cas plus compliqués, et nous représenterons par cette

formule
M+ w0’ N+ w'2P

la partic de la méme quantité qui est toujours positive ou négative
entre les limites @ == a, x = b; 'autre partie sera

W[5 () = M)+ o’ [f"(r,2) = N] + o [3/"y) - P],

dont il faudra chercher la fonction primitive, et il est facile de s’assurer
d'avance que, pour que la quantit¢ o demeure indéterminée, cette
fonction ne pourra étre que de la forme p+w?v; prenant donc sa
fonction prime et comparant terme d terme avee la précédente, on
aura

e Y ) My s Ty Ny o= [y - P

La premiere de ces équations donne p égale & une constante arbi-
traire, ot les trois autres serviront i déterminer les valeurs de M, N, P,
(qui seront

Mo LY, N f"(on ') — 2y, P f7007),

et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent
des formules du n® 56. Or, en prenant les quantités o’ et o @ la place
des quantités p et ¢, et par conséquent P, N, M a la place de A, B, C,
et faisant T == M — ?:,, on aura pour le minimum les deux conditions
P soet T o, et pour le maximum les conditions opposées P <o et
T< o, ou bien une des deux quantités P, T égale & zéro, tant pour
le minimum que pour le maximum, et ces conditions devront avoir
licu pour toutes les valeurs de ., depuis .r == a jusqu'a x = b, pour que
la quantité P + ww'N + »*M soit constamment positive dans le
premier cas et négative dans le second entre ces mémes limites.
Comme la quantité P est donnée, elle indiquera tout de suite le maxi-
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mum ou minimum; mais on n'cn sera assuré que par l'autre con-
dition T> ou <o, ou bien = o pour les deux cas.

66. De plus, et c’est ici une condition hien essentielle, il faudra que
les quantités M, N, P ne deviennent point infinies entre les mémes
limites, pour qu’on puisse étre assuré que la fonction primitive de la
quantité dont il s’agit sera nécessairement positive ou négative, d’apres
le théoreme du n® 38 de la premiere Partie; car ce théortme, étant
fondé sur la nature du développement des fonctions en séries des puis-
sances positives de la quantité ajoutée i la variable, est nécessaivement
sujet aux exceptions attachées a la forme de ce développement, que
nous avons examinées n® 30 (I* Partic) et n® 13 ci dessus; il pourra
donc étre en défaut si les fonctions dérvivées de la fonction primitive
deviennent infinies, parce qu’alors le développement n'aura plus la
méme forme; c’est ce qui arrivera néeessairement lorsque la fonetion
primitive passera du positif au négatif par Uinfini, comme les tangentes
des angles; alors, pour la valeur de .« répondant i ce passage, le
développement de la fonction de .+ £ aura son premier terme de la
forme A¢™, m étant un nombre impair négatif, et la foncetion prime
ainsi que toutes les suivantes seront infinies. Dans ce cas, la fonction
primitive pourra changer de signe, quoique sa fonction prime conseryve
toujours le méme signe.

Pour en voir un exemple bien simple, il 0’y a qu'dc considérer la
fonction ;»é;a qui est =1 lorsque r=; ¢t =--2 lorsque 2 :=2;
cependant sa fonction prime 0 ! o ¢ Ust toujours positive tant que .x
a une valeur réelle. Iei la fonction primitive et toutes ses dérivees
deviennent infinies lorsque .r==1.

C’est une modification a apporter au théoreme dont il s’agit, mais
qui n’'influe point sur la conclusion qu'on en a tirée dans le n° 39.

67. Ayant satisfait & ces conditions, on aura la fonction primitive

P+ »?y,
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dans laquelle p est une constante arbitraire qu’on déterminera en
sorte que la fonction soit nulle lorsque x=a. Supposons w?v==(Q),
et soit (A) la valeur de () lorsque x = a; on aura p.=—(A). Ainsi
la fonetion primitive dont il s’agit sera

(@) — (A),

laquelle devra étre nulle ou positive pour le minimum et négative pour
le maximum, en faisant x = b. Soit donc (B) la valeur de () lbrsque
a:= by il faudra que P'on ait (B)— (A)> ou <o pour le minimum ou
le maximum, ou == o pour les deux cas, indépendamment de la valeur
de o, qui doit demeurer indéterminée.

Si la valeur de y est donnée pour les valeurs a et b de a, la valeur
correspondante de o étant alors nulle, on aura (A)=o, (B):==o0, et la
condition précédente sera remplie tant pour le maximum que pour le
minimum. Mais si les valeurs de y ne sont pas données, alors il fau-
dva que 'on ait, pour le minimum, v= ou >o lorsque x=25 et
v ou <o lorsque & == a; et, pour le maximum, v = ou <o dans le
premier cas et v== ou > o dans le second.

A 'égard de la valeur de la quantité v, elle dépend simplement de la
condition T ou M -- ’i\;,>o pour le minimum et <o pour le maxi-

mum. Cette condition sera done, en substituant les valeurs de M,
N, P,

TSP VAT ML)

T - ou 0,
2. /"> >on<

et Pon pourra prendre pour v une fonction quelconque de & qui y
salisfasse,
Ce qu'il y aurait de plus simple, ce serait de supposer la quantité T
nulle (n° 63), ce qui donnerait I'équation
,' MDP — N2 0,
SO o = (s ) - 2v]r =0,

par laquelle on pourrait déterminer la valeur de v, et le maximum ou
minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P ou § /7(¥).

savolr
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On aurait de cette maniére le méme résultat que donne la méthode
proposée, dans les Memozres de U Acadeémie des Sciences de 1786, pour
distinguer les maxima des minima dans le Caleul des variations. Mais,
d’apres ce que nous avons dit ci-dessus, il faudrait, pour I'exactitude
de ce résultat, qu'on pit s’assurer que la valeur de v ne deviendra point
infinie pour une valeur de .r comprise entre les valeurs données a et b,
ce qui sera le plus souvent impossible, par la difficulté de trouver
I"équation primitive en v ¢t 2. Sans cette condition, quoique la quan-
tite

oM + wo'N -+ o2

devienne alors de la forme

et qu'elle soit, par conséquent, toujours positive on négative, suivant
que la valeur de P le sera, on ne sera jamais certain de I'état positif ou
négatif de sa foncetion primitive.

68. Pour en donner un exemple qui pourra servir en méme temps
dapplication de la méthode que nous venons d’exposer, supposons que
la fonction /e, y, 3, .00, dont la foncetion primitive doit étre un maxi-
mum ou minimuni, soit

)

PE Ay e nyt
en prenant les fonctions primes et secondes, on aura
L) 2 my’ -y, A0 SRR A0 N T

SO Sy e [ s

substituant ces valeurs dans 'équation générale du n® 62, qui, dans ce

cas, se réduit

VARG IV A AN I
on aura )
2imy’ = ny; — 2y —my'y o,
Savolr
)= ny =0

1X. 3
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pour I'équation du maximum ou minimum. Cette équation est suscep-
tible de la méthode du n” 55 (I Partie) et donne sur-le-champ

PR g’e*‘\'” + he=e\n,

g etk étant deux constantes arbitraives; si 2 était une quantité néga-
tive = — A%, alors on aurait, en prenant d’autres constantes arbitraires
geth,
yoogsin(hx--h.

Supposons, pour plus de simplicité, que les valeurs de y soient don-
nées pour les deux valeurs extrémes a et b de.e; les quantités A et B
seront nulles d'elles-mémes, et 'équation B =2A sera satisfaite (n° 63 );
on déterminera done les constantes « et b de maniere que y ait les
valeurs données lorsque v 2:a et == b.

Maintenant, nous aurons, par les formules du n” 65,
M on-—v, Noom—yu, P 1,

dPoit Fon voit que, puisque P oest o, 00 0’y a que e minimum qui
puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer 'exis-

tenee du minimum; il fandea de plus que Pon ait

M \l-' >0 ou O,
A

Soit e M-,

|l" > 05 0N aura

nov ey

en prenant pour v une quantité qui ne devienne point infinie entre les
limites @ et b de o Si la valeur de nest positive, il est elair qu'on peut
saltisfiire & cette condition en faisant v = me; ainst on sera assure, dans
ee cas, de Pexistence du minimum, puisque les deux quantités (A) et
(B sont d'ailleurs nulles par Phypothese que les valeurs de y sont
données pour s a et - b (n” 67). Mais, si n est négative et = 42,

on aura alors la condition

>N LS TESETALN
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et il n’est pas aisé¢ de trouver une valeur satisfaisante de v, ni méme de

s’assurer qu’on pourra la trouver.

.- N
Soit: 2 M — i == 03 On aura

— v = 4 ()2
Je suppose
m — v - /n‘p;

(X}

) aurai

] 4 “
— 4 pR,
7 e
ce qui donne
i
IR N
1 o '

et, prenant les fonetions primitives des deax membres,

angle tangp - hx 4 d,
savolr
o tang(ha 4-d,

d étant une constante arbitraire. Cette valeur devient infinie

Inrsth

kx +d = i I'angle droit, ou a trois angles droits, ou ete. Done on ne

sera pas assuré de Pexistence du minimum si la quantité (b - «)k est

plus grande que la valeur de deax angles droits,

En effet, pour que le minimum ait lieu en général, il faut (0 6%

que la fonction primitive de la quantité

o

nm? -k o mme -+ o'

soit positive, quelle que puisse  étee la valeur de o, Supposons

w-=esinag cette quantité deviendra

SR . N L fV=n 1= N .2 .
2{nsinr + om sinx cosx + costx) :-‘( ~+ - COS22 -+ M .sm'm.> v

2 P
dont la fonetion primitive est

AR V—n o, m \
(o2 4~ SiN2x — - 0822 ) + 0,
o 4 2

¢ étant la constante arbitraire qu'on déterminera de maniere que Ia
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fonction primitive soit nulle lorsque x =a; ensuite on fera x=10.
Done, si I'on suppose a=o et b égal i deux angles droits, afin que la
valeur de o soit nulle lorsque r=a et =& suivant I'hypothese, on

2m \ . o : ;
aura e==" " et la valeur complite de la fonction primitive dont il
s'agit sera

({r-+nib,

D représentant Pangle droit; et il est visible que cette valeur pourra

devenir négative lorsque o == —A*, en prenant £ >1.

69. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les secondes
dimensions de o, o', ... contienne aussi o”, en sorte qu'elle soit de

la forme (n" 61

.

Y-l"‘/‘”‘: }) - mm'f”‘\)'- )J‘ - %!n'i’f”: ‘).1 i (1)’:)”‘/‘” “]_,) n‘v - O\/,},Ill’-lr;}/, ’:’ _r/; + %(‘)nz‘/-;’()_u

nous prendrons

oM o' N 2P e an”Q - e'n”R - w28
pour la partic de cette quantité qui doit étre assujettie aux conditions
de Ta formule du n” 56, etil faudra que la différence de ces deux quan-

tites soit susceptible d'une fonction primitive indépendamment de la

quantité w. Cette fonction ne pourra doune étre que de la forme
KON Wy - o' -+ 'nl“".f;,
et 'on trouvera, pav la comparaison des termes, les équations
w0,
vy M,
Yy g :._,:‘,w()."’." N,
LIRS IREY A
© ":f"\}"}'” - Q,
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lesquelles donnent p. égale & une constante arbitraire, ensuite

M= f"(r) =¥,
N=/f"po' =y =0,
L= f7{y) —w —p,
QS r"  w,

ol les trois quantités v, m, o demeurent indéterminées; mais il faudra
les prendre telles qu'elles satisfassent aux  conditions auxquelles
doivent étre assujetties les quantités M, N, P, ..., et qu'on peut déduire
du n® 56, cn prenant les quantités o”, o, o a la place des quantités p,

q, r. Ainsi, si Uon fait

R . OR
T =P .- = ! L
T=P o VN S0
. Qr . . Ve
XM VN

les conditions pour le minimum seront S>>0, T ~oelt Y -o, et, pour
le maximum, S <70, T< o, Y-"o0; et ces conditions devront avoir licu
pour toutes les valeurs de ., depuis v ==« jusqu’a - b, La valeur de S
indiquera le maximum ou minimum; mais on n'en pourra étre assure
que par le concours des deux autres conditions. De plus, il faudra que
les quantités M, N, P, Q, R, S ne deviennent jamais infinies entre les
mémes limites, par les raisons exposées plus haut (n° 66).

Enfin il fandra que, en supposant
|: Q== 0y -+ om'ey + (n"-’p,

et prenant (A) et (B) pour les valeurs de () qui répondenta .r - a et
x =20, la quantité (B) — (A) soit positive pour le minimum et négative
-pour le maximum, indépendamment des valeurs de o et de o’ (n° 67

On suivra les mémes procédés pour les fonctions plus compliquées.
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70. Si les valeurs de v, ¥, ... n’étaient pas données pour les valeurs
a et b de a, mais qu'il y edat seulement, par la nature du probleme, une
relation entre ces quantités, représentée par 'équation

! R .
T, ¥y, . . =0,

alors, suivant les principes du n® 58, il n’y aurait qu’a ajouter a la
fonction, qui doit étre positive pour le minimum et négative pour le

maximun, la quantité

WA

B S R o R O R T R A T e A TR e e T

multipliée par un coeflicient indéterminé T, et traiter ensuite les quan-
tités o, o comme indépendantes. Ainsi, si la condition dont il s’agit
doit avoir heu pour la valeur de =2 w, on ajoutera anx deux quantites
Aet e (v 63, 67) les quantités

Plog o)+ ol 907 ]

{
\

”

FLbet o ) 4 o o )],

vapportées o la meéme valear de s et, si cette condition devait avoir
Hea pour la valeor b, on ajouterait aux valeurs de B et de (B) les
meémes quantités rapportées i = b,

On saiveait le méme procédé pour chacune des conditions données,

sy enavait plusieurs,
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CHAPITRE XIII

EXTENSION DE LA METHODE PRECEDENTE AUX FONCTIONS D'UN NOMBRE QUELCONQUF
DE VARIABLES. PROBLEME DE LA BRACHISTOCHRONE. CARACTERES POUR DISTINGUER
SI UNE FONCTION PROPOSEE EST OU NON UNE FONCTION PRIME, OU EN GENERAL

UNE FONCTION DERIVEE D'UN CERTAIN ORDRE.

71. La fonction proposée, dont la fonction primitive doit étre un
maximum ou un minimunm, pourrait contenir, outre les variahles .x
et y, une troisicme variable 5, indépendante des deax antres; on opére-
rait alors, relativement & cette varviable, comme on a fait velativement

\

av. Ainsi, en désignant la foncetion proposée par

flo, 2", oo 5,08, 2% ),

on v substituera i la fois les quantités y < o etz 47 i la place de y
et 3z, et il fandea, apres le développement, que Ta fonetion primitive de
la partic qui ne contiendra que les premicres dimensions de o, o,
W LT o soit nullel et que Ta fonetion primitive de Tapar-
tie qui contiendra les secondes dimensions de ces mémes quantités
soit positive pour le minimum et négative pour le maximum, indépen-
damment des quantités w et 7,

De L, par ane analyse semblable i celle du n® 62 et en conservant
aussi pour les fonctions primes velatives a4z, 57, 37, ... une notation
semblable 4 celle que nous avons employée relativement iy, ',

"

V', ... onaura ces deux équations,

SO =1L =LY o,
f,( ) oo [/I(zlv/]l'*' [,/”( 3”;]" Tl Oy

(2]
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qui serviront i déterminer les quantités y et s en fonction de x. En-
suite il faudra, relativement aux quantités s et 3, satisfaire a des con-
ditions semblables i celles qu'on a trouvées par rapport i v et w; c'est
un détail qui nous minerait trop loin et que le lecteur peut sup-
pléer.

On voit par Ia que, 8'il ¥ avait une quatrieme variable «, on aurait,
relativement i cette variable, une équation semblable a celles qui

répondent aux variables y et z; et ainsi de suite.

72. Mais si, dans la fonction / ax, v, ¥, ..., 5, 5°,...), la quantité s
dependait des quantités a et ¥y d'une maniere quelconque donnée par
I"équation

i,y o5 3, )=,
alors, suivant les mémes principes du n® 58, on ajouterait simplement
Fa fonction o v 0y ooz, 27, o0, multipliée par un coefficient indé-
terminé et vaviable A, & la fonetion proposée /T, v, v, o0 5,57, 0000,
et Pon chercherait, par les méthodes exposées, le maximum ou mini-
mum de la fonction primitive de cette fonetion composée, en regardant
les quantités v et s comme indépendantes. Ainsi, on trouvera d'abord,

pour le maximum ou minimum, les deux équations

Lo TSN LY e AT A [A
VAR TR IV A E-207 IR I AN AAREPRRTINN S S (6 S B U R WM E-Lo

d'oir, ¢liminant Ia quantité A, on aura une équation qui, combinée avee
Féquation donnée o, v, vy oo 205000 =0, servira i déterminer
les valears de y et s en fonetion de .

Entin, si la fonetion primitive de la fonetion /e, v, v, ... ne devait
¢lre un maximum ou un minimum quautant que la fonetion primitive
d'une autre fonetion i, v, o) serait donnée entre les mémes
valeurs « et b de ., il 0’y aurait qu'a chercher le maximom ou mini-
mum de la somme des deux fonctions primitives, aprés avoir multiplié¢
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la seconde par un coefficient indéterminé indépendant de x, ¢’est-a-dire
le maximum ou minimum de la fonction primitive de

f(x’.‘r’.’l" ...)_‘_A(?(x,}.,}.l, . 4))

en regardant A comme une quantité constante. De cette manitre, on
aura d’abord I'équation

LV =L+ LY = A9y} = AL 1T+ AL (") = o,

¢t 'on déterminera la constante A de maniere que la fonction primitive
de o(x, ¥, v, ...), prise depuis & =a jusqu'a x = b, soit donnée; et
ainsi du reste.

73. Les problemes de la brachistochrone et des isopérimétres, pro-
posés et résolus d’abord par les deux fréres Bernoulli, ont ouvert la
route pour traiter ce nouveau genre de questions de maximis et mini-
mis. On a trouvé ensuite successivement des méthodes plus générales
et plus simples, et 'on est parvenu enfin au Caleul des varations, qui
parait ne rien laisser & désirer sur ce sujet. Comme les équations trou-
vées plus haut (n* 62, 70) sont les mémes, i la notation pres, que celles
qui résultent de ce Caleul, nous pourrions nous dispenser de les appli-
quer i des exemples; mais il ne sera pas inutile de montrer encore, par
un exemple connu, Pusage des regles pour distinguer les maxima et
minima, et s’assurer de leur existence.

Nous reprendrons pour cela le probleme de la brachistochrone, ou
ligne de la plus vite descente, a cause de sa célébrité; il consiste,
comme l'on sait, & trouver la courbe le long de laquelle un corps pesant
descendrait dans le moindre temps d'un point donné & un autre point
donné et placé dans une verticale différente. Comme, par les principes
de la Mécanique, la fonction prime du temps est égale a la fonction
prime de P'espace divisée par la vitesse, et que, dans les corps qui
tombent par la pesanteur, la vitesse est toujours proportionnelle i la
racine carrée de la hauteur d’ou ils sont censés étre descendus, si 'on
rapporte aux trois coordonnées rectangulaires x, y, z la courbe décrite

IX. 4o
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par le corps, et qu'on prenne les abscisses & verticales, la vitesse sera
proportionnelle & yA +.r, et i+ y* + 3" sera la fonction prime de

' . P+ 7242 .
arc de la courbe (n° 37); ainsi ‘/-—\/—/L—-— sera proportionnelle a la
I +

fonction prime du temps, dont la fonction primitive devra étre un
minimum. On aura done

N Y v'+r‘;t}_j
f(x,f,],-..,u.c,...‘ V/l-+- .

done, prenant les fonctions primes, on aura

F) o0 fly) e e

'
”

Sz o, f18) =

v7'+1v'+“3 + 3

et Ponaura (n°70) les deux équations

r' ’
(V/.“v+ yie )
3’ '

lesquelles donnent d'abord ces deux-ci du premier ordre,

:) )

m et n étant deux constantes arbitraires.

En divisant ces deux équations 'une par 'autre, on a i = -3 done

ny” . . ..
30 = ety prenant Péquation primitive, on aura

ny
e e I
m
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/ étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant i un
plan vertical, puisque I'abscisse verticale x ne s’y trouve pas, fait voir
que la courbe cherchée est toute dans ce plan; ainsi, en prenant axe
des y dans ce méme plan, on pourra supposer s =o, en faisant { ¢t
n=o, et I'on aura pour la courbe cette équation unique entre les coor-
données x et y,

)

e = m,

— J_.;

RSN

d’oli I'on tire

CTIITIY

-+ x)

équation a la eycloide, les abscisses a étant prises sur le diametre du
cercle générateur et les ordonnées y perpendiculairement & ce dia-
metre.,

Puisqu'on suppose que les denx points extrémes de la courbe sont
donnés, les quantités o et Z répondant i ces points seront nulles, et les
valeurs des quantités A et B seront nulles aussi en prenant @ et b pour
les valeurs de a qui répondent a ces points; ainsi la condition B- -A=o
sera remplie. Si on faisait d'autres hypotheses relativement a ces
points, on trouverait d’autres résultats; nous ne nous y arréterons pas,
parce que ces différentes questions ont été déja discutées et résolues
par les principes du Caleul des variations. Mais il faut voir ce que
donnent les termes ol les quantités o el Z monteront i la seconde
dimension et dont la fonction primitive doit étre positive pour que e

minimum ait effectivement lieu.

’
~

Comme la fonction proposée fix, v, ¥, ..., 5,5, ...; ne contient
point, dans le cas présent, les variables y et s, mais seulement leurs
fonctions primes ¥’ et ', il est facile de voir que les termes dont il

s"agit seront simplement de la forme
RSV VR VPR E o 1 A EOR

et I'on trouve, en prenant les fonctions primes des quantités /7(y') el
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JS(z') relativement 4 y’ et z’,

- 1+ 3’2
SN = T
Vh 42 (1 4+ y'2+ 3'2)3

Izl

Sy )= z 5
Vh+a (142 +2'2)2

”,’,) _ I+'7_'ﬂ
2 pons 9

VI+ (1432 + 22)3

de sorte que la quantité dont il s’agit deviendra

V3 4§21+ y'2)
3 b

VI ¥z (14 )2+ 3t

w214 3'2) —2m'f

laquelle peut se mettre sous cette forme,

o4 4wz — )2
— i’
2yh 42 (1+ 2+ 3'2)2

ott I'on voit que cette quantité a d’elle-méme la propriété d’étre tou-
jours nécessairement positive, quelles que soient les valeurs de o et 4;
et, comme d'ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie tant que y’ et
3’ ne seront pas infinies, il s'ensuit que le minimum aura nécessaire-
ment lien dans la cycloide.

Nous n’entrerons pas dans d’autres détails sur ce probleme, qui offre
différents cas i examiner, suivant les conditions qu'on peut demander
relativement au premier et au dernier point de la courbe, et par rapport
i la courbe méme, qu'on peut supposer devoir étre tracée sur une sur-
face donnée. La solution de tous ces cas peut se tirer aisément des
principes établis ci-dessus. Joir la tin de la Lecon XXII du Caleul des

Jonctions \*).

74. L'analyse que nous avons employée pour trouver les maxima et
minima des fonctions primitives donne lieu & une observation impor-

*) OFEuvres de Lagrange, t. X.
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tante. Nous avons trouvé (n° 62) que, pour que la quantité
o f' () + o f{y) + o [y +

ait une fonction primitive, quelle que soit la valeur de o, il faut satis-
faire a I'équation

L) =L T+ ==

Done, si cette quantité était d’elle-méme la fonction prime d'une
fonction de x, v, y', ..., v, o', ..., I'équation précédente aurait aussi
lieu d’elle-méme et serait par conséquent identique.

Or on voit, par le n® 61, que la quantité dont il sagit n’est autre
chose que la partie du développement de la fonction

fle,y+o, ¥ +o,)"+u’,...)

qui ne contient que les premieres dimensions de o, o', o”, ..., et je
vais prouver (ue cette quantité sera nécessairement une fonction
prime si f(x,y, ¥, v", ...) est elleeméme une fonction prime d'une
fonction de x, v, v, ....

En effet, si cette fonction est une fonction prime, quelle que soit la
valeur de v en a, elle le sera encore en mettant y+o au licu de y,

quelle que soit la quantité w; done la fonction
flz,y+o,p+o,...)

sera aussi nécessairement une fonction prime, en prenant pour o une
fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit déve-
loppée suivant les puissances et les produits de o, o', o, ..., et déno-
tons respectivement par P, Q, R, ... les parties de ce développement
qui contiendront les premieres dimensions, les deuxiemes dimensions,

les troisiemes, etc. des mémes quantités; on aura
S,y 4w,y +o, "+ )= (2,03, )P Q4R+ ...

Ainsi, il faudra que la quantité P+ Q+R+... soit la fonction prime
d'une fonction de x, y, y', ... et de o, o', o, ..., et il ‘est facile de
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voir que chacune des quantités P, Q, R, ... devra étre en particulier
une fonction prime, puisque, ces quantités renfermant des dimensions
différentes de I'indéterminée o et de ses fonctions dérivées o', o, ...,
il est impossible, par la nature des fonctions dérivées, que les fonc-
tions primitives de P, Q, R, ... dépendent les unes des autres. Or on
a, dans le numéro cité,

P =0 f{y) ol S+ o %)

done cette quantité sera d'elle-méme une fonction prime. Donc enfin,
si la fonetion f{x, y, ¥’, y", ...) est une fonction prime, I’équation

S =Ly LromYy —-0romly+...=o

sera nécessairement identique,

Ih’»('iprmlm-nn'nt. on peut démontrer que, st celte équalion est i1den-
tique, la fonetion f(x, y, ¥, ", ...) sera nécessairement une fonction
prime, car nous avons vu que, si cette équation est vraie, la quantité
P est une fonetion prime, quelles que soient les valeurs de v et de w:
done elle sera encore une fonetion prime si a la place de ¥ on met y+w.
Supposons que, par cette substitution et par le développement suivant
les dimensions de o, ', 0", ..., la quantité P devienne P4+p+...5 la
quantité p contenant les premiers termes du développement dans les-
quels o, o'y o7, Lo ne formeront queddeux dimensions, on en conclura,
comme plus haut, que la quantité p sera en particulier la fonction
prime d'une fonction de vy v, ¥, oo o, o oo mais, par les formules
générales que nous avons données dans le n® 76 de la premiere Partie,
il est facile de voir quion a p=2Q: done la quantité Q sera une fonc-
tion prime, ¥ et o étant quvlmnqucs; done elle sera encore une fone-
tion prime en v substituant y + o pour v. Et, si I'on suppose que,
par cette substitution et par le développement suivant les puissances et
les produits de o, o, ..., cette fonction devienne Q +¢ + ..., la quan-
tité ¢ renfermant les premiers termes du développement ot les o, o',
w”, ... ne formeront que trois dimensions, on en conclura aussi, comme
ci-dessus, que la quantité ¢ sera elle-méme une fonction prime; mais
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par les formules du méme numéro on trouve g =3R: done la quantité
R sera elle-méme aussi une fonction prime, et ainsi de suite. En effet,
sir, s, ...sont les premiers termes du développement des quantités R,
S, ..., on aura (numéro cité¢), apres la substitution de ¥ + « & la place
de o, r=4S, s=5T, ..., dot I'on conclura, en suivant le méme vai-
sonnement, que les quantités S, T, ... seront aussi, chacune en parti-
culier, des fonctions primes.

Donc toute la série P4+ Q -+ R ... sera nécessairement la fonction
prime d'une fonction de &, v, ¥', ..., 0, o', ..., quelles que soient les

valeurs de y et o en 2. Done la quantité
Sz y+wy+o, . )= fle,pry, )

qui est égale a cette série, sera une fonetion prime en donnant it © une
valeur quelconque, et, par conséquent aussi, en faisant o == —y; or,
dans ce cas, la fonetion f(r, ¥-+w, ¥ +o',...) ne sera plus qu'une
simple fonction de 2 sans ¥ ni o, qui pourra étre censée la foncetion
prime d'une fonction de 2. Done la fonction f(a, v, v', v", ...) sera
elle-méme nécessairement la fonction prime d'une fonction de 2, vy,

v,

75. 1l suit de la que 'équation
S =L Y+rony -

contient le caractere pav lequel on peut reconnaitre si la fonetion
Sl vy v y”, o..) est ou non une fonetion prime.

On trouvera de la méme manieére que les deux équations
L =1L+ LN~ =0
'/'I(z) — [.f'/(z/)]f o+ [,/.I(:”U” —_— . =0
renferment le caractere par lequel on pourra reconnaitre si la fonetion

S, v, ¥, oo 5,5, 00) est ou non une fonction prime, les quantités
y et s étant indépendantes.
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Mais, si la quantité z dépendait de I'équdtion
Gy 5,5, =0,

on aurait, comme au n® 71,

Lo LS+ LS00~ Ay - [Ad' ) +[A¢ ) ... =0,
Sl = SE YL =AY = [A ()] + [A9(5"]) —...= 0,

et Péquation résultante de I'élimination de Uindéterminée A contiendrait
le caractére qui ferait reconnaitre si la fonction f(r, v,y ..., 5,2, ...)
est d’elle-méme, ou non, une fonction prime.

Puisque la fonction primitive de la quantité

o fly) e ) e iy
est représentée (n® 62) par
w3 -i- w'y w6+ ...,

enomettant, ce qui est permis, la constante arbitraire «, on trouvera,
de la méme maniere, que le caractere par lequel on pourra reconnaitre
Si cette fonction primitive est elle-méme une fonction prime sera ren-
fermé dans 'équation ’

PP ot S e
) 7 +0 Ce a0,

Laquelle, en substituant pour 4, +, §, ... leurs valeurs (n® 631, devient
el
S =l ot + 3 ==,

Ainsi, le systeme de cette équation et de I'équation trouvée ci-
dessus venfermera le caractere par lequel on pourra juger si la fone-
ton S, v, v " o) est d'elle-méme, ou non, la fonction seconde

"

d'une fonction de e, v, ¥, ¥, ... et ainst de suite.
76. Ces dilférentes équations répondent i celles que, dans le Caleul
différentiel, on nomme conditions d’intégrabilité, et dont on s’est beau-

coup oceupé dans ces derniers temps. Nous nous contenterons ici
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d’avoir établi, d’'une maniére directe et rigoureuse, le principe de la
correspondance de ces équations avec celles du maximum et minimum
des fonctions primitives, et-nous renverrons, pour ce qui coneernc
'usage de ces équations de condition, aux différents Ouvrages qui en
traitent, et surtout a la Legon XXI du Calcwl des fonctions (*), ou cette
matiere est traitée avec plus de détail et de généralité. On y trouvera
aussi un précis historique sur le probleme des isopérimetres, dont la
solution- générale, par la méthode des variations, fait Uobjet de la
Lecon XXII du méme Caleul, a laquelle nous renvoyons pour compléter
la théoric des variations exposée ci-dessus.

(*) QEucres de Lagrange, . X.
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CHAPITRE XIV.

DE LA MESURE DES SOLIDITES ET DES SURFACES DES CORPS DE FIGURE DONNEF.

77. Nous avons donné, dans le Chapitre VI, la maniére d'exprimer
par les fonctions les solidités et les surfaces des conoides formés par la
révolution d'une courbe donnée autour d’un axe; il nous reste &
étendre cette analyse i tous les corps dont la surface est exprimée par
une équation entre ses trois coordonnées.

Considérons d’abord un solide dont la surface soit exprimée par
I'équation

s =fla, r)i
son volume ou sa solidité sera exprimée en général par une fonction
de = et v, que nous dénoterons par F(x, v). Désignons aussi par
»(r, y) la fonction de a, y qui exprime l'aire de la section de ce solide
faite perpendiculaivement i I'axe des 2 et correspondante a I'abscisse .x;
done, en regardant y comme un parametre constant, et ne faisant
varier que .r, on aura, par le n® 27, I'équation
Fx, y) =92, »).

Or la section, dont g(x, y) est 'aire, est une courbe dont les ab-
scisses sont v et les ordonnées perpendiculaires sont s, et dont I’équa-
tion est

s=flz,y),

en regardant maintenant  comme un parametre constant qui ne varie
que d'une section a 1'autre. Donc, en prenant s a la place de y et v i
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la place de x, on aura (numéro cité)

Sflxoy)=9,(x, 7)),

I'accent mis au bas de la caractéristique ¢ dénotant la fonction dérivée
par rapport a y, comme nous l'avons pratiqué jusqu'a présent.
On a donc les deux équations

Flz,y)=9¢(x, ) et o(z,py)=flz,r)

d’oi1, éliminant la fonction marquée par ¢, aprés avoir pris les fone-
tions dérivées par rapport a y de la premiére équation, on aura

Fla,y) =flz,7).

Ainsi, pour avoir la fonction F(x, y) qui exprime la valeur ou la
solidité du corps dont la surface est exprimée par I'équation

z =f(x,r),

il faudra prendre la double fonction primitive de f(.r, ¥) relativement
axretay.

78. On peut aussi parvenir directement a ce résultat par la considéra-
tion suivante. Puisque F(x, y) représente en général la partie du corps
qui répond aux coordonnées x, y, il est clair que F(x+1, y)--F(z, y)
sera le segment compris entre les plans perpendiculaires a celui des x,
Y qui répondent aux abscisses x et x +1 et qui sont terminés par la
méme ordonnée y. Donc

Flx+i,y+0)—F(x,yp+0)—Flx+iy)+F(z,)y)

sera I'exces du segment qui est terminé par I'ordonnée y + o sur celui
qui est terminé par P'ordonnée y et il est visible que cette diffé-
rence n’est autre chose qu’un prisme dont la base est le rectangle o,
dont les arétes sont les ordonnées s de la surface qui répondent aux
quatre angles de ce rectangle, c’est-a-dire les ordonnées f(x, y),
Slx+1,y), f(x,y+0), flx+i, y+o), et dont la base supérieure
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est la partie de la surface interceptée: entre ces quatre ordonnées. Or
il est facile de voir que la solidité de ce prisme curviligne est néces-
sairement comprise entre celles des deux prismes rectangulaires dont
la base est la méme 7o et dont les hauteurs sont la plus petite et la plus
grande des quatre ordonnées dont nous venons de parler. Donc il fau-
dra que la fonction F(x, y) soit telle que la valeur de la quantité

F(x+i,y+o)—F(x+i,y)-—F(.r,y-i—o)—i-l"(.r,]')

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur des
quantités

ioflz,y), ioflx+i,x), iof(z,y+o0) iofix+i,y+o,

quelque petites que soient les valeurs de ¢ et de o.

Développons les fonctions marquées par F suivant les formules du
n°y8 de la premikre Partic. En poussant la précision jusqu'aux troi-
sicmes dimensions de / et de o, on aura la quantité

- 7o ., . io? _,, .
oF(x,y)+ " F/(x -+ Ai, y —+ ko) -+ - l Fjlz + A,y + ko

+ S [ o+ by ho) - Bz + b, )]
3
-+ .,ﬁq[Fu(x + i,y +2o) —F(z, y +2o)].

Développons de méme les fonctions marquées par f, mais en s'arrétant
aux premieres dimensions de ¢ et de o, a cause qu elles sont déja mul-
tipliées par io; on aura lm quatre quantités

io f(z,7),
io fx, y) -+ o f'{x -+ A, 7)
io flu,y) -+ i0* f,(x, y -~ do),
io fix, y) -+ 20 f'{x + X, y) + i0* fi(z, y + do),
et il faudra que la premiere quantité soit renfermée entre la plus

grande ct la plus petite de ces quatre dernieres, en prenant pour I et ¢
des quantités aussi petites qu’on voudra. Le coefficient ) peut étre dif-
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férent dans les différentes fonctions, mais il doit étre renfermé entre
les limites o et 1.

Or la différence de l'une a I'autre de celles-ci est, comme on voit, de
lordre de i'o ou de w0?, c'est-d-dire du troisieme ordre, en regardant
i et o comme trées-petites du premier. Mais la différence entre la pre-
miére quantité et 'une quelconque des quatre derniéres est

io[F(z, ) — f(x, )],

avec des termes du troisieme ordre; donc, pour que cette différence
soit toujours plus petite que la différence précédente, qui n’est que du
troisieme ordre, il est nécessaire que le premier terme, qui est du
second ordre, soit nul; autrement, il serait possible de prendre les
accroissements ¢ et o assez petits pour que ce premier terme surpassit
tous les termes du troisieme ordre et que par conséquent la premiere
quantité tombat hors des limites formées par les quatre autres quan-
tités. Il faudra donc que I'on ait

io[F,'(x, _1‘) — f(.z',y)] 0,
et, par conséquent,
Fiz, yl=f(x,r)

comme nous 'avons trouvé plus haut.

79. Supposons maintenant que la fonction F(x,y) représente la
mesure de la surface. Dans ce cas, il est clair que la quantité

Fle+di,y+o0)—Flx+1i,y)—Flz,y+0) +F(z, )yl

représentera la portion de surface comprise entre les quatre faces du
prisme droit qui a /o pour base.

Imaginons qu’aux extrémités des quatre ordonnées qui forment les
arétes de ce prisme on mene quatre plans tangents a la surface dans
ces points; on pourra prouver, par un raisonnement analoéue a celui
du n° 29 relatif aux tangentes, que la portion de surface qui forme la
base supéricure du prisme sera comprise entre la plus grande et la
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plus petite section du prisme, faites par les quatre plans umgems de la
surface courbe,

Soit « I'angle que le plan tangent & I'extrémité de I'ordonnée z fait
avec Paxe des x, y; on aura (n° 39)

tanga = /z'2 + 33,

Or on sait, par la Géométrie, que la mesure de la projection d’un plan
est égale & celle de ce plan multipliée par le cosinus de son inclinaison
sur le plan de projection. Donc, puisque les sections du prisme dont
il 8’agit ont toutes pour projection le méme rectangle io, la mesure de

Ia section faite par le plan qui touche la surface a I'extrémité de I'or-

Y IO 1
donnée 5 sera --—-; mais on a cosa = e done la mesure de
cosa v+ 3%+ 3}

cetle seclion sera
[0 1+ 33+ 32,

savoir, en substituant f(x, y) a 3,

ioVi+[flz, y P+ [flx, )]

Faisons, pour abréger, yi—+[ /" (x, y)]* +[ f(x, ¥)]*=9(x,¥); on
aura .
iog(x,y)

pour la mesure de la section dont il s'agit, et, mettant &+, y+oi la
place de x, y, on aura celle des sections faites par les trois autres plans
qui touchent la surface aux extrémités des ordonnées f(x + i, ),
Sl v+ o) et f(wx+1i, v=+o). Donc il faudra que la quantité
Flx+i,y+0)—F(z+i,y)—F(z,y+0)+F(x,y)
soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des quatre
quantités
iog(a,r), ltog(x-+1i,y), ioe(x,)y+0), iog(x+1i,y+o),
et, par une analyse semblable & celle du numéro précédent, on en con-

clura la condition

Flz,y)=9¢(z,y)=vi+[fizy) P+ L2 )
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80. On voit par la que I'ordonnée s d’une surface est la double fone-
tion prime prise par rapport & x et y de la fonction qui exprime le
volume ou la solidité du corps, et que la quantité y1+3*+3 est la
double fonction prime de la fonction qui exprime la surface elle-méme.

Ainsi, 'ordonnée = étant donnée en fonction de x et v, il faudra
prendre sa double fonction primitive pour avoir la solidité et la double

fonction primitive de 1 + 5" + 5" pour avoir la surface. On est libre
de commencer par la fonction primitive relative & & oud y; mais la pre-
miere fonction primitive admettra pour constante une fonction de
'autre variable qu’on aura regardée comme constante, et il faudra
déterminer cette fonction conformément aux limites données de la sur-
face. On déterminera ensuite, d’apres ces limites, la premiére variable
en fonction de la seconde, par rapport & laquelle on prendra de nou-
veau la fonction primitive.

81. Si, pour faciliter la recherche des doubles fonctions primitives
ou pour d’autres vues, on voulait changer les variables @, y en d’autres
variables ¢ et «, dont celles-la seraient des fonctions données, il fau-
drait, par les principes établis dans la premiere Partie (n° 50), multi-
plier d’abord les fonctions regardées comme dérivées doubles par x'y’;
mais ensuite on ne pourrait pas substituer immédiatement les valeurs
de 2/, ¥" en ¢ et ', parce qu’en prenant la fonction primitive par rap-
port a I'une des variables I'autre doit étre regardée comme constante.

Soit f(x, ¥) la fonction dont il s’agit d’avoir la double fonction pri-
mitive; pour changer les variables x, ¥ en d’autres variables ¢ et «, on
la mettra d’abord sous la forme 'y’ f(x, y). Supposons qu’a la place
de la variable x, par rapport a laquelle on veut prendre d’abord la
fonction primitive en regardant y comme constante, on substitue une
fonction donnée de ¢ et de y, ¢ étant une nouvelle variable qui rem-
placera .

Soit x=75(¢, ¥); on aura, en ne faisant varier que ¢,
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et la fonction proposée deviendra
re(siz,y),
dont il faudra prendre la fonction primitive par rapport a ¢, y'éta’nt
regardée comme constante, et ensuite par rapport a v, ¢ étant regardée

comme constante. Or on peut aussi substituer a la place de y une autre
variable u et supposer, puisque ¢ est a son égard constante,

r=4(su),
ce qui donnera, en ne faisant varier que v,
r'=yu).
Ainsi la fonetion proposée deviendra
) la) f o,y

laquelle ne renferme plus que ¢ et u, a cause de
xose{hy) y ooyt

et dont on pourra prendre la double fonction primitive par rapport i ¢
et i u.

Puisque a==9(¢, v) et y=={(¢, «), on aura, apres la substitution
de v, @ égale & une simple fonetion de ¢ et «, que nous dénoterons par
7\t 1), de maniere que les transformations de a et v en 7 et u seront
representées par

==yt uw), p=-Ut, u).
Or I'équation identique
RS ATY

donne, en faisant varier séparément ¢ et u,

\

O o () () = e,
¢'(0) (@) = o {u)s
climinant ¢°(y), on aura

o' byt - V) xin)

' Ylu)
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et cette valeur, étant substituée dans la derniere transformée de la
tonction proposce, donnera

L/ () (o) = o () ' (2] f (2,0,
qu’on peut mettre sous cette forme plus simple,
(y,—20") f(2,0),

dans laquelle o et ¥ peuvent étre des fonctions quelconques de ¢ et «,
¢t ol les traits supérieurs indiquent les fonetions dérivées par rapport
a 2 et les infeérieurs indiquent les dérivées par rapport a «.

82. Ainsi, en regardant 3 comme une fonction de @ et » donnée par
la nature de la Surface du corps, et supposant qu'on substitue i la
place de a, v des fonctions quelconques de ¢ et w, la solidité ou le
volume du corps et sa surface seront représentés par les doubles fone-

tions primitives relatives a ¢ et « des formules

i

(2 =20z et (20,2, ) |V (373 (5,3

ot il faut remarquer que les fonetions dérivées de s doivent étre prises
par rapport a . et y; mais, si Pon substitue tout de suite dans s, pour .
et y, leurs valeurs en ¢ etw, il est clair que s deviendra une simple
fonction de ¢ et «, et voici comment on pourra exprimer les dérivées
de 3 par rapport & et ¥ par ses dérivées par rapport i £ et u.

Pour distinguer ces dérivées les unes des autres, nous renfermerons
les premieres entre des parentheses. Ainsi (37) et (5,) désigneront les
dérivées de s prises par rapport & v et y, et g/, 5, désigneront simple-
ment les dérivées de z prises par rapport i 2 et u, apres la substitution
des valeurs de @, ¥ en ¢ et w dans 'expression de 5. En regardant done
s comme fonction de a, v, et x, ¥ comme fonctions de ¢, u, et pre-
nant les dérivées séparément par rapport & ¢ et i w, on aura, par les

principes ¢tablis dans la premiere Partie,
SX -+ (:I).‘yl’

- e | (= N
By= A5 AE )

1X. 42
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d'ou Von tire

o ,-' 9’ - !
Ly BN 3D N FE T
Lo ) = T I ("l/ T Xy !
), %) Y 1)

ce sont les valeurs qu'il faudra substituer dans le radical

\ ’|' -{ 1\3’,'{:;

et, la substitution faite, on aura la formule

e B e e T I R I PRl 70 A b

dont la double fonction primitive, prise par rapport a ¢ et & u, donnera
la surface du corps, les variables 3, @, y é¢tant maintenant regardées

comme de simples fonctions de 7 et g.

83. Ces expressions pour le volume et pour la surface d’un corps
quelconque, dont les coordonnées x, ¥, 5 sont supposées fonctions de

et w, ¢tant traduites en langage différentiel, deviennent

dtdu (

\

dr dy  dx dy
dt du  du dt

i de dy  de ay\: rds deds da m‘-'; (I:m</)ﬂ'““47:“}"1.;—->'-’
atdu (dl du  du l/l) + (:IT de du ;/I) (dt du  du dt)’

et veprésentent les éléments infiniment petits du volume et de la sur-
face, quiil faut intégrer et compléter d'abord par rapport a 'une des

deux varviables ¢, w, et ensuite par rapport a Uautre.

84. Pour donner une application de ces formules, nous supposerons
que le corps, dont on cherche la solidité et la surface, soit un ellipsoide
queleonque dont les trois demi-axes soient a, b, c; I'équation de sa
surface entre les trois coordonnées rectangles x, v, s, paralleles aux
demi-axes a, b, ¢, sera veprésentée ainsi,

a?
. _*..

r‘-‘ -2
a? be

-~
t- -3:’—“!.

d'ou P'on aura s en fonetion de @ et y.
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Mais on évitera I'irrationnalité de s en prenant deux angles indéter-
minés ¢ et u, et en faisant

x=asintcosu, y:=bsintsine, z=ccosl;

et, pour avoir le volume, et la surface de tout Pellipsoide, il suffira,
apres les substitutions, de prendre les fonctions primitives sé¢parément
par rapport a ¢ et u, depuis ¢ == o jusqu'a ¢ é¢gal & deux angles droits
et depuis w == o jusqu’h « égal & quatre angles droits; car cette trans-
formation des coordonnées de Pellipsoide, que M. Ivory parait avoir
employée le premier pour faciliter le caleul de Pattraction de ce solide
(Transactions philosophigues de 1800, vol. XI), a l'avantage de rendre
indépendantes les fonctions primitives relatives & ¢ et « lovsque la
double fonction primitive doit s'é¢tendre & la surface entiere.
In prenant les fonetions dérivées des a, v, 5 par rapport a ¢ et i w,
on aura
2'= acostcosu, y' = beostsinu, 5 = —c¢sint,

x, =z — asing sinu, 3= bsint cosw, 2, =20

et de lh on aura

2y, — ) w= absintcost,
sa,-- 3,2 aesin*tsin
2y, 2,0 = hesin?t cosu,

de sorte que les formules pour le volume et pour la surface de Pellip-

soide deviendront
abesint eost,  sintya?b? cost( 4 ¢ (atsin?u -+ b costu)sint,

dont il faudra prendre les fonctions primitives depuis 7 == o jusqu’a
(== et depuis « == o jusqu’a . : 27, % étant la demi-périphérie.

85. Considérons d’abord la formule

abe sint cos®t

L]
pour le volume. En substituant 1 - sin*za la place de cos*s et ensuite
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2sine — sin3¢au lieu de sin’e, elle devient
abe

~,}—(sinl+sin3l)'

dont la fonction primitive, prise de maniére qu’elle commence ol

{ =0, est

abe < L coth)
—7‘— 1— COSE 4~ o

3
Faisant ¢===, ce qui donne cos¢ = —1 et cos3? = —1, elle se réduit
) a2 abe
‘ 3

Il faut prendre encore la fonetion primitive de celle-ci par rapport
a o depuis 1=o jusqu'a w==2%; et comme la variable «, dont la fone-
tion prime est 1, ne 8'v trouve pas, il 0’y aura qu'a multiplier simple-
ment par 2z, ce qui donnera
fabe _
4T

pour la solidité ou le volume du sphéroide entier dont @, b, ¢ sont les
trots demi-axes.

86G. Venons i la formule rvelative & la surface et supposons d'abord,
pour la simplifier, @a==b, ce qui donne un sphéroide de révolution
autour de Paxe 2¢; elle deviendra

asinty b2 eostl + ¢t sint e,

ot lon voit que Tangle @ a disparu; je conserve la lettre 4 sous le
stigne, pour plus de généraliteé.
Faisons coss s, on aura sint == — s dailleurs on a sin®¢ ==1— §*;

on aura ainsi a transformée

woas' et (b -t 82,

dont il faudra prendre la fonction primitive depuis s =1 jusqu'a

N= 1.
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Soit 4* — ¢* =¢*; on aura la fonction primitive par rapport i s,

as n— - = ae? —
— v etst 4 o Iye? + e*s? — es):

faisant s ==1, clle se réduit a

ab ac?
ST ey
2 2E
et, faisant s = — 1, clle devient
«b ac?
SRR [Vt

2

Done la fonction primitive complite, relativement & s ou & 7, sera

act b e
ab + .1 x
ne b- e

Il faut de nouveau en prendre la fonetion primitive velative a w: el
comme la variable « ne s’y trouve pas, on se contentera de la mulii-
plicr par 2=; et, faisant maintenant b =«, on aura, pour la surface
entiere du sphéroide formé par la vévolution d'une ellipse dont fes

demi-axes sont @ et e autour du petit axe 2¢, la formule

. et b-e
AT e - ~~l )

oli ¢ ost Uexcentrieité —ya* — o2,

Pour que la valeur de e soit véclle, il faut que @’ ¢, et, par consé-
quent, que le sphéroide soit aplati et formé par La vévolution de Pel-
lipse antour de son petit axe ae.

Si P'on voulait avoir la surface d'an sphéroide allongé formeé par la
révolution d’une ellipse autour de son grand axe, il faudvait prendre 2e
pour son grand axe : alors la valear de e deviendrait imaginaive. Soit

I)Olll' e cas, ?—a® = ]‘4'; on aura
¢ l‘:\:«— .

et, passant des logarithmes imaginaires aux ares réels par les formules
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du n° 22 (I'* Partie), on aura, pour la surface cherchée, la formule

2T alt + '”m”gan le {tan E
:'1: - - e e e D — .
E - ang sa)

87. SiI'on n’avait pas fait a = b, et qu'on eut supposé, en général,

Carsin?u + b2 eos?u

V2o

’

on eat eu, pour la fonetion primitive relative & ¢, la formule

ac?Vt b+ e

ab - b ey
ne b-e

on

et bt V2,

et il aurait ¢té impossible, dans I'état actuel de I'Analyse, de trouver
la fonction primitive de celle-ci velative & «. Mais on peut toujours
avoir cette fonetion par approximation lorsque la différence des demi-
axes ¢ et b oest assez pvlilv.

1} a

Soil . ~= 05 cetle quantite cltant positive ou negative, la quan-
@

tite V*deviendra v+ dcos*u, et il 'y aura qu'a mettre, dans la for-
mule précedente, ¢ -t ccos?u) a la place de e* V2, ensuite développer
par rapport a . Done, si 'on suppose

e b Vb et

1- s fle?
RN/ LT Y N S R G e
on aura, en développant pav les fonetions dérivées relatives a ¢*, la

série
. . "’ " | BN ol e I N .
ab 4 f ey e et cosTa - - [T et i eos i+ — 5 S e et i cosbu -,
. Al . .}.l L. " ’
dont il faudra prendre les fonctions primitives relatives & « depuis
t== 0 Jusqui i ez o,

Désignons par 2zx, 2735, 27y, ... les fonctions primitives de cos?u,

cos'u, cos®u, ... prises entre ces limites; on aura, pour la surface de
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Pellipsoide dont a, b, ¢ sont les trois demi-axes, I'expression
’ 2 ay 10 1 ;e '+ 2 ! . F o 9 \
o ‘ab -+ fle?) + ac?i f'{c?) + ;;ﬁc‘l—'f (e} + ;)":'.-;/(‘“l"./ ey b

série qui sera d’autant plus convergente que la quantité ¢ sera plus
petite.

A Pégard des coefficients =, 2, v, ..., il est facile de les déterminer
en résolvant les puissances de cosw en cosinus d'angles multiples de «
par le moyen de I'expression exponenticlle imaginaire de cosu (ne 22,
I'* Partie), et, comme les cosinus ont pour fonetions primitives les sinus
correspondants, lesquels deviennent nuls aux deux exteémités ol =0
et w ===, il s'ensuit qu'il ne restera que les termes indépendants de
w, multipliés par 2=, ou il est facile de voir que ces termes ne sont
que les coefficients du terme moyen du binome, éleve a la deaxieme,
a la quatrieme, & la sixieme, efe. puissance, divisé par la meme puig-

sance de 2. Ainsi 'on aura

- -






TROISIEME PARTIE.

APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS A LA MECANIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

DE L'OBIET DE LA MECANIQUE. DU MOUVEMENT UNH"(H&ME ET DU MOUVEMENT
UNIFORMEMENT ACCELERE. DU MOUVEMENT RECTILIGNE EN GENERAL. RELATION

ENTRE L,ESI’.\(‘.E, LA VITESSE ET LA FORCE ACCELERATRICE.

1. Nous allons employer la théorie des fonctions dans Ia Mécanique.
lei les fonctions se rapportent essenticllement au temps, que nous
désignerons toujours par ¢, et, comme la position d’'un point dans
espace dépend de trois coordonnées rectangulaives v, y, z, ces coor-
données, dans les problemes de Mécanique, seront censées étre des
fonctions de ¢. Ainsi, on peut regarder la Mécanique comme une Géo-
métrie a quatre dimensions et ’Analyse mécanique comme une exten-
sion de PAnalyse géométrique. _

Considérons d’abord le mouvement rectiligne et supposons que .
soit I'espace parcouru pendant le temps £; on aura a == f(¢), et la fone-
tion /(1) devra étre telle qu’elle devienne nulle lorsque ¢ =: o. La forme
la plus simple de f(¢) est évidemment at, ce qui donne v = at, a étant
une constante; ainsi, dans le mouvement représenté par cette équation,
les espaces parcourus sont toujours proportionnels aux temps écoulés
depuis le commencement du mouvement, ce qui est la propriété du
mouvement qu’on appelle uniforme. La constante a, qui exprime le

IX. 43
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rapport de l'espace .au temps, est la mesure de ce qu'on nomme la
vitesse; c'est le seul élément qui entre dans cette espece de mouvement
et par lequel un mouvement uniforme differe d’'un autre mouvement
uniforme.

L’observation et I'expérience nous font voir qu'un corps mis en
mouvement d’une maniere quelconque, si 'on écarte toutes les causes
(’altération qui peuvent agir sur lui, continue & se¢ mouvoir de lui-
méme d’'un mouvement rectiligne et uniforme, d’olt il suit que la
vitesse, une fois imprimée, se conserve toujours la méme et suivant la
méme direction : ¢’est en quoi consiste la premiere loi du mouvement.

Si I'on représente le temps par I'abscisse et 'espace parcouru par
l'ordonnée d’'une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mouve-
ment uniforme une droite passant par lorigine des abscisses et que Ia
tangente de Pangle qu'elle fait avec I'axe sera la mesure de la vitesse
du mouvement.

2. La fonction de ¢ la plus simple aprés at est b2°; en prenant cette
expression pour f(¢), on aura une autre espece de mouvement reeti-
ligne représenté par 'équation = be*, dans laquelle les espaces par-
courus depuis Uorigine du mouvement sont proportionnels aux carreés
du temps.

Lobservation et 'expérience nous présentent aussi journellement ce
mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur, en faisant
abstraction de la résistance de air et de toute autre cause étrangere
d'altération. La constante b, qui est le seul élément qui entee dans la
constitution de ce mouvement, est la méme pour tous les corps dans le
meéme lieu de la Terve et dépend de Ta force de la gravité qui le produit
et qui agit sans cesse de la méme maniere sur le mobile. Ainsi, ce
mouvement ne se continue qu'en vertu de la force, qu’on peut regarder
comme une cause extéricure agissant continuellement sur le corps et
dont le cocefticient b est la mesure.

Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande

0 . ’ 1 ' M
-aison que les temps, on le nomme mouvement aceelere, et, en particu-
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lier, on appelle celui dont il s’agit uniformément acceléré, par la raison
que nous verrons dans un moment.

Si l'on représente ici le temps par I'abscisse et 'espace parcouru par
Uordonnée d’une courbe, on voit que cette courbe sera une parabole

dont le parametre sera ll; et dont P'axe principal sera 'axe des ordon-
nées y.

Le mouvement le plus simple, apres celui que nous venons de consi-
dérer, serait celui ott Pon aurait @ = ¢”; mais la nature ne nous offre
aucun mouvement simple de cette espece, et nous ignorons ce que le
coefticient ¢ pourrait représenter, en le considérant d’une maniere
absolue et indépendante des vitesses et des forces.

Ce sont 1a les mouvements simples dont toutes les autres especes de
mouvement peuvent étre regardées comme composées, et 'art de la
Mécanique consiste dans cette composition et décomposition, d'oi
résultent les rapports entre les temps, les espaces, les vitesses et les
forces.

3. Sil'on réunit les deux especes de mouvement que nous venons de

considérer, on aura le mouvement représenté par I'équation
x == at+ bi2,

(ui sera, par conséquent, composé d’un mouvement uniforme et 'un
mouvement uniformément accéléré, et qui résultera de la réunion des
deux causes qui peuvent produire chacun d’cux en particulier, ¢’est-
a-dire d’une vitesse proportionnelle & a, primitivement imprimée, e
d’une force aceélératrice proportionnelle & b, agissant continuellement
sur le mobile.

La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouvements
dans les corps pesants lancés verticalement de haut en bas ou de has
en haut, en faisant abstraction de la résistance de Pair et de toute
autre cause étrangere. Dans les corps lancés verticalement de haut en
bas, la force b agit dans la direction méme du mouvement, comme
nous le supposons; mais, dans les corps lancés verticalement de bas en
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haut, la force b agit en sens contraire ct devient par conséquent néga-
tive; elle tend ainsi & retarder le mouvement du corps et s’appelle
alors force retardatrice. Le mouvement lui-méme s’appelle, dans ce cas,
untformément retarde. '
L'observation nous fait voir que, dans la composition de ces deux
mouvements, chacun d’eux se conserve comme s'il ¢tait seul dans e
mobile, de maniere que Pespace parcouru au bout d’un temps quel-
congue est exactement la somme ou la différence des espaces que le
mobile aurait parcourus séparément, en vertu des deax causes qui pro-
duisent les deux mouvements, de sorte que le résultat, ¢’est-a-dire
Pespace parcourn, est le méme que si les deux mouvements avaient

lieu séparément et suceessivement,

&. Considérons maintenant un mouvement rectiligne quelcongue
representé par Péquation = f710) ) ¢tant une fonction quelconque
de 20 Au bout du temps ¢, le nmlnlv aurva parcouru Pespace fi¢), et,
au bout du temps ¢ 40, il aura parcoura U'espace /12 +4-0); par consé-
quent, la différence fiz4-0) - fie) sera Pespace parcourn pendant le
temps 0, quia commencé i Pinstant ob le temps ¢ a fini"La fonction
S0, étant développée suivant les puissances de 0, devient

. . i
S T
comme on aovu dans la premicre Pavtie; done Pespace parcouru

durant le temps 0 sera représenté par la formule
J_/ [ /II\I - __«lll [ o+

dans Taquelle le temps ¢ éeoulé avant le temps 9 est maintenant regard¢é
comue une constante. Ainsi le mouvement par lequel cet espace est

parcouru sera composé de différents mouvements pm'ti('ls dont les
I
espaces répondant au temps 0 seront 0 f7(¢), —;—j (), - 5[ (e ool

'on voit que le premier de ces mouvements partiels sera uniforme avee
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une vitesse mesurée par f'(¢) (n°2) et que le second sera uniforme-
ment accéléré et di a une force accélératrice proportionnelle & 4 /(1
(n°3). A l'égard des autres, comme ils ne se rapportent i aucun mou-
vement simple connu, il ne sera pas nécessaire de les considérer en
particulier, et nous allons faire voir qu’on peut en faire abstraction
dans la détermination du mouvement au commencement du temps 0.

En effet, si Uon développe la fonetion f(z+0) par notre formule
générale de la premitre Partie (n°* 40, 78), on aura

(,2 L (3 ”
) S+ oA URURAO

S+ 00+
% étant un coefficient inconnu, dont la valeur est nécessairement com-
prise entre o et 1, de sorte que espace parcouru dans le temps 0 sera

exprimé exactement par la formule

f2 k
0] ) A [ 1),

Les deux premiers termes représentent, comme Pon voit, le mouve-
ment composé d'uniforme et d'uniformément aceéléré; le troisieme
représente la totalité des autres mouvements qui se combinent avee
celui-la et qui empéchent le vreai mouvement d’étre un simple résultat
de ces deux. Mais j'observe qu'on peut prendre  assez petit pour que
le mouvement composé des deux termes 0 /7(¢) - ?4:-'/"’(1) approche
plus du véritable mouvement que ne pourrait faire tont autre mouve-
ment composé¢ d'un mouvement uniforme et d’'un mouvement unifor-
mément aceéléré; car la différence des espaces parcourus, pendant le
temps 0, par le mouvement composé dont il s’agit et par le véritable
mouvement sera exprimée par :0—!3 S -+30)5 mais Tespace parcourn
par tout autre mouvement composé d’un uniforme et d’'un uniformeé-
ment accéléré étant représenté par alh + 65 (n°® 3), la différence entre

cet espace et le véritable espace parcouru sera

: Ha
OLf(E — a] + 02[ L) - b] + i,
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et il est aisé de prouver, par un raisonnement semblable & celui du
n° 3 de la deuxieme Partie, que, tant que a et b different de f'(¢) et
1/7(t), on pourra toujours prendre O assez petit pour que cette der-
nicre différence surpasse la premiere, et que, des que cette condition
aura lieu pour une valeur de 9, elle aura lieu, 4 plus forte raison, pour
toutes les valeurs plus petites. Done le terme 0 f'(¢) exprime tout ce
qu’il peut y avoir d'uniforme dans le mouvement proposé, considéré
au commencement du temps 0, et le terme %f’(t) exprime de méme
tout ce qu'il peut y avoir dans ce mouvement d’uniformément accéléré.

On peat conclure de la que tout mouvement rectiligne, représenté
par U'équation e = (1), peut, dans un instant quelcongue au hout du
temps ¢, ¢tre regardé comme composé d'un mouvement uniforme di a
une vitesse imprimée au mobile, mesurée par £(¢), et d’'un mouvement
uniformément ace¢léré da i une force aceélératrice agissant sar le
mobile et proportionnelle & 3 /”(¢) ou simplement a f"(¢); que, pay
conséquent, st les causes qui empéchent le mouvement proposé d'étre
uniforme venaient i cesser tout i coup, le mouvement se continuerait,
des ecet instant, d"une maniere uniforme avee une vitesse mesuree
par f°(¢): et que, si I'effet de ces causes, au lieu de devenir nul, deve-
nait constant, le mouvement deviendrait composé du mouvement uni-
forme dont nous venons de parler et d’un monvement uniformément
aceelére, commencant au meéme instant, en vertu d'une force aceéléra-
trice constante et proportionnelle & /(¢). .

Plusicurs phénomenes de la nature, et surtout les vésultats des diffé-
rentes experiences qu'on a imaginées sur la chute des corps, con-
tirment pleinement la concelusion que nous venons de trouver, et qui
doit ¢tre regavdée comme le principe fondamental de toute la théorie
du mouvement.

5. Done, en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequel
Fespace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé, la fonetion
prime de cette fonetion veprésentera la vitesse et la fonction seconde

representera la foree aceélératrice dans un instant quelconque, car,
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comme les temps, les espaces, les vitesses et les forces sont des choses
hétérogénes qu'on ne peut comparer ensemble qu'apres les avoir re-
duites en nombres, en les apportant chacune & une unité déterminée
dans son espece, nous pouvons, pour plus de simplicité, exprimer
immédiatement la vitesse et la force par les fonctions primes et se-
condes, comme nous exprimons U'espace par la fonetion primitive. Dol
I'on voit que les fonctions primes et secondes se présentent naturelle-
ment dans la Mécanique, ol elles ont une valeur ¢t une signification
déterminées; ¢’est ce qui a port¢ Newton & établir le Caleul des fluxions
sur la considération du mouvement. Ainsi 'espace, la vitesse et la
force, étant regardés comme des fonctions du temps, sont représentes
respectivement par la fonction primitive, par sa fonction prime et par
sa fonction scconde, de maniere que, connaissant Iexpression de
Pespace par le temps, on aura tout de suite celles de la vitesse et de Ja
force par Panalyse directe des fonetions; mais, si 'on ne connait que
la vitesse ou la force par le temps, il faudra alors remonter aux équa-
tions primitives par les regles de Panalyse inverse.

Ces notions de la vitesse et de la foree aceélératrice sont, comme 'on
voit, tres-simples et indépendantes de toute métaphysique. Elles sont
fondées sur la nature du mouvement regardé comme le transport d’un
corps d'an licu a un autre. Si un corps demeure en repos, sa vitesse
estévidemment nulle; mais il peut éprouver action d'une foree aceélé-
atrice qui, ¢tant arrétée par quelque obstacle, ne produit qu'une ten-
dance an mouvement. Cette force est alors ce qu'on appelle pression
ou force morte el peut étre comparée a action qu'un corps pesant

exerce sur obstacle qui P'empéche de tomber.

6. Désignons par x Pespace parcouru durant le temps £ en regar-
dant  comme fonction de ¢, on aura, suivant la notation employée
jusqu’ici, &' pour la vitesse au bout de ce temps, et x” pour la foree
accélératrice dans le méme instant, d’ott P'on voit que, si la loi du
mouvement est donnée par une relation entre le temps, Uespace, Ia

vitesse et la force, on aura une équation du sccond ordre entre ¢, x,
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2, x”, d’ou il faudra tirer I'équation primitive en ¢, en x par les regles
de P'analyse inverse des fonctions, et I'on déterminera les deux con-
stantes arbitraires qui entreront dans cette équation par les valeurs
données de « et &’ dans un instant donné, ¢’est-a-dire par espace et la
vitesse, qu’on suppose connus dans cet instant.

Dans le mouvement uniforme représenté par I'équation x == at, on
aura done '

x'=a, a"=o0;

ainsi le coefficient a, rapport de 'espace parcouru au temps, expri-
mera la vitesse, et la force aceélératrice sera nulle. Dans le mouvement
uniformément accéléré et représenté par o = be*, on aura

x mobt et x2" = 20b.

Done la vitesse, dans un instant qyeleconque, est proportionnelle au
temps écoulé depuis Porigine du mouvement. Le rapport entre la
vitesse et e temps exprime la foree accélératrice et est double du rap-
port entre 'espace parcouru et le carré du temps. L’augmentation con-
tinuelle et uniforme de la vitesse dans cette espece de mouvement lui
a fait donner le nom de moucement uniformément accelere.

Ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les
forces accélératrices, ¢’est de prendree la foree de la gravité dans un

licu donné pour I'unité. Ainsi Pon aura, pour les corps pesants,

20 =0 et b -y
done

x ooy alsn = Woa
2

de sorte qu'on peut déterminer la vitesse par la racine carrée du
double de la hauteur d'ott un corps pesant doit tomber pour acquériv
cette vitesse, Par conséquent, si I'on veut prendre une vitesse donnée
pour l'unité des vitesses, il faudva alors prendre, pour I'unité des
espaces, le double de Ta hauteur nécessaire pour la produire.
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CHAPITRE II.

DE LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS, ET EN PARTICULIER DE CELLE DE TROIS
MOUVEMENTS UNIFORMES. DE LA COMPOSITION ET DECOMPOSITION DES VITESSES

ET DES FORCES. DE LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES DANS LE VIDE.

7. Nous venons d’examiner la nature et les propriétés du mouvement
rectiligne; le mouvement curviligne se réduit naturellement i deux ou
trois mouvements rectilignes, suivant que la courbe déerite par le
mobile est a simple ou & double courbure. En effet, en rapportant cette
courbe a deux ou trois coordonnées rectangulairves a, y, z, il est clair
que la détermination du point de la courbe olt le mobile se trouvera i
(-,I.mquu instant, dépendra de la valeur de ces coordonnées au méme
instant, de sorte que chacune de ces coordonnées sera une fonetion
donnée du temps, et pourra représenter Pespace rvectiligne parcouru
par un mobile qui serait la projection du vrai mobile sur chacun des
trois axes des mémes coordonnées.

Ainsi, si le mouvement se fait dans un plan, il pourra étre représenté
par les deux équations

2= flt), y=F(L,
d’olr, ¢liminant ¢, on aura en x et y I'équation de la ligne parcourue
par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans différents, il sera

représenté alors par les trois équations
z=f{), y=F{), z:=5(1)

d’ol1, ¢liminant ¢, on aura deux équations en , y, 5, qui détermineront
la ligne & double courbure décrite par le corps.
IX. i4
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Supposons d'abord que les trois mouvements relatifs aux axes des x,
4, 5 soient uniformes; on aura

r=at, y=»W, z=ct,
L)

a, b, ¢ ¢tant les vitesses de ces mouvements. Eliminant ¢, on aura
ha ex
S et "
« «
deux équations qui appartiennent i une ligne droite passant par Pori-
gine des coordonnées, et dont les projections sur les plans des xy et
. , b ¢
des as font, avee Paxe des a, des angles dont - et = sont les tan-
- (
gentes. La partie de cette droite qui répond aux coordonnées x, y, s

.

sera done
Va

ce sera Uespace déerit pendant le temps ¢, en vertu des trois mouve-
ments uniformes. Ce mouvement composé sera done aussi rectiligne et
uniforme, avee une vitesse égale i ya? + 0% -+ ¢, A Pégard de sa direc-
tion, il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coordonnées
o vy 5, etil estvisible que, puisque at, be, et sont les projections de la

ligne ¢ \/}i“ 4 0% ¢t sur les trois axes, les rapports

o h “
-

- T N . Ty -

vt b4 yad - b e a4 b2 o o2

seront les cosinus des angles que cette divection fait avee les mémes
axes, La somme des careés de ces cosinus est, comme on voit, égale i
Funité, ce qui est [a propricté connue des angles qu'une méme droite

fait avee trois autres droites perpendiculaires entre elles.

8. Nommons A la vitesse du mouvement composé et «, 2, v les
angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes; on
aura

Ao yat+- b2 4 ¢
et
1) «

a .
— Z=C0Sa, - = CO83, — = Cos
A A Y "
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d’ou Pon tire
a=Acosz, b=Acos3, c=Acosy.

On voit par la comment la vitesse A d’'un mouvement uniforme, sui-
vant une direction donnée, peut se décomposer dans trois vitesses a,
b, ¢ suivant des directions perpendiculaires entre elles.

Si donc un corps avait i la fois deux vitesses A et B suivant des di-
rections données, faisant avec trois axes perpendiculaires entre cux
les angles respectifs o, 4, v ek, u, v, il en résulterait, suivant ces mémes

axes, les vitesses ('.()mpos(w\s
Acosz+ Beosk, AcosB+ B cosp, Acosy - Beosy,

et ces vitesses donneraient une vitesse unigque C, avee une direction qui
ferait, avee les mémes axes, les angles o, 3, 5, de maniere que 'on au-
rait

G coswm= A cosa-- Bcosd,

Cceosp == A cosB + Beosp,

Ceose == A cosy -+ Beosy.

“Comme les lignes A cosa, A cosf, A cosy sont les projections sur les
trois axes de la ligne A prise sur la direction de Ta vitesse A, ¢t ainsi
des autres quantités semblables, il est facile de conclure ¢|ns~("(|uul,iuns
précédentes que, si Pon place les deux lignes A et B T'une au bout de
Pautre suivant leurs propres directions, la ligne G joindra ces lignes,
de sorte que A, B, C seront les trois cotés d'un triangle, et, si sur les
deux lignes A et B partant 'un méme point on construit un parallélo-
gramme, la ligne C en sera la diagonale. De cette maniere, la composi-
tion et décomposition des vitesses se réduit i une considération géo-
métrique tres-simple; mais, pour le calenl, il est plus simple encore de
tout rapporter i trois axes perpendiculaires entre eux par les formules
précédentes, qu'on peut étendre i autant de vitesses quon aura i com-
poser.

Nous remarquerons encore que, si 'on nomme A 'angle des deux
lignes A et B partant d’'un méme point, le carré de la ligne qui les
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joindra sera exprimé, comme I'on sait, par

A2— 2ABcosA + B2,
D'un autre coté, en considérant les projections de ces lignes, il est aise
de voir que ce méme carré sera exprimé par

(A cosa — Beos2)2+ (A cosP — Beosp)?-+ (A cosy — Beosy?

A2+ B2 — 2AB(cosz cosh + cos 3 cos u + cosy cosv),

v . .
d'ou 'on tirve, par la comparaison,
CO8A = €OS2 COSA + COSB COSp + COsY COSY,

equation qui donne la velation entre 'angle A de deux lignes et les
angles 2, 5, v et 2, w, v que ces lignes font avee trois axes perpendicu-
laives entre eux. Cette relation est connue dans la Trigonométrie sphe-
rique; mais, comme nous aurons occasion ere faive usage dans la
suite, nous avons été bien aise de la démontrer par la méthode des

projections.

9. La considération des mouvements uniformes nous a donné la
composition et la décomposition des vitesses; celle des mouvements
uniformément aceélérés nous donnera de méme Ia composition et [a
décomposition des forees. '

En effet, supposons ¢ue les trois mouvements rectilignes suivant les
axes des coordonnées ., y, 3 soient uniformément aceélérés et produits

par des forces aceélératrices g, A, &5 on aura (n® 6)

ha x
S SR

. [
8

ce qui fait voir que la ligne déerite en vertu de ces mouvements est
aussi une droite passant par I'origine des coordonnées. La partie de



TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE 1l. 349

cette droite qui répond aux coordonnées a, v, 5 sera donc aussi
VAT ytep st L2yt 4 b 4 ke

ce sera I'espace parcouru par le mouvement composé pendant le temps ¢,
’oit 'on voit que ce mouvement sera aussi uniformément aceéléré et
lignes § g¢*, £ Ae?, 3 k¢* sont les projections de la ligne § 7% y'g* + A%+ 4*

sur les trois axes, les rapports

g h

e e ) T AU — ] TR
\gz.i_ It b2 \/;_’,--_z+/¢2+/,-z \/D~

seront les cosinus des angles que la direction du mouvement composé
fera avee les mémes axes.

On voit par la que la composition des mouvements uniformément
aceéléres suit Tes memes regles que celle des mouvements uniformes,
et que, par conséquent, la composition et décomposition des forees
se fait de la méme maniere que celle des vitesses, de sorte que les for-
mules trouvées dans le numéro précédent s'appliqueront également
aux forces accélératrices, en substituant simplement les forces aux
vitesses,

Ainsi, si un mobile est sollicité a la fois par deux forees G et H, sui-
vant des directions données, dont les angles avee trois axes perpendi-
Culaires entre eux soient respectivement «, &, ¢ eUx, p, v, il en résul-

tera, suivant les directions des trois axes, les forces composées
Geosa+ M cosd, GeosB+ Heosp, Geosy + Heosy;

L, si K est la force unique résultante de celle-ci, en nommant w, 5, ¢
les angles que sa direction fera avec les mémes axes, on aura les équa-

tions
K coswm= G cosa + H cos},

K cosp == G cos 3 4- Hceosy,

Kcosz :Geosy + Hcosv.

Cette maniere de considérer la composition des vitesses et celle des
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forces comme des résultats de la composition des espaces parcourus me
parait la plus naturelle, et elle a I'avantage de faire voir clairement
pourquoi la composition des forees suit nécessairement les mémes lois
que celle des vitesses. Comme on peut considérer les forces indépen-
damment du mouvement, on a cherché a déduire leur composition de
principes purement géométriques ou analytiques; mais il ne serait pas
impossible de prouver que toutes les démonstrations qu’on a données
de la composition des forces ne sont que la composition des espaces,
déguisée s il n’en faut pent-étre excepter que celles qui sont fondées sur

Péquilibre du levier droit.

10. St les mouvements suivant les axes des coordonnées étalent
composés d'uniformes et d'uniformément accélérés, de maniere que
'on ent

xoal ALt y s b Yher, zoet S LR,
alors Ta ligne décrite en vertu de ces mouvements ne serait plus droite;
elle serait seulement dans un méme plan passant par Povigine des
coordonnées, car, en ¢liminant ¢ et £ des trois équations, on aarait une
équation de la forme
lx+my+ns o

Mais on peut composer i part les trois mouvements uniformes et les
trois mouvements untformément accéléres s et il en résultera un mou-
vement composé d'un simple mouvement uniforme suivant une direc-
tion donnée, et d'un simple mouvement uniformément accéléré suivant
une autee direetion donnce.

La nature nous presente aussi la combinaison de ces mouvements
dans les projectiles Taneés obliquement o Phorizon, en faisant abstrac-
tion de La résistanee de air. Le mouvement uniforme, effet de la vi-
tesse imprimée, se continue en ligne droite, comme s'il était seul; et le
mouvement uniformément aceéléré, effet de Ia gravité du corps, se con-
tinue aussi verticalement de haut en bas, comme s'il ¢tait unique dans
le mobile, de maniere qu'au bout d'un temps queleonque le corps se

trouve au méme point ot il serait si ces deux mouvements s'effec-
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tuaient successivement et indépendamment 'un de Pautee; ot i
chaque instant, le corps a a la fois la vitesse du mouvement uniforme
et la vitesse du mouvement uniformément aceélére, et de ces deux vi-
tesses suivant des directions différentes, se compose la vitesse du pro-
jectile. '

Soit H la hauteur d'ott il faudrait qu'un corps tombat pour acquérir
la vitesse avee laquelle le projectile est lancé obliquement & I'horizon ;
cette vitesse sera exprimée par y 21, en prenant la foree aceélératrice
de Ta gravité pour U'unité (n®6). De la, en prenant les abseisses @ ho-
rizontales et dans le plan de Ta ligne de projection, et les ordonnées vy
verticales et dirigées de haut en bas, et nommant « Uinelinaison de la
ligne de projection avee I'horizontale ., on aura vall cosz e 21l sinz
pour les vitesses horizontale et verticale : done les expressions de el
v deviendront .

= tyalleosa ol oty sing — 11-’.
parce que, la direction de la gravité étant conteaire i celle des ordon-
nées ¥, le terme J 72, dicd Paceélération de Ta gravité, doit étre pris ne-
gativement. En ¢liminant 7 de ces ¢quations, on aura
a?

Py langa — Tl cost s’
¢quation i une parabole, d’ott T'on pourra déduire les prnpri(;-u*s con-
nues de la trajectoire des projectiles dans le vide; mais ce n'est pas ici

le lieu d’entrer dans ce détail.
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CHAPITRE III.

DU MOUVEMENT CURVILIGNE. DES VITESSES ET DES FORCES DANS CES MOUVEMENTS.
EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT p'UN CORPS SOLLICITE PAR DES FORCES
QUELCONQUES. DE LA MANIERE D ELIMINER LE TEMPS DANS CES EQUATIONS POUR
TROUVER LA COURBE DECRITE PAR LE CORPS.

11. Considérons maintenant un mouvement quelconque, et suppo-
sons que les coordonnées a, v, s de la courbe décrite par le mobile
soient des fonetions données du temps ¢, Dans un instant quelconque,
au bout du temps ¢, le corps aura, suivant la direction de 'axe des .,
la vitesse a7 et la force accélératrice x” (n® 6); il aura pareillement,
suivant la direction de Paxe des v, la vitesse ¥ et la force accéléra-

"

trice ", et, suivant la direction de 'axe des z, la vitesse 3" et la foree

accelératrice 27, Done les trois vitesses o, ¥, 3" donneront la vitesse
composée ==y 4 3% que nous appellerons «, dont la direction

. . . 2 N
fera avee les trois axes des angles dont les cosinus seront *., 7,
{3 i

. de sorte que, nommant a, %, y ces angles, on aura (n° 8)
{
x'oucosa, yE=wcosd,  swcosy.

Nous remarquevons d'abord ici que Pexpression de la vitesse « du
mobile est la méme que celle de la fonetion prime de are de la courbe
parcourue (n® 37, 11° Partie), de sorte que, nommant en géncéral s Ues-
pace curviligne parcouru par le corps et le regardant comme une fone-
tion du temps, on aura s pour vitesse réelle du mobile, comme si le
mouvement était rectiligne. Nous remarquerons ensuite que la direc-
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tion de cette vitesse sera la méme que celle de Ia tangente de la courbe:
car, par les formules du n® 33 de la deuxiéme Partie, on voit que ' et
s” sont les tangentes des angles que la tangente de la courbe projetée
sur le plan des et v et sur celui des . et = fait avee Paxe des g mais,
comme dans ces formules v et 3 sont supposées fonetions de v, pour les
appliquer au cas ou Fon suppose .x, v, s fonetions d'une troisieme va-
riable ¢, 1l faudra, suivant la remarque du n® 50 de la premiere Partie,

. » 2N . .
substituer = et = & la place de ¥ et =7, de sorte que les tangentes des
P 7 .

o
angles dont 1l s’agit seront exprimées par % ot 7, ces angles seront
done les mémes que ceux des projections sur les mémes plans de la
ligne qui serait déerité par la vitesse composée de trois vitesses ', v,
5" (n° 7); par conséquent, cette ligne coincidera avee la tangente de la
courbe. De la il suit que, st les causes qui empéchent le mouvement
d’étre rectiligne et uniforme venaient i cesser subitement dans un in-
stant queleconque, le mobile continuerait son mouvement par la tangente
avec une vitesse ¢gale o la fonetion prime de are décrit.

Suivant le Caleul différentiel, les fonetions primes @, v, 3" sont re-

, , dx dy dz . . d*r
wesentees par ——, —- et les foncetions secondes a7, v, 37 par -
l PR ue PV EPAT e
d2y d?z -
a0 g O prenant d¢ constant.
oi- al-

12. Les trois forces accélérateices a”, v, 27 donneront de méme

”

(n° 9) une force unique exprimée par ya”* - v 4 3%, que nous appel-

levons P et dont la divection fera avee les trois axes des coordonnées .,

N " "t
v, s des angles dont les cosinus seront PP P de sorte que, nom-
mant %, 1, v ces angles, on aura
) 2"z Peosd, y"=Pcosp, "= Pcosy.

Ainsi, connaissant la loi du mouvement du corps, ¢'est-i-dive les
valeurs de @, v, 5 en ¢, on pourra trouver, par ces équations, la force
accélératrice et sa direction a chaque instant, et, réciproquement, con-
naissant la force P avee les angles ), v, v, on aura trois équations du

IX. 45
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second ordre (ui serviront i déterminer &, y et 5 en t. Les problemes
de la premiere espece ne (lépcmlcnt'que de I'analyse directe des fone-
tions et sont, par conséquent, toujours résolubles; ceux de la seconde
espece dépendent de Tanalyse inverse des fonctions et sont sujets
toutes les difficultés de cette analyse.

Si le mobile était sollicité a la fois par deux forces accélératrices P
et Q suivant des directions faisant avec les axes des «x, v, s des angles
aomy v pour la force P et m, 5, 5 pour la force Q, on aurait, par les for-

mules des numéros cites,
2"z Peos) 4+ Q cosw,
3y Peosu+ Qeoso,

"= P eosy 4 Qeosg,

et ainsi de suite, pour tel nombre de forees qu’on voudra.

13. Supposons que les directions des forees P et Q fassent avee [a
tangente de la courbe les angles A, 15 puisque, dans les formuales du
ne 1, les angles , &, v sont les mémes que ceux de la tangente avee

les trois axes, on aura, par la formule trouvée a la fin dun® 8,

COSA L cos2eosh - 0SB COS U+ COSY CORY,

et de méme,

cosl’ L cosacosm - cosBeosp - cosy Cosg.

Done, multipliant les teois dernieres équations du numéro précédent

par cosx, cosh, cosy et les ajoutant ensemble, on aura
a”cosa 43" cosB - 37cosy == Peos - Q cosT.

' g !
N N x A Z
Substituant pour cosxz, cos®, cosy leurs valeurs T (e el

”

-~ estlafonetion prime de gy -3,

x'.
remarquant que =
VT )+ s

cest-i=dive de s, que, par conséquent, cette quantité est égale a s, on

aura I'équation
§" 2 PeosN + QeosT,
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qui est, comme I'on voit, semblable aux équations du mouvement rec-
tiligne suivant les trois axes.

Cette équation sert & déterminer directement la vitesse véelle du
corps, qui est exprimée par s', et 'on voit que les forces perpendicu-
laires & la tangente n'influent en rien sur la vitesse, puisque, les angles
A, T étant alors droits, leurs cosinus sont nuls, ce qui détruit les termes
dus & ces forces dans I'expression de s”; d’oii U'on peut conclure, en ge-
néral, que lorsqu’un corps est contraint de se mouvoir dans un canal
d'une figure donnée, comme action des parois du canal sur le corps
ne peut s'exercer que perpendiculaivement au canal méme, la vitesse
du corps ne sera nullement altérée par cette action. Au contraive, fes
forces qui agissent suivant la tangente produisent sur la vitesse leur
plein et entier effet, comme si le mouvement du corps ¢lait rectiligne,
puisque, les angles A, T devenant nuls par ces forces, leurs cosinus

sont égaux i 'unité.

14. La gravité et toutes les forees d’attraction connues agissent éga-
lement sur toutes les parties matérielles des corps et produisent le
méme mouvement, abstraction faite de Uinégalité des forees v raison
des distances, de sorte que Ueffet de Paction de ces forees estindépen-
dant de la masse du corps ma et est le méme, par rapport & la vitesse
imprimée, que si la masse était réduite & un point. Dans les attractions
réciproques des corps, la force Fattraction est proportionnelle i Ia
masse du corps attirant, parce que chacune de ses particules attive éga-
lement; par conséquent, le mouvement absolu imprimé au corps attivé
est simplement proportionnel i la masse du corps attiant,

11 n’en est pas de méme des forces qui ne pénetrent point dans I'in-
téricur des corps et qui n'agissent qu'a Uextérieur, comme Paction des
ressorts, celle de la résistance des fluides, les forces produites par Ia
pression, par la tension des fils, ete. Il est claiv que ces forces ne
peuvent produire le méme effet sur différents corps, & moins qu’elles
ne soient proportionnelles a leurs masses; car, si une force double,

par exemple, agit sur un corps de masse double, ¢’est la méme chose
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que si deux forces simples agissent séparément sur deux masses simples;;
il est clair aussi que 1'effet produit sur une méme masse ou des masses
cgales par différentes forces, ¢’est-i-dire le mouvement ou la vitesse
imprimée, doit étre proportionnelle aux forces; ainsi, si une force F,
agissant sur une masse M, v imprime la vitesse V, une force mF, agis-

csant o sur la masse mM, y imprimera la méme vitesse Vi mais Ia
force ek, agissant sur la masse M, lui imprimera Ia vitesse mV: dong la
meme foree mF imprimm';i a bl masse mM la vitesse Vet i la masse M
la vitesse mV, d'oi il suit que les vitesses imprimées par une méme
force i des masses différentes sont en raison inverse des masses. Done,
en géneral, effet d'une foree donnée sur une masse donnée est en rai-
son directe de la foree et en raison inverse de la masse, ou comme la
force divisée par la masse.

Ce principe est confirmé par I'expérience, car un ressort placé entre
deux corps et agissant également sur 'un et sar Pautre leur imprime
des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps
durs, mus sur la méme ligne en sens opposés, viennent i se choguer
avee des vitesses en raison inverse de leurs masses, ils s'arrétent apres
le choe par la destraction véciproque de leur mouvement, et s'ils sont
parfaitement élastiques ils sont vélléchis en arriere, chacun avee la
méme vitesse quiil avait avant le choe,

Dans les corps pesants, comme Ta gravité agit ¢également sur toutes
les parties de Lo masse du corps, son action absolue est proportionnelle
a la masse: done, divisant cette action par la masse, Ueffet de la pe-
santeur pour imprimer du mouvement aux corps devient indépendant
de lear masse ¢t est le méme pour tous les corps. Mais si deux corps
pesants se tennent par un fil passant sur une poulie, comme les forces
quirésultent de leur pesanteur, et qui sont proportionnelles aux masses,
tirent le il en sens contraive, il 0y a que la différence de ces forees
qui puisse leur imprimer du mouvement, et, comme les deux corps
doivent se mouvoir conjointement et parcourir le méme espace vertical
dans le méme temps, la masse totale & mouvoir est la somme des

masses; ainsi, Paction de la gravité pour mouvoir ces corps se Lrouve
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diminuée en raison de la différence des masses a leur somme; par con-
séquent, les espaces parcourus au bout d'un temps quelconque seront
a ceux d'un corps pesant qui tombe librement dans la méme raison.
(Cestee que Pexpérience confirme dans Ia machine inventée par Atwood

pour démontrer les lois de I'aceélération des graves,

15. 1l vésulte dn principe que nous venons d'exposer que Tes forees
aceclératrices d’un corps doivent étre estimées par les valeurs absolues
des forees qui agissent sur le corps, divisées par la masse méme du
corps. Ainsi, si P, Q, ... expriment les valeurs absolues des forees qui
agissent sur un corps dont la masse est M, suivant des directions qui
fassent avee les axes des coordonnées .r, v, = les angles h, w, v pour la

force P, les angles w5, o, 5 pour la force Q, et ainsi des autres, il fandra,
]

PO
Mow’
Q, ..., ou, ce qui reviendra au méme, multiplier par Mles quantités 2,

dans les formules du n® 12, mettre partont ala place de P,

’ "

¥, 5" De cette maniere on aura done, pour les équations du mouve-
ment du corps M, sollicité par les forces ou puissances queleonques

P, Q. ..., les équations

Ma" = Peosh + Qeosm—+ ...
M)y” == Pcosp- Qeosn --...,

Mz = Peosy +Qeose ... .

Lorsque des corps s'attivent mutuellement, comme attraction est
censée venirde toutes les parties de la masse attirante et agir sur toutes
les partics de la masse attirée, il s'ensait que la valeur absolue de I
force d'attraction entree deux corps doit étre proportionnelle au produit

de leurs masses.

16. Dans ces équations, les coordonnées .r, v, 3 sont regardées
comme des fonctions du temps ¢ Pour avoir les équations mémes de
la courbe décrite par le corps, il faudra éliminer le temps et véduire les
coordonnées y et s a de simples fonctions de . Voici Pesprit el le fon-

dement de cette réduction.
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n regardant les quantités x, y, 5 comme fonctions de ¢, lorsque ¢
devient £+ 90, ces quantités deviennent

02 [7E]

x -+ 02+ —x” - J-.z’”+...,
) 2.3

et Gy - e + i i

.7 ) i ,).J 23) ctte
02 g3

3493 'F-—;Z’-l';‘.ﬁ;;/%--.. ,

par les principes établis dans la premiere Partie sur le développement
des fonetions.
En regardant, d'un autre e¢oté, v et s comme fonetions de 2, lorsque
2] «

a devient . -+, ces mémes quantités deviennent

Je venferme it les quantités ¥, v", ..., 5°, 570 oo entee des paren-
thises, pour les distinguer des mémes quantités relatives a la premiere
hypothese,

Done, st 'on fail

. f 4 = U:‘ N
R A s

19 '} - l_‘ (,).I/‘ - _l> ( ///) _*_ . 0 - Zf Mo //) w_‘_
I ;L )5 ) PR ] 1 N } »5] L)
et de méme,
2 IR G2 e
:I\. . aa ! _'//} e - e _.' - :ll — __III
s -t "A[- s )..‘\u N 93 4 X -+ "

Substituant la valeur de ¢ et comparant les termes affectés de la méme
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puissance de 0, la premiére équation donnera

' y v

y =2l Tyt =) a4 ()

"

- ()'l)1/1'+ ;() ”)‘Z‘/.l‘” i () //I)‘l_l:l’

et ainsi de suite; d'ou 'on tive

7./ 1" o W \A1 4 " .’.L ”
(=1 (= Xmlriel g

2! 2’2 @€'z x'?
()= 2T T3 tat gty 3ytat Byt
Y= ' ot 2’ 2’ a's

et ainsi de suite; et 'on aura, par la seconde ¢quation, des formules
semblables pour (z7), (57), ... en changeant seulement la lettre
en s,

Ces formules s'accordent avee celles que nous avons trouvées, d'une

autre maniere, dans la pr('mii'r(: dartic (n° 50), car on voil que

TR A

L'analyse précédente est plas directe et vésulte des premiers prin-
cipes de la chose ; mais celle de Pendroit cité a NMavantage de faire voir

la loi de la progression, car elle donne immédiatement

et ainsi de suite, en désignant par un trait appliqué aux parentheses
carrées la fonction prime de la quantité renfermée entre les paren-
thises.

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équations

quicontiennent les fonctions dérivées ./, 2", ..., ¥, v ., 5,
"

=/, ... relativement & ¢ en d'autres équations ot il n'y ait que les

fonctions dérivees (y), ("), .oy (57), (57)s oo velativement & .,

e et O C——— -
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CHAPITRE 1V.

bl LA QUESTION OU 1L $"AGIT DE TROUVER LA RESISTANCE QUE LE MILIEU DOIT
OPPOSER POUR QUE LE PROJECTILE DECRIVE UNE COURBE DONNEE. ANALYSE DE LA
SOLUTION QUE NEWTON A DONNEE DE CE PROBLEME DANS LA PREMIERE EDITION
DE SES « PRINCIPES ». SOURCE DE L'ERREUR DE CETTE SOLUTION. DISTINCTION
ENTRE LA METHODE DES SERIES ET CELLE DES FONCTIONS DERIVEES, OU DU

CALCUL DIFFERENTIEL.

17. Pour montrer 'usage des formules que nous venons de donner,
supposons qu'on demande la résistance du milicu en vertu de laquelle
un corps pesant laneé dans ve milicu déervirait une courbe donnée. On
regardera la résistance comme une foree retardatrice qui agit dans la
divection méme da corps, cest-a-dive dans celle de la tangente de fa
courbe s ainsi, en nommant 7 la vesistance, ¢’est=a-dire 'action du mi-
lien résistant sur la surface du corps, divisée par la masse méme du
COrps, on aura reosz, -rcosh, —reosy pour les forees aceéléra-
trices qui en vésultent suivant les directions des axes des v, v, 3, les
angles 2, &, v ¢tant ceux de la tangente avee ces axes. De plus, si P'on
nomme g la foree accélératrice de la gravite, et qu'on prenne les coor-
donneées v verticales et divigées de bas en haut, on aura — g pour la
force aceclératrice provenant de la gravité suivant les coordonnées v.

Done les équations du mouvement seront

a"reosa, Ui g reos B,

g
~

~— rcosy.

. . oy s
Substituant pour cosx, cosg, cosy leurs valeurs * *-I v
(

- (041, ol
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u, vitesse du corps, est =s'= ya'?+y* 4z, on aura celle-ci

rax’ ry rs
"= =, M m g — iy gV mm

u M

La premiére et la derniere donnent

N "

i) A . 0 . . P
d’ou on tive, en prenant les fonctions primitives,

T=mx -+ n,

361

m et nétant des constantes arbitraires. Cette ¢quation, étant celle d'un

plan vertical, fait voir que la courbe est nécessaivement toute dans ee

plan : ainsi, en prenant Paxe des a dans ce méme plan, on aura s = o

et 3'=o, etles ¢quations de la courbe se réduiront aux deux premieres.

Mais, comme dans ces équations les variables @, ¥ sont supposées

fonctions du temps, et que pour avoir 'équation de la courbe on doit

regarder vy comme fonction de a, il faudra chercher ses fonetions
rivées dans cette hypothese par les formules du numéro précédent.

5 . , r
Slll)l)()SOllS, pour ll]ll'(‘g(‘l'. ; =245 onaura

”

x" - —qx', y

NN

=g %
substituant ces valeurs dans Pexpression de () du n® 16, on aura

o

o

)= £

ainsi la valeur de ¢ dépend de (¥"). Ov on a, par le méme numéro,

/ x" 3! 'V” V!
0y

" . 'y.ll/ .7 a
()= L - L2 B

X x -

-

mais, connaissant les valeurs de 27 ¢t 7, il 0’y aura qu’a prendre leurs

"

fonctions primes pour avoir celles de x
désignant par ¢’ la fonction prime de ¢,
‘11//: _— (Ix”"‘— {l/x/ e (ql_) . l/l)x,’

yr=—qy =4y’ =498 +(¢* =4y
IX. 46

et v”, et 'on trouvera, en
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Par ces substitutions, les deux premiers termes de la valeur de (y”)

o 3y x” 3
donneront g% et le terme — ('7_;,_1— donnera — ;‘l—f:; de sorte que

", on fera cette sub-
‘/x"l_*. ]"2

l'on aura (") =— ";—"f" Or, ¢ étant =

. . ) ’ 1 ’ M .7‘
stitution, et I'on en chassera 2’ ¢t y" au moyen des équations (y') ==

et (') ==— ;."’:I’ lesquelles donneront
, [, e D o201 4 v\2
2y W+ (y )*="~——~——-—‘/ 7 (1‘7 ) ]
(")
on aura ainsi
A)l”) bl )rgZ”Ji:

Comme les fonctions dérvivées (y'), (¥7), (¥") se rapportent maintenant
i la variable .r, nous pouvons les représenter simplement par y', v".
¥ on aura done

Or, Ia courbe étant donnée, on ay en fonction de o : de la on tivera
les fonctions dérivées 3, v", ¥, et la formule précédente donnera,
pour chaque point de la courbe, Te rapport de la résistance a la graviteé.

La vitesse « sera

R 7 L Lk
oyt = a4 () e \_:‘s_\__'m'__l\”_’;
v—1")

c'est-i-dire, en changeant (v') en ¥/,

ririnees
"= LLV*.:.: ,;z““ ,
V—U

Pour traduire ces formules en Caleul différentiel, il faudra changer
2 4n

, o dy . dy .
yoen oo ety en Jaae en prenant dr constant, parce que ces fonc-

tions dérivées sont ici relatives a la variable a.

Si I'on suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse et
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a la densité du milieu, alors, nommant A cette densité dans un lieu

quelconque, on aura
r=mu?l,

m étant un coefficient constant; done, substituant la valeur de w,

mg(1+y*)A
— ] ”

r=

el, mettant cette valeur dans I'équation ci-dessus, elle deviendra

1_:1:
MmN = iy

2‘,‘// \/T+ ].13
par ot I'on déterminera la densité du milieu néeessaive pour faire dé-
_crire la courbe donnée. Réciproquement, cette équation servira i déter-
miner la courbe lorsque la densité du milieu sera donnée.

Pour les projectiles lancés dans I'air, on peut supposer la densité du

milicu constante; ainsi, faisant, pour plus de simplicité, 2mA= T
]

I’équation de la courbe sera

o

w == ,: \/T-}—]""' fun /{S',

~

Q)

s ¢tant I'arc de la courbe, d’oi l'on tire, en prenant les fonctions pri-
mitives,
¥y == Aehs,

A étant une coustante arbitraire : ¢est la forme la plus simple sous
laquelle puisse étre mise I'équation de cette courbe. On peut tiver de
ces equations les différentes approximations qui ont été données jus-
qu’ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets et les
bombes; mais les bornes de cet écrit nous empéchent d’entrer dans

aucun détail sur ce sujet.

18. Nous remarquerons encore qu’on aurait pu déduire tout de suite
I'équation de la courbe des ¢quations du mouvement,
v 1 ry

- "
2 -—-—7,—> f’-——~-g——;;,



364 THEORIE DES FONCTIONS.

par I'élimination immédiate du temps z. En effet, x et y étant fonctions

de ¢, on peut réciproquement regarder y et ¢ comme fonctions de x, et,

par la regle donuée dans le n® 50 de la premiére Partie, si I'on regarde,

en général, x, y, ¢ comme fonctions d’une autre variable quelconque z,

) )

0 oe . z' = . T4 7)o

il faudra substituer Ve et r— a la place de a7, v, et iy S la

place de 2, ¥ mais, en prenant @ pour variable principale a la place
. , ' . . 1 A ,

det, on fera a'==1, et I'on aura i substituer 7 et t— a la place de >

Y/

tll YII 7 ll . ”
et o — —— il place de 2” et y”.

ca T T
Les deux équations deviendront done, i cause de s’ == ya'™* + y'?,

ey, et —

[ . r ¥y Yy _ ry’

T Tl . '"7A- — —_— Ty
'8 Vi ' '3 RESE

d’oi il faudra ¢liminer la fonetion ¢, Substituant, dans la seconde équa-

) I .\ .
tion, la valeur de i tirée de la premiere, elle deviendra

divisant par ", et prenant de part et d'autree les fonctions primes, on

aura
28y
l,:‘ »»»»» J‘//‘-’ b

valeur qui, ¢tant substituée dans la premiere équation, donnera, comme

plus haut, .
" ?my/l +'rl-‘
& 2y

. T
.. . N . {4+
A Uégard de la vitesse w == 8= y@? 4+ "%, elle deviendra Y2772,
b \ . l
et, comme on vient de trouver ¢ = \/-—‘2;, la vitesse deviendra
.1

M U . 0 . . . "
Si la force de la gravité g était variable, alors la valeur de 7 due
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I'on vient de trouver ne serait plus exacte, car, en prenant les fonc-
tions primes de |'équation

2.8
R

on aurait

,
P 5y"3 Tagy

Cette maniere d'¢liminer le temps dans les équations du mounvement,
pour avoir I'équation de la courbe déerite, est analogue & celle qu'on
emploie dans le Caleul différentiel; mais I'analyse du n® 16, fondée sur
le dévelnpp«-nwnt des fonctions, est, 4 certains égavds, plus divecte;
elle nous sera d'ailleurs utile pour découvrir, comme nous 'avons an-
noncé au commencement de cet éerit, la véritable souree de la méprise
ot Newton est tombé dans la premiere édition des Prineipes, en résol-
vant le probleme dont nous venons de nous occuper.

Quoiqu’il puisse paraitre peu important de découvrir en quoi et com-
ment Newton a pu se tromper dans une solution qu’il a ensuite lni-méme
abandonnée, néanmoins, comme tout ce qui a rapport & invention ¢l
aux premiers développements de I'Analyse infinitésimale mérite I'at-
tention de ceux qui s'intéressent i Chistoive des sciences, j'ai eru que
Pon me saurait gré de discuter de nouveau ce sujet, comme un point
qui n’a pas é1¢ assez ¢clairei, parce qu'il tient @ une distinetion subtile
entre la méthode différentielle et la méthode des sévies, que Newton a

employée dans sa premiere solution (liv. I, prop. X).

19. Voici la construction qui sert de fondement a cette solution. Le
mobile étant parvenu i un point quelconque de la courbe, sans la ré-
sistance et la gravité il décrirait, dans un temps donné tres-petit, une
partie trés-petite de la tangente que nous désignerons par = ; soient ¢ le
petit espace que la gravité lui ferait décrire dans le méme temps per-
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pendiculairement & I'horizon, et ¢ le petit espace dont la résistance
diminue 'espace « parcouru sur la tangente ; il est clair que le rapport
de ¢ & ¥ sera celui de la résistance & la gravité. Ainsi le corps, dans le
temps qu'il aurait parcouru sur la tangente l'espace «—p, serait
descendu verticalement de la quantité y; par conséquent, y sera la
fleche de I'are o —p. Maintenant, si 'on considére le corps comme
partant du méme point et rebroussant chemin pour décrire en sens
contraire le méme arc de courbe qu’il a parcouru, il faudra regarder la
résistance comme négative, et par conséquent comme une force qui
accélere le mouvement au lieu de le retarder. Le mobile décrira ainsi,
dans le méme temps tres-petit, 'espace « + p sur la méme tangente
dans une direction contraire, et descendra verticalement par le méme
espace 1, en vertu de la gravité. Par conséquent, y sera la fleche de lare
2+ p, pris de Pautre coté du point de la courbe dont il s’agit. Or les
fleches étant, pour les ares infiniment petits, comme les carrés des arcs
ou des tangentes, la fleche de la portion « — ¢ de l'are « + ¢ sera

o p\? .y . ‘
<(Z2)5 done la différence des floches pour les ares égaux x — g,
F\a+p o

pris de part et d’autre du point donné de la courbe, sera

Nommons cette différence 8; on aura

p Ola+p)? oz

Gayp __ 9 p)?__ oz
-t o= e T

(@+p)2
i cause que la petite ligne p, parcourue d'un mouvement uniformément
accéléré, est infiniment plus petite que la ligne «, parcourue dans le
méme temps d'un mouvement uniforme.

Tel est le raisonnement de Newton, présenté de la maniere la plus
claire, et le résultat que nous venons de trouver s’accorde avec celui du
corollaire 1T du probleme cité, ol il est visible que les lignes CF et FG
sont ce que nous avons nommé « et y, et que la différence FG — K¢
est ce que nous avons nommé 3.
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Maintenant, en prenant les abscisses x horizontales et les ordonnées v
verticales et dirigées de bas en haut, Newton suppose que, pour I'ab-
scisse x + o, I'ordonnée exprimée en série est

ry=+ Qo —Ror— So%+.

et il remarque que la partie (le la tangente qui répond & la partie 0 dv
comprise entre la courbe et la tangentc, est Ro’—i— So*+.... En fai-
sant o négatif, on aura la fleche qui répond i la méme partie de la tan-
gente, prise de l'autre coté du point de contact, et qui sera, par
~conséquent, Ro* — So*—+..., et la différence des deux fleches sera
280" ... Or il est visible que les quantités 0 y14+Q?, Ro*+-So®+ . ..
et 280" — ... répondent a celles que nous avons nommées a«, v et 3:
donc la quantité 7%6_’ qui exprime le rapport de la résistance a la gra-
vité, deviendra, en divisant le haut et le bas par o',

SVi+QF  Syi+Q?
2(R+So0)2 2 R2

”

la quantité infiniment petite o s’évanouissant & c¢oté de la quantité R.
(Cest aussi le résultat trouvé par Newton dans Uexemple premier du
méme probleme.

Suivant notre notation, lorsque @ devient x + o, y devient

"

+0'+02 -”4—"“ + H

Yoy o+ sy oty

donc, comparant avec la série de Newton, on a
4

Q=y, R=—L, s=- 1

substituant ces valeurs dans la formule précédente, le vapport de la

, . - . AR
résistance a la gravité deviendra — Z-X/:F,,j » au lieu que nous 'avons
. e o YV g
trouvé ci-dessus (n°17) — ——2-],,—; - D’olr il suit que la solution de

Newton est fautive.
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1l est remarquable que, st 1'on substitue simplement y’, y”, y” ou

2 a .
%" g}%‘, g—ﬁ pour Q, -- R, --S, on a un résultat exact : c’est ce qui

a fait croire aux Bernoulli, qui ont découvert les premiers P'erreur de
Newton, et i tous ceux qui en ont parlé depuis, que cette erreur venait
de ce que Newton avait pris les termes de la série Qo — Ro*—So*— ...
pour les différences premitres, sccondes et troisicmes de 'ordonnée,
tandis que ces termes ne sont égaux qu'a ces 'différences divisées par 1,
2, 6, .... Mais il est facile de voir que la solution de Newton est indé-
pendante de la considération de ces différences et que la substitution
des termes Ro?, So® de la série dont il s’agit a la place des quantités p
et g-. daus la formule %j, est légitime; ainsi Perreur doit étre dans

cette formule méme, qui donne le rapport de la résistance a la gravité,
et ce qui doit le prouver sans réplique, ¢'est que, si la gravité était va-
riable, la méme formule aurait encore lieu, puisque dans les deux mou-
vements direct et rétrograde le corps est censé descendre verticalement
de Ta méme ligne v. Ainsi, dans ce cas, on devrait aussi avoir une so-
lution exacte par la substitution de y',y”, ¥” 4 la place de Q, — R, -8,

. . r
ce qui n'est pas, comme on le voit par la valeur de - que nous avons

trouvée pour ce cas dans le numéro précédent.

20. Pour découvrir la source de Perreur, nous allons réduire la so-
lution de Newton en analyse. En nommant « la vitesse dans un point
de Ta courbe, wh est 'espace que le mobile parcourrait dans la tangente
endant le temps 0, sans la gravité et la résistance. Nommant g la force

] O
, . L. o 0)? ro?
absolue de la gravité et r celle de la résistance, 5~ et — seront les
P 2
espaces parcourus en vertu de ces forces, regardées comme constantes
endant le temps 0, supposé tres-petit. Ainsi le corps aura parcouru
,

. ) ro2 . , .
suivant la tangente, Uespace «f— -, ct, suivant l'ordonnée verti-

. o 02 . . <o )
cale v, Uespace == lequel représente la fleche qui vépond & la tan-

rg . .
gente wh— —- Supposons maintenant, comme Newton, que le mobile
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rebrousse chemin avec la méme vitesse « et sur la méme tangente;
TN, rT? -
dans le temps T, il décrirait I'espace T+ — parce que la résistance

doit étre prise en sens contraire; c’est I’espace pris négativement qui

.. oT? .
répond au temps 6 =—T, et la fleche correspondante serait '5}, et, si

I'on veut que les deux espaces décrits de part et d’autre soient égaux,
comme Newton le suppose, on aura I'équation

2 2
u9—-—£{j——:u']‘—l— r_’l‘_’
2 2

d’otr 'on tire, aux 6* pres,

T — e 7.
u

2 or i
tgg--— !‘—'——9-; el

. . 2 )
Substituant cette valeur dans la fleche 5—}—» elle devien -

s . rG3
la différence des deux fleches sera &

; c'est la quantité que nous

avons nommée ci-dessus 5. D’un autre coté, il est clair qu’on a, suivant
les dénominations employées ci-dessus,

v )2 ofh2 2
done

5__3_5‘:

g v 4

de I, en faisant 2 2= 0y 1+ Q?, et prenant Ro*+So*, Ro® —So* pour
les deux fleches, ce qui donne y =Ro?, 8 = 250%, ona

comme Newton I’a trouvé par sa construction.

21. Maintenant il est aisé de voir que ce résultat vient des équa-
1X. A=
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tions

R e A Y (L

—g?-? =z Ro? + So3, ﬂ—z:‘:ﬂo’ — 803,
2 2
ou bien simplement de celles-ci,
ro? g6*

19w == =m0y -+ Q3 " == Ro?-+ So’,
2

en prenant § et o positivement et négativement, ce qui revient a véri-
fier ces équations indépendamment de la valeur de o, qui en effet doit
demeurer indéterminée, étant supposée tres-petite.
La premiire équation donne, aux termes du troisieme ordre pres, 0

et o étant du premier,

ovi+QF  rii+4Q2o?
ow T T e
Cette valeur é¢tant substituée dans la seconde, on a, au quatrieme ordre

pres,

rip - Q2) griv+ )2
1+ Q1o “+- (__.),,--_ == Ro*+ So?,
2ut e

i

et la comparaison des termes homogenes en o donne

1
giv-+Q2) - o/|+Q'2

R-. bl . 8 o _—
our ] 20
1--Q2)
De la prmnwro on tire w? == 8 "(‘ sy el, cette valeur étant substituée

dans la seconde, on a le résultat de Newton :

=

Syi-+QF
2R3

I3t

Mais nous devons remarquer que ce dernier résultat, étant tiré de la
comparaison des termes affectés de o® dans la transformée de 1'équation

;03 2. Q s . '
‘5» == Ro?+ S0, ne saurait étre exact, parce que le premier membre

de cette équation, qui est 'expression de la fleche en temps, n'est lui-
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méme exact qu'aux 6° pres, de sorte qu'a la rigueur il n'y a d’exact
que lé résultat R = g—(%#, tiré de la comparaison des termes du se-
cond ordre. Pour avoir de cette maniere la valeur exacte de <, cu la

2]
déduisant des termes affectés de o*, il faudrait que 'expression de la
fleche en 6 fat elle-méme exacte jusqu’aux 6%; mais, le terme qui de-
vrait suivre "’:? n'étant pas donné immédiatement par les principes
de la Mécanique, on ne peut le trouver que par la loi de la dérivation,
de la maniere suivante,

22, Puisque, suivant I'hypothése de Newton (n° 19), & croissant
de o, ¥ croit de Qo —Ro*— So®-—. .., et que oy 1+ Q== ub — 52—2- el
Ro® + So? == "Ef—- (numéro précédent), 6 ¢tant Paceroissement du

temps ¢, correspondant & I'accroissement o de 'abscisse @, il s'ensuit

que, ¢t devenant ¢ 4- 8, & devient

17 ; r H2
N B et
v Qf yi--Q2% 2

On Qr 02
e I 8)—
V- Q Vi 2

Or, en rapportant a ¢ les fonctions dérivées o', o, ..., ¥, V' ...,

et v devient

lorsque ¢ devient ¢ + 6, x ety deviennent en général

2 3

e 0
x4 2"+ 2" P

U 02 Z 4
»+y0+y o e S s

done, comparant avee les formules

, u
AT s Ty A
Vi1 Q2
Qu
Y o= Y
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D’un autre coté, puisque x et y deviennent en méme temps x + o et
y+Qo—Ro*—So*—..., on aura aussi

1 43
=.1:'0+.1:"6 +.z"’;{._. draren

2 3
» 63 )
Qo—~Ro’-—-So“—-...:y"O-&-]”-{—;-k]"”;z—.; e

Done, comme la fleche est exprimée en général par Ro* +So* + ...,
son expression en § sera

"
» 0” 0“

‘ lo 002 ! ,62 n
)(x + 2t 2 2'3—+-~--)——.7 6~y Y

ou ‘
) Y 6r i
(Q2'— )0+ (Q2"—-y”) - + {Qa” —)*) —5 ~++eo
. Ly /L . .
Les deux premiers termes se réduisent i 8~ par la substitution des

valeurs de @/, &%, v, v"; pour avoir le terme suivant, il 0’y aura qu’a
chercher les valeurs de x”, y” d'apris celles de a”, y”. Oron a

y'=Qa" —g,
d’ott l'on tire
yT=0Q2"+ Q2" done Qua”—)y¥=—Qx".
Powr avoir Q', je prends P'équation
r’ — Q-l:',
qui résulte des valeurs a2’ ety trouvées ci-dessus, d'olt 'on tive

]," . Q-l'” -+ Q’-l" :

done
P —Qa” < x” ar
Q= -———-,(1-—— o — 9-—, y done Q.z‘"' -—-)‘”':: g— = L2
RA X X 13

Il résulte de la que Pexpression de la fleche, au lieu d'étre simple-
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732 62 r63 .. . . .
ment £, sera £ _ . Ainsi, au lieu de I'équation
2 2 Ou
2
g8 =Ro?+ So?,
2
on aura celle-ci,
2 ofj3
87 —-’1”?—0—::1{0'-‘+ So?,
2 u

qui est exacte jusqu'aux quantités du troisitme ordre. En y substituant
la valeur de 8 du numéro précédent, qui est exacte jusqu’aux quantiteés
du second ordre, on aura, au quatrieme ordre prés,

3 1
It 2) o2 )2\ . 2\

|‘oz+son:{¥\l+0 Jo - griv+Q2) _gl(|~.+—(‘) ) 01,

2u? 2040 Gud

savoir,
3
{ ) o2 or! 2\ o1
Roty §or— BUEQUer | grit+ Q)70
203 3t

d’ol l'on tire, par la comparaison des termes,

3
g-Q o grin-+ Q2

l‘ aniiiog ) 0
2002 Sut

Substituant dans la seconde équation la valeur de w? tivée de la
premiere, et qui est la méme qu'on avait trouvée plus haut, on en

déduira

Clest la valeur que Newton a donnée ensuite dans la seconde édition
de ses Principes (liv. 11, prob. 1II), et 'on veit qu’en mettant dans
7// ,y_w
cette valeur y, -5 i3 a la place de Q, R, S, comme dans Je¢
n° 19, elle devient
LA

2]"-'-"—-.

]

telle que nous 'avons trouvée dans le n® 17,
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23. Si V'on voulait suivre la premiere marche de Newton, mais en
prenant pour la fleche qui répond au temps trés-petit 6 I'expression

‘ . PN g’@’ g"o" ) .
plus exacte T T TGa due nous venons de trouver, on aurait, pour la

+2—: substituant pour T sa

. ., . T2 3.
fleche qui répond au temps —T, k. g:;’l‘
2 n"

rG3 . . 63 3 .
valeur en 0, 0 - — clle deviendrait {:’_;_ égﬁf—, et la différence des

deux fleches serait alors 3;‘»’_’,9;’, qu’il faudrait prendre pour 3; les va-
3u
leurs de y et p seraient également, aux 6° pres, g—gj, 5293, et l'on aurait,
par la substitution,
ad  ar r__3ad

S tn o=y done = mm ot
irt g g 8y

Prenant maintenant, comme Newton,
2 .0 \V/TA--'Qi-', y - Ro?*, d:-.2803%,

on aurait le résultat exact
ro 381 Qf
A
Comme Newton n’est parvenu i ce second résultat qu'en suivant
une marche analogue i celle du Caleul différentiel et en considérant
deux tangentes suceessives ou deux cotés successifs de la courbe, an
lieu que, dans la premiere solution, il n’avait considéré qu'une seule
tangente prolongée de part et d'autre du point de contact, nous avons
eru devoir montrer comment, sans s'écarter de Uesprit de cette solu-
tion, mais en la rectifiant par la méthode des séries, on pouvait aussi
~arriver & un résultat exact. En cffet, on peut toujours trouver, par cette
méthode, les premiers termes de T'ordonnée en série d'une courbe,
ou en géneral du développement d'une fonction, lesquels satisfassent
aux conditions mécaniques ou géométriques du probleme proposé, et
la loi de ces termes donnera I'équation du probleme. Cest en quoi
consiste la méthode qu'on peut appeler, d’apres Newton, methode
des scries. pour la distinguer de la méthode des différences ou des
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fonctions dérivées, par laquelle on arrive directement i cette équation
sans le circuit des séries et sans employer d'autres termes que ceux
qui doivent y entrer, comme on le voit par I'analyse du n° 18.

24. 11 est & remarquer, au reste, que la construction employée par
Newton dans sa seconde solution mene 4 une formule semblable &

. \ . a0
celle de la premiére, que nous avons représentée par ;)’:_ oEk et que

nous avons vue n’étre pas exacte, mais avee cette dilférence que la
quantité 3, au lieu d’exprimer, comme dans la premiere solution, la
différence des fleches qui répondent a des portions égales de la méme
tangente, prises de part et d’autre du point de contact, et dont les par-
ties correspondantes de l'axe des a sont o et — o, doil exprimer, au
contraire, la différence des fleclies de deux tangentes conscécutives,
prises du méme coté et répondantes i des parties de I'axe égales & o.
Pour avoir ces fleches, Newton représente Pordonnée qui répond i
I'abscisse o + o par la série
P-+Qo+ Ro%i Sor4-...;

mais il les détermine par la méthode différentielle, en prenant la diffe-
rence d'une ordonnée intermédiaire et de la demi-somme des deux or-
données adjacentes. Ainsi, en considérant les trois ordonnées qui ré-
pondent aux abscisses x —o, x, xr+ o, il a la fleche Ro?, et les
ordonnées qui répondent aux abscisses @, .+ 0, 24 20 donnent la
fleche Ro® + 3S0?, et la différence des deux fleches est 380", Cette
valeur étant prise pour 3, et faisant, comme dans la premiere solution
(n°19), 2= oy1+Q% y-=Ro* ona

P 3Syi--Q2
7 4R
expression exacte, comme on I'a vu plus haut.

Suivant nos dénominations, lorsque x devient x + o, y devient
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l.a partie de la tangente qui répond & o est oy1+y?; c'est la valeur
de x. La parlie interceptée entre la tangente et la courbe, ou la fleche,

0? ' .
o8t —— V + 2L 3 .++; c'est la valeur de y. Ainsi 'on a, dans les deux
solutlons,
YL+
p ™ oy

A T'égard de 3, dans la premiere solution, c’est la différence des fleches

J

qui répondent a o et & — o, laquelle est ——; mais, dans la seconde

solution, c'est la différence des fleches qui repondent dxethx+o.
Or, x devenant x +o0, y” devient y'-+oy"+.. .; donc, négligeant les o',

2 /03
la seconde fleche sera —— oy + 200 ot la différence des fleches sera
) 2.3
03 o 6” bl ody”
. Substituant dans 22 ,,’ la premiere valeur de 3= 2L
4 gl ol) 4 j
-‘ n

oy
o Ia seconde —= ona les deux résultats

w 17

}"'Iv/l+]'lz ol ’ \l+7
3y"2 o 2y

dont le premier est fautif et le second exact (n° 19).
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CHAPITRE V.

DU MOUVEMENT D’UN CORPS SUR UNE SURFACE DONNEE OU ASSUJETTI A DE CERTAINES
CONDITIONS. DU MOUVEMENT DE PLUSIEURS CORPS LIES ENTRE EUX. DES EQUATIONS
DE CONDITION ENTRE LES COORDONNEES DE CES DIFFERENTS CORPS, ET DE LA
MANIERE D'EN DEDUIRE LES FORCES QUI RESULTENT DE LEUR ACTION MUTUELLE.
DEMONSTRATION GENERALE DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES.

25. Reprenons les formules générales du n°® 15, et supposons que la
g
force P soit dirigée vers un point ou centre déterminé par les coordon-
8
nées a, b, c; si I'on nomme p la distance rectiligne de ce centre au
point de la courbe qui répond aux coordonnées .x, v, z, on aura

p=EVE—ap+(r—b)p+(z—c)
et il est visible que x — a, y — b, 5 — ¢ scront les projections de la
. . x-—a y-—b z--¢
ligne p sur les axes des a, y, z; donc —-—;;_, ‘———[-,—, " seront les
cosinus des angles que la ligne p fait avec ces axes, c¢’est-a-dire des
angles X, u, v que la direction de la force P fait avee les mémes axes.
Donc les termes P cos, P cosu, P cosy, dus i la force P dans les valeurs

” ” ” N ’ ) X —a Yy —— II
de Ma”, My”, Mz”, pourront étre représentés par I’Ta P‘-—~P ;

P ;0: ce sont les forces qui résultent de la décomposition de Ia
force P suivant les directions des coordonnées x, y, z.

Si maintenant on suppose p égale i une constante o, on aura-1'équa-
tion d’'une sphere dont d sera le rayon et dont le centre sera déterminé
IX. 48
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par les coordonnécs a, b, c, et la direction de la force P sera perpendi-
culaire 2 la surface de cette sphere. Donc elle sera aussi perpendicu-
laire & toute autre surface qui passerait par le méme point et qui serait
tangente a la sphere. ,

Représentons par f{.r, v, 3) = o I'équation de la sphere

Viz—aP+ (y—b6)?+(z —c)2—d=o;
on aura, en prenant les fonctions primes,

r—a._ r—>o z—¢

..‘(-l---— _:::f’(x), -—-;1-—— ;:‘:f'(]'), -—-(7—- fomind I(Z),

et, comme on a supposé p =d, il est clair que les forces dirigées sui-
vant @, ¥, 3 et résultantes de la force P seront exprimées par P/(x),
Priv), Pf(5).

26. Si I'on a une surface représentée par 'équation

Fix,),23)=o0,

laquelle soit tangente de la sphere dont il s’agit, il faudra, par ce qu’on
a vu dans le n° 40 de la deuxieme Partie, que les trois fonctions primes
F'(w), F(y), F'(s)de cette surface soient proportionnelles aux fonctions
primes f'(a), £(¥), f'(3) de la surface de la sphere. Done, si la force P
agit perpendiculairement i cette surface, il en résultera, suivant les
directions de o, v, 3, trois forces proportionnelles & PF(x), PF/(v),
P F(z). '

Or, si 'on fait abstraction de la force P, et qu'on suppose que le
corps soit forcé de se mouvoir sur cette surface, il est clair que 'ag-
tion, ou plutot la résistance que la surface oppose au corps, ne peut
agir que dans une direction perpendiculaire 2 la surface; donc il en
résulteva, sur le corps, des forces proportionnelles aux fonctions primes
F(a), F(y) F(s) de 'équation F(.x, ¥, 5) = o de la surface.

Donc le méme résultat aura lieu aussi si, en faisant abstraction de
la surface, on considere seulement I'équation F(x, v, 5) =0 comme
une équation de condition donnée par la nature de la question méca-
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nique proposée, d'ott I'on peut conclure que toute condition du pro-
bleme: représentée par I'équation F(ir, v, 5) = o sera équivalente &
des forces proportionnelles aux fonctions primes ¥F(x), F/(v), F(s]
et dirigées suivant les coordonnées x, y, 5. Ainsi, en prenant un coefli-
cient indéterminé II, il faudra ajouter aux valeurs de Max”, My”, M3z"
des équations du n° 15 les termes 1 F'(x), HF(y), HF(s). La quantité
inconnue I devra étre éliminée, mais I'équation qu’on aura de moins
‘par cette élimination sera remplacée par I'équation de condition
F(e, 5, 5)=0. .

On peut étendre cette conclusion au cas ol il y aurait deux équa-
tions de condition représentées par

l':(.z', 1y z) =o0 et (I’(a', VA Z) =20

elles équivaudraient a des forces exprimées par

NFl2)+VYo'(x, NF(y)+VP(y), HDF(z)+TVI(3)

et dirigées suivant v, v, z, qu'il faudrait ajouter aux valeurs de Ma”,
My”, Mz” (n° 15), les coelficients I et W étant indéterminés et devant
étre éliminés.

27. Jusqu'ici nous n’avons considéré qu'un corps isolé. Soient main-
tenant deux corps M et N attachés aux extrémités d’un fil inextensible
qui passe sur une poulie fixe. Soient z, v, s les coordonnées du corps M;
Z, 0, % celles du corps N; a, b, ¢ les coordonnées du point fixe ou est
placée la poulie, et  la longueur donnée du fil; il est clair qu’on aura
I’équation

VE =@ o OF (5 e [Em A [ 0P - e —d=o,
Jue nous représenlerons par
.f‘:xy NIRRT Ey Ny t) =0,

Si I'on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux
corps, et qu'on applique ici I'analyse du n° 25, il est clair que I'action
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da ‘ﬁlv sur les deux corps 'rvproduira sur le corps M les forces T /()
T/¢y), Tf{s) suivant @, y, 3, et sur le corps N les forces T /f*(£)
Tf('r,), T/"(}) suivant ses coordonnées &, 7, %.

11 en serait de méme si le fil passait sur deux poulies fixes dont I
position dans 'espace fut déterminée par les coordonnées a, b, ¢ pow
la premiere, et par «, 8, v pour la seconde. Alors, en désignant par ¢
la longueur totale du fil, moins la partie interceptée entre les deuy
poulies, qui est aussi donnée, I'équation de I'inextensibilité du fil don:
nerait

VIE— @ [y = b+ (3= + -+ (n— )+ (G —y)i—d=0
et, ¢n repm’%scntant cette équation par
.f(x)yr z, En Ny C)::'O»

on aurait pareillement T /"(x), T/ (y), Tf(s) pour les forces qui ti~
reraient le corps M suivant les coor donnw‘s z,y, 5, et Tf(Z), Tf'(n
'I/ %) pour celles qui tireraient le corps N suivant les coordonnaesi
n, 5. |

Enfin, si Pon supposait que le fil auquel est attaché le corps M, apres
avoir passé sur la premiere poulie fixe, repassat sur le méme corps M
et de la sur la méme poulie, et de nouveau sur le corps et sur la pou
lie a plusieurs reprises, de maniere qu'il y eat m cordons entre I
corps ct la poulie; qu'ensuite le fil, en quittant cette poulie, passi
sur la seconde poulie fixe et de la sur le corps N, en faisant auss
plusieurs tours entre ce corps et la méme poulie avant d’étre attache
fixement au corps N, de maniere qu'il y eut n cordons entre ce corps e
la poulie; comme la tension T est la méme dans toute I'étendue du
fil, le corps M, étant tiré par m cordons, serait tiré vers la premiert
poulie par une force égale & mT, et le corps N serait tiré vers la se:
conde poulie par une force égale & nN. Or il est clair que dans ce ca:
I'équation qui renferme la condition de I'inextensibilité du fil serait

my{E =+ [y + (2 — e+ ny{E—al + (n— B+ (E—y ) —d =0
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en désignant toujours pard la longueur totale du fil, moins la longueur
interceptée entre les deux poulies et il est facile de voir qu’en repré-
sentant cette équation par

f(xr:r; 3, En n, K) =o,

on aurait aussi, pour les forces qui tireraient le corps M suivant x, y,
z et le corps N suivant £, », {, les mémes expressions que ci-dessus :
Tf (), Tf (y), T/ (=), /(@) TS (n), TS (X

Si l on suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps M et
N-vers les deux poulies fixes, on aura P=mT et Q=n~T; donc, puisque
m et n doivent étre des nombres entiers, si les quantités P et Q sonl
commensurables, il faudra prendre T pour leur commune mesure;
mais, quelles que soient les forces P et Q, on peut toujours les repré-
senter par mT et »T, en prenant, dans le cas ou elles seraient incom-
mensurables, les nombres m et n tres-grands et la quantité T infini-
ment petite, et les forces qui tirent les corps M et N suivant leurs
coordonnées x, y, 3, %, 4, { seront toujours proportionnelles aux fone-
tions primes de la méme équation de condition relatives & ces coor-
données.

28. Maintenant, si au lieu de I'équation de condition

Sl 580, 8) =0,

dépendante de Uinextensibilité du fil, on a une autre équation quel-
conque entre les mémes coordonnées x, v, 3, %, 7, § dos deux corps,

représentée par
F(.Z‘, Y 2, E, Ny C) =0,

on peut, en regardant les constantes qui entrent dans la premiére de
ces équations comme arbitraires, faire coincider non-seulement les
¢quations mémes, mais encore toutes leurs fonctions primes pour des
valeurs données des variables x, v, 3, &, =, {; de cette maniere, les
deux équations deviendront comme tangentes I'une de I'autre, par la
théorie des contacts que nous avons donnée dans la deuxieme Partie,
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et, quelle que soit la liaison des deux corps q\u est représentec par

I’équation ‘
F(J‘, ) 8, ;0 Yis :) =0,

elle deviendra équivalente a celle d’un fil qui passe par deux poulies.
On pourrait croire que, puisque I’équation de condition

VT =@ (= b G = e+ V2 + (=B (C—yfi—d =,

pour un fil simple qui passe sur deux poulies fixes, renferme sept con-
stantes arbitraires, elle peut toujours avoir un contact du premier
ordre avec une équation quelconque, puisque ce contact ne demande
que sept conditions; mais, en représentant cette équation par

j.";xl Y, 3, zo Ny Z\ =0
et prenant ses fonctions dérivées, il est visible qu'on a

L@+ LR+ L P LT+ LR+ L=,

de sorte qu'on ne pourrait plus satisfaire en général aux conditions du
contact :

fla)=F@, flr)=F(), fz=Fa),
SE =F(E), fin)=F ( v L&) =F(Z).

Cet inconvénient disparait en prenant

m\/(x ;,,).c_,.\] ——b“+( ~+-n\/ ~az)‘-'+(‘n—ﬁ)"+(’._’—~—7v}"i-—d::n

pour I'équation de condition du fil multiple, i cause des nouveaux coef-
ficients indéterminés m ot n, et Pon peut dire que ’équation de con-
q

dition donnée \
]‘(x._?"; 3, E; T4

produit sur les corps M et N les mémes forces que le fil.
On tire de la cette conclusion que, dans un systeme de deux corps
dont la liaison dépend de I'équation

F(I, ) 3, E’ Ny :) =o,
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leut action mutuelle produit-sur l'un des corps les forces HF(x),
HF/(y), BF(z) suivant les trois coordonnées rectangles a, y, z, et sur
I'autre corps les forces MF'(%), MWF'(n), MF'({) suivant les coordonnées
rectangles Z, », 7, I étant un coeflicient indéterminé.

29. Si le systeme était composé de trois corps ayant pour coordon-
nées rectangles x, y, 3, &, % X, Y, z, on trouverait, par un pareil
raisonnement, que toute équation entre ces coordonnées dépendante
de la liaison des corps et représentée par

F(l‘,}", z, E’ &, X, ¥ Z)ZO

donnerait pour le premier corps les forces MF/ (), NF/(y), WF/(z) sui-
vant x, v, z, pour le second corps les forces WF'(8), I F'(n), I F({,
suivant £, », {, et pour le troisieme les forces HF(x), HF(y), NF/(z)
. suivant X, y, z, et ainsi de suite si le systeme ¢tait composé d'un plus
grand nombre de corps. En effet, quel que soit le nombre des corps
et quelle que soit leur liaison, elle ne peut produire sur chaque corps
qu'une force déterminée suivant une certaine direction; or toutes ces
forces peuvent étre aussi produites par la tension d'un méme fil qui
passerait successivement et i plusieurs reprises sur les mémes corps
et sur des poulies fixes.

‘nfin, s’il y avait entre les mémes coordonnées une seconde équa-
tion de condition représentée par

(b(xyfr 2, :‘:» hn, ’J,\’,)', 74) == 0,

il en résulterait d’autres forces exprimées par W d'(x), W' (y), Wd'(z;
pour le premier corps, par W&'(§), Wd'(n), I'd'(5) pour le second
corps et par W ¢'(x), W &'(y), Wd'(z) pour le troisieme, et suivant les
directions des mémes coordonnées, le coefficient W étant indéterminé
comme le coefficient II; et ainsi de suite s'il y avait un plus grand
nombre d’équations de condition.

30. On doit conclure de la, en général, que les forces qui peuvent
résulter de I'action mutuelle des corps d’un systeme donné se déduisent
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directement des équations de condition qui doivent avoir lieu entre'les
coordonnées des différents corps du systeme, en prenant les fonctions
primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les
fonctions primes de la méme fonction, prises par rapport aux diffé-
rentes coordonnées, sont toujours proportionnelles aux forces qui
agissent suivant ces coordonnées, et qui dépendent de la condition
exprimée par cette fonction. ‘

Jétais déja arrivé A un résultat semblable dans la Mécanique analy-
tigue, en partant du principe général des vitesses virtuelles, et, en
effet, ce principe est renfermé dans le résultat que nous venons de
trouver; car il est évident que, si plusieurs forces appliquées & un sys-
teme de corps sont en équilibre, elles doivent étre égales et directe-
ment opposées a celles qui résultent de leur action mutuelle.

Soient X, Y, Z les forces appliquées a I'un des corps suivant les di-
rections des coordonnées x, y, 5 prolongées, Z, Y, X les forces appli-
(quées i un autre corps suivant le prolongement de ses coordonnées £,
7, % et X, Y, Z les forces appliquées & un troisieme corps suivant le
prolongement de ses coordonnées x, y, z; on aura, par ce qu'on vient

de démontrer,

N HF(2) + Y (x), P=UF(y)+¥Y¥F), Z=HF(z)+¥d(s),

ZaNUFE) +YE), Y=HF(n)+¥Y¥(q), S=IF{Z)+¥E),

N NF(x) W d(x), Y=HF(y)+Y&y), Z=M0F(z)+¥¥z),
et de L on tirera immédiatement

X'+ Yy + 22 +Z5+ Y0+ 20+ Xx' + Yy'+ y4%
=R (a9 8, 8055, ), 2)+VO(z, q,E W X, ¥, 2).

Le second membre de cette équation est évidemment nul, en vertu des
équations de condition, puisque les quantités indéterminées I, W se
trouvent multipliées par les fonctions primes de ces ¢quations; donc

on aura
X't Fy! 4+ Z2'+ ZE8 4+ Yo'+ 2+ XX+ Yy + Z2' == 0,

¢quation générale du principe des vitesses virtuelles pour 'équilibre
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des forces X, ¥, Z, &, Y, 5, X; Y, Z, dans Iaquellé les fonctions primes
&',y 5, &, ... expriment les vitesses virtuelles des points auxquels
sont appliquées les forces X, ¥, Z, E, ..., estimées suivant les direc-
tions de ces forces. [Voir la premitre Partie de la Mecanique analy-
tigue (*)]. x .

Au reste, on ne doit pas étre surpris de voir le principe des vitesses
virtuelles devenir une conséquence naturelle des formules qui ex-
priment les forces d’apres les équations de condition, puisque la con-
sidération d’un fil qui par sa tension uniforme agit sur tous les corps
et y produit des forces données suffit pour conduire i une démonstra-
tion directe et générale de ce principe, comme je I'ai fait voir dans-la
seconde édition de I’Ouvrage cité.

(*) OEuvres de Lagrange, t. XI.

1X. 49
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CHAPITRE VL.

DE LA LOI DU MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITE. DE LA LOI DES AIRES DANS LA
ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE, OU D'UN SEUL POINT FIXE, OU AUTOUR DU
CENTRE DE GRAVITE DANS LES SYSTEMES LIBRES.

31. Nous~enons de donner la maniére de déterminer les forces qui
peuvent résulter de I'action mutuelle des corps dans un systeme quel-
conque et qui doivent étre ajoutées aux autres forces, dans les équa-
tions du n° 15, pour avoir les équations completes du mouvement du
systeme. Quoique les équations de condition

|"(1‘,J‘. zaEv"h C:.--‘)‘-‘?:ﬂ» q’(x,J'ozy & 1y c;-'-)::oy ey

qui donnent naissance i ces forces, dépendent des circonstances parti-
culiéres de chaque probleme, il y a néanmoins des cas généraux qui
méritent d’étre examinés, parce qu'ils offrent des résultats remar-
quables.

Le premier de ces cas est celui ol les conditions du systéme sont
indépendantes de I'origine des abscisses x, %, ... et ol les fonctions
désignées par les caraciéristiques F, @, ... ne contiennent que les dif-
févences § — x, x -~ r, ... des abscisses. Alors il est évident que, si I'on
augmente chacune des variables «, £, ... d’'une méme quantité ¢, cette
quantité disparaitra d’elle-méme des fonctions dont il s’agit. Or, en
substituant o + ¢, §+7, ... & la place de x, &, ... dans la fonction
F(a, ¥y, 5, % %, ...), elle devient, par le développement,

F(z,9, 3, 5n, £) + i[F(z) + P(§) +...]1+ ..
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Donc on aura nécessairement I'équation du premier ordre

CF(z)+ P+ =
On trouvera, de la méme maniere,

() + V() + ..

fl
2

et ainsi de suite.

Or, si le systtme n’est soumis & d’autres forces que celles qui
peuvent résulter de I'action mutuelle des corps, les équations du mou-
vement relatives aux coordonnées x, %, ... seront de la forme (n° 15)

Mz"==IIF (x) + VY¥x)+ ..,
Ng"=NF () +¥YPE)+...,

............................

Donc, ajoutant ces équations ensemble, on aura simplement
Mx” + NW/ - ... T2 0,

équation indépendante des conditions du systeme.
Cette équation a I'équation primitive

Mz'+Ng +...=a,
et celle-ci a encore I'équation primitive
Mz 4+ Ni—+...=at+0,

a et b étant des constantes arbitraires.

Ainsi 'on a tout de suite, dans ce cas, une relation entre les diffé-
rentes abscisses , &, . ,

Il est facile de voir que le cas dont il s’agit aura lieu dans tout sys-
teme entierement libre de se mouvoir dans la direction de I'axe des
abscisses, quelle que soit'action que les corps peuvent exercer les uns
sur les autres. Car alors, relativement & cet axe, les conditions du sys-
teme ne pourront dépendre que de la position respective des corps, et
nullement de leur position par rapport a l'origine des abscisses; par
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conséquent, les équations qui exprimeront ces conditions ne pourront
contenir que les différences x —Z, ... des abscisses. Et, si les corps
exercent les uns sur les autres des attractions ou des répulsions mu-
tuelles, comme les fonctions F(x, v, 3, £, ...) dues a ces forces ne dé-
pendent que des distances y(x —Z)* +(y—n)*+(s—7%)% ..., ces

-

fonctions auront aussi la méme propriété.

Done, lorsque le mouvement du systeme sera tout i fait libre suivant
la_direction de I'axe des x, de quelque maniere que les corps agissent
les uns sur les autres, soit par des forces quclconq'ues de résistance, ou
par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, 'équation précé-
dente entre les abscisses X, g, ... des diffévents corps aura toujours
lieu.

Si T'on prend dans le systéme un point qui réponde a Iabscisse X,
telle que 'on ait

Ma 4+ N:
MG N

on aura
\"-:0, etdeld X':=a, X\ -=at,

en supposant que Pespace X soit nul au commencement du temps.
Ainsi, le mouvement de ce point suivant la direction de 'axe des x sera
uniforme avee la vitesse constante a.

32. Si, dans le meéme systeme, on suppose que les corps M, N, ...
sotent de plus animés par des forces quelconques P, Q, ... dirigées
suivant I'axe des 2 el tendant i augmenter les v, Z, ..., il faudra, dans
ce cas, ajouter respectivement les quantités P, Q, ... aux valeurs de
Ma”, N&7, ..., ce gui donnera les équalions

Ma =P+ F (2) +Vdix) +. ..
NE QR TEFE) + W (g 4

dont la somme sera

Ma’ 4N =P Q4. .,



TROISIEME; PARTIE. — CHAPITRE VI. 389

et, si 'on substitue pour Mz +NZ+... la quantité (M +N-+...)X,

on aura
\M—i—N-—F...)XU:P—l-Q—l—...,

équation qui représente le mouvement rectiligne suivant I'axe des .
d’un corps dont la masse serait M+ N+ ... et qui serait animé par une
force égale a P+Q+....

D’oir I'on peut conclure que le point du systeme qui répond & 'ab-
scisse X aura, dans la direction de I'axe des x, le méme mouvement
qu’il aurait si tous les corps du systéme étaient concentrés dans ce
point et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la direc-

tion du méme axe lui fussent appliquées.

33. Si le systeme est libre a la fois relativement & 'axe des @ et
celui des y, il est visible que les mémes résaltats anvont lieu pour les
mouvements suivant ces deux axes, et, si le systeme est absolument
libre dans tous les sens, alors les mémes résultats auront lien par rap-
port aux trois axes; et 'on en pourra conclure que, si 'on prend dans
le systeme un 130i|1l qui réponde aux coordonnées X, Y, Z, telles que

I'on ait

o Ma - NI
N=NEN
Y__I_\l_y;;t—_N-;1+...
M+ N+L L
g Mz +N&+.
M+ N

ce point, lorsque le systeme n’est animé par aucune foree extérieure,
s¢ mouvra uniformément en ligne droite, et que, si les différents
corps du systtme sont animés par des forces quelconques, le méme
point se mouvra comme si tous les corps y étaient coneentrés et que
toutes les forces y fussent appliquées chacune suivant sa direction
propre.

Le point dont il s’agit est connu, en Mécanique, sous le nom de

centre de gravité, et la proposition que nous venons de démontrer s'¢-
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nonce ordinairement ainsi : L’état de mouvement ou de repos du centre
de gravité de plusieurs corps ne change point par I'action mutuelle des
corps entre cux, pourvu que le systeme soit entierement libre; c’est
ce qui constitue la loi de la conservation du mouvement du centre de gra-
viLe, '

[l est bon de remarquer que cette loi a lieu aussi lorsque, par la
rencontre et P'action mutuelle des corps, il survient des changements
brusques dans leurs mouvements, car on peut regarder ces change-
ments comme produits par 'action de ressorts interposés entre les
corps qui se choquent, et dont la durée est presque momentanée. Cest
ainsi que 'on peut envisager les changements qui arrivent dans le choc
des corps durs, et ¢’est par cette raison que le mouvement du centre de

gravité n’est point altéré dans ces changements.

- 3% On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs
corps i trois axes fixes, par lé moyen des coordonnées X, Y, Z, données
ci-dessus; si 'on voulait le rapporter a des points déterminés, alors,
nommant a, b, ¢ les trois coordonnées d’un de ces points et  la dis-
tance du centre de gravité a ce point, on aurait

@22 (X —a)? - (Y — b)2 + (£ — c)?

= X2+ Y2 Z2—2aX —20Y — 2¢7 -+ a® + b2 -+ ¢2.

Or, si P'on fait le carré de la quantité Ma + NZ - ..., il est facile de

voir qu'on peut le mettre sous la forme
(M 4N+ . (Ma2--NE2 )= MN (2 — E)2 ..
done on aura (numéro précédent)

X2 e Ma24 NE2-. .. . MN(z — £\ ..,
T M+ N+ (M+N-+...)2

)

ot de Ta

\i—aaX pare MET @R NG —aP 4. MN(z—E)2 ..

M+N-+... M+N+.. )
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On trouvera de méme

b M(y—>b)2+N(n—>b)24..  MN(py—n)+...
Yo, 2. ML — )
2bY+0 M+ N+ .. M+ N+
et pareillement
70— el 42 =MZ— ¢+ N{Z—e)2+. .. MN(z-— L)+,
M4+ N4 (M 4N ... 2

Si I'on fait ces substitutions dans I'expression précédente de o2, et
que l'on désigne, pour abréger, par A la somme des masses M, N, ...,
multipliées chacune par le carr¢ de sa distance au point donné, cette
somme étant de plus divisée par la somme des masses; et que on dé-
signe aussi par B la somme des produits des masses prises deux a deux
et multipliées par le carré de leurs distances rvespectives, cette somme
¢lant divisée par le carré de la somme des masses, on aura

d*== A — B, et par conséquent d - yA— B.

Ainsi, comme la quantité B ne dépend que de la position respective
des corps, si I'on détermine les valeurs de A par rapport i trois points
différents, pris dans le systeme ou hors du systéeme, & volonté, on aura
les distances du centre de gravité & ces points, et par conséquent sa
position absolue. Si les corps étaient tous dans le méme plan, il sufti-
rait de considérer deax points, et il n’en fandrait qu'an seul si tous
les corps étaient dans une méme ligne droite. En prenant les trois
points donnés dans les corps mémes du systeme, la position do centre
de gravité sera donnée simplement par les masses et par leurs distances
respectives. Comme cette maniere de trouver le centre de gravité es
peu connue, j'ai cru pouvoir la donner ici, & cause de Tutilité dont elle

peut étre dans plusieurs occasions.

35. Le second cas est celui ou les conditions du systeme sont ind¢-
pendantes de'la direction des axes des & et y sur le plan de ces coor-
données, en sorte qu’en faisant tourner ces axes autour de I'axe des s
d’un angle quelconque ¢, ce qui changera les abscisses a1, %, ... en
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xcosi—ysini, §cosi —msini, ... et les ordonnées y, m, ... en
Y COSL + a 8int, n cosi + % sini, ..., les fonctions représentées par les
caractéristiques F, ®, ... ne varient point par ces changements, quel
que soit Pangle . 11 est facile de voir que cette propriété aura lieu, ‘en’
genéral, dans toute fonction des quantités a*+ y?, 22+ =2, xf + y,
an — vy, ...

Si on fait, dans ce cas,

a=z(cosi —1) - ysini, b=p(cosi—1)+zsini, ...,

a =z §(cosi — 1) —nsini, B=mn(cosi—1)~+Esini, ...,

il faudra qu’en substituant & la fois dans ces fonctions x +a, v + b,
ko, a4+ B, ... i la place de ey y, 2, 4, ., et développant suivant
les puissances de ¢, la somme des termes affectés d’'une méme puis-
sance soit nulle. Or, par ces substitutions et par le développement
suivant les puissances de a, b, «, 8, ..., la fonction F(x, v, 5,%, ...)
devient

Fiar,g, e8] 4+ aF(@) + b F(p) + 2 F(E) + BV (n) 44 S F/{a) + ...

Mais on a
.. . Ik . i
SINEL 2 — ~—— ... COSl=1— — ...}
2.3 ’ 2 ’

done les termes aflectés de @ dans la formule précédente seront
([=y¥Flz) +2F () —aF(E) +EF(n)—... ];
par conséquent on aura, pour la fonction F(a, y, ...), I'équation de
condition
2¥(y) -y F(z)+EF () =4 F{{) +. . .=o.
On trouvera de la méme maniere, pour la fonction d(x, y, ...),
I'équation

20 (y) -y ¥(z) + 18 (n) — 2 () 4. = o,

ot ainst des autres.
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36. Maintenant, si les corps du systeme n’éprouvent d'autres actions
que celles qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle, les équations
du mouvement relatives aux coordonnées x, v, %, «, ... seront de cette
forme (n°s 26 et 30) : .

Mz’ ,-_nr'(x + W () +...,

WE(y)+ Y (y)+...,
NE_” CIF(E) - WD(E) ..,
N == F(n)+ ¥ (n)+...,

Done, si I'on ajoute la seconde de ces équations multiplice para, la
quatricme multipliée par ¢, et ainsi de suite, et qu’on en retranche la
premiere multipliée par y, la troisitme multiplice [)zh' %, ele., on
aura, en vertu des ¢équations de condition trouvées ci-dessus, I'équa-
tion

M (2" — ") + N{Zn" — 8"} —... = o,
qui est aussi, comme Pon voit, indépendante des conditions du sys-
teme.

En prenant son équation primitive, on aura
M{zy — ') + N{&d — nE' ) +...=(,

¢ ¢tant une constante arbitraire. Ainsi 'on a-tout de suite une ¢quation
du premier ordre entre les coordonnées x, y, g, 1, ... des différents
corps.

Or &y — yu'= xy' + ya'— aya’; mais xy + yr’ est la fonetion prime
de ay, ¢'est-b-dire du double de I'aive du triangle rectangle dont
est la base et ¥ la hauteur, et yx’ est la fonction prime de airve de la

U
. . , ay' — yx
courbe comprise entre abscisse 2 et 'ordonnée y; done ——.=— sera

la fonction prime de la différence du triangle et de I'aive dont nous

parlons, et il est facile de voir que cette différence est, en général,

égale a U'espace compris entre la courbe dontz ¢t y sont les coor-
IX. 50
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données, et la droite menée de lorigine de ces coordonnées a la
courbe, ¢’est-i-dire a P'aire du secteur déerit par cette méme droite,
qu’on nomme rayon vecteur.

Ainsi, nommant A celte aire, on aura
xy' —yx' =2 A,

e, nommant de méme o Paire déerite par le ravon veeteur mené a la

courbe dont Z et sont les coordonnées, on aura pareillement

o1 -]
Qi — ML A,

etainsi des autres. De cette maniere, I'équation précédente deviendra

2MA -+ 2N2 + s G

e, comme los fonctions primes se rapportent ici au temps ¢, on aura

celte équation primitive,

MA +Na+...o2 500+ D,

D étant une constante arbitraive, qui sera nulle sil'on faitcommencer les
aires A, 2, ... au commencement du temps ¢, Alors la somme des aives
multipliées chacune par la masse correspondante sera proportionnelle
au I.(-lnps.

II peut arviver, suivant la forme de la courbe dont x et ¥ sont les
coordonnées, que Paire décrite par le rayon veeteur soit au contraire Ia
différence de Taive de la courbe et de celle du triangle, auquel cas on

aura
ay' —yx' = — 2"}

mais il est facile de se convainere que, dans ce cas, I'aive sera décrite
dans un sens opposé. Done, en général, la somme des produits des
masses par les ajres sera proportionnelle au temps, en prenant posi-
tivement les aires tracées dans le méme sens et négativement celles

(qui seraient tracées dans un sens opposc. C'est une remarque essen-
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tielle, et sans laquelle le théoreme dont il s’agit ne serait pas vrai en
général.

Cette loi des aires aura donc lieu dans le mouvement de tout systeme
de corps agissant les uns sur les autres d'une manitre quelconque,
pourvu que le systeme soit enticrement librg de tourner autour de laxe
des 5, perpendiculaire au plan des a et y; car il est visible que les
conditions provenant de la liaison mutuelle des corps seront alors les
mémes, quelque divection qu’on donne aux axes des x el y.

Et si les corps agissent les uns sur les autres par des forces d'attrac-

tion ou de répulsion, ces forces seront exprimées par des fonetions des

distances y{x — £)7 o (v — 1)* + (5 — £)%, lesquelles auront aussi la
pmlu'i("té (Jue Nous avons supposée; par conséquent, Ia méme lot des
aires aura encore lieu.

Enfin, si les corps M, N, ... ¢taient de plus animés par des forces
quvl(:()nquos P, Q, ..., dirigées vers des points donnés de Maxe des z,
¢loignés du plan des v et ¥ des quantités m, n, ..., il est factle de con-
clare des formules du n® 15 que I'on aurait & ajouter aux valeurs

de Mx” et Ny” les termes respectifs

Px Py
- et S A

D oyaEa - (3 m)? V42 -+ (3 m)?

et, de méme, aux valeurs de MZ7 et N+ les termes

Q:
—— T oL

>

bt (L —n)?

HERS

"\

et ainsi de suite. Done les valeurs des quantités M(xy” - ya”),
M (& — "), ... seront indépendantes de ces forces, et la loi des aires
subsistera également dans ce cas; done elle subsistera aussi si les.corps
ne sont animés que par des forces divigées parallelement au méme axe,

et par conséquent perpendiculaires au plan des 2 et y.

37. Donc, en général, si le systeme est libre de tourner autour d’un

axe fixe, quelle que soit 'action que lés corps peuvent exercer les uns
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sur les autres et de quelques forces qu'ils soient animés, pourvu
qu’elles tendent i cet axe ou qu'elles y soient paralléles, la somme des
produits de la masse de chaque corps par I'aire que sa projection sur
un plan perpendiculaire au méme axe décrit autour de cet axe est tou-
jours proportionnelle au temps.

Si donc le systeme était libre de tourner d’une maniere quelconque
autour d’un point fixe, et qu'outre 'action mutuelle des corps chacun
d’eux fat encore sollicité par une force qucl%onque tendant & ce point,
la méme loi des aires aurait lieu relativement a tous les axes qui passe-
aient par ce méme point. Ainsi, dans ce cas, en prenant ce point
pour l'origine des coordonnées, on aurait, relativement aux trois axes
des coordonnées, ces trois ¢quations du premier ordre (numéro préce-
dent) ¢

Nl(l‘)"._«]‘x') + \(E)nr . _lz:) e C,
Mizz — z2') + N L =28 )+ =D,
M{yz'— 2p"}) 4+ N(nZ — &' ) +...=E,

¢, D, E étant trois constantes arbitraires.

38. Si le systeme était entierement libre) et qu'il 0’y et aucun point
fixe, ces équations, et par conséquent la loi des aires, uumi(:nl, lieu par
rapport i un point quelconque qu'on prendrait pour ovigine des coor-
données et pour tous les axes qu'on ferait passer par ce point.

IL en serait encore de méme dans ce cas, si le point dont il s'agit, au
lieu d'étre fixe dans 'espace, avait un mouvement quelconque recti-
ligne et uniforme. En effet, supposons qu'il parcoure dans le temps ¢
les espaces ¢, ¢, ye suivant la direction des axes des v, y, 3, les vi-
tesses a, B, v étant constantes, et soient p, ¢, r les coordonnées du
corps M, 5, 7, p celles du corps N, ete., rapportées a ce méme point
pris pour leur origine; il est clair qu'on aura

p=x-—at, q )y—73L r=s—yi,

et de méme
w=f—al, x=n—03 p=f—y4
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ct ainsi des autres. Donc on aura

U= = (2= al) () =] = (y—B1) ('~ a)
moxyl— yxl— 2ty —y) + Bt - ),

et pareillement
oy — ' =En'" 0l — a(tn'— ) + B(LE— &)

ot ainsi des autres formules semblables. On aura done

M{pg—qp')+Nwy' —yw') +...
=M{zy' —yx')4-N(gn' —n3' ) b=l (My =N’ + a My == Nyt
+Bt(Mx'+ N+ . .) —B(Mx + NE+...).

Or, dans ce cas (n* 32 et 33),
Mxr+NE+.. ~at+b, My+Ng-+...=cl+d,

a, b, ¢, d ¢tant des constantes : done, faisant ces substitutions, il vien-

dra

M(pg'—qp')+ N{wy' — o)+ .= M(xy —y2’) +N(En'— 42 )+ .. 4ad —5b

sz l-od — Bb.

Ainsi la quantité M(pg'— gp') + N(wy' — yo') + ... sera encore con-
stante; par conséquent, la somme des aires déerites autour de 'axe
des 7 passant par le point mobile, multipli¢es chacune par la masse
respective, sera aussi proportionnelle au temps.

On trouvera de la méme maniere que les deux autres quantités
M{pr—rp') +N(wp' —ow') +..., M(gr'—rq") 4+ N(yp —pyx) 1-. ..

seront constantes, et quainsi la somme des aires déerites autour des
axes de ¢ et p passant par le méme point mobile, multipliées chacune
par la masse respective, sera encore proportionnelle au temps.

Done, puisque, dans le cas dont il s’agit, le centre de gravité du Sys-

teme ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme (n° 33,
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il s'ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rapport au centre de
gravité et pour tous les axes qu'on fera passer par ce centre.

Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous parlons a
licu aussi comme celle du mouvement du centre de gravité, et par la
méme raison ‘numéro cité), lorsqu'il survient des changements
brusques dans les mouvements du systeme, par Uaction mutuelle des
corps qui le composent. Ainsi la méme loi peat sappliquer également

au choe des corps durs et i celui des corps élastiques.

et o w—— -
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CHAPITRE VII.

DE LA LOI DES FORCES VIVES DANS LE MOUVEMENT D'UN SYSTEME ANIME PAR DES
FORCES ACCELERATRICES QUELCONQUES. DE LA CONSERVATION DES FORCES VIVES
DANS LE CHOC DES CORPS ELASTIQUES. DE LA PERTE DE CES FORCES DANS LE
CHOC DES CORPS DURS, OU EN GENERAL DANS LES CHANGEMENTS BRUSQUES QUE
LE SYSTEME PEUT EPROUVER. DE LA SOMME DES FORCES VIVES DANS LES SITUA-
TIONS DE L’EQUILIBRE. REMARQUES GENERALES SUR L'ECONOMIE DE CES FORCES
DANS LES MACHINES.

39. En général, quelles que soient les conditions du systeme, les
¢quations de condition
Flx, y,z2,E ..

o, Dlayy, 8 L) =0,

1

donneront toujours, en prenant les fonctions prinws relativement au

temps ¢, dont les variables x, v, ... sontdes foncetions,

2 P ) Ay ) 3 W (5) e 2R e K ) 5 E L) Ao,
\

S
A L B N 1T

' Ox) -y D) (B B A+ D)
et ainsi de suite.

Or, si le systeme n’éprouve que Paction des forces qui résultent de
ces conditions, les équations do mouvementdes corps M, N, ... seront,

comme dans le n® 36, de la forme

Ma” = F 2 U ()

My UF ) Wy

Mz = (2] W (5] 4,

N I W

N/ = F ) = U () e
/

N t_” e || I“’( : ?' + Y

-

[P I
v/ LRI

0
C)+...

A
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Done, multipliant ces équations respectivement par 2/, ¥/, ', &/, «,

7', ... et les ajoutant ensemble, on aura celle-ci,

M (22" 'y + 52"} + N{EE b 00"+ §'5") .. =0,

qui est entierement indépendante des conditions du systeme, et qui
pavr conséquent aura licu en général, quelles que puissent étre la dis-
position et la liaison mutuelle des corps qui le composent.

Gette équation a pour équation primitive
M2y 4 28) b N[22 4 02 4 =1,

dans .lqm Jle Il est une (uml.nnl(- arbitraire. Or nous avons vu
1 11) que ya'? 4y 5 exprime la vitesse du corps qui décrit la
murlw dont a, v, ssont les coordonnées; done, si Pon nomme w« la vi-

tesse du corps M, ¢ celle du corps N, et ainsi des autres, on aura
R I R S e VL A S VI B S A S (R
et 'équation précédente deviendra
M2+~ Ne2--. . == H.

Dans la fameuse dispute sur Pestimation des forees, on a appelé
Jorce vise d'un corps en mouvement le produit de sa masse et du carré
de s vitesse. Ainsi, en conservant cette dénomination, on voit, par
I"équation qu’on vient de trouver, que la somme des forces vives de
tous les corps d'un systeme est constante, lorsque ces corps n’éprouvent
dautres actions que celles qui vésultent de leur Liaison, et, en géné-
ral, de toutes les conditions qui peuvent étre exprimées par des équa-
tions entre les diflérentes coordonnées du corps, sans que le temps v
entee. Cest dans cette loi gque consiste le principe de la conservation

des forees vives,

40. Si les corps agissaient, de plus, les uns sur les autres par des
forces d'attraction ou de répulsion quelconques, ces forces donneraient,
A la vérité, des termes de la méme forme 11/ (x), W/ (y), ... dans les
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valeurs des quantités Mx”, My”, ..., en prenant pour la fonction
S(@,y, ...) la distance y(® —E)*+ (y — =)+ (5 —L)* éntre deux
corps, et pour I la force absolue que ces corps exercent 'un sar
Pautre (n°25); mais il est évident que la condition

xlfl(x) —|—y,f”(‘7‘) —‘*“. - ()
n'aurait pas lieu pour cette fonction comme pour celles qui résultent
des conditions du systeme. Ainsi ces termes subsisteront dans. I'¢-
quation indépendante des conditions du systeme, et 'on-aura, par con-
séquent,

o1

M {2 - 'y o 38+ N(E bl 6 2L
U@ f1@) y fy) ) L) A S E L

ot I'on voit que la quantité a’ f(x) -y /" (v) ... est la fonetion
prime relativement i ¢ de la fonction f{r, y, 5, %, .. .), quiestici

-

5 S8 (7 (a8

Done, en général, si 'on désigne par p la distanee rectiligne entre les
corps M et N, et par P la force absolue d'attraction ou de répulsion
-que ces corps exercent 'un sur lautre, sil'on désigne de méme par ¢ la
distance rectiligne entre deux autres corps du systeme et par Q la
force d’attraction ou de répulsion entre ces corps, et ainsi de suite, en
prenant les quantités P, Q, ... positivement lorsqu’elles tendent i
augmenter les distances p, ¢, ..., et négativement lorsqu’elles tendent
a diminuer ces distances, et qu'on nomme «, ¢, ... les vitesses des

corps M, N, ..., I'équation précédente deviendra
Muw - Nvv' - == Pp' 4+ Qg 4. L,
qui est ¢galement indépendante des conditions du systéeme, mais qui

renferme, comme on voit, les forces P, Q, ... d'altraction ou de ré-
pulsion mutuelle.

41. Enfin, si les corps étaient en méme temps atlivés vers des
centres fixes ou repoussés de ces centres, la méme ¢quation aurait
IX. 51
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encore lieu en prenant, par exemple, p pour la distance du corps M &
an centre fixe et P pour la force qui vient de ce centre; et ainsi des
autres. Car on peut déduire le cas des forces tendantes a des centres
fixes de celui des actions mutuelles des corps, en supposant que
quelques-uns de ces corps deviennent immobiles, ce qui a licu lorsque
leurs masses sont infinies; mais, sans avoir recours a cette démonstra-
tion indirecte, il 0’y a qu'a considérer que, si le corps M, par exemple,
éprouve Paction d’une force P qui part d’'un centre fixe dont la posi-
tion soit déterminée par les coordonnées £, m, n et dont la distance
a M soit p, il en résultera (n°25), dans les valeurs des quantités Mx”,

.

My”, Mz”, les termes respectifs

Pla 1) Py~ m) Piz - n)
] 9 9

P Iz p

’

et par conséquent, dans L valeur de M/ -3y 4 55", ou de M,
les termes
Plx )’ ‘ Piy—ml)y  Plz nis

I P P

Mais p étant = (= ) (v - m)* (5 “n)E, on a

(e -Na e (ymly s

done les termes dont il s’agit se réduisent & Pp'.

Dot on conelura, en général, que 'équation
Mot - Noo'-1-..-=Pp" 4 Qq' ...

a licu pour un systeme quelconque de corps disposés ou liés entre eux
d'une manitre queleonque, et qui s’attirent ou se repoussent récipro-
quement, ou sont attires vers des centres tixes ou l'vpouss(-s par des
forces quelconques Py Q, ..., en nommant p, ¢, ... les distances mu-
tuelles des corps qui s'attivent ou se repoussent, ou leurs distances
aux centres fixes d'attraction ou de répulsion, et prenant les quantités

P, Q, ... positivement ou négativement selon que ces forces servont
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répulsives ou attractives, parce que les premieres tendent i augmenter
les distances p, ¢, ..., et les secondes a les diminuer.

42. Si les forces P, Q, ... sont respectivement des fonctions quel-
conques des distances p, ¢, ... suivant lesquelles elles agissent, ce
qu’on peut toujours supposer lorsque ces forces sont indépendantes
les unes des autres, ou, en général, si les quantités P, Q, ... sont des
fonctions de p, ¢, ... telles que, la quantité Pp'+Qqg'+ ... soit la
fonction prime d’une fonction de p, g, ..., que nous désignerons par

F(p, ¢, ...), 'équation primitive de I'équation ci-dessus sera
Mu2-No2- . K- 2F(p,q, ...),

K é¢tant une constante arbitraire; ct, dans ce cas, les forces P, Q, ...,
qui agissent suivant les lignes p, ¢, ..., seront représentées par les
fonctions primes F'(p), F'(g), ....

Soient a, b, ... les valeurs de p, ¢, ... dans un instant donné, et U,
V, ... les vitesses de M, N, ... dans cet instant; I'équation précédente,

mpporté v ce méme instant, donnera
MU2 4 NV2 0Kt 2F(a, b, ...),

d’ou 'on tire
KR MU2-4 NV2o L — 0ok (a, b, ...)

done, substituant cette valeur, on aura I'équation générale
Meaz-t- No2ojoo o o MU NY2 - 2B (p, g o) —2F(a, b, o

Cette équation renferme le principe de la conservation des forces
vives pris dans toute sa généralité. Elle fait voir que la foree vive to-
tale du systeme ne dépend que des forees actives qui animent lex
corps et de la position des corps relativement aux centres de ces
forces, de sorte que, si dans deux instants les corps se trouvent
mémes distances de ces centres, la somme de leurs forees vives sera
aussi la méme. )

Ventends par forces actives les forces que les corps exercent les uns
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sur les autres, et dont 'effet est de changer leurs distances ou leurs
positions respectives, comme les forces intrinseques d’attraction ou de
répulsion, les forces des ressorts placés entre les corps, etc. Au con-
traive, j"appelle forces passives les forces de résistance produites par les
pressions des corps, les tensions des fils ou des verges, ete., et dont
effet est de maintenir les corps dans une méme position respective et
d"empécher que les conditions du systeme ne soient violées. Ces forces
passives ne contribuent en rien, comme 'on voit, a la production de la
force vive; les forces actives seules 'augmentent ou la diminuent,
comme elles feraient si les corps, étant mus librement, partaient des
mémes points et arrivaient aux mémes points, en décrivant des lignes

queleonques.,

43. Nous avons vu que fa loi du mouvement du centre de gravité et
celle des aives sont indépendantes de Paction mutuelle des corps,
quelle que soit cette action, soit qu’elle vienne des forces passives ou
actives; ainsi, & cet égard, ces deux lois ont une plus grande étendue
que la loi de la conservation des forces vives, qui n’est indépendante
que de Paction des forees passives, I résulte de Ta que cette derniere
loi ne peut pas subsister, comme les deux premieres, dans le cas ou,
par U'action mutuelle des corps ou par la rencontre d'obstacles, il sur-
vient des changements brusques dans leurs mouvements, parce que ces
changements sont ou peuvent toujours étre regardés comme effet
des forces actives de ressorts placés entre les corps ou entre eux el
les obstacles, et qui, en se contractant ou se dilatant trés-peu, main-
tiennent la loi de continuité dans la variation des mouvements. La
force vive des corps qui subissent ainsi des changements brusques re-
coit, i chacun de ces changements, une augmentation ou une diminu-
tion égale a la force vive que action de ces ressorts produirait si les
corps n'étaient soumis (u'a cette action.

Ainsi, si les corps M, N, ... viennent a se rencontrer ou a rencontrer
des obstacles, de maniere qu'il en résulte des changements brusques

dans leurs mouvements, on pourra :\ppliquvr a ces corps, pendant leur

.
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action, quelque courte qu'elle puisse étre, la formule du numéro pre-
cédent, de sorte qu'en nommant U, V, ... leurs vitesses au commen-
cement de I'action, u, ¢, ... les vitesses a la fin de 'action, désignant de
plus par a, b, ... les valeurs des distances p, ¢, ... au commence-

ment et par «, f, ... leurs valeurs i la fin de la méme action, on aura
MU2-+NV2 .~ Mu2- No2--. . -=2F(a, b, ...) - 2F{a, 3, ...,

ce qui montre que la différence des forces vives au commencement et

a la fin de laction sera
2F(a, b, . )= 2F(2, 53, ...),

ol 'on remarquera que, quoique les quantités «, 8, ... different trés-
peu des quantités a, b, ..., la différence des fonctions semblables

Fla, b, ...) et F(a, B, ...) peut avoir une valeur finie quelconque.

44. Comme ces fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas déter-
miner, de cette maniere, la variation de la force vive; mais dans les
cas particuliers on pourra la trouver d'apres les conditions du pro-
bleme.

Lorsque des corps se choquent, soit immédiatement, soit par entre-
mise de leviers ou de machines queleonques, si les corps sont parfaite-
ment élastiques, la compression et la restitution se font suivant la
méme loi, et 'action est censée durer jusqu'a ce que les corps soient
revenus, par la restitution du ressort, & la méme position respective on
la compression a commencé. On aura done pour ce cas, dans I'équation
précédente, '

a=a, b, ...,
el par conséquent
Fla By o) = Fa, b, ...,
d'ou il suit que la force vive sera la méme avant et apres le choce: ce
qu'on sait depuis longtemps, mais dont on n'avait pas, que je sache,
une démonstration simple et générale.
Au contraire, dans le choe des corps durs, 'action n’est censée durer
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(que jusqu’a ce que les corps aient acquis des vitesses en vertu des-
quelles ils ne se¢ nuisent plus et qui, par conséquent, ne produisent
point d’action entre eux. Ainsi, U'effet de ces vitesses sur 'action mu-
tuelle des corps étant nul, si on leur imprimait ces mémes vitesses
avant ou pendant P'action, elle serait la méme en vertu des vitesses
composées de celles-ci et des vitesses propres des corps. Dohe elle se-
rait encore la méme si les vitesses imprimées étaient égales et directe-
ment contraires a celles dont nous parlons; car 'action ne varierait
pas, en supposant gquon détruisit ces vitesses imprimées par des vi-
tesses opposées.,

Il s’ensuit de la que, dans le choe des corps durs, les vitesses «,

¢y oo apres le choe, sont telles, que P'équation
MU2 0 NV2 e M2 = N2 o F{a, b, ey o) — o F (2, 8,9, .. 0)

subsisterait egalement en composant les vitesses U, V, ..., u, 0,
avee les vitesses - -, - ¢, ..., le second membre de cette équation
demeurant le méme, parce qu'il ne dépend que de la position mutuelle
des corps avant et apres le choe.

St done on nomme A fa vitesse composée de U et de -, B la vi-

tesse composée de Vet de ¢, ete., Péquation deviendra
MA=CNB2 o aF a, b, o 2, By,

puisque les vitesses composées w —-u, ¢ — ¢, ... sont nulles.

On aura done, pour le choe des corps durs, cette équation
MU2 - NV2op oM N e MR - NB2

Comme U, V, ... sont les vitesses avant le choe, et u, ¢, ... les vi-
tesses apres le choe, il est claie que A, B, ... seront les vitesses per-
dues par le choe; par conséquent, MA? - NB* + ... sera la foree vive
qui résulterait de ees vitesses @ d’olt P'on tire cette conclusion que,
dans le choe des corps durs, il se fait une perte de forees vives égale a
la force vive que les mémes corps auraient s'ils étaient animés chacun

de la vitesse qu'il perd dans le choe. Ce théoreme remarquable est da,



TROISIEME PARTIE. — CHAPITRE VIL. 407
je-crois, a M. Carnot, qui I'a trouvé d'une autre maniere dans son Essai
sur les machines en gencral; il est utile pour compléter Péquation des
forces vives, dans le cas ol il se fait une perte de ces forces par le
choc.

45. Dans 'équation (n° 41)
Mutd 4 Noo' . == Pp' + Qq'+ ...,

les quantités p, ¢, ... désignent les distances vectilignes des points ol
les forces P, Q, ... sontappliquées aux centres de ces forees; ainsi les
quantites p’, ¢/, ... expriment les vitesses de ces points suivant les di-
rections de ces mémes forces, et, comme les quantités p, g, ...
nentrent point dans U'équation, il sensuit qu'elle a toujours lieu,
quelles que soient les forees P, Q, ..., soit qu'elles tendent a des points
donnés ou non, pourvu que I'on prenne pour p’, q'y ... les vitesses res-
pectives des points ofr ees forces sont appliquées suivant les directions
mémes des forees.

Siles forces P, Q, ... étaient en équilibre, la quantité Pp'+ Qq'+- ...
serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (n® 30) : ainsi I'é-
quation précédente montre ce que cette quantité devient lorsque les
forces produisent du mouvement, et Pon voit qu'elle est alors ¢gale o
la fonetion prime de fa moitié de la force vive de tous les corps du sys-
teme, quelles que soient d'ailleurs la disposition et la liaison mutuelle
de ces corps.

Done, si dans un instant quelconque les forees qui agissent sur le
svsteme viennent i se contre-balancer, la fonction prime de la foree
vive sera alors nulle, et, par conséquent, la foree vive sera un maximum
ou un minimum (n® 26, 11 Partic). En général, de toutes les situations
que le systeme peat prendre, celle oivil serait en équilibre est aussi
celle ou sa force vive serait un maximum ou un minimum s’il ¢tait en
mouvement, et il est démontré que P'équilibre sera stable Torsque Ta
force vive sera un maximum et qu'il ne le sera pas lorsque la foree

vive sera un minimum. Mais la démonstration de cette proprié¢té sin-
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guliere de P'équilibre ne peut pas étre insérée ici; on peut la voir dans
la Mécanique analytique (*).

46. Puisque les quantités p', ¢, ... n'expriment que les vitesses des
points ot sont appliquées les forces P, Q, .. ., estimées suivant la direc-
tion de ces forces, on peut prendree pour p’, ¢/, ... les espaces simultanés
parcourus par ces points suivant ces directions. Ainsi Pp’ sera la fone-
tion prime de Paire de la courbe dont 'abscisse serait égale 4 p et
lordonnée rectangle serait P, et de méme Qg’ sera la fonction prime

)

de

aire de la courbe dont P'abscisse serait ¢ et 'ordonnée Q; et ainsi
des autres (n° 28, 11° Partie). Donc, si 'on désigne respectivement ces
aires par (P), (Q)s ..., et qu'on prenne les fonctions primitives des
deux membres de 'équation du numéro précédent, on aura, en multi-
pliant par 2, et nommant U, V, ... les vitesses de M, N, ... lorsque

les atves (P), (Q), ... sontsupposées commencer,
Mecz ot No2ie o ome MUZ— NV2oo e n (D) o 2(Q) + ...

Cette équation est la méme que celle du n® 42, qui renferme le prin-
cipe de la conservation des forces vives; mais elle est présentée ici
d'une maniere indépendante des fonetions qui peuvent représenter les
forces P, Q, ....

Si Fon suppose que ces forees agissent chacune séparément sur des
corps libres dont les masses soient m, n, ..., on aura, par les équa-
tions fondamentales du ne 13,

mp” =P, ng"=Q,

done, multipliant respectivement par 2p’, 2¢', ..., et prenant les fone-
tions primitives, on aur;

mp2- a4 Pl ong'?es b0 (Q),
et ainst des autres, a et b ¢tant des constantes arbitraires. Done, si

") GEneres de Lagrange, t. X1,
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I'on suppose, pour plus de simplicité, que les vitesses p’, ¢', ... soient
nulles lorsque les aires (P), (Q), ... commencent, on aura

a=:0, buzo, ...,

¢t par conséquent

mP’e = 2\'[)::, nq:-_-: 7(0\, o

ott I'on voit que mp™®, ng™*, ... sont les forces vives produites séparé-
ment et librement par les forces P, Q, ... pendant la génération des
aires (P), (Q), ..., de sorte que ces aires elles-mémes sont égales i la
moiti¢ des forces vives engendrées.

Done, lorsque ces forees agissent sur des corps lics entre eox d'une
maniere queleongue, elles produisent, dans tout le systeme, une aug-
mentation de foree vive égale i la somme des forees vives que chaque
force produirait en particulier si elle agissait seule sur un corps libre,
et qu’elle Tui fit parcourir, suivant sa direction, un espace égal a celui
que le corps parcourt réellement, suivant Lo méme direction. Cest pro-
prement ce qui constitue le prineipe de la conservation des forces

vives.

A7. Cette loi des forces vives est d'une grande importance dans la
théorie des machines. L'objet général des machines est de transmettre
I"action des puissances motrices de la maniere la plus propre a vainere
les résistances qui s’opposent au mouvement qu’on veut produire. Ces
résistances n'étant que des forees qui agissent dans un sens contraire i
celut des puissances, on peut les regarder et traiter comme des puis-
sances négatives. Ainsi, dans une machine quelconque en mouvement,
"augmentation de la force vive totale est toujours égale i la somme des
forces vives que les puissances auraient produites, moins la somme de
celles qui auraient pu étre produites par les résistances, si les points
sur lesquels ces forces agissent s’étaient mus librement.

On peut réduire a la gravité et aux ressorts presque toutes les forces
dont nous pouvons disposer. Un poids P, en descendant librement d’une

1IX. 52
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hauteur 4, acquiert une force vive égale a 2PA; car, dans ce cas, la
force P étant constante, I'aire (P) est égale au produit de Pordonnée P
par Pabscisse 4. Ainsi, lorsqu’on a & sa disposition une chute verti-
sale & d’un poids P, on peut dépenser une force vive égale a 2P4, la-
quelle peut étre employée dans une machine comme puissance ou
comme résistance. Un ressort bandé produit, en se débandant libre-
ment, uneforce vive qui dépend de la force du ressortet de 'espace par
lequel le ressort peut se débander, et qui est égale au -double de
I'aire (P). Done, si 'on aa sa disposition un ressort bandé jusqu’y un
certain point, et qui puisse se débander par un espace donné, on est le
maitre de dépenser une force vive donnée et de 'employer dans une
machine quelconque. Ainsi 'on peut dire qu’une chute d’cau dont Ia
quantité et la hauteur sont données, qu'une quantité donnée de char-
bon, en tant qu’elle peut étre emplovée a vaporiser une quantité donnée
d'eau, qu'une quantité donnée de poudre & canon, qu'une journce de
travail d’un animal donné, cte., rcnl'(-l_'nn-nl une quantité détermineée
de foree vive, dont on peut disposer, mais qu'on ne saurait augmenter
par aucun moyen mécanique.

On peut done toujours regarder une machine comme destinée a de-
teaire une quantité donnée de force vive en consumant une autee foree
vive donnée ;s et il suit du principe général que la foree vive des puis-
sances motrices doit surpasser celle des résistances d'une quantité
egale i la foree vive totale de tous les corps qui se meuvent en vertn
de ces forees, o, s'il aveivait des changements brusques dans leurs
mouvements, il v faudrait ajouter la somme des forces vives qui résul-
teraient des vitesses perdues dans les choes (n° 44).

On peut calculer de cette maniere Ueffet de toute machine et déter-
miner les conditions nécessaires pour que cet effet devienne le plus
grand qu'il est possible, relativement aux circonstances de la machine
donnée.

Je ne m'étends pas davantage sar les applications a la Mécanique,
el je ne m'arréterai pas a résoudre des problemes particuliers. Comme

mon dessein n'est pas de donner un Traité de cette science, je me con-
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tenterai d’avoir établi, par la théorie des fonctions, les principes et les
équations fondamentales de la Mécanique, qu’on ne démontre ordinai-
rement qpue par la considération des infiniment petits, et d’avoir donné,
d’'une maniere nouvelle, les lois générales du mouvement des corps
animés par des forces quelconques et qui agissent les uns sur les
autres, et je renverrai i la Mécanique analytigue ceux qui désireraient

un plus grand détail.
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ADDITION

Al CHAPITRE 11 DE LA PREMIERE PARTIE, PAGE 33.

On peat démontrer de différentes manieres la correspondance des
fonctions dérivées avee les différentielles. Si Pon désigne par dr la
diflérence constante des valeurs successives @, x—+dr, v+ adr,
a4-3de, ... de la variable o, les valeurs correspondantes de la vu-
riable v, regardée comme fonction de e, seront, par la formule préeé-

dente, en v faisant successivement @ dr, adre, Sdr, ...,

R
1" drt 3 "dx? Y
T T R N e L T
J o 2 2.3 2.3.4
, 4" dr? 8y dad 16y v das
y o+ ooyda 4 " e DT 2L T e
: : 2 2.3 2.3, 4
, Oy dx? amy"dad Byt
¥ -+ 3y de -+ Y 4 ( e "y
: . . 2.3 2.3.4
. 16y"dar Gy ded ahGy
A fyde s T L B

e
o 2.3 2.%.4
Si o prend, par des soustractions successives, les différences pre-

“a PN 0 ’
mieres, secondes, troisiecmes, ete. de ees valeurs, et quion les dénote

par dv, div, dty,oool onoaur

, 3" de? 3" oyt y¥dat

dy 0 yde A e et e e e
. : 2 2.3 2.3,

" oy der Gy da? Uiy vdat
@y o T3 T a3 doeee

’ 6y da? 36y vdart
‘/'|1' A e e 00y

. .3 v. 3.4

2]y dad

([\)- - 1 I EERT

2.5.[
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Supposons que la diffcrence dr devienne infiniment petite : les
puissances dx?, dv?, ... deviendront infiniment petites, chacune par
apport a celle qui précede, et les séries qui expriment les valeurs des
différences dv, d*v, d*y, ... se trouveront composées de termes infi-
niment petits, chacun relativement au précédent, de sorte qu'en né-
gligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur relativement a cenx

d’'un ordre inférieur, on aura simplement

{]). - »J.I (l.l', dg). )ﬂ (].Z‘g, (l:']' :.’ " (]‘1.;;, R
el l)il]' ('()llS(“(lU(‘lll
Loy A, by
Yo de? Tdxr’ T g2’

On voit par la comment la supposition des infiniment petits peut
servir a trouver les fonctions dérvivées, et Fon peut en conclure que les

. . . dy d*y . .
expressions différentielles -, Yoo au lien d’exprimer ce qu'elles
dx’ dzx?

paraissent représenter, ne sont a la rigueur que des symboles qui deé-
notent des fonctions diflérentes de la fonetion primitive y, mais déri-
vées de celle-ci suivant certaines lois. | Vorr, dans la nouvelle édition
des Legons sur le Caleul des fonctiong, 1a Lecon XV, qui contient des

remarques importantes sur le passage du fini & Pinfiniment petit

(*) Gliueres de Lagrange, 1. X.

FIN DU TOME NEUVIEME.
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Note ne M. J.-A. SERRET.

‘L La théorie remarquable exposée dans les Chapitres HE et 1V de la deuxieme Partie fait
connaitre l'intégrale premicre et la solution singulicre d'une classe assez étendue d'équations
différentielles : il s'agit des ¢quations auxquelles conduisent les problémes énverses sur le
contact des courbes, et dans lesquelles n'entrent que les éléments mémes du contaet. Le
succes de la méthode est div a cetle seule circonstance que les éléments du contact sont
des fonctions de vy et des dérivées de r, quiy étant égalées & des constantes arbitraires.
fournissent autant d'intégrales premieres d'une méme dquation différenticlle: aussi peat-on
donner un peu plus de généralité au théorcme de Lagrange.

Désignons par z el 5 deux constantes arbitraires, et supposons que les dquations

e gt 4 . ,
Dy ) e )
(1

\
( ';‘(-l‘.")‘,.l‘l,‘) | I’J,

soient deux intégrales premieres d'une mdme équation différentielle de T'ordre m -
(2) V= o,

. , . . dy oty
», 0" ... ¢tant mis au lica de PRI AR
RAE i

Si Fon ¢limine 7 entre les deux équations (1), on obtiendra une ¢quation différentielle
de Tordre m — 1:

(1) Jry oo am g )= o

Cela pos6, I'équation (3), qui est une intégrale seconde de I'équation (2) et une intégrale
premiére de 'une quelconque des équations (1), sera ¢galement une intégrale premicre de
I'éqquation

() F(z,4) = o,

olt F désigne une fonction quelconque, pourvu gue l'on consideére les deux constantes z el >
comme assujetties a vérifier I'équation

(3) F(2,8) = o



k16 NOTE.

(e théoréme est presque évident, car les valeurs de = et B que I'on tirerait de I'équa-
tion (3) et de sa dérivée seraient « == 9, [ == 4, et, comme ['équation (5) a lieu entre les
constantes « et B, il s'ensuit que I'dquation (4) se trouvera aussi vérifiée. Si les fonctions ¢
et § ne renfermaient que z, y et )°, I'équation (3) ne contiendrait plus de dérivées ct serait,
par suite, I'intégrale générale de I'équation proposée. I résulte de li que, si, parmi les diffé-
rontes maniires, en nombre infini, d’éerire uno équation différentielle, on en distingue une
qui permotte de lui donner la forme de I'équation (4), on aura, par cela seul, intégré une

promiére fois cette ¢quation.
L]

1l. Proposons-nous, comme application, de chercher I'équation intégrale des lignes de

courbure d’'une surface du second ordre & centre. L'équation de la surface étant

22 )2 22

- 4 B i Bl
o pt— b pt-cl

) =,

I'dquation différenticlle des projections des lignes de courbure sur le plan z» sera

pa— ]

o2 2 ry 2 . e - .
(’R) ;:‘ L e e '——‘_-:ZE(T == )Y )—« Dt 0]
p
si maintenant on pose

& Yy o b2
- (.r'l 7) ca, (02— 0)') == f,

o Pi — b2
cos ¢quations seront les intégrales premicres de la méme équation

2 ey 2y e 0
on pourra donc appliquer le théorémo @ I'équation (2). Si I'on élimine »' entre celles-ci.

on aury
2 2 2o h2 oyt
Nomy o et e b, oavee o oz b2
pr o« ot — 02§ ! v
!
nous ferons « - w2, B w2 b2 et I'équation des projections des lignes de courbure sera
finalement,
e (€2 — 02) y2

o N N S IR O

22 ftant Ta constante arbitraire : olle représente, comme on sait, des ellipses ou des hyper-
boles. Comme Péguation (3) est symétrique entre o et u, si l'on considére p comme un para-
metro variable et comme déterminé, Péquation (3) représentera également les projections
des lignes de courbure de Ia surface

x? 2 22

e -t e |
1 P Y2 \
B n [ u ¢

A.‘

el sioet poont on méme temps des valeurs déterminées, I'équation (3) représentera la pro-
jection d'une ligne de courbure conunune aux surfaces (1) et (), laquelle sera donc I'inter-
seetion de ces deux surfaces.

Si dans P'équation (1) on a p:~¢ - b, u devra étre compris entre ) et ¢, ou inféricur a
eos deux quantités, car autrement les deux surfaces ne se couperaient pas. On conclut de la
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que les trois équations

2 y2 =2
— * =l
2 2 /2 22 !
¢op—0 e
2 - 2

(5) L 2 z 1
2 2 __ 2 !
e
2 )2 22
SER * gy S B

dans lesquelles & ot ¢ > & sont des constantes détermindes, p, ¢, v trois paramétres variables
compris, lo premicr entre ¢ ct o, lo second entre b et ¢, ot le troisiome entre zéro et b,
représentent trois systémes de surfaces telles, (ue I'une quelconque des surfaces de I'un de
ces systémes sera coupée, suivant ses lignes de courbure, par toutes les surfaces des deux
autres systémes. Il en résulte que les surfaces (5) sont orthogonales entre clles.

(’est au méme principe quo I'on doit rattacher I'intégration de I'équation si connue

y= ]".I,' -+~ F(]")q
sar. si I'on fail

A cause que les deux ¢quations qui préciédent sont les deux intégrales premicres de I'équa-
tion

t,).u =0,

I'équation

)= xx +f,
qui résulte de I'élimination de 3, sera l'intégrale générale de la proposée, pourva que les
conslantes z el B soient unies par la relation

b == Pa),
¢t l'on obtient finalement
Ao a4 Fa),

ot « désigne la constante arbitraire. Au surplus, dans la question actuelle, les fonctions )
et v — y'r, entre lesquelles a lieu I'équation proposée, ne sont autres que les clements du
contact du premier ordre.

lIl. Les équations différenticlles dont il vient d'dtre question, et dont on détermine si
aisément une intégrale premicre, admettent, en général, des solutions singuli¢res, ainsi que
Lagrange I'a remarqué ; la théorie de ces solutions singuliéres peut étre présentée tros-
simplement & Taide de considérations géométriques, identiques a celles que T'on emploie
dans la recherche des développantes des courbes planes.

Lorsqu'on donne I'équation d’une courbe en coordonnées rectangulaires et », on obtient,
comme on sait, I'équation de la développée en éliminant . et y 4 I'aide de la proposée et des
deux suivantes,

Y ( 1+

dans lesquelles « et (5 représentent les coordonnées du centre de courbure.
IX. 53
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Mais si, au contraire, on donne I'équation
(2) Flz, ) = o

de la développée, et que I'on élimine z et & entre les équations (s) et (), on obtiendr
I'équation différentielle du second ordre

() F [.r

que la théorie présente immeédiatement comme devant faire connaltre les développantes d
la courbe représentée par I'équation (2). Mais cette équation est du second ordre, ct sol
intégrale compléte doit renfermer deux constantes arbitraires, tandis qu’il n’en peut entre
quune seulo dans V'équation des développantes, d’ont résulte ce paradoxe d'Analyse signal
par Lagrange, et qu'il est bien aiss d'éelaircie, D'abord Péquation (3) est du genre de celle
dont nous avons parlé précédemment, el son intégrale premiére s'obtiendra en éliminant. »
des Gquations (1), ce qui donne

() (¢ —2)+ 20— 8) = o,
dans laquelle 2 et & doivent dtre considérées comme deux constantes lices par la relation

F(x‘ (‘;) ES R

7

«, désignant une constante arbitraive, Uintégrale de I'équation (§) sera

(0 — &)= () — f)¥ =t

Coette équation, qui renferme deux constantes arhitraires, est Uintégrale générale de 'égua
tion (3); elle représente un cercle de rayon arbitraive et dont le centre est en un poin
quelcongue de la courbe donnéo que représente 'équation (). Le cercle satisfoit effective
ment ala question de Géométrie, puisque, pour chacun de ses points, le centre de courbur
est bien situ¢ sur la courbe donndée, Il résulte done de la que P'équation des développante
de la courbe proposée est néeessairement une solution singulicre de I'équation différen
ticle (3). La plupart des Traités d’Analyse ne font ancune mention de I'équation (3) comma
devant faire conmaitre 'équation des développantes, et on se contente habituellement
montrer, i aide de considerations particulicres, que celle-ci est Uintégrale générale d'un
équation différenticlle du premier ordre, laquelle résulte de T'élimination de z et 5 entre le
trois ¢quations

I .
(0 — 1) 4= :[: (y— (:) == 0,
di dy
dz de o

F(z,05) = o

Clest, au surplus, le vésultat auguel on est immédiatement conduit en considérant les déve
loppantes d'une courbe comme les trajectoires orthogonales de ses tangentes.

IV. Noux allons montrer quelle extension on peut donner aux considérations particulicre:
que Fon emploie dans la théorie des développantes.
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Nous savons que, si les équations

("'a‘?'q )", e M) =g,
(1) j y )

.10,(‘,.?.)‘, ).l, e ) = l/—,
sont deux intégrales premiéres d'une méme Gquation différentielle, ot que
(2) Slr 0t oo am= g 6) s o

on résulte par I'élimination de », cette derniore ¢quation sera une intégrale premiore de
I'équation

(3) F(p,4) =0,

wourvu que l'on considere z et 6 comme dos ¢onstantes vérifiant 1'équation
| { 1

(1) F(z,{) = o;

en sorte que l'on obtiendra lintégrale générale de I'égnation (3) en cherchant celle de
I'"équation (2), dont ordre est inféricur d'une unité.

Considérons = ¢l 5 comme des coordonnées rectangulaires, de méme que . ety puis
imaginons que 'on mt tracé la courbe représentée par Uéquation (1), en méme temps que
celles (qui sont représentées par Pintégrale générale de I'équation (3) 5 chacune de ces der-
niéres dépendra, en partie, de la position d'un point de la premiére courbe, de celui qui
répond aux valeurs de z et f relatives & la courbe que 'on considere : pour abréger e
discours, jappellerai ce point point directear, et courbe directrice I'ensemblo des points
directeurs, ¢’est-d-dire la courbe représentée par I'équation ().

Pour tous les points d'une méme courbe de Pintégrale générale (3), lo point directeur est
le méme, cb jouit, par rapport a chacun d'eux, d'une propriété commune définie analytique-
ment par les équations (1) d’od il suit clairement que les courbes suseeptibles de satisfaire
A Péquation (3) et qui ne font pas partic de Fintégrale générale jouissent de cette propriété
remarquable que le point directeur n'est pas le méme pour tous les points d’une méme
courbe, et que la propriété définie analytiquement par les équations (1) a lieu entre les dif-
férents points d’une méme courbe et leurs correspondants sur la courbe directrice.

Pour chacune de ces nouvelles courbes (ui constituent une solution singuliere de I'équa-
tion (3), l'('quuli(m (2) aura encore licu entre les coordonnées .y » de 'un de ses points et
celles o et & du point directeur correspondant; mais, si I'on fait varier .z et ), = et % varie-
ront aussi : on aura done, en différentiant I'équation (2),

(/f + ' ’/—/ e el R [/ =) e+ {” 1 -+ (—'[t/(‘ = 0.
(I‘L . I(V . / m 1 oz ,

Mais, si U'on observe que Péquation (2), dans laquelle on regarde « et & comme constantes,
est une intégrale premicre de I'une quelconque des équations (1), on verra que le cocflicient
de dr dans I'équation précédente devient nul en vertu de ces mémes ¢quations (1) : on aura
donc simplement

df

- % + —l[(l” = 0.
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On a d'ailleurs

dF dF .
—1; dl -+ ;76(1@ =03
done
af A
o aF A
. 5

équation qui établit une relation entre chaque point de la courbe singuliére et le point
directeur correspondant,

Si des équations (4) et (5) on tire les valeurs de « et & pour les porter dans I'équalion (2),
ou, co qui revient au méme, si 'on ¢limine « et £ a Iaide des équations (2), (4) et (5), on
obtiendra une équation différentielle de l'ordre m —1,

W(x,r, ', ..., ym 1)y =o,

sans constante arbitraire, et qui sera une solution singulicre de I'équation (3).
Bornons-nous & indiquer une seule application des résultats qui précedent.

On demande quelle est la courbe jouissant de la propricee que, si M est un de ses points,
C le centre de cowrbure en ce point, et W' la position du poine M auquel on fait faire un
quart de révolution awtowr d’un point fire, Uon ait CM' = une constante K.

1.’ équation ditférentielle du second ordre est

i 2\ "12 ToN 3
[.l' - ——‘2—»(-‘- '_,,l)J -+ <.r + ) - '—j)—:,;)—--)) = K?2;

Y

on trouve pour intégrale promicro

(4 —a)+ (r — B) de ™

avece

ot pour solution singuliere
o a1
&= )+ (x+y)=- =K 14 =3
( >+ ) d.r \/ dx??

intégrale générale représento ici des spirales logarithmiques, la solution singulicre des
courhes heaucoup plus compliquées.

V. On démontrerait absolument, comme au n° I, que, si

sont 2 intégrales premiéres d'une méme ¢quation différentiello et que

f=o
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en résulte par I'élimination des #» — 1 plus hautes dérivées, celle derniére sera une intégrale
d’ordre » — 1 de I'équation

F(y, Yom,.000) =0,

pourvu que Ton considére =, B, v, ... comme des constantes assujettics a vérifier 1'égua-
tion

(%, Byyyyenl) =00

Dans ce cas, I'équation proposée admet encore une solution singuliére, que Fon détermi-
nera par un procédé analogue a celui (ue nous venons d’employer.
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