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Vorwort.

Bewundert viel und viel gescholten — so steht die all-
gemeine Relativitatstheorie heute da. Die lautesten Schreier
auf beiden Seiten haben dabei gemeinsam, da3 sie von ihr

«
herzlich wenig verstehen. Und doch, gibt es irgend einen Zweig
der Wissenschaft, dem man nicht mit Redensarten, sondern
nur mit harter Arbeit beikommt, so ist es diese Theorie. Wir
widmen unser Buch denen, die sich ihr Verstandnis erarbeiten
wollen.

Es gibt schon eine ganze Rethe guter, zum Teil vortreff-
licher Blcher Uber unseren Gegenstand. Wir erwghnen von
populéren Darstellungen neben Einsteins bekannter Schrift
die wohlgelungene Arbeit von F. Kirchberger (, Was kann man
ohne Mathematik von der Relativitétstheorie verstehen", Karls-
ruhe 1921), von mathematischen das hochbedeutende Werk von
H. Weyl (,Raum, Zeit, Materie", Berlin 1921) und von philo-
sophischen das gladnzend geschriebene Buch von E. Cassirer
(»Zur Einsteinschen Relativitétstheorie”, Berlin 1921). Aber
von einem Physiker gibt es bisher kein streng wissenschaftliches
Buch von einiger Vollstandigkeit dartber; und wir méchten
meinen, dald nur ein Physiker die Schwierigkeiten ganz nach-
empfinden und zu beheben wenigstens versuchen kann, welche
die grole Mehrzahl seiner Eachgenossen zurzeit noch von der
allgemeinen Relativitétstheorie fernhdlt. Diese Schwierigkeiten
liegen bei einer Gruppe zum Teil sehr bedeutender Manner,
die in Lenard ihren Wortfiihrer gefunden hat, in den gedank-
lichen Grundlagen der neuen Theorie. Sie stehen ihnen mit
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Empfindungen gegeniiber, welche man nicht unpassend mit
Goethes Abneigung gegen die Newtonsche Optik verglichen
hat. Die meisten wissen sich aber dieser Theorie gegenuber
keinen bestimmten Standpunkt zu sichern, weil se ihr mangels
hinreichender Bekanntschaft mit nicht-euklidischer Geometrie
und der zugehdrigen Tensorrechnung nicht nahe genug zu
kommen vermdgen. Und gerade den letzteren méchte dies Buch
helfen. Es mdchte ihnenin Teil 111 die mathematischen Hilfs-
mittel zusammenstellen, welche dem Physiker im allgemeinen
hierzu fehlen, weil er sie bisher in seiner Wissenschaft nicht
brauchte. In Teil IV gehen wir Uber dies unmittelbare Ziel
sogar noch etwas hinaus, indem wir Teile der nicht-euklidischen
Geometrie vortragen, welche fir die angestrebte physikalische
Anwendung nicht unmittelbar erforderlich wéren. Aber wir
dachten dabei an den Satz, dald man von einer Sache eigent-
lich zu wenig weil3, wenn man gerade nur das weil3, was man
unbedingt braucht. Auch steht es ja dem Leser frei, diesen
Teil zu Uberschlagen.

In den spéteren, physikalischen Teilen haben wir besonderen
Wert auf die Beispiele zur Theorie gelegt, namentlich auf die-
jenigen, bei denen man die Gleichungen des Schwerefeldes streng
I6sen kann. Denn ohne solche Beispiele kann man sich in keine
Theorie wirklich einleben. Doch konnten wir dabei nicht so
weit gehen, da’3 wir nun die ganze vorhandene Literatur aus-
geschopft hétten. Manche Arbeiten, zum Teil recht wertvolle,
konnten wir nur kurz anfuhren. Immerhin hoffen wir, den
Leser so weit zu geleiten, da3 er nun zum Studium der ein-
schlégigen Originalarbeiten gertstet ist.

Wie es sich gehort, haben wir uns bemiht, das mathe-
matische Gewand der Theorie mdglichst elegant zu gestalten.
Und uns hat dabei ein Ausspruch, den man Boltzmann zu-
schreibt, man solle die Eleganz den Schneidern berlassen, nicht
storen konnen. Denn sie hat ihren Wert; se erst macht eine
Theorie Ubersichtlich, und damit eigentlich erst fir Forschung
und Lehre verwendbar. Trotzdem wird der Leser in Teil V
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eine Reihe von Gleichungen mit recht unschénen Minuszeichen
bemerken. Wir haben das in dieser Auflage nicht mehr &ndern
kénnen; denn as wir dieWurzel des Ubels erkannten, war der
Druck schon zu weit vorgeschritten. Sie liegt in dem Vorzeichen
der Malbestimmung

drt == Xy daidzt,
ix

wie Einstein es eingefiihrt und bisher wohl alle Autoren
benutzt haben. Danach ist d=2 fir raumartige Linienelemente
negativ. Dies zwingt nédmlich, in den Zusammenhang der Vierer-
kraft F mit dem Raumvektor §% der Kraftdichte ein Minus-
zeichen einzufiihren, je nach Wahl entweder bei den kontra-
varianten oder bei den kovarianten Komponenten. Beides hat
unangenehme Folgen. Wir haben uns fir die erstere Mdglich-
keit entschieden und dies folgerichtig durchgeftihrt. Eine griind-
liche Abhilfe ist nur durch Anderung des Vorzeichens der
Mafdbestimmung madglich; wir beabsichtigen, sie bei der ersten
Gelegenheit  vorzunehmen.

Wieweit das Buch seine Zwecke erreicht, dariiber muR
natirrlich der Leser urteilen. Wir wéren von ihnen aber gewif3
weiter entfernt geblieben, as es der Fall ist, hatten wir uns
nicht der Unterstiitzung einer Reihe bedeutender Mathematiker
zu erfreuen gehabt. Vor allem hat D. Hilbert die Ausarbeitung
seiner Vorlesung Uber die Grundlagen der Physik zur Verfligung
gestellt, aus der sehr viel in unser Buch ubergegangen ist.
Anhang | ist aus einem Brief von F. Schur hervorgegangen.
Songt habe ich mich vielfach des Rates von L. Bieberbach,
G. Hamel und besonders E. Hilb bedienen konnen. Ich
maochte den genannten Kollegen auch an dieser Stelle meinen
verbindlichsten Dank aussprechen.

In HerrnMax Gut (jetztin Zirich) fand ich einen Korrektor,
welcher nicht nur den Druck, sondern auch die ganze Dar-
stellung einer hochst sorgféltigen, in jede Einzelheit ein-
dringenden Durchsicht unterzog.
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Als Einstein die Feldgleichungen der Schwere gefunden
hatte, schrieb er einmal an Sommerfeld: ,Sie werden von
der Theorie Uberzeugt sein, wenn Se de studieren.” Der
Verfasser dieses Buches stand ihr anfangs recht skeptisch
gegeniber und begann deswegen erst recht spdt mit der
Arbeit an ihm. Aber je mehr er sich in sie hineindachte, um
so mehr hat er von dieser ihr innewohnenden Uberzeugungs-
kraft empfunden — trotzdem er auch jetzt noch der Ansicht
ist, dal3 diese Theorie bisher weder eine so sichere Bestétigung
an der Erfahrung noch eine solche innere Geschlossenheit ge-
funden hat, wie die beschrankte Relativitétstheorie damals,
as er den ersten Band schrieb. Dies Buch ist keine Reklame-
schrift; und doch wollen wir den Wunsch nicht verhehlen,
dal} die Theorie auch in der vorliegenden Fassung etwas von
dieser Uberzeugungskraft auf den Leser ausiben moge.

Berlin, Mai 1921.

Dr. M. v. Laue.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage hat sich an der
allgemeinen Relativitétstheorie und dem Mal% ihrer Anerkennung
nicht viel gedndert; nur ist die mathematische Literatur dariiber
wesentlich bereichert und, was uns wichtiger erscheint, die
Beobachtungen, welche fiir Einsteins Rotverschiebung der
Spektrallinien sprechen, haben sich vermehrt. Trotzdem ist
die zweite Auflage grindlich umgearbeitet; wie der Verfasser
meint, aus vertieftem Versténdnis heraus. Das zeigt sich zwar
nicht in der Anlage des Ganzen, wohl aber in recht vielen
Einzelheiten.

Einmal ist, um nur einiges hervorzuheben, der Schinheits-
fehler im Vorzeichen der MaRbestimmung beseitigt, auf den
wir im Vorwort der ersten Auflage hinwiesen. Sodann ist die
Tensoranalysis (§ 9) neu aufgebaut auf die Begriffe der ko-
und der kontravarianten Differentiation und durch Einfihrung
der ,Wellenausdriicke" in dem neu eingefiigten 811 erweitert,
deren Wert sich bei der Integration der Maxwell sehen
Gleichungen zeigt. Beide Anderungen sind auf Rat von Herrn
Dr. W. Gordon und unter Benutzung einer demnéchst er-
scheinenden Arbeit von ihm eingefiihrt. Die wichtigste Anderung
aber durfte in der Aufnahme von Einsteins kosmologischen
Ideen (§ 27) liegen, die schon vorher durch Einfiihrung des
4-Gliedes in die Feldgleichungen der Schwere vorbereitet wird.

Allen Fachgenossen, welche den Verfasser auf Mangel der
ersten Auflage aufmerksam gemacht oder sonst durch ihren
Rat gefordert haben, sai auch hier sein Dank ausgesprochen.

Berlin, Dezember 1922.

Dr. M. v. Laue.
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. Unsx empirisches Wissen
und die bisherigen Theorien Uber die Schwerkraft.

§ 1. Die Erfahrungstatsachen.

Es gibt in der AuRenwelt wenige so auffallige Tatsachen, wie
die Schwere, darum spielt de auch sthon in den Anféngen der
wissenschaftlichen Physik eine groRBe Rolle.  Obwohl eigentlich ein
Fremdkoérper in der klassschen Dynamik — de steht ihr nicht néher
als etwa die eektrodynamischen Krafte —, gilt e sdt Galilei
und Newton immer als das Musterbeispiel einer Kraft, und der
historische Zusammenhang ist ein so enger, dal3 der schdnste Bewels
fur die klasssche Dynamik, die so gut wie vollstdéndige Deutung
der Planetenbewegung, zugleich den Bewels des Newton schen An-
ziehungsgesetzes mit enthdlt. Unter dem Newton sshen Anziehungs
gesttz aber verstehen wir hier nicht nur, daf die Schwerkraft K
zwischen zwel Blassenpunkten von den trédgen Massen m; und m, in
ihrer Verbindungslinie liegt und dem Quadrat des Abstandes r,
umgekehrt proportional ist, sondern auch den Satz, daB in der
Gleichung -

xn_-c._;;:s.. Ce (D
die Konstante C den von der Beschaffenheit der beiden Korper
(der chemischen Zusammensetzung, dem Aggregatzustand, der Tem-
peratur, der eektrischen Ladung usw.) véllig unabhéngigen, uni-

versellen Wert
C=6675.10"% t.emiipes? . . . . . (2
hat Man kann von den trégen Masen die schweren Massen M; und
M, unterscheiden, die aus der Gleichung
R MMy
i
zu definieren waren, &hnlich wie man aus dem Coulomb shen
Gextz die Elektrizitdtsmenge definiert. DaR dann beide Massen fir
jeden Stoff in dem gleichen Zusammenhang
e M=Y0m
Laue, Reativitatsprinzip. |1 . 1
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miteinander stehen, bezeichnen wir als den Satz von der Aqui -
valenz der tragen und der schweren Masse.

Uber das Newtonsche Anziehungsgesetz war die physikalische
Forschung einschliefflich der astronomischen Beobachtung bis vor
kurzem nicht hinausgekommen. Nur hat der Laboratoriumsversuch
den Aquivalenzsatz mit immer groRerer Genauigkeit geprift und
z. B. auch die Frage im Sinne der Verneinung entschieden, ob bei
einem Kristall die Schwerkraft nach verschiedenen Richtungen ver-
schieden wirkt. Bei der grundlegenden Wichtigkeit des genannten
Satzes wollen wir auf seine Bestétigungen etwas ngher eingehen.

Als ersten, aber recht rohen Beweis daflir hat man stets das
gleich rasche Fallen aller Korper im luftleeren Raum angefihrt.
Schon Newton verbesserte ihn, indem er statt des freien Falls den
Fall auf einer Kreisbahn, also die Pendelschwingungen heranzog.
Im 19. Jahrhundert hat Bessel diese Versuche zu groRRer Vollendung
gebracht und gezeigt, dafd etwaige Schwankungen in dem Verhaltnis
C der tragen und schweren Masse von Stoff zu Stoff sicher unter
einem 60 000tel seines Wertes liegen. Der Sonderstellung der radio-

Fig. |. aktiven Korper wegen
hat Southerns') 1910
Uranoxyd auf diese Art
untersucht, ohne dabei
etwas anderes zu finden.
Die bei weitem besten
Versuche aber verdan-
ken wir Eétvos?) und
Zeeman®), welche die
Torsionswage benutzten.

Bei diesem Apparat
tragt einfeiner, am einen
Ende aufgehéngter Fa-
den einen zu ihm nahezu
senkrechten Balken; er
halt ihn in der Mitte (Fig. 1). Die Torsionselastizitdt des Fadens
bestimmt seine Ruhelage. An den Enden des Balkens sind die K6rper
befestigt, welche man in ihrem Verhéltnis M/m = a vergleichen
will.  Ruht der Apparat gegen die Erde, so wirkt auf den ersten
Korper die Schwerkraft 8 = My R,

wobei # den absoluten Betrag der Kraft bedeutet, die ein Kdorper
gleicher Art von der schweren Mase 1 erféhrt und R den Einheits-
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vektor in der Richtung vom Beobachtungsort zum Erdmittelpunkt
(Fig. 2); sodann wirkt auf ihn die Zentrifugalkraft als Folge der tag-
lichen Drehung der Erde, und seberechnet sich ausder trdgen Masse m;
der Drehungsgeschwindigkeite und dem é

Fig. 2.

Halbmesser a der Erde, der geographi-
schen Breite ¢ des Beobachtungsortes
und dem senkrecht von der Erdachse
zum Beobachtungsort weisenden Ein-
heitsvektor t nach der Gleichung:

f = myoeoteosg.r.
Auf den anderen Korper wirken die

Krafte: £, = My,
B = myaateosp.r.
B, und M, und ebenso m, \und #, sind jedenfalls sehr nahe ein-
ander gleich. Die Schwerpunkte beider Koérper aber stehen vom
Drehpunkt des Wagebalkens ab um die Vektoren + b Das Dreh-
moment der vier Krafte um diesen Punkt ist dann:

= ¥ (M; — M) [6R] + awtcos @ (my — mg) [br]

Andererseits muf3 die Spannung des Fadens, die in seiner eigenen
Richtung liegt, die Summe dieser Krafte aufheben. Der Einheits-
vektor, welcher in der Fadenrichtuna nach unten weist. ist somit:
§ o BEREEE Ry + R a0t cosg (my ) 7

[ A | #, + &g - 8] 1 Ry
und nach den Rechnungsregeln e, B, ¥*) hat das Drehmoment in
derselben Richtung die Komponente

yacodcos@ (M4 M) (my -+ my} rmy—mg M, — 5, [vR
) = o T ™ (o = Mo ) (LERD
Hier setzen wir nun M; == &, my, Mg = ogmg st oy = oy, SO ist
die berechnete Komponente von 9 gleichNull. Entwickeln wir nach
steigenden Potenzen von &, — &;, so finden wir in erster Naherung

2 (ot mP awd cos g _

M = 510, T By F B -F R | (8, [x W] (g — o))
Innerhalb dieser Naherung kann man dann unter Einfahrung des
Mittelwertesavon a, und a,und unter Vernachléssigung von Gliedern
mit @+, @* usw. den Nenner aleich

2y (3 + M) = 2e(m; +-my)y
*) Zitiert nach Bd.1 .

1*



setzen, woraus dann

M) ="F M aw1cosp (5, (W]

folgt. Dieser Ausdruck hat seinen groten Wert, wenn b auf der
Ebene der Einheitsvektoren r und 3 senkrecht steht, und zwar ist
dann nach Fig. 2:

B[R = L |b|sing,
) = Ty g ot simp cosgp BTN

- (3

Da jene Ebene die des Meridians ist, wird man also den Wage-
balken méglichst in die Ost—West-Richtung stellen. Man beobachtet
zunachst mit Spiegel und Skala (Fig. 1) die Einstellung des Balkens
gegen das Gehduse, in dem der Faden héngt. Sodann dreht man
das Gehduse um den Winkel s und wiederholt diese Beobachtung.
Infolge der Drehung haben die beiden Korper ihre Rolle vertauscht,
so dal} Gleichung (3) jetzt ein Drehmoment dersdben GroRe, aber
entgegengesetzten Vorzeichens ergibt, als das erste Mal. Wenn
diesess Moment nicht Null ist, so mul? demnach der Faden in beiden
Fallen um entgegengesetzte gleiche Winkel tordiert o=in Der
Unterschied gibt ein MaR fir die relative Schwan B "y
Verhéltnisses beider Massen.

Einen Unterschied der beiden Einstellungen haben weder E6tvos
noch Zeeman gefunden. Aus der Empfindlichkeit des Apparates
schlo? Eo6tvds, dal bei Messing, Glas, Antimonit und Kork die
relativen Unterschiede von ahdchstens 5.10°8 betragen, ein Ergebnis,
welches Zeeman auf Quarz und das radioaktive Uranylnitrat
[UO,(NO3),+ 6H,0] ausdehnte. Letzterer untersuchte auch, ob
sch o andert, wenn man einen Kristall (Quarz) in verschiedenen
Lagen gegen die Erde bringt; wenn dabei Unterschiede auftreten, so
sind se kleiner als 3.10°8.

Wir sagten oben, die astronomische Forschung s& Uber das
Newton sche Anziehungsgesetz nicht hinausgekommen. Immerhin hat
aber die in der Genauigkeit sets gesteigerte Durchforschung des
Planetensystems eine wenn auch recht unscheinbare Unstimmigkeit
mit der auf diesem Gesetz fulenden Theorie der Planetenbewegung
ergeben.  Die Planeten bewegen sich infolge ihrer gegenseitigen
Storungen ja nicht auf einfachen Kepplerellipsen, sondern auf recht
verwickelten Bahnen, die sich nur wegen der Geringfligigkeit der
gegenseitigen Beeinflussung als langsam veranderliche Ellipsen auf-
fassen lassen. Eine dieser Veranderungen besteht in einer Drehung




—_ 5 —

der Ellipse in ihrer Ebene (Fig. 3 zeigt dies in stark Ubertriebenem
Male), bei welcher jeder Punkt der Ellipse mit dersdben Winkel-
geschwindigkeit einen Kreis um die Sonne beschreibt. Das gilt auch
fur den sonnenfernsten und den sonnennédchsten Punkt, das Perihel
und das Aphel. Man nennt deswegen diese Veranderung Perihel-
bewegung. Se hat sch bei allen Planeten nach der Theorie der
Stérungen, also nach dem Newton schen Anziehungsgesetz, zahlen-
maRig richtig berechnen lassen. Die Unterschiede zwischen Theorie
und Beobachtung durften innerhalb der Fehlergrenzen liegen. Nur
beim Merkur ist ein un-
erklarter Rest Uibrig ge-
blieben [Le Verrier,
1859%)], der Sinn dieser
Drehung stimmt mit dem
Umlaufssinn desPlaneten
Uberein, die GroRe be-
trug nach Newcomb*?)
41,25 Bogen Sekunden im
Jahrhundert.

Waére nun die New-
tonghe Theorie der
Schwere songt in jeder
Beziehung befriedigend,
0 strebte man de dieser
geringen  Abweichung
wegen wohl nicht zu
verlassen. Eher mifte
man diese durch neue Annahmen Uber die Massenverteilung in der
Sonne oder ihrer Umgebung zu beheben suchen, wie z.B. v.Seeliger®)
se durch eine Wolke kosmischen Staubes hat erkléaren wollen. Aber
es war doch gewil3 ein bemerkenswertes Ereignis, als 1915 Einsteins
allgemeine Relativitatstheorie die Perihelbewegung des Merkur (d. h.
deren unerkléarten Rest) ohne jede neue Annahme, einfach aus der
Theorie des Zweikorperproblems, zu 42,89 Sekunden zu berechnen
gestattete [§ 23]°%). Spater hat freilich Grossmann®®) dne Neu-
berechnung aus den Beobachtungen vorgenommen, als deren Ergebnis
er hoéchstens 38 Sekunden hinstellt, was mit Einsteins theo-
retischem Wert nicht mehr innerhalb der Beobachtungsfelder Uber-
einstimmt. Bauschinger ®°) hingegen spricht in einer Betrachtung
Uber den AnschluB des aus Fixsternbeobachtungen empirisch-sta-
tistisch ermittelten Inertialsystems an das I nertialsystem, welches sich
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aus der Beobachtung der Planetenbewegung ergibt, as Ergebnis aus,
dal} Einsteins Theorie diesen Anschlul} besser als die Newton-
sche ermoglicht. Eine Kritik an derartig subtilen, den &uRersten
wissenschaftlichen Takt erfordernden Rechnungen ist nur Astronomen
von Fach moglich. Wir missen endglltige Klarung von der Zukunft
erwarten — wie auch sonst in manchen Fragen der allgemeinen
Relativitétstheorie.

Was die rein empirische Forschung Uber die Schwere heraus-
gebracht hat, ist hiermit im wesentlichen angegeben; in Anbetracht
der groRBen, durch reichlich zwei Jahrhunderte dafur aufgewandten
Arbeit konnte man das Ergebnis as einigermaflen dirftig zu be-
zeichnen versucht sein. Doch ist diese Dirftigkeit selbst wieder eine
Tatsache, welche Einsteins Theorie zu erklaren haben wird. Sie
leistet dies durch den Nachweis, daR Newtons Theorie sich aus ihr
ds eine vortreffliche Naherung ergibt (§ 19). Daruber hinaus hat
se zwei Tatsachen vorausgesagt. Es sind das zwei feine Effekte,
die dicht an der Grenze der heutigen Mel3genauigkeit liegen; man
versteht deshalb sehr gut, dal? sie sich nicht von selbst der Beobachtung
aufdrangten. Erst auf diese Theorie hin hat man Beobachtungen
angestellt, welche das Dasein beider Erscheinungen heute schon
recht wahrscheinlich machen.

Der erste dieser , Einstein-Effekte" besteht darin, dal jede
Spektrallinie, welche von der Sonne entsandt wird, eine VergroRerung
ihrer Wellenlange um das 2,1.10°° fache ihres normalen, an einer
irdischen Lichtquelle gemessenen Wertes aufweist; alle Spektrallinien
sind somit ,nach Rot verschoben", wie man in einer eigentlich nur
fur das sichtbare und ultraviolette Gebiet gultigen Sprechweise sagt.
Das ist naturlich keine Sondereigenschaft der Sonne, vielmehr muR
jeder Himmelskorper von ahnlicher Masse und Grofie, also jeder Fix-
stern, eine entsprechende Verschiebung hervorrufen. Die Schwierig-
keiten der Prifung beruhen darauf, da sich die groBe Mehrzahl
aller Spektrallinien durch viele Umstande, besonders durch Verénde-
rungen von Temperatur und Druck, in ihrer Lage beeinflussen |aft.
Zum Gluck gibt es am violetten Ende des sichtbaren Spektrums
Banden, die dem Stickstoff zugehoren (falschlich als -Cyanbanden
bezeichnet), welche gegen solche Einfllsse nur sehr wenig empfindlich
sind. Im Laboratorium lassen sie sich in Emission herstellen, im
Sonnenspektrum treten sie in Absorption auf.

An ihnen, sowie an den Linien des Eisens, haben Schwarz-
schild®), St. Johns und Babcock’), Eveurshed und Royds®) das
Sonnenspektrum mit dem einer irdischen Lichtquelleverglichen. Alle
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Linien zeigten dabei Verschiebungen, freilich von recht wechselnder
GrofRe, manche sogar nach kurzeren Wellenldngen hin. Doch be-
weisen die Messungen zunachst nicht viel. Einmal namlich sind die
irdischen Vergleichsspektren nicht hinreichend genau bekannt, weil
auch bei dem Laboratoriums versuch viele Ursachen, die man manch-
mal nicht vollstandig kennt, eine geringe Linienverschiebung hervor-
rufen. Ein Beispiel dafirr bietet die Untersuchung von St. John
und Babcock (1917), bei welcher der Eisenbogen, von einer Stérung
durch die Néhe der Pole befreit, fiir die Eisenlinien Wellenléngen
liefert, aus denen sich beim Vergleich mit den entsprechenden Sonnen-
linien durchweg eine Rotverschiebung der letzteren ergibt. Im Mittel
betrégt die relative Verriickung 1,6 .10°®, liegt also dem theoretischen
Wert von 2,1. 10°® recht nahe. Sodann scheint, wie Grebe und
Bachern®) zeigten, eine Linie mit unsymmetrischer Helligkeits-
verteilung, wenn sie wie bei der Sonne als Absorptionslinie auftritt,
schon deswegen an einer etwas anderen Stelle zu liegen, as in einem
Emissionsspektrum. Der Beobachter wird namlich auf den Mittel punkt
der in ihrer ganzen Breite ziemlich gleich dunklen Absorptionslinie,
dagegen auf das nicht damit zusammenfallende Helligkeitsmaximum
der Emissionslinie einstellen. Und wenn auch diese scheinbare Ver-
schiebung vollkommen innerhalb der Linienbreite liegt, so kommt sie
fur diese feinen Messungen dennoch in Betracht; denn die gesuchte
Verschiebung ist von derselben GroRenordnung. Auch kann die
Nachbarschaft anderer, nicht dem Stickstoff angehtrender und des
wegen durch Druck und Temperatur beeinfluf3ter Linien die Messungen
ungenau machen. Deshalb treffen die genannten Forscher eine Aus-
wahl von neun Linien der genannten Banden; bei diesen liefern ihre
eigenen Messungen, sowie die ihrer Vorganger die in der folgenden
Tabelle 1 zusammengestellten Ergebnisse. Als Mittel aus allen hier
mitgeteilten 23 Einzel werten findet man

Aifh = 1,85, 10~

statt des theoretischen 2,1 . 10°°.

Sodann haben Grebe und Bachern?®) noch ein anderes Verfahren
eingeschlagen. Da alle scheinbaren Verschiebungen, welche die Linien
dieser Banden durch Unsymmetrie ihres Baues oder durch ihre Nach-
barschaft erfahren konnen, nach Seiten der kiirzeren Und der langeren
Wellen gleiche Wahrscheinlichkeit haben, missen sie bei einer
Mittelung Uber viele Linien herausfallen, so daf} dann nur die
wirkliche gemeinsame Verschiebung durch die Schwerewirkung tibrig
bleibt. Auch bei diesem Verfahren, angewandt auf 100 Linien,



Tabelle 1.

Relative Verschiebung 44/4
2t nach Grebe | nach Schwarz- nach nach Ever-
u. Bachern schild St. John |shed u. Royds
3,873 504.10-6 | 2,0.10-6 1,7. 10°° - -
3,866 960 4,0 30 J— —
3,864 438 10 17 1,3. 10-6 2,0. 10-°
3,863 533 17 — 07 25
3,861 847 17 20 — —
3,857 063 17 2,0 10 —
3,852 541 17 27 17 J—
3,848 979 10 — — —
3,844 378 2,0 17 0,7 _
Mittel || 1,87 2,11 108 2,25

ergab sich eine gute Ubereinstimmung mit Einsteins Voraussage.
Wieder einen anderen Weg ist Pérot'!) gegangen. Er untersuchte
im Laboratorium den geringen Einfluf, den der Druck auf die Cyan-
banden ausiibt, mit der Pérot-Fabryschen Interferenzmethode. Die
Linien verschieben sich ein wenig nach Rot, wenn der Druck abnimmt.
Astrophysikalische Erwégungen machen wahrscheinlich, da3 in den
Schichten der Sonne, in welchen die Linie 4197 absorbiert wird, der
Druck so gut wie Null ist. Der Vergleich dieser Absorptionslinie
im Sonnenspektrum mit der irdischen Emissionslinie bei sehr tiefen
Drucken ergibt aber eine relative Rotverschiebung der ersteren, vom
Betrage 2,1. 10°®. Dieser Wert ist aber noch beeinfluft, und zwar
vergroRert, durch den Doppeleffekt infolge des Hinabsinkens der ab-
sorbierenden Dampfe ins Innere der Sonne. Trotzdem erscheint die
Ubereinstimmung mit der Theorie recht gut.

Sicherer noch diirfte Pérots Prifung der Linie b;des Magnesiums
sein. lhre relative Lage zur sogenannten Linie b, gibt ein Mal
fir den Druck. Aus dem Sonnenspektrum kann man somit ent-
nehmen, wie grol3 der Druck in der absorbierenden Schicht ist, und
findet ihn so gut wie Null. Vergleicht man, nun die genannte Linie
im Sonnenspektrum mit der entsprechenden im Laboratorium bei
tiefem Druck herstellbaren, so findet man wieder eine Uberein-
stimmung innerhalb der Fehlergrenzen.

Schlieflich haben Buisson und Fabry'?) an 22 Eisenlinien
zwischen 4000 und 4500 A.-E. eine mittlere Rotverschiebung von
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18.10°°, bei 10 Eisenlinien zwischen 5100 und 5500 &.-E. 2,4.10-°
gefunden.  Trotzdem bleibt hier noch Raum fiir viele weitere Unter-
suchungen; erst dann kdnnen wir vielleicht von einer Sicherstellung
dieses Einstein-Effekts reden.

An den Spektren der Fixsterne kann man die theoretische For mel
fur die Verschiebung nicht im gleichen Sinne prifen, weil man die
dazu erforderliche Kenntnis der Mase nur selten, die der Durch-
messer  wohl nie mit der notwendigen Genauigkeit besitzt. Die
Deutung der Beobachtungen wird Uberdies dadurch unsicher, daR sich
Uber die gesuchte Verschiebung noch der Dopplereffekt der meist auch
nicht bekannten Bewegung des Sternes gegen das Sonnensystem Uber-
lagert. Nur in den Fallen, in denen ein Stern mit Nebelmassen
physisch verbunden ist und so mit ihnen die Bewegung gemein hat,
|4kt sich der Dopplereffekt am Nebelspektrum rein beobachten und
dann fur das Sternspektrum in Abzug bringen, weil in dem Nebel
die Materie so dunn ist, daB dort kein in Betracht kommender Schwere-
einfluR zu erwarten ist. So findet Freundlich'®) bei den Sternen
des Orionnebels eine Verschiebung der Linien gegen das Nebel-
spektrum fast durchweg nach Rot. Se betragt (relativ gemessen)
im Mittel 2.10°®, und alle Einzelwerte sind von dersdben GréRen-
ordnung. Ferner findet Freundlich bel 10 Sternen, welche allem
Anschein nach von Caiciumdampfen umgeben sind, zwischen der Lage
gewissr  Calciumlinien im Stern- und im Dampf-Spektrum einen
Unterschied vom richtigen Vorzeichen und derselben GrdéRenordnung.
Es erscheint durchaus glaubhaft, daf es sich hier um den in Rede
sehenden Einstein-Effekt handelt.

Noch weit bedeutungsvoller aber fiir die Entscheidung lber die
Richtigkeit der allgemeinen Relativitatstheorie ist der andere , Ein-
stein-Effekt", der in der Ablenkung des Lichtes von der geraden
Bahn im Schwerefelde besteht. Denn die Rotverschiebung konnten
auch manche der Schweretheorien erklaren, welche auf dem Boden
der Lorentz-Transformation sehen blieben (vgl. 8 2). Dagegen
muBten diee notwendig den Lichtstrahl im leeren Raum als Gerade
ergeben. Nun ist freilich diese Ablenkung so gering, dal? man nur
beim Schwerefeld enes so groBen Himmelskérpers, wie der Sonne,
ewas davon zu merken hoffen kann. Sterne also, deren Licht auf
dem Wege zu uns nahe an der Sonne vorbei muf, missen danach
nicht an ihrem wahren Ort am Himmel uns sichtbar werden, sondern
ene kleine Abweichung davon zeigen. Bedeutet in Fig. 4 die Kurve
DCBA den von einem Stern auf die Erde gelangenden Lichtstrahl,
so stellt der Beobachter in A sein Fernrohr in die Gerade AD', welche



ihn in A beriihrt. Ohne die Kriimmung, welche jene Kurve infolge
der N&he der Sonne zeigt, wére die Gerade D"A, welche zur Asym-
ptote der Kurve parallel ist, der Lichtstrahl desselben Sternes
zur Erde. Der Winkel D'AD" mifit aso die Ablenkung, se
rickt den Stern scheinbar von der Sonne fort, da die Kurve DCBA
ihre konkave Seite ihr zukehrt. Fir den Fall, daf der Strahl
unmittelbar an der Sonne vor-
Fig. 4. uberfihrt, sollte der Winkel
nach der Theorie 1,75 Bogen-
sekunden betragen, mit wach-
sendem Abstande sollte er um-
gekehrt proportional zu ihm
abnehmen.
Nun kénnen wir Sterne so
nahe der Sonne, wie zu solchen
Beobachtungen notwendig, nur
bei  vollstdndigen  Sonnen-
finsternissen sehen. Eine Fin-
sternis im August 1914, zu der
mehrere astronomische Expe-
ditionen, u. a eine deutsche
nach Sidruflland ausgerustet
waren, verstrich infolge des
Ausbruchs des Weltkriegs un-
geniitzt. Bei der nachsten
Gelegenheit, am 29. Mai 1919,
haben mehrere englische Expe-
ditionen photographische Auf-
nahmen von der Sonne und
ihrer Umgebung gemacht, wie
4 Fig.5 ene zeigt; die eine war

in Sobral im nérdlichen Brasi-
lien, die andere auf der Insel Prinzipe vor der Kiiste von Kamerun.
Diese Aufnahmen wurden dann verglichen mit Aufnahmen der-
selben Himmelsgegend, zu einer Zeit, da die Sonne von ihr weit
absteht. Naturlich waren das Messungen schwierigster Art, bel
denen jeder einzelne Schritt schérfster Kritik unterworfen werden
mufte. Handelt es sich doch bei den Verschiebungen auf der Platte
um Hundertstel eines Millimeters. Das Ergebnis zeigt Tabelle 2.
In ihr sind die beobachteten Sterne mit gewissen, auch in Fig. 5
vermerkten Nummern bezeichnet, dazu die Verschiebungen in zwei




zueinander senkrechten Richtungen nach der Beobachtung und nach
der Theorie.

Eine noch bessere Ubersicht aber verschafft uns wohl Fig. 6, in
welcher das Reziproke der Sternabsténde vom Sonnenmittelpunkt als
Abszissen, die radialen Ablenkungen in Sekunden as Ordinaten auf-

Fig.5

Totale Sonnenfinsternis vom 29. Mai 1919. '

Wiedergabe einer der sieben in Sobral (Brasilien) wahrend der Finsternis
gemachten Aufnahmen.

getragen sind. Nach der Theorie muR3 der Zusammenhang zwischen
diesen GroRen linear, aso durch eine Gerade gegeben sein; se ist
ausgezogen. Die wirklich beobachteten Ablenkungen sind as Punkte
eingetragen. In Anbetracht der Schwierigkeit der Messungen muf3



Tabelle 2.
Verschiebung in Bogensekunden
Nummer
des in der Richtung von in der Richtung von
Osten nach Westen Siiden nach Norden
Sternes
beobachtet berechnet beobachtet berechnet
11 — 0,19 —022 + 016 + 0,02
5 — 029 — 0,31 — 0,46 — 043
4 —0,11 — 0,10 + 083 + 0,74
3 — 0,20 — 0,12 + 1,00 + 0,87
6 — 010 + 0,04 + 057 + 040
10 — 0,08 + 0,09 + 035 + 0,32
2 + 0,95 + 085 — 027 — 0,09

man die Ubereinstimmung fiir recht befriedigend erkléaren. Bestétigt
sie sich endgultig, so stellt Einsteins Voraussage der Lichtablenkung
einen der groften Triumphe des
menschlichen Geistes dar.

:; . Doch haben wir natiirlich
094 ‘ bisher dartber keine vollstén-
o . dige Sicherheit. Es erheben sich
o1 immer noch gewisse Zweifel, ob

nicht eine weit ausgedehnte Atmo-
:": . sphédre der Sonne die Ursache der
0 Ablenkung ist. Fig.5 zeigt frei-
o5 lich, da3in der sichtbaren Sonnen-
' korona allein Stern Nr. 2 liegt.
o * Stéarker spricht gegen solche An-
11 nahme das Fehlen jeglicher Ab-

w e s 4 dr g Sorption am Licht der Sterne.

Hatte dies einen langen Weg in

Gasen zurticklegen missen, so wére es doch wohl mindestens stark
geschwécht. Auch daB die theoretische Abhéngigkeit der Ablenkung
von der Entfernung den Tatsachen einigermaflen entspricht, kann
man dagegen anfiihren, denn eine Ablenkung durch Gase dirfte kaum
gerade dies Gesetz zur Folge haben. Immerhin bleibt hier wie bei
der Linienverschiebung noch Raum fir viele weitere Untersuchungen.

§ 2. Die é&lteren Theorien der Schwere.
Gegen das Newtonsche Anziehungsgesetz haben sich schon
friher zwei Einwendungen erhoben, ein mehr mathematischer und ein
eigentlich physikalischer. Wir beginnen mit ersterem.



Nimmt man die Zahl aller Weltkorper als unendlich grof3 an,
so fithrt, wie Neumann?') und v. Seeliger?) bemerkt haben, das
Newtonsche Gestz zu Schwierigkeiten. Es liefert dann je nach
den Umsténden unendlich groRe Kré&fte oder gestattet Uberhaupt
keinen bestimmten Wert fir se anzugeben. Der Versuch, das
Anziehungsgesetz (1) zu

— PRy s
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zu erweitern, wobel a eine neue, positive Konstante bedeutet, hilft
zwar hiertber hinweg, kommt aber in Widerspriiche mit den Be-
obachtungen Uber die Perihelbewegungen der Planeten.

Das Newtonsche Anziehungsgesetz behandelt sodann die Schwere
als eine Fernwirkung, welche zu ihrer Ubertragung von Kérper zu
Korper keiner Zeit bedarf; denn das ri, im Nenner der Formel (1)
bedeutet den Abstand in demsdben Zeitpunkt, fir welchen die Kraft
berechnet werden soll. Die klasssche Potentialtheorie der Schwere
mit ihrer Poisson-Laplaceschen Differentialgleichung ist nur ene
mathematische Umformung dieses Gesetzes, also auch eine Fern-
wirkungstheorie. Trotz der unzweifelhaft groBen Erfolge dieser
Theorie scheint sich kein Physiker von Bedeutung jemals bei diesem
Fernwirkungsstandpunkt wirklich beruhigt zu haben. Newton selbst
schrieb gelegentlich die Worte: ,Dal die Gravitation der Materie
wesentlich inhadrent und anerschaffen sein sollte, so daR ein Korper
auf einen anderen wirken kénnte auf die Entfernung hin durch den
leeren Raum, ohne die Vermittlung von irgend etwas, durch welches
ihre Aktion und Kraft von einem zum anderen geleitet werden konnte,
das ist nach meinem Dafiirhalten eine so grol3e Absurditat, daB ich
glaube, kein Mensch, welcher in philosophischen Dingen eine ge-
niigende Denkfahigkeit hat, kann jemals darauf verfallen®).” Und
S0 tauchten von Newtons Zeiten an immer wieder Versuche auf, die
Ubertragung der Schwerkraft zu veranschaulichen. Elastizitétstheorie,
Hydrodynamik, kinetische Vorstellungen muften dazu herhalten. Seit
freilich die Relativitatstheorie uns gelehrt hat, daf} der leere Raum
von allem Substantiellen, auch vom ,Ather", véllig frei ist, missen
alle diese mechanischen Theorien als Uberholt gelten.

Gar nicht in Betracht kommt ein Vorschlag von Gerber?), das
Newtonsche Anziehungspotential durch enen die Lichtgeschwindig-
keit c enthaltenden Faktor zu erweitern. Zwar ergibt er ohne weiteres
die Perihelbewegung des Merkur; doch sind die physikalischen Vor-
stellungen, mit denen Gerber seinen Potentialansatz begrinden will,
soweit se nicht Uberhaupt géanzlich verschwommen sind, vollstandig
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falsch angewandt; von einer physikalischen Erklarung, d. h. dem
Herstellen eines Zusammenhanges mit anderen Tatsachen, kann man
bei ihm Uberhaupt nicht sprechen.

Wichtiger sind fir uns die elektrodynamischen Theorien der
Schwere. Die formale Ubereinstimmung zwischen dem Newtonschen
und dem Coulombsehen Gesetz legt ja den Gedanken nahe, die
Maxwellsche Theorie, und zwar am besten in der H.A. Lorentz-
schen Fassung as Elektronentheorie, so auf die Schwere zu tibertragen,
da man die Elektrizitdtsmenge durch die wéagbare Masse ersetzt. Da
diese Theorie den Fernwirkungsgedanken in der Elektrodynamik be-
seitigt hat, leistete diese Ubertragung dasselbe fiir die Schwere. Nur
mu dann, da sich zwei Massen im Gegensatz zu gleichnamigen
Elektrizitdtsmengen anziehen, die ponderomotorische Kraft mit den
beiden Feldvektoren (& und § in der Elektrodynamik) und der Ge-
schwindigkeit durch eine Gleichung verknipft werden, die sich von
der Formel

§=e(€+ | [19])

(vgl. Bd. I, GI. IXa) durch das vor die rechte Seite zu setzende
Minuszeichen unterscheidet. Die notwendige Folge ist, da3 dann auch
die den Maxwell schen Spannungen entsprechenden Spannungen des
Schwerefeldes, dessen Energiedichte und Energiestromung, kurz alle
die Grolen, welche die Relativitatstheorie zum Welttensor T zu-
sammenfal}t, in ihrer Verknipfung mit den Feldvektoren [vgl. Bd. I,
S. 112 oben) das umgekehrte Vorzeichen erhalten. Da im elektro-
magnetischen Felde die Energiedichte W= — Tu notwendig positiv
ist, wurde sie also im Schwerefeld notwendig negativ. Man ver-
anschaulicht sich dies leicht am Beispiel zweier Massenpunkte. Zwei
gleichartige elektrische Punktladungen haben in unendlicher Ent-
fernung voneinander keine Energie der Wechselwirkung; die gesamte
elektrische Energie ist vielmehr die Summe der Eigenenergien ihrer
beiden Felder. Doch erhélt die Energie der Wechselwirkung einen
positiven Betrag, sowie man die Ladungen auf endliche Entfernungen
bringt, weil dabei mechanische Arbeit in Feldenergie umgewandelt
wird. Umgekehrt wird bei der Anndherung zweier Massenpunkte
dem Schwerefeld Energie der Wechselwirkung entzogen; und wenn
mari diese bei unendlichem Abstand gleich Null annimmt, was wohl
kaum zu umgehen ist, so ist sie in allen anderen Fallen negativ. Schon
Maxwell®) hat aus diesem Grunde die Ubertragung der Elektro-
dynamik verworfen. Abraham®) hat spater darauf hingewiesen,
da ein schwingender Massenpunkt nach dieser Theorie statt der



Dampfung, welche ein schwingendes Elektron infolge der Energie-
ausstrahlung erleidet, eine immer neue Anregung infolge von , Ein-
strahlung" erfahren mifte; der Ruhezustand wére danach kein stabiles
Gleichgewicht, da die geringste Schwingung um ihn von selbst ihre
Amplitude vergroRBern miite.

Diese Einwénde treffen auch eine Theorie von H. A. Lorentz,
welche nach einem von Mossotti und ZollIner ausgesprochenen
Gedanken die Schwerewirkungen unmittelbar auf die elektrischen
zuruickfuhrt, indem sie der Anziehung ungleichnamiger Elektrizitaten
unter sonst gleichen Umstdnden einen etwas groferen Betrag zu-
schreibt, als der Abstoung gleichnamiger?).

Ein machtiger Anreiz zur theoretischen Erforschung der Schwere
ging von dem Relativitétsprinzip der Lorentz-Transformation bald
nach seiner Entdeckung aus. Hier war doch zum erstenmal klar
bewiesen, da sich alle physikalischen Wirkungen, aso auch die
Schwere, durch den leeren Raum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten
muBten (vgl. Bd. |, 8 7). Die astronomische Forschung hatte nie
etwas anderes einwandfrei nachzuweisen vermocht, as da die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit, wenn es eine gibt, gegen die Relativ-
geschwindigkeiten der Himmelskorper sehr groB ist.  Auferdem er-
ganzte die Forderung, da die Gesetze der Schwere gegen die
Lorentz-Transformation invariant sein sollen, ein wenig die so
mangelhafte Erfahrungskenntnis. So stellte Minkowski in einer
seiner grundlegenden Arbeiten®) ein Elementargesetz fiir die Wirkung
zweier Massenpunkte aufeinander auf, das, abgesehen von der Vor-
zeichenumkehrung, einfach die Ubertragung des entsprechenden
Gesetzes fur Elektronen war. Da letzteres dem Relativitatsprinzip
geniigt, tut dies auch das erstere. Doch ist diese Theorie eigentlich
unvollstandig, insofern de die Gesetze des Schwerefeldes nicht
ausspricht. Da diese sich wohl nur durch die entsprechende Uber-
tragung der ganzen Elektronentheorie gewinnen lassen, verfallt dieser
Gedanke den schon oben erwadhnten Einwénden. Schon vorher hatte
Poincaré®) ein allgemeineres Elementargesetz fiir die Schwere-
anziehung aufgestellt, das ebenfalls dem Relativitatsprinzip genigte
und as Sonderfall das Minkowski sche enthielt. Die zugehorigen
Feldgleichungen hatte Poincaré nicht angegeben, so daB sich nicht
beurteilen 1&Rt, ob ale in seinem algemeinen Gesetz enthaltenen
Mdglichkeiten von diesen Einwanden getroffen werden. Aber vielleicht
wegen dieses Mangels hat diese Theorie nie weitere Verbreitung erlangt.
Demselben Urteil verfallt eine Erweiterung des Anziehungsgesetzes
durch de Wisniewski'®), welcher in Gleichung (1) unter der



Annahme, daB my ruht, m, eine Geschwindigkeit q hat, zu #% noch
den Faktor ¥1 — g%/ed hinzufligen will.

Ubrigens liefert gerade die Relativitatstheorie einen weiteren
Grund gegen jede Ubertragung der Elektrodynamik. Diese fiihrte
namlich entsprechend dem aus den Max wellschen Gleichungen
folgenden Gesetz von der Erhaltung der Elektrizitdtsmenge (vgl. Bd. I,
§ 4 und 5) zum Erhaltungssatz fur die schwere Masse. Die Relativitéts-
theorie lehrt aber die Tréagheit der Energie, derzufolge (vgl. Bd. I,
Abschnitt VII) die trage Masse, sofern ein Korper sich tberhaupt fir
die Mechanik durch diesen einfachen Begriff kennzeichnen |&R3t, zum
ganz Uberwiegenden Teil (ein kleiner Bruchteil kann von Spannungen
herrihren) durch seinen Energieinhalt bestimmt, aso gewil3 verander-
lich ist. Danach kénnte das Verhadltnis beider Massen beim gleichen
Korper nicht immer dasselbe sein, also erst recht nicht bei verschiedenen
Korpern stets den gleichen Wert haben. Und doch zeigen die Ver-
suche von EO8tvds und Zeeman (8§ 1) mit grofRer Genauigkeit, daR
dies Verhaltnis ein universelles ist. Bei radioaktiven Kd&rpern ist
die beobachtbare Energieverdnderung verhdltnisméRig am grofRten
(vgl. Bd. I, §828). Wir sollten aso in diesem Zusammenhang gerade
bei ihnen am ehesten einen abweichenden Wert daflir vermuten. Und
dies ist der Grund, aus welchem Southerns und Zeeman radioaktive
Stoffe mit zu ihren Versuchen uber das Aquivalenzprinzip heran-
zogen (vgl. § 1).

Unter dem EinfluB der Relativitatstheorie, aber nicht in voller
Ubereinstimmung mit ihr, stehen zwei Schweretheorien von Abra-
ham'?!), von der manche Ziige, wie z. B. die Abhangigkeit der tragen
Masse vom Schwerepotential, spdter von Nordstrom ubernommen
sind und sich mutatis mutandis auch in der allgemeinen Relativitat
wiederfinden. Doch liegen sie abseits des uns vorgezeichneten Weges.
Die Gedanken von Mie®) aber sind in ihren besten Zigen mit in
die letztere Theorie Ubergegangen, so da} wir se in § 28 und 29
darzustellen haben werden. Es mag schon hier erwahnt werden, da
auch dabei von einem Zusammenhang zwischen Schwere und Elektro-
dynamik die Rede ist, freilich von einem ganz anders gearteten, as
in den soeben erwadhnten Theorien.

Die beste Einfligung der Lehre von der Schwerkraft in die , be-
schrénkte" Relativitatstheorie, wie wir die auf der Lorentztrans-
formation beruhende im folgenden nennen wollen, verdanken wir wohl
Nordstréom*®). Seine Theorie liefert (in ihrer zweiten, verbesserten
Fassung), abgesehen von dem Newton schen Anziehungsgesetz fir
statische Felder, den Aquivalenzsatz als streng giiltig fir vollkommene,



statische Systeme und als eine allen Beobachtungen gerecht werdende
Naherung fir alle anderen Korper. Damit geniigt sie den alteren
Erfahrungstatsachen Uber die Schwerkraft. Se vermeidet ferner
grundsétzlich negative Energiedichten im Schwerefelde und stimmt
Uberdies in der Rotverschiebung der Spektrallinien auf der Sonne
vollstandig mit der allgemeinen Relativitéatstheorie und somit in
gleichem Mal%e wie sie mit den neuesten Messungen Uberein. Dagegen
ist sie nicht imstande, von der Perihelbewegung des Merkur eine so ein-
fache Deutung aus dem Zweikorperproblem zu geben, wie Einsteins
Theorie; se fihrt zwar auch zu einer Perihelbewegung, wie das Uber-
haupt wohl jede das Newtonsche Gesetz als Naherung enthaltende
Schweretheorie tut, doch diese fallt viel zu klein und im Richtungs-
sinne falsch aus. Vor allem aber kann sie die Ablenkung des Lichtes
in der Nahe der Sonne nicht erklaren; denn sie muR ja, wie jede
andere auf dem Boden der beschrankten Relativitatstheorie bleibende
Theorie, der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume einen unver-
anderlichen Wert geben. Abweichungen des Lichtstrahles von der
Geraden konnen aber nach dem Huyghenssehen Prinzip, das be
kanntlich mit der Elektrodynamik im Einklang steht, nur bei rdum-
lich veranderlicher Lichtgeschwindigkeit auftreten. Oder, anders ge-
sprochen, die erzeugenden Weltlinien des Minkowskischen Vor- und
Nachkegels sind in dieser Theorie notwendig gerade. Besonders die
Ablenkungsbeobachtung hat uns veranlafdt, in diesem zweiten Bande
ausschliellich Einsteins Lehre von der Schwere vorzutragen. Diese
hat zudem noch vor allen anderen den Vorzug, wie die beschrankte
Relativitétstheorie vor der Lorentzsehen ,Absoluttheorie" von 1904
(vgl. Bd. 1, §5, SchluBbemerkungen); ndmlich ein tiefgehendes und
umfassendes Prinzip as Grundlage, das Prinzip der allgemeinen
Relativitét.

IL Diedlgemeine Relativitétstheorie.

§ 3. Das allgemeine Relativitatsprinzip.

Die ,beschrénkte" Relativitétstheorie, welche nur eine Gruppe
gleichférmig und translatorisch gegeneinander bewegter Bezugssysteme
als berechtigte ansieht, setzt gleich der Newtonschen Mechanik und
der gesamten daran anschliefenden Physik das Dasein eines von
allen Korpern unabhangigen Inertialsystems voraus; sie schlief3t dann

Laue, Reativitatsprinzip. |1 . 2



aus den Naturgesetzen auf das Dasein der anderen. DaR diese An-
nahme logisch zuléssig ist, haben wir schon in § la des ersten
Bandes betont. Trifft sie ndmlich in der Wirklichkeit zu, so
kann man dieses Bezugssystem durch physikalische Versuche fern
von allen Koérpern feststellen. Dadurch unterscheidet es sich grund-
sdtzlich von dem Lichtather alterer elektrodynamischer Theorien, der
sich jeder Beobachtung entzog. Aber freilich sind dies nur Gedanken-
versuche, denn wir sind ja mit allen Beobachtungen an der Natur
beschréankt auf R&ume innerhalb des Fixstern Systems. Kdnnten wir
uns von dessen vielen groRBen Massen wesentlich weiter entfernen,
fielen unsere Versuche nicht vielleicht ganz anders aus? So konnten
Mach und Einstein den Gedanken fassen, da3 die Vorzugsstellung
jener Gruppe von Inertialsystemen keine Grundtatsache, sondern da-
durch bedingt wére, da3 die Massen des Fixsternsystems in einem
dieser Systeme im groRen und ganzen ruhen; dafd aber grundsétzlich,
d. h. wenn man von diesem ,'Zufall" absieht, alle denkbaren Be-
zugssysteme gleichberechtigt wéren, aso auch solche, die sich
gegen die Inertialsysteme beschleunigt oder mit Drehungen oder sonst
irgendwie bewegen. Bei Mach war dieser Gedanke nur ein skep-
tischer Einwand gegen die damals ganz allgemeine, wenngleich nicht
immer bewuRte Annahme eines Inertialsystems. Einstein sieht einen
Hinweis der Natur auf die allgemeine Gleichberechtigung in dem
Gesetz von der Aquivalenz der trégen und der schweren Masse.
Denken wir uns namlich einen Physiker in einem Kasten, dessen
Wande ihn in jeder Beziehung von der AuRenwelt abschlielfen. Er
nimmt eine Zeitlang an allen Korpern im Innern das Streben wahr,
sich in einer bestimmten Richtung gegen die Wénde in Bewegung
zu setzen. LaRt man se frei, so ,fallen" se in dieser Richtung,
und zwar ale mit der gleichen Beschleunigung gegen die Wande.
Er hat dann fir diese Beobachtung zwei ganz verschiedene Deutungen:
Entweder: ,Der Kasten wird gegen ein Bezugssystem, in welchem der
Tragheitssatz gilt, gleichférmig beschleunigt; wodurch, kann ich nicht
wissen, solange mir der weitere Ausblick fehlt. Das »Fallen« der
Korper beruht einfach auf ihrem Beharren in der Geschwindigkeit,
welche sie zuletzt hatten, als sie am Kasten fest sal3en; ihre ge-
meinsame Fallbeschleunigung ist, abgesehen von der Richtung, nichts
anderes, as die Beschleunigung des Kastens." Oder: ,Mein Kasten
ruht in einem Inertialsystem, befindet sich aber in einem Schwere-
feld. Dal} die Korper mit gleicher Beschleunigung fallen, erklért
sich einmal aus der Proportionalitét zwischen Anziehungskraft und
schwerer Masse, andererseits aus der Proportionalitdt zwischen dieser



und der tragen Masse, also aus der Aquivalenz beider Massen. Wo-
durch das Schwerefeld erzeugt ist, kann ich nicht erfahren, solange
mich die Wande von allem auRen Befindlichen abschliel?en." Natdrlich
sind auch Deutungen mdglich, bei denen beide Gesichtspunkte gemischt
auftreten. Ohne das Aquivalenzgesetz ware es aber nur die erste.

Wir wollen denselben Gedanken an einem anderen Beispiel aus-
fuhren. Wir fahren in einem Eisenbahnzug auf idealen, stof3¥freien
Schienen, immer in derseben Richtung a, mit gleichbleibender
Geschwindigkeit. Es ist uns gelaufig, da die Auffassung, unser
Abteil ruhe, aber die ganze Umgebung komme uns entgegen, ebenso
zuléssig ist, wie die soeben angewandte. Nun aber bremst der Zug:
alle Gegensténde im Abteil zeigen ein Streben, sich desen vorderer
Wand zu nahern. Hier sagte die bisherige physikalische Auffassung,
.Darin zeigt sch die Tragheit der Korper, die ihren bisherigen Be-
wegungszustand gegen ein Inertialsystem beizubehalten streben”.
Aber wir konnen geradeso gut sagen: ,Es ist ein Schwerefeld in
bezug auf das Koordinatensystem entstanden, das die Wande unseres
Abteils bestimmen, und zwar hat es die Richtung a. In der Tat be-
wirkt es bel der Umgebung, die uns bisher entgegenkam, eine Ver-
langsamung ihrer Geschwindigkeit gegen das Abteil; die Umgebung
beginnt in der Richtung a zu fallen, und wenn sich ihre verschiedenen
Teile dabei nicht gegeneinander bewegen, <o liegt das eben an dem
gleichen raschen Fall aller Kérper, d. h. wieder an dem Aquivalenzsatz" .

Man kann nun natirlich weiter fragen nach der Ursache, welche
den Zug verhindert, die allgemeine Fallbewegung mitzumachen. Nun,
diese Ursache liegt in der Bremsung der Rader; sSe wirkt genau wie
die Beine enes Insekts, das an einem frei fallenden Korper gerade
mit solcher Geschwindigkeit herumklettert, daf’ es beziiglich des K oor-
dinatensystems in Ruhe bleibt. Im ubrigen kommen wir in § 21
nochmals auf dieses Beispiel zuriick.

Betrachten wir noch ein anderes Beispiel: Das ungestrichene
System s eines der gewdhnlichen Inertialsysteme. Die Zeit lassen wir
ungeandert (x'* = x*), die Raumkoordinaten x'* aber fithren wir als
kartesische Koordinaten in ein Achsenkreuz ein, welches sich gegen
das erstere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht. Damit
ein Massenpunkt in ihm ruht, mul3 eine Zentripetalkraft auf ihn
wirken, welche, so sagen wir vom Standpunkt des ungestrichenen
Sysems aus, sein auf der Tragheit beruhendes Streben zur geradlinig-
gleichférmigen Bewegung aufhebt und ihm die mit *da Drehung ver-
bundene Beschleunigung erteilt. Ein gespannter Faden mag diese
Kraft ausiben. Auch im gestrichenen Koordinatensystem gibt es diese
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Kraft, denn die Spannung des Fadensist eine von unserer Betrachtungs-
weise unabhéngige Tatsache; de |aRt sich aber nicht aus einer Be-
schleunigung erklaren, da es keine solche gibt. Wohl aber tritt bei
der Transformation ein neues Schwerefeld im gestrichenen System
auf. Um die Kraft, welche es auslibt, aufzuheben, ist die Zentripetal-
kraft notwendig.

Wir schlieBen aus dieser Betrachtung: Sowelt' es sich lediglich
um die Fallerscheinungen in einem begrenzten Baumgebiet
handelt*), sind Ruhen in enem Inertialsystem mit homogenem
Schwerefeld und Ruhen in einem dagegen beschleunigten System ohne
ein lches Feld ununterscheidbar. Beide Arten von Systemen sind
— fir diese Vorgange — gleichberechtigt, nur muR man beim Uber-
gang vom einen zum anderen auch die Schwerkraft transformieren,
und findet dabel in dem einen Koordinatensystem den Wert Null
fur de

Fir die éltere, auf Newton zuriickgehende Auffassung bestand
zwischen trager und schwerer Masse ein begrifflicher Unterschied.
Die Proportionalitit zwischen ihnen, aus der sich durch Anderung
des Mal3sysems Gleichheit machen lieRe, stand da als eine Tatsache,
die man durchaus anerkannte, aber nicht tiefer zu deuten vermochte.
Die neue Auffassung, die die allgemeine Relativitatstheorie bringt,
seht in dieser Aquivalenz Wesensgleichheit. Es ist dieselbe
Eigenschaft der Korper, welche sich entweder als Tréag-
heit oder als Schwere &uRert. Der Unterschied dazwischen
liegt einzig und allein in der Betrachtungsart, welche
man wahlt. Darin besteht Einsteins Ldsung flr das , Ratsel der
Schwerkraft". Nicht mehr als ein Fremdkérper steht die Schwere
jetzt der Mechanik gegeniiber, sondern se wird ein wesentlicher Be-
standteil davon, so da® man die Mechanik gar nicht ohne Riicksicht
auf das Schwerefeld formulieren kann (8 16). An die Stelle des
ersten Newton schen Axioms, demzufolge sich ein freier Korper
geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, tritt der Satz:
Ein freier Korper

Aber diese beiden Betrachtungsarten waren doch nicht ganz
gleichwertig, wenn se es nur den Fallerscheinungen gegeniiber wéren.
Sie werden es erst durch den Grundsatz: Dieselben Transfor mationen,

*) Wir wollen sogleéch hier betonen, dal3 wir im allgemeinen en
Schwerefdd nur in eéinem Raum-Zeit-Bereich forttransformieren kénnen,
der — mathematisch geprochen —-unendlich klein ig. Das ganze
Schwerefdd der Sonne etwa laRt sch nicht durch Wahl des Koordinaten-
sysems besaitigen.



denen gegenlber die Fallgesetze invariant sind, lassen auch alle
anderen Naturgesetze unver andert; der erwahnte Beobachter mag noch
s0 vide und noch so geschickt gewahlte mechanische, optische und
elektrische Versuche zu Hilfe nehmen, niemals kann er zwischen den
genannten Deutungen unterscheiden. Welches aber sind diese Trans-
formationen? Die allgemeine Relativitatstheorie antwortet: Alle
Naturgesetze lassen sich so in mathematischer Form auf
drei raumliche Koordinaten gz, x% 28 und eine Zeitkoor-
dinate z+ beziehen, daR sie gegen beliebige Transforma-
tionen

2 = fi(zl, ab, 20, V) i=1,2384 ., ... (4

invariant sind, wenn nur die Funktionen f umkehrbar ein-
deutig und regular sind*), eine von Null verschiedene
Funktionaldeterminante haben und schlie8lich der vierten
Koordinate die Zeitartigkeit, den drei anderen die Raum-
artigkeit wahren.

Das physikalische Weltbild der Antike gab dem einzelnen Raum-
punkt physikalische Selbstandigkeit und legte ihm dementsprechend
auch besondere Kréfte bei. Diese Krafte bewirkten das Streben der
K orper nach ihren , natiirlichen Orten", wie sich L uft und Feuer nach
»oben" drangen, wahrend schwere Masseen nach ,,unten" sinken. Diesen
Standpunkt Uberwand Kopernikus. Man kann seine Leistung as
das Relativitatsprinzip des Ortes benennen. Das Relativitatsprinzip
der klassschen Mechanik und das der Lorentz-Transformation be-
zog sch auf die Geschwindigkeiten, die ersten Differentialquotienten
des Ortes nach der Zeit; man kann flr jeden Massenpunkt, der ene
konstante Geschwindigkeit hat, Koordinatensysteme angeben, in denen
er* dauernd ruht. Die obige Uberlegung relativiert zunéchst in &hn-
lichem Sinne die Beschleunigung, d. h. die zweiten Differential-
quotienten. Das allgemeine Relativitatsprinzip endlich relativiert
die Bewegung uberhaupt, man kann jeden Massenpunkt dauernd
»auf Ruhe" transformieren.

Diese Relativitat jeglicher Bewegung ist durchaus kein neuer
Gedanke. Kant') z. B. hat ihn gelegentlich mit einer Scharfe be-
tont, Uber die man nicht mehr hinausgehen kann. Und seit Newtons
Zeiten ist aus ihm mehr as einmal ein Widerspruch gegen die

*) Unter regulé@ren Funktionen versteht man in der mathematischen
Physik solche, welche endlich und stetig snd und beliebig viele, endliohe
und getige Differentialquotienten haben. An einzelnen Fl&chen lassen wir
Ungtetigkeiten zu.



Newton sthe Mechanik hergeleitet worden. Doch konnte der Wider -
spruch nicht durchdringen, solange man fir Zentrifugalkrafte und
ahnliche Tatsachen keine die Newton sche ersetzende Erklarung geben
konnte. Das ist erst Einstein gelungen durch die Transformation
der Schwere, welche deren Feld ,relativiert”, d. h. beim Ubergang
von einem Bezugssysem zum anderen verandert, ahnlich wie schon
die beschrankte Relativitatstheorie das elektromagnetische Feld ,re-
lativiert" hat.

Betrachten wir nun die Transformationen (4) etwas genauer. Zu
ihnen gehéren auch solche, in denen weder #* noch g'* auftritt, die
somit, lediglich die drei raumlichen Koordinaten transformieren.
Schon aus diesem Grunde dirfen wir bei den drei rdumlichen # nicht
ausschlieBllich an kartesische Koordinaten denken, wie wir es in der
beschrankten Relativitatstheorie im allgemeinen taten.  Vielmehr
missen wir uns darin die weitgehendste Freiheit vorbehalten. Auch
dieVorstellung zweler starren Achsenkreuze, die sich irgendwie gegen-
einander bewegen, héatte nicht die erforderliche Allgemeinheit. Denn
da wir der Art, wie x* in (4) auftritt, keine Beschrankung auferlegt
haben, missen wir das gestrichene Koordinatensystem im allgemeinen
als gegeniiber dem ungestrichenen deformierbar betrachten. Eine
Eindeutigkeit schrelben wir der Transformation zu, damit jedem
Raum-Zeit-Punkt x1, %, #% &% ein P un %'l &3, #'9, 2« und um-
gekehrt entspricht. Regularitat setzen wir voraus, damit jedem zu-
sammenhangenden Raum-Zeit-Gebiet in den x ein zusammenhangendes
Gebiet in den # entspricht, sowie, damit wir Uberhaupt die Diffe-
rentialgleichungen, als die wir uns die Naturgesetze vorstellen,
von einem auf das andere System Ubertragen kdnnen. Schliefilich
muf3 die Funktionaldeterminante von Null verschieden sein, damit
wir sicher sind, daB die# vier voneinander unabhangige Funktionen
der x darstellen, sich also zur Darstellung einer vierdimensionalen
Mannigfaltigkeit eignen. Songt aber stellen in der vierdimensionalen
»Welt", wenn wir in ihr die x als rechtwinkelige Koordinaten im
Sinne Minkowskis annehmen (seheBd. I, § 8), dieRaumea’+ == const
ganz beliebige dreidimensionale Gebilde dar.

Die Zeitkoordinate #* nehmen wir in allen Bezugssysemen als
reell an. Sie entspricht insofern der Grofie w = ¢§ der beschrénkten
Relativitatstheorie. Doch braucht se im Gegensatz zu u ebensowenig
wie die der drei anderen 2 von der Dimension einer Lange zu sein*).
DieForderung, daf? m# stets zeitartig ist, bedeutet: In der beschrénkten

*) Sehe hierzu § 14.



Relativitatstheorie mufte die positive Zeitachse durch den Welt-
punkt O in dem Gebiet ,-jensdts* von O liegen, welches durch den
Nachkegel von den anderen Teilen der ,,Welt" geschieden war.
(Siehe Bd.I, § 8, besonders Fig. 6.) Alle Punkte des genannten Ge-
bietes stellen Ereignisse dar, welche Wirkungen des Ereignisses 0
sein konnen, wahrend die Punkte ,diesseitsvon O“ nur als Ur-
sachen fir 0 in Betracht kommen und die Punkte des , Zwischen-
gebietes’ in keinem ursichlichen Zusammenhang mit 0 stehen kénnen.
Auch hier werden wir jedem Punkteeinen Vor- und einen Nachkegel
zuordnen und ein Gebiet ,jenseits von 0% durch ihn abgrenzen
kdnnen (8 7b). Sollen ursachliche Beziehungen zwischen Ereignissen
eine vom Bezugssyssem unabhéngige Bedeutung haben, so dirfen
wir trotz aller sonstigen Allgemeinheit nur solche Systeme als be-
rechtigt zulassen, bei denen fir jeden Punkt O die Richtung des
wachsenden #* in das Gebiet jenseits hineinfihrt. Diese Ein-
schrankung macht das Kausalitatsprinzip notwendig. Eine Trans-
formation, die wie &' = — 2+ die Richtung der Zeit einfach um-
kehrte, ist damit ausgeschlossen.

Im Gegensatz dazu sollen die Koordinaten #'1, #'%, #'¥ setsraum-
artig sein. Mathematisch bedeutet dies: Ein Linienelement, welches
einen Raume x* =cong in der Welt angehért, soll, wenn es von
dem, Weltpunkt 0 ausgeht, in dessn Zwischen gebiet hineinweisen,
oder, wie wir sagen wollen, es soll ene Strecke san. (Jeden
Baum z¢ == const nennen wir infolgedessen einen Strecken raum.)
Die physikalische Bedeutung aber liegt darin, da3 ein Massenpunkt,
wenn er im gestrichenen System ruht, gegen das ungestrichene unter
allen Umstanden eine geringere Geschwindigkeit haben soll, als das
Licht se am gleichen Orte besitzt. « Dal’ beide Aussagen das gleiche
bedeuten, mag sich der Leser vorlaufig am Beispiel der beschrénkten
Relativitatstheorie klar machen. Damit ist aso z.B. ein starres
Achsenkreuz, welches die tagliche Drehung der Erde mitmacht, aus
geschlossen.  Denn ein in ihm ruhender Punkt hatte bei hin-
reichendem Abstand von der Erdachse ganz gewi Uberlicht-
geschwindigkeit gegen das doch gewil3 berechtigte K oordinatensystem,
das wir gewéhnlich in der Astronomie benutzen. Wohl aber darf
man Teile davon benutzen, die der Erdachse hinreichend nahe liegen,
und muf3 dann durch geeignete Wahl der Koordinaten dafur sorgen,
dal3 entferntere Teile ene immer geringere Drehgeschwindigkeit
bekommen, was bei einem defor mierbaren Achsenkreuz ja mdglich ist.

Man hat gegen diesen Vorschlag, die Drehgeschwindigkeit des
einen Sysgems, mit abnehmendem Abstand von der Drehachse zu
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verringern, eingewandt, daf3 in ihm zwei zur Drehachse senkrechte
Koordinatenachsen sich immer mehr aufwickeln, wie ein Faden zum
Kné&uel, und dal3 das doch ein immer weniger einfaches Koordinaten-
sysem ergabe. Es ist aber unseres Erachtens gar nicht ausgemacht,
dall man fir alle Raum-Zeit-Bereiche dasselbe Koordinatensystem
benutzen muBR. LaRt man aber Unstetigkeiten zu, so kann man
entweder in einem bestimmten Abstand von der Achse das neue
System vollstandig in das alte uUbergehen lassen, wahrend es sich
weiter innen mit konstanter Geschwindigkeit dreht, oder man kann
auch ein und dasselbe so drehende System immer nur flr passend
gewdhlte endliche Zeitrdume benutzen und dann zu einem dritten
umspringen, weches nun die Bewegung des vorher benutzten
wiederholt.

Das ZeitmaR konnen wir durch die Transformation (70) noch
in ganz willkdrlicher, auch von Raumpunkt zu Raumpunkt ver-
schiedener Weise abandern. Die Mdglichkeit, trotzdem die Natur-
gesetze in invaria'nter Form auszusprechen, beruht darauf, daf die
Bestimmungsstiicke des Schwerefddes in alle Naturgesetze eingehen
und bei jeder Transformation der vier Koordinaten eine entsprechende
Transformation erfahren. Wir kénnten uns also in unserem Labo-
ratorium eine groe Zahl ganz verschieden schnell gehender Uhren
aufstellen und jede davon als fiir ihren Standpunkt richtig erklaren.
Ob die Benutzung eines solchen Koordinatensystems zweckméafig
ware, ist freilich eine ganz andere, aber von den grundsatzlichen
Erdrterungen auszuschlieRende Frage. Aus allen Aussagen Uber
beobachtbare Tatsachen missen die Unterschiede der Koordinaten-
sysdeme natilrlich insofern herausfallen, als sich diee Aussagen
durch die Koordinatentransformation eindeutig miteinander ableiten
lassen, wie wir es jaim kleineren Umfange schon in der beschrénkten
Relativitatstheorie geschen haben.

Im Gegensatz zu diesr weitgehenden Willkir steht nun der
Begriff der Eigenzeit als der invarianten Lange einer zeitartigen
Weltlinie. Sie messen wir mit Uhren, die, unmittelbar nebeneinander
gestellt, den gleichen Gang zeigen. DaR diese, an verschiedenen
Stellen im gleichen Koordinatensystem ruhend, gegen die System-
zeit #*fe noch verschieden gehen konnen, versteht sich bei der weit-
gehenden Willkiir in der Definition der Zeitveranderlichen x* von
selbst.

Ebensowenig wie #* eine unmittelbare physikalische Bedeutung
hat, haben die drei anderen Koordinaten eine solche Welche Entfer-
nung z. B. zwei Punkte haben, die bei demsalben x* sichin den #1, a8, 2*



um dx!, dx?dx® unterscheiden, das 4Bt sich allgemein nicht sagen.
Wir sehen das schon in euklidischen Verhaltnissen beim Ubergang
von den gewohnten rechtwinkelig geradlinigen zu irgendwelchen
krummlinigen Koordinaten, etwa Polarkoordinaten. Aber in der
bisherigen Physik und ihrer euklidischen Geometrie haben wir in den
rechtwinkelig-geradlinigen Koordinaten insofern Normalkoor dinaten,
als wir in ihnen unmittelbar die physikalisch zutreffende Entfernung
zweiter Punkte angeben konnen. Indem die allgemeine Relativitats-
theorie von derartigen Normalkoordinaten vollstandig absieht, ent-
kleidet se nach einem Ausspruch Einsteins: ,den Raum (wie auch
die Zeit) des letzten Restes physikalischer Gegensténdlichkeit”.

Uberlegt man sich, welche Bedeutung die Koordinaten dann
Uberhaupt noch behalten, so mu man sagen: Eine auRerordentlich
geringe. Sie sind eigentlich nur noch eine Art, Raum-Zeit-Punkte
zu benennen, und wie jede Namengebung in hohem Maf3e willkur-
lich. Sie haben ihr Vorbild in den willkirlichen Koordinaten, welche
zuerst GauBd auf krummen Flachen im dreidimensionalen euklidischen
Raum eingefiihrt hat.

Nun braucht man aber eine Maf3bestimmung, d. h. eine Formel,
nach der man aus den Koordinaten zweler Punkte ihren Abstand
berechnet. Und diese gewinnt die allgemeine Relativitatstheorie
durch die Forderung: Den Abstand zweier Raumpunkte mif3t ein im
Ruhezustand an se angelegter physikalischer Maf3stab.

§ 4. Die Notwendigkeit nichteuklidischer Geometrie.

Wie in § 3 erwahnt, dirfen wir in beschrankter Ausdehnung
ein ,gedtrichenes’ Koordinatensystem benutzen, welches sich gegen
das in der Astronomie gebrauchliche , ungestrichene’ mit konstanter
Geschwindigkeit dreht. Dies Beispiel soll uns nun zu einer grund-
sdtzlich wichtigen Erkenntnis verhelfen.

Wir haben ebenfalls schon gesagt, dal? wir Strecken, welche
in diesem ,gestrichenen" System ruhen, mit daneben ruhenden
MaRstdben auszumessen haben. Das sind wir ja schon aus der
beschrankten Relativitatstheorie her gewohnt. Gewil3 kdnnen wir
hier wie dort auch andere MaRlstédbe benutzen, aber dann missen
wir das Ergebnis der .Messung in geeigneter Weise umrechnen.
Nun messn wir in dem gestrichenen System unseres Beispiels einmal
den Halbmesser eines Kreises um die Drehachse, das andereMal dessn
Umfang. Wir wollen uns das Ergebnis vom ungestrichenen System
aus klar machen. Dann ist zu sagen: Bei der Messung des Halb-



messrs hat der MafRRstab keine Geschwindigkeit in seiner Langs-
richtung, daher auch keine L orentz-Kontraktion. Er gibt somit
fur die Lange des Halbmessers einen Wert, der auch fur das un-
gestrichene System richtig ist. Aber wenn wir ihn an den Umfang
legen, so zeigt sch die Lorentz-Kontraktion, und er gibt somit,
vom ungestrichenen System aus beurteilt, fur jeden Teil des Um-
fanges eine zu groRe MafRzahl an. Nun ist im ungestrichenen
System, wenn wir in ihm die euklidische Geometrie als gultig be-
trachten, das Verhaltnis Umfang zu Halbmesser 2m. Im ge-
strichenen System ist somit dieses \Verhaltnis grofRer als 2w, und das
heidt: es kann dort die MalRbestimmung, wie se die allgemeine
Relativitatstheorie fordert, nicht der euklidischen Geometrie ent-
sprechen.

Schon die beschrénkte Relativitétstheorie trieb eine von der
euklidischen abweichende Geometrie, wenn se als Weltkoordinaten
X, ¥, z und die reclle Veranderliche u == ¢t benutzte. Aber der
Unterschied ging nicht sehr tief, er verschwand ganz, sowie man zu
i == del Uberging; deshalb nennen wir jene Geometrie pseudo-
euklidisch.  Und in allen Streckenrdumen # = const blieb die
euklidische Geometrie vollstdndig bestehen. Da nun die vier-
dimensionale Betrachtungsart uns nie mehr war als ein wertvolles
Hilfsmittel, das aber die physkalische und erkenntnistheoretische
Seite der Sache nicht berlhrte, so konnten wir ziemlich kurz dar tiber
hinweggehen. Hier aber stoen wir auf die Folgerung aus unseren
Grundsétzen, daf3 auch in dem dreidimensionalen Raume, in den wir
die AuRBenwelt einordnen, die euklidische Geometrie nicht streng und
allgemein gelten kann. Und das zwingt uns zu einer eingehenderen
Betrachtung Uber die Berechtigung anderer Geometrien an sich und
in ihrer Anwendung auf die Physik.

Die Geometrie Euklids beruht auf einer Anzahl von Axiomen,
die ihr Urheber fir keines Beweises bedlrftig, sondern als un-
mittelbar einleuchtend ansah. Nahm man sSe an, so folgte daraus
alles Ubrige logisch — oder sollte doch wenigstens daraus folgen.
Und durch zwei Jahrtausende galt dies Beispiel als der Bewels, daf3
der menschliche Geist zu einer erfahrungsunabhéngigen und des
wegen schlechthin notwendigen Erkenntnis befahigt wére. In diesem
Sinne verwendet auch Kant, entsprechend dem mathematischen
Wissen sainer Zeit, die Mathematik einschlieflich der euklidischen
Geometrie als einen wesentlichen Grundstein seiner Erkenntnislehre.
Aber gerade diese scharfe Betonung des Apriorischen und Zwingenden
der euklidischen Geometrie rief den Widerspruch hervor. Schon



lange hatten sch Mathematiker von dem Parallelenaxiom Euklids
nicht befriedigt gefihlt und versucht, es zu beweisen, d. h. auf die
anderen Axiome zuriickzufihren. Dies Axiom aber sagt aus. Zu
jeder Geraden kann man durch einen ihr nicht angehdérenden Punkt
eine und nur eine andere Gerade ziehen, welche mit ihr in einer
Ebene liegt und se nirgends (oder nur im Unendlichen) schneidet.
Freilich waren diese Beweisversuche alle vergeblich. Gaul3, der sich
sbst noch an ihnen, beteiligt hat, erkannte wohl als erster ihre
Aussichtslosigkeit, indem er eine Geometrie schuf, die sich von der
bukiidischen nur durch das Fallenlassen des Parallelenaxioms unter-
schied. Doch dies ist erst nach
seinem Tode bekannt geworden.
Vor der Offentlichkeit haben zu-
est der Kusse Lobatschewski
und de beiden Ungarn Bolyai,
Vater und Sohn, um 1830 eine
Geometrie vertreten, bei welcher
es in der Ebene zu jeder Ge 3

raden g durch jeden auBBer ihr

liegenden Punkt O zwei andere Gerade (Parallelen) p,, ps gibt,
welche erstere im Unendlichen schneiden (Fig. 7). Den Winkel
zwischen ihnen filllen Geradeg', g ... aus, welche die erstgenannten
Uberhaupt nicht schneiden. Dafi sch diee ,hyperbolische”
Geometrie, wie man se nennt, widerspruchsfrei durchfuhren 1aRt,
hat F. Klein um 1870 bewiesen, indem er se unmittelbar auf die
als widerspruchsfrei anerkannte euklidische in dem Sinne zurick-
fuhrte, daR jedem Satz der hyperbolischen ein Satz der euklidischen
entspricht.  Wir gehen darauf in 8. 13 ndher ein! Damit war dann
Uberzeugend dargetan, da das Parallelenaxiom weder auf die anderen
zuruckfuhrbar, noch an sich a priori gewil? ist.

Viel Gemeinsames mit ihr hat die ,elliptische" Geometrie,
bei welcher es aber im Gegensatz zu den bisher genannten Uberhaupt
keine parallelen Geraden gibt. Vielmehr schneiden sich alle Geraden
einer Ebene. Und auch diese Geometrie ist in sich widerspruchsfrei,
also mathematisch berechtigt (§ 12 und 13).

In der euklidischen Geometrie ist der Abstand zweier Punkte
mit den kartesischen Koordinaten

Pig. 7.

7, A, 2 und gld-dal, o84 dad, 224 dad-

da = Ydaz® t da® + az”,

einfach



in den beiden anderen genannten Geometrien tritt an die Stelle
dieser Formel
dat = o, da® + ayda¥ 4 ayda?,

wobei die Koeffizienten bestimmte einfache Funktionen der x* sind,
im hyperbolischen Falle andere als im elliptischen. Man kann den
ganzen Unterschied dieser drei Geometrien geradezu aus der Formel
fur da entnehmen, ja Uberhaupt die ganze Geometrie auf ihr auf-
bauen. Nun tat Biemann 1864 den spater fur die allgemeine
Relativitatstheorie grundlegend wichtig gewordenen Schritt, ene
homogene quadratische Funktion der dx' mit beliebigen Funk-
tionen der & als Koeffizienten,

dad = Dl gndddd . . .. ... 4a)

(1]

als Quadrat des Linienelements anzusetzen. Man kann diessn An-
satz den verallgemeinerten pythagordéischen Satz nennen.
Jede Wahl der Funktionen gy bestimmt eine besondere Art von
Geometrie. Doch &ndert sich die Geometrie nicht, wenn wir die
Koordinaten transformieren und die gy dabel so umrechnen, da
die MaRbestimmung (4a) invariant bleibt. Wir werden darauf in
§ 7 bis 10 ausfiihrlich eingghen und wollen an dieser Stelle nur
erwdhnen, dal} in diese ganze Entwicklung der Geometrie, von
Euklid bis Riemann, nirgends etwas Physkalisches mit hinein-
gesprochen hat. Rein aus gewissen Axiomen wurde geschlossen.
Diese Axiome sdbst sind gewil? nicht die einzig moglichen, der
menschliche Geist kann auch andere schaffen.  Aber bei ihrer Auf-
stellung bedarf er einer Entlehnung aus der Erfahrung ebensowenig
wie etwa be Schaffung des Begriffs der komplexen Zahl; die Geo-
metrien sind daher alle a priori. Dal die Erfahrung in der psycho-
logischen Wirklichkeit dabei eine Rolle gespielt hat und z. B. einem
Euklid félschlicherweise sdne Axiome als die allein mdglichen
erscheinen liel3, durfte wohl zutreffen, widerspricht dem aber nicht.

Fragen wir nun aber nach dem Recht, nichteuklidische Geo-
metrie auf die AuRRenwelt in der Physik anzuwenden. Wir be
ginnen mit enem von Poincaré" und Schlick stammenden
Gedankengange. Wir setzen zunéchst die gewohnten euklidischen
Verhaltnisse in der AuBenwelt voraus. Wir ziehen in ihr die drei
Scharen von aquidistanten Ebenes, welche zu den Koordinatenebenen
enes kartesischen rechtwinkeligen Systems parallel sind. Durch
Numerierung der Ebenen jeder Schar konnen wir dann fir jeden



Punkt unmittelbar dieKoordinaten ®% 2% 2% bestimmen. Nun soll
sich Uber Nacht, ohne daR wir es merken, die ganze Welt so um-
gestalten, dal’ sich das beschriebene Raumgitter in der verwickeltsten,
unregelmaiigsten Weise verzerrt und verbiegt. Was der Kaum an
wirklichen Dingen enthélt, soll die Veranderung aber vollkommen
mitmachen, so daR jeder physkalische Punkt seine Koordinaten
xl, % 2¥ behdlt. Was konnte der Physiker davon merken? Die
Antwort kann nur lauten: Nichts. Man wird dies ohne weiteres flr
alle unmittelbaren Streckenmessungen, d. h. alle Vergleichungen mit
einem Metermalistab zugeben, weil sch ja diessr nach unseren
Voraussetzungen mit geédndert hat. Eher wird man an mittelbare
physikalische Folgen dieser Umwandlung denken, die auffallen
muften. Es konnten, so wird man vielleicht meinen, z.B. die Erd-
anziehung, also die Fallbeschleunigung, die eastischen und elek-
trischen Konstanten der Koérper bei der Messung andere Werte
liefern. Aber auch diesen Einwand koénnen wir widerlegen. Alle
Messungen namlich laufen in letzter Linie immer wieder auf Strecken-
messungen hinaus. Das gilt fir die Zeitbestimmungen — Ablesen
der Zeigerstellung an Uhren — nicht weniger als fir Gewichts
bestimmungen an einer Federwage oder fir elektrische Strom- und
Spannungsmessungen an Ampere- und Voltmetern oder Temperatur-
ablesungen an einem Thermometer. |st also wirklich unsere Annahme
richtig, dal3 alle, also auch gleichzeitig am gleichen Orte liegende
Strecken die genannte Dehnung zeigen, so ist von ihr schlechthin
nichts zu merken.

Und daraus schlieBen wir weiter: Eine solche Verzerrung ist
gar nicht wirklich. Gewil3 ist es eine schwere philosophische
Frage, was eigentlich ,Wirklichkeit" bedeutet, und die Antwort
wird auf sehr verschiedenen Wegen zu suchen sein, je nachdem
es dch bel den Gegenstédnden der Mathematik oder der Physik
oder bei anderen Dingen um die Wirklichkeit handelt. Aber in
der Physik gibt es zum Glick ein verhatnismagig einfaches Kenn-
zeichen daflr in einem Satze, den Planck so geprégt hat: ,, Was sich
messen 1aRt, ist auch wirklich". Man kann ihn némlich auch ruhig
umkehren: Was sich grundsétzlich jeder Messung entzieht, ist sicher
nicht physikalisch wirklich. Und so werden wir auch hier dabei
bleiben, dal? die besprochene Verzerrung fir die Physik gar nicht
da ist. Se bezieht sch auf ein Koordinatensystem, dessen Mal-
bestimmung der physikalischen Messung unzugénglich waére und
daher fur die Physik nicht ,natirlich" ist. Das dagegen verzerrte
System besitzt unmittelbar die , natirlichen" MafRbestimmungen, die



man an MaRstdben ablesen kann und weche unter der obigen
Voraussetzung die euklidische ist*).

Sehr anschaulich hat Helmholtz solche Verhéltnisse geschildert,
indem er annahm, wir spiegelten unsere Auf3enwelt in einem Konvex-
spiegel. Die gespiegelte Welt wird uns von unserer recht verschieden
erscheinen. Z. B. hat se ein Ende in der Brennebene des Spiegels,
denn alle Gegensténde, die sich Uberhaupt spiegeln, selbst die fernsten
Sterne, liegen vor dieser. Und trotzdem kodnnten wir unser Spiegel-
bild, falls auch dies Physik zu treiben anfinge, nie davon Uberzeugen,
daf3 es eine andere Art von Geometrie habe als wir, denn in der Tat:
Was wir auch tun mogen, um Strecken zu messen, immer wird ja
das Spiegelbild die genau entsprechende Messung mit genau dem-
selben  Ablesungsergebnis vornehmen. Es entspricht eben jedem
Zusammenfallen zweier Punkte bei uns ein Zusammenfallen der
gleichbenannten Punkte im Spiegelbild. Allerdings, kénnten wir
unser Spiegelbild zu der Anerkennung bringen, daR sich seine Mal3-
stébe, die Spiegelbilder der unseren, bei der Uberfiihrung von einem
Orte zum anderen verandern, entsprechend den Gesetzen, welche nach
unserer geometrischen Optik zwischen Gegenstand und optischem
Bild bestehen, so kdme es zu einer von unserer verschiedenen Geo-
metrie, welche, um nur einen Unterschied zu erwdhnen, dem Raum
eine bestimmte Flache als Grenze zuweist. Aber wir kdnnen es nie
zu dieser Anerkennung zwingen. Im Gegenteil wird es uns bel jedem
Versuch dazu vor Augen halten, da wir ihm eine durch Messungen
nicht unmittelbar zu bestdtigende, also nicht natirrliche Geometrie
aufnétigen wollen.

Diese Betrachtung ist ihrem Wesen nach aber unabhéngig von
der Voraussetzung, daR die naturliche MaRbestimmung in den Ko-
ordinaten «1, %, z# die euklidische ist. Wie auch die an MaRstében
abzulesende MaRbestimmung beschaffen sein moge, immer ist eine
Verzerrung, bel der jeder physikalische Punkt seine drei Werte %,
%, 2% behdlt, physikalisch unwirklich. Die beschréankte Relativitats-
theorie verwirft den korperhaften Ather, weil sich dessen Bewegungs-
zustand nicht beobachten 18B8t. Mit demsdben Recht verwerfen wir

*) Dem entspricht nach einer mindlichen Bemerkung Einsteins,
dal} eéne Eisenbahnkarte dch die Vereinfachung leigen darf, alle Teil-
grecken geradlinig und ohne Blckscht auf ihre wahre Lénge zu zeichnen.
Wenn se nur die Knotenpunkte mehrerer Strecken richtig wiedergibt, so
ermdglicht Seimmer, in Verbindung mit dem Fahrplan (welcher noch die
Zetangaben liefern muR}) die Ansthliise richtig aufzufinden. Solange
man dch auf das Aufsuchen solcher beschrénkt, kénnen ihre Ab;
weichungen von der Geographie nie zur Wahrnehmung kommen.



jetzt jede Deutung der Koordinaten 21, z*, #% welche mehr enthalt
als sch aus jener MalRbestimmung entnehmen 1a3t. Die natirliche
MaRbestimmung ist das einzig Wirkliche an den Koordi-
naten. Weil eben allen Messungen in der AuBenwelt nichts anderes
zugrunde liegt, als das Zusammenfallen gewisser physikalischer
Punkte, so sind alle Umdeutungen, welche diese Koinzidenzen un-
gedndert lassen, ohne physikalischen Sinn. Die Koordinaten x*, X2,
x® sind Namen fiir die Punkte, nichts anderes, und die Willkiir, mit
der wir gde ihnen geben, wollen wir im folgenden nur durch ene
Ricksicht einschrénken: Lassen wir zwei Punkte sich mehr und mehr
néhern, so sollen die Werte ihrer entsprechenden Koordinaten stetig
ineinander Ubergehen.

Damit ist dann schon gesagt, dal alle Koordinatensysteme,
welche sich durch beliebige, aber stetige Transformationsformeln aus
den &, 2% ®F gewinnen lassen, diesen im Grundsatz durchaus gleich-
wertig sind. Eine Ausnahmestellung kénnte nur ein slches System
einnehmen, in welchem die natirliche MaRbestimmung sich besonders
einfach ausdriickte; wie etwa unter euklidischen Verhéltnissen die
rechtwinkelig kartesischen Systeme. Aber wir werden schen (in § 8,
Abschnitt a), dal? es in der allgemeinen Riemannsehen Geometrie
nichts ihnen Entsprechendes gibt.

W ir schlieffen aus diesen Betrachtungen: In rein mathematischem
Sinne gibt es eine ganze Reihe verschiedener Geometrien, welche jede
mit dem gleichen Recht als eine von jeglicher Erfahrung unabhéngige
Erkenntnis bestehet. Jede ist durch eine Mafbestimmung definiert.
Nur darin irrte Kant, daf3 er die euklidische Geometrie fir die
einzige mathematisch mdgliche hielt. Fragt man, welche von ihnen
in der physkalischen Wirklichkeit gilt, so kann man darauf keine
Antwort erhalten, ohne da man physikalische Messungen vornimmt.
Man kann nicht den Raum an sch ausmessen, sondern nur réaumliche
Beziehungen zwischen physikalischen Dingen bestimmen. Kant be
halt darin recht, da der Raum kein von den Ko6rpern unabhangiges,
selbstandiges Dasein fuhrt; er ist nur ein Ordnungsprinzip, en
Schema, nach welchem der menschliche Geist die auf die Auf3en-
welt beziiglichen Wahrnehmungen ordnet. Durch diese Forderung
wird die Geometrie allerdings ein Teil der Physik, also auch Er-
fahrungswissenschaft. Denn niemand kann a priori wissen, welche
MafRbestimmung diese Messungen ergeben. Nur als Erfahrungs-
tatsache 14B8t sich behaupten, daR die euklidische Geometrie bestétigt
wird, wie es die bisherige Physik tat; und deswegen ist eine snlche
Aussage immer nur mit einer gewissen, durch den Stand der physi-



kaiischen Forschung bedingten Genauigkeit richtig. Die allgemeine
Relativitatstheorie geht eben uber die bisher erreichte Genauigkeit
hinaus, wenn de nichteuklidische Geometrien mit in Betracht zieht
Die Notwendigkeit dieses Schrittes hat sich in § 3 gezeigt.

Bei dieser Betrachtung haben wir von zeitlichen Veranderungen
abgesehen, und deswegen genugt se nicht,ganz fur die Physik; wir
misen se vidmehr auf die vier Dimensionen der Welt im Min-
kowskisehen Sinne ausdehnen. Das bringt aber keine Schwierig-
keiten mit sich. Denn jede physikalisch beobachtbare Koinzidenz
ist naturlich nicht nur ene rédumliche, sondern auch ein zeitliches
Zusammenfallen von Ereignissen, also von Weltpunkten. Die Koordi-
naten x!, 28, 8, x* enes solchen Punktes bilden nur dessen Namen,
das einzig physikalisch Wirkliche an jedem Koordinatensystem ist
die in ihm gultige, durch Messungen festzustellende MaRbestimmung
fur den raumlich zeitlichen Abstand zweier Weltpunkte. Alle Arten
dieser Benennung, wenn de nur die oben fur den Raum aus
gesprochene Stetigkeitsbedingung und die auf S. 21 erwahnten Forde-
rungen fir die Zeitartigkeit von x* sowie die Raumartigkeit von
%, 8, #? erflllen, snd im Grundsatz gleichwertig, daher auch alle
die Transformationen zuléssig, welche wir in (4) erwdhnten. Aus
dieser Betrachtung rechtfertigt sch der Schritt, welchen wir auf
S. 21 taten, indem wir von der Zulassung beschleunigter und
rotierender Koordinatensysteme zur Zulassung aller Systeme taten,
die nicht gegen die erwéhnten geringfligigen Einschrankungen ver-
stolRen.

Das allgemeine Relativitatsprinzip ist also nichts anderes als
der Grundsatz, da nur Koinzidenzen von Ereignissen beobachtbar
und daher auch das einzige sind, worauf sich physikalische Realitéat
grinden 1aBt. Wie die MalRbestimmung aussieht, &3t sch aus diesem
Gedanken freilich noch nicht entnehmen, dazu mufl man vielmehr
noch den Gedanken von der Ersetzbarkeit der Schwerefelder durch
Bescheunigungen hinzunehmen, der Uberhaupt erst jenes Prinzip fir
die Physik moglich macht. Das kénnen wir erst im Teil V naher
ausfuhren.

8 5. Der Ausdruck fir das Linienelement im Drei-
und im* Vierdimensionalen.

Die allgemeine Relativitatstheorie beruht mathematisch, wie
erwahnt, auf der Riemannsehen- Geometrie; de setzt wie diee
die fur die rédumlichen Verhéltnisse den verallgemeinerten pytha-



gordischen Satz als Axiom an, demzufolge das Quadrat des Linien-
dementes

-}
did = Dlgnddda .. .. . .. (B)

k=1

also ene homogene quadratische Funktion der Differentiale der
Koordinaten ist. Fur zwei Dimensionen hatte Gaul3 auf ihn sane
Untersuchungen Uber krumme Flachen gegrindet, und er hatte ihn
dabel zuriickgefuhrt auf den eigentlichen pythagorédischen Lehrsatz

det = dar* + daA - gt

der euklidischen Geometrie im dreidimensionalen Raum. Hier aber
koénnen wir die Rechtfertigung nicht einfach durch den Hinweis auf
ene Mannigfaltigkeit von mehr Dimensionen geben. Vielmehr missen
wir fragen: Warum fihrt gerade der Ansatz (5) zu ener fur die
Physik passenden Geometrie? Ist dafir nicht irgend ein anderer
Ansatz, etwa

.
dot = E Grini dod daf dok dad

. iLki=1
vorzuziehen *)? . »

Wie diese Frage zu beantworten ist, hat lange vor der Relativi-
tatstheorie mit genialem Blick Helmholtz erkannt. Dal es keinen
wirklich starren Koérper gibt, war ihm natdrlich bekannt. Aber er
sagte sich mit Recht, daf3 an dieser Idee doch etwas Richtiges daran
ist. Kennzeichen des starren Korpers ware, dafl es flur jedes ihm
angehdrende Paar materieller Punkte, die die Koordinaten x und y
haben mdogen, enen in natiirlichem M af unveranderlichen Abstand

2 ) = R, o)

gibt. ErfahrungsgemaR ist aber ein solcher Korper noch frei be-
weglich; man kann von drei beliebig (nur nicht auf einer Geraden)

) Fande man es zweckméfig, Strecken auf der Erdoberflache etwa
nach der Zet zu werten, die ene Truppe unter normalen Umsténden zu
ihrer Zuriicklegung braucht, so wére der Ansatz (5) schon aus dem Grunde
nicht angemessn, well danach die Srecken AB und BA gleich, wéhrend
ge fur die angedeutete Wertung doch im allgemeinen verschieden lang
snd. Man miRte ao einen anderen Ansatz suchen. Bas ergdbe dann
dane von alem bekannten ganzlich abweichende, aber in sch gexthlossne
und widerspruchsreie Geometrie.  Grolere Bedeutung hétte wohl schon
der Plan, die nichteuklidische MaRbestimmung fir die geometrische Optik,
namentlich inhomogener Kérper zu benitzen, indem man als natiirliches
Langenmald die Lichtwellenléange wéhlt. Dazu reicht die Mal3bestimmung (5)
vollsténdig aus

Laue, Relatiritatsprinzip. 1. 3
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gewdhlten Punkten in ihm den ersten unbeschrénkt an jeden Ort
#' = @' bringen, den zweiten noch an jeden Ort b’ auf einer Flache
L (4}, #*) = const und den dritten dann noch an jeden Ort auf der
Kurve 8(a"'a) = c o &, ) =1 st. Man hat as zunachst
schs Freiheitsgrade, nach Festlegung eines Punktes noch drei, nach
Festlegung zweier Punkte noch einen. Der Ansatz fir & soll
nun so gewahlt werden, daR die drei Freiheitsgrade der
Drehung um einen festen Punkt aus ihm abzuleiten sind.
Die drei anderen Freiheitsgrade bei der Festlegung eines Punktes
sind ja selbstverstandlich. Freilich, wollte man diese Forderung fur
Korper von endlicher Ausdehnung stellen, so kdme man notwendig
auf eine der drei Geometrien zuruck, die schon vor Riemann be-
kannt waren, die euklidische, die elliptische und die hyperbolische.
Wir nehmen daher die Unterschiede der Koordinaten unendlich
klein*). Dabei geht dieFunktion & unmittelbar Uber in

da=YF@d# . ... .....(®

Die in F auftretenden Parameter sind dann noch beliebige Funk-
tionen der x.

Einen materiellen Punkt des Korpers halten wir nun fest. Ein
ihm benachbarter Punkt hat dann be einer bestimmten Lage des
Korpers die Koordinaten dx', bezogen auf den ersten. Bei einer
Drehung um den festen Punkt erfahren se eine Transformation

3
dof = Dlaids (=123, . . . (7
k=1
Die Forderung ist nun: Die neun Koeffizienten @ hangen ent-
sprechend den Freiheitsgraden der Drehung noch von drei unab-
héngigen Parametern ab. Die Funktion F soll so besxhaffen sein,
daR se ihren Wert nicht &ndert, wenn wir in ihr die d2f durch die
ada'f ersetzen.

Um die Folgerungen aus dieser Forderung zu ziehen, schreiben
wir fur den Augenblick § fur dx' und deuten uns die drei £ als
homogene Koordinaten in einer Ebene, d. h.

O I )

*) Die Mathematiker haben hervorgehoben, dal3 man aus dem Dasein
von sahs Freihdtegraden fur endliche Tele des Korpers noch nicht auf
ihr Vorhandensan fir unendlich kleine Teile schlieBen diirfe. Schon des
wegen misen wir die letztere Ausssge ausdricklich als aus der Physik
Ubernommenes Axiom einfuhren.



sollen in dieser rechtwinkelige Koordinaten sein. Die Transformation
(7) ist dann eineKollineation, se Giberfiihrt jede Gerade (dieja durch
eine in den &' homogene lineare Gleichung gegeben ist) wieder in
eine Gerade. .F = 0 ist die Gleichung einer reellen oder imaginaren
Kurve, und unsere Forderung nimmt nun die Gestalt an, dal diese
Kurve bei dreifach unendlich vielen Kollineationen in sich sdbst
Ubergeht. Die projektive Geometrie zeigt, dal dafur nur reelle oder
imaginare Kegelschnitte in Betracht kommen*). Also muB F eine
homogene quadratische Funktion der § oder, was dasselbe sagt, der
dx' sein. Damit ist der Ansatz (5) bis auf die Bemerkung bewiesen,
daR da’ eine positiv definite Form sein muR, weil es songt Werte
von der dx' gabe, fur die da®0 ware; es soll doch aber jedes
Punktpaar in einem Streckenraum einen von Null verschiedenen,
reellen Abstand haben.

Nun soll die MaRbestimmung fir die vierdimensionale Welt fur
jeden Raum #'# = const, wobei nach dem allgemeinen Relativitéts-
prinzip #'+ eine beliebige Funktion der x' ist, in die quadratische

Form

3
2 g“gd.ﬁ“d:ﬂ“

k=1
Ubergehen. Dann mulR se sdbst quadratisch sein:

%
A == 3 g datdet, . . 9)
k=1
wobel die gy beliebige reguldre Funktionen der vier x sind. Aber
diee quadratische Form ist nicht mehr definit; dSe ist negativ, wenn
man dx! == dx* — dx® — 0 setzt, positiv definit bei dad = 0.
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir lauten **):

9 O u %33
g >0, . >0, | gt {20 que<0 . . (10
In Fua
a1 9 9'_u

(Sie lasen sich durch andere ersetzen, in denen der Zeiger 1 mit 2
oder 3 vertauscht ist; denn keiner von diesen hat etwas vor den
anderen voraus) Eine Folgerung aus ihnen besteht darin, daB jede
Transformation, welche ds’ rein durch Quadrate reeller dx' darstellt,
dem dx* einen negativen, den anderen Quadraten aber positive Fak-
toren verschafft (, Trégheitsgesetz der quadratischen Formen").

*) Vgl. den Anhang |.
**) Vgl. den Anhang IL

3*



Man kann die GroRen g im Prinzip messen, indem man die
naturliche Lange einer Anzahl von Linienelementen bestimmt, die
vom gleichen Punkte X' nach Punkten x' + dx' hinfihren. Sind
dies raumartige Strecken, so kann man an se einen Mal3stab anlegen,
sind de zeitartig, so mu3 man dazu eine Uhr benutzen, deren Be-
wegung durch die betreffende Weltlinie dargestellt ist.

Spater werden wir sehen, dal’ die gk auRer ihrer Bedeutung fir
die Mabestimmung noch eine andere haben, namlich als Potentiale
des Schwerefeldes. Und wir werden dann auch die Regeln kennen
lernen, nach denen se aus der Mase und der Bewegung der vor-
handenen Koérper zu berechnen sind. So préagen also, wie Riemann
in der Probevorlesung bei seiner Habilitation in Géttingen prophetisch
aussprach, physikalische Tatsachen der Geometrie die MaRbestimmung
auf, ndmlich der Geometrie, welche die fir die Physik ,natirliche"
ist. Die ,bindenden Kréafte", denen er diese Wirkung zuschrieb,
und deren Erforschung er mit vollem Recht aus der Mathematik in
die Physik verwies, sind nach Einstein eben die Kréafte der Schwere.

.Die Entscheidung dieser Fragen" — so schlieit Riemann
sainen Vortrag — , kann nur gefunden werden, indem man von der
bisherigen durch die Erfahrung bewdhrten Auffassung der Er-
scheinungen, wozu Newton den Grund gelegt hat, ausgeht und diese
durch Tatsachen, die sch aus ihr nicht erkléren lassen, getrieben,
allmahlich umarbeitet; solche Untersuchungen, welche, wie die hier
gefiihrten, von allgemeinen Begriffen ausgehen, koénnen nur dazu
dienen, dafd diese Arbeit nicht durch die Beschréanktheit der Begriffe
gehindert und der Fortschritt im Erkennen des Zusammenhanges der
Dinge nicht durch Uberlieferte Vorurteile gghemmt wird."

Die Relativitatstheorie ist Physik — ,und man leistet ihr enen
schlechten Dienst, wenn man ihre Ergebnisse vorschnell in "philo-
ophischex oder gar spekulativ-metaphysische umzudeuten versucht.
Die Theorie enthélt keinen einzigen Begriff, der nicht aus den Denk-
mitteln der Mathematik und Physik ableitbar und in ihnen voll-
standig darstellbar wéare. Nur die volle BewulRtheit Uber eben
diese Denkmittel sucht se zu erringen, indem se nicht nur Resultate
der Messung darzustellen, sondern auch Uber die Form jeglicher
physikalischer Messung und tber ihre Bedingungen prinzipielle Klar -
heit zu gewinnen strebt" (Cassirer). Wenn se dennoch so lebhaften
philosophisch gerichteten Widerspruch erfahrt, so méchten wir das
zum Teil daraus erkléren, da es wohl erkenntnistheoretische Stand-
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punkte geben mag, welche sich nicht mit ihr vertragen. Nimmt de
doch, um mit Einstein zu reden, dem Baum und der Zeit den letzten
Rest physikalischer Gegenstandlichkeit. Aber in einem Widerstreit
zwischen Physik und einem philosophischen' Sysem zieht letzteres
meist den kiirzeren. Esist geradezu ein Kennzeichen flr eine richtige
Erkenntnistheorie, da3 sSe gegenliber allen Transformationen, welche
das physikalische Weltbild im Laufe der Zeiten erfahrt, invariant
bleibt. Wir wollen unsere Uberzeugung nicht verhehlen, daR K ants
kritischer Idealismus (wenngleich nicht jeder Satz der ,Kritik der
reinen Vernunft") diessr Bedingung auch der allgemeinen Relativi-
tatstheorie gegenliber genigt.

[11.  Weltyektoren
und -tensoren in Riemannschen Raumen.

§ 6. Vektor- und Tensoralgebra.

In diesem Abschnitt missen wir zunachst die im Kapitel 1V des
ersten Bandes fur ein euklidisches oder pseudoeuklidisches Kontinuum
von vier Dimensionen entwickelte Vektor- und Tensortheorie auf eins
mit allgemeinerer MaRbestimmung Ubertragen. Wir beginnen mit
der Algebra dieser GrolRen und haben dabel den Vorteil, da3 wir zu-
nachst an die friheren Ausfihrungen leicht anknupfen kénnen, indem
wir in euklidischen Verhéltnissen bleiben und nur statt der recht-
winkeligen Koordinaten schiefwinkelige einfuihren.

a) Kontravarianteund kovarianteK oordinaten®). Wir
wollen hier zundchst statt von der pseudoeuklidischen Mal3bestimmung
in der vierdimensionalen Welt, von der in der beschrénkten Relativitéats-
theorie die Rede ist, von der euklidischen MaRbestimmung

.3’=Zx“. Ly

in einer n-dimengionalen Mannigfaltigkeit ausgehen. Wie groR die
Zahl n ist, ist belanglos, der Leser mag zunachst getrost an den

*) In allen folgenden Summen ist, sofern nichts anderes ausdr ticklich
gesagt wird, Uber jeden unter dem Summenzeichen sehenden Zeiger, unab-
hangig von den anderen, von 1 bis zur Dimensonszahl n zZu summieren;
spdter also, won = 4 i, von 1 bis 4.



Fall n = 3 denken. Dabei sind X' rechtwinkelige Koordinaten.
Fihren wir an ihrer Stelle durch eine beliebige lineare Substitution
die schief winkeligen Koordinaten x' ein, so wird & eine homogene
quadratische Form der x', in welcher aber jetzt auch die Produkte
verschiedener x' vorkommen.  Wir schreiben se

p=Sgnata* Gn=gu). . . - . (12)
[

Die gy sind hier Konstanten. Nun denken wir uns die X' so
bestimmt, daf wir in den n Eichtungen, die wir den Koordinaten-
achsen geben wollen, n in ihrer Lange beliebige, Vektoren g ziehen,
degleichen vom Nullpunkt einen Vektor r zu dem zu bestimmenden

Punkt; und setzen: .
=22 . . (13
i

Geometrisch bedeutet dies, daf wir diese Koordinaten durch fort-
gesetzte Parallelprojektion auf die genannten Achsen gewinnen, wie
ja der Linienzug aus den Vektoren x'ey, #%eg, ... angibt. Diese
Koordinaten bezeichnen wir als kontravariant.

Ihnen gegeniiber stellen wir die kovarianten Koordinaten X
Es gibt ein Sysem von n Vektoren g, wdches zu den Vektoren g
reziprok ist, d. h. es sind die skalaren Produkte

= |,.wennj = k,.k, e (14)
e _ o wenn j nicht gleich k;
die letzteren Bedingungen sagen, daR z. B. e senkrecht steht auf
allen Vektoren eg, &y, . . « &4, 10 auch auf der Mannigfaltigkeit (n— 1)ter
Ordnung (,Koordinatenebene"), welche durch se bestimmt ist. Die
Definition der kovarianten Koordinaten soll nun lauten:

;=2:¢;E§.. s e e e .o (1B)
3

Der Linienzug z, ef, Zgef, ... setzt sch aus Stiicken zusammen, deren
jedes zu (n—1) der Vektoren e senkrecht ist. Die kovarianten
Koordinaten X; entstehen also durch senkrechte Projektion des
Raumpunktes auf die Koordinatenebenen. Fir de gilt eine dhnliche
MaRbestimmung wie (12); wir schreiben:

sl=§g‘*x‘xk fg“}: g"‘). e e e . {15)

g g
-] et



absoluten Betrag des Vektorsg, indem man jede diessr Gleichungen
mit sich sebst skalar multipliziert, so findet man wegen (12):

? =S guds = Suepstat
und wegen (16) “
=D gt = > (e ef) wyans
1]

also:
gr= (), Fr=(led).. .. ... {17

Ist gik = 0, so stehen dieite und die kte Koordinatenachse
aufeinander senkrecht. Den Zusammenhang zwischen den ko-
varianten und den kontravarianten Koordinaten, den wir bisher
durch geometrische Konstruktion hergestellt haben, erhé@t man in
algebraischer Form, wenn man die | dentitat

I’=zx‘u$2xﬂ}'. (18)
¥ [}

tx ?:

%:Ei:guz‘. x*:?g”‘aa. s e e e. (19

Die Determinante der gik bezeichnen wir mit g. Da das eine der
Transformationssysteme (19) die Auflésung des anderen sdén muB,
ist g“ der Quotient aus der gik zugeordneten Unterdeter mi-
nante und aus g selbst. Bekannte Determinantensitze sagen aus:

g“gn“
l, wennk =1 giigh, i
P * ' = L.
E#ﬂf 0, wennk =1, UUURIS B (20)
L]
Aus ihnen folgt u. a. fir n Dimensionen:

Eg,,gt:n; e o - 4. (209)

[ .

Denn bei konstantem i liefert die Summation nach k den Wert 1, und
die Summation nach i ver-w-facht dies.

Sind alle gy == + 1, wahrend alle gik mit verschiedenen Zeigern
verschwinden, so fallen nach (19) die kontravarianten Koordinaten
mit den kovarianten zusammen.
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b) Vektoren. Wir reden zunéchst von den Linienvektoren,
die wir fir eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit in Bd. | auch als
Vierervektoren bezeichnet haben. Die GroRen &f und a4, welche wir
0eben als Koordinaten des Endpunktes des Vektors g hinstellten,
kénnen wir natirlich auch als die Komponenten dieses Vektors be-
zeichnen. Und da wir jeden solchen Vektor P durch eine gerichtete
Strecke darstellen koénnen, Ubertragen sich die Gleichungen (19) auf
dessen kontravarianten Komponenten P' und die kovarianten Kom-
ponenten Pi wie folgt:

Po=S P\, Pr=134%P . ... (31
[ ¥

AuRerdem folgt daraus: Bei einer Koordinatentransformation
rechnen sich die Vektorkomponenten wie die entsprechen-
den Koordinaten um.

Der absolute Betrag enes Vektors ist nach (12) und (16)
2= D ga PP = S g RPy ..., (32)
ik %

Indem man nach (19) eine der beiden Summationen ausfuhrt, findet
man auch:

=0 PP .. .. (28
£

Sind P und € zwei Vektoren, 4 und g zwei Skalare, so ist
AP+ 4@

ein Vektor*) Egﬂ(lpi+p¢‘)(11“+pﬂ")
ik

- (24)
= P2 pr@h 4 24p S gu PYON,
ik

Daraus entnehmen wir im Hinblick auf (21) die folgenden Dar-
stellungsarten des skalaren Produktes:

(PO)="Sgu PP == "> PiD; == > PP = > ¢'* P, (25)
] f A ik

*) Es s hon hier bemerkt, dal? man in Riemannschen Mannig-
faltigkeiten nur Vektoren am gle|chen Ort durch Summation gleich-
namiger Komponenten addieren und subtrahieren kann (s. § 8).
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Bei der euklidischen MaRbestimmung (11) ist s° sowie das Quadrat
des absoluten Betrages eines Vektors gets positiv. Also ist die
quadr atische Form (24) von und positig

definit und deshalb (PO PLDY. . . . .. .. (36)

fuir eine pseudoeuklidische MaRbestimmung fiir s ware dieser Schluy
aber nicht zutreffend.

Die geometrische Definition desVektors kann man im
Anschlu3 hieran durch die algebraische Forderung er-
setzen, daR fiir die Koordinaten x* eines jeden Punktes

SmPe=3FPu. .. ... @7
[ ik
invariant ist. Diese Forderung sagt ndmlich, wie bekannt, schon
fur orthogonale Transfor mationen rechtwinkeliger K oor dinatensysteme
dassdbe, wie die urspriingliche Definition; und der Ubergang zu der
weit groleren Schar beliebiger Transformationen geradliniger Achsen-
kreuze, wie wir de hier behandeln, kann ihren Inhalt keinesfalls
beschréanken.

Den Winkel zwischen zwei Vektoren Pund & konnen wir wie
fruher auf ihr skalares Produkt und ihre absoluten Betrége nach
der Formel (P#)

VP gn

zuruckfihren. Bei euklidischer MaRbestimmung ist dieser Kosinus
wegen (26) dets kleiner als 1, der Winkel also reell; im pseudo-
euklidischen Fall kann es anders sein.  Aus (28) folgt:

L P (pop
sinl @ = 5 s

S0 PPY.S @ @m— 3 g, PP T gy PR O™
it im 4l ¥
P35 3

= st!'ii 2 (gex9im — J1 Gam} PP OGP,
iktm

eos (P, D) ==

B 1))

(29)

Ist 2 die Zahl der Dimensionen, so kann man dafir schreiben:

sen¢==+_yf%%‘j‘r”"l(pm-—p¢u). L (ass)

c) Tensoren zweiten Ranges. In Bd. I, § 13, haben wir
den symmetrischen Tensor im Hinblick auf rechtwinkelige Achsen-
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kreuze dahin definiert, dafl3 fir beliebige Werte der rechtwinkeligen
Koordinaten X, und Y; die Summe

zTuxil’k
B

einen Skalar darstellen soll*), und dafR
T = Tu

ist. Auf die letztere Forderung verzichten wir hier.
Fir die Benutzung schief winkeliger K oordinatensysteme erweitern
wir diese Definition dahin, dal3

D Tasiy. oL (80)
ik

gegenuber beliebigen linearen Transformationen invariant
ist. Dabei treten die kovarianten Tensorkomponenten T auf.
Ersetzt man hier die X' oder y* durch die x; bzw. yk nach (19), so
bekommt diesdlbe Bilinearform die Gestalt

St (T = T ),
1k

oder . . b o o o« (31)
Sntan (1= 50" T);
ik o

und wiederholt man das Verfahren, die Form

P
(T“ — ZQMT‘ 29 Tm —_ gutgukTm)

m

In (32) treten die kontravarlanten, in (31) die gemischten

Komponenten des Tensors auf. Man kann Ubrigens in der Summe
(30) fur einen symmetrischen Tensor (Tix = Tki)y = X

(32)

*) Dies bezieht dch auf die vierte Auflage des ersen Bandes In
den fruheren Auflagen definierten wir, dafl fur beiebige Werte der Ko-
ordinaten X; die vier Ausdriicke

T X k=1,9,34
i

Vektorkomponenten bilden sollen. Das kommt nach der Definition des
Vektors in Abschnitt b) des vorliegenden Paragraphen aber auf das
sdbe hinaus.
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setzen, ohne daR die Definition des Tensors an Bestimmtheit verliert.
Denn ist eine quadratische Form Q(X?) fir alle moglichen xfinvariant,
0 gilt dasslbe von

QL+ 91 = Q=) + Q) + 2 Q(24)

also auch von der zugehdrigen Bilinearform Q(xy).
Bildet man aus zwei Vektoren Pund @ Ty = Py, so sind
dies die Komponenten des Tensorproduktes aus P und €. Denn

;R‘Dw‘y* = (2 P;x‘) (Zk: GM’*)

ist als Produkt zweier invarianten Summen sdbst invariant. Doch
ist dieser Tensor ein ganz besonderer, da ja — um nur von vier
Dimensionen zu reden — zwischen seinen 16 Komponenten, welche
durch die acht Komponenten von P und & bestimmt sind, not-
wendig acht Beziehungen bestehen. Diese Beziehungen, nicht aber
die Tensoreigenschaft, gehen verloren, wenn man setzt:

T == A AL + BBl + LI At . . . (38)

und es 1aRt sich leicht zeigen, daR sich jeder Tensor so durch acht Vek-
toren darstellen 1akt. Schreiben wir namlich dieVektoren 4,8, 4
beliebig vor, doch 0, daR ihreDeterminante, {4, By [y, [, nicht ver-
schwindet, so kénnen wir zunachst fir ein bestimmtes Koordinaten-
sysdan. die vier Glaichungen (33), in welchem k = 1 ist, benutzen,
um 4}, B, IT. 4% zu berechnen. Entsprechend ermitteln wir
darauf die anderen Komponenten dieser Vektoren. Die so gewonnene
Kenntnis der Vektoren A* B* I'*, 4* gilt dann fir jedes Koor-
dinatensystem, weil sich die beiden Seiten der Gleichungen (33) nach
der Voraussetzung, daB die Ty einen Tensor bestimmen, in gleicher
Weise transformieren. Den Inhalt der Gleichungen (33) kann man
in die Worte kleiden: Ein Tensor |aRt sich im Vierdimensio-
nalen durch vier, im n-dimensonalen Raum durch n Paare
tensoriell miteinander multiplizierter Vektoren bestimmen.
Letzteres gilt nicht nur flr die kovarianten Komponenten; vielmehr
folgt aus (33) nach (31) und (32) fur die gemischten und kontra-
varianten Komponenten:

Th== A4+ BB+ DM+ B4, |
T = 4 A%+ BB LI A A%, § . . (388)
Tikz= VA% | B B*k | DYT* | i q¥%,
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Ferner ziehen wir aus (33) und (33a) den SchluR: Bei einer
Koordinatentransformation rechnen sich die ko- und die
kontravarianten Tensorkomponenten um wie die Quadrate
und Produkte der ko- bzw. kontravarianten Koordinaten.
Die gemischten Komponenten verhalten sich wie die Pro-
dukte aus je einer ko- und einer kontravarianten Koordi-
nate. Nach (33a) und (26a) ist die Diagonalsumme

ST S A BB 4 == D At == ST
i H L 11

ene Invariante, und zwar bis auf einen bedeutungsosen Zahlenfaktor
die einzige lineare Invariante des Tensors, denn soll X & T'% ene
i

Invariante sein, so muR nach (33a) daselbe fir ¥ a® A% A} usw.
‘

gelten. Da aber das skalare Produkt die einzige aus zwei ver-
schiedenen Vektoren zu bildende Invariante ist, misen alle Ko-
effizienten a’denselben skalaren Wert besitzen.

Aus einem beliebigen Tensor T kann man durch die Gleichungen

HTn + i) = Aix, ${(Ta— Ti) = M

zwel neue Tensoren ableiten; denn sind
SiTad ¢ und > Tustyt
ik ik

Invarianten, so sind es auch die Summe und die Differenz davon.
Wegen Ajx = Ay it der Tensor A symmetrisch, wegen
e = — Wy, ist M antisymmetrisch; bede Eigenschaften sind
vom Koordinatensystem unabhéngig und beziehen sch auch auf
die kontravarianten Komponenten. da

.d"‘ = _:,(Til: + T‘“], WI: [ ;_ (Tik_ T‘")

ist. Der antisymmetrische Tensor hat in vier Dimensionen je 12 ko-
und kontravariante Komponenten mit ungleichen Zeigern, welche sich
paarweise entgegengesetzt gleich sind; die Komponenten R;; und
M sind Null; beim Ubergang zu einem rechtwinkeligen Achsen-
sysem erkennt man, da er dassdbe ist, was wir fruher als Sechser-
vektor bezeichnet haben. Geometrisch stellt er nach Bd. 1, § 1ic
zwel zueinander senkrechte Flachenstiicke nach Lage, Grofe und
Umlaufsinn dar.

Der Unterschied zwischen den gemischten Komponenten .T‘,
und T fallt beim symmetrischen Tensor fort; man schreibt dann
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einlach .‘I‘: Beim antisymmetrischen Tensor, dem Sechservektor #R,
hingegen ist

m‘,. = Eg;;!’l"' = - Zgj;m"‘ = ——ﬂk.‘.
¥ ]

Das gilt auch noch, wenn die Zeiger i und Je einander gleich
werden; die Komponenten % = =~ IR verschwinden keineswegs.

d) Der Tensor der MaRBbestimmung und die allgemeine
lineare Koordinatentransformation. Da in den MaRbestim-
mungen (12) und (16) S eine gegen alle linearen Transforma-
tionen der Koordinaten invariante GroRe sein soll, stellen die gut
und die g*® die ko- und kontra Varianten Komponenten des sym-
metrischen Tensors der MaRbestimmung dar. Dessen gemischte
Komponenten sind nach (31) und (20), sofern sSe zwei gleiche Indizes
tragen, 1, song O; man fuhrt fir de mit Nutzen das Zeichen 6: ein.

Diese Erkenntnis ermdglicht uns nun, den Zusammenhang auf-
zusuchen, der beim, Ubergang von einem geradlinig-schief winkeligen
Achsenkreuz zum anderen zwischen den Transformationsformeln fur
die kontra- und die kovarianten Koordinaten besteht. Wir geben
diese Transformationen fur die kontravarianten Koordinaten in der

Form . ]
am = Ea}"x" bzw, &' = zﬁ:.xm. oo (84)
i -

Dazu mussen zwischen den Koeffizienten a und R die Beziehungen

i 1, wenn i = j
2 mal ., ™ Yo e .
- & P == -0, wenn i 2 j (86)

bestehen. Nun ist nach (19) und der entsprechenden Gleichung
fur das gestrichene System

D T el Sy T S
" im ) itm

Nach dem Satze, da sich Tensorkomponenten wie Koordinaten-
produkte umrechnen, gilt aber:

7= S g™,
folglich: "
Ty = Eg’nm“?ﬂ:ﬁignﬂ-

fimng
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Hier summieren wir zunéchst, unter Beachtung von (36), nach i:
n= > Qg™ Boti;
Ima

sodann, unter Bericksichtigung von (20), nach m:
a:kzzﬂ:a?;.......-....(36)
i

Nach (35) missen die Umkehrungen lauten:

wi*—--'zm:x;‘. ....... . ... .(36a)

Bei der' Umrechnung der kovarianten Koordinaten vom
ungestrichenen, auf das gestrichene System treten also
dieselben Koeffizienten auf, wie bei der Umrechnung der
kontravarianten vom gestrichenen auf das ungestrichene,
und umgekehrt. Da wir die Vektor- und Tensortransformation
auf Koordinatentransformation zurtickfiihren konnten, tbertragt sich
dieser Satz unmittelbar auf deren ko- und kontravariante Kom-
ponenten :

To= > pfTn Th= > &uk Tim,
im

im
T‘;: ZR:.&;‘T“., T",,:Eﬁ:ufl"...
im

(36b)

Die Determinante der oa:‘ bezeichnen wir mit A, die der ko-
varianten Komponenten iy enes beliebigen Tensors mit |Tasl.
Nach (36b) folgt dann durch zweimalige Anwendung des fir Deter mi-
nanten geltenden Multiplikationssatzes

|Tia| = 4 |E«..n

=ATpl - @)

A igt zugleich die Funktionaldeterminante der af nach den a'%.
Nennen wir dX das Uber enen unendlich kleinen, aber be
liebig geformten vierdimensionalen Bereich erstreckte Integral
dx*dx?dx®dx*, so gilt nach einem Satz iiber bestimmte Integrale
die Gleichung

dX=|dldX' . ... ... .(379)

oder nach der auf die Determinante g angewandten Gleichung (37):

VeaX=Vgyax. .. ... .. (3
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Dies ist also eine Invariante, und zwar das Volumen d.&
des betrachteten Bereichs, wie der Ubergang zu den benutzten
rechtwinkeligen Koordinaten X, beweist. Das Zeichen + gilt, wenn
A= 0,d, song —, g ist in dem rechtwinkeligen System X' nach
(11) gleich + 1; da wir nur reelle Koordinatentransforniationen be-
trachten, ist g nach (37) in jedem System positiv. In der ,Welt"
der Relativitatstheorie gilt freilich statt (11) die pseudoeukKdische
M aRbestimmung
# = x1’+ xnl'_l_ X8t . xa

bei welcher g = — 1 wird. Infolgedessen ist dann fir jedes Koor-
dinatensystem g negativ und wir missen

V—ng=V—g'dX' « s s+ . .(383)
als Volumen des Bereichs dX betrachten. Wir werden (38) in
anderer Ableitung im Abschnitt f) wiederfinden.

e) Tensoren hoheren Eanges. Es liegt nahe, die Vektoren
als Tensoren ersten Banges zu bezeichnen, die bisher als Tensoren
schlechthin benannten GroRRen als solche zweiten Ranges, und ihnen
dann Tensoren hoheren Ranges an die Sete zu stellen. Einen
Tensor wten Ranges definieren wir durch die Forderung,
daR eine mfache Linearform

i1 1y Fua
2 T ity By B+ By
iy i
fur alle moglichen Werte der xi(m) gegen alle Koordinaten-
transformationen invariant sein soll. Der Ansatz

Ton..iu =PU PR PR, .. ... (3

in welchem die P Vektoren bedeuten, geniigt dieser Forderung,
weil die genannte Linearform fir ihn in' en Produkt aus in-
varianten Summen Z‘CP;m‘ ... zerféllt. Aber um den allgemeinsten

Tensor nten Ranges zu erhalten, mu3 man ene Rehe solcher
Ausdriicke wie (39) summieren. Doch laRt sich das Transforma-
tionsgesetz der kovarianten Tensorkomponenten schon aus (39) ent-
nehmen.
Naturlich hat dersebe Tensor auch kontravariante Kompo-
nenten,.
ji‘l‘!""ﬂ — zg‘lhg"h”.g‘ﬂ'ﬂ Thh...l'“ .. (40)
LTI W
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und gemischte der verschiedensten Ordnung, insofern jeder Zeiger
unter Aufrechterhaltung der Zeigerfolge*) in die obere oder
untere Stellung gesetzt werden kann,-z. B.:

L EERLY — 6 Yy ‘-‘n
T ngerse k,,Eng T,.. Wl tm (408)

Die Umkehrungen von (40) und (40a) lauten

. By
Tty = 2 Fam s Figrg T
URE W

(40b)

— B

=7 Gun o Gie, T fo b1 -oe o
Heook,

Auch die Gleichung

_ i
" E 9‘u+1"»+: Gig g T
Kbl )

Tﬁ...(

s hier angefuhrt. Der Ansatz (39) laft sch aso auf kontra-
variante und gemischte Tensorkomponenten einfach dadurch Uber-
tragen, dal? man auf beiden Seiten der Gleichung dieselben Zeiger
in die obere Stellung bringt.

Aus dem Ansatz (39), seiner Verallgemeinerung durch Addition
mehrerer solcher Produkte, und seiner Ubertragung auf kontra-
variante und gemischte Tensorkomponenten, folgt die Regel: Mul-
tipliziert man alle Komponenten eines Tensors mit allen
Komponenten eines Vektors, so findet man alle Kompo-
nenten eines Tensors von einem um Eins erhdhten Range.
Dabei bleiben alle Zeiger der Tensor- und Vektorkomponenten in
ihrer oberen oder unteren Stellung erhalten. Also z. B.:

=T, TGP = T%,.

Multipliziert man einen Tensor nten mit einem m ten
Ranges, so findet man einen Tensor (m+ n)ten Ranges.
Wahrend die Multiplikation von Tensoren zu solchen héheren
Ranges fuhrt, ermdglicht die ,Verjingung eines Tensors" den
Ubergang vom nten zum (n—2)ten Rang. Sie besteht darin, daR
man in einer gemischten Komponente einen oberen einem unteren

*) Beim Tensor wten Ranges, gibt es hinter dem Zeichen T
T m Stellen fir Zeiger. An jeder Stelle kann der hingehdrende Zeiger
noch oben oder unten stehen.
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Zeiger gleich setzt und Dach diessm summiert. Nach (39) findet
man dabei z. B.

| 3 P A
gr Bl pgrsdy

— p m) (42} () Mk pimt+1
== P L PRt L P S Py,

Da die Summe auf der rechten Seiteinvariant ist, wird soin der Tat
ein Tensor geschaffen, dessen Rang um 2 kleiner ist, als der des Aus-
gangstensors.  Dies bleibt bestehen, wenn der erste Tensor nicht
durch ein Produkt aus Vektoren, sondern nur durch eine Summe
solcher Produkte darzustellen ist. Bei einem Tensor zweiten Ranges
ist z. B., wie wir schon oben sahen, ET* Tensor vom Range
Null, d. h ein Skalar.

Die Verjungung ist der einzige Weg, durch lineare
Kombination der Komponenten eines Tensors vom nten zu
einemTensor vom(n—2)tenRange zu gelangen; soll namlich

San e
x . »
einen Tensor (n— 2)ten Ranges definieren, so muf3
Za""; TH9 g i D O B Vs g™
*

wobei ¥ die Summation nach allen auftretenden Zeigern i, andeutet,
1
fir beliebigeVektoren @ ein Skalar sein. Die Summe ¥ stellt aber

]
einen Tensor zweiten Ranges dar, und da fir diesen die Diagonal-
summe die einzige lineare | nvariante bildet, muRten die a® alle den-
selben skalaren Wert besitzen.
Auseinem Vektor Yund dem antisymmetrischen Tensor (Sechser-
vektor) Mg bilden wir z. B. den Tensor dritten Ranges

T = Y M,
und verjungen ihn nach den Zeigernj und |I. So entsteht der Vektor
LI I O N G

1

den wir nach Bd. |, § 11 als das vektorielle Produkt aus Y und ¢
bezeichnen. Er ist, wie man schon dort erwahnt, senkrecht zu Y;
denn das skalare Produkt

(F) =D F*® = ¥, ' My
] 1)

Laue, Rdativitétsprinzip. 11 . 4



verschwindet, weil die Doppelsimme aus Paaren sich aufhebender
Summanden, z. B. Y Y2,y u t¥EY %, eht .

Auch Tensoren hoheren Ranges kénnen in einem oder mehreren
Paaren ihrer Zeiger symmetrisch oder antisymmetrisch sein. Ist
o, B ein solches Paar, so andert sich beim symmetrischen Tensor
nichts, beim antisymmetrischen nur das Vorzeichen, wenn man 3 an
die Stelle hinter dem Zeichen T setzt, an welcher anfangs o stand,
und o umgekehrt an die Stelle, welche 3 urspriinglich einnahm.

Dabei mul? aber jeder obere Zeiger oben, jeder untere unten bleiben.
N h alan

T gy, =+ TP,
%% 8. = 00 T 8. =% 3,05 750, = £ T6%ss...
7 7

Tas’sz...= Egui T(ﬂyﬁc. =7 EQMTB'WOL L=t Tﬂc’éa.‘.
i ¥

Das obere Vorzeichen gilt immer fir den symmetrischen, das untere
far den antisymmetrischen Tensor. Diese Umformungen erbringen
den Beweis, dal die verschiedenen, diesen Tensoren zugeschriebenen
Eigenschaften auseinander hervorgehen.

Man kann die oben gegebene Tensordefinition noch in manche
andere, ihr gleichwertige Form kleiden. Sind z. B. die

o S (i im) £,
4 ...‘2‘"1"“",(“? PUR pie
< _

kontravariante, oder die

By = E Tﬁﬁ f...Pm m w}
ooy

kovariante Vektorkomponenten, wie wir auch die Vektoren
PW bis P'™ wahlen mogen, so folgt daraus die Tensoreigenschaft
der T4...q,, oder der T4 ~%m. Denn bilden wir mittels eines be-
liebigen neuen Vektors p(m +1)

DAY ynd 37 B P,

so kénnen wir diee Eigenschaft aus der obigen Definition er-
schlieflen. Desgleichen geniigt die Forderung, daf die

Ay = 3] Phgy o PPN P

fur beliebige Vektoren P die gemischten Komponenten eines Tensors
zweiten Ranges dar stellen.



__Das Produkt aus einem Tensor mit Vg (bei euklidischer) oder
V—-—-g (bei der pseudoeuklidischen MaRbestimmung der Relativitats-
theorie) bezeichnet man als Tensordichte. Ihre Bedeutung liegt
darin, dai? ihr Produkt mit dX, dem Produkt aus den Differentialen dx',
einen Tensor bildet; denn nach (38) oder (38a) iyt gdXi n
Skalar.

f) Vollstandig antisymmetrische Tensoren nennen wir
solche, deren Komponenten in jedem Zeigerpaar antisymmetrisch
sind. Fur den Tensor zweiten Ranges ergibt diese Definition nichts
Neues, wohl aber beim Tensor dritten oder htheren Ranges.

Vollstéandig antisymmetrische Tensoren dritten Ranges haben in
vier Dimensionen im wesentlichen vier kontra Variante und vier ko-
variante Komponenten; erstere lauten

e, s, o s

alle anderen, soweit se nicht wegen zweier gleichen Zeiger Null sind,
stimmen mit ihnen entweder ganz oder bis aufs Vorzeichen Uberein.
Zyklische Vertauschung der Zeiger andert nichts, weil sie hier, bei einer
ungeraden Zahl von Zeigern, durch zwei paarweise Vertauschungen
Zu ersetzen ist. Sie lassen sich immer durch drei Vektoren @, ¥, X
nach dem Determinantenschema

= ST termxr L L. .(41a]\

darstellen und haben as geometrisches Abbild enen Raum mit
Schraubensinn (Bd.I, § 11c). Bei der Koordinatentransformation (34)
gehorchen die kontravarianten Komponenten den Umrechnungsformeln

T3t — Al T8 | A Plosi | 4] Tras L Al has | | (43)

wenn die A;“ die Unterdeterminanten der Determinante A der
Koeffizienten e bedeuten. Bei den orthogonalen Transformationen,
wie ge die beschrénkte Relativitatstheorie ausschliefllich benutzt,
gilt nach Bd.l, § 9: "
A7 = of,
und die Gleichung (42) geht in die Transformation fur den Vektor-
komponenten Uber. Deswegen konnten wir in Bd. | diese Tensoren
wie Vierervektoren behandeln, wéahrend wir se hier wohl davon
unterscheiden mussen.

Ein vollstandig antisymmetrischer Tensor vierten Ranges hat
in vier Dimensionen nur je eine von Null verschiedene kontra-

4%



Variante und kovariante Komponente. Erstere schreibt sich, ganz
wie man will,

T — P96 — .., = — TN — — TIHl — ...

Allgemein gesprochen ist Z¥/% — 4 s wenn die Reihenfolge
ijkl aus der Folge 1234 durch eine gerade Permutation hervorgeht,
im anderen Falle mul? das negative Vorzeichen gesetzt werden.
Dieser Tensor ist gleich der Determinante aus vier Vektoren und
entspricht geometrisch dem von jenen Vektoren aufgespannten vier-
dimensionalen Parallelepiped. Dementsprechend lautet sene Trans-
formation &hnlich der Gleichung (37a), nédmlich

Tows — Apruae, L, ., (43)

Bei der Lorentztransformation war A = 1, aso dieser Tensor ein
Skalar.

Vollstandig antisymmetrische Tensoren fiinften oder hoheren.
Ranges gibt es in vier Dimensionen nicht, denn die htchste Rangzahl
fallt mit der der Dimensionen zusammen.

Formel (40b), weche die kontra- in die kovarianten Kom-
ponenten umwandelt, erhalt fur vollstandig antisymmetrische Ten-
soren sehr viel einfachere Gestalt. Die dreireihigen Unterdeter-
minanten von g haben wir schon mit g benannt. Bezeichnen
wir die zweireihigen mit g::, so lauten se namlich

Tp =g i TR+ gi T + g} T

+ g T gl T 4 g2 T

Toae = g{g1 T3¢ | g13 TH1 L gd P4ty | gl T238) guwr,,
Tiage = g 100

s,
(44)

Die Umkehrung der zweiten dieser Gleichungen lautet nach (20)

Tast — ;(Hu Topa + 519 Towz + 910 Tixa + e Tyap) - . (44

Bildet man aus einem antisymmetrischen Tensor zweiten Ranges
Tyx und einem Vektor P die Ausdriicke

T = Bl 4 By + PP, . . . . . (40)
s0 definieren diese einen Tensor dritten Ranges, welcher vollstandig
antisymmetrisch ist. Man Uberzeugt sich leicht, daB $xt = — Ttia

ist. Der neue Tensor fallt in der beschrénkten Relativitatstheorie
mit einem Vierervektor, ndmlich mit dem Vektor produkt eines Vierer -



vektors mit einem Sechservektor, zusammen. |Ist Ty vollstandig
antisymmetrisch, so hat der Tensor

Tioe = Pi T — Py o+ By Ton— Py Ty - (45n)

dieselbe Eigenschaft*).
Jeder Tensor zweiten Ranges hat die Invariante

;; Tou THE,

Denn in dieser Summe wird der Tensor vierten Banges Ty Tim
zweimal verjungt, sein Rang also um 2x2 verringert. Bei einem
antisymmetrischen Tensor oder Sechservektor I ist dies das Quadrat
seines absoluten Wertes; denn nach Bd. |, § 10ewird er bel Einfiihrung
enes rechtwinkeligen Achsenkreuzes, in welchem man zwischen
kontra- und kovarianten Komponenten nicht zu unter scheiden braucht,

gleich
M = M+ DS+ h 4+ D2+ MY - Mk

Diese Invariante lalt sch unter Benutzung der Formel
Rix = D gagns T = > gugn W
Al hl
und der Antisymmetrieeigenschaft folgendermal3en umformen:

E M, Pk = — ] 2 Irn g RO IR
gy
(46)

=3 5 S e gns DA sk ?;E(yhiyu-gn gor) AT AR,

hikl hikl
*) In der letzten Formel muR zundchst der Wechsd desVorzeichens
auffallen, besonders da fir orthogonale Transformationen Tikl durch
anen Vektor darzugdlen und T 1234 oOffenbar dessn kalares Produkt mit P
ig. Der Grund it folgender: Im Dreidimensionalen wird der durch drel
Vektoren gegebene Schraubensinn bel deren zyklischer Vertauschung nicht
gedndert. Legt man aber in vier Dimensonen vier (nicht in einem dre|-
dimengonalen Raum liegenden) Vektoren enen , Schraubensnn” bei,
veréndert er dch bel zyklischer Vertauschung, weil d@ne lche durch eine
ungerade Zahl von Vertauschungen je zweier Indizes erstzt werden
kann. Geben wir also im Raum des Tensors Ty drel Vektoren A, B, T,
0 haben deren Komponenten im Koordinatenraum 234 mit der Kom-
ponente P, zusammen einen anderen Schraubensinn, also ihreKomponenten
im Raum 341 zusammen mit P,. Rein algebralsx:h findet man dassdbe,
wenn man Ty, als Determinante 24 Py @y ¥y X, ausvier Vierervektoren
dargtelt. Setzt man dann Tixi=2Z2+ & ¥ Xz, 0 folgt Formel (45 a)
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Dasselbe laBt sich auch aus (44) schlieen*). Aus zwei Sechser-
vektoren a3t sich entsprechend der Formel (94) im Bd. | das skalare

Produkt bilden:
FE) =] Ba®™
1

Der vollstandig antisymmetrische Tensor dritten Ranges hat als
Invarianteden Ausdruck**):

%Z Ting TSH o= Tygg T34 - Ty T8+ Ty T“;+ Tygy T1%. (188)
ik

Verlegt man durch Transformation die drei Vektoren, durch welche

sch T darstellen 14Bt, in den Raum x* = const, so geht er

nach (44) uber in: o (T8,

Dies ist, abgesshen vom Vorzeichen, das Quadrat des von den Vek-
toren ausgespannten dreidimensionalen Parallelepipeds. g.g* ist die
Determinante, welche aus den gy ohne den Zeiger 4 gebildet ist.
Also hat die letzte Aussage densaben Inhalt wie Gleichung (38), nur
daR dabei die Zahl der Dimensionen gleich 3 ist.

Der vollstandig antisymmetrische Tensor vierten Ranges besitzt
die Invariante***)

1
5 S B T = gy T
iklm

Infolgedessen ist nach (44)
‘/;__gyxssl -I:.—__—_ e -« - (46B)

tq

*) In zwei Dimensionen vereinfacht sich die Formel fur den Flachen-
inhalt des Parallelogramms aus den Vektoren P und & zu:
I[P = ¥mgu—gh (P1P1—-PrY), . . ... {407)
vergleiche hierzu (29 a).
**) Der Divisor 6 ist hinzugefligt, weil dasselbe Produkt Tisz Tizs
z. B. entsprechend den Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 sechsmal in der
Summe auftritt.
***) Der Divisor 24 entspricht den 24 Permutationen der Zahlen 1 bis 4.



das Volumen des von ihnen ausgespannten vierdimensionalen Parallel-
epipeds; das stimmt zu Gleichung (38).

Das Produkt eines antisymmetrischen Tensors zweiten Ranges
mit sich sdbst, weches wir in Bd. |, § 10e, als sein skalares Produkt
bezeichnen konnten, ndmlich die GroRe

(T T+ Ty Ty + Ty Thp) == Ttmll

liefert hier einen vollstandig antisymmetrischen Tensor vierten Ranges.
Nach (46b) erhalten wir also eine Invariante, wenn wir se durch
Y+g dividieren. Setzen wir nunmehr

1
B P €11 )
Vg Lor (i6 o)
(die Ziffernfolge mnop mul3 aus 1234 durch eine gerade Zahl von
Vertauschungen hervorgehen) so nimmt diesel nvariante die Form an:

Ty THU A Ty TH0 o Ty To5¢
= _ Tep THEK, -
+ Ty T8 4 Ty, P01 T 022 2% t*

Diesdlbe Invariante a3t sich aber nach (46b) auch schreiben:

+ Y Eg T — L2 (T T 0 TH TH) Y4y,
Setzen wir hier

_ Tho=+VEeTr,. . .. ... (16d)
CTNTHATHTR A DT 1o e
+rs 4 TUTH + TuTY, _QET T

so wird ~

Die durch (46 c) und (46 d) eingefiihrten GroRen T+ und T+, sind
danach Komponenten dessdben Sechservektors, und zwar ist dieser,
wie die Einfuhrung orthogonaler Koordinaten und der Vergleich mit
Bd. I, § 10e beweist, zum Sechservektor T dual. -
Dividiert man die Tensorkomponente T;234 1N (45 &) durch V:_i-g
oder multipliziert_man die kontra Variante Komponente desselben
Tensors mit ;I:}I;I;g, s0 erhalt man die zwei Ausdriicke
e (P Tage — Py Taas + PoToia — P Ty
Vtg -
— iVE (Prress — pefaa | pafan_ pius)
fur diesdbe Invariante) aus denen man schlieRt, dai

D= =T, L=%YEgT0 . . (81

(46 o)



Komponenten eines Vektors sind (die Reihenfolge ikim muR durch
ene gerade Zahl von Vertauschungen aus 1234 hervorgehen).
Dieser steht auf dem Kaum, welchen Tgpm darstellt, senkrecht.
Denn stellt man diesen Tensor nach (41 a) durch drei. Vek-
toren @, ¥, X dar, so liefert das skalare Produkt %P;di eine

Determinante mit zwe gleichen Zeilen, also Null, und ebenso ver-
schwinden ¥ Iy ¥ und X It X1 diese Vektoren liegen aber in dem

]
Raum, den fl'uim darstellt. Das Quadrat des absoluten Betrages von I
SO = 3 T+ Ty,
i kiwm
ist gleich dem Quadrat des Inhalts jenes Raumes. Denn die Summe
nach k, /, m, in der hier jede Kombination klrn nur einmal auftritt,
hat denselben Wert wie - = Ty T* (462). Die Invariante (46¢e)

[T1)
ist danach das skalare Produkt (P T), d. h. gleich dem Inhalt des
Raumes Tyz: multipliziert mit der nach seiner Normalen genommenen
Komponente P". Man bezeichnet den Vektor @ als die duale Er -
ganzung von Fixs
g) Ubergang zur MaRbestimmung d§=;yihdx‘ da® mit
k

veranderlichen Koeffizienten. Die quadratische Form (12) mit
konstanten g laBt dch gets durch eine lineare Transformation in
gine Summe X -+ X1 verwandeln, wobei dieZahl n der X' mit der der
2% Ubereingtimmt. Wir gehen aber jetzt zur MaRRbestimmung

™
dst = 2 gadstde* .. .., . (46g)
ikz==1%
mit verénderlichen gy Uber, und fragen, ob de sch durch ene Sub-
stitution &f == 2 (af)
fir alle Werte der Koordinaten in eine Quadratsumme
E _*td‘j’.‘
i=1

verwandeln 1ast, und wie grbB die Zahl m der Veranderlichen #f sein
muB. Nun folgt aus den Transformationsgleichungen
" L
asf a2t a2t
S = -_— A = —_—
de ‘_S‘dx, d+, dxr E_ i dm,dx‘daf“,
= LE=1
hid - . azf a
=1

J=1 k=1

also
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Damit diesidentisch in den n Differentialen dx' in die Ausgangsfor mel
(46 g) Ubergeht, missen die -1-u {» - 1) Bedingungen erfillt sein:

PR Y

2 t3d o
und dazu gehdéren im allgemeinen auch -{-‘ # (» + 1). Funktionen Z.
Wollen wir also eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit der MaR-
bestimmung (46g) in enen euklidischen oder pseudoeuklidischen

Raum einbetten, so misen wir diesem im allgemeinen ;-u(a + 1)

Dimensionen geben. Fir n = 2 ist diess Kaum somit drei-
dimensional; man kann jede Flache in einem dreidimensionalen
euklidischen Kaum unterbringen. Aber will man einen beliebigen
Raum (n = 3) in ener euklidischen Mannigfaltigkeit einlagern, so
mufl3 man dieser 6, und bei n = 4 sogar 10 Dimensionen geben.

Mit dem letzten Fall wollen wir uns jetzt beschéftigen. Unsere
vierdimensionale Mannigfaltigkeit wird im allgemeinen natirlich eine
gekrimmte, d. h. durch sechs nichtlineare Gleichungen zwischen den
# gegebene , Flache' sein. Man wird aber in einem ihrer Punkte eine
» Tangentenebene” von vier Dimensionen an de legen kénnen, welche
die Gesamtheit der Tangenten aller in ihr liegenden und durch den
hervorgehobenen Punkt filhrenden Kurven enthélt. Diese Tangenten-
ebene ist es von der wir bisher gesprochen und in der wir die MaR-
bestimmung (11) angesetzt hatten. Die Koordinatenachsen sind die
Tangentenvon Kurven 28 = g3 =gt =0, #® —= g4 == 1 =0, usw.
EinVektor imnichteuklidischenKontinuumistsomitdurch
eine Strecke gegeben, welche in der Tangentenebene liegt;
natiirlich mu diese das Kontinuum in dem Punkte berihren, auf
welchen sich der Vektor bezieht. Selbstversténdlich kann man die
die Vektoren darstellenden Strecken, da es auf den Proportionalitéts-
faktor nicht ankommt, stets unendlich klein wéahlen, und dann, da
die Tangentenebene im unendlich kleinen mit dem Kontinuum zu-
sammenféllt, den Vektor alsunendlich kleine Streckeim Riemannschen
Kontinuum selbgt deuten. Da wir die Tensoren jeden Ranges auf
Vektoren zurlckfiihren konnten, ist damit auch fiir dieseene Deutung
gechaffen.  Die gik,welche in unseren Gleichungen bisher auftraten,
sind digenigen Werte, welche im Berihrungspunkt 'fir unser Kon-
tinuum gelten. Abzuéndern brauchen wir nur die Koordinatentrans-
formationen (34), (36) und (36a), und zwar insofern, als wir mit
linearen Beziehungen zwischen gestrichenen und ungestrichenen
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Koordinaten in der allgemeinen Relativitatstheorie nicht mehr aus-
kommen. Wir koénnen diese daher nur fir die Differentiale dx' und
dx; gelten lassen, und misen statt dessen schreiben:
oz"

PR

Das hat zur Folge, daR tiberall e* durchida®/@2'* wnd A% durch
92'¥/0z® ersetzt wird. Fir eine gemischte Komponente eines Tensors
hoheren Banges lautet daher die Transformation:

W
dom = dz, datt= ) 85 aem,
i€
L]

.y
Y
— 2 iﬁiiﬁ_‘: dz'tn+1 ax*_"zn*lh (47)%
_h h.d‘”'h' 8z doin k1 Grm e Moy

Sonderfélle davon sind:
dx'* _, ; daxt
Pt=2‘gpﬁ, Pi= ;3;:";1’"
k x
ot (47a)
Ty = ax™ dz'
< daf 92F T
Wir missen aber auf einen wichtigen Unterschied gegenliber
dem Fall der konstanten gx aufmerksam machen. Dort konnten

*) Fur §7 fuhren wir hier noch an: Au8 de Transformations
formel Az asf dzb o
=35 dom 3o T T e

folgt der umkehrbare Schlul3:

dF ad ol
S oam o I = Byl me

indem man die ede Glechung mit ;‘% multipliziert und nach o
&
summiert. Denn es gdten die I dentitéaten
Mgﬁi_ml,wannt':f,
=t 9t 92’ 0, wenn f von j verschieden ist.
Man entnimmt "des aus der Analogie zu (35) oder aus der in den dx'
identischen Beziehung: .
— 78 da? a2'°

§ o= fo = Y L 02 gai,
dzx ;az"’ du ; 3055 da




wir neben den kontravarianten Koordinaten als ihnen gleichberechtigt
die kovarianten einfihren. Ob wir von der MafRbestimmung (12)
oder (16) ausgingen, war im Grunde belanglos, da man von der
einen ges zur anderen gelangen kann. Hier, be verénderlichen
gik, haben wir die Koordinaten, die uns nichts weiter als Namen der
Punkte sind (vgl. § 4), als kontravariant eingefuhrt; wir hatten se
auch als kovariant bezeichnen und deswegen mit unteren Zeigern
schreiben kénnen. Nachdem wir aber einmal diese Bestimmung ge-
troffen haben, kénnen wir nun kovariante Koordinaten nicht mehr
einfuhren; denn se miften nach Analogie von (19) durch die

Differentialgleichungen
dap = 2 gaxdat
[]

gegeben sein.  Diese aber lassen dch flr beliebige Funktionen gik
nicht integrieren. Nur in unendlich kleinen Bereichen, in denen die
Differentiale der kontravarianten Koordinaten diese sdbst zu ver-
treten imstande sind, kdnnen wir noch von kovarianten Koordinaten
reden.

h) Der Ubergang von Welt- zu Raumtensoren. Jeder
Vierervektor P und jeder Welttensor T bestimmt in seinen kontra-
varianten Komponenten, welche den Zeiger 4 nicht tragen, die kontra-
varianten Komponenten eines Raumvektors oder eines Raumtensors
gleichen Ranges. Denn bei der Transformation

&'t = #"1(z1, 2, 2¥), 2" == x'2 (e 28, z¥), } (48)
o 2 = ' (2t ), =t
g
8 1 3 Mootk
PH = E%Pg i = 3 %:,_% T'» uew. i,k = 1,2,8.
I=1 Lm=1

Die entsprechende Bemerkung trifft fir die kovarianten Kom-
ponenten ohne den Zeiger 4 zu.

Bei jedem Tensor zweiten Ranges bestimmen die drei Kom-
ponenten, welche den Zeiger 4 nur einmal tragen, Raum Vektoren,
und zwar die kontravarianten Komponenten T%* die kontravarianten
Komponenten einesVektors §, die kovarianten Komponenten %54 auch
die kovarianten Komponenten enesVektors@J. Denn bei der Trans-

formation (48) ist
3

dat . L 8z
1”“: 2@ Tl‘, Ti‘ﬂ é—'—zuT“.
=1 =1

Die Komponenten T*f und Ty bestimmen zwei andere Vektoren.



Setzt man PP=H, Py=®; (i =1, 2, 3), so snd aber ¥ und
8 keineswegs derselbe Kaumvektor. Vielmehr unterscheiden sich die
Formeln

L]
B=FB= > P

I=1

| ]
ﬂ¢=29ﬂa"‘—‘zﬂuf"
=1 1

und

durchaus wesentlich. Die notwendige und hinreichende Bedingung
dafur, daR 9 = B i, lautet:

Fia = o == g4 =05+ - « 7+ - - (48}
aus ihr folgt unmittelbar
1
9“‘—-"9"“‘—‘9":0, g = — . . . - (493)
Ju

Das bedeutet nach Gleichung (17), da man die Zeitachse Uberall
auf den Streckenrdumen senkrecht stehen 14f%t.

Ebensowenig stimmen im allgemeinen die aus den Tt und ¥4,
gewonnenen Vektoren §§ und & Uberein. Aber unter den Bedin-
gungen (49), die dafur hinreichend und notwendig sind, wird

+ 8 3
& =T = D> g1 D™ = g D, 00 T* = gy >, ga B
=1

=1 =1
w2 gy i
also @ = fu {El ' = 9“ @r

und weiter bestimmt dersdbe Vektor dann auch die gemischten K om-
ponenten ¥, und I*; denn;

4
AR 2913 Tt = g, I = g §%,
I=1
*
T.“ — zg“}'ﬂ = g“ T{;:Q“@‘= 3,‘.
i=1
Zwischen den Raumtensoren 9™ —= T upd By = Tix
(i Je =1, 2, 3) besteht im allgemeinen wiederum kein Zusammenhang;
dagegen fallen se unter den Voraussetzungen (49) zusammen; denn:

F B
B = 2 Fir G T'™ == Eyuyx.. A= W

Lm=1 Lm=1
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Fir die gemischten Komponenten hingegen gilt:

' n
G Zgg;T“: 29‘;#‘: o,

=1 i=1
K ]

Tt = zgﬂTn = Eg“ﬂn = u
=3 =1

Die Bedingungen (49) fuhren aso in dem Zusammenhang
zwischen Welt- und Raumtensoren bedeutende Vereinfachungen ein.
Deswegen s& schon hier erwahnt — was wir erst in § 9d beweisen
werden —, da3 man se bel jeder MaRbestimmung durch Einfihrung
»Gauflscher" Koordinaten erfullen kann.

Fir diese Koordinatensysteme kann man den Sachverhalt mittels
eines zur x*-Achse parallelen Einheitsvektors Y, fir den aso die
Gleichungen

Ym0, Yi= S g0 Yt =0 fir i =1,2,3 ¥,¥¢=~1
*

gelten, folgendermaf3en ausdriicken: Sei P ein beliebiger Vierervektor,
dann stellt
A= P+ T¥PY; . . . . ... (491)
seine drei Komponenten im Raum x* = 0 dar; denn es ist
4 =P, 4, =8,4=0,4,=0
Sel Tix ein beliebiger unsymmetrischer Tensor, so gibt der Vektor
Bi=Ta¥* . . . ... .(49b9
%

saine drei Komponenten T, an; denn es ist
B, = I, Y4 usw, B,==0,
Das Vektorprodukt [YB] mit den Komponenten
[YB]‘G —_ T‘l! [YB]H‘= 0, (k=12 8) . (49 G)

stellt ein Flachenstiick dar, welches die x*-Richtung enthalt, und der
unsymmetrische Tensor

To=Ta—[¥Bla=Ta+ 3 (In¥i— Tu T ¥4 (499)
mit den Komponenten
w‘d=0r !p.il‘:: Iix, (‘Ik=1l2l3)‘ . '(foe)

stellt die drei raumlichen Komponenten von Tik dar.



§ 7. Geodase in Riemannschen Baumen.

W ir nehmen, um es zu wiederholen, jetzt die Maf3bestimmung (9)

fur das Linienelement .
dp =3 gndzids*
i

an, und setzen dabel die gy als reguldre Funktionen der vier Koor-
dinaten voraus, die keinen anderen Bedingungen unterworfen sind,
als den Ungleichungen (10).

Die folgenden Ausfihrungen sind zum grofRen Teil von der Zahl
der Koordinaten und diesen Bedingungen unabhéngig. Wenn wir
daher anschauliche Beispiele fur unsere Ergebnisse suchen, dirfen
wir vielfach zu zwei Dimensionen hinabsteigen und, um dies Kon-
tinuum als Flache im euklidischen Raum deuten zu kénnen, da?
was wir dann fiir ds’® schreiben, als positiv definit ansehen. Dann
ist aber die entsprechende Determinante g > &.

a) Die geodatischen Linien. Eine Kurve in unserem Kon-
tinuum geben wir uns durch die Parameterdarstellung #f = & (g
Die ersten und zweiten Ableitungen dieser Funktionen bezeichnen
wir mit. # und & Eine Linie, welche bei festem Anfangs-
und Endpunkt

[Vras [r= 55)’=2g.-wa] e e (50)

zu einem Extremum macht, heiBt eine geodatische
Linie.
Sollen wir im allgemeinen ein Integral

]’F(z‘, #dp

zum Extremum machen, so missen die Funktionen #f{p} den
Lagrange schen Differentialgleichungen
g (!3 N _oF
dp \d&* as'
genligen, welche ja aus der Theorie des Hamilton schen Prinzips in
der Mechanik wohl bekannt sind.

0



Wenden wir se auf den vorliegenden F a¥F =ﬁn , SO
lauten de, da _
ar ar 1 dg
= -t B st N R i
= ?9"‘ BT A LT he

ist:
H”I“gg29‘*’5““?'3%(29“&‘)“nymaéfi'}.:o. (60w)
» Lk %

Zur Abkurzung haben wir dabei
agjh

FYs == Gixi

gesetzt.
Die Gleichungen vereinfachen sich, wenn wir als Parameter eine
zur Bogenldnge s proportionale Gréf3e nehmen. Denn dabel wird

f=C. . . . . . . . . (51)

wo C dine Konstante bedeutet. Da die Form ds? indefinit ist, kénnte
diese Konstante auch den Wert Null haben, doch schlieBen wir diesen
Sonderfall zunachst aus. Dann kdnnen wir in den Lagrangeschen
Gleichungen das Glied mit df/dp streichen und die Faktoren f—"%

fortlassen:
2%(29,13?‘)_291“23}3?‘=0.. .. {8D)
[] ik

Zu diesen Differentialgleichungen zweiten Grades, deren Zahl mit der
der x' Ubereinstimmt, tritt dann noch die Differentialgleichung (51),
welche nach (50) vom ersten Grade ist. Doch vertragt se sch mit
jenen, weil seausihnen hervorgeht. Multipliziert man namlich (52)
mit 24, so folgt durch Summation nach dem Zeiger é: -

2 [dip (E mx":&“) — E gu:i":é“] — 2 gnittaiF =0,
i i ifk

Die beiden letzten Summen_oeben zusammen —df/dp, die erste ist
gleich 2df/dp. Also ist dffdp == 0; f == C ist somit ein Integral
den Gleichungen (52) und man kann eine der Gleichungen (52) durch
(51) ersetzen. Diese Regel erfahrt eine Ausnahme, wenn man Kurven
untersucht, bei denen ein x' konstant ist, weil man, um (51) zu be-
weisen, (52) mit £ erweitern mufte.

Fur die Durchrechnung von Beispielen ist es meist zweck-
maRiger, von einem anderen Variationsproblem auszugehen. Soll

namlich jfdp
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ein Extremum werden, so lauten daflr die Lagrangeschen

Gleichungen;
(af (-7
dp dit azt '

und dasist dasselbe wie (52) *).

Um die Gleichungen (52) auf ihre Normalform zu bringen,
fihren wir die Differentiation nach p aus und dividieren durch 2:

> it + Egikjﬂs"ﬂ?_‘"zgjuw’”k = 0.
* T

Da die Summationszeiger j und k diesdben Werte durchlaufen,
kénnen wir se miteinander vertauschen und somit

D amEid = gy diat = nggmf-l-qu)zfm‘ .
ik ik

setzen. Fuhren wir dann zur Abkirzung die Zeichen

SR 2 (0% P9y Q8pN
[ ] 2 6m"+0a}k azt 63)

ein, so finden wir:
ggﬂzii + jzh [j'?k] xigk =0,

Um nun noch die verschiedenen #* zu trennen, multiplizieren wir dies
mit g' und addieren nach i unter Bericksichtigung von (20); dann
treten die ,Christoffeischen Dreizeiger-Symbole" oder
»g-Klammern"

()=l =3 3¢ G5 +5d—54)

*) Fir die kréftefrele Bewegung enes Massnpunktes auf einer
reibungsreien, fesen Flache verlangt das Hamilton she Prinzip in sdner
far die Newtonsche Mechanik giltigen Fassung, daf’3 bei vorgegebenem
Anfangs- und Endpunkt

iy i
6I(gnfc'=+zy,si'a‘:f+gm‘:=')de =

wird. Bedenkt man, da3 des Energieprinzips wegen die Geschwindigkeit
dabel kongtant bleiben mul3, so kann man die Zeit t zum Parameter p
des Texte» proportional betrachten und erkennt dann, dal3 die Bahn ene
geodétische Linie der Flache bildet.



auf, und die Differentialgleichungen der geodédtischen Linie er-

halten die Form: '
alten die Form 5,_‘_’2‘[;:&}33;&:;:0. Y (]3]

Wie die [-’;-k] sind die g-Klammern ["fl in den beiden oberen
Zeigern symmetrisch. Letztere sind lineare Kombinationen der ersten
Ableitungen der gk, deren Koeffizienten wieder algebraische Funk-
tionen der gik sdbst darstellen. Da es bei n Koordinaten ¥nw+ 1)
Kombinationen jk gibt, ist ihre Zahl ¥n’n + 1); bei n = 4 alo 40,
18 bei n =3 und 6 bei n = 2. Diese Zahl stimmt mit der der

g
3% Uiberein; deshalb kann man diese aus den g-Klammern berechnen.
Dazu hat man einmal die Gleichungen (54) umzukehren;

[-’;ﬂngm [jlkl‘ Ce e e (B8)
)
sodann aber mittels der aus (53) hervorgehenden |dentitét
39u [.:]_l_[k:] )

1%=E(y¢nl§]+9km[::})~ C e (Ta)

Zu setzen:
iz

b) Beispiele. Sind die gik konstant, im Ubrigen beliebig, so
werden die Gleichungen (55) der geodatischen Linie einfach x'=0,
aso X = ap + b, und danach sind die geoddtischen Linien
Gerade; wir finden die euklidischen Verhaltnisse. Nehmen wir als
weiteres Beispiel eine Kugel vom Halbmesser A im dreidimensionalen
euklidischen Raum, so kénnen wir fur einen Punkt auf ihr die karte-
sschen Koordinaten auf Polarkoordinaten zurlickfihren durch die
Transformation:

== Asinfcosp, y= dsinPsing, #= deosh.
Das Linienelement da == Ydz? -} dy' - d#* hat somit, wenn es
auf der Kugel liegt, den Ausdruck
dal = A%{d &9 | sind&rd gl),
was dem Wertsystem g, == 4%, gyg =50, gy = AVaini® ent-

spricht. Statt die ssths g-Klammern hieraus nach (54) zu berechnen,
ziehen wir vor, das Variationsproblem

j(&' + sima & ) dp = Extrem.
Laue, Bdativitataprinzip. |1 . 5



zu l6sen und die zugehérigen Differentialgleichungen auf die Form (55)
zu bringen. Sie lauten hier zunachst
d;“; () — sin B 209 83 = 0, %(sini&cju) =0, (58
aso nach Ausfihrung der Differentiation nach p:
B—sinPoosBpr =10, $+2elgBb¢p =0
Danach missen die g-Klammern die Werte haben:
[111] == {0, llﬂ =0, {212} = — gin & cos®,
11 12 221 __
=0 [} =ays, [2}_0.
Von den ersten Integralen entnehmen wir das eine,
simtdp=c........ . (59)

unmittelbar aus (58). Das zweite liefert uns ohne Rechnung die
allgemeine Regel, daB f == € ein Integral der Lagrangeschen
Gleichungen fur das Extremum von Ifdp ist; es lautet somit

81 L i O r = b.

Die Elimination von ¢ aus beiden ergibt fir & as Funktion von
p die Differentialgleichung:

o=p—_C.
andd
Um & als Funktion von ¢ zu bestimmen, dividieren wir dies durch

die quadrierte Gleichung (59) und fihren dann & = ¢ig#* als neue
Verénderliche ein:

d 81 1 o 3 b 1 ]
(ﬁ) — un'd \dyp, “_'e_"_sin'o_-?’_l_g.‘

Daraus folgt unter Einflhrung einer neuen Bezeichnung fir %
€ = wsin(p + f)

oder
co3& = siad (Ceosp + Being);

Die geodatischen Lifish GBat B die schnitte der Kugel mit
Ebenen, die ihren Mittelpunkt enthalten, d. h. grofite Kreise.

Eine geodédtische Linie ist durch einen Punkt und die Rich-
tung in ihm vollstdndig bestimmt. Bei einer Drehflache ist daher
die Meridiankurve sets geodétische Linie.  Wiche némlich ene
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geodatische Linie, welche se berihrt, im weiteren Verlaufe von
ihr ab, so mlfite es aus Symmetrie eine zweite se im gleichen
Punkt berlihrende, aber nach der anderen Seite von ihr abweichende
geodatische Linie geben — im Widerspruch zu dem soeben aus
gesprochenen Satz.

Verbiegt man ein Flachenstiick ohne Dehnung, so bleiben alle
auf ihm liegenden Strecken in der L&nge erhalten, d. h. es bleibt die
MaRbest dad=_>igndafda* ahrt. Infolgedessen be

ik

halten auch die geodétischen Linien ihre Eigenschaft. Nun lassen
sch Stiicke einer Ebene z. B. zu Kreiszylindern verbiegen. Bei diesen
sind daher alle Schraubenlinien geodatische Linien, einschlieflich der
Grenzfélle des Grundkreises und der erzeugenden Geraden.

Fig. 8.

E"“'h-..

In einer Ebene ziehen wir die Halbstrahlen OA und OB,
welche sich unter dem Winkel 2a schneiden. Die Punkte 4 und
B sollen von 0 gleiche Abstédnde haben. Wir schneiden die Ebene
langs eines nicht im Winkel 2a liegenden Halbstrahles durch O
auf und rollen de so zu einem Kreiskegel mit 0 als Spitze zu-
sammen, dafd OA auf 0B, also A auf B fallt. Ist nun wiein Fig.8
os{-}x, s0 liefert die Gerade AB, weche in C ihren kleinsten
Abstand von 0 hat, eine geodétische Linie, die, von C aus nach
beiden Seiten symmetrisch verlaufend, sch in den zusammenfallenden
Punkten A und B sdbst schneidet. Wére dagegen & > %, <o
wére die Strecke AB durch den Schnitt getrennt und diese Gerade
lieferte beim Aufrollen Sticke verschiedener geodatischer Linien;
keine solche Linie schnitte dann dch sdbst.  Ist aber nicht nur
o < }&, sondern sogar oc < ¥®, so gibt es (sehe die Figur) zwei
Gerade OD und OE, welche mit OC den Winkel 2o bilden und
von AB in den von O gleichweit entfernten Punkten D und FE
geschnitten werden. Beim Zusammenrollen der Ebene zum Kegel
fallt D auf E. In diessm Fall schneidet sich also jede geodétische
Linie des Kefirds mit Ausnahme der erzeugenden Geraden, zweimal.
Warea < s/8, so gébe es drei derartige Schnitte usw.

6*



¢) Nullinien. Da ds’ eine indefinite quadratische Form ist,
gibt es in unserer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit reelle Linien-
edementevon der Lange Null.Kurven, die sich aus solchen zusammen-
setzen, heiBen Nullinien. Se sind aus der Differentialgleichung

S gndtF =0
ik

zu entnehmen. Und da in dieser vier zu bestimmende Funktionen
des Parameters p auftreten, kénnte es zunachst scheinen, als waren
bei der Nullinie noch drei Funktionen willkirlich zu wéhlen. Dem
ist nicht ganz so, weil der Parameter p sdbst keine Bedeutung hat
und ohne weiteres durch eine willklrliche Funktion @(p) ersetzt
werden kann. Aber trotzdem bleiben noch zwei willkurliche Funk-
tionen Ubrig, wie man sogldch sieht, wenn man etwa x* als Para-
meter nimmt.  Denn dann enthalt die Differentialgleichung drei zu
bestimmende Funktionen, es bleiben somit zwei willkirlich zu wéhlen.
In diesem Sinn ist das Problem der Nullinien unter bestimmt. Man
sieht das auch am Beispiel der beschrankten Relativitatstheorie; jede
Weltlinie, weche einer Geschwindigkeit vom Betrage ¢ entspricht,
ist in ihr Nullinie, und dabel konnen wir deren Projektion auf den
xyz-Raum der ,Welt", d. h. die Bahn im dreidimensionalen Raum,
noch beliebig vorschreiben.

Im Gegensatz dazu sind die geodétischen Linien durch ihre
Differentialgleichungen (55) bis auf acht Konstante vollsténdig be-
stimmt. Es koénnen somit nicht alle Nullinien geodétisch sein, wie
ja z. B. in der beschrénkten Relativitatstheorie nur gerade Welt-
linien geodatisch sind. Wohl aber gibt es unter den Nullinien auch
geodétische.  Denn die Differentialgleichungen der letzteren haben,
wie in (51) gezeigt, Sets als ein erstes Integral die Gleichung

2 giedtar = O
i

und man kann diese Konstante auch gleich Null setzen. Freilich
lassen sich die geodatischen Nullinien im Gegensatz zu allen anderen
geodatischen Linien nicht aus dem Variationsprinzip (50)

&jﬁd}’:Ol f= ;5"

herleiten; denn beim Ubergang von (50a) zu (52) muRten wir f als
von Null verschieden ansehen. Wohl aber gilt auch fir die geo-
détischen Nullinien jenes andere Variationsprinzip:

ajfdp =0



Durch einen Punkt O gehen noch zweifach unendlich viele
geodatische Nullinien; denn von den acht Integrationskonstanten ist
eine bedeutungdos, da der Parameter p um einen Faktor verandert
werden kann, vier sind durch diesen Punkt und eine durch C=0
festgelegt. Sie bilden dessen Vor - und Nachkegel, mit dem einzigen
Unterschied gegen friher, daf3 dieser Doppelkegel nicht mehr gerade
Linien, sondern gekrimmte Kurven zu Erzeugenden hat (Sehe
Bd. 1, 8 8). Dieser Doppelkegel scheidet das Zwischengebiet, in
welchem jedes von 0 ausgehende Linienelement einen reellen Betrag ds
hat, von dem Gebiete diesseits 0, in welchem” solchem Linien-
edement ein negativ imagindres, und dem jenseits 0, in welchem
ihm ein positiv imaginéres ds entspricht. Die Forderung von § 3,
daR jede Transformation den drei ersten #* «dieBaumartigkeit wahren
soll, aber dem x* die Zeitartigkeit, kommt also vollstandig auf die
Gultigkeit der Ungleichungen (10) fur die gik hinaus.

d) Die Transformation der Drei-Zeiger-Symbole.
Die g- Klammern erhalten in der Theorie der Schwere eine besonders
wichtige Rolle. Darum fragen wir hier nach ihrer Umrechnung von
einem Koordinatensystem aufs andere.  Wir gehen davon aus, da
die Gleichungen (55) fir die geodatischen Linien in jedem Bezugs
sysem gelten milssen.  Nun ist aber, wenn wir die #* als Funktionen
der z'* gegeben denken:

N ded da'™
7= 21‘3;"" dp’
. &ia izt dg'® Poda™agt
= e = =2
2 pt 264\:"" dp? + Eﬂm'“am"‘ dp dp

Setzt man diese Werte fir alle Differentialquotienten in (55) en
und ersetzt man zugleich #® nach (55) durch ene Summe, so
findet man:

dal 3
2 [6:::""6::"‘ + E {’ k} duf™ dar"

S im]emen e

Dabei ist ljlk] eine aufs ungestrichene System, "'o"'

gestrichene System bezogene g-Klammer. Nun kann man fir eine
geodatische Linie in einem Punkt noch die Richtung vorschreiben.

eine aufs



Man kann also die d#'lyd® noch willkiirlich vorschreiben und doch
muB die letzte Gleichung immer richtig bleiben. Daraus schlieBen
wir auf das Verschwinden des Faktors von g™ gf®:

a:““d,u + E l’ k} ;::- g:.: = lz {"?}' g:-;—;- (80}

Diese Christoffeischen Formeln enthalten die Transfor-
mation der g-Klammern. Bei linearen (,affinen") Transformationen
der Koordinaten fallt der zweite Differentialquotient fort, und der
Vergleich mit (47) zeigt dann, da se sich wie die in den oberen
Zeigern kovarianten, in den unteren kontra Varianten Komponenten
anes Tensors dritten Banges verhalten (vgl. die Anmerkung dazu).
Aber im allgemeinen gilt das nicht. Man bezeichnet solche GroRen
as Affintensoren. Se haben nicht die invariante Natur wie
ein Tensor. Deswegen kdnnen wir auch Koordinatensysteme finden,
in denen wenigstens fiir einen Punkt sdmtliche g-Klammern Null
sind, wie wir in § 8 beweisen werden. Wohl aber stellt die linke
Seite von (60) eine kontravariante Vektorkomponente dar. Be
zeichnet man se namlich mit A, und berechnet man den ent-
sprechenden Ausdruck fir das gestrichene System, so findet man

einfach ,
mna '
4= {7}
Gleichung (60) sagt also aus:

z““w"

und dies ist in der Tat die Vektortransformation.

e) Die g-Klammern und die Determinante g. Nach (20)
ist }i‘.g‘*gn jedenfalls eine unveranderliche Zahl. Infolgedessen ist

D atdgn = — D igndg™ . . . . . (81

mag nun i gleichj sen oder nicht Wir multiplizieren (61) einmal
mit gf* und summieren nach j, das andere Mal mit gu und summieren

nach t: dgt =— g Fdgn . . . . - . (61a)
ir

dﬂ.ﬂﬂ‘“zgﬂﬂjhde"‘. e e e .. (81D
ik
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Gleichung (61 a) dividieren wir durch ds®. Nach (57) und (54)

finden wir:
=-Ze - S,
oder auch in Analogie zu (57 a)
WS i)

Andererseits folgt aus der Definition der Ausdriicke g. g* als Unter-
determinanten von g nach einem bekannten Determinantensatz:

dﬂ'_ k. ‘_i_!__ Y4, — ik
e .6 ,—-gy‘dm— %md.o'-

Die beiden letzten Gleichungen lassen sich schreiben:

Yalog(-g = 1u a(Vog) = 3 3 ¢ dgn
-9 i* (32)

1
=— 5> ndg*
[7Y
Nun dividieren wir durch dx' und setzen den Wert (61c) fur
dy"‘
ein:
1 av—y il
e =i+ a2

Beide Summen bedeuten dasselbe; also:
Y=y ]
V—g Eri E[ I T (838)

SchlieRlich folge %Emtd(ﬁy‘*)=d(ﬁ)' c .. (62D)

Wir haben hier V: geschrieben, weil g in der Relativitats-
theorie notwendig negativ ist. Bei einer MaRbestimmung, bei
welcher g positiv ausfallt, kann man statt dessn ohne weiteres
g Setzen.



§ 8. Die Parallelverschiebung in Riemann sehen Réumen.

a) Riemannsche Koordinaten. In der euklidischen Geo-
metrie bevorzugt man geradlinige, d. h. auf geodatische Linien
bezogene Koordinaten, weil in ihnen im Gegensatz zu den krumm-
linigen der Tensor der MaRbestimmung konstant ist. In der
Riemannschen Geometrie kann es derartige Koordinaten nicht
geben; waren die gy unveranderlich, so hétten wir ja gerade den
euklidischen Fall. Aber man kann wenigstens fur einen beliebigen
Punkt P Koordinatensysteme finden, in welchen die gik in dem
genannten ";g;t keine von Null verschiedenen ersten Differential-
quotienten o haben, zugleich verschwinden nach (54) auch die.

g-Klammern. Se hefen geodatische Koordinatensysteme.
Um ein Beispid fur solche Koordinaten zu finden, wahlen wir
zunéchst ein beliebiges Koordinatensystem. Es habe im Punkt P den
Mafdtensor fi% Wir ziehen durch ihn die (n — 1) fache Schar der
geodatischen Linien. Jede von ihnen bestimmen wir durch die
n Konstanten ¢, deren Verhaltnisse die Verhaltnisse zwischen den

# im Punkt P angeben fet:cd:e'... = (£)p: (#%p: (@Mp...],
zwischen denen wir aber noch die Beziehung
Slgdd =1 .. ... ... (68
[1]

festsetzen. Ein Punkt Q habe langs der geodétischen Linie PQ
gemessen den Abstand p von P; verstehen wir unter den & die
dieser Linie entsprechenden Werte, so geben wir ihm nunmehr die

Koordinaten Fe=cp .. (68

Diein (64) eingefiihrten #* sind Riemannsche Koordinaten,
bezogen auf den Punkt P {zf = 0). Da in ihnen fiur jede geo-
détische Linie durch P # = @ ist, muR im Nullpunkt P, in welchem
ge dch alle kreuzen, nach (55) die Summe

;{’;‘]&a:g{?}ea.. ... . (68)

fur alle Wertesysteme der ¢ verschwinden. Das ist nur mdglich,

wenn dort die g-Klammern, also nach (57a) auch die Qgi_t ver-

o2t

schwinden. Riemannsche Koordinaten fir den Punkt P
bilden somit ein fur ihn geodatisches System.



Wendet man auf Riemannsche Koordinaten eine homogene
lineare Transformation an, so gelangt man wieder zu solchen; denn
die Gleichungen (64), durch welche wir de eingefiihrt haben, bleiben
dabe in ihrer Form erhalten. Umgekehrt sind lineare Trans-
formationen die einzigen, welche dies leisten. Dagegen lassen sich
geodétische Koordinatensysteme auch noch auf andere Arten inein-
ander umrechnen. Ist das System x' fur P geodatisch, so fihrt
z. B. die Substitution

wh = g/{ 4 1 > o}, a2z’ + Glieder hoherer Ordnung,  (66)
kim

in welcher man die unteren Zeiger von a%. ohne weiteres mit-
einander vertauschen kann, wieder zu einem geodédtischen System.
In der Tat ist dann

i i 4 1 ,

E;-;:ﬁ_-l——z-%a‘“‘w‘m". e e (663)
i x i

Funse 28 08 .. (66)

m az" oz’

also fur P, da dort die x' wie die x{ verschwinden:

9’nu| = Jmn-
Und weiter wird in P

o 3
5;"7?'5?'=0'a;» N (1)
also fallen nach (66b) daselbst auch die —a—,";! ffort. Es gibt dem-
x

nach mehr geodétische als Riemannsche Koordinatensysteme fir
einen Punkt. Begreiflicherweise, denn ein geodatisches System muf3
gewissen Forderungen in der Umgebung des hervorgehobenen Punktes
geniigen, Riemannsche Koordinaten hingegen nach (64) fur das
ganze Kontinuum, oder wenigstens endliche Teile davon.

DaRR es geodédtische Systeme gibt, d. h. solche, in denen die
g-Klammern verschwinden, beweist uns (vgl. 8 7), daR diese Symbole
keinen Tensorcharakter tragen. Sonst konnten de nicht in einem
System verschwinden, ohne daR dies fir alle Systeme gilt.

Soll eine geodétische Linie im Nullpunkt des beliebigen Koor-
dinatensystems #'* die Richtung

@i =
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haben, so ist nach der Differentialgleichung (55) dort
L
@0t =0 = — 2 {4 et
’ []

Es gilt dann die folgende Reihenentwicklung der &% nach Potenzen
der vom Nullpunkt an gemessenen Bogenlange p:

ity B 2o

Die x' = ¢' .p sind aber nach (64) Riemannsche Koordinaten des
Anfangspunktes. Die Formeln

2’ — af ;,g{kgl'xigl.*.

oder ihre Umkehrungen
s=s S o0
Xt

stellen somit die Transformation beliebiger in Riemannsche, oder
genauer, in geodétische Koordinaten dar. Denn der Unterschied
zwischen den Riemannsehen und anderen geodétischen Koordinaten
konnte sch erst in den Gliedern dritter Ordnung zeigen *).

Nach (64) sind die geodétischen Linien durch den hervor-
gehobenen Punkt durch lineare homogene Gleichungen zwischen den
Riemannschen Koordinaten bestimmt. Doch s ausdricklich
darauf hingewiesen, daf auch in diesen Koordinaten geodétische
Linien, die nicht durch den hervorgehobenen Punkt gehen, im
allgemeinen nicht durch lineare Beziehungen darzustellen sind. Dal
man alle geodétischen Linien im gleichen System linear darstellen
kann, ist ein Ausnahmefall, welcher nur in der euklidischen, der ellip-
tischen und hyperbolischen Geometrie (vgl. 8 12 u. 13) vorkommt.

Auf der im euklidischen Raum gelegenen Kugelflache vom
Halbmesser A fihren wir zunachst, wie tblich, Polabstand & und
Azimut @ als Koordinaten ein. Fir den Pol # = 0 snd dann

2= Adoosep, 2t = Adsing

Riemannsche Koordinaten. Denn 4.,& — a ist die Bogenlange
der vom Pol ausgehenden groften Kreise, und auRerdem ist fir
dieses System, da sich dieKreise #t = G und £ = 0 im Pol senk-
recht schneiden, in diesem die MaRbestimmung da% = dai? + g%,
woraus man entnimmt:
fu=he =1 =0,
*) Dasdbe beweig man leicht ausden Christoffeischen Formeln (60).
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so dal die Konstanten der letzten Gleichungen auch der Forde-
rung (63) genigen. Geodétische, aber nicht mehr Riemannsche
Koordinaten wéren z. B.:

& = Asinb cos,
g = Adeind sing,
Denn fur de gilt die MalRbestimmung
dat == AV(d 82 4 sin' B dyt)

= ]s"__%i'___g‘i [(d8—y?)dz? - (d'—aYdy® { 2xydedy)
Die gi, welche man hieraus abliest, haben im Pol x =y = 0 in
der Tat verschwindende erste Ableitungen.

Ein Beispiel flr geodatische Koordinaten auf beliebigen Flachen
gibt § 12 a.

Wir haben bisher so gesprochen, als wére ds® eine positiv
definite quadratische Form. Das ist nun gerade in der Relativitats-
theorie nicht der Fall; vielmehr ist fur alle zeitartigen geodétischen
Linien die Bogenlange p rein imaginar, und wir missen, in Uber-
einstimmung mit (64) die c¢' ebenfalls imaginar wahlen, um zu reellen
Koordinaten fir die Punkte diesseits und jenseits von p zu gelangen.
Trotz dieses Unterschiedes zwischen den genannten Weltgebieten
und dem Zwischengebiet schlielen sich die Koordinaten, die man so
findet, am Nullkegel von P stetig aneinander, und man gelangt
so zu einem einheitlichen Riemannschen Koordinatensystem.

Um dies zu zeigen, machen wir zunachst durch eine homogene
lineare Transformation

fu=—1 $u =i =>1In=+1, dieanderen jr =0

Wir verfahren dann genau so, als wollten wir den Beweis fir die
pseudoeuklidische Geometrie der beschrankten Relativitatstheorie
fuhren.
Fir einen Punkt #* des Zwischengebiets befriedigen wir namlich
Gleichung (63) durch den Ansatz:
el = Eof @ coa b, = Gofpsinbeoay,
o =z Qojpeind siny, o == Sing.

Definieren wir nun einen Winkel ¢ < % durch die Gleichung:

gy = Zg9,
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so folgt nach (64);
2l == p Y&of* @ + Sintpcosy cos &,
2 = pY@of? @ 1 Gin? pcos ¥ sin 8 cosy,
2= pYBof'p -+ Sl prosPainb sinyg,
ot = p YCoff @ + SinV @ sin .
Fir einen Punkt X' jenseits von P konnen wir der Gleichung (63)
genuigen, indem wir

el = Y--1 Gin Qeosh, &= ¥—1SinQein P eosy,
==Y —1GinPsindsing, o = y—18{P
machen. Fiihren wir dann enen Winkel ¥ > % durch die

Gleichung: bW = Gotg®

(66d")

} (66¢€)

ein, so folgt:
X1 =Y 1p VGNP + Gini P cos o8 d, ...
Xt = Y= 1pYEop & | Gin2 D sin ¥

Jetzt sollen sich 4 und ¥ mehr und mehr ihrem gemeinsamen
Grenzwert T nzhern. Dann wird @ bzw. & Uber alle Grenzen
wachsen und gleichzeitig p immer ndher an Null riucken. Wir
wollen beide Grenzibergange so fithren, dal in beiden Gebieten
3 #%* bzw. ¥ X den gleichen reellen Wert ¢4 behélt. Dann haben

s¥EoPe + Giwg baw. Y—1pVEofi D + G @

dabei densdlben reellen Wert r, und es streben # und X¥ demsdben
Grenzwert zu. Damit ist die Stetigkeit der Koordinaten am Nach-
kegel bewiesen. Fir den Vorkegel zeigt man se, indem man zunéchst

o= —¥Y1Gf@
In dem genannten Grenzfall wird cos$ = siny¢ und cos®F
= dn ¥, so daB nach (66d') oder (66f) die Gleichung
2 p ottt =0, , ., . (66g)

} - - (66f)

setzt.

besteht. Se stellt den Nullkegel des Punktes P in den ihm zu-
gehoérigen rechtwinkeligen Riemannsehen Koordinaten dar, wie auch
die Geometrie beschaffen sein mag. Die geodatischen Nullinien
sind nach (64) durch die Gleichunaen

izttt = aliat gt at
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dargestellt, wobei die Konstanten a der Beziehung
't et —@* =0 , ., ... (86h)

genugen. Verzichtet man auf die Bechtwinkeligkeit im Punkt P,
sotritt an Stelle von (66 g) und (66 h)

%ﬁ;w‘z‘:(ﬁ und gﬁu“‘“'=°-

b) Die Parallelverschiebung eines Vektors. Wir defi-
nieren einen Vektor durch die Forderung, dal? alle ssine Kom-
ponenten 4'f im System x' konstant sind. In einem anderen, un-
gestrichenen System sind nach den Transformationsformeln fir
Vektoren die

A = 3—‘A".......(66i)
dessen Komponenten. Fir zwei Punkte, P und Q, deren Abstand im
gestrichenen System durch den Zuwachs da’® der Koordinaten be-
stimmt ist, betragt dann der Unterschied der Komponente A im
ungestrichenen System

9.4 a*zd
[ om o — — AT L
d A gd e gaxﬁad-‘t.d”' ;

und hier ist nach den Christoffelschen Formeln (60):
ki) da* o im|t de?
az"aaf-“’ E[ ldf‘df'+§{k P
Nun s aber das gestrichene System ein fir den Punkt P geoda-

tisches. Dann verschwinden, wie wir gesehen haben, in ihm die auf P
bezogenen Drei-Zeiger-Symbole und wir finden

_ ki 6aa‘
dAj - tlin{ ] A" dx"‘

oder in Hinblick auf (66i) und die Beziehung E — dm"" = da"

ufﬁ_.zl’j.‘]mdz'.. C . (67)

Jetzt definieren wir es als unendlich kleine Parallel-
verschiebung eines Vektors, wenn wir ihn von P so nach
dem unendlich benachbarten Punkt Q verpflanzen, dal
sich dabei seine Komponenten, bezogen auf ein fir P
geodéatisches Koordinatensystem, nur in GréRen hoéherer



Ordnung verandern. Welches der verschiedenen fir P geo-
détischen Systeme wir dabei zugrunde legen, ist gleichgiltig; nach
(67) verschwindet dA' immer, wenn die g-Klammern Null sind.
Aber in nichtgeodatischen Systemen erleidet der Vektor A
bei seiner Parallelverschiebung Anderungen an seinen
kontravarianten Komponenten; welche, das lehrt Glei-
chung (67).

Diese Definition schliefdt sich den euklidischen Verhaltnissen so
eng als moglich an. Auch unter ihnen darf man ja die Parallel-
verschiebung, die uns dort wohl bekannt ist, nicht durch die Konstanz
der Komponenten in irgend einem krummlinigen, sondern nur in
einem geradlinigen Koordinatensystem festlegen. Diesem aber ent-
spricht in enem Riemannsehen Raum das geodatische System.
Damit hangt zusammen, dal sich die Komponentenanderungen dA4¢f
keineswegs sdbst als Vektorkomponenten auffassen lassen. Waren
ge es, s0 wére es unmdoglich, de durch passende Wahl der Koor-
dinaten alle zum Verschwinden zu bringen. Nur fir zwei im
gleichen Punkt liegende Vektoren gilt der Satz von § 6,
dal3 sich ihre Komponenten bei Addition und Subtraktion
immer wieder zu Vektorkomponenten zusammenfiigen.

Auch dieser Zug findet sch sthon in der euklidischen Geo-
metrie, sobald man krummlinige Koordinaten benutzt. Man fihre
in die euklidische Ebene etwa Polarkoordinaten r, & ein und ver-
schiebe einen zur Richtung der x-Achse, £ == ¢ dauernd parallelen
Einheitsvektor (diese Angabe hat in dieser Geometrie, freilich auch
nur in ihr, einen ganz bestimmten Sinn) um die Strecke dr, d#. Man
sent,  da  dAr——sin 8a0, 242 ="200 204
Denn es ist s o9 s

¥ &N

AT = zA':casz" Aoza-;A‘:—-—r—.
Auch hier haben die Zuwéchse nicht die Vektoreigenschaft, denn
se lassen sich ja durch Einfiihrung geradliniger Koordinaten fort-
transformieren. Wenn man in der euklidischen Geometrie dennoch
den Satz ausspricht, da auch Vektoren an verschiedenen Orten in
den Differenzen ihrer Komponenten einen neuen Vektor bestimmen,
so denkt man dabei lediglich an die nach geradlinigen Koordinaten
genommenen Komponenten; nur mit dieser Beschrénkung gilt er.

Bei einer Parallelverschiebung bleilben nicht nur die kontra-
varianten, sondern auch die kovarianten Vektorkomponenten in
geodédtischen Systemen erhalten. Da die ersten Ableitungen der gik



im hervorgehobenen Punkt Null sind, schliefit man dies [leicht aus

der Gleichun
’ A= 4,

Infolgedessen bleibt fir einen Vektor das Quadrat seines Betrages,
}_A‘A;., fur zwei Vektoren das skalare Produkt, EA‘B;, und

darnlt der Winkel zwischen ihnen erhalten. Diese Aussage gilt
wegen der skalaren Natur dieser GroRen aber fiir jedes Koordinaten-
system und ermdglicht uns leicht, die (67) entsprechende Formel
fur kovariante Komponenten aufzustellen. Denn unterwerfen wir
die Vektoren A und B einer gemeinsamen Parallelverschiebung, so
ist nach der auf B* angewandten Formel (67):

(S 4B) =S Hia+ S 4B
= S B (a4 — 37} 4ad#),

und da dies fir jeden Vektor B verschwinden muB, ist
dA,:E[‘;]A;dz'. N ()
kt

Natirlich sind auch die dA; nicht Vektorkomponenten.
Verschieben wir den Vektor A nicht parallel, sondern unter
Drehung, so sind die Ausdriicke

JA(-%:{?}A.dx’ und 445+§[§.']4*M

nicht mehr Null. Wir kdnhen aber leicht zeigen, dal} se im Gegen-
satz zu den dAi und dA’ selbst Vektorkomponenten bilden. Dazu
brauchen wir nach § 6 nur nachzuweisen, da sie sich mit einem
beliebigen Vektor B zu einem skalaren Produkt vereinigen lassen.
Und diesen Nachweis fihren wir, indem wir den Vektor B allein
parallel verschieben und die Anderung des Skalars

3 4iB; = 3 4P
Ed i

berechnen, welche selbst ein (hier von Null verschiedener) Skalar
ist. Dabei finden wir namlich einmal wie oben, indem wir dBi nach
(67) ausdriicken:

a(;m:sf) = 23* (34;— %‘[Q}A,w).



Ahnlich, aber unter Benutzung von (67a) fur dBj 4Bt sieh
schreiben:

a(?m&) == ;:;,- (dAJ+§{’;-I]A'ds‘).

Derselbe SchluR [&aRt sch Ubrigens aus der Vektornatur der
Unken Seite von (60) ziehen, da wir von dieser Formel hier aus
gegangen sind.

Unter der Richtung einer Kurve versehen wir den Einheits-
vektor, dessen Komponenten zu den langs der Kurve genommenen
Differentialen daf proportional sind. Ist ds das Differential der

Bogenlange, so sind also die Quotienten %3;-‘ seine  Komponenten.

Dividieren wir in (67) durch ds, und setzen wir fir A den Rich-
tungsvektor, so finden wir

d g kT da* @2
W‘*‘;lil'&??ﬁ':o‘

Diese Gleichungen stimmen mit den Differentialgleichungen (55)
der geodétischen Linien Uberein. Es ist also ein Kennzeichen
der geodéatischen Linien, daR sie im Fortschreiten ihre
Richtung parallel verschieben, also nicht &andern. Sie
sehen auch hierin den Geraden der euklidischen Geometrie so
nahe, wie das in allgemeinen Riemannsehen Raumen nur mdglich
ist. Dies ist sogar die anschaulichste allgemeingultige Eigenschaft
der geodétischen Linien. Daf de das in § 7 behandelte Variations-
problem l6sen, ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend dafur,
da de die kirzeste Verbindung zweier Punkte bilden. Schon in
der Flachentheorie ist dies nur unter gewissen Bedingungen der
Fall. In der ,Welt" der Relativitatstheorie gilt es um so weniger,
als deren Linienelement nicht definit ist.

89. Vektor- und Tensoranalysis.

a) Ko- und kontravariante Differentiation. Kompo-
nenten eines und dessdben Tensors zweiten Ranges sind die GrofRRen:

Au—aP‘ E['*}Pa. A‘-—-—-+Z{” LB (e8)



Denn sind die dx' die Komponenten einer Verschiebung vom Be-
trage ds, so sind

Sa¥-Eegl el

nach den SchluBbemerkungen in § 8 Komponenten des gleichen
Vektors. Man' bezeichnet die Komponenten dieses Tensors als die
kovarianten Differentialquotienten des Vektors P und
schreibt:

DyPy = gf; ["{‘]P., D.Pi:%f—:+z[‘:.’]m. . (89)
=

Verschwinden se so geht in der Umgebung des betrachteten Punktes
das Vektorfeld durch Parallelverschiebung aus dem Vektor im ge
nannten Punkt hervor; dasFeld ist dann in diesem Punkt stationér.
Die gewohnliche Differentiation lieferte hier keinen Ausdruck von
Tensorcharakter; doch geht flir geodatische Koordinatensysteme die
kovariante wegen des Verschwindens der Drei-Zeiger-Symbole in
gewohnliche Differentiation Uber.

Komponenten eines und desselben Tensors dritten Ranges bilden
ferner die kovarianten Differentialquotienten eines Tensors
zweiten Ranges:

Ly ]
DIy = 3 ;{f;] Tiu—‘g [‘ﬂﬂ Ty

T = dr‘+2[*"‘]2‘* E‘skliﬂs (70)
DIs = 5?-;-5”}[*;"} z'*-+§[";“]r~r.

Es geniigt, dies fir den Fall zu beweisen, dal3 der Tensor T durch
Multiplikation zweier Vektoren P und @ entsteht; denn auf den all-
gemeinen Fall, in welchem eine Reihe solcher Produkte zu summieren
ist, Ubertragt sich dieser Beweis wegen des linearen Auftretens des
Tensors Ty ohne weiteres.  Setzt man aso

Tﬂ = P‘Q}, I’l P;Q' T" }——] P‘@,
L aue, Reativitatsprinzip. I | . 6
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s findet man _

o= (- o)+ o (- 1)
= F. -Dx¢s+¢l Dy 1y

nay=n(J5E+ El70) + o (G- )
= P:-D;‘D‘+ @ . D, P;

e 2 (G S 07)+ 0 (G 7))
= P 0,0+ G DL

(71)

und hier ist jedesmal eine Vektorkomponente mit einer Klammer
multipliziert, welche nach (69) Komponente eines Tensors zweiten

Ranges ist.

Durch Fortsetzung dieser SchluBweise, d. h. indem man den
Tensor mten Ranges als Produkt aus einem Vektor und airfem
Tensor (m—I)ten Ranges auffalt, zeigt man die Tensornatur der

kovarianten Differentialquotienten:

DaTois = 355 () — E{“]TM,HE[ ]r,...,
S
Db'*"m’“’gi(fn.’)“‘;[?]T.l—.'gl:}}%.’
+2{rar
Dy = —;,(TWJ-{- E["'*‘ T 4 2[’“"]1%1
+ Sl
und allgemein:

D-Ta...:...=a%(Ts,...¢,)-22['f]r,‘_““_lmﬂ_‘_‘;
D, T4 —-___.(Th ﬂ-)+22[pk}ra -1 8010 i

J

(1)

{(Tlm)



Die kovarianten Differentialquotienten der Formeln (69), (70),
(71') und (71a) bilden, wie gezeigt, die Komponenten je enes und
desdben Tensors. Deswegen kann man die Hebung eines Zeigers
an dem differentiierten Tensor von der unteren in die obere Stellung
oder umgekehrt dessen Senkung hinter dem Zeichen Dy der kovarianten
Differentiation ebenso vornehmen, as stande dies Zeichen nicht da.
Zum Beispiel:

DIty =S DTy

L™

- AR
‘-;29;1!‘"'9:..:..”*1'

W ir koénnen weiter nach derselben Regel das Zeichen k am D heben,
wenn wir als kontravariante Differentialquotienten die
Tensorkomponenten

ﬂT‘l'”‘u.ﬁ.---J’ =2§“DIT&'““.‘1"-J’¢ -+ (71b)
I

definieren, welche natirlich demsdben Tensor angehéren, wie die
kovarianten Differentialquotienten.

Auch flr einen Tensor nullten Ranges, d. h. einen Skalar e,
fuhren wir der GleichméRigkeit wegen eine kovariante Differentiation
ein, die dch freilich nicht von der gewohnlichen unterscheidet; wir
setzen:

p,.pzs"%:r'@aa,%. c . (T2)

Dies ist ein Vektor, weil 2
d d
09T =55
ein Skalar ist.

Da fir ein geoddtisches Sysem be allen Tensoren die ko-
variante in die gewothnliche Differentiation Ubergeht, so gilt ein Satz,
der sch auch shon in (71) &uRert: Die kovariante — und
ebenso die kontravariante — Differentiation eines Pro-
duktes aus Tensoren istwie bei der gewdhnlichen Diffe-
rentiation so auszufihren, daR man zuné&chst den ersten,
dann den zweiten Faktor als konstant betrachtet und
jedesmal den anderen differentiiert

6*
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b) Divergenzbildung. Diese geschieht, indem wir enen der
Tensoren der kovarianten Differentiation verjliingen. Z. B. ist die
Divergenz des Vektors P der Skalar

Divk == z.: P = %: FUD P = g Dip,  (73a)

die Divergenz des Tensors zweiten Ranges Ty der Vektor mit den
Komponenten

dio T ="2"DyT}, A0'T = SIDT%, . . (72b)
& [ '
die Divergenz des Tensors dritten Hanges T der Tensor zweiten

Ranges
9 AT =D DT usw, . . . . (720)
]

Diese Begriffe sind uns zum Teil schon aus der beschrénkten
Relativitatstheorie bekannt; de sind hier aber fur den allgemeineren
nichteuklidischen Fall veranderlicher gy definiert.

Fuhrt man die angedeutete Operation an den Formeln (69),
(70) und (71') aus, so kann man mit Hilfe von (62 a) die Summation
nach k an den Drei-Zeiger-S[%’} und ["f‘l\ziehen.

Man erhélt fir einen Vektor *):

— L xoli=Py
D"’P—}f_—g; et (73)

flr einen Tensor zweiten Ranges

oz = LSSy,

L] ki (73.)
it — LS =g T kl
ST = F—_j;_d?—+§l .’}T“
und fur einen Tensor dritten Ranges z. B.
1 v oy=pT*™
T = V—_g; 5 -
) 2
G ERCE!
mk )

*) Im Hinblick auf die indefinite Ma3bestimmung der Relativitéts
theorie gent in _den folgenden For m ¥=g; (i r eine deinite miikte
man natiirlich ¥g schreiben.



In der ersten der Gleichungen (73 a) liegt nach (54) die Uniformung
nahe:

Our-| Oy D
S Soenl2) = yE e (i -0

Bei einem symmetrischen Tensor liefert die Summation an den
beiden letzten Differentialquotienten dasselbe; die dem zweiten
entsprechende Summe geht namlich durch die Vertauschung der
Summationszeiger in die dem dritten entsprechende Uber und hebt
de auf. Daher

1 a(}’ :ri 1 s
= —n b
il = 2 ggr 5 (78b)
oder nach (61b)
o, T =

d }‘ _qT 69"
T—E (i _zr., . (130)
Bei einem antisymmetrischen Tensor hlngegen, d. h. bei einem
Sechservektor R, vereinfachen sich die kontravarianten Komponenten

der Divergenz zu: ;
A"'v‘m - Eﬂ(lf—-ym') o (7311)

Wegen der Symmetrie der g-KIammern in den oberen Zeigern fallt
namlich die Doppelsumme in der zweiten Gleichung (73a) fort. Aus
demsdben Grunde fallen die Doppelsummen fort, wenn wir an einem
vollstandig antisymmetrischen Tensor T"/ nach (73a’) die Divergenz
bilden. Es folgt somit:

AT = DT = V=i
]

‘,_z (734"
Von den Rechnungsregeln des ersten Bandes kdnnen wir schon
hier die dortige Gleichung (116) fir einen Skalar g und enen
Vektor P Ubertragen:
Div(pP) = ¢Div P+ (P, Foudeg) . . . . (79
Setzt man in (73 a) fur Ty den MaRtensor gy und denkt man sich
die Determinante g und die g* durch die gy ausgedriickt, so gibt es
in jener Formel keinen Summanden, der nicht einen ersten Differen-
tialquotienten der gik als Faktor enthielte. In einem geodéatischen
System verschwinden aber die Differentialquotienten (8 8). Also
ist der Tensor der Malibestimmung divergenzfrei; oder



c) Rotationsbildungen. Diese sind an allen den Tensoren
mdoglich, welche eine einfache geometrische Bedeutung haben, ndmlich
dem Vektor, der nach § 6 eine Strecke, dem antisymmetrischen Tensor
zweiten Ranges, welcher zwei zueinander senkrechte Flachenstiicke,
und dem vollstandig antisymmetrischen Tensor dritten Ranges, welcher
einen Raum darstellt. Man kombiniert, um se zu definieren, ko-
variante Differentialquotienten s, da vermoge der Antisymmetrie der
betrachteten Tensoren und der Symmetrie der g-Klammern in ihren
oberen Zeigern die g-Klammern fortfallen.

So ist bel einem Vektor P

P OB
fistp P = DB, — Dy P, = by SR (74a)
[vgl.(69)] en Sechservektor. Wenden wir weiter die erste der
Formeln (70) auf ein Sechservektor an, vertauschen wir sodann die
Zeiger i, k, | zyklisch und addieren alle drei Gleichungen, so kommen
wir zu dem vollstandig antisymmetrischen Tensor dritten Ranges,
dessn Komponenten (nach Umstellung der Zeiger k und 1) lauten:

0% I' == Iy T+ 4T+ Dy T

_ 0Tk, 0Ty , 8Tkt + =+ (74b)
" ag + ot T3

Hiermit endet fir drei Dimensionen die Reihe der aufzuzéhlen-
den Operationen. Und zwar ersetzt die letztgenannte fur enen
Flachenvektor Dix die gegeniiber linearen Transformationen in-
variante div B. Fur vier Dimensionen aber kommt noch eine (eben-
falls vollstandig antisymmetrische) Rotation hinzu, namlich die des
vollstandig antisymmetrischen Tensors Tiq, deren einzige Kompo-
nente sich nach (71') zu

et T = Dy Py — Dy s + D Tpa — Dy i

_‘?_Tsu 6 Tyu +6Tm| & Tian <+ (740
R e

ergibt. dax oz dx LE;

d) Wiederholung der ko- oder kontravarianten Diffe-
rentiation ist bei einem Tensor deswegen moglich, weil sich bei
jeder einzelnen dieser Operationen immer wieder ein Tensor ergibt.
Im Gegensatz zur gewohnlichen Differentiation eines Skalars aber
ist bei einer solchen Differentiation nach #f, 2, #'... dieVertau-
schung der Rehenfolge im allgemeinen unzulédssig. Dieser Unter-
<chied beruht darauf, dafl schon bel der zweiten ko- oder kontra-
varianten Differentiation nach den Formeln (69), (70), (71') und (71a)



Differentialquotienten der g-Klammern nach den K oordinaten auftreten,
die sich auch in einem geodatischen System nicht zum Verschwinden
bringen lassen, was doch hei den g-Klammern seihst stets mdglich
ist.  Wir kommen in § 11 nochmals auf diesen Punkt zurick.

Eine Ausnahme bildet die nochmalige Differentiation eines Gra-
dienten, da in diesem nach (72) keine g-Klammer auftritt; also:

Di(Ds9) = Di(Dig), Di(Dhyp) == DH(Dig); . . (The))
oder, da nach (72) und (74 a)
Hoty Fowd g = Dy Dig—DiDy 9,

Roilpabep=0.. . ... . . (T4d)

Nach (74a) tritt ferner in Bot P keine g-Klammer auf, und des-
wegen nach (46¢) und (46d) auch nicht in dem dazu dualen Sechser-
vektor ot* P. Bei kovarianter Differentiation v Bo#* P kann man
deshalb ein geodétisches System zugrunde legen, mit dem Erfolg, daf3
erstens die kovariante in gewohnliche Differentiation (ibergeht, und
zweitens die Differentialquotienten der ]&_g in (46 c) und (46 d) ver-
schwinden. Diesdlbe Rechnung, diein Bd. | zu Gleichung (112) fuhrt,
lehrt dann auch hier:

ist

divg(Rot*P)=10. . . . ., .. (Thek
Bildet man ferner nach (73) und (73d) fiir einen Sechservektor TR

Div dip M = 21)‘1): W".
[T
so kann man hier die Differentiationsfolge umkehren, weil in (73d)

neben den Differentialquotienten kein Summand mit einer g-Klammer
als Faktor auftritt:

2 DD MR = g D DR,

Wegen der Antj~rmmntvin sonen OOE i o

2 Dy Dy W = *?D‘D"‘m“
und durch Ve —'$ DD = — EDaDsm".

Also ist diese Doppelsumme Null:
Titsr Al — 1 - - (74fF)



Ebenso folgt aus dem Fehlen von g- Klammern in (73 d') fur einen
vollstandig antisymmetrischen Tensor T":

dih 4ivT = 5| DiDy TME = > Dy DT = 0. (T41)
* 13
Schliellich bestdtigt man noch nach (74a) und (74b), sowie nach
(74b) und (74c):
goti (RO P) = 0, potiprm(por M) = 0.. . (749)

Durch zweimalige Differentiation und nachfolgende Verjiingung
bildet man die Tensoren

= 3 DDrgp) = ED.(DH;:) Divlpud g,
4
OB = 3 DD P, (T4h)
®
O Ty = >, D*(DyTyy) usw.
3

Man seht an diesen Definitionen, dal dieOperation 3 (, Laplace-
scher Operator") hier wie in der beschrankten Relativitatstheorie
den Rang des Tensors, auf den man dSe anwendet, nicht &ndert.
Rechnet man diese Ausdriicke aus, so ergibt sich z. B. nach (71b),
(69) und (72)

ﬁw:gﬂ"(ézng —,gl';.‘];%)-- - (741)

o o
IDiuPdE = ?aw_“’) det dad dat dot

[val. (38)], erstreckt Uber einen beliebigen geschlossenen, vierdimen-
sionalen Bereich, in welchem der Vektor P endlich und stetig bleiben
soll, ist ein Skalar, da Div P und dd.Z solche sind. Wie in euklidischen
und pseudoeuklidischen Mannigfaltigkeiten 183t es sch auch hier
durch partielle Integration in ein Integral Uber die Begré'"("'/'_ ;‘)
fihren. Fuhrt man namlich an dem ersten Summanden el ‘!-—

die Integration nach x' aus, so erhalt man zwei Ausdriické

+¥—g Prdztdat dat,
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Beide beziehen sich auf die Ausschnitte ans der Begrenzung, in
welchem der tber dem dreidimensionalen Element dx’dx’dx* errich-
tete vierdimensionale ,, Zylinder" durch se hin durchstéRt, und zwar
der positive Term auf den bei hoéherem, der negative auf den bei
niederem Wert x* gelegenen. (Wir machen hier die Annahme, daf
jeder solcher Zylinder nur an zwei Stellen die Begrenzung schneidet;
man befreit sich nachtraglich von ihr, indem man, wie auch sonst
beim Gaullsehen Satz, einen beliebigen Integrationsbereich in Teile
zerlegt, welche ihr geniigen.) Ein und dasslbe Element dS der
Begrenzung liefert bei allen vier Integrationen den Beitrag

V=9 (4 P1jdardzrdzt+ P* [dstdwrdor 4 Pt | dat derdet
+ P+ [ dardatdar),

wobei die Integrale (erstreckt tiber unendlich kleine, aber nicht gerade
parallelepipedisch begrenzte Raume) seine Projektionen bedeuten auf
die vier Raume x' = const, welche durch einen Punkt von dS hin-
durchfiihren. Dieser Beitrag ist eine Invariante, da ja das ganze
Begrenzungsintegral eine solche werden muf3. Er hat ganz die
Form (46 €) und stellt demgeméaR den Inhalt d5, multipliziert mit der
dazu senkrechten Komponente P", dar. Verstehen wir unter n die
innere Normale, so muf} er dassdbe Vorzeichen erhalten wie unter
euklidischen Verhaltnissen; also gilt auch hier der Gauflsche Satz:

DiPdE = —(prds. . (75)

Trotzdem die Divergenz enes Tensors zweiter Ordnung hier
nicht mehr durch die Summe von lauter Differentialquotienten ge-
geben ist [vgl. (73a)], lassen sich vierfache Integrale lber seine
kovarianten Komponenten dennoch in Integrale lber die Begrenzung
verwandeln. In letzteren treten dann die kovarianten Komponenten
des Tensors auf. Vergleiche dariber und Uber andere Integralsitze
die bel der Literatur erwdhnten Arbeiten von F.Jung, H. Lang
und W. Paulil).

f) Galllsche Koordinaten. Der Begriff ,Gradient" gestattet
einen einfachen Beweis flr die friher aufgestellte Behauptung, daR
man bel jeder Art der MalRbestimmung solche Koordinaten einfiihren
kann, in denen die g,(i = 1,2,3) verschwinden. Setzen wir namlich
bei beliebiger Wahl der Funktion (¢ *)

2 = @ (z% 28 5, 24),

*) Nur muB die Richtung von I'gwé @ zeitartig san.



so muB ein Linienelement dx*,dx? dx®, dx* welches auf dem Raum
g == const senkrecht steht, den Proportionen

dal  det A dat
Toublp — T'ga®p — TI'gallp TIgaldiyp

genligen. Diese Differentialgleichungen haben nun drei voneinander
unabhéngige Ldsungen, die wir in der Form

Flet, a0, 28, 28) = consl, gz, a8 28, 24) = condl,
h{z) b, 2%, 28) == const
annehmen wollen. Wir brauchen dann nur g't=1/F, s =g,
#'* = & zu setzen, und haben damit ein Koordinatensystem, in
welchem die eine Schar von Parameterkuryen auf den R&umen
't = const senkrecht steht. Infolgedessen ist hiernach [vgl. (17)]

fe=gu=gu=~0
Der umgekehrte Weg, da® man die eine Schar von Parameter -
kurven vorgibt und dann die dazu senkrechten Raume aufsucht, ist
dagegen im allgemeinen ungangbar, schon unter euklidischen Ver-
haltnissen. Diese Kurven lassen sich namlich als Kraftlinien enes
Vierervektors P auffassen: es gibt im euklidischen Raum nur dann

gneF u n |P{&EL2%2%2%),i r weche mit einem integrierenden
Faktor 4
8¢ _ 3

a5 = M

gesetzt werden kann, wenn das Vektor produkt
[P,Roi*P) =0

ist. Man macht sich ebenfalls am Beispiel der euklidischen Geometrie
leicht klar, daf3 es nichts niitzt, jene Parameterkurven als geodétische
Linien zu wahlen.

8§ 10. Der Riemann-Christoffelsche Tensor.

a) Endliche Parallelverschiebungen. In 8 8 haben wir
die unendlich kleine Parallelverschiebung enes Vektors von einem
Punkt Py nach P; betrachtet. Es blelben dabei erhalten sein ab-
soluter Betrag und sein skalares Produkt mit jedem gleichfalls Uber
die Strecke PyP; parallel verschobenen Vektor. Stellen wir nun in
Py in einem System von Vektoren jeden durch eine unendlich kleine
Strecke dar, so Ubertrégt sich der von ihnen gebildete , KompaRR"
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bei der genannten Parallelverschiebung wie ein starrer Korper nach
P;; denn es bleiben ja alle seine Abmessungen und Winkel erhalten.
Von P; kénnen wir ihn dann wieder durch Parallelverschiebung aller
ihm angehdrender Vektoren zu einem unendlich nahen Punkt P,
verpflanzen. Die Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt schliefllich
die Parallelverschiebung Uber eine endliche Strecke eines beliebigen
Kurvenzuges. Gehort letzterer einer geodédtischen Linie an, so
bleiben die Winkel dieser Linie mit den verschobenen Vektoren
erhalten. Denn die Richtung einer solchen Kurve wird ja léngs
ihr selbst parallel verschoben und die Winkel zwischen parallel ver-
schobenen Vektoren bleiben dieselben»

In euklidischen Verhdltnissen gibt es in jedem Punkt P zu
jedem Vektor in Py eine, und nur eine Parallele; diese bildet die
Endlage des betreffenden Vektors, wenn wir ihn von P, nach P
parallel verschieben; welchen Weg wir dabei einschlagen, ist gleich-
glltig. Wie verhélt es sich damit

in Riemannsehen Raumen? Fig.9.
P, dn P

b) Ein Kreisprozel3. In
Fig. 9 verschieben wir den Mittel-
punkt des Kompasses, d. h. den dr Sx!
gemeinsamen Ausgangspunkt aller
seiner Vektoren vom Punkt Py mit
den Koordinaten X' nach P; mit den p; az? |
Koordinaten z¢ -+ %%, und zwar so,
dald jeder Vektor eine Parallelverschiebung erfahrt. Die kontra-
varianten Komponenten eines Vektors A andern sich dabei nach
(67) um ol

ddl = — ;{ ) graz.

Dann verschieben wir ihn weiter von P; nach P, einem Punkt mit
den Koordinaten af+4 daf4 85~ Das ruft fur A eine zweite
Anderung

0t = = Y+ 48)00

ki

hervor. Nun fihren wir ein anderes Mal den Mittelpunkt von Po
Uber P, (Koordinaten: #¢-4 829 nach P, indem wir die Ver-



Schiebungen um die daf und daf in der Reihenfolge vertauschen.
Dann wére der Gesamtzuwachs von Al

8y &) + dydd = — S (M| a8

S (=S arsa)as — 3 L #raddem,

Umgekehrt andert sich A bei einer Verschiebung von P liber P,
nach Py um -— 8, A — dg A%, Umkreist der Mittelpunkt des Kom-
pases also das Viereck PoP,PP, so bleibt fiir 4 die Anderung

DA = &\ A+ 0, AV —dg AT — B, AY
= S5 -S ) Er) |arestte — asmont
Nim -

Hier vertauschen wir die Summationsbuchstaben | und m und
addieren den so gefundenen Ausdruck:

Dg_ﬂ:—éz.ﬁ’kmd"(d:c‘&x"—dx"&x" coe 1Ty

= 1= (S )= 1)) o

Die DA’ sind Differenzen zwischen Komponenten von Vektoren am
gleichen Orte, aso nach § 6 sdbst Vektorkomponenten. Die
Rt sind somit nach (76), wo se mit den kontravarianten Tensor-

komponenten A* ([t Sz™ — damdah)

multipliziert auftreten, gemischte Komponenten eines Tensors vierten
Ranges, des Riemann-Christoffeischen Tensors.

Dies lehrt uns Gleichung (76) in formaler Hinsicht. Sachlich
aber beantwortet se unsere Frage dahin, da der ,KompaR" und
somit auch die Vektoren bei Parallelverschiebung langs geschlossener
Bahnen nicht wieder in die Anfangslage, sondern in ene dagegen
gedrehte zuriickkehrt*).  Wir haben das zunédchst zwar nur fir ein

*) In einer Mannigfaltigkeit von mehr als zwel Dimensonen hebt
diese Drehung einen anfangs in der durch die Verrickungen dx' und ox'
bestimmten Fléche liegenden Vektor im allgemeinen aus diessr Flache
heraus Die Drehungsachse seht a0 nicht auf ihr senkrecht. Hat die
Mannigfaltigkeit nur zwei Dimensonen, so gilt fir den Drehwinkel ein
einfaches Gestz (vgl. 8 11 b).



unendlich kleines (Quasi-) Parallelogramm gezeigt Wir wissen aber
vom Stokosschen Satz der gewdhnlichen Vektortheorie in drei
Dimensionen her, daf} sich die Umkreisung einer endlichen Flache
von der Gesamtheit aller Umkreisungen aller ihr angehdrigen Teil-
flachen nur dadurch unterscheidet, dal bei dem letzteren Verfahren
alle zwei Teilflachen gemeinsamen Randkurven zweimal in entgegen-
gesetztem Sinne durchlaufen werden, sch bei der Summation also
aufheben. Darum laf3t sich das Ergebnis ohne weiteres auf beliebige
von Singularitaten freie Flachenstiicke Ubertragen.

Das beweist uns ferner, was wir freilich schon ohnedem, wissen
konnten, da3 es namlich in Riemannschen Rdumen zu einem Vektor
im Punkt P nicht in jedem Punkt Q eine , Parallele’ gibt. Verschiebt
man ihn allméhlich von P nach Q parallel mit sch sdbst im Sinne
von § 8, soist die Endlage durchaus von dem eingeschlagenen Wege
abhéngig. Wenn aber der Riemann-Christoffelsche Tensor ver-
schwindet, dann, und nur dann, fallt diese Vieldeutigkeit fort, und
man kann ohne weiteres zwei Vektoren in verschiedenen Punkten als
gleichgerichtet bezeichnen; im allgemeinen aber hat eine solche Aus-
sage keinen Sinn.

c) Das invariante Kennzeichen der euklidischen Geo-
metrie. Die euklidische und pseudoeuklidische Geometrie haben wir
friher dadurch gekennzeichnet, dal3 es in ihr Koordinaten gibt
(n@mlich die geradlinig genannten), in welchen der Malfitensor gut
konstante Komponenten hat. Das System der #'F gehére dazu. Nun
wird uns aber eine andere MaRbestimmung

da'zzgﬂdz‘ﬂs“. N (i)
ik

mit veranderlichen gc vorgelegt, und wir sollen entscheiden, ob se
sch durch eine Transformation &f = f#{z"/) in die erstere Uber-
fuhren 1aRt. Dies ist notwendig und hinreichend, damit die durch
se bestimmte Geometrie euklidisch (oder pseudoouklidisch) ist
Angenommen, die Parallelverschiebung jedes Vektors fihre in
unserem n-dimensionalen Kontinuum zu einem vom Wege unab-
héngigen, also eindeutigen Ergebnis. Dann konnen wir folgender-
maRen neben dem beliebigen Koordinatensystem x' ein System z'f
konstruieren, dal3 wir von n beliebigen, aber linear unabhangigen,
in einem Punkt gelegenen Vektoren A® ausgehen und jeden davon
nach jedem anderen Punkt parallel verschieben. Jeder von diesen soll
nun in jedem Punkt nach Richtung und Lé&nge eine Koordinaten-
achse bestimmen, indem seine kontravariante Komponente nach einer
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Koordinatenrichtung gleich 1, nach allen anderen Sichtungen O ist.
I'n Gleichungen: .

1, wenn j ==k,
0, wonn j 3~ k.

Wie man sieht, hat diese Bestimmung nur unter der Voraussetzung
einen Sinn, daB durch die Parallelverschiebung auch in jedem Punkt
die Richtung von A eindeutig definiert ist.

Im Koordinatensystem x' hat A? die kontravarianten Kompo-
nenten

AR —

At = 9 g 088 (78)
s iz

[ n a(d7a)]. 2 i der Parallelverschiebung vom Punkt x* zum
Punkt #* 4 d#* andern de sich nach (67) um

4 AP — ~3 [EY wr g,

%(g%) {H]ﬂa*

Diese Gleichungen fassen wir mit be:l':‘ zusammen; links entsteht
S0 (9t od __ #st
T o \awt d™ T g™
so dal wir finden:
R {H]aw_‘ LL
d¥az™ S g™

Nach den Christoffelschen Formeln (60) ist also
LI
255

Die unter diese Formel fallenden Beziehungen, welche diesdlben
Zeiger j, m betreffen, bilden n homogene lineare Gleichungen fir
n g-Klammern I’?‘l + Die Determinante diesss Systems

daxl da" -
kann nach (78) und wegen der Voraussetzung, daR die Vektoren A%
linear unabhéngig sind, nicht verschwinden. Also schlieen wir auf
das Verschwinden aller gestrichenen g-Klammern, und daraus gemafi
(57 a) auf dieK onstanz der gix. Eindeutigkeit der Parallelver schiebung

so dai folgt:
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ist somit hinreichende Bedingung fiir die Gultigkeit euklidischer
Geometrie. Da de dafur gewif3 auch notwendig ist, 1483t sich der
Satz aussprechen: Die euklidische Geometrie, einschlieRlich
der pseudoeuklidischen, &Rt sich unter allen auf dem py-
thagoréischen Ansatz (77) als MaRbestimmung beruhenden
Geometrien entweder durch dasVerschwinden des Riemann-
Christoffelschen Tensors kennzeichnen oder durch das
Parallelenaxiom*).

Verschwindet die durch (69) eingefiihrte kovariante Ableitung
Dkxpi enesVektorsP fir einen Punkt in allen ihren Komponenten,
so nennt man den Vektor, wie schon erwéhnt, stationar in diesem
Punkt; in dessen Umgebung lait sich dann seineRichtung und Grole
Uberall durch Parallelverschiebung von jenem Punkt her ableiten.
StationareVektorfelder von endlicher GréRe gibt es aber nach diesem
Satz nur in der euklidischen Geometrie.

d) Die kovarianten Komponenten des Riemann-
Christoffelschen Tensors. Wir berechnen se aus (76a) nach

der Formel
Bpaw = ZQfJthl-.

Indem wir zunachst den Faktor gij.in die Differentialquotienten
mit hineinziehen, finden wir nach (56):

e = ] = ]

+z[ kl’ O%in __ um]) {km](agﬁu [,:.D]

Die Faktoren der beiden g-Klammern lassen sch nach (57) verein-
fachen. Machen wir dann an diesen g-Klammern nochmals von (54)
Gebrauch, o folgt:

Rsim = a5 [4]
+ 2[R G)-10

— 1 Pon + ‘3'8':- s T
tlagfda™ ' adtad ol adta

+ S -EIT

_ *) Bieten Bewes verdankt der Verfasser ener freundlichen Mit-
teilung von L. Bieberbach.

(79)
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Man bestatigt hieran die Regeln:
Ririm = — Rismt = — Hiitw = Rimix, - - (758)
Rivio + Rygimi + Brgem = 0.. . . . . . (79D)

Weitere, von den angegebenen unabhéngige algebraische Gleichungen
bestehen zwischen den Rjyim nicht.

Das erméglicht uns, die Zahl der von Null verschiedenen,
linear unabhéngigen, kovarianten Komponenten dieses Tensors zu
bestimmen.  Wir fihren dies nur fur vier Dimensionen durch.
Zunéchst kommen fur die Zeigerpaare ik und Im nur die sechs
Kombinationen 23, 31, 12, 34, 24, 14 in Betracht. Denn wéren die
Zeiger eines Paares einander gleich, so wére das zugehdrige Rym
nach (79 a) Null. Ordnen wir die so gefundenen 36 Komponenten in
eine quadratische Matrix, indem wir ale mit Ubereinstimmendem ik
in die gleiche Zeile, mit Ubereinstimmendem Im in dieselbe Spalte
schreiben, so finden wir aber nach (79a) symmetrisch zur einen
Diagonalen je zwei gleiche Komponenten. Wir brauchen also nur
die folgenden 21 Komponenten anzufihren:

2323 2331 2312 2334 2324 (2314)
331 3112 3134 (3124) 3114

1212 (1234) 1224 1214

3434 3424 3414

2424 2414

1414

Zwischen den drei eingeklammerten Komponenten besteht aber nach
(79b) die Gleichung
Rist Ragzs + Razia =0.. . . . . . (790

Also hat derRiemann-ChristoffelscheTensorin vierDimen-
sionen je 20 von Null verschiedene und voneinander un-
abhéngige ko- und kontravariante Komponenten.

Streichen wir in dem vorstehenden Schema alle Kombinationen,
welche die Ziffer 4 enthalten, so bleiben sechs Komponenten, streichen
wir auch alle, welche die Zahl 3 enthalten, so bleibt nur Rizi..
In drei Dimensionen hat jener Tensor sechs, in zwei Dimen-
sionen nur eine wesentliche ko- und ebensoviel kontra-
variante Komponenten*).

=1,

*) In n Dimensionen wére diese Zahl =



Durch Verjiingung finden wir, ausgehend von Formel (76a),
den Tensor der Krimmung

By = zﬂ"hm Ey‘“ﬂinlu
=3[l f”}]+2[[*”l['”‘l )

Er ist symmetrisch; das lassen die Glieder der rechten Seite un-
mittelbar erkennen, abgesshen vom ersten. Nach (62a) aber hat
dies den Wert 5 ) e )

L km) ogV—g

63'2[ } dtad '

ist also ebenfalls symmetrisch in k und I. Durch nochmalige Ver-
jungung kommt man zu der invarianten Krimmung

R—zg“ﬂu—zg"‘?"&um C (81)

ikim

In zweli Dimen<nnen wn
Ryg1s = Bam == — B3y = — Rgqy

die einzigen nicht verschwindenden Komponenten des Riemann-
Christoffelschen Tensors bilden, wird danach

R == 2(p"* — " ") Ryyye;
oder, da nach (20) die Determinante der g* das Reziproke von g ist
Buypy=—3g.R . ... ... (81a)

Indem man nach (80) aus Ry, die Ry unter Berlicksichtigung
der Beziehungen gg* =— gag, #4™ == — 10, §04" = g, berechnet,
bestétigt man schlieBlich:

R“.-T*QM-B. e e e e (Blb)

Hier bestimmt also allein die Invariante R die beiden Tensoren voll-
stéandig. Das ist in drei Dimensionen nicht mehr der Fall. Wohl
aber bestimmen dann die schs Komponenten Ry, die sechs Kom-
ponenten Riyym gemél? den Auflésungen der Gleichungen (80) nach
den letzteren. In vier und mehr Dimensionen |&Rt sich aber der
Riemann- Christoffelsche nicht aus dem Krimmungstensor be-
rechnen, denn ersterer hat weit mehr Komponenten. Somit kann man
Laue, Réativitttsprinrfp. 1. 7



nach Abschnitt e) dieses Paragraphen in * zwei Dimensionen das Ver-
schwinden der Invarianten R, in drei Dimensionen das Verschwinden
des Krimmungstensors als Kennzeichen der euklidischen Geometrie
hinstellen. In vier und mehr Dimensionen aber mufl man dabei an
den Riemann-Christoffelschen Tensor sebst anknipfen.

Der Krimmungstensor Ry ist der einzige, welcher sich aus dem
Riemann-Christoffelschen Tensor R | mdurch Verjingung ab-
leiten 1aBt. In (80) haben wir nach den Zeigern i und m verjingt.
Man hétte wegen der in (79a) ausgesprochenen Symmetriebeziehungen
ebensogut nach k und | verjingen kénnen. Eine Verjiingung nach
i und | oder nach k und m liefert wegen (79a) wieder der Kr immungs-
tensor, nur mit umgekehrtem Vorzeichen; und die dann noch Ubrig
bleibenden Mdoglichkeiten, nach fand k oder nach | und m zu ver-
jungen, liefern identisch Null.

e) Der Tensor Rik—gg“.R ist divergenzfrei. In
einem geodatischen Koordinatensystem x* namlich, und zwar in
dessen  hervorgehobenen Punkt, hat die Divergenz des Tensors Ri
nach (73 a) wegen des Verschwindens der g- Klammern und der
ersten Ableitungen der gk die kovariante Komponente mit dem
Zeiger o

aRl’ulm

P D Lk

kitm

Nach (79) folgt dafir:

- gu_l - ymu
Zg"‘g‘ datoztaz™ zgklt d¥ 0t iz

ﬂslu
(82)
ig Him _dﬁ’i
+3 “%‘g" (Ow“aa:"dx dz®dx® ™

Und hier heben dch die beiden ersten Summen fort; denn ver-
tauscht man die Summationszeiger i mit k und | mit m, so geht
die zweite in die erste Uber.

Sodann hat im gleichen Koordinatensystem die Divergenz des
Tensors mit den Komponenten — %Ry« als kovariante Kom-
ponente mit dem Zeiger a wegen der Divergenzfreiheit des MaRtensors
einfach den Ausdruck
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denn nach § 6, d) sind die 3 die gemischten Komponenten des Maf3-
tensors; de sind gleich 1 oder 0, je nachdem ihre Zeiger Uberein-
stimmen oder nicht. Nach (81) und (79) folgt dann

16_11 = %_2 gggggmaRﬂtlm

%3z
ikim
& i |
—1 mantf  CHm LY )
4,‘29‘ ¢ gz"0fdr  0x"dx'da™

gy a3

= lgim —_ b .
+4§.9”‘ (6::“6:“6::“ dz*dz* o

Vertauscht man hier i und | mit k und m, so geht die erste

Summe in die zweite Uber; beide zusammen vernichten gerade die
noch Ubriggebliebene dritte Summe von (82).

f) Die Sonderstellung des Riemann-Christoffelsc*yj
Tensors. Keine physkalische Theorie 18Rt sich zunachst ohne eine
gewisse Willkur entwickeln, und man vermag meist erst hinterher,
wenn man das Lehrgebaude ganz vor Augen hat, deren MaR zu
beurteilen. So wird esuns in AbschnittV auch bei Einsteins Ldre
von der Schwerkraft, namentlich bei der Aufstellung da@ Dihe-
rentialgleichungen des Schwerefddes gehen. Um aber
herein enzusehen, wie gering in diesem Falle die
wollen wir hier einen Satz Uber die einzigartige Stellung des Tensrs
Rikum entwickeln. Wir beweisen: Der Riemann-Christoffels che
Tensor Rk ist in dem Sinn der einzige Ten
ausden gy, ihren ersten und zweiten Abletungen btlden
lant, dal sch jeder andere Tensor, auf diesebenfalls
zutrifft, auf diesen zurickfuhren lassen muf3

Zu diesem Zweck fassen wir ein Koordinatesystem Ins Auge,
welches fur den Aufpunkt P geodatisch und
die Gesamtheit der Transformationen nach dem Sd”m]a(66) in § 8a:

=gt - 2 ﬁk]‘d‘ ';S‘HI'*I
*iﬂ U need
welches, wie dort gezeigt, ein derartiges Koordinatensystem in oin
gleichartiges Uberflihrt. Dabei bleiben dieg;x undinreer sten Ab-
leitungen im Punkt P ungedndert, jene namlich gleich 1 ode Owen
wir unshier diebedeutungdoseVoraussetzung einer postiv definiten
MaRbestimmung gestatten, diese alle gleich 0. Eben so angen dert
bleibt jede Komponente jedes andere Tewsrs in Funkt. P, da ja
7*
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dort die Richtungen der Koordinatenachsen nicht verandert werden.
Die Transformation der

g
37 a:., = gixim Gikim = Pritm = Gikmp)

aber finden wir, indem wir die Gleichung

, az® Az’
Fix — Bm" 8:\1"‘ Fab

nach #% und '™ differentiieren, fur den Punkt P finden wir so:
Fon = S 0250 007 02
klm = axr‘ Bx'* dx"ﬂm"' afyd

+2(a g8t g x* L

202 a2™ az* +Ba:" a* oz ™) I8

Fintn = Jiim + Fiam + alilm‘ e (83)

I'st nun der obige Satz richtig, so missen diese Transformationen
fur die Veranderung der gikim im Punkt P so viele Freiheitsgrade
ergeben, als der Differenz zwischen der Zahl der gwim und der Riym
entspricht. Mehr Freiheitsgrade sind unmdglich, weil ja die Konstanz
je einer Komponente Ry eine Bindung fiir die Veranderungen der
Oiwm ergibt. st jener Satz aber falsch, gibt es also noch andere, von
den Ryum unabhéngige Tensoren, die den dortigen Bedingungen ge-
niigen, so muB die Zahl dieser Freiheitsgrade entsprechend kleiner sain.

Nun _abt es in vier Dimensionen 100 (in n Dimensionen
[£7 (s 4 1)]2} zweite Ableitungen g, da die Zeigerpaare ik und im
je zehn [bzw. § #{n + 1)] verschiedene Kombinationen durchlaufen.
Nach Abschnitt d) diesss Paragraphen ist die Zahl der Rym 20
[bzw. { u%(#% — 1)]. Die Frageist also: Geben die Transformationen
(66) den g x| m 80 [baw, in?(n 4 1)(» + 2)] oder weniger Freiheits-
grade der Veranderung im Punkt P?

In jedem Koeffizienten a'y;,, der Koordinatentransformation (66)
kann man die unteren Zeiger beliebig miteinander vertauschen, ohne
dafll der Koeffizient ssnen Wert &ndert, es kénnen zwei oder auch
alle drei densdben Wert haben. Infolgedessen gibt es 20 [bzw.
{n(n 4 1)(n 4 2)] Kombinationen fur die Tripel kirn, und da der
obere Zeiger unabhéngig davon jeden Wert annehmen kann, 80
[bzw. §#2 (s + 1} (n + 2)] Koeffizienten a’;q Diese sind in (83) zu
100 [bzw.3n (n + 1)¥] Summen @'y + 0%y, zusammengetreten.
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Natiirlich sind darunter hochstens 80 [bzw. § 84 (s + 1) (s 4 2)]
voneinander unabh&ngige Summen. Unsere Frage 1a8t Sch dso aus-
sprechen: Ist die Zahl der unabhangigen Summen so grof3 oder
kleiner? Gordon*) entscheidet se wie folgt:

Seien n, o, p, q vier Ziffern aus der Reihe 1,2,3,4 (bzw. 1,2,..., n);
ge brauchen nicht alle voneinander verschieden zu sein, koénnen viel-'
mehr sogar alle Ubereinstimmen. Aus der Zahl der Koeffizienten

o', konnen wir dann die Gruppe

“‘“P!' “ow'h “’ano' ae“’ e s . (84)

herausheben; ein Koeffizient dieser Gruppe ist wegen der unbe
schrénkten Vertauschbarkeit der unteren Zeiger vollstandig durch
die Angabe sines oberen Zeigers bestimmt. Bilden wir alle Kom-
binationen nopq (mit Wiederholungen) und die zugehdrigen Gruppen,
so erhalten wir jedenfalls alle {iber haupt moglichen K oeffizienten o’ , | ,
und kein Koeffizient kommt in mehr als einer Gruppe vor.
Nur kornten die Koeffizienten einer Gruppe noch zum Teil oder auch
alle iibereinstimmen. Wichtigist nun: Jede der Summen @'y, + 6%
lakt sch nur aus Koeffizienten derselben Gruppe bilden; denn die
Vertauschung des oberen Zeigers mit einem unteren fuhrt nicht aus
der Gruppe heraus. Man kann also jeder Gruppe (84) eine bestimmte
Zahl von derartigen Summen so zuordnen, dafd kein Glied einer dieser
Summen in einer anderen Gruppe vorkommt. Bestehen also zwischen
diesen Summen identische Relationen, so bestehen se zwischen Summen,
welche derselben Gruppe zugehoren.

Benennen wir die Glieder einer Gruppe (84) zur Abkurzung in
einer beliebigen Reihenfolge mit by,by, bs, by, so gehdren dieser Gruppe
die Summen

s =tt+b a&a=0w1bh =>4+,
s =by b, &=Db, &=h+th

zu. Wegen der Identitaten #; + 8, = 8 + 8 == 8 - 8 lassen sich
s und s durch die vier anderen ausdriicken, nur diese sind noch
auf ihre gegenseitige Abhéngigkeit zu untersuchen.

Wie erwéhnt, sind die vier Glieder der Gruppe (84) nicht
notwendig voneinander verschieden; es hangt das davon ab, wie
vidle der Zeiger n, o, p, q einander gleich sind. Jedenfalls sind da
folgende vier Mdglichkeiten zu unterscheiden: Es besteht ent-
weder zwischen den vier GrofRen b; ... b, kein Gleichhetszeichen,

*) Nach ener freundlichen persdnlichen Mitteilung.
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oder eins, oder zwei, oder drei. Im ersten dieser Falle, wenn
also die vier by alle verschiedene Werte haben, ist s, als die einzige
der fraglichen Summen, die b, enthalt, gewi unabhangig von
den drel anderen, und daf} zwischen 8;, 8, & keine Beziehung be-
(s 8y 8
S0y
welche sich gleich 2 ergibt. Im zweiten dieser Falle konnen wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit b; = b, annehmen; das hat
die Identitat s, = 5, zur Folge, andert aber nichts an der Unab-
héngigkeit von s, s s Im vierten Fall (drei Gleichheitszeichen)
sind alle b; und daher auch alle S untereinander gleich. Im dritten
Fall aber (zwei Gleichheitszeichen) sind noch die Mdglichkeiten zu
sondern, dai entweder & = bg ==#by,, dagegen b, von ihnen verschieden
ist — dann wird s; = s, =53 (=2 by), aber sy =2 b; + b, ist von s;
unabhangig — oder aber b; = b, by = by hingegen b; von bs ver-
schieden ist —, dann wird 5, = 5, =5 (=by + bj), aber s3 = 2b,
bleibt davon unabhangig. Es stimmt demnach innerhalb jeder der
Grunpen (84), also Uberhaupt die Zahl der unabhéngigen Summen
S pm + 6w, Mit der Zahl der voneinander verschiedenen K oeffi-
zienten a'kim iberein. D. h. es gibt in vier Dimensionen 80 [sonst
1w {n 4 1) {» + 2)] unabhéangige Summen, und diese treten auch in
den Transformationsformeln (83) auf, da dort alle mdglichen Summen
dieser Art vorkommen. Und damit ist der obige Satz bewiesen.

Nach (79) enthélt Ry diegixmlinear. Will man daher einen
Tensor zweiten Ranges aus den g, ihren ersten und zweiten Ab-
leitungen so aufbauen, dal} die letzteren linear auftreten, so muf3
man dazu lineare Kombinationen der Riym wahlen. In der Tensor-
algebra (§ 6) haben wir nun als einzigen Weg, den Rang enes Tensors
so herunterzusetzen, daR er linear auftritt und (auRer den g welche
aus den kovarianten die gemischten Komponenten machen) kein
zweiter Tensor benutzt wird (aus den ersten Ableitungen allein 1aRt
sch kein Tensor bilden, wie wir in § 7 und 8 sahen), die Verjiingung
nachgewiesen. Wohl aber |aRt sich der Rang eines Tensors herauf-
setzen, indem man ihn mit den gq multipliziert. Nun fihrt nach
dem SchluBsatz des Abschnitts d) die einmalige Verjlingung des
Riemann-Christoffelschen Tensors eindeutig zum Krimmungs-
tensor Ry -, und zweimalige Verjiingung infolgedessen eindeutig zur
invarianten Krimmung R. Aus letzterer lalt sch durch Multi-
plikation mit gq der Tensor Rgq bilden. Und schlieBlich erfiillt
auch noch der Tensor Cgymit einer beliebigen Invarianten C die
Bedingung, nichts anderes als die oben genannten GroRen und die

steht, beweist die Ausrechnung der Funktionaldeterminante
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zweiten Ableitungen jedenfalls niobt nichtlinear zu enthalten. Wir
schlieBen daraus, dal

ARy + B.R.gat+ Cgu,

wobei A und B zwei weitere Invarianten sind, die einzige Form igt,
unter welche alle Tensoren fallen, die der gestellten Bedingung
genligen. Verlangen wir noch weiter, dafl3 der Tensor auch divergenz-
frei ist, so finden wir nach den Satzen von der Divergenzfreiheit der
Tensoren g (vgl. § 9b) und Rey— 3 B. gy [vgl. Abschnitt ) diesss
Paragraphen] fir ihn die Form:

ABu—3Bap+ Cae

§ 11. Fortsetzung der Tensoranalysis.

Wie in 8 9 erwahnt, darf man be zweimaliger kovarianter
Differentiation die Reihenfolge der Differentiationen im allgemeinen
nicht vertauschen. An Hand der Formel (76a) konnen wir jetzt
zeigen, dal dies eng mit dem wesentlichen Unterschied zwischen der
Riemannsehen und der euklidischen Geometrie, ndmlich mit dem
Riemann-Christoffeischen Tensor zusammenhéngt. Bei den
erforderlichen Rechnungen legen wir ein geodéatisches Koordinaten-
sysem zugrunde, und koénnen infolgedessen die zweite Differentiation
jedesmal als ene gewohnliche ausfiihren; denn die g-Klammern,
welche den Unterschied zwischen beiden Operationen bedingen [sehe
Gleichung (70) u.f.], verschwinden in solchem System. Bei der ersten
Differentiation ist das aber unzuléssig, weil ja die dabei erscheinenden
(g-Klammern noch einmal zu differentiieren sind. In (76a) ver-
schwindet dann die Summe 3,

L]

Aus (69) folgt:
_ [~ /3 J (&
Dy By = QT;';“?P"EIM}'
Vertauschen wir hier die Zeiger k und | und subtrahieren die so

entstehende Gleichung von dieser, so féllt der zweite Differential-
quotient von P, fort; es bleibt:

Di(De P) — De (D P) = Z PR - - © (85)
Nach § 9a koénnen wir belderseits den Zeiger | in die obere Stellung

heben:
DD P)—Dy(DPP) = D Py B ' . . . (859)
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Ebenso findet man aus (70):
g

_# Ty 2 ik 9 R§
2O = 5ort— S Tnsglal T ().
Dy(DaTy)— Di(DiTi) = 2 (T B+ TemB™ji}i (85D)
und allgemein aus (71a):
Dy(Dedyy . i) — D (Dy 4y, 5p)

A=t
— 2 Eﬁtl...i;._.,#‘;+1--"m'n‘:‘ul-
K A=l

Nach der ersten der Gleichungen (73 a) bilden wir unter Berlick-
sichtigung von (74 a)

HinRot P = D7 Do) = D) D (DiFy) — >, DH(DuP)-
L] k "

* (85¢)

Fur die zweite Summe dirfen wir nach (74h) P, schreben* Die
erste aber formen wir nach (85a) um in:

DD PY = D DD PY + D PR,
1] [ i

Nun ist aber nach (79a) und (80)
STRME = + D R = — DB = — R/,
[1 ] ®

und nach (72a) und (72)
D, > Py = I'pad; Div P.
®

Al folgt: g Sint P = FpadDivP—WE, . . . (559
wenn man den ,Wellenausdruck fiar den Vektor P"

WP =0QPi+ 2 P"Fm - - - . . (85¢)

Setzt.
Fir den Sechservektor gibt es eine dhnliche Umformung. Nach
(72c) und (74b) bilden wir die Divergenz des Tensors ot IR:

Ainy; por | = ED“D;“{J 4 ZD“D}’RH -+ z D"’Dfﬂlﬁ.
* * k
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Rechts stehen drei Summen. Die erste ist nach (74 h) gleich O 4.
Auf die zweite wenden wir Formel (85h) an:

D*D; Wy = DjD‘mn + 2 R, Bh 2+ z Ws: B,
7 -

so da3 durch Ausfiihrung der Stimulation nach k am ersten und
zweiten Gliede rechts nach (72 h), (80) und den Symmetriebeziehungen
(79a)

ED‘D} m" = - .Dj dl‘l;‘; !R + EQR,,R', + E !R,,;R'q*
L3 i Al
folgt. Die dritte der erwéhnten Summen,
ED*DQR,-;; = —Z—Dk-nimtﬁ
x X

geht aber aus der zweiten durch Vertauschung von i und j sowie
Vorzeichenumkehr hervor. Also ergeben die beiden letzten Summen
zusammen, da nach (79 a) und (79 b)

Rip — Ry == R + By = — By == RV
ist, und unter Hinblick auf (74a):
> 04D, W + ED‘Dimjk
Y x

= Rty Liv T + VWM By + WMy BY) + = Wi B
i ki

Indem wir diesen Wert einsetzen, finden wir
Aivggpor M = Rop SivM +WIR . . . (85f)

sofern wir alsden , Wellenausdruck fir den Sechservektor M"
den antisymmetrischen Tensor definieren:

Py = 0Oy + E(M;;R'j—?k;;l?‘d + Emklmlfj- (859)
1 T;

Um zum , Wellenausdruck WT fir den vollstandig anti-
symmetrischen Tensor Txiy* zu gelangen, bilden wir an letzterem
nach (74c) die Rotation und an dieser nach § 9b die Divergenz:

AivggggorT = D Drgpn T
= /

= S D Tip— 2 DDy Togg + 2P0 Tene — 2 D‘Di.Tjkh-
P x %
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Rechts stehen vier Summen, von denen die zweite nach (74 h) gleich
— Oy ist. Die beiden letzten schreiben wir:

NPTy = XD Taie — 2 P DeTyen = 2 DFDiTynm
[} ] * *
de gehen dann aus der ersten durch zyklische Vertauschung der
Zeiger h, i, hervor. In der ersten aber setzen wir nach (85¢c)
DPDTen = DhD*Tup .
+ B (T Bk + Tome Bk + Tipm B™0M),
"

;D*D;. Tipp— Dy iy T — ZT{;M.R'“;

—_ ET&..R"‘,‘:.* + 2 Tyem B ok
Fugen wir zur BerUcksichff'éung der dritten*Tind vierten Smme zu
diesen Termen die hinzu, welche daraus durch zyklische Vertauschung
der h, i, j entstehen, so so den wir ein Glied, das lautet:

ngiv_ﬂ,. T + Dy dil),yT ~+ DJA!'!J“.T = gazw.ds’vi'.
Die schs dabel auftretenden Doppelsummen nach k und m fassen
wir zu drei Paaren zusammen, von denen eins lautet:

) Tiam (BPk — Bmd) = 30 Tiem (R™* 4 B9
km km
= — 2 Tppm Bao™* = 22 Tyem Bus*™,
km km

wahrend die beiden anderen daraus durch zyklische Vertauschung
der Zeiger hervorgehen. Wir finden also schliefilich:
divgor T = govAivT~ WT . . . . (85h)

wenn der vollstéandig antisymmetrische Tensor

Wiy T = O Tais + 2 (Taea B -+ Tpae B + TipRY)
] )
— (851)
— > (TreaBif™ + TiamBad™ + Toam Byst™)
ko
ist.
Setzen wir in (85 d) P = Igud e, o ergibt sich links wegen
(74d) der Wert Null. Nach der ersten der Formeln (74h) findet
sich durch Gleichsetzen der beiden rechts entstehenden Glieder:

TeudOp = Wlgeudgp
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oder, wenn wir als , Wellenausdruck fur den Skalar g*

Wop=0O@......... (8K

Foud W = WFpu'an. ..... (85k)
In (85d) bilden wir beiderseits die Rotation; es verschwindet
nach (74d) das erste Glied rechts; es bleibt:

Rot Aiv Rot P == —Rot WP
Sodann setzen wir in (85f) R == et P; dabe ergibt sich links
nach (74g) Null; also
Rot Liv Rot P == — W Kot P

Mot WP=WHtP, . ..... (81

Setzen wir in (85d) P = YR, so verschwindet nach (74f)
das erste Glied rechts und es bleibt:

Aiv Rot Aiv M = — WAivkR.

Bilden wir andererseits an den Sechservektoren auf beiden Seiten
von (85f) die Divergenz, so findet man links nach (74£) Null und

es gilt somit; e Kot div ik = — 2 W,
AisWIR = WdivIR
Bilden wir in Gleichung (85 f) beiderseits die Rotation, so ver-
schwindet nach (74g) der erste Summand rechts; es bleibt:
got div por M = gor W,

Setzen wir andererseits in (85 h) den vollstandig antisymmetrischen
Tensor T gleich gor 3R, so ergibt sich nach (74g') auf der linken
Seite Null; also:

f e s

und

Daraus folgt:

ot div gor W = W por M

gor PMM=Weor .. . . . .. (85n§
Nach den Reziprozitatssatzen (85k"), (851), (85m) und (85n)
kann man bei einem Skalar die Operationen W und gu«d,
bei einem Vektor W und ®oé, bei einem Sechservektor W
und v und bei einem vollstandig antisymmetrischen
Tensor dritten Ranges W und gor in der Reihenfolge mit-
einander vertauschen.
Die Definition der Wellenausdriicke und diese Sétze stammen
von W. Gordon.

u
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|'V. Die enfachgten nichtenklidischen Geometrien.

812. Einiges Uber Flachentheorie.

Zur Erlauterung der in Abschnitt | | | abgeleiteten Ergebnisse,
nicht aber, weil es zum Ver standnis der allgemeinen Relativitatstheorie
unumgéanglich notwendig wére, geben wir hier einen kurzen Uber-
blick Uber enige einfache Arten nichteuklidischer Geometrien, vor
allem in zwel Dimensionen. Mancher der Leser wird ihn Uberschlagen
kénpen. Wir denken dabe diese Mannigfaltigkeit zunéachst als ge-
krimmte Flache in einem dreidimensionalen Raum mit euklidischer
MalI'bestimmung.

a) Das invariante Krummungsmalf. Auf einer beliebigen
Flache greifen wir irgend einen Punkt heraus, in welchem se sich
regulér verhalt. Wir machen ihn zum Anfang enes rechtwinkeligen
Koordinatensystems x, y, z, indem wir Uberdies ihre Tangentenebene
zur xy-Ebene wéhlen. Indem wir sodann noch geeignete Richtungen
in letzterer als Achsen festsetzen, konnen wir sets erreichen, dal
die Funktion z(x,y) bei der Entwicklung nach Potenzen von x und
y die Form

=2 4+ ¥ | Glieder hoherer Ord
s_..ﬁ+ﬁ+ ieder hoherer Ordnung

annimmt. Die Bedeutung der Konstanten a und b erkennt man, wenn
man die Flache mit den Koordinatenebenen § = ¢ und § = 0

eines Systems
§ =z 1 By, p=—pztay
(@3 4 2 = 1)
schneidet. Die Gleichungen der Schnittlinien

N T

zeigen namlich, dal
aly—1

— (1, Ay (P
Bo=(gt+F) wiR=(5+3
ihre Krimmungshalbmesser im Nullpunkt sind. Fir se gilt der
Euler she Satz

1,1 1,1
'3‘1'4";;;—_—;'1“5.
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und man erkennt, da a und "b die Extremwerte unter allen
Krimmungshalbmessern der Schnittkurven darstellen. Sind diese
beiden Hauptkrimmungshalbmesser gleichzeitig positiv oder
negativ, so hat die Flache, bezogen auf das geschilderte Koordinaten-
system, im Nullpunkt ein Minimum oder Maximum, songt einen
Sattelwert.

Wir wollen nun fir diese Flache das Krimmungsmal R im
Nullpunkt bestimmen. Dazu berechnen wir zunachst den Tensor Rik
nach (80) und daftr brauchen wir wieder die Christofelschen
Drei-Zeiger-Symbole. Um diese zu finden, entnehmen wir nach § 7
aus der Darstellung des Linienelementes

dst == dgt - dyd + 2ot = dzi[1+ (3;)’4_]

(86)
+ag[i+ (D -]+ 2 G+ ) dzdy
und dem Variationsprinzip:
of{ie[14 (5] 21 + () + 269 han =
die lefermtlalglﬂrhungpn der gendatischen | inien:
A+ ()2 s ei=o
Wl ge =
und. entsprechend :
p[1+ @]+ + Eo+ Fao=o
In der nach x und y aufgelésten Form lauten se
i+ QH_“y’ =0, 422 B R =0. (86a)

& ¥ L ¥
1+(a)+() 1+() ¢y
Beziehen wir den Zeiger 1 auf die Koordinate x, 2 auf y, so ent-
nehmen wir aus ihnen im Vergleich mit (55):

{‘1‘}=i"4_—(?:';(—%7vl H) =0 {4 ]-“ () @

M- M Yy

@
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Fir den Nullpunkt verschwinden alle diese g-Klammern; fur ihn sind
somit x und y geodatische, aber im allgemeinen nicht Riemannsche
Koordinaten. Um fir diesen Punkt den Krimmungstensor zu be-
rechnen, brauchen wir in (80) somit nur die einfache Summe in
Betracht zu ziehen. AuBerdem brauchen wir R, nicht zu berechnen;
denn da im Nullpunkt nach (86)

=g =1, =10
9=1| g =g =1, gu=10
und es wird nach (81)

R = 29"'3;; == gV Ry + PV By,
®E

ist, sind dort

Esist alsoflir z == ¢ == {
B, = Bg.i [[111] + [1:” - 3%[111] _aa_yllﬂl}

d (11 1
— 7 dy [ 2 } = Tay
durch Vertauschung von a und b finden wir fir R,, dassalbe und
fir die invariante Krimmung den Wert
2

R=—E—b=-2K. e e e e

=

<87

Das reziproke Produkt der Hauptkrimmungshalbmesser,
das GauBsche KrimmungsmaR K, stimmt also bis auf den
Faktor —% mit der invarianten Krimmung R Uberein.

Dieser Satz ist merkwirdig. Die invariante Krimmung ist rein
aus der MaRbestimmung innerhalb der Flache abzuleiten, wéahrend
die Krummungshalbmesser nur etwas Uber die Gestalt der Flache im
dreidimensionalen Raum aussagen. Da sich die MalRbestimmung bei
einer Verbiegung der Fléche ohne Dehnung nicht andert, so ist danach
das Produkt der Hauptkrimmungshalbmesser ebenfalls dabei un-
veranderlich.

Fir die Ebene wéren beide Halbmesser unendlich groR, daher
K = 0. Dassdlbe muR fur alle Flachen gelten, die sich wie die
Zylinder und Kegel aus einer Ebene durch dehnungdoses Zusammen-
rollen herstellen lassen. Auch nicht zu groRRe Teile einer Kugelflache
lassen dch dehnungsfrei verbiegen, so daR sSe zwel verschiedene
Hauptkrimmungshalbmesser erhalten. Aber deren Produkt behalt
den urspringlichen, auf der Flache konstanten Wert. Nebenbei sai
bemerkt, dal eine solche Verbiegung bel der ganzen Kugeflache
nicht mdoglich ist.
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Nach (86a) ist im Nullpunkt & == § = 0. Eine durch ihn
fuhrende geodatische Linie geht also durch senkrechte Projektion auf
die in ihm berlihrende Tangenterjebene in eine Kurve (ber, deren
Kridmmung im Berihrungspunkt verschwindet Die Krimmungs-
ebene der geodatischen Linie steht auf der Flache senk-
recht. Die Gesamtheit aller Tangentenebenen, welche die krumme
Flache in den Punkten einer Kurve k berlhren, hat als Enveloppe
eine Flache, weche aus< den Schnitten von je zwei benachbarten
Ebenen besteht. . Sie hat das Krimmungsma? Null und ist auf die
Ebene abwickelbar. Bei diesem Verfahren geht die Kurve k, sofern
se auf der krummen Flache geodétischeLinieist, in eine Gerade Uber.

Bei anderer Wahl des Koordinatensystems lautet die Maf-
bestimmung auf der Flache z = z (x,y):

de de
dsr= 1+ a—-)]dw’+[1+( )]d ¥ +35; 55 az dy.
Setzt man die hieraus zu entnehmenden Werte der gy in (79) zur
Berechnung von Ri,;, €in, so findet man nach (81a):

—12=k=55 50— Gi5) 1 [1+( +GT e

Wir werden diese Formel im folgenden nlcht gebrauchen.

b) Die ,Parallelverschiebung" auf krummen Flachen.
In 8§ 10 haben wir gezeigt, da® ein Vektor bel Parallelverschiebung
um eine geschlossene Kurve im allgemeinen nicht wieder in seine alte
Lage zurickkommt;" es ist fur zwei Dimensionen leicht, den Winkel
zu berechnen, um welchen er sich dreht. Wir denken wie dort von
einem Punkt P, aus, in welchem sich die Flache regulér verhalten
muR, zwei Verschiebungen, d#f und &%, ausgefithrt. Beide bestimmen
ene Art Parallelogramm, um dessen Umfang wir den Vektor herum-
fihren. Seine urspriinglichen Komponenten A' und A? gehen dabei
Uber in A4 DAl, A%+ DA% und der unendlich kleine Winkel
zwischen beiden Richtungen ist nach (29a), wenn wir dort P¥ durch
A%, @ durch 4f + DA} ersetzen:
. _AlD AN ASD A
PRVLER YAV Iy

dp = V1020 — gl —

Nach (76) wird daraus:
dp =171 Vgu gss—gla X

[(A2 B89 — Auﬂm} A4 (A‘ Ry — A9 Ry,y) A7) (dact 822 — da? d2?)
Fra AT 8 gy ALAS 4 gy AT
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Weiter ist nach der Regel

Rju,n = 2 QUB[H.,,.

Ry Ry,
RBYyja=-—g" Ris10 =¥ g“,lﬂ’“,=—g”R"“_'=-—-g“ ; o

B, Ry
Ryy= "B =0un ;“: Ryy= ¢9Rs=——yn g

Dabei ist, wiefriher, g fur die Determinante g;; gag — g geschrieben.
W ir finden so nach (81a) und (87):

dgp — +R+;u-ﬁ(dxlaz= — d8s) = 4 1 R.ds = + Kdo.

Dabei ist nach § 6, Gleichung (460 in der Anmerkung zu S. 54,
do = + Vg (a1 825 — dardar)

der Flacheninhalt des durch die Strecken dx' und 6V bestimmten
Parallelogramms.

Um den Sinn dieser Drehung klarzustellen, nehmen wir K
einmal als positiv, also nach (87) R negativ und nach der vor-
stehenden Formel RB%44 = Y01 R ebenfalls negativ an.  Ferner
legen wir die Richtungvon x* in die Verschiebung dx', die Richtung
x%in die Verschiebung 8. Dann  idetdzd —dz2dx! i R po-
sitiv und nach (76) erhalt ein Vektor» der urspriinglich die Richtung x*
hat (41> 0, A% == 0), einen positiven Zuwachs DA%, Da wir dort
in 8§ 10 den Umlauf mit der Verschiebung dx* begonnen und mit der
Verschiebung — &&' beendet hatten, bedeutet dies eine Drehung im
Sinne des Umlaufs. Kennen wir eine solche Drehung positiv, so
mussen wir also schreiben:

dg = Kdo.

Nun setzen wir, wie schon in § 10, die Umkreisungen zweier der-
artiger Vierecke mit einer gemeinsamen Seite zu einer Umkreisung
der aus beiden gebildeten Flache zusammen. Dabei addieren sich
dieDrehwinkel d¢. Durch hinreichend haufige Wieder holung diesss
Verfahrens kann man schliefdlich fiir die Umkreisung eines beliebigen»
singularitatenfreien Flachenstiickes den Satz ableiten

[ =._Ich.

Betrachten wir z. B. den Umlauf um den Breitenkreis ener
Kugel vom Halbmesser r, dessen Punkte vom Nordpol den konstanten
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Winkelabatand & haben. Fur ihn findet sich eine Umdrehung um
P = ’_1, x4nrisin9f: = 4 % gind ;? im Sinne des Umlaufs (Fig. 10

veranschaulicht die allméhliche Drehung eines KompaRkorpers aus
zwei zueinander senkrechten Vektoren), sofern man as umlaufene
Flache die Kugelkalotte betrachtet, welche den Nordpol enthdlt. Mit

Fig. 10

Fig-11.

demselben Recht aber kann man den Ubrigen Teil der Kugelflache
dafur nehmen. Dann folgt ¢ =— 4 cos® g- Beide Gleichungen

stimmen dem Sinn nach Uberein. Denn im zweiten Fall hat der Um-
lauf und damit die Drehung den entgegengesetzten Sinn wie im ersten,
und die beiden Werte von ¢ ergénzen sich zu 4= Wird aus dem
Breitenkreis der Aquator, so wird ¢ =— 2=, der parallel verschobene
Vektor kehrt also in die Anfangslage zurlick. (Fir zwei Flachen ne-
gativer Krimmung zeigt Fig. 11 die Drehung zweier Vektoren bei
einem geschlossenen Umlauf in dem ihm entgegengesetzten Sinn.)
Laue, Relativitatsprizip. . 8
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Die letzte Bemerkung stimmt mit der friheren tberein, dal ein
Vektor bei der Parallelverschiebung langs einer geodédtischen Linie
dets densdben Winkel mit ihr bildet; denn kehrt diese Linie in sich
zuriick, wie die groRten Kreise der Kugel es tun, so muf} er somit
auch in die Anfangslage kommen. Diesdbe frihere Bemerkung aber
gestattet uns nun sehr einfach, den GaufRsehen Satz (iber die Winkel-
summe in enem geodatischen, d. h. durch geodédtische Linien be-
grenzten Dreieck, abzuleiten. Fig. 12*). stellt im Dreieck ABC mit
den Winkeln &, #, 4 ein solches Dreieck dar — anfangs liege der
Vektor bei A in der Richtung @), welche mit dem Bogen AB den

Fig. 12.

Winkel ¢, bildet. Wir verschieben ihn unter Aufrechtefhaltung
dieses Winkels nach B in die Lage @', Er bildet dann mit B C den
Winkel ¢ = x— 8 4 @,. Wahrend wir den Vektor langs B C
nach C verschieben, halten wir % konstant. Sdne Lage @" bei C
schlieBt dann mit CA den Winkel g =%« — y 4+ 4 ein. Die letzte
Parallelverschiebung nach A langs CA fihrt ihn schlieBlich in die
Richtung @), welche mit AB den Winkel gg==2% — & 4 g, mit @,
den Winkel g, ~ @y == % 4 f§ -} y —m bildet. (Bei der letzten

*) Die Figur igt als gereographische, also winketreue Projektion enes
auf einer Kugel gdegenen spharischen Dreiecks auf die Ebene gezeichnet.
Der Vektor, welcher nach 8 11 eine Strecke in der Tangentenebene dar sellt,
projiziert dch dabe als gerade Strecke, welche freilich, da die wahre Léange
des Vektors erhalten bleibt, in der Projektion veranderliche Langen haben
lite. Fur die Winkelberechnung ist das ohne Bedeutung.
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Angabe ist der Betrag 27 unterdrickt.) um diesen Winkel hat
sch der Vektor somit bei der Umkreisung in derem Sinne gedreht.
Infolgedessen gilt fir den UberschuR der Winkelsumme eines geo-
détischen Dreiecks Uber m der Satz

u+ﬁ+y—u=jxda e e (89)

Fur den Fall der Kugel ist er aus der sphérischen Trigonometrie
wohl bekannt.

c) Flachen konstanten KrimmungsmafRes. R =const ist
nach (88) eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren
allgemeine Lésung zwei willkirliche Funktionen enthalten, somit noch
sehr viele Mdglichkeiten umfassen muf3. Man erhalt aber dadurch
eine leichte Ubersicht, da® man sich auf Drehflachen beschrankt;
dann geht nédmlich die partielle in eine gewohn- .
liche Differentialgleichung iber. Fig. 13.

Wir koénnen diexe leicht geometrisch ab- Iy
leiten, indem wir in einer Meridianebene die
Schnittkurve der Fléche zeichnen (Fig. 13). B
Nennen wir die Koordinaten in ihr z (parallel ¥
zur Drehachse) und r (Abstand von ihr), soist
der eine der Hauptkrimmungshalbmesser der A
Krimmungshalbmesser der Meridiankurve, aso

leich 0 By
T g

Um den anderen zu finden, ziehen wir im Punkt A
das Lot auf die Kurve. Dessen Schnitt mit der
Drehachse B ist dann der Krimmungsmittelpunkt fir ein zur Meri-
diankurve senkrechtes Linienstiick in der Flache. Denn es schneiden
dch in ihm die Flachenlote in zwei benachbarten Punkten diesss
Linienstlickes. Es ist aber

anm gz = LEGT

m

dr
Da das Produkt dieser Krimmungshalbmesser gleich UK ist, lautet
unsere Differentialgleichung

de diz
_ drde

+@&T

Ky.

8*
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Sie 18Rt dch leicht das erstemal integrieren und liefert dabei
da\d 1
i) = —Es b
Von hier an missen wir aber eine Reihe von Fallen unter-
scheiden.  Zunachst s die Konstante . > (. Dann muf, soll. g—;
nicht imaginar werden. auch #> ¢ sein. Es aibt dann immer einen

reellen Maximalwert # =V1%, bei welchem :—: verschwindet.  Der

Fig.Ha. Fig. Hb. Fig. 14c.
1 Z
> A F
[
umgekehrte F a % = 0, t unmdglich, wenn ¢ << 1. Ist aber

¢> 1, 0 tritt er bei ¥ = ‘/”KL‘ Bin. Fig. 14 a und 14 b sellen
dann die Meridiankurven dar. Der Grenzfall ¢ = 1 liefert
£ =1 const :I:YK"“—r’, aso ene Kugel vom Halbmesser —%, oder

besser, um den Zusammenhang mit den anderen Fallen herzustellen,

éne Rehe aufeinander gesetzter Kugeln (Fig. 14 c). Ist dagegen
K— -k <0, so mul notwendig ¢< 1 sein, da son a—:naginér

wirde. So aber gibt es gets reelle Punkte im Abstand r — V1; ¢

von der Achse, inwelc :—:-:b\ rd. An dieen Stellen haben
die Flachen scharfe Kanten. Des weiteren sind noch die Félle zu
unterscheiden, in welchen ¢ = 0 — dann ist g—; nirgends Null und

die Achse wird erreicht, da fir ¥ == Og-% reell bleibt (Fig. 15 a stellt
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den Teil der Flache zwischen zwei Kanten dar) —, daR ¢ <0 —

dann ist ¢ == V%'—’ der kleinste vorkommende Wert, fur ihn ver-

schwindet % (Fig. 15h gibt den Teil zwischen zwei Kanten und die
angrenzenden Stiicke der Flache) —, und dal? ¢ = O ist; in letzterem
Fall fuhrt die zweite Integration zur Gleichung der , Traktrix"

e [ e S

Die aus ihr entstehende Drehflache (Fig. 11, rechte Hélfte) verlauft
von ihrer einzigen Kante nach beiden Seiten ohne Singularitéten ins

Fig. 55a
Fig. 151,

Unendliche.  Flachen mit konstantem positiven Krimmungsmaf
nennt man sphérisch, solche mit konstantem negativen Krimmungs-
mal} jpseudosphéarisch. Als Pseudosphéare schlechthin be-
zeichnet man die in Fig. 11 (rechte Hélfte) dargestellte Fl&che.

Schneidet mal aus einer Kugelflache durch zwei zum Aquator
parallele Breitenkreise eine Zone heraus, so kann man diese, nachdem
man sie noch langs eines Meridians aufgetrennt hat, auseinander-
biegen, doch so, dal} sie wieder Teil einer Drehflache wird. Dann
nimmt die Krimmung des Aquators ab, die der Meridiane wegen des
unveranderlichen Krimmungsmalies zu, und wir erhalten einen Teil
der in Fig. 14b dargestellten Flache. Wickeln wir umgekehrt das-
selbe Stick der Kugel zusammen, so dal3 es sich zum Teil selbst
Uiberdeckt, so nimmt die Kriimmung des Aquators zu und die der
Meridiane ab. Behdlt es dabei axiale Symmetrie, so entsteht ein
Stuck der in Fig. 14 a dargestellten Flache.
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d) Polarkoordinaten, x' und x* sollen beliebige Koordi-
naten sein. Von einem Punkt P aus, in dessen Umgebung die Fléche
sich regulédr verhalt, ziehen wir die Gesamtheit der hindurchgehenden
geodatischen Linien. IhreGleichungen mogen die Form haben v(x'x?)
= const. Ferner suchen wir die Schar der se senkrecht schneidenden
(natlrlich nicht geodétischen) Kurven auf, deren Gleichung die Form
u (x}, x3 = const haben moge. Dann ist das Linienelement in den
u und v als Koordinaten nach dem pythagoreischen Lehrsatz dar-
stellbar durch

dst = g,; (4, ) du? + ggy (i, ) d2? (g1, gy = 0)-

Wir behaupten, da gi; nur von u abhéngt, nicht aber von v.
Zum Beweise stellen wir die Differentialgleichung der geodati-
<chen Linie auf, indem wir ge in der Form v =v (u) suchen. Wir

missen dazu _
I Vgu (v} Pey (ﬂ,ﬂ) v du

zu einem Extremum machen. Die daraus entspringende L agrange-
ghe Gleichung lautet:

-d; ___9_""" )_ 1 n @.& %1,’,:)=0_
du V9'u+9u‘" 2"91‘1'1'992"—" v ov

Die Kurvenschalr v = const erfiillt dann, und nur dann, diee Diffe-

rentialgleichung, wenn %‘%l = 0 ist*).
Ist aber gi; nur Funktion von u, so kénnen wir die , Polar-

koordinaten"
o= deﬂ, @ =1y

einfihren, in denen das Linienelement die Darstellung
e = d @ p)dply (90)

erhalt. Diese einfache Form nimmt es ohne jede Einschrankung
der Allgemeinheit an.

*) Diesr Bewds Ubertragt dch ohne weiteres auf n Dimensionen.
Sollen bei der MalRbestimmung .
e
a5 = g, dov + 3 gy, dod dak,
LEk=1
die sch nach 8 9 f immer einflihren 1a3t, die Kurven des n ten Parameters
b, %, ..., z0—1 = const geodétische Linien sein, so darf g, , nur von
X" abhangen.
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Man seht an dieser Darstellung von ds, daB die geodétische
Linie zwischen zwei nicht zu weit entfernten Punkten A und B
die kirzeste ist. Denn machen wir A zum Anfang der Polar-
koordinaten, so ist der Abstand AB, gemesen léngs der geo-
datischen Linie, gleich #5 — f4; auf jedem anderen Wege hat er
hingegen den groReren Wert

B
‘4[ Yo yigtda.

Dieser Bewels versagt aber, wenn wir die geodatische Linie AB
s0 lang wahlen, da3 andere geodétische Linien durch A se zwischen
. Aund B schneiden. Denn dann kann man auf mehreren Wegen so
von A nach B gelangen, dafd man sich stets auf geodatischen Linien
bewegt, und da diese verschiedenen Wege nicht gleich lang zu sein
brauchen, ist einer davon im allgemeinen kirzer as die anderen. —
In den vier Dimensionen der ,Welt" gilt schon deswegen nichts
Entsprechendes, weil in ihr das Linienelement ds* keine positiv definite
quadratische Form ist. Aus der beschrénkten Relativitatstheorie
wissen wir z. B., da der langs einer zeitartigen geraden Weltlinie
gemesene Abstand zweier Punkte gegeniber anderen zeitartigen
Wegen ein Maximum ist.

Um aus (90) das Krimmungsmal zu berechnen, stellen wir
zunachst fest, dal

=1, g = ¥, g =0,
aso gr=1, Si=1/y g¥=0
ist. Dann suchen wir die g-Klammern durch Losung des Variations-
roblems , .
P 8+ rgnap=o
auf. Das fuhrt auf die Differentialgleichungen

dy sdy 18y ..
—?a—qJ'-wo ¢+, 5350 "r;ﬁ?'—(’-

Aus ihnen entnehmen wir nach (55) die folgenden Werte fur die
nicht verschwindenden g-Klammern:

(i =—rdp (=230 (9 =i3
Nach (80) wird somit
sl + lw . ___%gﬂ_;:

Ry = 2
aﬁ{se} Isli {szl =y g;,-

Ry = —
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und naoh (81) und (87)

Ko wlR= 1R+ MR)==3 35 - - OD

Nach (90) ist die Geometrie auf krummen Flachen vollstandig
durch die Funktion ¥ {&, ) bestimmt; und nach (91) ebenso
vollstéandig durch die Funktion K{#, ). Denn von den beiden
Funktionen von e, die bei der Integration von (91) in #{8, @) zu-
néchst willkirlich bleiben, ist die eine dadurch bestimmt, da3 im
Schnittpunkt P aller geodétischen Linien g = const, dem man den
Wert & == 0 zuordnen darf, # identisch in ¢ verschwinden muf;
die andere tritt as Faktor zu %, da ein solcher Faktor sich in (91)
heraushebt. Diese kann man stets gleich 1 setzen, weil eine andere
Wahl nach (90) nur auf eine Umtaufung der Koordinate ¢ hinaus-
kéme.

Weil ¢ fir & = 0 verschwindet, verschwindet nach (91), sofern

K endlich ist, auch (?T’:)"__o; und da man in y, wie soeben er-

wahnt, einen Faktor willkirlich wahlen kann, durfen wir die Reihen-
entwicklung ansetzen:

y=0+a(@ort.
Wir konnen infolgedessen die Maf3bestimmung (90) auch schreiben:

ded = din1 |- Bzueder |, ., ., . . . (919
wobei die Funktion '

BB ) =1+a(@)d 4. - - . - (91b)

ist. Geometrisch bedeutet den langs der geodédtischen Linie ge-
messenen Abstand des Aufpunktes vom Punkt P, ¢, wie die Ma3-
bestimmung (91a) und die Gleichung (91b) beweist, den Winkel
dieser Linie mit einer festen Richtung in P.

e) Spharische Flachen und elliptische Geometrie der
Ebene. Fur sphédrische Flachen ist das GauRsche Krimmungs-
mal} gleich einer positiven Konstanten k. Dann folgt aus (91),
nach den erwéhnten Nebenbedingungen, p == sin Y&, Fur ale
sphérischen Flachen &Rt sich somit das Linienelement auf die Form

468 4 gind Bd P - =
dst =L LR 2R @=+1ke, O@=1Vig
bringen, die wir von der Kugel her kennen. Nun ist die Form des
Linienelementes kennzeichnend fir die betreffende Geometrie.  Aus
dieser Ubereinstimmung diirfen wir daher schlieRen: Die Geo-
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metrie auf Flachen konstanter positiver Krimmung ist
Geometrie auf der Kugel. Die Tatsache, daf man auf der Kugel
Figuren ohne Formé&nderung verschieben kann, Ubertragt sich auf
alle sphérischen Flachen. Es gelten deshalb Kongruenzsatze, wie die,
dal? Dreiecke von drei gleichen Seiten, oder von zwei gleichen Seiten
und gleichem engeschlossenen Winkel, oder von einer gleichen Seite
und zwei gleichen angrenzenden Winkeln kongruent sind, d. h. zur
Deckung gebracht werden konnen usw. Parallelen gibt es nicht.
Jedes Paar geodétischer Linien schneidet sich bei hinreichender Ver-
langerung.

Damit sch zwei Fléchen aufeinander abwickeln, d. h. ohne
Dehnung oder Faltung aufeinander legen lassen, ist notwendig und
hinreichend, dal? das Linienelement in beiden diesdbe Darstellung
zulaBt. Alle spharischen Flachen von gleiohem Krimmungs-
maR sind danach aufeinander abwickelbar.

Im Ubrigen darf man diese Sdtze nicht auf beliebig grolRe Teile
der Flachen anwenden; es gibt da Grenzen. Man kann z. B. keine
Figur unverzerrt Uber die in den Fig. 14a und 14b auftretenden
Kanten und Spitzen hinuberschieben, man kann nicht die Kugel-
flache als Ganzes ungedehnt verbiegen. Dal} Flachen, auf denen
dch das Linienelement in der gleichen Art darstellen |aBt, noch
ganz verschiedene Zusammenhangsverhdltnisse haben kénnen, zeigt
sehr lehrreich der Vergleich der Ebene mit dem durch Zusammen-
rollen aus ihr entstehenden Kreiszylinder. Auf letzterem gibt es
geschlosene geodétische Linien, namlich den Grundkreis und seine
Parallelen; andere geodétische Linien, die Schraubenlinien, gehen
bei hinreichender Verlangerung in eine ihrer Parallelen Uber, ndmlich
in die nachse Schraubenwindung usw. Trotzdem gilt auf nicht
zu groRBen Sticken der Zylinderflache die Geometrie der Ebene un-
verandert. L

An die Kugel vom Halbmesser ? legen wir in einem ihrer Pole

die Tangentenebene und bilden die angrenzende Halbkugel durch
Projektion vom Kugelmittelpunkt auf die Ebene ab. Die Abbildung
ist eindeutig. st & der Polabstand auf der Kugel, so sind
1 I
= —=tg8 cos D =—=tgBsind . . ., (92
W‘ 7 s ¥ ﬁ 4 (92)
im euklidischen Sinn rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene.
Nun aber setzen wir in Abweichung von der euklidischen MaR-
bestimmung fest, daf? jedes Linienstiick der Ebene dem entsprechenden
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Linienstick auf der Kugel gleich sein soll. Das heif3t in Gleichungs-
form

i H — 3

dot == 1 (48 + sin1 8 4 DY) =-%ﬁgﬂ_?. (93)
Dann muB auch jeder Winkel in der Ebene gleich dem entsprechenden
Winkel auf der Kugel sein. Denn durch (28) oder (29) ist dasWinkel-
mal} auf dieMaRRbestimmung fur dasLinienelement zur iickgefihrt. Das
fuhrt zur elliptischen Geometrie der Ebene. In ihr ist, wie bei
Euklid, jede geodatische L inie gerade und jede Gerade eine geodétische
Linie; denn die Geraden sind ja die Abbilder groRter Kreise auf der
Kugel. Aber jede Gerade hat die endlicheL é@nge x/}’k,' geht man auf
ihr weiter, so kommt man auf schon einmal berthrte Punkte. In den
Zusammenhangsver haltnissen unterscheidet sich namlich
die elliptische Geometrie der Ebene von der auf der Kugel.
Die beiden Punkte, in welchen ein gréRter Kreis den Aquator der
Kugel schneidet, entsprechen nur einem Punkt der Ebene. Die andere
Haélfte des groRten Kreises wird tberhaupt nicht abgebildet. Deshalb
schneiden sich je zwei Geraden immer in einem im Endlichen liegenden
Punkte. Der zweite Schnittpunkt der entsprechenden groften Kreise
liegt auf der nicht abgebildeten Kugelhélfte. Verschiebt man auf der
Kugel ein kleines rotierendes Rad léngs eines grofiten Kreises bis zu
siner ersten Wiederkehr im Ausgangspunkt, so zeigt es dabei noch
densedlben Umlaufssinn wie beim Abgang. In der elliptischen Ebene
aber kehrt es bel der entsprechenden Verschiebung das erste Mal mit
dem umgekehrten Drehsinn zum Ausgangspunkt zuriick. Ubertragt
man diese Bewegung namlich auf die Kugel, so mufd man bei Erreichung
desAquators durch Inversion am Kugelmittelpunkt auf den gegeniiber -
liegenden Punkt Ubergehen; und dabei dreht sch der Umlaufssinn
um. Das meint man, wenn man die elliptische Ebene als einseitig
von der Kugel als einer zweiseitigen Flache unterscheidet. Die
ganze Ebene hat, wie die Halbkugel, den Flacheninhalt 2 2£/k, Figuren
lassen sich unverzerrt wie auf der Kugel verschieben, und es gelten
Kongruenzsétze. Aber im Gegensatz zur euklidischen Geometrie der
Ebene konnen sch bei solcher Verschiebung nur die Punkte einer
Geraden auf einer Geraden bewegen, weil auf der Kugel eine Ver-
schiebung, bei welcher alle Teile grofte Kreise durchlaufen, nicht ohne
Dehnungen méglich ist. Auch gibt es keine Ahnlichkeit zwischen
verschiedenen Figuren. Zwei Dreiecke z. B., weche in den drei
Winkeln e, f#, ¥ Ubereinstimmen, haben nach Gleichung (89):

B +y—a=~k.d

auch gleiche Flacheninhalte &, sind also kongruent.



— 123 —

Die dliptische Ebene hat das GauRsche Kriimmungsmaf? k; dies
bleibt ja als Invariante beim Ubergang von @, € zu x, y unverandert.
Man hat diesen Satz gelegentlich durch die Frage ad absurdum zu
fuhren versucht: ,Nach welcher Sdite ist denn die Ebene gekr immt?"
Darin liegt eine Verkennung des Begriffs der Invarianten R. lhren
Namen hat se von krummen Flachen im euklidischen Raum. Aber
ihre Bedeutung beruht nicht auf diessr Einlagerung der zwei- in
einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit, sondern allein auf der in der
Flache selbst geltenden MalRbestimmung. Nur der Name ,Krimmung"
konnte zu jener in der Tat unbeantwortbaren Frage verfiihren *).
Uberhaupt ist es aussichtsos, nach Widerspriichen in der eliptischen
Geometrie zu suchen, um de dadurch zu widerlegen. Wegen ihrer
Abstammung aus der sphérischen Geometrie ibertragt sich jeder Satz
aus der einen auf die andere. Wer die eine anerkennt, kann die
andere nicht verwerfen.

f) Die pseudosphérischen Flachen haben ein konstantes
negatives Krimmungsmal? — k. Die dann aus (91) entstehende
Differentialgleichung

&

5= +kr

hat aber im Hinblick auf die in_Abschnitt d) erwahnten Neben-
bedingungen die Losung y = &in (VH}). Fir alle pseudosphérischen
Flachen laRt sich ds somit durch

i = 10T ENOIR 5 Ts &= Vo) - (99)

darstellen. Da der Anfang der hier auftretenden Koordinaten ganz
beliebig gewahlt ist, kann man das Netz der Linien & = const und
@ = const unverzerrt von einem Punkt zum anderen verschieben.
Es besteht Uberhaupt zwischen den Punkten der Flache kein Unter-
schied fir die Geometrie auf ihr. Man kann jenes Netz ferner um
den Punkt & = 0 unverzerrt beliebig drehen, da unter allen Kurven
@ = const die Kurve @ = 0 in keiner Weise ausgezeichnet ist.
Jede Figur gestattet daher noch dreifach unendlich viele Ver-
schiebungen. Deshalb gibt es Kongruenzsatze**).

¢) Auch dem Liniendement der Kugel oder eing anderen Flache
postiver Krimmung kann man nicht anschen, nach wecher Sdte se
gekrimmt ist.

**) Als Gegenbeigpid fur den gewdhnlichen Fall, daB auf einer Flache
keine Kongruenzsitze bestehen, kann das Botationsparaboloid gebraucht
werden. Auf zwei Meridiankurven, weche sch in dessn Scheitd recht-
winkelig schneiden, wéhlen wir je enen Punkt in gleichem Abgénde vom
Scheitel und verbinden diexe durch ene dritte geoddtische Linie. Machen
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Setzt man entsprechend der Transformation (92)
1

Vi-igﬁsiulb s+ . (95)

1
= —= T & cos P, =
&=z T Beos®, y

so findet man (vgl. 93):
dst _ a3 —k(xdy—yda)l®
I e 1 - B .
Deutet man nun wieder x, y als im euklidischen Sinn rechtwinkelige
Koordinaten in der Ebene, so hat man eine Abbildung der pseudo-
spharischen Flachen auf diese, bei welcher jedem Linienelement und
jedem Winkel in der einen Flache ein gleich langes Linienelement
und ein gleich groBer Winkel in der anderen entspricht. Das ergibt
ene neue nichteuklidische Geometrie der Ebene; man nennt se die
hyperbolische. Jeder Satz in der einen Uibertragt sich auf die andere.
DieKoordinate @ entspricht dem v von Abschnitt d); deswegen
sind die Kurven @ = const geodatische Linien. Im System X, y lautet

ihre Gleichungﬁ = const, se sind also Gerade durch den Nullpunkt.

.o (96)

Dieser hat nun nichts vor anderen Punkten der Flache voraus, aso
snd alle Geraden im System x, y geodatische Linien, und alle geo-
détischen Linien sind Gerade, genau wie bei der dliptischen Geometrie.
Nach (89) gilt also fir die Winkelsumme enes Dreiecks vom I nhalt ,
da das Krimmungsmal — k ist,

m—@+ B+ =84 .. .. .. .(9)
d. h. die Winkelsumme ist stets kleiner als m.

§ 13. Die Cayley sehe MalRbestimmung.

Um die dliptische und die hyperbolische Geometrie weiter zu
untersuchen, mifte man die aufs unendlich Kleine bezogenen MaR-
bestimmungen (93) und (96) durch Integration auf endliche Strecken
ausdehnen. Einfacher ist es eine von Cayley eingefiihrte Art der
MafRbestimmung zugrunde zu legen, die sSch sogleich auf beliebige
Strecken bezieht, und dann nachzuweisen, dal se mit enem der

wir in diesam rechtwinkeligen Dreieck die Katheten hinreichend lang, so
ist die Hypotenuse kiirzer as jede von ihnen. In solchen Teilen der Flache
hingegen, weche vom Schatd weit genug abgtehen, gilt, da dort die
Krimmung sehr geringist, mit grol3er Annéherung die euklidische Geometrie
der Ebene derzufolge in sdlchem Dreieck die Hypotenuse jede Kathete an
Lange Ubertreffen mui.
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genannten Differentialgesetze Ubereinstimmt. Diesen Weg schlagen
wir ein.

a) Die hyperbolische Geometrie der Ebene. Statt der
rechtwinkeligen Koordinaten x, y verwendet man in der euklidischen
Geometrie der Ebene manchmal mit Vorteil homogene Koordinaten

% x%x3, aus denen sich die urspriinglichen nach den Formeln

X
r=glizgh, ¥§==uatipd
berechnen. Deren "Vorziige fallen z. B. bel Gleichung eines K egel schnitts

in die Augen. Denn diese bekommt nun unter allen Umstanden die
homogene quadratische Form

Qe =0, @) =g+
ik

W ir benennen sogleich noch die zugehérige Bilinearform mit
izy) = Dansy-
ik

Die gik sollen reell, und £ (x% soll nicht definit sein, so daB die
Gleichung & (#%) = 0 einen reellen Kegelschnitt bestimmt.
Unter dem Doppelverhéltnis von vier Punkten A, B, K, L einer
Geraden versteht man
AK AL AK.BL
(4B, L) = yg: BT = BK.4L'

wobei AK, BK usw. die euklidisch gemessnen Abstande bedeuten.

In kartesischen Koordinaten ist, wenn wir unter X, ,y. die Koor-

dinaten von A usw. verstehen,
(AB, KL)

_ lx,— ) (y—ay ) .

T {mp e mg) (o— )

(ebenso in y), und zwar bestehen zwischen diesen Koordinaten, da alle
vier Punkte derselben Geraden angeboren, Beziehungen von der Form:

oy = M b nE Ktwm =l
& = Ay, + Ay %y 3¢+3a‘":1} e 79
Daraus schlieBen wir: 2
(AB, KL) = :‘A:-

In homogenen Koordinaten lassen sich diesdben Beziehungen aus
driicken durch

a;;"‘-_.-..-ocaa::-l-abmg, ot = 2+ fusl, i= 123
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wobei die o und 3 durch keine Beziehungen untereinander verbunden
sind, wenn nur

¥y =

3
Ty

_ "a%a
2
=" -'Fg + ey 2y

oy o)

— T =3 usw.
oty g - vy ]

Ky ==

ist. Demnach ist das Doppelverhédltnis auch durch die Gleichung

(AB, KL)= ﬁ-"f

auszudr ticken. % Fy
Nun wahlen wir die Punkte K und L auf dem Kegelschnitt
(43 = 0. Dann ist

-Q[(“sxs'f" “bxb)’] == “32(32) -+ “e&(xg) + 2,00 R("u%} =1,
R[(Baza + P )] == BIR (D) + FIR(28) + 28,6 R (zemr) =0,

und daraus folgt:

o = G (2w £ Ve m) — R D BED).

Ebenso lautet die Gleichung fur I&JB«Nehmen wir aber in der Glei-
a

o . . S
chung flr ;’4 das Vorzeichen 4, so misen wir in der anderen
i

das Zeichen — wahlen, weil K und L verschiedene Punkte sein sollen.

Dann finden wir
(AB, KL) = 202+ V9a,2) — 96D Aa))
’ ey m) — VP, — D@L
Cayleys Gedanke bestand nun darin, dies Doppelverhéltnis als MaR
fur den Abstand der Punkte A und B zu wéhlen, doch 0, daR sich
die Abstande von A und B einer-, B und C andererseits zum Abstand
von A und C addieren, sofern diese drei Punkte auf einer Geraden
liegen. Nun multiplizieren sch aber nach der Gleichung
_4K.0L AX.BL HBHK.CL
ACKL)=og 41 = 5K 4L XTK BL

= (4B, KL)% (BC, KL)

die entsprechenden Doppelverhdltnisse.  Somit mul? man an ihnen
den Logarithmus bilden und unter Einfilhrung einer positiven Kon-
stante k schreiben:

r=_1_
"= Vi log (A B, KL)

1 B at YO (@ @) — (20 A (2
T aVE Y a,ay— Y Py 2y — BED D

(98)




— 127 —

Gleichbedeutend und manchmaJ bequemer sind die Formeln:

8, )
@of (Yhr) = | et
NG fvmx'm(m;}
ey 1/ @) — 8D ()
&in (Yir) = P TIRIC)
Hier ist die MaRbestimmung zurtckgefuhrt auf die Lage der in
Rede stehenden Punkte zu dem , absoluten Kegelschnitt".
W ahlt man dafiir den Kreis vom Halbmesser &=, d.h. setzt man

Q@) =—k@P+a) 42 =0 . ... (9)
so geht (98a) Uber in
Gint ( {—r) — k(..”..,,a:-h —:.\:,l e +’k(x WA :z:g’z ‘)'—-l:’(:c ‘x, — a:a)s
— k(@ 0] [ =)
Wendet man diese GIe|chung auf zwei unendlich benachbarte Punkte

an, indem man af = 2f 4 daf setzt und den Index a als nunmehr
Uberflissig fortlaRt, so folgt fir das Linienelement d s zwischen ihnen

det— {z1 dz® — ot do’)l 4 (2t da? — i da®y — k{wrda® — aPdot)f

[ —k @+t )

Nun braucht man sich nur noch zu erinnern, dal? man flr jeden im
Endlichen gdegenen Punkt x*® 1, somit dx® =0 setzen darf, und
damit x* x? in x )y Gberfihrt. Dann erhdlt man namlich ohne
weiteres die Gleichung (96). Cayleys MaRbestimmung fihrt zu
der hyperbolischen Geometrie der Ebene, welche mit der
Geometrie auf pseudospharischen Flachen zusammenfallt,
wenn man einen reellen Kreis als absoluten Kegelschnitt
einflihrt.

Auf der Geraden KL wahlen wir wieder den Punkt A und
lassen den Punkt B von A nach K wandern. Solange B noch mit
A zusammenféllt, ist (AB, KL) = 1 und nach (98) r = 0. Dann
wachsgt (AB, KL) dauernd, und sogar Uber alle Grenzen, wenn sch
B dem Punkt K mehr und mehr nadhert. Wanderte B nach L, so
néhme das Doppelverhéltnis allmahlich bis zu Null ab. Die Punkte
des absoluten Kegelschnitts haben somit von jedem Punkt im Innern
einen unendlich groRen Abstand. Uberschreitet B bei K oder bei L
den Kegelschnitt, so wird (AB, KL) negativ und r bleibt nicht mehr
reell. Das kommt aber fir die hyperbolische Geometrie des Innern
nicht in Betracht. Denn messen wir mit einem Maf3stabe, welcher
die MaRbestimmung (98) verwirklicht, die Gerade KL von A nach

(98 a)
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beiden Seiten aus, so kénnen wir ihn beliebig oft anlegen, ohne doch
Kund L zu erreichen. Die Geraden der hyperbolischen Geometrie
sind unendlich lang, obwohl se innerhalb eines — bei euklidischer
Meflbestimmung — im Endlichen liegenden Kegelschnitts liegen. Fir
die hyperbolische Geometrie ist der absolute Kegelschnitt das unend-
lich Ferne. Jenseits davon gibt es nichts mehr.

Ziehen wir von einem auRerhalb der Geraden KL liegenden
Punkt P die Geraden PK und PL, so schneiden diee die Gerade KL
im unendlich Fernen, de snd somit beide zu ihr parallel. Es gibt
also in jedem Punkt zu einer nicht durch ihn fihrenden
Geraden zwei Parallele (siehe Fig. 16) und auRerdem eine
ganze Schar von Geraden, welche die erstere lberhaupt
nicht schneiden.

Wir gehen nun zu Cayleys Ansatz fir das WinkelmaR Uber.
Dazu brauchen wir den Begriff der homogenen Lintenkoordinaten.
Die Tatsache, daR ein Punkt x*: X?: x* auf ener bestimmten Geraden
liegt, wird immer durch eine Gleichung von der Form

wisl gt W ==0. ... . . (100

dargestellt. Dies ist ja die Gleichung der Geraden in Punktkoordi-
naten. Die Verhaltnisse u:u% u® sind dann fiir die Gerade kenn-
zeichnend und heilen homogene Linienkoordinaten der Geraden.
Enthélt en Strahlenbiindel, d. h. die Gesamtheit der durch einen
Punkt der Ebene gehenden Geraden, die Geraden a (tég:#a :#a) und
bi{udsug:u), o bedehen fur beide Gleichungen, wie (100), und
zwar bedeuten darin die x' die Koordinaten des Schnittpunkts.
Gehoren demsdben Biindel die Geraden k und | an, so lassen
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sch ihre Koordinaten aus den % und ug durch Gleichungen von

der Form ¢ i 4

e = gt -Gt

“{ = ﬁuu: +ﬁb“§

bestimmen. Denn soll Gleichung (100) auch noch fur die #§ gelten,

so muR, da doch nicht alle x' verschwinden kénnen, die Determinante

T+ usufwd Null sin. Das fihrt aber unmittelbar zu der letzten

Gleichung. — Schneiden wir das Biindel durch eine Gerade Ut: U2: U3,
s0 hat ihr Schnittpunkt K mit k die Koordinaten

v o | Urug| | T4 Ul

x'= 4 U"‘:i, xﬁ_ﬂ.vluk U‘ﬂ*’

wo X ein bedeutungdoser Proportionalitatsfaktor ist. Wir schlieRen

daraus, daB die vier Schnittpunkte A, B, K, L mit den gleich-

benannten Geraden in den Beziehungen

2t = gl 4 oph 7 == fa2l + fumi
zueinander stehen. Als Doppelverhaltnis (ab, k1) dieser vier Strahlen
bezeichnen wir nun das Doppelverhéltnis ihrer vier Schnittpunkte

(AB, KL), aso 2.8,
(ab ki) = 22

Die Beziehung auf die Gerade U U%U® ist dabei unwesentlich, da
die a und 3 am Strahlenblindel sdbst definiert sind *).

*) In Fig. 17 verhalten sich bei euklidischer MaRbestimmung die Dreiecks-
flachen OAK: OBK.OBL: "M AePVERL AL
Fig.17. - A0

§i=1198. ... (l00a)

, Zg== 4

7K af Bl AN
weil de alle die gleiche Hohe h haben. AuRerdem ist
OAK 0A.OK.sin(ak) USIV.

Daraus folgt fir das Doppeverhdltnis der vier Geraden a, b, k, I:

__ minak). sin(bD)
@0 BD = im0 otw (@)
Laue, Reativitataprinzip. |1 . ’
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Den absoluten Kegelschnitt kénnen wir auch in Linienkoordi-
naten in der Form .
O (u%) == ) grab ot
)

geben, d. h. die Koordinaten jeder seiner Tangenten mussen dieser
Gleichung genligen. Wir beweisen dies nur fur den Sonderfall, daR
er der Kreis (99) ist. Dessen Tangente im Punkt z%:a%:2% hat die
Gleich i

echung — kol + o)) + 202k = 0;
daraus entnehmen wir ihre Linienkoordinaten

W= —kz), w=—kz}, ut =2l

Da die 2% aber der Gleichung (99) gehorchen, gilt fir die #f

0w = g @ +wh—wt=0 . ... (100

Jetzt wahlen wir k und | als Tangenten an den Kegelschnitt. Aus
den Gleichungen
O (ug) = O [(e0s tha +- 000 t00)*]
== thg O (wa} -+ o5 O (85) 4 2 ota 00y O (g 32) = 0
0(u) == O[(Batic 1+ Br )]
= A0 (ua) + 87 O (w) + 28 Bs O (st tar) == 0

bestimmen sich dann die Verhalt IZ-“-. g—:,J nd aus diesen das
Doppelverhéltnis 2

O (s, ) + Y 0% (e, ) — O () Oug)
Ofu, “b)_vus(“n“b)_ 0 (u) O ()

Cayley nimmt den Logarithmus des Doppelverhaltnisses als Mal3 fur
den Winkel ¢ zwischen a und b und erreicht damit offenbar, da
sich die Winkel zwischen Strahlen dessdlben Biindels addieren. Aber
er setzt in den Proportionalitatsfaktor die imaginare Einheit ¥—1;
und zwar 1
[ e
2¥—1
oder, was dasselbe sagt:

(@b, k1) =

(102)

log(ab k) . . . . . . (103)

00 e . a®) )
¥ = YoeD 0wy
Wir hingegen haben in § 6 ene Winkeldefinition kennen ge-

lernt [Gleichung (29)], welche sich an das LinienmaR anschliet. Sie
lautet, angewandt auf die MaRbestimmung (96) und auf zwei Linien-

-+« (103a)
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demente ds, und dy, die vom Punkt X, y nach # + d&., ¥ + dya
und & 4 day, ¥+ dp fuhren:

dx, day+dy,dyy -k (zdy,-ydz,) (sdy, -ydx)
¥ld 23 +dyd-k(zdy, -ydz Pl{dad+dys-kixdy, -y dz))
Wir missen zeigen, daR die Cayleysche Bestimmung damit uberein-
stimmt. Dazu aber genigen die folgenden Bemerkungen: Die

Gerade a ist hier bestimmt durch? die Punkte x' und #f+ daf, a
durch die Gleichungen

Sue=10 Deltds)=0.
) i

(104)

cogep =

Daraus folgt unter Einfiihrung enes unwesentlichen Proportionalitats-
faktors &: 28zt
dxy dos
und das Entsprechende fir den Index b. Diese Beziehungen ver-
einfachen sch, sowieman #% = 1 und ia; = dzf = 0 setzt:

w = A usw.

ty =~ Ady,, ul==idt,, si= A(wdy.—ydr) (104a)
(ebenso fir den Index b). Setzt man aso in (103 a) nach (101)
1
O (o) == T (% w3 -} 43 U5} — sz 0§,

setzt man ferner hier und nach (101) in @{#s} u 1O(sd) i e Werte
(104 a) ein, so kommt man zur Formel (104); die Winkelbestimmung
nach Cayley und nach der MaRbestimmung (96) liefern also dasselbe.

Uns geht hier nur das Innere des absoluten Kegelschnittes an.
Die Tangenten k und | von einem dort gelegenen Punkt an ihn sind
beide imagindr, deshalb ist auch das Doppelverhdltnis (ab, kl) nicht

reell. Durch die Wahl des F a k t;-—EE.—T n (103) haben wir aber

erreicht, da in (103a) rechts nur redle GroRen auftreten; fiihren
namlich die Geraden a und b beide durchs Innere, so haben & {uz)
und ©O(wg} daselbe Vorzeichen. In (102) aber mufl} die Wurzel
imaginar, also (9 (satip) < O (¥3) . O} sein. Deshalb sind nach
(103 a) cos® = 1, ¢ aso immer reell.

Nur in enem fir uns brauchbaren Fall werden die Tangenten k
und | reell, wenn ndmlich der Schnitt von a und b auf den Kegel-
schnitt fallt. Dann snd k und | aber diesslbe Gerade. Also ist
(ab, kI) 1, und nach (103) ¢ = 0. Parallele Gerade
schneiden sich im Unendlichen unter dem Winkel 0. Die

9*
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Meridiankurven der pseudosphérischen Flache von Fig. 11 sind eine
Schar paralleler geodatischer Linien und veranschaulichen diesen Satz.
Man kann de aber nur nach einer Seite bis ins Unendliche verfolgen,
nach der anderen werden se durch dieKanteder Flache abgeschnitten.
Uberhaupt gibt keine der pseudosphérischen Flachen in den Fig. 11,
15a und b die ganze hyperbolische Ebene wieder. Hubert hat be-
wiesen, dal3 das auch dann unmdglich ist, wenn man auf die axiale
Symmetrie verzichtet; immer unterbrechen Singularitaten den regel-
mafiigen Zusammenhang.

Ein Dreieck, dessen Ecken alle auf dem absoluten Kegelschnitt
liegen, aso im Unendlichen der hyperbolischen Geometrie, hat drei
Winkel vom Betrage 0. Nach (97) ist sein Inhalt’—', das grofte,
was bei einem Dreieck Uberhaupt mdglich ist.

Wann aber stehen zwei Gerade im Sinn der hyperbolischen
Geometrie aufeinander senkrecht? Gleichung (103a) gibt dafur als
Kennzeichen O(uUp) = 0. Was das geometrisch bedeutet, erkenntb
man bessr an (103). Denn ist p = g. so muBl (ab, kl) = — 1
sdn.  Eine dementargeometrische Uberlegung zeigt zunichst fiir den
Fall, daf} der Schnittpunkt von a und b auRerhalb des Kegelschnitts
liegt, die Tangenten k und | somit reell sind, dal? dann a durch den
Pol der Geraden b und umgekehrt fiilhren mu3. Und somit bedeutet
die Forderung Ofti, %) = 0 stets, dal jede der Geraden a undt'
durch den Pol der anderen geht, auch wenn se sich im Innern des
Kreises schneiden. Fig. 18 zeigt in ihrer unteren Hélfte solche auf-
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einanderstehenden Geraden. Zwei Lote derselben Geraden schneiden
sch danach im hyperbolischen Sinn Uberhaupt nicht, weil sie sch
nicht im Innern schneiden. Die Hilfskoordinaten x, y stehen nicht
Uberall aufeinander senkrecht.

Dald es kongruente Figuren gibt, haben wir schon am Ende von
8§12 bewiesen. Fig. 18 zeigt eine Reihe kongruenter Dreiecke, welche
durch eine Parallelver schiebung auseinander hervorgehen. Der ene
Eckpunkt bewegt sich dabel auf einer geraden Linie, die anderen
auf den gestrichelt gezeichneten Ellipsenbogen.

AuRerdem zeigt Fig. 18 an dem Beispiel des Dreiecks ABC, wie
sich ein Vektor bei Parallelverschiebung (vgl. § 11b) langs der Seiten
enes Dreiecks dem Umlaufssinn entgegen dreht. Denn hat er zu-
néchst die Lage @y bei A, in welcher er zu AB im hyperbolischen
Sinn senkrecht ist, so kommt er bei der Verschiebung langs A B nach
B in die ebenfalls zu AB senkrechte Richtung @, welche unter den
Verhéltnissen der Zeichnung mit B C zusammenfallt. Infolgedessen
behdlt er diese Richtung bel der folgenden Verschiebung nach dem
im hyperbolisch Unendlichen gelegenen Punkt C. In diesem schneiden
sch aber B CundA Cunter dem Winkel Null. Der Vektor hat somit
auch die Richtung A C und behalt diese bei der letzten Parallel-
verschiebung nach A bei. Er gelangt also schlieRlich in die Lage #,).

b) Die elliptische und die euklidische Geometrie der
Ebene. Die MaRbestimmung der elliptischen Geometrie unter scheidet
dch von der hyperbolischen nur im Vorzeichen von k. Deshalb
kann man die Cayleysche MaRbestimmung ohne weiteres
auf die elliptische Geometrie Ubertragen, wenn man nur
den reellen Kreis, --k(#z1* 4 21" 4 £#* = ¢, durch den imagi-
n  a k@' 4224 28 == 0xrsetzt.  Zugleich muB man Glei-
chung (98a) umformen i

@of (Y=Fr) = con(Vior) = ‘ R (@2

Y2 2@

und daraus folgt, da nur positive Werte des Cosnus zuléssig sind,

L

da die Geraden die endliche Lénge% haben. Das haben wir schon

auf andere Artin § 12, e) bewiesen.

Zur euklidischen Mal3bestimmung kommt man, wenn man in der
hyperbolischen oder der elliptischen den Grenziibergang zu k = 0
macht. Die euklidische Geometrie ist somit ein gemeinsamer Grenz-
fall der beiden anderen. Daraus erkennt man, dafd jedem Satz der
hyperbolischen oder der elliptischen Geometrie ein euklidischer Satz
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entsprechen mulR. Sofern in einer der ersteren Widerspriiche steckten,
ware auch die euklidische Geometrie nicht durchfiihrbar. Und darin
liegt wohl der Uberzeugendste Bewels fiir die Mdglichkeit der ersteren.
Man darf aber nicht umgekehrt schlielen, dal} jedem Satze der
euklidischen Geometrie einer in der eliptischen oder hyperbolischen
entsprechen miikte. Die Ahnlichkeitssitze Euklids z. B. beruhen
wesentlich auf dem Wert Null far das Krdmmungsmal? k und sind
deswegen unubertragbar.

Zum Schluf3 wollen wir noch erwéhnen, dafR die Beschrankung
auf einen redlen oder imagindren Kreis als absolutes Gebilde kein
wesentliches Kennzeichen der dliptischen und hyperbolischen Geo-
metrie ist. Fur Cayleys MaRbestimmung kann man irgend einen
Kegelschnitt daftr benutzen und schafft damit eigentlich nichts
Neues. Denn durch lineare Substitutionen &'f = = e« kann man
diesen Kreis gets in eine andere Kurve zweiten Grades tberfiihren.
Gerade gehen dabe in Gerade Uber und das Doppel Verhdltnis von
vier Punkten einer Geraden und vier Strahlen enes Bindels bleibt
erhalten, weil die Koeffizienten o und B der Gleichungen (97 a) und
(1004a) dabei ihren Wert behalten. Alle Strecken und Winkel behalten
somit fir die elliptische bzw. hyperbolische Messung ihren Wert bei.
Die Transformation andert gar nichts an diesen Geometrien, sondern
nur die Deutung der Hilfskoordinaten #*:«%:%* oder x und v,

c) Elliptische und hyperbolische Geometrie im Raum.
Die Cayleysche Malisstimmung lat sch unmittelbar auf drei Dimen-
sonen Ubertragen, wenn man unter =g :x4, y = g1 24, # — xb: 34
euklidische kartesische Koordinaten versteht und

2@ =+ h@" + 20 + %) 20

setzt. Das Zeichen + gilt dabei fur die elliptische, — fir die

hyperbolische Geometrie. Das absolute Gebilde ist in ersterer ene

imaginére, in letzterer eine redle Kugel. Rechnet man ahnlich wie

oben, d. h. nach Formel (98) oder (98a), diese MalRbestimmung auf

unendlich kleine Strecken um, so findet man

i = daitdyds dat k{{yd sz dyt (sdz-xd ) (wd y-yd 2]
- TrrE LS+ A4

Ebenso gilt die MaRbestimmung (103) oder (103 a) fur den Winkel,
nur daR dieser hier zwischen zwei Ebenen liegt. Denn die homogenen
Koordinaten u' bestimmen hier Ebenen.

Die geodétischen Linien sind auch hier Gerade, denn in jeder
Ebene des Raumes gilt eine der oben betrachteten Geometrien. Jedes

(105)
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Flachenelement hat daher das G aullsehe Krimmungsmal3 k, gleich-
glltig, an welcher Stelle des Baumes und in welcher Lage es sich be-
findet *). DieGeraden der eliptischen Geometrie haben alle die gleiche

Léange %, die der hyperbolischen sind unendlich lang. In ersterer

gibt es keine, in letzterer in jedem Punkt zu jeder Geraden zwel
Parallele, welche die ersten im Unendlichen unter dem Winkel Null
schneiden.  Ahnlichkeit zwischen Figuren verschiedenen Inhalts gibt
es nicht, wohl aber bestehen Kongruenzsitze.

Um uns davon zu Uberzeugen, betrachten wir die lineare Sub-

stitution
o'i== 2 ol ok,
k

Da es nur auf die Verhdltnisse der vier homogenen Koordinaten
'Y 2’2, 2’3 2’4+ ankommt, ist ein gemeinsamer Faktor in ihren
16 Koeffizienten ohne Bedeutung, so dal? es eine 15fache unendliche
Schar derartiger Substitutionen gibt. Andererseits gibt es eine 9fache
unendliche Schar von Flachen zweiter Ordnung. Denn in den 10 Ko-
effizienten, welche die homogene Form &$2(x%) im allgemeinen enthélt,
ist wieder ein gemeinsamer Faktor ohne Bedeutung. Nun bestimmen
wir die Koeffizienten jener Substitution s, da3 das absolute Gebilde
dabei in sich sdbst tiberfihrt wird, d. h. daR & (z's) = 4 8 (a8} ist.
Dann behalten wir noch sechs Freiheitsgrade. Und jede der so be-
stimmten Substitutionen stellt eine Transformation des Innern des
absoluten Kegelschnitts in sch selbst, also eine Bewegung aller in
ihm liegenden Figuren dar. Dabei geht aber jede Gerade wieder in
eine Gerade tber und Doppel Verhaltnisse zwischen vier Punkten bleiben
erhalten, also auch die Langen aller Strecken. Somit geschient diese
Bewegung ohne Forménderung, jede Figur wird in ene ihr kon-
gruente Uberfihrt; wie im euklidischen Raum hat jede Bewegung
ohne Forménderung noch sechs Freiheitsgrade.

Ob wir als absolutes Gebilde eine Kugel oder ene andere
Flache zweiter Ordnung betrachten, ist im Grunde gleichgiltig und
betrifft nur die Deutung der Hilfskoordinaten x, y, z Nur muf
diese Flache im éliptischen Fall immer imaginar, im hyperbolischen
stets reell sain.

Setzt man

=2z, y=2aY s=g* und 21" 2V 2" =)

*)Vgl. Anhangl V.
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so kann man die MaRbestimmung (105) in die oft vorkommende
Form brmgen

(u:kﬂ:‘:(nkfggj. dafdst. . . (105)

Wir beschéftigen uns noch mit der MaRbestimmung (105) mit
dem positiven Vorzeichen, die, wie gesagt, fur die eliptische Geometrie
in drei Dimensionen gilt. Die Substitution

1 tgBcos D,

WEV—E

=V1—Etg983'!le‘coalp, < e e e+ (106")

£ = %tg Osindaing
macht daraus vermoge derselben Rechnung, welche in § 12 die beiden
Formen der Maflbestimmung (93) ineinander Uberfihrte:

dsﬂ=%{des—pmse(d&n-pssmod.ps)]. . . (105a)

Dieselbe Gleichung findet man aber, wenn man von der vierdimen-
sionalen euklidischen Mal3bestimmung

B ==dX9} d¥: - A2 L a0
ausgehend

X =L sin®oos ¥ = - 5in ® in & cos ,

i et Y=g

Z=LiinO@sinboing U= _Lcos®
vk V&
setzt. Da nach den letzten Formeln zwischen X, Y, Z und U die

Beziehung . 1
DLP+n4m =

besteht, so gilt der Satz: Die elliptische-Geometrie des Baumes
ist dieselbe wie die in einem dreidimensionalen Eugelraum
vom Halbmesser T, der in einer vierdimensionalen eukli-
dischen Mannigfaltigkeit eingebettet ist. Es liegt hierin eine

Ausnahme von der Regel, da® man einen dreidimensionalen, nicht-
euklidischen Raum erst dann in ene euklidische Mannigfaltigkeit
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einbetten kann, wenn man letzterer sechs Dimensionen gibt (§ 6, g).
Nur in den Zusammenhangsverhaltnissen unterscheidet
sich der elliptische vom Kugelraum in der gleichen Art,
wie die elliptische Ebene von der Kugelflache.

Die Determinante desin (105 a) auftretenden Maf3tensorsist gleich

%m«@m&

Nach § 6, d) ist infolgedessen die GroRe des Volumenelementes

1 .
o s @gind 4O dddy,

Um den ganzen Raum auszuwerten, der sich von dem Punkt & = 0
aus bis zur Flache @ = '@, erstreckt, haben wir hier nach ¢
von 0 bis 2=, nach & von @ bis = und nach & von 0 bis 8,
zu integrieren. Das liefert fir das Volumen dieser , Kugelkalotte"

2 |

W’:(ea—»gmz'e,) .. .. . (106h)
Das Volumen des ganzen Kugelraumes erhdlt man daraus, indem
man B, ==x zt :

P

S (1050

Fir enen Kaum mit der MaRbestimmung (105 a) brauchen wir
spater den Krimmungstensor. Aus dem Variationsprinzip

8 [[6 4 sin © (59 + sim® $¥)]dp = 0
und den Lagrangeschen Gleichungen, denen man die Form
B —sinBeos® B 4 om0y =0,
B4 200t9@. BH —ainbeosd. 1= 0,
P+ 2cotg®. D+ Acolg P . Bp =0
geben kann*), entnimmt man die folgende Tabelle der Drei - Zeiger-

symbole, in welcher aber die identisch verschwindenden nicht auf-

*) Eine Loésung diesr Gleichungen lautet: # = conti, @ = congt,
8 = p/A. Die Verhdltnise x : y: 8 dnd dann nach (105") kongant,
und dies bewest, dal3 die ,Geraden" durch den Nullpunkt geodétische
Linien snd. Da der Nullpunkt beliebig gewahlt ist, gilt dies fur jede
,,Gferadé', wie wir oben im Text erwahnten. Vgl. auch die Anmerkung
auf S 118.



— 138 —

gefiihrt sind; dabei entspricht die Ziffer 1 dem &. 2 dem & und 3

o e [32} = — ;einz@ [8181 = — 5 N 20 sintd

b ]
[‘,‘} = cotg ® ) = —Lein2p 105 d
[1,,8] = colg & [233} = colg &

Berechnen wir nun nach (80) die Ry, so finden wir die folgenden
Ausdriicke fir sie, wobei wir aber alle Summanden fortlassen, die sich
entweder gegenseitig vernichten oder einzeln fir sich verschwinden:

R'1—39l2]+rlls}+‘lg]{lg {138}[1;1]
_335:_8' —ﬂ.—";ﬁ + colg?® L colg®® = —2

Ru= 55 [“ A a0 = )+ P2+ 1 )

sm,a + o820 + w'® -— e0st® + cotgrl

— 23ind @

-3 (%) —as (W)= (2 (4 + 1) 150 + (04
= cos 2B 2ini B 4 cos 28 | Cos2® sind i — cost Osindd — cos? B
o= — 3 i @ gins

By = Ry = By = 0.

Da aber nach {1051a)

1 __ g ___eini G ainl § _ . .
O = F+ Ja = T G T Uy e = = e = ¢

JI

By

H

ist, besteht zwischen dem Mal3- und dem Krimmungstensor der
Zusammenhang: Rep== —2Kgap, - - - « - . . (1068}
woraus dann weiter nach (81) und (20a) wegen n = 3 folgt

R = —&k, RBap—iRB.9ap == kgag. . - . (1051)

Dasselbe Ergebnis findet sich auf anderem Wege in Anhang IV
abgeleitet. Es hatte sich auch, nur mit mehr Rechnung, aus der
Mafbestimmung (105) ableiten lassen, in welcher der Vorzeichen-
wechsel am k den Ubergang von der elliptischen zur hyperbolischen
Geometrie bewirkt. Fr die letztere gilt also:

Rap = - 2k gap.



— 139 —

V. Die Grundgesetze der Physik in der allgemeinen
Relativitatstheorie.

§ 14. Allgemeine Bemerkungen.

Die mathematischen Hilfsmittel von Teil |11 verwenden wir
jetzt, um die grundlegenden physikalischen Gesetze in Form von
Differentialgleichungen der allgemeinen Relativitatstheorie anzu-
passen. Wir suchen de dabe als Gleichungen fir Welttensoren
zu schreiben.  Doch wollen wir sogleich bemerken, daf3 uns dies im
Gegensatz zur besonderen Relativitatstheorienicht durchgéngig gelingt.
Immerhin wird man auch bei diesen Abweichungen aus der Ableitung
ersehen, dal wir keine beschrankende Annahme Uber das Bezugs
sydemi einfihren. Zundchst sden einige allgemeine Bemerkungen
gemacht.

Wir setzen als Fundamentalform der Maf3bestimmung

de = D ghdaidar . . . . . . (106)
£k

an; mit negativem . Unter ¢ = ? verstehen wir sets die fir

das betreffende K oor dinatensystem gultige Zeit, wobel wir aber keines-
wegs an die ubliche, in Sekunden zu messende GroRe zu denken
brauchen, sondern diese noch mit irgendwelchen Faktoren von
physikalischen Dimensionen multipliziert denken konnen, c¢ soll
immer der Normalwert der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum,
also 3.10°cm/sec sein. Zum Grenzfall der besonderen Relativitats-
theorie fuhrt es, wenn wir g = — 1, die anderengyy = + 1,
die gut mit verschiedenen Zeigern als Null annehmen.

Sodann wollen wir uns tber die Dimensionen der vorkommenden
GrofRen verstéandigen. Esentspricht der Allgemeinheit der K oor dinaten-
wahl, wenn wir jeder Koordinate x' eine eigene Dimension X; geben,
desgleichen dem ds eine eigene Dimension s. Dann gilt die folgende
Tabelle:

Lm]=s-(x4xo~*.[(‘{‘}]=(x‘x.)—lx..[m.]z(xfx.)—n}
. (106a)
[6M= " X; X, [Raim] = (X G X1 X0} ?, [R] =870,
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[Val. hierin die Formeln (53) und (54), (79), (80) und (81).]
Fur die Komponenten jedes Welttensors besteht die Regel, dal
fur jeden oberen Zeiger i in ihren Dimensionen $~*X¥, fir jeden
unteren Zeiger Je aber 83X 1 auftritt. Denn nach (32) bzw. (40 b)
entspricht jedem oberen Zeiger bei der Herleitung aus gemischten
Komponenten ein Faktor g jedem unteren ein Faktor g, Von
den Dimensionen der Masse, Lange, Zeit und Temperatur konnen
se noch in irgend einer Art abhangen; wie, findet man am ein-
fachsten durch Betrachtung solcher gemischten Komponenten, welche
dieslben Zeiger oben- und unten tragen {z. B. T:'); diese sind von
den Dimensionen X; namlich unabhangig. Skalare, also auch alle
universellen Konstanten, haben mit den Dimensionen X; nichts zu
tun, wohl aber kénnen se noch von der Dimension s abhéngen;
dies gilt z. B. von den Konstanten x in der Grundgleichung (144)
des Schwerefeldes.

W ir wollen Gbrigens im folgenden die Allgemeinheit dadurch ein
wenig beschranken, da wir ds und x* als Lange betrachten (s = I).
Dann werden g, und g* reine Zahlen.

Nach diesen formalen Bemerkungen wollen wir zunéchst die
Betrachtungen von Teil Il vertiefen. Zunachst besteht ein inniger
Zusammenhang zwischen der Gleichberechtigung aller den Ein-
schrankungen (10) genligenden Koordinatensysteme und der nicht-
euklidischen Natur der MalRbestimmung(106). W ér e diese euklidisch,
d.h. verschwéande der Riemann-Christoffelsche Tensor innerhalb
der ganzen ,Welt", so konnten wir durch Transformation der
Koordinaten die Form

da? = da?* + dad® + dut® — dui? (107)

Uberall gultig machen, die sich so durch Einfachheit hervortut, dal
die Gruppe von Koordinatensystemen, fur die se gilt, vor allen
anderen bevorzugt wére. Man k&me somit zur beschrénkten
Relativitatstheorie zuriick. Die euklidische Maf3bestimmung nimmt
eine dem allgemeinen Relativitatsprinzip wider sprechende Ausnahme-
stellung ein.

Wenn nun die MaRbestimmung (106) nicht-euklidisch ist, so
gibt es nach § 8 keine in ahnlicher Weise ausgezeichneten Systeme
fur endliche Bereiche, denn auch die Riemannsehen Koordinaten
haben ihre ausgezeichneten Eigenschaften nur in bezug auf enen
Weltpunkt P. Wohl aber gibt es fir P geodétische Koordinaten,
fur die in P die gi in erster Naherung konstant sind; wir
dirfen de Uberdies as in P rechtwinkelig betrachten. In ihnen gilt
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die MaRbestimmung (107) wenigstens in erster Naherung fur die
Umgebung von P, und es spielt sich somit, bezogen auf ein solches
System, alles so ab, wie wir es aus der beschrénkten Relativitats-
theorie kennen. Z. B. sind die Weltlinien eines Lichtstrahls und
enes frei beweglichen Massenpunktes durch lineare Beziehungen
zwischen den Koordinaten gegeben. Gleichung (66d), welche den
Ubergang von den beliebigen Koordinaten #'f zu den geodéatischen x'
darstellt, zeigt durch das rechts auftretende Glied mit #"*, daR sich
beide Systeme gegeneinander in beschleunigter Bewegung befinden.

Das steht in vollem Einklang zu Einsteins Aquivalenzprinzip
(8 3). Der Kasten, in wechem man das Fallen aller Korper beob-
achten kann, ruht namlich im System z'%. Diese Beobachtung |&Rt
sch erkldren entweder aus der Beschleunigung des Systems ='* gegen
das Sysem #% in welchem fiir den betrachteten Raum- und Zeit-
bereich die gik die aus der beschrankten Relativitéatstheorie bekannten
Werte in erster Naherung unveranderlich bewahren, oder aus der
Veranderlichkeit der gi im System a'¥; denn diese Veréanderlichkeit
kennzeichnet, wie wir jetzt immer mehr sehen werden, ein Schwere-
feld. Beide Erklérungen sind so gleichwertig, wie die beiden
Koordinatensysseme.  Jeder Fahrstuhl, der sich von seiner Auf-
héngung ge6st hat und nun frei herunterstirzt, jeder Planetoid im
Sonnensystem, sofern er nicht zu groB ist, stellt en geodétisches
Koordinatensystem dar. Bei einem Korper von der Ausdehnung der
Erde zeigen freilich Ebbe und Flut, daf3 das vereinigte Schwerefeld
von Sonne und Mond in ihm nicht mehr homogen ist, dal3 er also
nicht mehr ganz in den Bereich eines geodatischen Systems hineinpalt.

Zugleich zeigt diese Betrachtung den Wert, welche die be
schrankte Relativitatstheorie auch jetzt bewahrt. Se gilt fur jeden
Weltpunkt innerhalb enes hinreichend kleinen Raum-Zeit-Bereichs,
bezogen auf ens der fur ihn geodédtischen und rechtwinkligen
Systeme*). Diese héngen untereinander zusammen durch Trans-
formationen, welche die MaRRbestimmung (107) invariant lassen und
nach (66) bis auf Glieder dritter Qrdnung linear sind, also im
Punkt P Lorentztransformationen darstellen.

Wir nehmen nun zwei materielle Punkte A und B an, welche,
wenigstens im betrachteten Augenblick, relativ zueinander ruhen
und sich unendlich nahe sind. Dies bedeutet, da3 in der Nahe eines
Weltpunktes P die Richtung der Weltlinie von B aus der Richtung

*) Diesen Sachverhalt meint Mie, wenn er von der Relativitét des
Schwerepotentials spricht.
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der Weltlinie von A durch ene Parallelverschiebung langs einer zu
ihr senkrechten Strecke hervorgeht. Dann gibt es ein fir P geo-
datisches und rechtwinkliges Sysem x' in welchem die Zeitachse zu
den beiden Weltlinien parallel ist. Ein Malistab, welcher relativ
zu A und B ruht und daher ihren rdumlichen Abstand mif3t, ist
durch eine Strecke des Raumes x* = 0 dargestellt; dieser Abstand
ist also gleich der natlrlich gemessenen Lange des senkrechten Ab-
standes ihrer Weltlinien. Die Zunahme der Eigenzeit auf einer der
Weltlinien ist einfach dx*. Daraus folgt, ganz wie in der be-
schréankten Relativitatstheorie, da3 die Messung der Lichtgeschwindig-
keit mittels enes Lichtsignals, das von ener Uhr zu einem gegen
de ruhenden Spiegel und zurtick [uft, wenn man se aus der (unend-
lich kleinen) raumlichen Entfernung und der Zunahme der Eigenzeit
der Uhr zwischen Abgang und Ankunft bestimmt, einfach zum
Wert c fuhrt. Wieauch dieMaRbestimmung (106) beschaffen
sein mag, c ist fir jeden Weltpunkt der natitrlich ge-
messene Wert der Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum.

Fir die raumliche Messung folgt daraus. Es sa fir ein be
liebiges System x' die MaRbestimmung (106) gegeben. Fir einen
Massenpunkt, der in diessm System ruht, gilt dann flr das Element
der dal = da? = do® = 0. Weist der Vektor dx' von
ihr zu einer ihr parallelen Weltlinie, welche also eéinem zum ersten
ruhenden Korper zugehort, und zwar von einem beliebigen Punkt
der einen zu einem beliebigen Punkt der anderen, so sind

)
de =30 (G=1,23), dr=—1 S g. 82
Ju k=1

die Komponenten eines Vektors, welcher auf den Weltlinien senk-
recht steht; denn es verschwindet das skalare Produkt:

Eg”. Azbdgk = dat (2 Gis A% 1+ gu, Ax‘)

=1

In natlrlicher Messung gilt somit fur den raumlichen Abstand der
beiden Korper:

a0 =TS A8 A = S g,,,ww__(zg“am‘)

k=1 =1

1<
3“ 2 (9o Gus — JeaGra} Bt Bat,
bk=1

(108)
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Gehen wir z. B. in einem schwerefreien Weltbereich mit der eukli-
dischen MaRbestimmung (107) durch die Transformation c

N=reif +ol), d=rsin{d +ot), =19 2t = ct, (109)

alao dat = dr.cos (B + wi) — rsin (B + 0 i) (& + wdt),
dd = dr.sin(@+ o)} reos(#+ o) (dd + o dt)

zu dem gegen das erste rotierenden Koordinatemyntam r, &, &, ¢ tiber,
¥o finden wir:

dot = ds2 + 1938 - A+ 2r90d Bt — (63— 0 dI5 (1098)

Der raumliche Abstand zweier in diessem System ruhenden Massen-
punkte ist nach (108) bestimmt durch die Gleichung:

Cdav=apr+ 88 g (109b)

6'
Er stimmt Giberein mit dem Abstand zweier im System X' ruhenden
Punkte, wenn er die Richtung der Drehachse z oder des Radius-
vektorsr hat. Ein MaRstab aber, der in der Ebene der Drehung
zum Radiusvektor senkrecht liegt, zeigt statt der Lénge rd# enes

in x' ruhenden MaRstabes die groRere Lange rd&: Vl_“""' Der

Unterschied beruht auf der Lorentzkontraktion; denn bringen wir
einen MaRstab aus dem Ruhezustand in dem System X' in den Ruhe-
zustand_ii dem Sysemr, #,, z t, so verkirzt er sich um den Faktor

1— _B'L', sine Angaben fiur gleichesd werden also entsprechend

vergroldert. Das stimmt zu der Betrachtung von S.25 und 26. Im
allgemeinen aber beweist Gleichung (108): Um zur Geometrie im
Streckenraum x* = const zu gelangen, darf man nicht ein-
fach in (106) dx* = 0 setzen; das ist nur zulassig, wenn die
Bedingungen (49)

gu =0 fur i=1,23

erfullt sind, d. h. wenn die Zeitachse auf dem Streckenraum
senkrecht steht.

Wir beschéftigen uns im folgenden vorzugsweise, wenn auch
nicht ausschliellich, mit Systemen, welche diese Bedingungen erfiillen.
Fur se untersuchen wir die Lichtausbreitung. Wie wir in § 15, b)
aus den M axwell sehen Gleichungen ableiten werden, ist diese durch
geoddtische Nullinien dargestellt. - Schon hier werden wir das er-
warten, weil es fir die nachse Umgebung jedes Weltpunktes nach
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der beschrankten Relativitatstheorie fiir eins der in ihm geodéatischen
und rechtwinkligen Koordinatensysteme gilt, und weil diese Linien
in ihrer Bedeutung vom System unabhangig sind. Wegen (49)
kénnen wir fur (106) aber schreiben:

del = da¥ -} g, B2+,
Setzen wir dies gleich Null, so folgt:

d da
V= “ Eg—ﬁv—gn- ... (110)

Dies ist die Lichtgeschwindigkeit; zwar nicht in dem natdr-
lichen, an Ort und Stelle mit Uhr und MaR3stab zu bestimmenden
Wert, aber doch unter Umstéanden in einer guten physkalischen
Bedeutung. Im statischen Schwerefeld némlich Gbertragen die Licht-
wellen mit ihrer in bezug auf die Zeitvariable x* = et konstanten
Periode dies Zeitmal3 t von einem Ort zum anderen [vgl. § 18 €)].
Man kann dann beobachten, wieweit sich in einer bestimmten Zeit t
das Licht von einem beliebig weit entfernten Raumpunkt aus fort-
pflanzt; so miBt man F. Auch beeinflult die Veranderlichkeit von
044 die raumliche Gestalt- der Strahlen [Gleichung (157)].

Gelten die Gleichungen (49) nicht, so wird die Lichtgeschwindig-
keit noch abhéangig von der Strahlrichtung, was man sich auch aus
dem Beispiel des rotierenden Systems r, £z, t von (109) leicht an-
schaulich macht.

Fur das Element der Weltlinie eines Kérpers ist dr? = —ds?
positiv und t die Eigenzeit. Bilden wir ganz wie in Bd. | den
Vektor der Vierergeschwindigkeit

P

Y'—dr « e+ . . . . (110a)
s0 gilt wegen
art = — Sgpdeida* . . (110a)
die Gleichung *
%}g!*f‘f*:_.—n .o (110b)

Y ist somit ein zeitartiger E i n h eit svektor. Fir Koordinatensysteme,
welche der Bedingung (49) gehorchen, finden wir daraus den Raum-
vektor der Geschwindigkeit gemaR den Gleichungen:

dat

da* I L
q¢=—"T=Bd—;= GF (t=1,2.3) .. (llOC)
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Dann ist sein absoluter Betrag, dessen Quadrat durch
[]
¢ = Do = = L@ TP+ 1) . . (1100)
=1 T

gegeben ist, der Quotient aus dem natiirlich gemessenen Strecken-
element da und der Durchlaufszeit dt. Da dt nicht die Eigenzeit
einer am gleichen Ort ruhenden Uhr darstellt, so ist auch g nicht
die in natirlichem MalRe gemessene Geschwindigkeit. Sie entspricht
darin durchaus der Lichtgeschwindigkeit ¥ = e ¥— g;43 wohl aber
hat der Quotient ¢/F, aus welchem das ZeitmaR fortfallt, eine Be-
deutung fir die natirliche Messung, und daraus sehen wir nach
(110), daR man ¢/¥— g4 als den B et ¢4/¥—g,, | s die Kompo-
nenten der natirlich gemesenen Geschwindigkeit zu bezeichnen hat.
Die Auflésung von (110c) nach den Y' ergibt wegen (110c')-:

¢ /1 o VRPN 1,23,
Yori—g)—g¢ Vel —g%(— i) (110d)

¢
Y= — S
Vet (—gqu)—a®
Zwischen der Y' und den Komponenten der natlrlich gemessenen
Geschwindigkeit besteht also dersdbe Zusammenhang, wie in der
beschrankten Relativitatstheorie.
Unter einem Ruhsystem enes materiellen Punktes (K) ver-
stehen wir ein Koordinatensystem, in welchem enerseits

fiu=0 far i= 1,38,

t —

andererseits fur den betreffenden Massenpunkt
Vim0 (=125

ist. In ihm verschwindet die Geschwindigkeit g' des Massenpunktes,
es ist nach (110b) und (21)
. 1 ——— o -1
Tt= e o= g, Y, = omom ==V
~fu ’ ! ‘/:9: o
;=0 far 1 = 1,2,3.

Es gibt aber fur denselben Massenpunkt und denselben Augen-
blick noch unendlich viele Ruhsysteme. Darunter befindet sich auch
ein geodatisches Ruhsystem, némlich dagenige rechtwinkelige geo-
détische System fur den betreffenden Weltpunkt, in welchem die

Laue, Relativitatsprincip. 1. 10

(110e)
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Geschwindigkeit q' = 0 ist. Da alle rechtwinkeligen geodatischen
Systeme des gleichen Weltpunktes sich durch Lorentztransformationen
ineinander Uberflhren lassen, so gibt es stets ein geodétisches Ruh-
sysem. Auf dies beziehen sich die Begriffe Kuhmasse (m) und Ruh-
dichte (i), von denen in 8 16 die Rede sein wird.

Ein freier, d. h. nach 8 3, ein frei fallender Korper hat gegen
keins der geodédtischen Koordinatensysteme eine Beschleunigung, da
in diesen die Schwerkraft verschwindet. Gegen sein geodétisches
Ruh Sygem hat er infolgedessen nicht nur die Geschwindigkeit,
sondern auch die Beschleunigung Null.

§ 15. Das elektromagnetische Feld.

a) Die Maxwellschen Gleichungen. Unter allen Gebieten
der Physik laRt sich die Elektrodynamik am einfachsten auf die
allgemeine Relativitatstheorie Ubertragen. Man kann alleihre Grund-
gleichungen ohne oder mit geringer Veranderung aus Bd. | Uber-
nehmen.

Die Grundgleichungen fur die Elektrodynamik der Korper
haben wir in Bd.| am Ende von § 22 in den Formeln (XVII) bis
(XX) und in (XXII1) zusammengestellt. Die beiden ersten davon
brauchen wir nur insofern abzuéndern, as wir hier in § 9,
Gleichung (74b), dieOperation ger I statt iv T/* eingefiinrt haben.
Wir setzen also:

. oMy , Oy, 0 WMy

por M= 0 oder G + e + 5 of =0
(111)

AdivB =P oder 6(V— 8) == Pi,

Nach (73d) ist P dann ein Vierervektor; wir kénnen ihn &hnlich
wie friher als Vi er er strom bezeichnen und seine kontravarianten
Komponenten entsprechend GI. (235) in Bd. | mit dem Leitungs-

strom der elektrischen Raumdichte Q und der Geschwindig-
keit g in die Beziehungen setzen:

= 2@ eq)Vog%, o P g ¥t . (112)

Den Sechservektor ¥R des Feldes und den der Verschiebung, 8,
werden wir dann aus der elektrischen Feldstarke und Verschiebung,
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den Raumvektoren @€ und- %, sowie aus den 'entsprechenden

magnetischen Vdktoren § und #, in der folgenden Art abzuleiten
haben:

W, = &, Py, = G, Ra = &,
My == By, Ry == B We= B,
B = Y guDr, By = gD, Ve =y gu D,
B3 o= Ygupses, B o Yo gHHE, WU s Vg po.

Dabei kommt dann der schon langst bekannte, aber bel der aus
schlieBlichen Verwendung orthogonaler Koordinaten in euklidischen
Raumen verwischte Unterschied zwischen der physikalischen Natur
der elektrischen und magnetischen Vektoren zum Ausdruck. Erstere
sind nach § 6, h) richtige (Strecken- oder polare) Vektoren, letztere
hingegen antisymmetrische Tensoren zweiten Banges oder Flachen-
vektoren. In der Tat nehmen bei dieser Deutung von 3R, 8 und
P die Grundgleichungen (111) die Form an:

e &, BG, 1 08y

oz ox ¢ ot
uBW.;

28y, , 88, 2%,

Sl + ox? + o Py Jad 0,

5 2 (Vaam o) +3 W_ $1)
= 1{1@*(31 + 00+ 55 (Vor 1)}

e

(114)

usw,,

——(Ygo“ DY)+ 5 (V_ D)+ - ,(W%’)
= Yo" ¢.

gg™ ist die Determinante aus denjenigen gj, welche den Zeiger 4
nicht tragen; diese GroRe spielt fiir den dreidimensionalen Strecken-
raum, diesslbe Rolle wie —g fur die vierdimerisonale Welt. In
snngeméRer Ubertragung der Begriffe, die wir in § 9 fur letztere

10*
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eingefihrt haben, auf den Streckenraum koénnen wir die letzten
Gleichungen schreiben:
198

me=_?3t gor B =10

o =L[oret s S e[ o
divd = p.

Dabei ist ger B der in (74 b) definierte vollstandig antisymmetrische
Tensor dritter Ordnung mit der einzigen kovarianten Komponente
8.

Ist die,Welt" pseudoeuklidisch, so kénnen wir (114a) durch
Einfuhrung rechtwinkeliger Koordinaten ohne weiteres in die M ax-
well sehen Gleichungen tberfihren. Denn der Streckenvektor bin £,
definiert durch die (Ubertragene) Formel (73d), ist dasslbe, was man
gewohnlich, wenn man ﬁ nicht als Flachenvektor kennzeichnet, als
rot § schreibt, und @o¥® geht dabel in den Pseudoskalar div®
Uber.

Wir fuhren nun das Ruhsystem K- des betrachteten Korper-
dements ein. (Vgl § 14, SchluR) Nach (112) stellt %]r‘mﬁuf} in
ihm die rdumlichen Komponenten des Viererstroms P dar, so dal
nach (49b)

BrEpti=5Y"3
ist. Nach (49 V) und (113) aber ist

o . ¥ fir 4 = E
Efksjln o &. 7 tur 1.. 1,23
] 0 n = 4.
Die Vektorgleichung
R+ IPYi= ST (118)

ist somitin K flr i = 4 identisch erfillt, indem beiderseits Null heraus-

kommt; song liefert sie, wenn man nach (110e) Y* durch ¥—g#
ersetzt:

3‘ = l’é‘.
Dies aber ist die bekannte Beziehung der M axwell sehen Theorie

fur ruhende Korper; o bedeutet die Leitfahigkeit Somit ist die
Richtigkeit von (115) erwiesen.
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Aus (113) schlieflen wir weiter:

gﬂ = E ﬁnfﬂgu = ﬂ'u gﬂug“ = -5“ V—-;’“ E*E‘la.y'
En gilt al=o wegen y“ == F

B = V-5 B

Nach (491} schlieBen wir, wie oben:

Efng‘kmi’ Fade Tt ditor =123
h M

Die Vektorgleichung
2*} *8; — egr*smg e e ... (116)

int also richtig, sofern dies fir die (leichung
D=V . .. ... .(116s)

zutrifft. Diese aber ist uns fiir Koordinatensysteme, in denen g*
= — 1, und fur ruhende Koérper wohl bekannt. Nach (49d) und
(49 ¢), sowie nach (113) ist schlieBlich:

Bip, wern k=1, 2,3,

0, wenn § == 4 oder k == 4.

By =Vt fuu tor i k=1,2,3.
Ofiri=1.
Die bel ruhenden Koérpern bekannte Beziehung zwischen den magne-
tischen Vektoren B und §), welche wir wegen des allgemeineren
Koordinatensystems hier
Bu—=uV—3%%u . . . ... (116b)
sohreiben miissen, geht somit iiber in

Res + DR T~y T) T = w9+ DB Y-8y, T) ¥,

Kurzer fassen wir diesen Zusammenhang, wenn wir hier mit Y\
multiplizieren, wo aber | weder i noch k sein darf, die drei Zeiger
zyklisch vertauschen und diedrei so gefundenen Gleichungen addieren.
Dann heben sch namlich die Summen heraus und es bleibt:

L+ LBy 4+ LR = o (T B+ 08+ B8,;), (117)

In der beschrénkten Relativitétstheorie gehen die Formeln (116),
(116), (117) in die Gleichungen X1 X, X X und XXI1I von Bd. | uber.

ﬁu +§(@jl frt"ﬁjsf})l;f =

éu +;E(§“ i’;—%_n ik) ¥i—
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Fiur den leeren Raum, d.h. & (i = 1, folgt aus (116) und
(117) notwendig 8 =%, wie auch in Bd.I, §22,a). Fiir Koor-
dinatensysteme, weiche den Bedingungen (49) genligen, konnen wir
die Gleichungen (116a) und (116b) auf den leeren Raum anwenden
und finden:

D=yY—gu& B=)—g4P . . (1173
b) Folgerungen. Nach Rechnungsregel (74f) schlielen wir
aus der zweiten der Gleichungen (111) genau wie friher auf

DivP=z0 . . . . . . . (117b)

Darin liegt das Gesetz von der Erhaltung der Elektrizitats-
menge. Wenden wir nédmlich den Gaullshen Satz (75) auf das
Stick der Weltrohre eines irgendwie begrenzten, an seiner Ober-
fléache nichtleitenden Korpers an, welches in einem beliebigen K oor di-
natensystem zwischen den Querschnitten x* =t;: c und x* = tyc
liegt, so finden wir: .
—[Pras=0;

und zwar ist die Integration hier nur Uber die beiden Querschnitte
auszufiihren. Denn fir einen nichtleitenden Korper ist nach (112)
und (110e)

P=3p% . . . . (19
wobel Q die Ruhdichte der Elektrizitat bedeutet; die Vierergeschwin-
digkeit liegt aber in dem dreidimensionalen Mantel der Weltrohre,
so daR fur ihn Y" = 0 ist. Um P"dS aber fiir einen Querschnitt
auszuwerten, und zwar zunéchst fur den, bel welchem die Richtung
des wachsenden x* ins Innere des Integrationsbereichs weist, fassen
wir den Raum dS als Tensor dritten Ranges, fur den hier nur die
Komponente d S** von Null verschieden ist. Dann ist nach (46€)
dielnvariante

e Prd§ms — g Ped im0 == — Y— g Ptdztdaddat,
also nach (112)
—jP"dS = —I}I‘gg“ pdzidal dad;

fur _den anderen Querschnitt &andert- sch nur das Vorzeichen.
Vog*t drtdasda? ist aber dasVolumen des Raumelements im Raum
x* = const. Somit ist die Gesamtladung des Kérpers zu den
Zeiten t; und tpdieselbe.

Die Ladung e eines nichtleitenden Korpers ist aber

auch eine Invariante. der Koordinatentransformation.
Denn fuhren wir zwel beliebige Bezugssyseme K und K' ein, so
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kénnen wir immer ein drittes, K", so bestimmen, daf innerhalb der
Weltrshre des Kérpers der Streckenraum x* = a von K zusammen-
fallt mit dem Baum #"¢ = & von K", und der Kaum #* == b’
mit g™ == b, Dann kénnen wir nach der obigen Betrachtung
einmal auf ¢ == ¢", das andereMal auf ¢ == ¢" schlieBen, und zwar
ohne Beschrankung auf bestimmte Zeitpunkte, da ja in jedem System e
zeitlich unveranderlich ist  Also folgt auch ¢ == ¢'.

Durch Anwendung des Gauflsehen Satzes auf einen ge
schlossenen Bereich im Streckenraum  schlieBen wir aus div® == p
(vgl. 114 &) auf

. [prde=e . . . (118a)

wo e die im Bereich liegende elektrische Ladung bedeutet.

Wir fragen weiter nach der Wellengleichung fir den leeren
Raum. Wegen der Rechnungsregel (74i) kénnen wir zunéchst ohne
jede Veranderung gegen fruher (vgl. Bd.I, § 19)

da, d¢
M= Rot®, dh My =2 . 119
! A PTRFW (119)
setzen; dann ist die Gleichung gez¥R == 0 identisch erfiillt. Da
bel 8¢ = g == 1 sber R = B ist, geht dann Gleichung Liv B =P

uber dpRot®)=PFP. . . . . (120

Verlangen wir vom Viererpotential ® genau wie in der beschrénkten
Relativitatstheorie noch, daf}

D@ =0, . . (121
so erhalten wir nach der Rechnungsregel (85 d) l_md der Definition (85€):
W = 0%t B " Ryp= —Pp. . . . (122

Dies ist die Wellengleichung in der von W. Gordon') an-
gegebenen Gegalt \I\Ilr arhalton ihra alta Carm
ad,  Hg, S
e e B L
zurlick, sowie wir zur pseudoeuklidischen Maf3bestimmung der be-
schréankten Relativitéatstheorie zurickkehren.
Nach dem Reziprozitatssatz (851) folgt aus (119) und (122) die
Wellengleichung fur den Feldvektor
W = —Ro¢P. .- . (123)
Die Benutzung des Viererpotentials wird dadurch erschwert,
daR dies zwei Differentialgleichungen, namlich den Gleichungen (121)
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und (122), genigen muf; nur aus diesen beiden lassen sch die
Maxwell schen Gleichungen zurtckgewinnen. Man vermeidet diesen
Ubelstand nach Gordon durch Einfihrung des Hertzschen
Sechservektors %, welcher durchaus dem Hertzschen Vektor der
klassschen Elektrodynamik entspricht. Setzt man namlich

¢ = Jivh . (124)

und verlangt, dal3 zwischen B und einer beliebigen, an keine Neben-
bedingungen gebundene Lésung C der Differentialgleichung

Siv& =P ... . . . . . (125

W=—86 . . . (126)

besteht, so ergeben sich nach (74f) und (85m) die beiden Gleichungen
(121) und (122), also auch die M ax well sehen Gleichungen fir den
Feldvektor .

Alle Wellenausdriicke enthalten die Komponenten des Tensors,
auf den man de anwendet, und deren Ableitungen linear. Man
kann infolgedessen wie in der klasischen Elektrodynamik eine
Ldsung der homogenen Wellengleichung

WP =0 . . . . (27
(aus der dann auch statt (122) und (123)
WP —=0, WR=10

folgt), addieren zu einer Lésung der inhomogenen, und findet dann
eine neue Losung der letzterer. Jene stellt eine Welle dar, welche
sich unabhéngig von den Ladungen im betrachteten Raum-Zeit-
Bereich fortpflanzen; se hat ihre Erregungsstellen aul3erhalb. Mit
solchen Wellen beschéftigen wir uns nun ausschliellich.

Den Ubergang von der Wellengleichung zur geometrischen
Optik vollziehen wir nach einem von Debye?) angegebenen Ver-
fahren. Wir machen den Ansatz:

CBo = e ®, . . (128)

in welchem E(x!, x% x5 x% irgend eine reguléare und gegen jede
Koordinaten transformation invariante Funktion bedeutet, wahrend x
eine rein imagindre Konstante, M;x ein gegen die Exponential-
funktion langsam veranderlicher Sechservektor ist. Nach dem in
§9, a) abgeleiteten Satz tiber dieko- oder kontravariante Differentiation
eines Tensorproduktes wird

DBy = (D' + x W D E)er T,

die Wellengleichung

2
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Ferner wird nach (74h)

oPr = 21}11‘%
={0%+% (230 Ui D B+ Uu O E)+ ¥l S DK D'E| &2,
sleo uach (85) vod (85K) im Hinblick aut (72)
w,,,s:[mka +u_(2 ?D,a‘..D'Em,.WE) +x‘!¢x(f’9ﬁﬁ'}']e'”. {1283)

Indem wir dies in (127) einsetzen, machen wir zugleich den Grenz-
Ubergang zu x = . Unser Ansatz stellt namlich eine Sinus-
schwingung dar, und deren Wellenléange verschwindet bei x =
Die geometrische Optik aber beschaftigt sich gerade mit diesem
Grenzfall. Zunéchst behalten wir nur die Glieder bei, welche die
hochste auftretende Potenz von x, namlich x?, als Faktor enthalten*),
und finden:

SPE.E=|TpadEp=0. . . . (128b)
[]

Duferentiieren wir hier kovariant nach x™, so erhalten wir

'zl.“p..DiE.D,E-i- 'ED'E.D..D,E =0

Beide Summen sind aber einander gleich; denn man kann in' der
zweiten, da D'E.D,DE eine Tensorkomponente ist, den oben
stehenden Zeiger | nach unten und den unten stehenden nach oben
setzen, ohne dal? die Summe ihren Wert andert. AuRerdem kann
man nach (74c') fur D,DE schreiben DDpE. Also:

gnip..s.m: =0

Jetzt verfolgen wir eine der , Kraftlinien" desvierdimensionalen
Vektorfeldes des TqadE auf die Strecke dz, deren kontravariante
Komponenten die dx' sein mégen. Dann besteht Proportionalitét
zwischen den dx' und den kontravarianten Komponenten

Fpu8 E = D'E.s

Wir dirfen deswegen in der vorletzten Gleichung diess Kompo-
nenten tdurch die dx' ersetzen:

ZDD.E.d8 =S eub,E.dzt =0,

*) l)abei ist vorausgesetzt, dal nicht diezweiten Differentialquotienten
von E shr grol? sind; wo dies der Fall ist, wie z. B. in der Nahe eines
Brennpiihktes, gilt der Schluf? nicht.
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Nach der Definition des kovarianten Differentialquotienten in § 9, a)
bedeutet dies, daf bei der Verrickung langs der ,Kraftlinie" der
Gradient von JE seine Richtung beibehdlt. Da er zugleich in die
Richtung diesr Linie fallt, andert diee im Fortschreiten ihre
Richtung nicht, ist also nach 88, b) geodétisch und nach (128b)
geodétische Nullinie.

Diese ,Kraftlinien" sellen aber das Fortschreiten einer Welle
dar. Soll sch némlich be einer Verriickung des Aufpunkts um
dx' die Phase JE der Welle nicht andern, so muR mit einem vom
Zeiger | unabhangigen Faktor p

it = uDE

sein; dann ist in der Tat die Veranderung von JE nach (128b)
i = g D Bdst == pgp;E.ﬁE =0,

Die Weltlinien, welche das Fortschreiten der Phasen der
Welle darstellen, sind also geodatische Nullinien. DaR
dieselben Linien auch den Strahl darstellen, erkennt man, indem man
in Fortsetzung der eingeschlagenen Naherung nun auch den Koeffi-
Zienten von x in (128a) Null setzt; denn in der Gleichung

SiDifle D'E == — % WE
o

gibt die Summe die Anderung der Amplitude i, bei der Verriickung
langs einer Kraftlinie von E an. Sie ist proportional zu % sdbst.
Haben wir as in einem dreidimensionalen Raum einen Bereich,
innerhalb dessen die Mix von Null verschieden sind, wahrend se
auBerhalb verschwinden, so sind se von Null verschieden in der
Weltroéhre, die man von jenem Bereich aus durch Konstruktion der
durch den Gradienten von E gegebenen geodétischen Nullinien er-
héalt; auBerhalb aber sind se Null. Also wird auch die Strahl-
richtung und -gesqgjiwindigkeit durch geod&tische Null-
linien dargestellt*) (Gordon).

*) Die gewohnliche geometrische Optik kann alle ihre Probleme auf
die Besimmung einer Ortsfunktion, des Eikonals E, zuriickfuhren, deren
Gradient die Strahlrichtung angibt, und die in gewchnlichen recht-
winkeligen Koordinaten der Differentialgleichung

1
Y OEN _ s
- duf

i=1
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In Bd. I, § 19, b). konnten wir die Wellengleichung des Vierer-
potentials durch gewisse Uber den Vorkegel des Aurpunktes zu er-
streckende Integrale 16sen. Auch in der allgemeinen Relativitats-
theorie laRt sich das Viererpotential durch solche I ntegrale darstellen,
nur daR der Integrand nicht die einfache Gestalt hat, wie friiher?).
Mit der Optik im Inneren der Korper nach der allgemeinen Rela-
tivitétstheorie beschéftigt sch die angefiihrte Arbeit von Gordon.

Wir haben hier immer angenommen, daf3 der Mafdtensor der
gik vorgegeben wére und durch das elektromagnetische Feld keine
Veranderung erfuhre. § 17 wird zeigen, da diese Annahme nicht
streng zutrifft, daf3 vielmehr im allgemeinen der Trégheitstensor des
elektromagnetischen Feldes genau wie der eines Korpers das Schwere-
feld beeinflult. Doch ist dieser EinfluR bei allen wirklich vor-
kommenden elektromagnetischen Wellen so gering, dal er vollstandig
vernachlassigt werden kann. Wie ein eektrostatisches Feld den
Maftensor beeinflult, das werden Wir in 8 26 an einem Beispiel in
aller Strenge zeigen.

c) Die Spannungen. Bei der Besprechung des Energie-
Impulstensors beschranken wir uns wie in Bd. | auf den leeren
Raum ( ¢ =« = 1,6 =0, I} = B). Den Ansatz (145) daselbst
(F = [PIR]) fur die Viererkraft F Ubertragen wir in der Form

Fp= > PPRay
- ﬂ .
(Fl =¢ (@1 + % '_(Q'-Bm - ‘I'ﬁu)) V—g, uew, (129)

s
= -8 Seai=),
=1
—Fl_—_ usw. geben also die Krattdichte, ~ ¢ _& deren Leistung.
V: i ' Y—g4
Den Energie-Impulssatz aber sprach Gleichung (XVI) von Bd. I,

F=—dwT.........(180)

genugt, in der n den Brechungsndex bedeutet, Fuhrt man ene nicht-
euklidische MaRbestimmung ein, in welcher die Lieht Wdlenldnge als
natlrliche Langeneinheit benutzt wird, so tritt an deren Stelle

{Fped Ef = 1.
Die Eechnung im Text bewdst dann bei ihrer Ubertragung, daR die
Lichtstrahlen geodétische Linien diessr Ma3beatimmung sind, daf? e also
dem F er matschen Satz vom ausgezeichneten Lichtweg gehorchen.
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aus, welche wir unverandert Ubernehmen durfen, sofern wir einen
passenden Welttensor T aus dem Feldvektor 8 ableiten kénnen.
Um ihn zu finden, ersetzen wir in (129) P® nach(111) und
(72 b):
Fy = Em,pD?W‘r.
oy

Hier vertauschen wir die Summationszeiger:
Fo=—3 My Dy M7 = — 5} D (M, MY + ; M Dy WMy,
ay Py : Yy

Die zweite Summe rechts laf3t sich ersetzen durch

i (PE:' WY Dy WMay + § My D,._?JR;;.);

denn die zweite dieser Summen geht aus der ersten durch Ver-
tauschung der Summationszeiger hervor. Nach der ersten der
Gleichungen (111) ist dies aber gleich

—-;-Eylwmameﬂ: }ﬁgww,mﬂ,
a Fd

Da man nach 8§ 3a die Zeiger R und y hinter dem Differen-
tiationszeichen D, genau heben oder senken kann, wie vor diesem, so
|kt sch dafur schreiben:

1M DMy, + > My, Do MP7)
By s

— J‘LDE(EQR#?SR”) =10,
r
[vgl. (46)]. Also:
¥, = —gpﬂ(mnywy)_l'%nﬂim'" " (181)

Nun definieren wir einen Tensor zweiten Ranges durch seine
gemischten Komponenten

Th= 3 Ma, Wr —} 85 |Mp. . . . . (132)%)
»

*) Diexe Gleichung entspricht] durchaus der Formel (132) in Bd. I,
wenn man dort in der ersen bis dritten Auflage die beiden ver schiedenen
Secheervektoren eénander gleich setzt.  In der vierten Auflage des ersten
Bandes wird dies auch formal gezeigt.
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Er ist symmetrisch, und deshalb brauchen wir nach § 6, c) hier
nicht zwischen T£ und T“u zu unterscheiden; denn es folgt aus (132)

Tap = > 950 T2 = > 093 Map M3* — L gap | M
& rd .
= MayWy? —1gap | ME 1(139,)
> .

= Egydmaamﬂ‘” —_ }9-3 FmPo
rd

und in der letzten Summe ist die Vertauschung von o und
gleichwertig der bedeutungdosen Vertauschung der Summations
zeiger. Ferner ist die Diagonalsumme der Tﬁ nach (46)

ST = M, M — 2 M =0. . . . . (133)
a ay

Nach (132) ist
Aitg T == DDy Th = D} Dy (M, M) — L D | T,
E) oy

Der Vergleich mit (131) beweist die Gultigkeit von (130).

Wir werden hier natiirlich die Komponenten T®, ahnlich wie
in der beschrankten Relativitatstheorie in Beziehung zu den Span-
nungen, dem Impuls, der Energiestromung und -dichte des elektro-
magnetischen Feldes setzen. Trotzdem dann (133) die einfachste
Ubertragung der frither geltenden Beziehung ist, hat sie doch einen
wesentlich anderen Inhalt. Verschwindet z. B., wie es nach (129)
sin muf3, F infolge Fehlens von Ladungen, so kénnen wir dennoch aus

diog T = V_Lza(' m+ Er,,agﬂ o= 0
. —4g

[vg'l. (TSc)], nicht mehr wie friuher die Erhaltung des elektromagne-
tischen Impulses und der Energie ableiten (Bd.l, 8§ 15 und 24).
Die oppedsumme hindert daran. In den né&chsten Paragraphen
werden wir sehen, was dies zu bedeuten hat.

Ai s (132) und (113), wo wir 8 durch 8 zu ersetzen haben,
finden wir fur die Komponente des Tensors T:

= {[%, D7+ €D - €, D+ P By + HUByy— HR Byl Y— 9,
T§= (@ DI $9Bp) Y=g, T} = — @D+ 1B V-4,
= @', —msu)v Ti= (@ " — &g V—o4,

'I‘.IIW.

Ti=- !(Wl 'BJ‘-I-EE,‘D'-I'-% D+ S0 By + P8 B+ H1Bye) ¥ —
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Geht man zur MaRbestimmung der beschrénkten Relativitatstheorie
zuriick, so findet man die in Bd. |, Formel (X), (Villa) und (19)
gegebenen Werte fur die Spannungen, den Energiestrom und die
Energiedichte wieder. Das genauere Uber den Zusammenhang des
Energiespannungstensors mit diesen physikalischen GroRen erdrtern
wir erst in § 17, b).

§ 16. Die Grundgleichung der Dynamik und der freie Fall.

a) Die Weltlinie des freien Kdérpers. Die Grundgleichung
jeder Mechanik bildet der Impulssatz; aus ihm folgt durch mathe-
matische Ableitung der Energiesatz. Die beschréankte Relativitats-
theorie @nderte daran nichts, als da sie die Beziehung zwischen
beiden S&tzen besonders innig gestaltete und beide in dieselbe
invariante Gleichung

diwT=10, C e e e (134)
verschmolz. Dabei war T der symmetrische Tensor zweiten Ranges,
welcher, bezogen auf das Ruhsystem des Korpers, dessen elastische
Ruhspannungen und die Ruhenergiedichte bestimmte. Wie wir es
in § 15 fur elektromagnetische Felder getan haben, tbernehmen wir
auch fir die Dynamik die Gleichung (134) und die Symmetrie des
Tensors T. Wir verschieben die schon erwdhnte Frage, inwiefern
diese Gleichung Erhaltungssétze ausspricht, und untersuchen zuerst
nach ihr die Bewegung eines freien Massenpunktes.

Im Gegensatz zu der Ausdrucksweise der &lteren Physik miissen
wir einen Korper hier auch dann als frei beweglich bezeichnen, wenn
er Schwerewirkungen unterliegt. Nach dem Grundgedanken der
Einsteinsehen Lehre von der Schwerkraft konnen wir diese am
Ort des Korpers ja hin weg transformieren (§ 3). Es gibt hier keinem
Unterschied zwischen der vollig freien Bewegung und dem freien
Fall. Wohl aber miissen alle elektromagnetischen und ebenso alle
durch elastische Spannungen vermittelten mechanischen Einflisse fort-
fallen. Deswegen wird die Ruhmasse m eines freien Korpers langs
seiner ganzen Weltlinie unverénderlich sein. Aus dieser Analogie
zur elektrischen Ladung eines nichtleitenden Ladungstragers werden
wir sogleich den Schluf3 ziehen, daR wie in § 15 die Divergenz des
Viererstromes P =q Y Null war, so hier

Div(pr);-?lﬁ;(pr‘]——-o. ... . (135)

ist, wenn wir unter p die natlrlich gemessene Ruhdichte verstehen.
(Das heiRt, die Masse des Kérperelements & ¥ soll sein @V, wobei
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&V ebenfalls in natiirlichem MaRe anzugeben, also im geodétischen
Kuhsystem in der gewohnlichen Art zu messen ist.) Diesen Begriff
der skalaren Ruhdichte kann man freilich nach Bd. I, § 28, c), nicht
immer einfihren, wohl aber dann, wenn die eastischen Spannungen
verschwinden. Dies durfen wir aber zundchst voraussetzen, da ja,
wie hinlanglich bekannt, infolge des Aquivalenzsatzes in einem frei
fallenden Korper die Schwerkraft keine eastischen Spannungen
hervorruft.

Als Massenpunkt betrachten wir einen Korper, wenn er so klein
ist, daf3 in ihm die Komponenten der Vierergeschwindigkeit, desgleichen
der MalRtensor und die aus seinen Ableitungen gebildeten gr-Klammern
Uberall die gleichen Werte haben.

Ahnlich wiein Bd. I, § 27 (Gleichung 272) setzen wir den Welt-
tensor eines spannungsfreien Korpers

Ti=ep¥Y. . (136
Denn danach ist im Buhsysem wegen (110e) nur die gemischte
Komponente o a
CTi=—op .. ) ) (136a>
von Null verschieden. Aus den Gleichungen Tix == e3p ¥i ¥y or-
kennt man die Symmetrie diesss Tensors. Wir haben von ihr
schon insofern Gebrauch gemacht, als wir in (136) T{ schrieben,

ohne auf die Reihenfolge der Zeiger hinter dem Zeiger T zu achten *).
Den Ansatz (136) setzen wir nun in (134) ein. Nach (72b) folgt:

Sid T = D INTH = o3 2 Dy (p YV Y%
] &
= cs[rign.(p YH pEx YD, Y

Das erste Glied verschwindet nach (135). Nach der Definitions-
gleichung (110a) fur die Vierergeschwindigkeit ist also

!‘T = capgyw,ri-— cmgﬂir“’k 0, . . (137)

*) Aus der Gleichung E‘r‘r.- = —~1 folgt die Dimensondosigkeit

Produ®® Y'Y;. Deswegen haben alle gemischten Komponenten mit
unsgleichen Zeigern bel dern Tensr T die Dimenson von ¢,
und "dk Die Komponenten I',, mit verschiedenen Zeigern hingegen
es ein mI' X, X0 For die kovarianten Komponenten Tig
schwy Dimension ml“"t—l(x,X,)"‘, fur die kontravarianten, T*,
und an # I8¢ -3X; Xy (vl § 14).
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und dies bedeutet nach der Definition der kovarianten Differential-
quotienten in § 9, a), dal3 der Vektor T sdine Richtung bei einer Ver-
schiebung um das Weltlinienelement d¥ nicht éndert. Nun hat er
aber diesdbe Richtung wie diese Weltlinie; aso andert diese ihre
Richtung im Fortschreiten nicht. Somit gilt der Satz: Die Welt-
linie eines frei fallenden Koérpers ist eine geodatische Linie.
Dassdbe beweist die auf (69) beruhende Umformung

S s, S e
= ‘%+§{’2}Y*Y‘ mé‘+§]['§']ﬁﬁ.

Setzt man dies gleich Null, so hat man in der Tat die Differential-
gleichungen (55) der geodatischen Linie.

(1374)

b) Abstreifung der Voraussetzung der Spannungs-
freiheit. Dieser Satz gilt unabhéngig von der oben eingefiihrten
Annahme der Spannungsfreiheit. Ware dem anders, fiele also ein
elastisch gespannter Korper anders als ein ungespannter, so entzége
dies ja dem Aquivalenzprinzip und damit den grundlegenden Be-
trachtungen von 8 3 den Boden. Wir prifen somit die Vertrag
lichkeit des Ansatzes (134) mit den Grundlagen der allgemeinen
Relativitatstheorie, wenn wir untersuchen, ob jene Voraussetzung
unwesentlich ist.

In Bd. I, §32, a) haben wir fur vollsténdige statische Systeme
— und ein wolches ist der frei fallende Korper, wie man bei Ein-
fuhrung sanes geoddtischen Ruhsystems sofort sieht — den Satz
abgeleitet, da® bei der Integration der Ruhspannungen Uber sein
Ruhvolumen sets Null herauskommt, da sich daher das System
dynamisch alsMassenpunkt verhalt. Wir driickten diesdamalsirder Formel (321a) &
fofmalen Anderung, daB wir statt der Ruhenergie ¢’m setzen:

jT{&f’:c’mY‘Yk. .- (138)

Jetzt nehmen wir an dem Tensor T' die Zerlegung vor:
T,;' =ap ¥t Y, + @, . (135)
wobei der Tensor @{ von den eagtischen Spannungen her tehen.
soll; éf verschwindet deswegen fur jeden Wert von i, und Gleivobei
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(1364a) gilt fur jeden Korper. Da auch fir das vollstdndige statische
Sygem jpar"= m ist, folgt aus (138)

.je{aﬁ:u. .. . (139)

Es kommt uns auf den Vektor jdt'o‘i'ﬁf'm. Zu seiner Berech-

nung legen wir das geodétische Ruhsystem zugrunde. Wegen der

vorausgesetzten Kleinheit des Kérpers gilt dann in seinem Innern
die euklidische Geometrie des Baumes und wir finden:
i i 1

Idiv"aﬁ Ve I'EL%% dzldxidzt =I g—i: Gf’; (139b)

denn an den Differentialqiotienten nach x*, x? x® 4Bt sich die Inte-

gration ausfihren und liefert ein Oberflachenintegral, das wegen

des Verschwindens der 0{ auf der Begrenzung sebst Null ist. Da

unser frei fallender Korper gegen sein geodétisches Ruhsystem keine

Beschleunigung-besitzt, ist @‘. nicht nur sdbs» Null, sondern auch

of
der Differentialquotient g_:‘! verschwindet. Also ist
j dir'@ 8V = ¢

In dem Integral fdio‘-‘rﬁl"ﬂ braucht man somit fir I‘{ nur das

erste Glied von G'Ieichung (139) zu benutzen. Statt (137) folgt unter
diesen Umsténden:

I.m 73V = oa_"(p§ YD, r‘)ai: . (139%)

oder unter der Annahme, da3 die Yund deren kovarianteDifferential-
quotienten im ganzen Korper konstant sind:

Idutrafr=c=m2‘rw,r*=o, (HO)

s0 da man wieder auf die geodétische Linie schlielen kann. Diese
Voraussetzung wird nach (69) im allgemeinen nur* dann zutreffen,
wenn die g- Klammern konstant sind.

c) MaBbestimmung und Schwerefeld. Dieser Satz zeigt
uns den Zusammenhang zwischen der allgemeinen Relativitéatstheorie
und der Lehre von der Schwerkraft mit groter Deutlichkeit. Gébe
es ein Koordinatensystem, in welchem die g-Klammern Uberall ver-
schwinden, so wéren die Gleichungen der geodétischen Linie linear,
und man konnte jede geodétische Linie, zu denen dann auch die

Laue, Reutivitatsprinrip. 1. 11
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Koordinatenachsen gehorten, als Gerade ansprechen. In der drei-
dimensionalen Sprechweise hief3e dies, da3 der freie Massenpunkt eine
Gerade mit konstanter Geschwindigkeit durchléuft. Diese Aussage
ist gemal den Differentialgleichungen der geodétischen Linie,

#F4 % lk,-l} F* 4 =="0, unmdglich, wenn die g-Klammern in keinem

Koordinatensystem Uberall verschwinden. Dann sind also alle geo-
détischen Linien gekrimmt. Und es sind die Dreizeigersymbole,
welche die Abweichung von der Geraden bedingen. Wir werden
deshalb die Dreizeigersymbole als die Komponenten des
Schwerefeldes bezeichnen. Da sie sich nach (54) aus den
ersten Differentialquotienten der gik berechnen, kénnen
wir den Tensor der MaRbestimmung als das tensorielle
Schwerepotential deuten. Umgekehrt sehen wir dann sogleich,
inwiefern die Schwerkraft die MalRbestimmung der vierdimensionalen
Welt, und damit alle MaRbestimmungen im dreidimensionalen Raum
und in der Zeit bedingt, also die ,bindenden Kré&fte" Riemanns
abgibt.

Der obige Satz legt nicht nur die Bahn des Korpers in jedem
Streckenraum, sondern auch die Geschwindigkeit fest, mit der er se
durchlauft. Doch ist, wie wir jetzt erkennen, seine Gultigkeit im
allgemeinen dadurch beschréankt, dal der Koérper sebst zum Schwere-
feld beitrégt, dall man also die Dreizeigersymbole in (139¢) in Strenge
nicht als im Korper konstant, ja tiber haupt nicht als vorgegebene Funk-
tionen der Koordinaten ansehen kann. In den spédter zu behandelnden
Beispielen kommen wir dariber hinweg, indem wir dem fallenden
Korper gegen die das Schwerefeld hauptsichlich erzeugenden Korper
eine so geringe Masse geben, dal? wir von seinem Beitrag in Annéhe-
rung absehen konnen. Innerhalb dieser Naherung, aber auch nur
in ihr, gilt der Satz: Dain Gleichung (137) keine den fallenden
Korper kennzeichnende GroRRe auftritt, fallen alle Korper
in der gleichen Weise.

Die Notwendigkeit dieser meist nicht beachteten Einschrénkung
zeigt auch die grundlegende Betrachtung, durch die Einstein zum
Aquivalenzprinzip kam (§ 3). Dabei wird namlich angenommen, der
Beobachter bemerke in seinem abgeschlossenen Kasten ein gleich-
rasches Fallen aller Korper in einer und dersdben Richtung. st
aber in dem Kasten ein so machtiger Korper, dal3 er sdbst erheb-
liche Schwerewirkungen ausiibt, so trifft diese Voraussetzung nicht
mehr zu. Die ganze Betrachtung Uber die Forttransformierbarkeit
der Schwerkraft versagt dann; der Kasten ist nicht mehr unendlich
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klein, d.h. klein gegen Bereiche, in denen sich die gik erheblich ver-
andern. Ein derartig groRer Korper wird also im allgemeinen anders
fallen, als kleinere.

Es mag zum Schlul noch betont werden, dal3 selbstversténdlich
nicht jede geodétische Linie Weltlinie enes Kérpers sein kann,
sondern nur eine zeitartige, d. h. eine solche, die ganz innerhalb
des Vor- und Nachkegels liegt, den die von einem ihrer Punkte
ausgehenden geodatischen Nullinien bilden*). [Vgl. §7, ¢).]

d) Die Transformation der Feldkomponenten. Aus
Ohristoffels Transformationsformeln (60) fur die Dreizeiger symbole
sowie aus dem Dasein geodétischer Koordinatensysteme fiur jeden
Raumzeitpunkt haben wir schon in den 887 und 8 geschlossen,
daR diese GroRen sch nicht als Komponenten eines Tensors, gleich-
viel welchen Banges, auffassen lassen; denn songt lieRen se sich ja
nicht alle durch Transformation beseitigen. Man kénnte vielleicht im
ersten Augenblick diesen Zug als einen Mangel der hier vorgetragenen
Theorie der Schwere empfinden, zumal da in der Elektrodynamik
sich alle GroRen als echte Tensopen darstellen. Aber dieser Zug
entspricht durchaus der physikalischen Uberlegung von § 3, daR

*) Das Variationsprinzip der geodédtischen Linien a3t sch in der
Form schreiben:

ILdr = o, Lz 2)= %Eg,,,.%* at,
41

Es entspricht dann ganz dem Hamiltonsehen Prinzip mit dem kine-
tischen Potential L. "Will man zu den kanonischen Differentialgleichungen
gelangen, so hat man die Funktion

~ H(x &) =$i’*§£—£ = 29“;0 &

zu bilden, und in ihr d'- -7 “ g% "oy

g‘..—_g?=2t§n:éi

auszudricken. Das ™

Hiod) = ST
)

Die” . " dH 1 emdgt,, y_8H
5 St . T =G @s"‘gs.

Die Hamilt%nsche partielle leferm‘tllraloleimuna erhalt die Getalt:
H(w, __)"‘ IE e --:;kroabFl' = const.

A
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man durch Einfihrung passender Koordinaten in einem hinreichend
kleinen Bereich, namlich dem dort erwahnten Kasten, das Schwere-
feld hinwegtransformieren kann. Er ist somit mit den Grund-
lagen der allgemeinen Relativitatstheorie unlésbar verknupft.

e) Die ,Zentrifugalkraft". Nach der beschrénkten Rela-
tivitatstheorie und ebenso der klassschen Mechanik hat ein freier
Massenpunkt eine nach Richtung und Betrag unverénderliche Ge-
schwindigkeit lediglich in einem berechtigten Bezugssysem. In
enem anderen, das sch etwa gegen ein berechtigtes drehen mag,
bestehen keine linearen Beziehungen zwischen seinen Koordinaten
und der Zeit, und man kann diese Abweichungen auf die Coriolissche
und die Zentrifugalkraft zurtckfohren. Nach der alteren Auf-
fassung sind diese ,Scheinkrafte" aber etwas physikalisch nicht
Wirkliches, lediglich RechnungsgréfRen, bestimmt, den durch Be-
nutzung enes unberechtigten Bezugssysems begangenen Fehler
wieder aufzuheben. Hier koénnen wir ein solches Koordinatensystem,
wenigstens in der Umgebung der Drehachse, nicht als unberechtigt
betrachten (vgl. § 3). Jene Kréafte missen wir somit als wirklich
ansehen, und zwar, wie schon friher erwéhnt, as Folgen des in
diesen Systemen auftretenden Schwerefeldes.

Fassen wir diese Betrachtung mathematisch. W ir haben durch
die Transformation (109) in einen euklidischen Weltbereich, in
welchem also die beschrénkte Relativitatstheorie gilt, das rotierende
Koordinatensystem r, &, #, £ eingefiihrt und in ihm die MaRbestim-
mung (109 a)

dsd = drt + r3d89 L du? 4 2rimd B di — (o' — wtes)dit
erhalten. Die Differentialgleichungen der geodétischen Linie in diesen

Koordinaten gewinnen wir, wie Ublich, aus dem Variationsproblem,
das hier

aj(i!+ﬂé=+3=+ Ao bt — (¢t — @3 r9)i))ds = 0

lautet. Doch schreiben wir nur die Differentialgleichung fir r hin,
und auch diese nur unter der Annahme
- s -1
r_O,b'_._'O, =10, aleo ﬂ——m,
d. h. fir einen im betrachteten Augenblick in diesem System ruhenden
Massenpunkt. Wir finden:
dir

; whr
2 et =0T
) r @it L — i
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Fur die in Betracht zu ziehenden Félle ist hier am®s¥ gegen ¢ zu
vernachlassigen; mit dersdben Naherung laBt sich d’r:ds® ersetzen

durch — Lﬂ, %. 20 dall

ﬂ = @ir

dis =
wird. Man erkennt in der rechten Seite den wohlbekannten Ausdruck
fur die Zentrifugalkraft wieder, aber hier als Folge des im rotieren-
den System auftretenden Schwerefeldes.

Es koénnte nun scheinen, als wére bei folgerichtiger Durch-
fuhrung dieser Anschauung dem Koordinatensystem #, &, &, ¢ auch
dann ein Schwerefeld zuzuschreiben, wenn es sich gar nicht dreht.
Denn auch fir w = 0 ist g@® nach (109 a) mit den Koordinaten
verénderlich, so dal die g-Klammern nicht verschwinden. Man hat
darin gelegentlich sogar ein schweres Bedenken gegen die Relativitats-
theorie gesshen. Uns scheint das aber eine formalistische Uber-
treibung des Relativitétsprinzips zu sein. Wenn die grundlegende
Uberlegung Uber den gleich raschen Fall aller Kérper im ab-
gechlosenen Kasten (8 3) zu dem Ergebnis fuhrt, da man en
vorhandenes Schwerefeld durch Ubergang zu einem anderen Koordi-
natensystem forttransformieren, oder umgekehrt, falls zunachst keins
gegeben ist, es durch Koordinatentransformation hervorrufen kénne,
0 ist dabel doch stets an Koordinatensysteme gedacht; welche sich
gegeneinander bewegen.  Transformationen der drei  r&umlichen
Koordinaten allein missen wir deshalb von dieser physikalischen
Betrachtung ausschliefen, trotzdem natirlich die Kovarianz der
physikalischen Gleichungen auch ihnen gegeniiber besteht. Dasselbe
gilt auch von Transformationen der Zeitveranderlichen allein. Diese
fuhrt in einem euklidischen Weltbereich zu einem veranderlichen gas,
0 daB diegr-Klammer

ru} — 199
14 2

von Null verschieden ausfallt; dennoch darf man hier unseres Er-
achten s nicht von einem Schwerefeld sprechen.

f) Die Mitwirkung anderer Kréafte. Bewegt sich ein Korper
nicht frei, sondern unter der Einwirkung anderer, etwa elektro-
magnetischer Krafte im Schwerefeld, doch so, da sein innerer Zu-
stand durch diese nicht merklich veréndert wird (quasistationére
Bewegung), so haben wir in der Grundgleichung (134) den Tensor T
in den Anteil des Kérpers sdbst und den Anteil zu zerlegen, welcher
jenen fremden Einwirkungen entspricht. Die negative Divergenz
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des zweiten Anteils gibt die Viererkraft F jener Einwirkungen, und
Gleichung (140) und (137a) lehrt:

am[ ¥+ S{¥)rr|={rev. . . aw
ki

Nach Gleichung (278) von Bd. |, in welcher wir aber wegen anderer
Definition von df den Faktor 1/c fortlassen missen, gibt

. __[Ft‘&i'? =K. . . (141a)
den Minkowskishen Kraftvektor an. Da im Ruhsystem seine
zeitartige Komponente die Zunahme der Ruhenergie, aso der Ruh-,

mase ergibt, mull diese Komponente Null sein, sofern m unver-
anderlich ist. Indem wir dies hier annehmen, setzen wir

Y =0 . . . (141a")
i
wie man nach § 7, a) die Bewegungsgleichungen (137) aus dem
Variationsprinzip _
dffas=10 f=2gns'a*
ik

herleiten kann, so diese aus der Forderung, dafl
3
I(;—mﬂf—ﬁA)dl =0
wird, sofern man '

A= S K 8 I i
festsetzt. Man kann se ﬁs dajga%ﬁonsche Prinzip lur die
Bewegung desMassenpunktes bezeichnen. Die zugehdrigen L agr ange-
shen Gleichungen lauten namlich:

oder, wenn man genau wie in 8 7, @) die Differentiation nach ¥ aus-
fuhrt und die entstehende Summe

D g didt in ; PN
7] I

umformt, : }
B c’m(z Find +2["7k]x’fa§*)= K,

® Ik
Die Zusammenfassung mit g* ergibt sodann unmittelbar die
Gleichungen (141)., Falit man dagegen die Gleichungen (141b) mit
24 zusammen, so findet man rechts nach (141a') X Kyz¥ == ¢, In-
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folgedessen fiihrt die Rechnung, genau wie in § 7, a), im AnschluR
an Gleichung (52) zur Gleichung
f = const
als einem ersten Integral der Bewegungsgleichungen.
Wir verwenden nun ein Koordinatensystem, welches den Be-
dingungen (49) g4 =924 = 034 = O genligt, so da wir unter
Vernachlassigung von g2 gegen ¢ nach (110 a)

dr == ¢Y~~g,, d¢

setzen konnen. Mit dersdben Anndherung kénnen wir in (141) fur
a1zt
s mhrahnn

m Y= ¢im 0

1 ( dx‘
V“""Q‘u df. Y"".‘J’u '3”

Schlie_f_&ﬂgl_ haben wir schon an Gleichung (129) gesehen, daR
F‘/f—g“ (i = 1, 2, 8) die Kraftdichte darstellt. Die Integration
in (141a) konnen wir statt nach dem Ruhvolumen 87 nach dem
Volumen ¥ ausfilhren, wenn es uns, wie hier, nur auf Glieder
erster Ordnung in g ankommt; denn die Lorentzkontraktion, welche
den Unterschied zwischen 8% und &% bedingt, tritt erst in der
zweiten Ordnung zutage. Also setzen wir in (141)

jriai"=xi=f'—"‘Fa‘ =128

und bezeichnen $ als den réumlichen Kraftvektor. Flhren wir dann
auch beim Ersatz der Y' durch die Komponenten gf der raumlichen
Geschwindigkeit nach (110d) diese Néherung durch, so erhalten wir:

51({”:;;) =8 V—mgul g[ﬁ-‘}q* ¢+ ecg {"‘.‘}ths[‘;}](nz)

In dieser Formel spielt der Vektor mq‘/ —gu die Bolle des

Impulses, der Skalar m/V — 4 also die Bolle der tragen, und
Wie die rechte Seite zeigt, auch die der schweren Masse.
In diesem Sinne ist die Mase im Schwerefeld veranderlich. Man muf3
aber bedenken, daf3 die Gleichung (142) nicht von dem natirlichen
Zeitmall und von den darauf bezogenen Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen spricht. In einem geodatischen System und bei
natirlicher Messung gilt stets, wie wir in § 14 sahen, die Dynamik
der beschrankten Relativitatstheorie mit der unveranderlichen Ruh-
masse m.




§17. Die Erregung des Schwerefeldes durch die Materie, und
seine Spannungen.

a) Die Differentialgleichungen des Schwerefeldes. Die
nachste Aufgabe bestent in der Herstellung des Zusammenhanges
zwischen Feld und Materie, welchen die alte Theorie durch die
L aplace-Poisson sthe Differentialgleichung ausdriickt. Hier missen
wir ihn natlrlich in ener allgemein kovarianten Form aufsuchen. Wir
beginnen mit der Differentialgleichung des materiefreien Schwerefeldes.

Die beschrankte, von der Schwere absechende Relativitatstheorie
hatte in der Welt eine pseudoeuklidische Mafllbestimmung. Man
kénnte versucht sein, deren Kennzeichen, namlich nach § 10, c)
das Verschwinden des Riemann-Christoffelschen Tensors Rikim,
auf das materiefreie Feld zu Ubertragen. Aber diese Forderung
ginge zu weit. Dann kodnnte man ja das Feld aulRerhalb der Sonne
z. B. sets auf konstarte Schwerepotentiale gik transformieren und
die Feldkomponenten [‘;'t] zu Null machen. Jeder Planet mifite sich

dann geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Weniger
weit geht die Forderung, dal der Krimmungstensor

CBae=0 . . . .. (143)
sin soll. Denn nach § 10, d) 18Rt sich daraus in vier Dimensionen
nicht das Verschwinden des ersteren Tensors folgern.

Betrachten wir diese Gleichung als giltig, so haben wir in ihr
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fir die Schwere-
potentiale gik, in denen deren zweite Ableitungen nach (80) und (79)
linear auftreten. Sie hat darin Ahnlichkeit mit der Gleichung
A == 0 der Newtonsehen Schweretheorie, und dies kann ihr zur
Empfehlung dienen, da die Newtonsehe Theorie doch in der rela-
tivistischen als Naherung enthalten sein muf.

Ein vollstandigeres Urteil dariiber 188t sSch erst gewinnen,
indem wir nach der Differentialgleichung fiir das Innere der Materie
fragen. Nach aller Erfahrung besteht die Tatsache eines proportio-
nalen Zusammenhanges zwischen der trdgen Masse enes Korpers
und seiner Schwerewirkung (8 1). Schon in der beschrénkten Rela-
tivitatstheorie, ebenso hier in 8§ 16, haben wir die Trégheit durch
den Welttensor Tik des Koérpers zum Ausdrudk gebracht. Diesem
aber steht der Energie-lmpuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes
vollig gleichberechtigt zur Seite; nur fir ihre Summe gilt die Grund-
gleichung der Mechanik in der einfachen Form, daR die Divergenz
verschwindet. Also werden wir auch fir den SchwereeinfluR beide



— 169 —

Tensoren als gleichwertig »zu betrachten haben und Wollen infolge-
desen unter dem Tensor Ty der Feldgleichungen die Summe aus
beiden verstehen. Diesem Tensor wird wohl dann ein Tensor gleich
gesetzt werden mussen, der wie der Tensor R die Schwerepotentiale
gk samt ihren ersten und zweiten Ableitungen, die letzteren aber
nur linear, enthalt, und der wie T divergenzfrei ist. Gibt man
diese Vermutung zu, so ist der nachste Schritt durch das Ergebnis
von § 10, f) eindeutig festgelegt; denn jeder Tensor, der die genannten
Eigenschaften vereinigt, hat danach die Gestalt

ARy —LB.gn)+C. g,
wo A und C Konstanten bedeuten. Indem wir diese anders benennen,
kommen wir auf die Einsteinschen Feldgleichungen:
Rip—IRgun—Agn=—uTh . . . . (l4d)
Durch Verjiingung,also durch Multiplikation mit g* und Summation
nach beiden Zeigern, gewinnt man daraus unter Bericksichtigung

R4+ 4l =27, (T=§}T:). . . . (144a)
und, indem man R aus (144) und (144a) eliminiert:
Rt Agie = —"_(Tu—:‘r-yu]- .. .. (144Db)

Nimmt man diexe Gleichungen an, so kann man aus ihnen
wegen der Divergenzfreiheit der Tensoren Rik — %4R.gik gik und gik die
Grundgleichung iy ' == 0 der Dynamik wieder gewinnen. Die
Feldgleichungen der Schwere enthalten somit zugleich die
gesamte Dynamik. Man hat es schon stets als einen Mangel der
Mechanik gegenuber der Elektrodynamik empfunden, daR sich in
dieser der Energie-lmpulssatz auf die Maxwellschen Gleichungen
des elektromagnetischen Feldes zuruckfihren 1aRt, wahrend er in
jener keine tiefere Begrindung erhalten konnte. Einsteins Theorie
der Schwere hilft diessm Mangel ab.

Diese Gleichungen fuhren zwei universelle Kpnstanten ein,
x und 4. Die experimentelle, Forschung hat uns bei der Schwere
nur 'eine Eonstante kennen gelehrt, namlich die Eonstante C von
Gleichung (1). Deswegen wohl hat Einstein 1915. zunédchst die
zweite Konstante # = 0 gesetzt. Wie wir dann x auf die Gravitations-
konstante zurtickfihren kénnen, wird 818 zeigen. Die so verkirzten
Feldgleichungen

Ba—iRgn=—xTa . .. .. (144)
Ro==xT .. o v v .. ... (l443)
Bu=—x{Ta—}Togn). . . . (144D)
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liegen den meisten Untersuchungen Uber die Ein stein sche Schwere-
theorie zugrunde. Erst 1917 hat Einstein darauf hingewiesen, dafi
se den lIdeen der allgemeinen Eelativitatstheorie nicht voll gerecht
werden, und hat daraufhin das 4-Glied in (144) hinzugefiigt. Die
Eonstante X 18Rt sch zurzeit nicht bestimmen, ist aber nach § 27
als positiv zu betrachten und kann als so klein angenommen werden,
daR de fir die meisten der Folgerungen, die man (144') zieht,
nichts ausmacht, so daR also diese ihren Wert behalten. Wir legen
deshalb vorlaufig den Anwendungen meist die Formeln (144') zu-
grunde; doch gehen wir in der allgemeinen Theorie und dann bei
den Beispidlen in § 27 von den vollstdndigeren Gleichungen (144)
ms. Fur den materiefreien Raum (Tix = 0) werden wir von (144b")
zu (143) zurickgefiihrt*), wahrend sich durch Elimination von 4
aus den vollsténdigeren Gleichungen (144a) und (144b) ergibt:
RBp—iR.gan=0 . . (144 ¢)
Die Feldgleichungen, gleichviel in welcher der beiden Formen,
stellen 10 partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fur die
10 Funktionen der gik der x' dar; waren se voneinander unabhéangig,
so lésten e im Prinzip das Problem, aus den 10 Komponenten Tk
die gk zu berechnen. Nun bestehen aber zwischen den rechten, wie
zwischen den linken Seiten von (144) die vier Beziehungen, welche die
Divergenzfreiheit des betreffenden Tensors ausdriicken. Also sind
nur sechs von diesen Gleichungen unabhangige Aussagen und man
kann vier von den 10 gy als Funktionen der x' willkdrlich vorgeben.
Das hat seinen guten Grund in der Willkur der Koordinaten wahl;
denn sind die gy irgendwie als Funktionen der x' gegeben, so kann
man in ihren Zusammenhang mit anderen x' durch die allgemeine
Koordinatentransformation vier willkurliche Funktionen hinein-
bringen. Ohne solche Willkur kann sich der Tensor der gik also
nicht physikalisch bestimmen lassen (Hubert).

b) Die Erhaltungssatze. Zunéchst wollen wir zeigen, dafl}
die Gleichung'die T = 0, wie behauptet, die Erhaltung von Energie
und Impuls ausspricht, wenn man die Energie und den Impuls
des Schwerefeldes mit bertcksichtigt. Es ist fur das Schwerefeld
kennzeichnend, dal? wir bei den erforderlichen mathematischen Um-
formungen nie mit echten Tensoren zu tun haben.

*) Nach § 14 und nach der ersen Anmerkung zu § 16 hat n die
Dimenson m~1}*¢%, A hat hingegen diesdbe Dimenson wie RZ ao
nach (106a) und der dteren Verabredung s =l die Dimenson ™.
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Wir gehen aus von der Funktion
o=1om m= S (-l an co

Nach (54) hangt se ab von den g und den ersten Ableitungen
2gi/0x™. Die letzteren lassen sich aber aus den ersten Differential-
quotienten @g**/8z™ und den ¢“ sdbst berechnen. Wir dirfen
somit auch die Grolzen

a —
P == Y-gg und g = (Y90 . (146)
zur Bestimmung von b benutzen. Wir variieren diese:

89 = 4+ U+ 1D —QV + V+ VD + VI
I=E{”MIG(V:§;9"{H}).' II"'- [klla(v:‘;gk;{nm] .

w = SNl (For). v = S (oo (7).
V= SRS, n= S o).

VI =: 248 y—g.
Vgeht in IV Uber, sowie man k mit | und m mit n vertauscht.
Durch Zusammenfassung beider entsteht:

—@+n=—23 ("8 (Y=o {1}
. Kklww
=—2 3 {He (Vo0 7).
Bei der letzten Umformung sind die Zeiger I, m, n ersetzt durch

m, n, |. Vertauscht man weiter h und I, so kann man nach (61c)
denselben Ausdruck auch schreiben:

—ve == 50 = 7))+ 30 ()
=SV (Fe55)-
Nach (82a) ist aber .
I == Elk:la(g,,,aa];y ,
also H—HV+VJ~_2{f,‘]ayr;=.
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Nach (74) ist

: v‘:,%;gu{m _ _ga(t’g&a‘"‘)= _g?,:..‘
daher:

1= =S () (05E)) = - S oot
ﬁﬁglk‘;‘]ml.

In I'1'1 und VI brauchen wir hingegen nui B(V:;f‘) durch &¢#
zu ersetzen. Nach (62b) ist

VII = A§ g (Vg4

Setzen wir die berechneten Ausdriicke in die Gleichung fir 8§ ein,
so erhalten wir rechts lediglich Glieder, welche ein &4*F oder ein
&% enthalten:

o= [(( ) -1V )+ S
_glkxlaﬁur%{i:] 3,

Um daraus die Differentialquotienten von § nach den ¥ und y* au
entnehmen, miBten wir eigentlich deren Symmetrie in k und |
beriicksichtigen. Da wir in den Anwendungen der betreffenden
Formeln aber stets die Summation nach k und | ausfihren wollen,
dirfen wir hier so tun, als bestédnde diese Symmetrie nicht, als
waren vielmehr y¥ und $** zwei voneinander unabhéngige Ver-
anderliche, denn bei der erwdhnten Summation hebt sich der damit
begangene Fehler von sdbst heraus. In diesem Sinne durfen wir
dann schreiben:

55 = S 21— 8] (e

HH .,. kny,
ay" ={%l- { )
Nach (80) gilt somit die Identitét:

B 3] 2]
RII“""'gkl:'é_‘?gi—Ea;‘i(é?%) c o ¢ (149)

(147)
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und die Feldgleichung (144 b) nimmt die Form an?
aaf:a a% (3?;%) = s (T} Tom) (149)

Hier nun multiplizieren wir mit ¥ und summieren nach k und I.
Da nach (146)

(4 [
gan (1) = 52 (V)
ist, kénnen wir links
[ ob 2P
Y 1 SR Y 1 :
Yo gam By*‘ Bz"(?* 31’“)+ay“‘ dzn
setzen und finden dann fur die I|nke Seite von (149):

0_@_2 ﬁi““(?:l :“2 —_ Z 3(1’“95 u’

wenn wir definieren:

o= f——lﬁ"@ Zf‘ ] (150)

Aufder [ZT B(V—g*) fz d({_g"')'I ‘ation:

k?
* a(¥=ga*} _ ., 2Y=g
Das zweite G & T%Qn D) = wp T8,

Ersetzen wir dann T durch Eg’" Thz, so wird die rechte Sdite gleich

_ 3(V—w‘) uf — L e
"Afa"""‘( P rd ) = eV-g 3 g T
Nun machen wir von der Gleichung (134) i T = { Gebrauch.

Dann wird nach (73c)

_xﬂza . TM — “23(1"—9?')

sa™

Infolgedessen kor—nm weeir £iir “"’: nrhenibhon.
> 2(Y=g (T2 +f“.))

am t(151)
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Ausfuhrlicher geschrieben lautet die Gleichung (150) nach (145)
und (147):

o= [ (S - 1) (423
1 a(V- y“)({k:] o I*‘ﬁ])].

e e

,.(151a)

Die hier neu eingefiihrten GroRen $, y"‘, kL ¢m haben alle
keinen Tensorcharakter gegeniiber der allgemeinen Koordinaten-
transformation. Man seht den Gleichungen, in wechen se auf-
treten, daher nicht ohne weiteres ihre Giltigkeit in jedem Koordi-
natensystem an, sondern kann diese nur aus ihrer kein System
bevorzugenden Ableitung entnehmen. Nur be linearen (,affinen")
Transformationen von der Determinante + 1 erhalten diese Grof3en
einfache Umrechnungsformeln. Denn bei linearen Substitutionen

verhalten sich nach 8 7, d) die (g-Klammern {'::] wie in k und |

ko-, in m Kkontravariante Tensorkomponenten; und dassdbe gilt
nach (147) dann auch fur die Differentialquotienten @§/@pkh
wahrend H nach (145) skalaren Charakter annimmt. Kommt noch
die Bedingung hinzu, dal die Determinante + 1 ist, woraus nach (37)
die Invarianz von g folgt, so werden b skalar, die #** nach (146)
kontra-, und die #* in k und | kontra-, in m kovariante Tensor-
komponenten.  Infolgedessen wird nach (15 #*%.2ine gemischte
Komponente eines unsymmetrischen Tensors.

c) Die Erhaltung der Energie und des Impulses. Fehlt
die Schwere, sind aso die gik und ihre Determinante g konstant, die
g-Klammern aber und damit § Null, so geht die Formel (151) tber in

ZBT’" — 0,

und deren Ubereinstimmung mit Gleichung (XV1) von Bd.| ver-
anlalit uns zu dem schon im Eingang zu, § 16 angedeuteten Ansatz,

(TI )—- l,_gt‘p:’ (mn =12 3)$ Trl‘! =¢ b‘g“ﬁm

1

T5i2= Hl g“@"' T = -V W,

der den Tensor T mit der Energiedichte W, dem Energiestrom &,
der Impulsdichte g und den Spannungen Pg in Verbindung bringt,
soweit diese von der ,Materie", d. h. den Koérpern und dem elektro-
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magnetischen Felde herriihren. Es liegt ferner nahe, den t", diesdlben
Bedeutungen fir das Schwerefeld zu geben. Sehen wir zu, in welchem
Sinne wir dann aus (151) die Erhaltungssitze der Energie und, des
Impulses ablesen koénnen.

Wir betrachten zuerst ein fur dch allein bestehendes, rdumlich
begrenztes System von Korpern und elektromagnetischen Feldern.
Reichen letztere ins Unendliche, so kénnen wir die Betrachtung in
manchen Fallen trotzdem aufrecht erhalten, wenn namlich der elektro-
magnetische Trégheitstensor in  hinreichend schndlem MaRe mit
wachsender Entfernung von den Kérpern des Sysems abnimmt. Bei
der Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen ist das freilich nicht
mehr der Fall. Denn unter den genannten Voraussetzungen kann
man das System raumlich umschlielen mit einer Flache O, auf der
nicht nur der Tensor Ty genau oder in hinreichendem MaRle ver-
schwindet, sondern auch das Schwerefeld sich nicht mehr bemerkbar
macht. Dann gilt in dem Teil der ,Welt", der auRerhalb der dieser
Flache entsprechenden Weltrohre liegt, die MaRbestimmung der be-
schrankten Relativitatstheorie; d. h. es gibt dort Koordinatensysteme
mit der MaRbestimmung*)

def = da\! 4 da?* L det® —dat. . . ... (1523)

Ein solches benutzen wir dort, und setzen es in die Nahe und ins
Innere der Weltrohre auf irgend eine stetige Art fort. Das Ganze
nennen wir das Koordinatensyssem K. In ihm integrieren wir die
Gleichung (151) Gber den Teil dnes Raumes x* = cond, der inner-
halb der Weltréhre liegt. An den Differentialquotienten nach x* x?, x*
lalkt sich diese Operation ausfiihren und liefert den Wert Null, well
auf dem Mantel der Weltrohredie T* und #_ verschwinden. Es bleibt :

32 | Vo (T8 + #4) dordarazs = o.

Fir zwei verschiedene Raume x* = const hat somit jedes der vier
Integrale

I.:j](?é(ﬂﬂ',)daad_asd;s ... (153)

densdben Wert, se sind zeitlich konstant. Dariber hinaus sind se
unabhangig von der Art, wie wir das Koordinatensystem innerhalb
des Zylinders gewahlt haben. In irgend enem anderen System K'
wenn es nur aulerhalb mit K zusammenfallt, haben se dieseben

*) Uber die Bedenken gegen diese Grenzbedindung vergleiche § 18,a)
und § 27.
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Werte wie in K. Beweis: Man fuhre ein drittes Sysem K" so ein,
daR der Raum #"4 == g¢" dersdbe ist wie x*= a und der Raum
"4 =} dassdbe wiex’+ == 1. Dann hat jedesIntegral den gleichen
Wert fir a4 ==ga" und fir g¥¢ = d", somit auch fiir #* == a und
&' = b, aso auch fir beliebige Raume x* = const in K und
£'4 — const in K'; was zu beweisen war.

Nach § 6 ist gg44 dx' dx?* dx® das Volumenelement des Raumes
der x% x% x® in natiirlicher Messung. Nach der Deutung (152) fiir
die T'y und ihrer Ubertragung auf die t'\ bilden 1* = I, usw. die
Komponenten des (mit ¢ multiplizierten) Impulses, 1; = — |4 hingegen
die Energie des betrachteten Systems*). Die Aussage, dal die I,
sich zeitlich nicht andern, enthéalt somit die Erhaltungs-
satze in der uns gelaufigen Integralform.

Der Integrand in (153) verhalt sich be linearen Transforma-
tionen von der Determinante + 1 wie die kovariante Komponente
gnes Vektors. Beweis: Nicht nur die T, sondern nach Ab-
schnitt b) dieses Paragraphen auch die t\, bilden dann einen Tensor.
Ist P ein beliebiger Vektor, so bilden somit die Summen

SUTL 1) P = &
einen Vektor. Infolgedessen ist

Y=g (T4 + ¢4} Prdadatdet = Y-y dutdaddod D

ein Skalar; namlich der Inhalt des von den Vektoren dx’, dx? dx®
und @ gebildeten vierdimensionalen Bereichs (8§ 6). Nach der Vektor-
definition folgt daraus die Vektoreigenschaft von

V=g (T4 + ¢ 121 dad da®.

Fir en vollkommenes statisches System sind die Ty und ", langs
jeder Weltlinie unveranderlich. Man kann dann schliel3en, dal die
vier GroRBen 1, ,welche Energie und Impuls des Kérpers geben, sich
wie ein Vierervektor umrechnen. Dieser hat natirlich die Richtung
der Weltlinie, also der Vierergeschwindigkeit, weil im Ruhsystem 3
die T* und t%, fur n = 1,2,3, somit auch die entsprechenden I,
Null sind. Man kann ihn aso gleich mY setzen, wo m die Ruh-
mase bedeutet. Eine Lorentz-Transformation erfullt- alle Be-

*) Es handdt dch hler um die MalRbestimmung (152 a); dwo ig

1= I, =, aber 1* = g* 1y = I,
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dingungen, die wir hier fir die Transformation aufgestellt haben.
Unterwerfen wir also das Koordinatensystem, das nach Voraussetzung
weit auBerhalb des Korpers die pseudoeuklidische HaRRbestimmung
tragt, einer Lorentz-Transformation, so rechnen sich dabei die |,
genau so um, wie in der beschrankten Relativitatstheorie. Ein voll-
kommenes statisches System befolgt also, auch wenn wir
sein Schwerefeld bericksichtigen, die Dynamik desM assen-
punktes im Sinne der beschrankten Relativitatstheorie,
die in Gleichung (XXVII) von Bd. |

__d{mX)
K—'“ﬁ“

zusammengefaldt ist. Wir wollen aber nicht verhehlen, dafd nach un-
serer Ansicht die Voraussetzung des vollstandigen statischen Systems
bei diesem SchluR durchaus notwendig ist. Bildet man die I, fur
verschiedene, durch Lorentz-Transformation verbundene Systeme,
so fuhrt man die Integration in (153) Uber verschiedene dreidimen-
sonale Raume in der ,Welt" aus;, &hnlich, wie es Fig. 9 in Bd. |
darstellt. Zwischen zwei derartigen Integralen besteht im allgemeinen
gar kein Zusammenhang. Nur wenn der Integrand léngs jeder Welt-
linie seinen Wert behdlt, kénnen wir den obigen Satz beweisen.

Nun lage es auRerordentlich nahe, die Gleichungen (151) als
die Differentialform der Erhaltungssatze zu betrachten. Aber diese
Deutung fihrt auf eine Schwierig- Fig. 19,
keit, die mit dem Fehlen der Tensor-
eigenschaft bel den £, zusammen-
hangt: Man kann gelegentlich durch I
eneK oordinatentransformation alle
¢, fir ausgedennte Bereiche (nicht %
nur in einem Weltpunkt) zu Null
machen, und zwar in Fallen, in
denen gewil3 ein Schwerefeld vor-
handen ist. In der Umgebung einer
schweren Kugel z. B. kdnnen wir
solche Koordinaten einfihren, obwohl doch hier ganz gewil3 der Maf3-
tensor nicht konstant, und dementsprechend die g-Klammern nicht
Null sind (vgl. § 22) [Schrédinger]?).

Man hat den #*, daraufhin jegliche physikalische Bedeutung ab-
sprechen wollen. Damit aber geht man gewil3 zujweit. Lassen wir
z. B. aus der schweren Kugel K (Fig. 19) einen diinnen Stab S heraus-
ragen, der zu dem Schwerefelde beliebig wenig beitragen mag, so

Laue, Belatiritataprinzip. 1. 12
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genligt doch diee beliebig geringe Veranderung, um Spannungen
hervorzubringen, die seh nieht forttransformieren lassen. Denn
dieser Stab enthélt scher eastische Spannungen, die der Anziehung
durch die Kugel das Gleichgewicht halten. Umgeben wir nun die
Kugel mit einer Flache F, welche den Stab einmal senkrecht schneidet,
so kénnen wir aus (151), indem wir n = 1 setzen, den Differential-
quotienten nach x* wegen der zeitlichen Unveranderlichkeit des Feldes
unterdriicken und Uber den von F eingeschlossenen dreidimensionalen
Raum integrieren, auf die Gleichung

a(Y-g (IT +M)
0 == J..g; o datdatdad
= [ Yoph [+ (D} + s\ dz2d2 + (P} + ) dstan
+ (Bf + 8V dutdz?]
schlieRen.  (Die s{ bedeuten die Spannungen des Schwerefeldes)
Die Integration ist im zweiten Integral Uber die Flache F auszu-
fihren. Nun verlegen wir die positive x:-Achse in den Stab. Der
Anteil der pf an dem Flachenintegral beschrénkt sich dann auf L
multipliziert mit dem Querschnitt des Stabes; er ist sicher positiv,
da im Stabe ein Druck in der Langsrichtung herrscht. Infolgedessen
kénnen in diesem verschwindenden Integral nicht uberall alles‘ Null
sein.  Das gilt in jedem Koordinatensystem [Einstein]?).

Den weiteren Einwand, da man umgekehrt in eine ,Welt"
mit pseudoeuklidischer Geometne Schwerefelder hinein transformieren
konne, fur welche nicht alletg verschwinden, erhebt Hans Bauer?).
Er fahrt im Streckenraum die Polarkoordinaten #, &, g ein und geht
von diesen zu

E] =; rd, E’ - —0088'. ES =9

uber, wahrend x* beibehalten wird. Dann ergeben sich in der Tat
die ¢ als zum Teil von Null verschieden.

Man kann sich des Eindrucks nicht erwehren, dal wir hier vor
enem Ratsel stehen, das erst die Zukunft-ganz lésen kann.

d) Die Tragheit der Energie. Die auf n = 4 bezigliche
Gleichung (161) integrieren wir (ber einen geshlossenen Bereich im
Streckenraum enes beliebigen Koordinatensystems, nachdem wir in
se gemal’ (152) und den entsprechenden Festsetzungen

= — LYt =~ {gw
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die Energiestromung $ und die Energiedickte w des Schwerefeldes
eingefiihrt haben. Wir finden:

aa? j' Vogt (W 4 w) der dot dat
+ j[&% (Vegh (@ o)+ + ] dut daddad == 0.

DieUmformung des zweiten Integrals nach dem Gaufisehen Integral-
satz [Gleichung (76), nur ist die Wurzel V—-— ¢, welche nach (73) in
dem Ausdruck fir die Divergenz auftritt, ersetzt durch ‘Vﬁ]., er-
gibt hier fur die Gesamtenerdie E des betreffenden Bereichs

%{:’: f@© +#as;

und man erkennt daran, da & und & die Energie angeben, welche
durch die zu n senkrechte Flacheneinheit in der Einheit der Zeit t
stromt.  Wie in dem Begriff der in 8 14 definierten Geschwindig-
keit q also auch in diesen die Willklr der Definition von t.

In Band | schlossen wir aus der Symmetrie des Energieimpuls-
tensors auf das Gesetz von der Tréagheit der Energie in seiner all-
gemeingten Fassung, die ihm Planck gegeben hat:

8.
5 - ol
Hier laRt sich dieser SchluR fur beliebige Koordinatensysteme nicht
ziehen. Nur in den bevorzugten, fur welche die Gleichungen (49)
gelten, lassen sich nach § 6, h) die gemischten Komponenten T'; und
T} auf densdben Raumvektor zurickfuhren. Die dortigen Regeln
geben dann nach geringer Zwischenrechnung das Ergebnis

G Bt e (1588)

Steht die Zeitachse Uberall auf den Streckenraumen senk-
recht, so ist die EnergiestrOmung, dividiert durch das
Quadrat der Lichtgeschwindigkeit V=c‘V—g-“, gleich der
Impulsdichte.

Fir einen spannungsfreien Kérper und fur sein Ruhsystem ist
nach (136 a)

T4 = —orp.
Der Vergleich mit (162) lehrt: ;
o= W

o V" 5«

12*
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oder, durch Integration Uber das Ruhvolumen,

=_E_"____. S o - i . e e (153h)
e V""Qu
In der Bewegungsgleichung .(142) spielt nun . die Bolle der

V—u
Mase Se ist gleich —E—.—- - Auch in dieser Formu-
PN e T

lierung des Satzes von der Tragheit der Energie tritt in der all-
gemeinen Relativitatstheorie nicht ¢, sondern V als Lichtgeschwindig-
keit auf. Das hangt aber immer damit zusammen, daR sich die hier
auftretenden GrofRen auf die nicht natirliche Zeitveranderliche t be-
ziehen. In enem rechtwinkeligen geodatischen System, mit der
MaBbestimmung ds = @t + dx* 4 dx®™ — e3d£2 fir den hervor-
gehobenen Weltpunkt ware freilich t die im natirlichen MaB, d. h.
mit einer in diesem System ruhenden Uhr, gemesene Zeit; dann
aber geht aus (153a) und (153b) wegen g, = — 1 der aus der
beschrankten Relativitatstheorie bekannte Zusammenhang zwischen
Impuls und Energiestrom, zwischen Ruhmasse und Ruhenergie hervor.

Fir den Energiestrom und den Impuls des Schwere-
feldes gilt dieser Zusammenhang wegen der Unsymmetrie
des Affintensors t™, nicht.

VI. Anwendungen der Grundgestze auf
besondere Falle.

§ 18. Statische Felder.

a) Die Koordinatenwahl. Die erste Frage bei jeder nach
der allgemeinen Relativitatstheorie zu lésenden Aufgabe ist, wie
man das Koordinatensystem x%, x? X3 x* wahlen soll. lhre Be
antwortung ist entscheidend fur die mathematischen Schwierig-
keiten, auf welche man hinterher stot, und es zeigt sich in ihr
um so mehr die mathematische Geschicklichkeit, als die allgemeine
Theorie nicht immer einen Fingerzeig dafur gibt, sondern im Gegen-
teil grundsdtzlich jede Wahl fir zuldssg bezeichnet. Bel Unter-
suchung datischer Felder werden wir allerdings von sdbst dazu
gefihrt, ein Sysem zu bevorzugen, weches fir alle am Felde
beteiligten Korper Ruhsystem ist; d. h. nach § 14, wir werden dem
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MaRtensor die Bedingungen (49) auferlegen. Darlber hinaus werden
wir noch fordern, daB in dem zu benutzenden System alle Kom-
ponenten dieses Tensors von der Zeitveranderlichen X* = ct un-
abhangig sind. Wir setzen also:

PN, a
dat = dsa’ —(5)de -
. . [ ]
dat=s > goa dutdab; gr =0 for §=1,2, 33 g..a—({f

HEk=1

Wiein 8 14 ist da das Linienelement des Streckenraumes, 7 die
Lichtgeschwindigkeit.

Dies sind die Grundlagen fir die Rechnungen der Abschnitte b,
cund d. Uber die Beispiele fiir statische Schwerefelder, welche wir
bringen wollen, ist noch zu bemerken: Wir verwenden die Feld-
gleichungen zunachst in der verkirzten Gestalt (144'); erst in § 27
gehen wir auf die Bedeutung des /I-Gliedes ein. Weiter nehmen
wir an, daB in groflem Abstande von den Massen des betrachteten
Feldes jede Schwerewirkung verschwindet, d. h. dal3 sich dann unter
den Koordinatensystemen, fur welche eine Mafbestimmung von der
Form (154) gilt, auch solche befinden, fir welche im rdumlich Un-
endlichen g,y == ggg = s = 1, goe ==~ 1, alleanderen g =10 sind.

Die physkalische Bedeutung dieser Grenzbedingung mag die
folgende Uberlegung beleuchten: Samtliche Massen des statischen
Feldes ruhen, nicht nur gegeneinander, sondern auch gegen das
gewahlte Koordinatensystem. Dies System ist nach der allgemeinen
Relativitatstheorie nichts physikalisch Wirkliches. Eine physikalische
Aussage ldge aso nur in der Angabe, dal diese Massen gegen das
Fixsternsystem oder gegen andere, weit entfernte, grolle Massen
ruhen. Deren EinfluR aber vermdgen wir hier nur durch die genannte
Grenzbedingung in Rechnung zu ziehen. DaRl diese gegen ene
Lorentz-Transformation invariant sind, enthélt den Satz, da eine
gleichférmige Geschwindigkeit der fernen Massen gegen die unseres
Feldes, oder, was dasslbe ist, eine solche Geschwindigkeit der Feld-
korper gegen jene, nichts an dem Schwerefeld andert. Die Grenz-
bedingung macht das hier eingefihrte Koordinatensystem zu einem
Inertialsystem in ganz &hnlichem Sinn, wie es das Inertialsystem
der beschréankten Relativitatstheorie war.

Aber das Dasein eines solchen Systems widerstreitet im Grunde
der allgemeinen Relativitatstheorie. Und deswegen ergibt sich auch
sogleich eine Schwierigkeit, wenn man nach dem Schwerefeld des
ganzen Fixsternsystems fragt, dessen Massen freilich nicht streng
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genommen gegeneinander ruhen, aber doch nur gegen die Licht-
geschwindigkeit geringe und fiir diese Uberlegung unwesentliche
Geschwindigkeiten haben. Es entsprache den grundlegenden Ge-
danken der allgemeinen Relativitatstheorie, wenn in hinreichendem
Abstand von allen anderen Massen die Tragheit enes einzelnen
Korpers verschwande. Denn die Tragheit kann nach ihr nur en
Relationsbegriff sein, der nur auf zwei oder mehr Korper angewandt
werden kann. (In der alten Physik, einschliefdlich der beschrénkten
Relativitatstheorie, konnte das Bezugssysem als etwas physikalisch
Wirkliches den einen Korper ersetzen.) Nach den erwéhnten Grenz-
bedingungen bleibt die Tragheit aber im unendlich Fernen bestehen.

Man koénnte dieses Bedenkens wegen die Frage auf werfen, ob
die genannte Grenzbedingung nicht durch eine undere zu ersetzen
ist. Es gibt einen Grund, der gegen die Mdglichkeit dieses Aus-
weges spricht.  In dem zentrisch-symmetrischen Fall des statischen
Schwerefeldes, den wir in § 22 u.f. in aller Strenge untersuchen
werden, ergibt sich gerade diese Grenzbedingung als notwendige
Folge aus den Feldgleichungen ohne das A-Glied. Se ist also
offenbar doch ziemlich eng mit ihnen verknipft; und so spricht jenes
Bedenken gegen die Feldgleichungen in der Form von (144'). Dieser
Sachverhalt hat Einstein gerade zur Einfuihrung des A-Gliedes ge-
bracht. Das ermdglicht namlich, den Streckenraum als nach Art
einer Kugel gexhlosen hinzustellen, wie wir in 8§ 27 ausfihrlich
darlegen. Dann ist das réumlich Unendliche Uberhaupt beseitigt,
und es bedarf keiner Grenzbedingung mehr.

Wir wollen dieser Frage vorlaufig aus dem Wege gehen, indem
wir unsere Betrachtung auf einen kloinen Teil der gesamten Korper-
welt beschranken. Bei den groRBen Abstanden zwischen den Himmels-
kérpern gibt es um jeden von ihnen und um jedes Sysem von
mehreren herum immer einen Bereich, in welchem sowohl ihr Einfluf3
als der der anderen Korper keine merklichen Abweichungen von den
pseudoeuklidischen Werten der gik hervorruft. Dieser Bereich ist
das ,Unendliche" unserer folgenden Darlegungen.

b) Die g-Klammern und der Krimmungstensor des
statischen Schwerefeldes lassen sich auf die entsprechenden
GroRen fur den Streckenraum und die Lichtgeschwindigkeit V
zuruckfuhren. Aus der MaRbestimmung (154) leiten wir zunéchst
auf dem Ublichen Wege, d. h. mittels des Variationsprinzips

3 .
5_[(29:&‘@"‘—%’&")6:;:0 ... (155)

=1
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die g- Klammern her. Dabei bezeichnen wir die g-Klammern, welche
sich auf die MaRbestimmung im Streckenraum beziehen, zum Unter-
schied mit einem Stern; also nach. Gleichung (54) und (53)

(Bf=3 S (e vim-32)

AuRerdem bedenken wir, daf} nach § 9,a) dieg—;— (i =1, 2 3 die

kovarianten Komponenten des dreidimensional verstandenen Gra-
dienten von V, die Summen

Eg"‘ OV — grad" v

=1
desen kontravariante Komponenten darstellen.
Fir x* finden wir so die Differentialgleichung:

a
d . 2 .
il 2 dy — d . gy} FM ==,
ds(F %) 0 oder x+vm§gra1m17x 0. (158}
Fur die anderen drei X' miissen wir, soweit dabei die Doppelsumme
von (155) in Betracht kommt, diesslbe Rechnung wie in § 7, a) bei
der Herleitung der geodétischen Linie ausfiihren; nur treten noch

.
gewise Glieder dazu, welche aus der!;-,-a}"‘pringen. Statt
(52) erhalten wir:

2o (E #in x“) 2 o B8t + 2 yradt Vet = 0.

Fik=1

Die Ausfuhrung der Differentiation nach s macht daraus:

Seair+ L z:o-"‘ G0y 20y 20

k=1
+ T grad V.54t = 0.

SchlieRlich multiplizieren wir mit g' und summieren nach i; nach
(20) folgt dann

P (a4 G radvie =0 ()
sk=1

Gleichung (157) beweist u. a., da die Projektionen der geodéti-
schen Weltlinien auf den Streckenraum desen geodétische Linien
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nur dann ergeben, wenn die Lichtgeschwindigkeit konstant ist. Nur
unter dieser Bedingung bilden die Lichtstrahlen oder die Bahnen
freiler Massenpunkte geodédtische Linien des Streckenraumes.

Aus (157) und (156) entnehmen wir for i, k,1 =1, 2, 3

(4] = (4] (1) = htr (%) =0,
(=0 [#] =i (4] =0

Nach § 7, a) haben die zum Variationsproblem (165) gehtrenden
L ag ran gesehen Gleichungen das Integral:

]
2 G 28 F — ; #2 = const.

(158)

Hik=12
Bei der Division mit # ergibt die Doppelsumme nach § 14 gc2
Nach (166) ist aber ;i canst
= '—'ﬁ"‘
Also folgt:. . g = ¥3— BVt . (158a)

Die Integrationskonstante B ist notwendig positiv.

Handelt es sch um die Bewegung eines Massenpunktes, so
fuhrt man in die Differentialgleichungen (156) und (157) statt S
beser die Eigenzeit ¢ =sV—1 ein; deren Form bleibt dabei er-
halten. Von einer Lésung & == (¥} (i = 1, ... 4) gelangen wir
zu einer neuen, wenn wir die Vorzeichen von f* und ® umkehren,
denn dann wechsdn x*, x% x® und x* nicht aber x* x* x* und x*
das Vorzeichen. Eliminieren wir aus den, beiden so gewonnenen
Systemen von je vier Gleichungen den Parameter ¥, so finden wir

£ = F'{z9) und 2 = Fi{~a% (i = 1, 2, 3);
und das beweist, da3 in Schwerefeldern, wie wir Se hier betrachten,
die Fallbewegung unmittelbar umkehrbar ist, wie auch in der alten
Mechanik. Jede dabei mogliche Bahn kann hin und zurtick mit
Geschwindigkeiten zuriickgelegt werden, deren Betrag im gleichen
Kurvenpunkt beidemal der gleiche ist.

Vom Krimmungstensor Hy; brauchen wir zunédchst nur die
Komponente

hu= 3 [l e (4]
3 - )
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[Vgl. (80)]. Hierin fallen zunéchst alle Differentialquotienten nach x*
fort. Die drei Ubrigbleibenden Glieder der ersten Summe ergeben
[vgl. (158)]

1 @ dgrad®V
—H2 g ared V) == 1,3 (grada vorate 7+ vo22EY

mn=1

1 v dgrad™ V
— <5 [grad V|2 — ‘@E.“ﬁ_‘—‘
m=1

In der Doppelsummeist {‘;‘}:0, wenn beide Summationszeiger gleich

vier oder l‘;arln vnn wiar arerhigden :;rl let niir m — 4 so wird
" —
Imle lgrad, 7, { }—?gmd]?’

und ist pur - AVm nilt nmgekeh
[or) = s graan¥, |“‘]~v—-gma,,v,

Also ergibt die erste | *'4 =_¥; aéu‘? e—-]grad?[* In der
zweiten Halfte verschwindet JJ; mr m or .
und wenn auch n von 4 vererfiiclien ist, {™® "ol st hin-

gegen n = 4, so w i[":l”} F’“‘grad..? Daraus ergibt sich

aso der Summand
1 s
— Sloradv|i—ig 3 * graam
=1

oder nach Rechnungsregel (62a) in § 7
1 i4 oy ng‘
— = |grad V|* — ¥;
o redvit— ol 21 grad®
und man findet im Hinblick anf Rechnungsregsl (73) aus § 9:

R, =- @2( @fﬂd“V)+‘,—_ radﬂ?agif“

I 4 Ea(Vyy“ymd"‘?) _Y.divgraa¥! (159)
ed

= ahma, o

s
_.—E;AV.
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Denn wir kénnen fir drei Dimensionen den L aplaceschen Operator: «f
genau so einfiihren wie den Operator (1 fur vier oder mehr Dimenisonen
[sehe Gleichung (74h)].

Fur spétere Zwecke aber berechnen wir hier sogleich auch die
anderen Komponenten desKrimmungstensors. Inder Darstellung (80)
fir R, 4 heben sich zunachst die beiden Glieder der einfachen Summe
mit m = 4 gegenseitig fort. Es bleibt o, wenn wir die Summation
nach m und n zunéchst nur von 1 bis 3 ausfiihren:

Ro= 3 (o)~ )
35 () 4}~ 15 )
30 (0 ()-8 )
35 ([ ()= 1 ):

Die dritte diesss Summen verschwindet identisch, in den anderen aber
fallt hier wegen 3-653 0 und wegen (158) jedes einzelne Glied fort.

Somit ist Rey,=0 furi=12,3 . . . . . (1594a)

Fihren wir ebenso in der Darstellung von Ryg(k, | = 1, 2, 3)
die Summationen zunachst nur von 1 bis3 durch, so kénnen wir nach
der ersten der Gleichungen (158) die auftretenden g-Klammern durch
die mit einem St vigrerhonas ~f7en. Da Sch diese auf die MaB-

bestimmung & a® =Z Fed o’ da* beziehen, so ergibt sich auf diese
k=1

Weise der ihr zugehdrige Krimmungstensor Py. Die anderen

Summanden aber lauten: In der enfachen Summe, wenn wir den

Differentialquotienten nach x* sogleich fortlassen:

 wl=BG R
S~ B+ S ()~ 1 1)

+{HA- A
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Nach (158) bleibt hiervon nur Ubrig:

R - S Y = -y ST 2

m=]

Bu=Pu+ yPu K1=123)
fsgeschlieen

Fr =

(159 b)
k!
Bx*dz [ }

nach 8 9, d [vgl. besoonders (8§ 74i)] durch zwamalige, in bezug

auf die MaBbestimmung d a° kn\/::rianm Diffgrmriatinn aus V hervor-

geht. Weiter folgt, wenn wing*'Pu =P 3 MTu=dV

EI=1 =1
setzen : '

1 Vi

R=P+ 54V, By— 1Ry =GP

Ru——-—B G = Pu——*P g+ p L Ve — g d V).

(159 ¢)

c) Elektrostatik. Den Maxwellschen Gleichungen(114a) ge-
nugt man in dem Koordinatensystem, welches der M al3bestimmung(154)
zugrunde liegt, durch den Ansatz

E=—gradp, B=H=0. .... (160
Das elektrostatische Potential ¢ mufl3 dabel der verallgemeinerten
L aplace-Poissonsehen Differentialgleichung geniigen, welche fir
5= 1 wegen Y—g¢t = _;

divD = —dio(pgradg) == - . . . (161)
lautet [vgl. (117)].

d) Die Erhaltung der Schwingungszahl des Lichts. Im
leeren, auch von eektrischen Ladungen freien Raum gilt nach (126)
die Wellengleichung W;; ¥ = 0 fur den Hertzsshen Sechservektor B.
Nach der Definition (85¢g) ist dieser Wellenausdruck homogen und
linear in den Komponenten von ¥ und ihren Ableitungen. Da unter
Voraussetzung der MaRbestimmung (154) die Koeffizienten von x*
unabhéngig sind, kann man mit dem Ansatz

CPy= Wy . (162)
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die Wellengleichung befriedigen, wenn V eine (rein imaginare) Kon-
dante bedeutet; man muR nur den Sechservektor %5 als Funktion
von x*, x% x* passend bestimmen. Damit ist also die Mdglichkeit
elektrischer Wellen bewiesen, die sich mit einer in bezug auf t unver-
anderlichen Schwingungszahl ausbreiten. Wir konnen aber sogar
noch beweisen, dal3 andere Sinuswellen unmdglich sind. Denn fassen
wir in dem Ansatz (162) v als eine noch zu bestimmende Funktion
von x% x* x* auf, o liefert jede Differentiation der e-Funktion
nach x*, x*> oder x® den Faktor x* multipliziert mit dem entsprechenden
Differentialquotienten von V. Wir richten unser Augenmerk auf die
Glieder mit dem Faktor x*% diese entstehen durch zweimalige Differen-
tiation nach den drei anderen Koordinaten und stammen nach (85()
und (74 h) aus dem Summanden

Gk

VR

,; i

dor im (3 By == O, (*1Ds Dy By; steckt. Sie lauten (chne die e-
ki

Funktion)
ot 3705 2% — %o g

¥, =1

Songt enthalt die Wellengleichung, befreit von dem Gberall auftretenden
Faktor €™, nur noch von x* unabhangige und zu x* proportionale
Summanden. Um se identisch in x* zu erfiillen, miissen wir aber
den Faktor von x4? zu Null machen. Daim Streckenraum eine definite
M aRbestimmung gilt, schliet man ausdem Ver schwinden von | grad v [®
auf das Verschwinden jeder Komponente des Gradienten, also auf ein
konstantes v.

Wiein § 14 angekiindigt, Ubertréagt also jede eektrische Welle
fur ein Koordinatensystem mit der MaRbestimmung (154) in ihrer
Periode das Zeitmaf3t von einem Ort zum anderen. Dies Zeitmafld
erhalt dadurch zweifellos eine physikalische Bedeutung,
durch die es sich vor anderen Zeitmalien, die man durch Koordinaten-
transformation gewinnen .kdnnte, auszeichnet. Diese Bedeutung uber-
tragt sch auf die Geschwindigkeit g und die Lichtgeschwindigkeit V
von § 14.
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§ 19. Die Planetenbewegung
und die Rotverschiebung der Spektrallinien.

a) Die Newtonsche Theorie der Planetenbewegung als
Naherung. Bis hierher haben wir das satische Feld mit der
MaRbestimmung (154) in aller Strenge behandelt. Jetzt fihren
wir drei Naherungen ein. Erstens namlich lassen wir das
A-Glied in den Feldgleichungen fort, zweitens setzen wir
im Hinblick auf die weitgehende empirische Bewahrung der
euklidischen Geometrie als MalRbestimmung im Strecken-
raum gy = 1 4 974, gyx = ¥¢rs wWenn § == &, und drittens im
Hinblick auf die bisher Uberhaupt unmerklich gebliebenen
Abweichungen der Lichtgeschwindigkeit Vvom Wert c:

VP=rc+ _c‘P_’ (163)
rml g <1 . . (163a)
sein soll. Nach diessn Annahmen wird aus (159) bis auf GroRRen
héherer Ordnung

]
Ru=—%4% =—}% > o
=3
Weiter gilt nach (136a) fur unser Koordinatensystem, in welchem
alle Korper ruhen,
Ty = —cip
und nach (154)
Tu=guTi=Vig T=Ti=—c

163b
Tu—tguT=Ltmp=Lto(1+Lpuf 1

Daher folgt aus der auf By, beziglichen Feldgleichung (144 b")
unter Vernachlassigung von %¥/e* gegen 1

R S 1:7)

Diese Gleichung aber geht in dieDifferentialgleichungfir dasNewton-
scthe Potential {4 ¥ == 4& Cu) Uber, sofern man der Konstanten
in den Einsteinschen Feldgleichungen den Wert

__&n0

S E= (164a)
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gibt. Unsere Grenzbedingung firs Unendliche zwingt uns nun,
dort V =. ¢, also. ¥ =0 zu setzen. W bestimmt sich also genau
wie in der alten Theorie der Schwere aus den Massen. ZahlenméaRig
ergibt sch aus (164a) nach (2)
C==2,071.10~* g om™' sec?. . (164b)
Die GroRe */¢® bleibt nach den Berechnungen im folgenden Para-
graphen stetsin der GréRenordnung 10 6, so daR die Bedingung (163 a)
gut erfallt ist*).
Nach (136a) und (152) besteht in der hier durchgefihrten
Naherung zwischen p und der Energiedichte W der Zusammenhang

L
M=

er beweist im Verein mit (164), da die Energie nicht nur die trége,
sondern auch die schwere Masse bestimmt.

Nachdem wir so ¥ und damit V bestimmt haben, kénnen wir
die noch nicht benutzten Feldgleichungen (144 b') durch passende
Wahl der % befriedigen. In § 20 behandeln wir dies Problem voll-
standig.

Nun gehen wir unter Beibehaltung der angegebenen Naherungen
zu der Frage Uber: Wie bewegt sch ein Massenpunkt, der wegen
seiner geringen Masse das Schwerefeld nicht abandert und die K or per,
denen es s@ine Entstehung ver dankt, deswegen auch nicht in Bewegung
setzt, in dem statischen Felde? Der Satz von § 16, dal3 sene Weltlinie
eine geodétische ist, veranlafdt uns, auf das Variationsproblem

'ﬂ/was— Zg.-gx‘:c*dp =0

k=1

einzugehen. Dabei bedeutet p einen ganz beliebigen Parameter,
als dessn Funktionen die vier Koordinaten gesucht werden. Die
Variationen miisen an den I ntegrationsgrenzen verschwinden. Nichts
hindert nun, p =t zu wéahlen; dann wird t = 1 und die Summe
gleich dem Geschwindigkeitsquadrat o?. Esist bei allen astronomischen
Geschwindigkeiten klein gegen Fir-¥¥% — g8 kann man daher
nach (163) naherungsweise

Y1+ -Gt e P

*) In Elnstelns Schrlften tritt statt x eine andere Kongtante vom
Wert 8nC:c’ = 1,87 .10 7 g'cm auf, weil ds bei ihm die Dimension 7
hat, bei uns aber nach § 14 die Dimension I,
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setzen, so dal das Variationsprinzip jetzt
3f(#F—jghat =0

lautet. Hier konnen wir nun wegen der Kleinheit der s [vgl.(161)]
a '
gli= £

setzen. Das Variationsprinzip fallt dann mit dem Hamilton-
schen Prinzip der klassischen Mechanik fir die Bewegung
im Schwerefeld zusammen, und beweist in Gemeinschaft
mit (164), daR innerhalb unserer Ndherung alle deren Satze
Folgerungen aus Einsteins Feldgleichungen und der
in ihnen enthaltenen Dynamik der allgemeinen Relati-
vitatstheorie darstellen.
Da sich somit die euklidische Maf3bestimmung

-
dst = E dz',
. =1

welche keinen EinfluR der Schwere erkennen l1aft, bei der Planeten-
bewegung als gute N&herung erweist, so verstehen wir nun auch aus
Einsteins Theorie die in § 1 hervorgehobene Tatsache, daf3 es
bisher dem Versuch nie gelang, Abweichungen davon festzustellen,
da3 somit die empirische Forschung Uber die Schwere nicht Uber
Newtons Theorie hinausfiihren konnte.

b) Die Veranderlichkeit der Masse im Schwerefeld. Fir
langsame, quasistationdre Bewegung eines Massenpunktes gegen
ein Koordinatensystem, das den Bedingungen (49) genlgt, gilt die
Differentialgleichung (142); in ihr spielt, wie erwéhnt, dieim Schwere-
feld veranderliche GroRe _m_l die Rolle der Masse. Nach (154)
und (163) erhalt diese dérlf_vgt—!rt

» me ( 'P)
Tm—— == 1l——7)+ o (164 ¢
Y—a v o

Das Potential ¥ der Newtonschen Theorie nimmt aber bei der
Annaherung an einen Korper ab. Die so definierte Masse wachst
somit bei der Anndherung an einen anderen Korper, wéahrend
die Ruhmasse m unverandert bleibt. Dem entspricht der schon von
Mach geéduRerte Gedanke, daR die Tragheit keine Eigenschaft des ein-
zelnen Korpers, sondern eine Wechselwirkung mit den anderen K érpern
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darstellt. DaR wir das Verschwinden der Tragheit bei wachsendem
Abstand von allen anderen Koérpern in unserer Grenzbedingung
nicht zum Ausdruck bringen koénnen, haben wir schon zu Beginn
von § 18 hervorgehoben.

Es s aber nochmals betont, dal sich dieser Satz nur fir
statische Felder und die Koordinatenwahl (154) beweisen 1aB3t. Er
ist von Bedeutung, weil man im ganzen Fixsternsystem nahezu den
statischen Fall verwirklicht findet und deshalb diese Koordinaten
sehr haufig benutzen wird. Eine gegenuber allen Koordinaten-
transformationen invariante Bedeutung kann ihm aber nicht zu-
kommen, schon weil in Gleichung (142) durchweg die Zeitverander-
liche t benutzt ist.

c) Die Rotverschiebung der Spektrallinien. In § 14
haben wir darauf hingewiesen, dal} zwei im gleichen Koordinaten-
system, aber an verschiedenen Stellen ruhende Uhren im allgemeinen
auf die Veranderliche t bezogen, einen verschiedenen Gang zeigen
mussen. Denn ihre Zeiger ricken nach der Deutung von #€ als
Lénge des Weltlinienelements in gleichen Zeiten dt entsprechend

dem Zuwachs dr = Y—gu, dt

der Eigenzeit £ vor. Bei dem statischen Schwerefeld ist nun in der
in Abschnitt a) angewandten N&herung [vgl. (163)]
v ¥

~f = =145
Ruht aso die eine Uhr am Orte s nahe einem der groBen Himmels-
korper, wie etwa der Sonne, die anderen am Orte e weit von
solchen entfernt, also beispielsweise auf der Erde, so berechnet
sich ¥, aus der Masse m diesss Kérpers und dem Abstande a von
seinem Mittelpunkt nach der Formel:

wahrend ¥, dagegen vollstandig vernachlassigt werden kann. Dann
findet man dx
L]

=1 !P._
@, ==

Derartige ,Uhren" bilden nun u. a. solche Atome, in denen Sinus-
schwingungen stattfinden. Da die Zahl der Schwingungen unmittelbar
als MaRR der Eigenzeit gelten kann, muR flr die Schwingungszahlen,
sofern wir de auf die Zeit t beziehen, gelten:

Cm

ar®

ve __d%s _ Cm Yeo—we = Om
;'_.d_r;__]___.w, S = — o - v+ (168)

[
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Daraus schlol? Einstein: Eine Spektrallinie, welche auf der
Sonne oder einem &hnlich groBen Kdrper emittiert wird
(oder auch als Absorptionslinie im kontinuierlichen Spektrum er-
scheint), m u B eine geringere Schwingungszahl zeigen, als
wenn sie auf der Erde entsteht. Dies ist die sogenannte Rot-
verschiebung der Spektrallinien (vgl. § 1).

d) Zahlenangaben. Setzen wir in (165) fir m die Sonnen-
mase 1,983.10%g, fiir a den Sonnenhalbmesser 6,955.10%%m, so
finden wir in Ricksicht auf (2)

sy (166)
Dies ist eine reine Zahl; da sch aus C, m, a und C aus dimen-
sionellen Griinden keine reine Zahl bilden [&Rt, die nicht Funktion
der Vereinigung Cm:c’a ware, so wird se uns noch haufiger in
den Anwendungen der Ein stein shen Schweretheorie auf unser
Sonnensystem begegnen. Hier bedeutet Se die relativeVerminderung
der Schwingungszahl, oder dierelativeVergroferung der Wellenlange.

§ 20. Weitere gendherte Losungen der Feldgleichungen.

a) Uber eineVariation der gik. Zur Vorbereitung betrachten
wir die unendlich kleine Transformation

2= b Bt 2% 2t e . . . . . (167)

in ihr sollen die § beliebigereguldre Funktionen, 6 aber eine unendlich
kleine Konstante bedeuten, deren hoéhere Potenzen wir stets unter-
dricken. Wir fragen nach der Variation der gy, aber nicht nach
den GroRen

dgn = g (@) — guc (),
welche die Verénderung im gleichen Weltpunkt angeben, sondern
nach den Variationen

3 gy == gh{2) — gar (2,

bei denen mit einem Punkt im ungestrichenen System der Punkt
verglichen wird, welcher im gestrichenen die gleichen Koordinaten-
werte hat. Die Beziehung zwischen beiden enthélt die Gleichung

N N r ' ag :
& g = gin— [gin (@) ~ ga(®)) = Fgn— &8 z ﬁ'ﬁf &.
t
Lano, Reatlvitatsprinzip. | | . 13
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8 gn berechnen wir nun aus der allgemeinen Traneformations-
gleichung (47 a)

me) =3, 0L 0T Gunla),

indem wir nach (167)
i
rmwe S Yol

(amag'

setzen: a
S () = gin (') 1 & na%)gmu

1
8gpn = —az(gn-a—— + o a7 g
Daraus folot:

G’9¢u=—52(§n-g‘£li+yn o8 gnE ) (168)
T

Dies benutzen wir nun zum Beweise des Satzes. Weichen die

. gin= G+ Y. ) : (169)
nur durch die unendlich kleinen GroRen yik von den ,normalen”
Werten

0, wenn i und k verschieden sind,
Gg=1— 1 wenn i = k = 4
+ 1, wenh i = k den Wert 1, 2, 3 hat,

ab, so kann man dsets durch ene Transformation wie (167) er-
reichen, daR die

isn—b&oe=3m..... o
der Gleichung 3 -
E;’i=o........ (171)

genligen. Dabei fallen die ?i bis auf GroRen hoherer als der ersten
Ordnung und abgesshen vom Vorzeichen mit den yik zusammen; es
ist ndmlich
= Fy=tya. . (371a)
[

Das Zeichen — gilt fir i = 4, songt gilt +. Daraus folgt weiter
die Symmetrieeigenschaft
ri= oy wew, Pl —p uhw}

QA S D (171b)
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Fuhren wir zum Beweise in (168) diese Annahmen uber die gik
ein, so wird der letzte, den Unterschied zwischen 8* g und & gya
bedingende Summand klein von der zweiten Ordnung; die anderen
gik mu man mit Gy vertauschen und man erhalt:

yin (@) —pin(e) = — ¢ gﬁ o+ gﬁ’

Hier multiplizieren wir mit G* und summieren nach beiden Zeigern:
a R
Yo —r@=—2:355. . an
*

Sodann multiplizieren wir diesdbe Gleichung mit G¥, differenzieren
nach X' und summieren wieder nach beiden Zeigern:

a a
El'w(y;h_yi)z-—a E ! -a__(.a__+5_‘§!)

1

=“('35‘+?;r2l aF

dabei haben wir den ,,Laplaceschen Operator"
ST Y E R M-
o ﬂz"az dx"
in voller Ubereinstimmung mit § 9, d) (nur daR alle Glieder mit
g-Klammern als klein von hoherer Ordnung fortfallen) eingefiihrt.
Wi ir schlieRen weiter nach (170) und (172)'

a H
= ? 23 Ws‘"?}—ifw—m = —snke

Um aso im gestrichenen System die Forderung (171) zu erfillen,
missen wir die Funktionen  so wahlen, daR die £ = 26‘“8"
den Differentialgleichungen

a8 = 12'3#":

genligen. Wie man diee Gleichungen 16st, haben wir in Bd.lI,
§ 19, bei den verzogerten Potentialen geschen. Somit laBt sich
diese Forderung immer erfillen; des weiteren setzen wir se voraus.

b) Die Wellengleichung als Folge der Feldgleichungea.
Nach (169) sind alle g-Klammern unendlich klein; unter Beschrénkung

18*
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auf kleine GroRen erster Ordnung wird aber aus Gleichung (53),
(54) und (80)

;k] (E_L k_f 0?:;)
(H =S o] = 1GA+ 32 - Sen)

Rit:El:(BE{'IEI'"WI‘:D'

Aus (170) und (171) folgt aber:

T‘a?'.'k 1 dyw
i 213%" {':l] = %Ez%%i' ?a%t l':k] = %(agay;er_c'?"*)'

Bo= jOya, Bl =12 6" Ru=}0v,
i
> 6*Ry =107
ik
Aleo R 18R =10t
Nach* den Feldgleichungen (144), d. h. unter Vernachl&ssigung des
4 -Gliedes, ist die linke Seite gleich -qu". | s n&herungsweisen
Ersatz der Feldgleichungen finden wir somit:

R

. 173

109 =—xT%, (173)

Da nach (170) y¥==4% — 1 &% ¥ 4% ist, konnen wir auch schreiben:

109 = —2(TF—38T). . .. .. (173

Wir erkennen jetzt, weshalb wir die Forderung (171) stellen

mufBten. Nach (151 a) sind namlich die i"‘ hier klein von der

zweiten Ordnung, somit im Erhaltungssatz (151) gegen die IF,

welche wie die ¥ von der ersten Ordnung sind, zu vernach-
lassigen. Weiter ist in Gliedern erster Ordnung

V___'; T(k = T"kl
also lautet der Erhaltungssatz hier:

Zg—j:i = 0. . . . (173b)
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Wie wir in Bd. I, § 19, dem elektrischen Viererpotential @ wegen
DivP= 0 die Bedingung Biv® = 0 auferlegen mufRten, um zu
der einfachen Beziehung Q@ = —P zu gelangen, so erméglicht
hier wegen (173b) erst die Forderung (171) den in (173) nieder-
gelegten Zusammenhang.

Gleichung (213) aus Bd. | liefert uns ohne weiteres die Ldsung
von (173) oder (173a), wenn wir noch x* = ct setzen und unter t
den Abstand von Aufpunkt und Integrationspunkt im Raume der
xt X2, x® verstehen, namlich:
g = 1 I (%)= a8

am r '

4+

(174)
p=2 j Yar—3am), 48

Man sieht daraus, daf sich (innerhalb der hier durchgefihrten
Naherung) die Schwerewirkungen mit der Lichtgeschwin-
digkeit c ausbreiten; die Erregungsstellen liegen tUberall, wo der
elektromagnetische oder mechanische Energieimpulstensor von Null
verschieden ist. Aufllerdem aber gibt es natirlich, wie in der
Elektrizitatslehre, noch Wellen, welche (mathematisch gesprochen)
ohne Erregungsstellen vom Unendlichen ins Unendliche laufen.

Fur satische Felder und nach (163b) liefert Gleichung (173a)
ohne weiteres die Gleichung (164) firr das Schwerepotential .

c) Ebene Schwerewelle'n. Den enfachsten Fall, den der
ebenen Welle (im leeren Raume Tki = 0, erhalten wir mittels der
willkdrlichen Funktion F und des Ansatzes

E =.arF{§}a:£). . : (175)

Die Konstanten a".‘ und o, mussen nach (170) und (173) den Be-
dingungen gentigen:

2»:“:“’*:0’ oftoltal=wl . ... (1763

I'st die positive x-Achse die Fortschreitungsrichtung, so verschwinden
o, und o, es wird

o= ~0y, of=al{i=12234 .. .175h)

Doch sind in diesem Schema noch Wellen enthalten, welche
keine eigentlich physikalische Bedeutung haben. Fihrt man nam-
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lich in einem in Strenge schwerefreien Feld, in welchem die MaB-
bestimmung

dsd = dz*V L da*¥" - dor¥ —gdxvel | | (176)
moglich ist, die Koordinaten
af == g% B f(at —2) . (177)

ein, wobei die & unendlich kleine Konstanten bedeuten, so wird
888 = da' + da?" } dat* — dzi? _
—2f (det —da?) [Mda! + Mdxt 4 A8daxs — Aedgd)

Hieraus entnehmen wir nach (169) die 44 und nach (171a) diey{;
die Werte der letzteren gibt das Schema:

aap isp sy — Ay

IS 0 0 — g

e 0 0 — iy
(A4 A9 f aaf Ay —auy

(Die erste Kolonne enthalt die p{, die letzte die #§.) Also ist
by =139 = @ —19r.
Das Schema fiir die g sieht dann nach (170) aus, wie folgt:

A+ af ny — M4+
br (M—any o —apr
ar 0 (1 — 1y — a7

[vg1 Rigfay+(171b)} ¢ pSetzen wify gehlieBlich_f' f,_% r{h en wir
hier é_nerﬁlfAnsatz vor uns, der dﬁchaus den( Gl 'cﬁ gen (175)
und (175b) gentigt und insofern ebene Schwerewellen darstellt. Und
doch haben wir diese nur durch Transformation des Koordinaten-
sysems in einem (pseudo-) euklidischen Weltbereich hervorgebracht.
Immerhin haben dieseWellen ganz besondereWerte der Koeffizienten
af, insofern

(178)

.of=@a}=0 und 4 =a} (178a)
ist. Man wird vermuten, da sch diese Wellen irgendwie von Wellen,
bei denen die Beziehungen (176 a) nicht gelten, unterscheiden, und
wir kénnen dieseVermutung bald bestédtigen. Doch ver stief3e es meines
Erachtens gegen den Geist der allgemeinen Relativitatstheorie, se als
nicht physikalisch wirklich zu bezeichnen. Denn nach derem ersten
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Grundsatz herrscht in einem gegen das System #* beschleunigten
System, wie wir es in (177) eingefuhrt haben, ein durchaus wirk-
liches Schwerefeld.

Bei den ,eigentlichen" Schwerewellen, die sch nicht durch
eine Transformation wie (177) beseitigen lassen, kommt es nach dem
Obigen nur auf die Werte von a§ und (a§ —a3} an. Innerhalb
der hier befolgten Naherung transformieren sich die a{ bei einer
Drehung desrechtwinkligen raumlichen Achsenkreuzes um die x*-Achse
wie Tensorkomponenten, so da man dadurch aj beseitigen kann.
So bleibt

¥l == aF (st —z1), olle anderen ¢ =0, . . . (179)

die allgemeinste Darstellung einer , eigentlichen" ebenen Welle. Man
kann sein gewissem Sinn als transversal bezeichnen, obwohl man
hier nicht wiein der Elektrodynamik mit eéinem schwingenden V ektor -
feld zu tun hat.

Leider besteht, wie Einstein zeigt, keine Hoffnung, jemals
eigentliche Schwerewellen beobachten zu kénnen. Was man davon
erregen konnte, fihrt viel zu geringe Energie mit sich.

Einstein hat durch Berechnungder #, allgemein zeigen kénnen,
dal uneigentliche ebene Wellen innerhalb der hier durchgefihrten
Naherung keine Energie mit sich fuhren.

d) Ein Beispiel fur uneigentliche Wellen. In (177)
setzen wir
A= =0, M= Qs — 4,
0 dal

=gt @t —a), @ =a*—Llf(zt—a),
29 = g*1, ¥ o= g%

} (180)

wird, und bestimmen die Funktion f so, daB se 0 ist fur Werte
ihres Arguments, die unter a liegen, und den konstanten Wert B
annimmt, wenn das Argument Uber b liegt. Dazwischen soll se
nach einem einfachen Gesetz stetig von 0 nach B wachsen. Fur
negativ unendliche Zeiten fallen dann beide Syseme zusammen, fir
positiv unendliche unterscheiden se sich nur um ene, physikalisch
bedeutungdose Parallelverschiebung in der x*-Richtung. Wahrend
sich diese Verschiebung allméhlich herstellte, ging aber im System
X' eine Schwerewelle vor liber.

Eine solche ist nun schon in § 3 beim Beispiel des Eisenbahn-
zuges aufgetreten, wenigstens, wenn wir dies noch dahin vervoll-
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standigen, dal? der Zug bei der Bremsung eine Minimalgeschwindig-
keit annimmt, die auch Null betragen kann, dann aber wieder bis
zur alten Geschwindigkeit — immer in dersdben Richtung — an-
fahrt. Wir fuhren zundchst ein erdfestes Koordinatensystem X* ein,
dem wir mit hinreichender Genauigkeit die pseudoeuklidische Maf3-
bestimmung zuschreiben kénnen, die das Fehlen von Schwer ewirkungen
bedeutet. Weiter koppeln wir mit ihm das System x* der Gleichungen
(180) durch die Lorentz-Transfor mation

n-4xn x—Ix

Z¥1 :7_5_—, = X1, g% X8 = —_._,-_E.—_-—-,
z 11—

= ed

dann ist auch die MaRbestimmung
dst == do*? f- de*¥ | da*y — davet

richtig. Das gegen die Erde gleichformig bewegte System x*' ist
ebenfalls dauernd ohne Schwerefeld. Wir konnen dann die Funk-
tion f immer noch so bestimmen, da der Zug dauernd im System x'
ruht. Dann haben wir in voller Ubereinstimmung mit §3 auch
nach unseren Formeln ein Schwerefeld in der Richtungx® wahrend der
Bremsung, ein entgegengesetztes wahrend des Anfahrens.

Nun fragen wir nach der Ursache, die wir vom System x' aus
diesr Welle zuschreiben missen. Diese liegt nicht, wie man viel-
leicht glauben konnte, in den Vorgangen an den Radern des Zuges,
welche zuerst die Bremsung, hinterher die Wiederbeschleunigung
hervorrufen. Die Welle in dem durch unsere Gleichungen ein-
gefuihrten System x' besteht vollstandig ohne Riicksicht auf den Zug.
Es war unsere Willkur, daf wir die Funktion f gerade dessn
Bewegung anpaf3ten. Wodurch ist sSe aber songt erregt?

Wir beachten, daf diess Welle so entsteht, dal? der Mal3tensor der
gik der in den x*' als unabhangigen Veranderlichen konstant ist, bei
der Transformation auf die x' diese Eigenschaft verliert. Man be-
trachtet ihn im letzteren Sysem ,von einer anderen Seite". Die
Schwerewelle hat also alle die Erscheinungen zur Ursache, welche
diesen Tensor bestimmen, und das sind nach den Feldgleichungen
alle Korper schlechthin, wobei es noch auf ihren Bewegungszustand
ankommt. Aber der Zustand im Weltpunkt 0 héngt nicht ab von
dem gleichzeitigen Bewegungszustand, sondern, da sich die Schwere-
wirkungen innerhalb der hier durchgefiihrten N&herung mit der
Geschwindigkeit ¢ ausbreiten, von dem Bewegungszustand auf dem
Vorkegel von 0. Wir zeichnen diee in Fig. 20, desgleichen ene
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Reihe von Weltlinien der (in der Hauptsache) im System X* dauernd
ruhenden Gestirne und auch (gestrichelt) die durch 0 gehende
Weltlinie dnes in den x ruhenden Punktes. Erstere sind, wenn wir
die X' als geradlinige Weltkoordinaten benutzen, gerade, die letztere
ist hingegen gekrimmt. Dieser Unterschied im Bewegungszustand
verursacht die Schwerewelle.

Ein Beispiel aus der Elektrodynamik mag das weiter beleuchten.
Wenn wir uns enen Raum nahe der Erdoberflache durch ene
metallische Hulle gegen elektrische Felder abschirmen, haben wir in
ihm nur das statische Magnetfeld der Erde. In dem erdfesten System
x*' haben wir also auf ruhende eek- Fig. 20.
trische Ladungen keineKraft. Das ist
aber anders in dem durch die Trans-
formation (180) eingefiihrten System <.
In der Zeit, da dies die erwahnte Ver-

|
] .:u
schiebung erfahrt, geht Uber dies System %A\

eine , elektrische Welle" hinweg. Und
was ist deren Ursache ? Hier ruhen die
Ladungen, weche allein in Betracht
kommen, dauernd in den x*'. Zeichnen
wir auf dem Vorkegel desWeltpunktesO
ihre Weltlinien, so haben diese alle eine andere Richtung als die
durch O fuhrende Weltlinie enes in x' ruhenden Punktes. Dieser
Unterschied verursacht die elektrische Welle. Dal3 es bei ihr auf
den Richtungsunterschied, bel der Schwerewelle auf den Krimmungs-
unterschied ankommt, ist fir den Vergleich weniger wesentlich.

Das Verfahren, gendherte Losungen der Feldgleichungen zu
finden, welches wir in diesem Paragraphen auseinandergesetzt haben,
benutzt H. Thirring'), um dasFeld in ener rotierenden Hohlkugel
zu ermitteln. Es ergeben sich dabei Kréafte auf einen dort befind-
lichen Kérper, welche den Zentrifugalkréaften und den Coriolissehen
entsprechen. Und das liegt ja auch ganz im Sinne der allgemeinen
Relativitatstheorie. Denn da bekanntlich solche Kré&fte an enem
Koordinatensystem beobachtet werden, welches sich gegen alle anderen
Korper (die gegeneinander ruhen mogen) dreht, so miissen &hnliche
Erscheinungen sich auch dann zeigen, wenn nur ein Teil der anderen
Korper gegen das benutzte Koordinatensystem rotiert.

Nach demsdben Verfahren berechnen H. Thirringund J.Lense?
einen Einflul3 der Drehung des Jupiter auf die Bewegung eines seiner
Monde, welcher im Bereiche der mdglichen Beobachtungen zu liegen
scheint.
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VI1. StrengeLdsungen der Feldgleichungen
in Einsteins Theorie der Schwere.

§21. Bas Prinzip der kleinsten Wirkung.

a) Fur den materiefreien Baum. In § 17 haben wir die
Feldgleichungen in den Formeln (144) oder (144 b) kennen gelernt,
und in § 19 und 20 haben wir diese Differentialgleichungen zu
angendherten Ermittlungen besonderer Felder schon benutzt.  Fir
andere, namentlich fur strenge Ldsungen ist aber wohl vielfaoh ein
anderer Ausgangspunkt vorzuziehen; er liegt in gewissen Variations-
prinzipe. Auch l&aRt sch Mies Theorie der Materie, welche wir in
Teil VIII bringen, am besten im AnschluR an diese Prinzipe be-
handeln. Wir behalten hier das A-Glied bei.

Ein erstes Prinzip dieser Art kniipft an die Funktion §=¥—gH
an, die wir in Gleichung (145) definiert haben. Wir betrachteten se
damals als bestimmt durch die mit dem Mafdtensor nahe zusammen-

=i 1
héangenden GroRen 78 == }—g g und ¥ =%~’§ﬁ [vgl. (146)].
X
Jetzt bilden wir das Integral

[HeZ = [pax

fur irgend einen geschlossnen vierdimensionalen Bereioh [dX ist
wie in § 6, Gleichung (38), fiir dx'dx?dxdx* geschrieben]. Wir
variieren den MaRtensor, also auch die ¥ im Innern des Bereichs
beliebig; doch bleiben se auf der Begrenzung unverdndert. Natir-
lich nehmen die %' zwanglaufig an der Variation teil; denn da die
X' nicht mitvariiert werden, gilt identisch:

2 R— ‘?gf._‘.

O¥m = G

Wir behaupten: Diejenigen Funktionen gy genligen den Feld-
gleichungen (144b) fur das von Materie freie Schwerefeld,
far welche

$fHIZ=8[9aXx=0 . (s
ist.
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Zum Beweise formen wir mit Hilfe der vorletzten Gleichung in
dem Integral

(s dx=K L é )dx

fas St 3 S

die zweite Halfte durch partielle Integration um. Dabei entsteht
zunachst ein auf die Begrenzung beziigliches Integral, in welchem
aber der Integrand, in dem jeder Summand ein &% als Faktor
erhéalt, verschwindet. Es bleibt nur das neuentstehende vierdimen-
sionale Integral; also:

awa:Iag;ax:j;W:[;_ﬁ—z S ( )]dx. (1818}

Soll dies fuir alle moglichen Funktionen &4*¥ identisch verschwinden,
so muR der Faktor jeder Variation &4* fiir sich verschwinden, und
zwar im ganzen Integrationsbereich. Denn waére ein solcher Faktor
in einem Teil davon von Null verschieden, etwa positiv, so kénnte
man das zugehérige §4% in diessem Teil ebenfalls positiv, songt
gleich Null, die anderen 8#* aber Uberhaupt gleich Null wahlen,
so dal ﬁj.f_‘p dX > 0 wirde. Das Nullsetzen der genannten Faktoren

fuhrt aber nach (148) auf die Feldgleichungen (144b) fir ' =
némlich Bxi 4 Agx3 = 0. Das Variationsprinzip vermag daher die
Feldgleichungen zu ersetzen.

b) Einfuhrung der Invarianten B. Wir vergleichen die
Formel (145), welche H definiert, mit den Gleichungen (81) und (80)
fur die invariante Krimmung R und den Krimmungstensor Ry.
Vertauschen wir in (145) die Summationszeiger m und n miteinander,
so erkennen wir:

R+2&=§g"(a%—{k:]—$[ﬁ])—ﬂ.. . (182)

Da nun der erste Summand rechts keine Invariante ist, ist, wie
schon in § 17 erwahnt, auch H keine, wohl aber ist es 4 X3 und
man kann dem obigen Variationsprinzip den Einwand mangelnder
Eleganz machen, insofern es kein invariantes Integral benutzt.
Diesem Bedenken entgeht ein anderes Variationsprinzip, bei welchem
wir aber den zugelassenen Variationen 9 auRer der schon aus
gesprochenen Bedingung, dall de sdbs am Rande verschwinden,
noch die weitere auferlegen miissen, daR auch ihre Ableitungen, also
die 9%, dort Null sind. Eine Folge dieser Bedingungen ist, daR
auch die Variationen der gy und ihrer ersten Ableitungen, also
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ebenso die Variationen der g-Klammern verschwinden. Koénnen wir
daher zeigen, dal
[@+snez—fmaz=y

ein Randintegral ist, in welchem der Integrand nur von den g und
g-Klammern abhéngt, so folgt wegen &§J= 0 aus (181) das weitere

Prinzip:
,'5]‘(3-;-21)42: = 0., , (183)

Wir beginnen den gewiinschten Beweis mit der Aufstellung der
I dentitaten:

= g e )
=Sl i+ 0 5 05

5L e (3]
_E‘-ktaxm{kll+{kl} 1 3(Va-:“9"']

Durch Subtraktion, Multiplikation mit ]’—gdx = dZX und nach-
folgende Integration Uber den vierdimensionalen Bereich erhalten
wir nach (182) aus ihnen:

J=jd£[R+H

k) 1 B(V—M“) n 1 o(¥- 9*')
e = R Y

V_ P

kim

wobei J ein Randintegral der beschriebenen Art ist. In dem ersten
Term unter dem Summenzeichen ist wegen der Divergenzfreiheit des
MaRtensors nach (74'):

2}(1_ 3(1’;:‘9"‘) - gl:kn}g;._

und durch passende Vertauschung der Summationszeiger nimmt
dieser Term die Form an:

- S e = - Sl [
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Den Faktor von —{“I aber zerlegen wir in

643”' 2[{:1“} g+ lmn}gk ]
(vgl. 61c) und (vgl. 62a) in
200 _ i,

so daB der zweite Term unter der Summe wird:
[“]{m“]yl"+2{ul{m”}g"” [kl}[mu]!’u

In diesen drei Ausdricken geht der erste in den zweiten Uber, wenn
man k und | miteinander vertauscht:

318 (7)o S ()

Vertauschen wir nun noch in der ersten dieser Summen n und |,
in der zweiten n und m, so finden wir wegen (145) einfach:

J=[aE[R4+H~ 2,‘%9*‘([’3.‘}[",:'} — {5
= [azm+u—ﬂ).

Damit ist der Bewes erbracht: Fiir das materiefreie Schwere-
feld gilt dasVariationpprinzip

,GI{R-}-?&}&E#—-‘O,, , (184)

wenn am Rande des Integrationsbereichs die Variationen
sowohl der gkl wie die ihrer ersten Ableitungen nach den
Koordinaten verschwinden.

c) DieVariationsprinzipebei Anwesenheit von Materie.
Will man zu den Feldgleichungen (144b) fur das Innere der Materie
gelangen, hat man die beiden besprochenen Variationsprinzipe ein-
fach zu erganzen zu:

§[@+xMIX =10 und §[(R+2i+xM)dT=0, (185

und unter I = V—_gﬂ eine die Materie kennzeichnende und auf3er-
dem die gkl nicht aber deren Ableitungen nach den Koordinaten ent-
haltende Funktion zu verstehen. Durch welche GroRen man die
Materie in die Funktion Bt einfuhrt, ist im Grundsatz gleichgultig;
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man wird de von Fall zu Fall verschieden, rein nach rechnerischer
ZweckmaRigkeit wahlen. Es kommt allein darauf an, dal man durch
Differentiation nach der g oder — was auf dasslbe hinauskommt
— nach den 9*¥ bei Konstanthaltung jener GroRen findet*):

(2.

i = (Tu —.i-mT).'. ) (186)

Denn dann folgt in der Tat statt Gleichung (181a):
3 j &+ 2Mix
= [ S [Bi+dgu+ #(Tu— kg DM X == 0,
[

und daraus schliet man wie oben auf das identische Verschwinden
des Faktors jeder Variation, also auf die Formeln (144 b).

Wir wollen die Gleichung (186) noch umgestalten, indem wir

nach g*' statt nach y’“ Y—gg* differentiieren. Wir haben dazu
zu setzen:

i 23}’ g%'
Nun ist aber
I Vg0t e O,
und nach [62] **) .
e %’.—F_=—%V—_m-- R ¢ 1:14]
gi-_:—— -9 (Ta— LT+ 3¥—yg mEﬂ”(Tca"' 9ap T)-

Da aber (vgl. 204}
Zg"-"Tu =ZT:zT, Zg"’y“ = 4
af - a af

ist, folgt einfach

;F =V=9Ta o ... (188).

d) Die Funktion ¥R fir das elektromagnetische Feld.
Das elektromagnetische Feld rechneten wir schon in § 17 hinsichtlich
seiner Schwerewirkung zur Materie. Danach missen wir imstande
sein, das Variationsprinzip (185) auch fir solche Felder anzuwenden,

*) Auch diese Gleichung ist wie (147) so geschrieben, als waren y¢
und ¥ voneinander unabhangig.
**) Sehe die vorhergehende Anmerkung.
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wenn wir eine den Bedingungen (188) genligende Funktion ¥8 an-
geben konnen. Diese liefert uns der Ansatz:

. M=V-gM, . . . (189
sofern die dektrischen Felder in einem im gewdhnlichen Sinne leeren,
d. h. von allen Kérpern freien Raum liegen. Unter M aber ver-
dehen wir das Quadrat des absoluten Werts des Feldvektors 3R,
far das wir in Analogie zu Glechung (46) aus § 6 schreiben:

= [Mp=— 2 DM Rua. . . (18%)
hiki

Denn nach (187) folgt daraus durch Differentiation nachg™g bei kon-
Santen mu:
oM

Py i 3 [V:E%# |R)* + V-_ﬁ[zs“mulﬁlri- PNt V) !R,;]]
[T Ak
Nun snd aber die beden letzten Summen enander gleich und lasen
dch schreben
Emk‘u mol = —2 mci“"r
* k
do nach (132 a):
agnj V" { Q“JHP_?m‘lm“} = ﬁTﬂ.ﬁ'

was zu bewesen war.

W ir wollen aber dasVariationBprinzip fur den Fall, daR3 elektro-
magnetisthe Felder auftreten, noch so erweitern, dal3 wir auch die
Maxwellscheii Gleichungen aus ihm gewinnen koénnen. Dazu
schreiben wir

ay=g [H+£(.M—22P‘¢;)]dx=0. . . (190)
ij[r+2ata(M -2 Po)]az=0,. . (0w

und versehen dabe unter P den dektrischen Viererstrom, unter @
das Viererpotential (§ 15). Bel der Variation der gik fallt der Zusatz
221"% fort*). GemaR Gleichung (119) denken wir uns hierin

¢, dd
By = 5;; — 5 R =Rt 0)

*) Nach (112) ist P durch &, g, 4 und. ¥=g#. betimmt. Trotzdem
2l es hier bel der Variation von_ g™ unverandert bleiben, was sch durch
gleichzetige Variation von W, g, ¢ erziden laRt.
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gesetzt. Eine unmittelbare Folge dieser Beziehung ist die Gleichung
gor M| =0

(sehe 74g). Durch Variation desViererpotentials, die an den
Integrationsgrenzen verschwindet, finden wir dann aus
(190) oder (190a) die noch fehlende Gleichung des elektro-
magnetischen Feldes:

AR = P.
In der Tat wird dabei nach (189a) durch partielle Integration:
ajv——gde
. o¢, IAVIARL)
- fri e () (e
_ dP, 0,
- _[dxz{aq"az*[wgi V_( ﬂa:")]
..... ¢, o,
—ﬁrb:.——[y”y"i’ 9( = ax‘)]'

S leria-in)
_.3¢‘:_xk[gugu‘/___g(g_3 dd-"a)“
J.dxlz[ml (Y=g ) — m,.m (y_,,gnm)J
+ % [34"&5%; (Y=g 911”‘)— sy 53; (V—_yﬂl“‘)] }-

Die beiden Summen unterscheiden sich nur in der Benennung der
Summationszeiger, und die beiden Summanden in jeder gehen in-

einander (ber, wenn man in dem einen die beiden Zeiger mit-
einander vertauscht. Also ist bei einer Variation der @

ajv_j(m_e.Zp'a:;)dx
- 2J'V:;ax§‘;m;[v_!;§z§%(v_—gw) 7.

Damit ist nach (73d) der Beweis erbracht.



§22. Das Schwerefeld des ruhenden Massenpunktes.

a) Der Maldtensor. In § 19, a) haben wir die satischen
Schwerefelder beliebig verteilter Korper unter Vernachlassigung der
GroRe A genahert behandelt. Uber die Bedingungen, welche wir den
zu benutzenden Koordinatensystemen auferlegen wollen, haben wir
dabel schon in. § 18, a) gesprochen. Wir erinnern an die Glei-
chungen (154). Wir erweitern hier das Problem, indem wir nach
strengen L 6sungen der Feldgleichungen (144) mit dem A-Gliedefragen,
schrénken es andererseits aber ein, insofern wir dem Schwerefeld ein
Symmetriezentrum zuschreiben. Diese Forderung erfillen wir, in-
dem wir entweder einen einzelnen Massenpunkt ohne (siehe diesen
Paragraphen) oder mit elektrischer Ladung (vgl. §26) als einzigen
felderregenden Korper in Betracht ziehen, oder eine Kugel mit
zentrischer Massenverteilung (8 25). Wir wollen diese Eigenschaft
nun durch dieWahl der Koordinaten einfach zum Ausdruck bringen.
Wir geben darum dem Symmetriezentrum die Koordinaten x* = x?
= x* = 0 und setzen fest, daB alle Funktionen g die Koordinaten

nur in der Verbindung 5
RI=Da"

=1

enthalten'sollen. Dann folgt, daR alle linearen Transformationen von
x%, x% x5, weche R invariant lassen, zu gleich gut brauchbaren
Koordinaten fihren. Weiterelnvarianten dieser aus der euklidischen

Geometrie wohl bekannten orthogonalen Transformationen sind aber

1.2 4
Sddt, Dlatdat, @b, des, . ... (191)
i=1 =1
und zwar gibt es keine anderen, welche die dx' nur linear oder
quadratisch enthalten. Also werden wir hier dieMaBbestimmungd s?
aus ihnen aufbauen, wobel aber wegen da- Eigenschaften des statischen
Feldes x* sdbst auszuschlieRen ist.
Bevor wir die entsprechende Formel angeben, wollen wir aber
zu , Polarkoordinaten" R, &, ¢ nach den Transformationen

#1— Reosd, x*=— Rsinbeoavp, 0 = Reinbrsing

Ubergehen. Obwohl wir dabel von gebrauchlichen Formeln der eukli-

dischen Geometrie Gebrauch machen, Ubernehmen wir damit keines-

wegs deren MaRbestimmung, also auch nicht diese Geometrie selbst.

Vielmehr machen wir nur von unserem Recht, beliebige Trans-
Laue, Regtivitétprinrip. | | . 14
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formationen zu benutzen, den uns zweckmaflig scheinenden Gebrauch.
Die in (191) genannten Invarianten werden dann gleich

dRY L RYdDY | Risimd Bd i, RdR, ot, dxh;
und jetzt setzen wir unter Einfihrung von drei positiven, im Ubrigen
noch unbestimmten Funktionen W(R)%¥(R), X(R):
a8t —= W (R)(dR*4 Ry d@i { BRigim & d i) | X (R) Rvd R®
— W(R)dz¥,

Doch konnen wir dabel noch eine Vereinfachung vornehmen,

indem wir
r=RY¥(R

statt R als Koordinate einfihren; setzen wir dann unter Einfliihrung
der neuen Funktionen M (r) und V(r)

(F(R) 4+ X(B). R dB? = [1 + H(r)."]dr,
W@ = 1 V0)

0 lautet das Ergebnis
. 1 .
de¥ == [1+ M(r).r9]dr1 + r2d 0 + r¥sintdd gt — o Vi{r)dz". (192)

Jetzt gehen wir mittels der Transformation
£l = reos®, at=rainPoosp, 22 =riindsing (193)

zu den Koordinaten x' iber, welche mit den zuvor benutzten zwar
nicht zusammenfallen, aber doch, da wir jene nicht mehr anwenden,
nicht in der Bezeichnung von ihnen unterschieden zu werden
brauchen. Wir finden dann

¥ L]
dor = 3 de + M(r)( S ot di) —Vi(r)ap. (194)
=1 =1
Danach wird das Schwerefeld mit eéinem Symmetriezentrum durch zwel
Funktionen V(r) und M(r) beherrscht, die wir nunmehr aus dem
Variationsprinzip (185) bestimmen wollen.
Nach (194) hat die MaRRbestimmung im Streckenraum

' ¥
det = gapdatda* . . . . . (1943)
k=1
die Koeffizienten

pa==08+Mnss k=123 (194b)
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In den Gleichungen (168) haben wir sthon die zu (194) gehérenden
g-Klammern zuruckgefihrt auf die Funktion Fund die zu (194a)
gehdrenden, die dort durch einen Stern von jenen unterschieden
waren. Um diese zu berechnen, bilden wir zunéchst die Determinantey
der gik mit i,k = 1, 2, 3, ihre Unterdeterminanten und, indem wir
letztere durch y dividieren, die ¢, wdche zum Raum tensor der
gik als kontravariante Komponenten gehtéren. Obwohl se von den
dem Welttensor gik an gehorigen g* begrifflich zu unterscheiden
sind, fallen se, da die g4 = 0 (i = 1, 2, 3) sind, im Wert mit
diesen zusammen.  So finden wir

L )
y=14M@E).m ,ﬂt-:&;—-l‘?%&%‘_‘—ri:g‘*(i.k:z,s, 3). (194c)

Weiter folgt aus (194 b), wenn wir die Ableitung der Funktion M (r)
mit M' bezeichnen:

j_’_ =M ot 4 ot (B0 8,

; 09, 9oy Op 1M'
.1 (3 1)
[';] '"'B( +"5";,-a‘;; A RN (194d)

(= o ()

Die GroRe H, welche wir berechnen wollen, ist, wie schon in § 17
erwéhnt, gegeniliber linearen Transformationen von der Determinante
+ 1 ein Skalar. Wir konnen also hier zur Vereinfachung der Rech-
nung den Aufpunkt durch ene lineare orthogonale Transformation
der x! X2 x° auf die x-Achse legen. Dann wird x* =r, ¥* =x®==0
und man findet aus (158) mit der Abkirzung 9’ far dy/dr die zu
(194) gehdrenden Dreizeigersymbole:

(= rfmdrr+mn =1,
[sls] — {sls] . Mr My

T+ Ma = 3
Ferner ist dann mit der Abkurzung V fir dv/dr:
R 1 _-—l y'll_—;_—yl!:ayl!zo‘
4 T14+MAT vy ,,n=.ysa—-1
v _ av __ v av o
= ar =" Fon == 0

4+
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also nach (158): {“} VF' {“ _v
Alle anderen g- Klammern verschwinden. Weiter ist
© g
i=0 ._123 = = — = 195
¢ ¢ b= 7 (199)
und nach (194c) bei der besonderen Wahl des Aufpunktes, die wir
netrnffen hahen-
1
gl = s . ===y =1, (196)

wahrend die anderen g* verschwinden.  SchlieRlich filhren wir hier

noch an: _
V—e=2Vr. ... .... (196 a)

o a=Ze S W - TN e

DD - - = G-

also der ganze Summand mit I=1 nach (196)
G—7)%
Der Faktor \ |51 1y, 1141\ ”,' Ve My
% ](l (y Me +¥)5

also der Summand mit 7 ich groBen mit | =3

Als Faktor von g* finden wir aber

EHE L) - IO [  = G- P %

daher wird der Summand mit | = 4 nach (195)
O I ANLA WAk
[E; 'V}'P'y

¢ dl¥Vyy) Mr
YY¥y ar ¥

Also wird schliefilich

H=(§+2$ ‘li—'+2).m +2A (197
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Variieren wollen wir das Integral

[pax = [Y—g HIX = %j‘”j VYy Hax'dad dasdas

[vgl. (196a)]. Nach (193) kénnen wir dabei statt dx* dx® dx® nach
der Regel fur die Einfihrung neuer Integrationsveréanderlicher mit
Hilfe der Funktionaldeterminanten rssinfrdrd&de¢ schreiben; aso

dX = riginbdrdbdpdr . (197 &)

Denken wir den Integrationsbereich begrenzt von je einem Paar von
Raumen x* = const, # = const, ¢ = const, so ergeben die Inte-
grationen nach diesen Veranderlichen nur konstante Faktoren; denn
der Integrand hangt von ihnen nicht ab. Fihren wir ferner durch
die Ansatze

%Lsz_l.%%ﬁ=w, Yy =V V1+ Mt =u (199)
deren Umkehrungen )
¥ ¢a T—_;—!'f, y=1+Mr= r":-r'i? -« (198a)

lauten, zwei neue Funktionen v und w von r ein, so wird:

N T aae _ = . .

fpax =[Y—gHax =2 ({[dxssintdrag-[far, }(199)
f=wv + Lory

und die MaRbestimmung (192) erhélt die Form:

der = T dr | y3 (3B - sint Bdpt) — #I=T e (199a)

Bis hierher benutzte unsere Rechnung nur die Symmetrieeigen-
schaft des gesuchten Feldes, aber noch nicht dessn vollstandige
Freiheit von aller Materie. Infolgedessen kdnnen wir die bisher
gewonnenen Gleichungen bei allen Problemen mit einem
Symmetriezentrum benutzen. Soll nun nirgends, auRRer im Null-
punkt, Materie liegen, so vereinfacht sich das Variationsproblem zu

Gleichung (181):
3[Y—sHAX =0,

${frar=o0

was nach (199) auf
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fuhrt. Die Funktionen v und w sind aus ihm zu bestimmen, und zwar
lauten die Lagrangeschen Gleichungen:

I1

af of o d
dr Tw) — T = Ooder & =0 5 (Ov')
dder ¢ == Avrt = 0.

v ist also eine Konstante, und zwar kdnnen wir sie ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit gleich ¢ setzen. Denn da v nach (199a) nur as
Faktor von t vorkommt, gelangt man bei anderer Wahl nur zu einer
anderen Zeitveranderlichen. Fur w aber ergibt sich unter Einfuhrung
der Konstanten a: 1

w:«-l—-ilr'. . . (199a")
Dann folgt aus (198 a)

_ A e . _ 1
V= c'(l -—‘T-"?), 1 + Myt = i_ 1;5_3 (199b)
a0y
und aus (199 a) unter Vernachléssigung des Gliedes mit &
g == T A 3 (@92 4 ain1 B d g% — 8 T g (200)

*

Dies ist Schwarzschilds MaRbestimmung in der Um-
gebung eines Massenpunktes.

b) Erdrterung der Formel (200). Wir erinnern uns, daf3 die
Koordinaten r, #, ¢ hier, wie Uberhaupt, zun&chst nur ganz will-
kurliche Bezeichnungen von Punkten sind. Physikalische Bedeutung
haben nur die aus (200) abzuleitenden Mal3angaben. Immerhin ist
die Sprechweise zuladssig, r als den Radiusvektor vom Massenpunkt
her und # und @ as Polabstand und Azimut zu bezeichnen, wie wir
es in der euklidischen Geometrie tun.  Nur ist r nicht das natirliche
MaB fur den Abstand vom Massenpunkt.

Zwei Uhren in den Abstdnden vom Massenpunkt, welche den
Werten r; und r, entsprechen, geben in gleichen Zeiten dt Eigenzeiten
an, die im Verhaltnis

dr, 3/ 1— e 2¢1

e e R (T
zueinander stehen. Wir bestétigen hier, daf die dem Anziehungs-
zentrum nahere nachgeht, wie wir schon in § 19 sdhen, sofern a > 0.
Wir koénnen sogar durch den Vergleich mit (165) ermitteln, dal
zwischen a und der Masse m des Anziehungszentrums naherungs-

weise die Beziehung Cm
,“—QT o o+« (901)
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bestehen muB. Doch werden wir diese im néchsten Paragraphen noch
auf eine andere Art gewinnen konnen.
Eine Strecke auf der Kugel r = const hat die naturliche Lénge

da = rYd Ot | sinilad gl
Infolgedessen gilt auf jeder Kugel um den Massenpunkt
die spharische Geometrie, die sich aus der euklidisohen
Geometrie des dreidimensionalen Raumes ableitet. I'm
Streckenraum selbst gilt aber eine nichteuklidische Geo-
metrie, denn flr ene radiale Strecke ist das MaR, das man bei An-
legung eines MaRstabes abliest, nicht dr, sondern

da:dr]/;:_— (r > &)

[ 3
Da sich alle,,Ebenen" ¢ = const wegen der Symmetrie vollig gleichen,
koénnen wir die Erérterung auf ene von ihnen beschrénken. In ihr
herrscht die MaRbestimmung

.dat = ’_—E—; drs 4 yidpa, (202)
Diesslbe (nur daB d& durch d@ zu ersetzen ist) gilt auch in der
,Ebene" # = %-

Nun gilt auf jeder Drehflache im dreidimensionalen euklidischen
Raume eine Malbestimmung
drt

dat = o5+ riddt,

sofern wir unter r den senkrechten Abstand enes ihrer Punkte von

der als Drehachse gewahlten z-Achse verstehen, unter x die Neigung
des durch ihn gehenden Elementes der Meridian- Fig. 21.

kurve gegen diese Achse und unter & den Winkel
zwischen der Ebene dieser Kurve und- einer festen
Ebene durch die Drehachse (Fig. 21). Denn dann

i s?f;’:x s Linienelement der Meridiankurve, rd& T

das des dazu senkrechten Breitenkreises. Diese
Maf3bestimmung kommt auf (202) hinaus, sofern wir
. _r—g __ d% o
sty = —, dk eoigx—d'——]/m
setzen. Unterdriicken wir be der Integration dieser Differential-
gleichung die additiv zu z hinzutretende Konstante, so finden wir
die Qleichung eines Rotation sparaboloids
8= dulr—u),
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von dem Fig. 22 den Meridianschnitt zeigt. Da, wie gesagt, dieser

Schnitt um die z- Achse zu drehen ist, entsteht dabei eine einzige,

zusammenhangende Flache. Von der Drehachse wird sie nicht ge-

schnitten, sondern der engste Kreis auf ihr, den der Scheitel der

Parabel bei der Drehung erzeugt, hat immer noch den Abstand a

von dieser. Das GaufRsche Krimmungsmal? ist negativ, das zeigt

die Fig. 22; aber es nimmt mit wachsendem r mehr und mehr den

euklidischen Wert 0 an. Auf die eine Héalfte dieses Para-

boloids, etwa auf die positiven z-Werten entsprechende,

wird unsere ,Ebene" in dem Sinne abgebildet, dal3 in beiden

dieselbe Geometrie gilt. Ein Beobachter, dem nur Gebiete auf

Fig. 22, ihr zuganglich sind, in denen r » &

2 ist, wird de fur eine Ebene im eukli-

dischen Sinne halten und dement-

sprechend in ihr ebene Polarkoordi-

naten einfihren mit der Mal3bestim-

T £ r mung, welche dafir die euklidische

Geometriegibt. Er vertauscht sedabei

mit derjenigen Tangentenebene, welche

das Paraboloid im Unendlichen berihrt, weil er sSe in seinem

Bereich nicht von dem Paraboloid unterscheiden kann. Das ist zu

beachten, wenn man die in den néchsten Paragraphen abzuleitende

Perihelbewegung der Planeten und die Lichtablenkung richtig ver-

stehen will; denn in dieser Lage ist ein Beobachter auf der Erde
der Sonne gegeniiber.

Die Abbildung aber gelingt nur fur den Teil der ,Ebene", fur
den r > « ist; fir den anderen Teil gibt es keine reelle Drehflache,
welche diesdlben Dienste tut, wie man an der obigen Rechnungerkennt.
Dieser gegen die Koor dinatentransfor mationen invariante Unter schied
beweist, da’ sch die Singularitat der MaRbestimmung (200) bei r = a
nicht durch Einfihrung anderer Koordinaten beseitigen 1a3t, sondern
durchaus in der Natur der Sache liegt. Man wird daraus wohl
schlieRen missen, dald jede Masse m, wenn se eine Kugel erfullt, not-
wendig einen gréReren Halbmesser hat; als er demWert r = 2 Cm/c?
entspricht. Und in der Tat kennen wir bisher keinen dem wider-
sprechenden Fall, auch nicht bel den Atomkernen.

Jede Singularitat, die.bei r = o sowie die bei » = 0, fallt fort,
sowie man o = 0 setzt. Dann aber wird aus (200) die pseudo-
euklidische MaRRbestimmung. Daraus schliet Hilbert: Die pseudo-
euklidische MaRbestimmung ist die einzige fir den leeren Raum mit
den Feldgleichungen (144) vertré&gliche, wenn der Mal3tensor Uberall
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regular und von t unabhéngig sein soll, wenn ein Symmetriezentrum
da san soll, und wenn schlieBBlich, was aber durch Transformation
nach § 9d sets zu erreichen ist, die Zeitachse Uberall auf den
Streckenrdumen senkrecht stehen soll. Im Innern einer Hohlkugel
herrscht somit, sofern nicht &ufere Einfliisse die zentrische Symmetrie
storen, die pseudoeuklidische Weltgeometrie der beschrénkten Rela-
tivitatstheorie. FUr beide Sétze ist aber wesentliche Voraussetzung,
da das A-Glied fortfallt.

Unter den Voraussetzungen, aus denen wir die Mal3bestimmung
(200) abgeleitet haben, fehlt diein § 18, a) genannte Grenzbedingung
fir # = oo, dal namlich die gik die pseudoeuklidischen Werte
annehmen. Diese Aussage er gibt sich aber als eine Folger ung aus (200),
d. h. delaRt sch fur den vorliegenden Fall der zentrischen Symmetrie
aus den Feldgleichungen ohne das & Glied ableiten.

c) Die geodéatischenLinien. Die Differentialgleichungen der
geodétischen Linien erhalten wir in den Polarkoordinaten r, &, g
gemal der Malbestimmung (192), wenn wir das Variationsproblem

aj' [+ Hnia 4 b3 4 r25im 0 98 — S #ap =0
behandeln. Wir finden dabei:

" i L o rot
Pritrmmar Ut - rem
¥V av (203)
ronid @& dr .
—ireu? trEr =0
Ferner:
5‘+§-?0—a€n&m8¢!= 0. (204)
und
a-‘;;(r'sfn’ﬁda}=0, d.h. q‘a-;-%i-q': + 2eotgd B p=0. (205)
SchlieBlich:
4 . Y LAV
Der Gleichung (204) genligt der Ansatz
== (207

Wenn wir ihn im folgenden machen, so liegt darin keine Einschrankung
der Allgemeinheit, sondern nur eine passende Wahl des rédumlichen
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Koordinatensystems. Man kann eben hier wie in der euklidischen

Geometrie jede ,Ebene' zur Flache # = -’;— machen. (206) und

(206) lassen wenigstens je eine erste Integration ohne weteres zu,
namlich, wenn wir sogleich von (207) und (198a) mit w = o und
v = ¢ (also unter Vernachlassigung von A--Glieder n) Gebrauch machen:

Mp=b. . . . . . . . (208

.—-;“'.'t =1 . . . . .(209)

b ist dabei eine Integrationskonstante; wenn wir die andere gleich 1
setzen, so liegt darin nur ene Verfigung Uber den bisher jeder
physikalischen Bedeutung baren Parameter p, als desssn Funktionen
dieKoordinaten ¢, », &, ¢ hier erscheinen. (203) aber kénnen wir
nach § 7,a) im allgemeinen, d. h. mit Ausnahme der Kreisbewegungen
r = const, ersetzen durch die schon einmal integrierte Gleichung

Ve

(14 Mea)it b r1 80 | Agined B3 — Lyaf==—4, (210)
oder nach (207) und (198 a) durch
o : T
r-:_-“r’ 4 rigs—ct -—r-t’_ A (211)

Die Konstante A ist positiv fir alle zeitartigen geodétischen Linien,
Null fur geodétische Nullinien [vgl. 8§ 7, ¢)].

§ 23. Die Perihelbewegung des Merkur.

Ein gegen das Anziehungszentrum leichter Massenpunkt hat
nach 8§ 16 als Weltlinie eine zeitartige geodétische Linie. Wir suchen
die zugehérige Bahnkurve im Streckenraum in der Form r = r {g).
Eliminieren wir aus (208), (209) und (211) ¢ und t, so finden wir:

. T—n B
el S '(A+§§);
und dividieren wir diese Beziehung durch
r*@’ = P,

so gelangen wir zu der Differentialgleichung

( ) c’—-A b’ p»—p’+uo’ ... (212)

aus der g = r~! als Funktion von ¢ zu entnehmen ist.
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Die entsprechende Differentialgleichung des Newton sshen Zwei-
kor per-Problems lautet:

20m
() =mtEme—e (213)
ge ergibt sch leicht aus dem Fléchensatz
rigp —= b
und dem Energiesatz 2 C
P34 iy ———"4' = B,

in welchem die Konstante E fur ene dliptische Bahn negativ, eine
hyperbolische positiv ist. (Stets ist bei den im Planetensystem beob-
achteten Fallen | E| € ¢% denn ist B > 0, so ist .B < g% und ist
E <0, o0 ist |E} < 2Cmr, d. h. kleiner als das Geschwindigkeits-
quadrat einesK or per s, der seine Geschwindigkeit nur durch Anndherung
aus dem Unendlichen gewonnen hat.) m bedeutet die Masse des Zentral-
korpers. Beide Gleichungen stimmen anndhernd Uberein, wenn

&gl . . . (219
ist, und diese Bedingung ist um so besser erfillt, je groRer der
Abstand des Planeten vom Zentralkérper. Dazu gehort aber auler-
dem die Ubereinstimmung des Faktors von g und des absoluten
Gliedes, aso )

A+ A —FK, od =20m
und daraus folgt nun wieder, wenn man E gegen ¢ vernachlassigt,
die Gleichung (201)

Setzen wir fur m die Sonnenmasse, so ist nach (166) das Ver-

héltnis der Strecke a zum Sonnenhalbmesser o

«/a = 4,14.107¢,
also, da o = 6,95.10" cm betragt,

o= 2,88.10°cm . . . . . . (214a)
Fir den der Sonne néchsten Planeten, den Merkur, betr &gt der mittlere
Abstand 5,8 x 10'2 cm, also ist ungefahr (r ist kein genaues MaR
des Abstandes)

g — 6,108

Die Bedingung (214) wére also sehr gut erfallt. Trotzdem bewirkt

das letzte Glied der Gleichung (212) eine Abweichung von den
Kepplersehen Gesetzen, die sich beim Merkur bemerkbar macht
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Um diese Abweichung flr eine annahernd elliptische Bahn zu
untersuchen, fragen wir nach der Differenz g — ¢, der beiden
Winkel, fur weche der Planet den kleinsten Wert @, von £ (Aphel)
und den groBten Wert @4 (Perihel) annimmt. Nach der Newton-
schen Gleichung (213) sind @, und gy die Wurzeln der rechten Seite;
denn wenn diese Null ist, verschwindet auch #g/d¢. Mankann
somit die rechte Seite gleich

e— ) (@s— @)
setzen und findet dann

20 —|arcsin ET_-(%M r=(2ﬂ +1)=.

V(s—o_J(o.—o) o 10— 0)

9’!“‘?1:'[

[ &

n ist dabel irgend eine ganze Zahl. Die Mehrdeutigkeit, welche die
arc sin-Funktion hineinbringt, entspricht der Tatsache, daf3 die beiden
Werteg,, @y immer wieder angenommen werden. Fur zwei aufeinander -
folgende Perihel- und Aphelstellungen ist natirlich n — 0 zu setzen.
Dannwird ¢y~ ¢, = &, was dem entspricht, daf3 das Anziehungs-
zentrum auf der grofRen Achse der Ellipse liegt.

In Einsteins Gleichung hat die rechte Seite wegen des
Zusatzes & @* noch eine dritte Wurzel gg Sie riuckt wegen der
I dentitat

0+ 04t 85 = o
die aus der Theorie der algebraischen Gleichungen folgt, mit ver-
schwindendem o ins Unendliche, wahrend Q; und Q. annahernd
dieselben Werte haben, wie soeben und vor allem immer noch die
Grenzwerte darstellen, zwischen denen Q hin und her schwankt. Fur
die rechte Seite von (212) kénnen wir nun schreiben:

(0= 02) (0 —0s) (¢ —0n) = —(0—00) (e~ gy (1-4)

= (0—e1) (ea— @) [1 ~2(p, + 0u)] (1 “'1—,_"0%4:& .

Indem Integral, alsdaswir g4 — @, berechnen, tritt aber diereziproke
Quadratwurzel der rechten Sdte als Integrand auf; fir de gilt bis
auf Glieder hoherer als erster Ordnung in o der Wert:

(+5+e)(1+30)
Yie — 1) (0 — @)
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Infolgedessen wird jetzt
(145 e)de

Py = (1+5 (0 + @) :
o= (14 ')“ Yo—e (ea— o)
Die Ausfihrung des unbestimmten Integrals liefert

(1+3M@+ e0) l— Yo el (e =0

e—ileat+e)

%(Ol ~— 01}
und die Einsetzung der Grenzen ergibt, wieder unter Fortlassung von
Gliedern mit o,

ei— @ = [1+{a(e +01)] B+ 1)m.

Wiederum ist n eine beliebige ganze Zahl. Setzt man sie Null, so
findet man den Winkelabstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Perihel- und Aphelstellungen. Setzt man sie gleich 1, so findet man
hingegen den Winkelabstand zwischen einem Aphel und dem Uber-
nachsten Perihel. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Perihelen
durchléuft der Planet daher den Winkel

2m[1-+Fale, 4 @)l
Sain UberschulR tiber 2 &, also

s = {xa{p 4 0o

gibt uns die Bewegung des Perihels wahrend enes Umlaufs des
Planeten. Innerhalb unserer N&herung dirfen wir aber Q; und Q
so aus der groBen Achse a* und der numerischen Exzentrizitat e
berechnen, als ob die Bahn genau elliptisch wére; namlich:
1 1
“=Fare O T wa—o
Also folgt in Rucksicht auf (201) Einsteins Formel:
§— _3®me sxlm
T a*(l—e) T d¥ (Ll —eN A
Fur ene genaue Zahlenrechnung drickt man Cm durch die
groBe Achse a der Bahn und die Umlaufszeit T nach dem dritten
Kepplersehen Gestz aus

+(1+ (o + o) arcain

o oo . (215)

= M afard
— i—HaT

Fur den Merkur ist a* = 5786 . 10'%cm, e = 0,2056 und
T = 87,97 mittlere Tage = 3600 . 24 .87,97 Sekunden, wahrend
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c= 3.10°%msec !ist. Firs Jahrhundert ergibt sich die Perihel-
verschiebung daraus durch Multiplikation mit der Zahl der Merkur-
umléaufe im Jahrhundert, welche

100. 38525

B = 415,20
betragt. Rechnet man dann noch durch Multiplikation mit 180 . 3600
in Bogensekunden um, so findet man 42" 89. Dies ist die Deutung
der so lange bekannten und bisher nie recht erkléarten Perihel-
verschiebung (81).

Wir mdchten daran erinnern, daB diese Perihelbewegung nicht
die wirkliche ist, sondern der Rest, der zurlckbleibt, wenn man die
aus den Stérungen durch die anderen Planeten berechneten Anteile
von der beobachteten Bewegung abzieht. Die Berechtigung," die
Storungen nach der Newtonschen Theorie zu ermitteln, entnehmen
wir aus den Betrachtungen von 8§ 19; se ist um so groRer, als die
Storungen sebst kleineK orrektionen darstellen, also nicht mit der fur
Formel (215) erforderlichen Genauigkeit berechnet zu wer den brauchen.

Bei den anderen Planeten ist einmal a* erheblich groRRer, zudem
dieZahl der Umlaufeim Jahrhundert nach dem dritten K eppl er sehen
Gesetz proportional zu a*3/,, also geringer. Der Faktor 1 — e® macht
bei keinem der grofRen Planeten viel aus. Infolgedessen ist die Perihel-
verschiebung im Jahrhundert proportional zu a*%, So findet man
aus Einsteins Formel fur die Venus eine Verschiebung von S* 6, fir
die Erde 3" 8, fiir den Mars |"35. Die Beobachtung hat dartber
wohl noch kein scheres Ergebnis geliefert.

Auf den Zweifel, ob auch die Bewegung so grofl3er Korper, wie
der Planeten, durch geodétische Weltlinien dargestellt wird, wiesen
wir schon in § 16 hin. Mie') weist in einer erst nach Vollendung
dieser Auflage erschienenen Arbeit nach, da die Abweichungen
unbedeutend sind, da also der Anwendung der Ein st einschen
Formel (215) nichts im Wege steht.

Wir wollen nun noch zwel Bewegungsvorginge untersuchen,
welche lediglich ein theoretisches Interesse besitzen. Die bisher von
der Betrachtung ausgeschlossnen Kreisbewegungen behandelt man
am einfachsten nach der Differentialgleichung (203), wobe wir nattirlich
M und V? gemdR (198a) durch v =c® und w = a ausdriicken.
Setzen wir hier immer sin & = 1, ferner r und r gleich Null, so
finden wir bei Unterdriickung des gemeinsamen Faktors (r — a)

Pt = :—:: f,
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Hier dividieren wir durch t*
dgna _ wc? _ Om

(F) =ia="". : {216)
Dies ist das dritte Eeppler sehe Gesetz, allein mit der Veranderung,
daBd r nicht genau der natirlich gemessene Abstand vom Anziehungs-
zentrum ist. Anderseits finden wir nach (209):

¢ = acl: Ir{r —a)i . (217)

Danach sind also Kreisbahnen mdéglich; aber nicht alle; denn

die Weltlinie des Korpers mufl3 zeitartig bleiben, d. h. die Konstante A
in (211) muB positiv sein.  Eliminiert man auch in (211) mittels
(209) i, so folgt wegen r = O
dr
r—e

hepi=0 . (218)
und nach (217)
r>> gy

Die erwéhnte Singularitét der MalRbestimmung liegt bei r = o; aber
die untere Grenze fir den Halbmesser einer Kreisbahn liegt schon
be r =3/2a, weil sich ein Korper auf diessr Bahn mit der am
gleichen Ort herrschenden Lichtgeschwindigkeit bewegen mufite, und
bei einer noch kleineren Kreisbahn mit Uberlichtgeschwindigkeit.

Den entgegengesetzten Grenzfall der Bewegung auf einer Geraden
durch das Symmetriezentrum behandelt man am besten nach Glei-
ohung(158a) q v BVY ... ... (219)

Danach ist g = 0, wo V = 0, d. h. an der singuléaren Steller = e,

und wo F9 =— -]-'B— Dazwischen, bei F* — QLB' hat ¢ seinen Maximal-

wert (= P’V—é-)- Da aber V von dem Wert ¢, den es im Unend-

lichen annimmt, bei der Anndherung an das Zentrum stets abnimmt,
ergeben sich folgende M dglichkeiten:

1. —%-::c’. Entfernt sich ein Kor per vom Attraktionszentrum, so

‘”“I:?(wo V’=—‘1§) um

und féallt dann auf das Zentrum zurick; anfangs mit wachsender,

spater, nachdem er sich ihm bisauf # == -—‘—1—-—(1!0 T o= ?li
Ly -7

gendhert hat, mit abnehmender Geschwindigkeit.

kehrt e" im endlichen Abstande ¥ ==
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% = ¢3, Da nach § 18, b) jede Fallbewegung im stationaren

Felde auch in umgekehrter Richtung vor sich gehen kann, nehmen
wir an, der K&rper ndhert sich von vornherein dem Attraktionszentrum.
Er hat dann schon im Unendlichen die endliche Geschwindigkeit
¢g=c¥l—RBa. It

a) % « 263, so wird er anfangs beschleunigt, vom Ab-

stande r =: —“—1 an jedoch verzogert

. l—8s
b) > = 2¢%, so wird er von Anfang an verzogert.

Im Gegensatz dazu nimmt die am gleichen Ort mit Ma3stab und
Uhr naturlich gemessne Geschwindigkeit

ya=cY1—BP . (220)

(vgl. § 14) bei der Anndherung an das Attraktionszentrum dauernd,
und zwar bis zum Wert ¢, zu. "Wael €sch q von V bei kleinem V
nur um Glieder hoherer Ordnung unterscheidet, erreicht ein Korper,
wie das Licht, die singulare Stelle r = a in endlicher Zeit. Ein
Strahl braucht namlich, um vom Ort rq dorthin zu kommen, die Zeit

= I“"“JV?——«‘“’

= [‘Vr, (re —ot) — —a log V_ I ]
¢ V"o vfo—“ ,
§ 24. Lichtstrahlen im Schwerefeld des Massenpunktes.

Nach § 15, d) sind die Lichtstrahlen durch die geodétischen
Nullinien der ,Welt" bestimmt; also gilt fur ihren Verlauf im
Streckenraum die Gleichung (212) mit A = 0:

() =f-erae

Nur eine uns schon bekannte Kurve kénnen wir aus dieser Gleichung
nicht ohne weiteres finden, namlich den Kreis mit dem Wert

. 1
= j&,

der nach § 23 unter den dort erérterten Kreisbahnen dem Wert Null

von A entspricht. In ihm kann ein in sich zurickkehrender Strahl
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verlaufen. Ersetzt man, was dem Wert A = 0 entspricht, in (218)
das >-Zeichen durch das Gleichheitszeichen so findet man fir die

nach (208) konstante Grolle & == — r"p wegen (217) den Wert

) 3V§
A== . ) (222)

Von den durch (221) bestimmten Strahlen untersuchen wir nur
digenigen, welche im Unendlichen bei ¢ = O beginnen; darin liegt
keine tatséchliche Beschrankung. Im Unendlichen, d. h. bei kleinem
@, verlaufen diese alle auf parallelen Geraden; denn vernachléssigt
man &g® gegen g% so findet man durch Integration aus (221)

qJ—J.VlddQ = arcsin(Adp), reinp —= 4,

und im Unendlichen ist der Baum euklidisch. 4 wéare also der
kleinste Wert von r auf ener solchen Geraden, also in gewissem
Sinne der Abstand vom Anziehungszentrum, auf den der Strahl hin-
zielt, kdnnte man auf der ganzen L&nge des Strahles die euklidische
Geometrie anwenden. Obwohl dies nicht der Fall ist, kénnen wir diese
Sprechweise als gute Anndherung an die Wirklichkeit beibehalten,
weil ja die Abweichungen in allen in Betracht kommenden Féllen
sehr klein sind. & kann sich zwischen Null, was fiir einen gerade
auf das Zentrum zueilenden Strahl gilt, und beliebig groRen Werten
stetig &ndern. Es nimmt einmal dabei auch den Wert (222) an,
welcher dem Kreise r =%,a entspricht.

Daraus ziehen wir in Anlehnung an Poincarés Zykeltheorie
den Uberdies recht anschaulichen Schlu: Der Lichtstrahl, der im
Unendlichen auf den Abstand &4 = 8—I-B~ o hinzielt, biegt sch nach
innen und nahert sich auf einer Spirale asymptotisch dem Kreise
r =%, o. Dann ergibt sich fir die Gesamtheit der betrachteten
Strahlen die Fig. 23. Se zeigt uns die Kreise r = «, an welchem

jeder herankommende Lichtstrahl endigt (ist_ .;—~ dort die Licht-

geschwindigkeit 0), ferner » =7/, a und r = 5 % An letzterem

ist eine Tangente gezeichnet. Der Strahl 4, welcher diese im Unend-

lichen " bertihrt, wickelt sich unendlich oft um den zweiten der genannten

Kreise. Alle Strahlen mit kleinerem & (wie B und C) durchsetzen
Laue, Edativitatsprinzip. 11 . 15
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ihn und endigen bei r = «; die mit etwas groRerem & (wiez. B. D)
umkreisen den mittleren Kreis, um so héaufiger, je ndher se ihm
kommen; und die viel weiter entfernten (wie E und F) erfahren nur
ene mehr oder minder bedeutende Abweichung von der Geraden *).

Fig. 28.

Fur einen Strahl der letzten Art, fur wechen die Abweichung
sehr klein ist, wollen wir (221) gendhert integrieren. In dem Integral

dde
¢ =
Vi—a. p*(1—ag)
o
fihren wir als neue Veranderliche ein:
G=Ag.0¥1—ep.

*) Die MaRbestimmung (200) gilt sets auBerhalb einer Kugel von der
Mase m. Wie Fig. 23 bewead, sent ein weit entfernter Beobachter ene
<che Kugel, wenn ihr Halbmesser, gamessn in dem MaRgabe der r,
zwischen o und’/, o.. liegt, so vergroflert dal de ihm den Halbmessr

3( « zu haben scheint. Uberhaupt alle Kugeln werden optisch vergrRert.
Dieim Text folgende Bechnung glbt fur die relative VergroRerung desHalb-
mesa's a den Naherungszve*t ch‘ der be der Sonne freilich nach
(166) nur 2 .10 betréagt.
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Vernachlassigen wir aber quadratische und hohere Glieder in a, so
kénnen wir auch schreiben:

4.9 = o(1 +§%o)
Dann wird

adl’(l-'—%ﬁ) . . o o
g = J‘ g —arosina & YT G+ 5

Nun nehme ¢ von Null zu bis zum Wert 1; bei diesem ist g-%: 0,

also auch :_9,_ == 0; ¢ hat also seinen groRten, r seinen kleinsten
Wert. Das zugehdrige g ist

w L4

T+7
Denselben Weg konnte der Strahl auch in 'umgekehrter Richtung
durchlaufen. Einen dazu kongruenten Weg geht er, wenn er statt

dessen s@ine Bahn weiter verfolgt; kommt er dabei wieder ins Unend-
liche, so ist der zugehdérige Wert von g

2
Yo =%+ 5
d. h. s o
——g B __4lUm

¥=12 - V]
ist die Ablenkung des Lichtstrahls von seiner Anfangsrichtung. Dies
ist Einsteins Formel fur die Lichtablenkung. Setzt man fur
m die Masse, fir & den Halbmesser a der Sonne ein, so findet man
nach (166)

¥ = 828.10~4 = 1,7

Bezeichnet man dies als die Ablenkung fir einen unmittelbar am
Sonnenrande vorlbergehenden Lichtstrahl, so liegen darin zwei
Ungenauigkeiten. Erstensist der Minimalwert von r fur jeden Strahl
kleiner als 4, und zweitens kann man r nicht dem Abstand vom
Sonnenmittelpunkt (in natirlicher Messung) gleichsetzen. Beide Fehler
sind aber zu o proportional, beeinflussen den Wert von ¢ daher nur
proportional zu o’.

Historisch verdient bemerkt zu werden, dall es nicht zur
Berechnung der Ablenkung ausreicht, wenn wir den Streckenraum
als euklidisch und nur die Lichtgeschwindigkeit mit dem Ort als
veranderlich ansehen, etwa nach den Naherungsgleichungen des § 19.

15
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Es bleibe dem Leser Uberlassen, die geodatischen Nullinien fur die
Maf3bestimmung
2 Omnd

det = ot M&!-{-r’swodg:l—el(l.—-;,— as

ebeno zu ermitteln, wie das hier fur die Malbestimmung (200)
geschehen ist.  Er findet dann, wie auch Einstein in seinen ersten
Arbeiten Uber diessn Gegenstand, gerade die Halfte der oben ange-
gebenen Ablenkung'). Insofern beweist diese Ablenkung, wenn
die Beobachtung sie bestéatigt, dall in der Nahe der Sonne
der Streckenraum nichteuklidisch ist.

§ 25. Das Schwerefeld einer Fllssigkeitskugel.

Das Schwerefdd ener Flissigkeitskugel, welche gegen das
Fixsternsystem ruht, bestimmen wir aus dem Variationsprinzip (185)

[+ xmax =o. . (223)

Da es Kugelsymmetrie aufweist, konnen wir die Rechnungen von § 22
weitgehend benutzen; nach (199a) z. B. durfen wir

dot= Lo dris (@04 sintddoY) - Vs, Vi=p R, (2239)

setzen, wo v und w die beiden aus dem Variationsprinzip zu bestim-
menden Funktionen des Radiusvektors r sind, und nach (199) den
Anteil in dem dort auftretenden Integral, welcher allein vom Schwere-
feld herruhrt, namlich

J‘MX:j‘}f:iﬂdx

= --S-J‘I'[rlo:‘sin&d&dqwj(wv'—i-J.vr’)dr

[

(223 b)

Neu zu berechnen ist ¢ dX.
DieFunktion % haben wir durch dieDifferentialgleichungen (188)
[die mit (186) gleichwertig sind]

ag*' =V=gTa, . . (224

und durch die Forderung gekennzeichnet, da? se die Ableitungen
der gik nach den Koordinaten nicht enthéalt. Wohl aber muf Sevon
den Bestimmungsstiicken der Materie abhéngen, diee sind bel der
Differentiation nach g und der Variation in (223) konstant zu halten.
Was wir dabei als Bestimmungsstiick betrachten wollen, unterliegt
unserer freien Wahl.
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In Bd. I, §35,b) haben wir die Rahdichte einer Fllssigkeit
aus der Rahenergiedichte Wand dem Druck p° durch die Beziehung
F=G0h+p
definiert, die sich dort unmittelbar aus den Formeln (350) und (352)
ergibt. Die Beziehung auf einen Normalzustand des einzelnen
Flissigkeitsteilchens, wie se dort durch den Zeiger n angedeutet war,
spielt hier, im statischen Fall, da jedes Teilchen seinen Zustand bei-
behéalt, keine Rolle. Fur verschwindenden Druck geht k Uber die
GroRe, welchewir in Bd. | |, § 16 als Dichte eingeflihrt haben, namlich
W
p= g
so daB im allgemeinen .
k= c'p+p
ist. Alle hier erwdhnten Grof3en sind in einem geodétischen Ruh-
sysem, d. h. nach 8§ 14, natlrlich gemessen. Sie sind infolgedessen
gegen jede Koordinatentransformation invariant.
Deswvegen kann man aus k den Viererstrom der Flissigkeit P
durch Multiplikation mit der Vierergeschwindigkeit bilden:

e+ =P .. . (225)
Das negative Quadrat sanes absoluten Wertes ist
-—%g‘*ﬂh =@p+Bp ... (2259
Der Energieimpulstensor hangt mit ihm durch die Gleichungen
pi— 25 + pdi
ME om. ri;. . (226)
oder auch durch die gleichwertigen Beziehungen
Ty = ipl‘s + B gix . (226a)
dutp

zusammen. Denn im geodédtischen Ruhsystem folgt daraus wegen
YY=0(i=—1,2 8)und Y*¥, — — 1:

T=36=128), "=00="FK uwd T}=-—W,
wie wir es verlangen mussen.

In das Variationsprinzip (223) durfen wir nun die Schwere-
wirkung der Flissigkeit durch die Funktion

B = 2y=y[op— (T —¢* BA)"]
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einfuhren. Denn differentiieren wir bei konstantem p und konstantem P,
nach g*#, so finden wir nach (62), (226a) und (226a)

gg}' = (_Pgﬂ;i%;)- — ganf—g [o’p - (% _ 9""&1’.)”’]

={—y [W + 5. ga.e] = Tes, "

wie es Gleichung (224) verlangt. Ferner haben wir wie in § 22, a),
Gleichung (197a) beim Ubergang von den Koordinaten x*, x3 x3
wurn g

dX =dzl.det.da?. dat = riginddr. df.dp.dat

zu setzen, und es wird in demsdben Koordinatensystem nach (223 a)
und weil P, =0( = 1, 2, 3)

— * —_ PR 9__ _ or n
§9‘ PPy = — Pl == Pl O P
D a schlieRlich nach (196 a) und ( 11/:3:-?7;7:—:; ,finden
wir im Hinblick auf (223 b):

j{&&-l—xmi}dx = f—”jdz'un&a&dwjﬁ'dr,

F:wu'+lvr‘+xc( P‘)‘
Zu variieren snd die gy, d. h. die Funktionen v und w von r, welche
se zu berechnen gestatten; konstant zu halten sind, wie oben bei
der Differentiation der Funktion IR und P,. Also lauten die
Lagrangeschen Gleichungen:

(dF %ii‘ =0 oder & — (A4 dapir? =10, (227)
8Fy OF enByra
E(Ow') B =0 oder —d+ ﬂ(r—W)'fl 0. (228)

Wir benutzen se zuerst zur Ableitung von Grenzbedingungen
fur die Flache, in welcher unsere Flussigketyskugel an den leeren
Raum stoRt. Seliegebe r = ry,. Wir multiplizieren namlich (227)
und (228) mit dr und integrieren von ¥, — & bie ry 4 & Da neben
den Differentialquotienten &' und «' nur Glieder auftreten, welche
auch in der Grenzflache endlich sind, so folgt

i_t'f:[w(r..+s)-—w(r.-—s)] =0, lili:[o(r,.-}- B —o(ra—s&)} = 0,
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d. h. vund w sind an der Begrenzung stetig. Dies Ubertréagt
sich auf alle Komponenten des Maf3tensors gi.

Die Feldgleichungen (144) enthalten, wie erwahnt, den Energie-
impulssatz % T — 0. Die Lagrangeschen Gleichungen, welche
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung folgen, sind nach § 21 mit
ihnen identisch, miissen also ebenfalls jenen Satz abzuleiten gestatten.
Die Gleichungen (227) und (228) geniigen aber nicht dazu. Wir
haben uns nédmlich, indem wir die 10 Komponenten des Mal3tensors
auf die zwei Funktionen v und w zurickfihrten, der Mdoglichkeit
beraubt, alle Variationen an jenen vorzunehmen, und haben deswegen
auch zu wenig Differentialgleichungen gefunden. Wir bedurfen aber
des Impulssatzes, um zu entscheiden, wie bei vorgegebener Zustands-
gieichung p und P, von r abhéangen; ohne das kdnnen wir (227)
und (228) nicht integrieren. Also missen wir, ausgehend von der
Beziehung

Mo T — V_}._za(l 5 Ti) Ef"“!‘*-—ﬂ (i=1223)
—g

[vgl. (73a)], hier fur die T§ die Werte (226) einsetzen. Das ergibt,

wenn wir gl == r, #8 == ¥, ¥ = @ setzen, fur i = L

1 d(Y—g8) _ pE[”‘]+(a!p+ﬁ)[1‘]=o

V= @

In Ricksicht auf (62a) und den in (158) angegebenen Wert von {‘:]

= d— kommen wir zu der leferentlalalachuna

d(Y—g8) d-—s cc'p+p)av
v_ dr )+ =0

oder
ﬁ_l_c'_“;:;-_ﬁig,—:o, L (229)
. :_t_:_' _— ':'3&;'_1’ . . (230)

Die Zustandsgieichung besteht fir uns in einer Beziehung
p=p(). Setzen wir dies in (230) ein, so liefert diese Differential-
gleichung p° als Funktion von V. Daim vorliegenden Koordinaten-
sysem nach (110e) ¥, = ¥— g4 = - ist, haben wir damit nach
(225) auch P, als Funktion von v, oder nach (223a) als Funktion
von (u'r""w «  Setzen wir dies in (227) und (228) ein, so haben
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wir nunmehr zwel Differentialgleichungen, aus denen sich v und w
als Funktionen von r bestimmen lassen.

Um diee Aufgabe zu 16sen, bediirfen wir aber noch des Wertes
von g an der Grenzflache der Flussigkeitskugel. Da sich § auf das
geodétische Ruhsystem eines FlUssigkeitsteilchens bezieht, und in
diesem die beschréankte Relativitatstheorie gilt, welche ihrerseits in
dieser Frage mit der klassschen Hydrodynamik Ubereinstimmt, so ist
dieser Grenzwert von $ Null.

Nun beschranken wir uns auf unzusammendriickbare
Flussigkeiten. Zwar gibt esin der Relativitéatstheorie, wiein Bd. |
gezeigt, ebensowenig wie einen starren Korper eine Fliissigkeit, deren
Dichte sich schlechthin nicht verandern 1a4R3t. Aber wir kdnnen Félle
angeben, in denen der Druck uberall so gering bleibt, da sch p
unmerklich wenig andert. |st aber 1 eine Konstante, so folgt aus (230)

(e + ) V = consl;

und nach (225) erhélt P, den konstanten Wert
.V
Py= () =cp¥irm . (231)
Die Integration von (227) liefert dann
" 8
w = T+ const, (A’_z_i_é,’;;), e e e (232)

0 daf
r AN const—1
r—w_—'[l_(A) + =
wird. Dieser Bruch muf} aber nach der MalRbestimmung (223 a) tberall
im Innern groRBer als Null sein, auch bei r = 0. Also muR man
die Konstante fortlassen. Nach jener MaRbestimmung gilt dann im
Streckenraum

_8n

rid
(%)
Oder, wenn man unter Beschrankung auf Werte von r, die kleiner
sind als A,

dot = + 1@ 8 + sim & dot)

r = Asin® (6'5 L (23

setzt:
do* = A [+ i B (A& st BdeY). . | (234)
Uber "E hinaus darf & nicht wachsen, weil songt die Transformation

(233) nicht mehr umkehrbar eindeutig ist. Die Ubereinstimmung
mit (105a) beweist: Die natiurliche Geometrie fiir das Innere
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der Flussigkeitskugel ist die spharische. Der Krimmungs
halbmesser A ist durch (232) gegeben. Setzt man 4 = 0 und fiir p
die mittlere Dichte der Sonne (1,4g. cm ), so ist nach (162 a)
A = 3,5.10"cm, wahrend der Sonnenhalbmesser 6,95.10'°%cm be-
tragt. Es bedeckt also wohl jeder Stern von dem sphérischen Raum
nur eine kleine Kalotte, die von & = 0 bis zu

r-
8, — arcsin-z-

Die natirliche Lange ihres Halbmessers betr &gt
1/ Tm\2 8 T\t
A8, = r..‘[l + j}) + E(I‘) +]

und ist nach der obigen GroRenabschdtzung nur unwesentlich
groRer als rp,. Der Umfang ihres Aquators aber betragt genau
2 ar,; denn auf jeder Flache r = const gilt die MalRbestimmung
dat = AdP L sind&d gt  Nach Gleichung (105b) betragt das
Volumen der Flussigkeitskugel

[ ARt |
2#A8(8.,.——;-sin29...) =‘T"r.:[1+ % j"‘) +]
Esist ebenfalls nur unwesentlich gréRer alsbel euklidischer Berechnung.

An der Grenzflache ¥ = ¥g mull w, wie es sch aus (232)
berechnet, stetig in den Wert (199 a) in § 22 (bergehen. Dabei
hatten wir die Konstante o mit der schweren Masse m der Kugel in
den Zusammenhang (201) gesetzt. Freilich hatten wir bei dieser
Deutung das 4-Glied vernachlassigt. Da es aber ohnehin wenig
ausmacht, konnen wir jene Deutung beibehalten. Dann ergibt unsere

Grenzbedingung
]

¥ 1 2
f = dh Tc’xyr.ﬁ = —Ei-m;,
oder nach (164 a)
i e

WU war die Dichte der tragen Mase. Innerhalb der N&herung, bei
welcher man das Flussigkeitsvolumen euklidisch berechnet, ist se
danach zugleich die Dichte der schweren Masse. Diese Uberein-
stimmung.kann uns freilich nach den Ergebnissen von § 19, a) nicht
Uberraschen. Denn in der anndhernd giltigen Gleichung (164) trat
auch schon p als schwere Massendichte auf. DaB #,, < & ssin muf,
damit die MaRbestimmung auerhalb der Kugel keine Singularitat
aufweist, erwahnten wir schon in § 22.
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Wir gehen nun an die Integration von (228). Da v an der
Grenzflache wegen der bewiesenen Stetigkeit densdben Wert ¢ haben
muB, den es nach § 22 uberall im AuRlenraum besitzt, so folgt aus
(231), (223a), (232) und (233)

P, = ¢ Virs) = A ]/1“__7"’"_"')
" (235)
= c'y.V_[ — (E})’ = oyt o058 B,

Fihren wir weiter in (228) nach (233) statt r dieKoordinate & ein,
%0 finden wir:

ay ¢ fsin B
g6 = 7 B —4ANe0sbu ooy,
also unter nochmaliger Beriicksichtigung der Grenzbedingung v = c:
¢ (3—A4Ncor B, —(1—Ad%)cos &

] cox B

' (236)

= % [(8—AA%cog By —(1— A AN ecos®].  (237)

Die Lichtgeschwindigkeit betrdgt danach an der Grenzflache innen
und auBen ¢.cos 8,,; beim Fortschreiten ins Innere nimmt se ab,
und zwar bis zu

7 [(8— 4 AN c0s By — (1 — 2 4Y]

bei r = 0. Damit dieser Wert positiv ist, mu
1—24 12 4
a— 443" 3 3 cigy
[vgl. (232)] sein. Da in allen vorkommenden Fallen e2x g T 4 ist
(vgl. 8§ 27), so kann danach die Flussigkeitskugel die Halfte der
Kugelsumme nicht ganz erfullen. Der natlrlich gemessene Druck
schlieflich berechnet sich aus (231) und (237) zu:
. 4 (1 — 2 .4%) (c08.6 — cos 8,)
=B G a4 080, —(1—AAN)co2 O

cos 8, >

(238)

Dies ist aber nicht der Druck, bezogen auf das hier benutzte
Koordinatensystem. Dies hat freilich mit dem geodédtischen Ruh-
system, auf das sich_ﬁ bezieht, die Koordinatenrichtungen, also auch
die Komponenten T'; des Materietensors gemein. Da aber nach (162)

T:E- b_g“pr
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besteht hier, wo —g* = % ist, der Zusammenhang

p=3,
und nach (237) und (238) die Gleichung:
p=cAp(l— LAY (cos @ — cos 8,,)

1. ri—nst | Fhe-rt (239)
= topamian (B0 LB

Das erste Glied diessr Entwicklung laRt sich nach (232) unter
Fortlassung des &-Gliedes und nach (164 a) auch schreiben:

3—;‘—' Opi(ra— ri).

In ihm stimmt p mit § sowie mit dem Wert berein, welchen die
Newtonsehe Theorie dem Druck in einer unzusammendrickbaren
Fllssigkeitskugel gibt *).

Trotz der weitgehenden Willkir in unserer Annahme Uber die
Zustandsgieichung konnen wir wohl den Schluf3 aus diesem Beispiel
ziehen, daB Einsteins Schweretheorie an den Auffassungen Uber das
Innere der Fixsterne gegeniiber der alteren Theorie nichts Wesentliches
andert.

Die hier durchgefiihrte Anpassung an das duflere, materiefreie
Schwerefeld von § 22 hat natiirlich nur einen Sinn, wenn wir, wie
damals, das A-Glied unterdriicken. In § 27 aber werden wir fir
die Beibehaltung diesss Gliedes Griinde finden. In Ricksicht darauf
haben wir es auch hier stehen lassen, um so mehr, als die Gleichungen
dadurch nur wenig verandert werden.

§ 26. Das Schwerefeld der elektrischen Punktladung.

a) Die MaBbestimmung. Fir die eektrische Punktladung,
sofern se weit von anderen Korpern und fremden elektromagne-
tischen Feldern gegen den Fixsternhimmel ruht, kénnen wir wieder
die in 8 22 zurechtgelegten Hilfsmittel benutzen. Denn auch se
bildet ein Symmetriezentrum. Wir benutzen also wieder die MaR-

*) Nach der Newton shen Theorie ist enersdts wenn ¥({¥) das
Potential der Schwere bedeutet,

PO P (ra) = — o Cu(r — 1),

Anderersaits ist g4 Fir) = const = u ¥(r,), was Ubrigens ganz der
Gleichung (231) entspricht.
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bestimmung (194) mit den beiden aus dem Variationsprinzip zu
ermittelnden Funktionen V und M von ¢ == ¥z1* 4 2#* 4~ 28" und
ebenso die Gleichung (199) fur das|Integral !V—ngX mit dem

Wert f== wv' 4 J.:_:f’. Wir benutzen das Variationsprinzip (190), in
welchem jedoch ?P"D.‘ fortfallt, dawir uns auf ungeladeneftaumteile

beschranken. Neu zu berechnen haben wir daher nur nach (189a)
den Wert von M. Zu variieren sind die g und die @y.

Nach 8 18, c) verschwindet im elektrostatischen Felde die magne-
tische Verschiebung 8. Fur das eektrostatische Potential ¢ und
die elektrische Feldstarke E? aber gilt nach (160) und (113) die Be-
ziehung:

G = M, ._.—g-g- . (239a)

Im vorliegenden Falle hangt ® nur von r ab, daher ist, dp/dr —= '
gesetzt, &
Wy =—¢'
Setzt man dies in (189a) ein, so findet man wegen g‘ = 0, wenn
i= 1,2,3: R

= gu¥ kb gk,
M= gu¥5 >0

k=1

Machen wir hier Gebrauch von den Gleichungen (195), (196) und
(194c), so finden wir weiter:

5
M—_ 0 ® My 2t
=% le(a:_ww, aa

Nun ist ai)er

Ed*:c"z“ Zm“ =1, 2 (k) = E,,u s 2”” — e,

LS k=1
Somit wird nach (196 a), (198) und (198 a)
oM = — i — B
V- Y =9
Es wird daher IY"_(H"' xM)dX

=3 ”Id""‘”&‘md?’ x I(wv + zo,-l_’i':'.’ P e')dr,
und das Variationsprinzip (190) lautet:
(ot 4 hom 3 i =
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Zu variiereil sind die Funktionen v, wund ¢ von r, denn darin
dricken sich die hier noch méglichen Variationen der gik und der
@, vollstandig aus. Die Lagrangeschen Gleichungen erhalten die
Form: - 5 e

—_ L o - T Loy

Wi - =0, o =0, (“F)=0.

v ist also eine Konstante, die wir, wie in 8 22, ohne weiteres gleich ¢
setzen. Bezeichnen wir eine weiterelntegrationskonstante mit e, so ist

Py = — ;55, P = r:;;; . (240)
denn die zweite Integrationskonstante mufd man wegen der Ublichen
Grenzbedingung, daf® im Unendlichen das Potential ¢ Null sein soll,
fortlassen. Aus der ersten dieser Differentialgleichungen aber ergibt
sich dann:

1 x 4
w_—u——?lrs——mg PN B (241)
« ist Integrationskonstante. Nach (198 a) und (164 a) wird
o PSR T | ¢
=0+ Myt =104 St a5

(242)
o 1 C e
=l—s st +oan

und die Malbestimmung lautet:
dst = 5 dr 4 M (@03 + sinsddgl)— Tiam  (2422)

b) Erdrterung der MaRbestimmung. Wie schon die Be-
zeichnung andeuten soll, gibt die Integrationskonstante e die elek-
trische Ladung an. Zum Beweise berechnen wir das Uber eine Kugel
r = const zu erstreckende Integral

_I‘D"dd’

welches nach (118 a) die eingeschlossene Ladung mif3t. Dabei ist
|B"dd| der Raum des durch das Flachenstiick 46 und den als Strecke
dargestellten Vektor % bestimmten Parallelepipeds, und zwar ist
P*dd positiv, wenn die innere Normale n und der Vektor & nach
derselben Seitevon #¢ weisen. Im vorliegenden Fall steht der Vektor
senkrecht auf ¢¢ und weist bel einer positiven Ladung nach aufen.
Infolgedessen ist — ®*d¥ gleich dem Produkt aus dem absoluten

Betrage — ¥
I‘I)| = ‘Vg""'i)r = ?‘Dr
und dem Flacheninhalt
dd == vlginddddy,
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]
denn nach (242 a) ist enersaits gey == l:l- und g** =g—1—, anderer-
rr

seits mull @& wie in der gewohnlichen sphérischen Geometrie be-
rechnet werden. Im Hinblick auf (117 a), wo nach (242 a)
1 ¢
gt = o F
zu stzen ist, und auf (239 a) finden wir somit:

—rds =L 1D, sin#30dy = N sinddRdy

= —yigp' ginfrdBde,
also nach (240)

—ji)"dc = E’;jm‘nﬁ‘d&dw = ¢

was zu beweisen war.
Die Bedeutung der Integrationskonstanten a finden wir, indem
wir e = 0 setzen, ndmlich nach (201)
280m

o = ——-

¢

Beim Uran, dessen Atom unter allen bekannten die grofite Mase

und die gréRte Kernladung besitzt, ist m = 238.164.10°%* = 39

10-2g, e = 92.4,8.10-°Y4m = 4,4.10-° Y4z g1 om raec—1 %),
Daraus folgt:

o — 2.6,7.10-%.59.10-

9.10% = 58.107%cm,
Ced _ 6,7.1078.(44)7107% —64
T = 51100 = 1,7.10% om?,

Die Elektronen der innersten Schale, des sogenannten K-Ringes,
haben vom Atomkern Abstdnde von der GroéBenordnung 10 °cm.
In diessam Abstande ist also die MaRbestimmung durch den Kern
nicht mehr merklich verandert. Die allgemeine Relativitatstheorie
vermag, da das A-Glied nach den Ausfiihrungen von § 27 viel zu
klein ist, um im Atombereich irgendwie in Betracht zu kommen, fur
die Theorie der Spektrallinien im Rontgengebiet nichts Neues gegen-
Uber der beschrénkten Relativitatstheorie zu liefern. Fir das sicht-
bare Spektrum und die anschlielenden Spektralbereiche gilt das in
verstéarktem Maf3e.

*) Wir benutzen Uberall das Lorentzsehe Mafl3sysem, daher den
Faktor ¥4z
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Strenge Ldsungen 4er Feldgleichungen fir statische Felder mit
Rotationssymmetrie verdanken wir Weyl und Bach'). Andere
Untersuchungen iiber statische Felder finden sich bei L evi-Civita?),
Elena Furlanetto®) und Carlotta L ango®), iiber nichtstatische
Felder bei DeZuani®) und Palatini®).

VIIl. Weiterbildung der Relativitétstheorie.

§27. Die Einfiihrung des &-Gliedes in die Einstefnschen
Feldgleichungen.

a) Einsteins spharischer Kosmos. Wir haben seither die
Feldgleichungen meist nur in der verkirzten Gestalt (144') auf be-
sondere Félle angewandt. Am wichtigsten waren die Anwendungen
auf dtatische Schwerefelder, weil ja die in der Natur vorkommenden
Felder fast alle so gut wie statisch sind. Dabei haben wir [vgl.
§ 18, a)] als Grenzbedingung fir das raumlich Unendliche die Werte
der gik gefordert, welche der pseudoeuklidischen M afbestimmung der
beschrankten Relativitatstheorie entsprechen. Doch wiesen wir sogleich
auf ein Bedenken hin. Danach bekommt jeder K&rper in unendlicher
Entfernung von anderen eine bestimmte trage und schwere Masse,
und wenngleich die Masse nach (164c) auch bei der Anndherung an
einen anderen Korper zunimmt, so ist doch wegen der prozentisch stets
ganz geringfligigen Veranderlichkeit der Lichtgeschwindigkeit V auch
diese Zunahme im Verhéltnis zur Mase sadbst duRerst klein. In der
Hauptsache wére danach die Tragheit doch wieder eine Eigenschaft
des einzelnen Korpers.

Vielleicht noch tiefer erfalt diesen Ubelstand die folgende Be-
trachtung. Denken wir uns aus dem statischen Felde von § 18 die
Korper mehr und mehr entfernt, so haben wir schliefdlich die Diffe-
rentialgleichungen Rjx = 0 (143) fir die gx mit der genannten
Grenzbedingung zu integrieren. Eine Ldésung lautet jedenfalls:
Die gut haben uberall diein der Grenzbedingung genannten Werte.
Serinit) hat sogar zeigen kénnen, daR es keine andere Lsung gibt.
Es bestdnde danach ein pseudoeuklidisches Raum-Zeit-Kon tinuum,
also auch ein dreidimensionaler euklidischer Raum, ohne dal es uber-
haupt einen Korper gabe. Nach der allgemeinen Relativitatstheorie
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aber sollen sich alle Eigenschaften des Raums aus dem Vorhandensein
von Korpern erkléren. Es besteht also auch hier zwischen den grund-
legenden Ideen der Theorie und ihrer Ausfihrung in den friheren
Teilen dieses Buches ein Wider spruch, sofern man diese Ausfiihrungen
auf die Gesamtheit der Korper anwenden will. Wir hatten deshalb
schon in 8 18 ausdricklich gesagt, dafd wir das dort betrachtete sta-
tische Feld als einen kleinen Ausschnitt aus dem vom Fixsternsystem
eingenommenen Raum betrachten und unter dem , Unendlichen" ein
Gebiet verstehen, das, wenngleich von allen Koérpern sehr weit ent-
fernt, doch noch durchaus innerhalb diesss Systems liegt.

Diesdlbe Schwierigkeit tritt in veranderter Gestalt beim zentral-
symmetrischen Schwerefedd auf. Die Kugel, die es hervorruft, soll
in dem dabel eingefihrten Koordinatensystem ruhen und wie diess
slbst keine Drehung zeigen; das haben wir in den § 22 u. f. durch
den Ansatz (192) fiir ds zum Ausdruck gebracht; die erwahnte
Grenz bedingung ergab sich aus ihm mittels des Prinzips der kleinsten
Wirkung. Wenn aber wirklich nichts vorhanden wére, als diee
Kugel, so verlére der Begriff der Drehung seinen Sinn. Das Problem
diesess Schwerefddes im unendlichen Raum liele sich noch nicht
einmal stellen.

Allen diesen Schwierigkeiten entgeht Einstein durch die 1917
eingefihrte Annahme, dafl der dreidimensionale Raum geschlossen
ist, die vierdimensionale Welt also ahnliche Zusammenhangsver halt-
nisse aufweist wie eine Zylinderflache. Auch diese lauft ja in ener
Richtung belderseits ins Unendliche, wahrend se in der dazu senk-
rechten Richtung in sch zuricklauft. Dann gibt es kein raumlich
Unendliches, und man bedarf keiner Grenzbedingungen dafiir. Einen
solchen Zusammenhang zeigte z. B. eine Welt, die, im grof’en be-
trachtet, die Maf3bestimmung

a8 — dal —c2di8,
dat — A [d@ 4 5in2 @ (99 - simOdgl)] . .(243)
besilRe.

Mit dieser MaRbestimmung fir da’, die mit (105a) iiberein-
stimmt, sind allerdings noch zwei verschiedene Auffassungen Uber
den Zusammenhang des Streckenraumes vereinbar. Entweder denkt
man ihn als die Kugel

X1 Xeh | Xat g X o qf
im vierdimensionalen euklidischen Raum, oder man projiziert diee

von ihrem Mittelpunkt auf einen ebenen Raum von drei Dimensionen,
ahnlich, wie wir esin 8 12, €) bel einer Kugel von zwei Dimensionen
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taten, um zur elliptischen Geometrie der Ebene zu gelangen. Dabei
wird nur die Héalfte der Kugel abgebildet, welche zwischen @ == 0

und & = !;- Liegt. Trotzdem ist auch dieser dliptische Baum in
sch geschlossn. Denn die beiden Punkte, welche in der Flache
@=f:— derselben geodétischen Linie [d. h.in der Sprechweise von

§ 12, ) derselben Geraden] durch den Nullpunkt angehdren, sind
bei ihm identisch. Wir denken im folgenden immer an den eigent-
lichen Kugelraum, der von & = Q bis zu # = x reicht.

Die Abweichung von der euklidischen Geometrie mifite sich
natlrlich aus der Anwesenheit der Materie erklaren, und man darf
dabei so sprechen, als erfiillte diese den Raum mit einer stetigen,
allerdings auRBerordentlich geringen Dichte. Denn wenngleich die
Materie sich tatsichlich an verhaltnisméallig wenigen Stellen, dort
aber in starker Anhaufung vorfindet, wahrend dazwischen weite
Raumbereiche so gut wie leer sind, so kann man doch fur diese Be-
trachtungen einen so groRen MaR3stab anwenden, dal? die Unstetigkeit
der Verteilung nicht mehr zum Ausdruck kommt; wie man ja auch
einem Gase fiur viele Zwecke eine stetige Dichte zuschreibt, obwohl
die Molekeln auch durch weite leere Raume getrennt sind. AuRerdem
aber wird man so rechnen, als ruhte alle Materie gegeneinander und
gegen das hier benutzte Koordinatensystem. Denn die Bewegungen
der Sterne sind zu geringfigig, um das Schwerefeld merklich zu be-
einflussen, und die empirisch bekannten Potentidldifferenzen sind
zu klein, um grofere Geschwindigkeiten hervorzurufen. Ebenso sind
die in ihnen auftretenden Spannungen ohne merkbaren Einfluf.
Von dem Einflul3 elektromagnetischer Felder kann man aber erst
recht absehen. Prifen wir, ob die Feldgleichungen (144') sich mit
dieser Vorstellung vertragen.

b) Ableitungder MaRbestimmung (243) ausdem Prinzip
der kleinsten Wirkung. Der Leser, welcher den Ausfihrungen
von 8 25 Uber das Schwerefeld einer Fllssigkeitskugel gefolgt ist,
Uberzeugt sich von der Richtigkeit der Gleichung (243) am ein-
fachsten im AnschluR daran. Fur andere Leser geben wir in Ab-
schnitt c) einen Beweis unmittelbar aus den Feldgleichungen.

I st ndmlich
LAds =1, . . . . (243a)
so daR aus dem in (232) abgegebenen Wert von A?
A=jdxp . . . . (243b)

Laue, Relativitatsprinzip. 1. 16
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folgt, so ist nach (239) p = 0 — deswegen kommt es hier auf die
Zustandsgieichung der M aterie nicht mehr an, vielmehr ist p jedenfalls
konstant — und die Lichtgeschwindigkeit V erhalt nach (237) den
unveranderlichen Wert ¢.co8®,. Wir machen V* =c, indem wir statt
der bisherigen Zeitkoordinate t die neue Veréanderliche t* — t. cos©p,
einfihren. Lassen wir dann den Stern wieder fort, so geht (223a)
nach (234) Uber in (243); doch dirfen wir zunachst @ nach § 25

[sehe (233)] nur bis zum Wert % wachsen lassen. Dann haben wir

die eine Hélfte des Kugelraumes vom Halbmesser A mit Materie aus-
gefullt. Die andere Hélfte kdnnen wir aber genau so gut mit der
gleichen, durch (243 b) gegebenen Dichte p erfillt denken und daran

setzen. Die Ansatzstelle & =§ hat vor anderen Punkten des

Raumes nichts Besonderes voraus, so dal3 hier keine stérende Un-
stetigkeit auftreten kann. Dann ist die Glltigkeit von (243) flr
die Werte von @ von O bis st bewiesen.

¢) Rechtfertigung der MaBbestimmung (243) aus den
Differentialgleichungen des Schwerefeldes. Nach § 18, a)
last sch fur den statischen Fall der Krimmungstensor Ry, der vier-
dimensionalen Welt auf den Kriummungstensor Py des Strecken-
raumes zurickfuhren, und zwar ist nach (159c) im vorliegenden
Fall, da nach (243) V? = ¢ ist:
By—4R.gu =3P

und, sofern wir fir P die Formel (105f) mit der Substitution von
VA? fur k benutzen:

8
R, _“é‘-R-Qu s . (244)
Ferner ist nach (159 a)
Ryy—{R.9ie =0 (121,23 . . . . (245

und nach (159¢) und (105f) wegen Prae =0, A ¥ = 0:
Ba—1R.gu=Pu—}Pga=Ma1=11918). o

Flr spannungsfreie Materie hat aber der Trégheitstensor in
deren Ruhsystem nach (136) nur eine von Null verschiedene ko-
variante Komponente, namlich [vgl. (161a)]

Ty = T2p =olp . (247)
[val. (110e)]; es muRte nach (144") fur K, Z = 1, 2, 3 as
Ru—--,-{-R-yu = 0 sein. Diese Form der Feldgleichungen genigt
somit nicht.
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Wohl aber lassen sch hier die Gleichungen (144) mit dem
4-Gliede erflllen. Denn es ist nach (246)
Bu—tR.ga—tpa =0,
sofern 'man '
ShEmag e L (249
setzt; nach (245) sind die Gleichungen
Riu—$Bgu—Adg, =0
von sdbgt erfillt, und nach (244) und (247) ist
By —3Rgy—Agu=—xTu,
wenn sch der Halbmesser A des Kugelraumes geméal? der [mit (243 a)
und (243b) Ubereinstimmenden] Gleichung
1. % __° .
oAt == Axa - inxla . (249)
[vgl. (164a)] aus der Lichtgeschwindigkeit c, der Gravitationskon-
stanten C und der mittleren Dichte p der Materie im Raum berechnet.
Nach (164b) oder (2) ist der Faktor von 1/
g L]
c,_;=-‘_:ﬁ:_~ 1,04.10%gem% . . . . (249a)
Da , in Gramm und Zentimetern ausgedrickt, doch gewil3 einen
auBerordentlich geringen Wert hat, erscheint es durchaus glaubhaft,
dal der Halbmesser A des Kugelraumes sabst gegen die uns be-
kannten Entfernungen im Fixsternsystem*) noch sehr grof? ist, und
daR dementsprechend 4 so klein ist, daB wir es bei den bisherigen
Anwendungen der Theorie in den Feldgleichungen (144) immer ver-
nachléssigen durften. Damit sind diese Anwendungen der Glei-
chungen (144') gerechtfertigt.
Nach den Formeln (248) und (249) ist die mittlere Dichte

24
B
und die Gesasmtmase aller Korper [vgl. (105c)]
4+
2 A = —
Ap T Ax At

durch die beiden Konstanten der Feldgleichungen bestimmt. Nun
geht unsere Meinung allerdings nicht dahin, da das wirkliche Weltall
genau diese Mase besitzt, wie denn Uberhaupt diee ,Zylinder-
weit" nur ein Beispid sein soll, das veranschaulicht, wie sich nach

*) Die groften, an Nebeln gexchétzten Entfernungen snd von der
GroReoordnang 10%°m.

16*
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der allgemeinen Relativitatstheorie ein geschlossener dreidimensionaler
Raum als Folge einer anndhernd gleichformigen Massenverteilung
verstehen 1aR8t. Bei genauerer Betrachtung wird ja ohnehin in der
Nahe jedes Fixsternes eine ganz andere Mal3bestimmung gelten, wie
wir in den § 22 u. f. sshen. Auch Uber die GroR3e der universellen
Konstanten 4 1aRt sich aus diesen Gleichungen nichts entnehmen.
Nur muf se nach (248) positiv san.

Was aber geschdhe, wenn wir das Weltall durch fortschreitende
Vernichtung von Materie schlielRlich ganz entleeren kénnten?

Wir beantworten diese Frage, freilich nur unvollstandig, durch
den Hinweis, da die Feldgleichungen (144) fur Ty = 0 jedenfalls die
Ldsung gq = 0 zulassen. Es verschwanden also mit den Kérpern
Raum und Zeit Uberhaupt, da dann das natlrlich gemesene
Weltlinienstuck ds = 0 wirde. Darin findet dann der Gedanke,
dal alle raumzeitlichen Zusammenhénge, also alles physikalische
Geschehen, durch das Dasein von Koérpern bedingt ist, seine schérfste
Formulierung. Allerdingsist zurzeit noch nicht bewiesen, daf’ nicht
noch andere Ldsungen mdoglich sind.

d) Die Losungen der Feldgleichungen von de Sitter
und Weyl. De Sitter?) weist z.B. darauf hin, daR auch die
M al3bestimmung

§8 = dg' — Ae0s? G 208,

dal = A3 [d82 | 3im1 @ (d 89 4 sindS d )],
welche sch von der Einsteinsshen Losung (243) durch die ver-
anderliche Lichtgeschwindigkeit

V=ceos® (260

} (250)

und durch den veranderten Wert des Halbmessers
.A.:V.: .. . . (251a)

unterscheidet, fir Ty = 0 den Feldgleichungen (144) genligt. Man
leitet dies am einfachsten aus dem Wirkungsprinzip ab, indem man
sch auf die Gleichungen (199b) stitzt (§ 22). Setzt man namlich
die dort angegebenen Werte von V und 1 + Mr?in (199a) ein, so
findet man als Verallgemeinerung der Schwar zschildschen Ldsung
ap= 0"} @t snedgn

B —a(1—1in—Bas @s1)

8 r !
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Im Gegensatz zu jener Losung setzen wir nun a = 0. Die Sub-
stitution » =  A.sin ® mit dem Wert (251a) von A fihrt dann
unmittelbar auf (251).

In engerem Anschlu® an die Feldgleichungen aber 143t sich der
folgende Beweis geben: Ordnen wir, wie oben, den Koordinaten
8, &, @ die Ziffern 1, 2, 3 zu, so ist nach (159b) und den fur die

{‘2]* gultigen Formeln (105b'):

AV *dV .
Vi = ae = —co08 @, Vig = _iﬂlﬂ} a6 = —csm’&m@,
Vag = — {sfrg—g = —esintBeos Baimd #, Vyy = Fyy = V=10,
also mit den aus (250) hervorgehenden Werten der gy fir k,1=1,2,3
]
Vi g 4V 1 3
R I S OLEES

& i=1I
Nach der ersten der Gleichungen (159b) und der auf den Tensor
Pq mit 1/A% statt k anzuwendenden Formel (105 c)

2 95
Pu=—
folgt demnach: e
Bli = - ':‘_g" (ky = L, 2v 3)!
wéahrend nach (159) und (159 a)
¥V g 3
Bu= m—ch V= e = —%, Ra=10
ist. Diese Gleichungen lassen sch in die Beziehung
Rat-gigu=0 (k1—1234.... (25

zusammenfassen; und das stimmt fur Ty = 0 nach (251a) mit
(144b) Gberein*).

*) Mittels der Subgtitution
#in B = €in T Siny, .
Sin St - EmTlly
A i — S T&indp
geht die MaRhesimmiina (250) iiber in
déd = A’[—dT’+6{n'T[duv‘+6iu'w (ao=+smwdw-)]].

Durch die wdtgre Subgtitution I* = i . o' = iw wird darans:
dt== [T bt T [d oy + wimtyp (acs.[-mﬂwg,!)]].

Die de Sittersche ,Wedt" 1&a3t dch somit als der imaginére Teil ener
vierdimensonalen Kugel betrachten. Gleichung (h) in Anhang IV zeigt
dann unmittelbar die Gultigkeit der Formeln (252).
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Allerdings hat Einstein ®) gegen diese L 8sung eingewandt, daR
bei ihr nach Gleichung (157) jeder zundchst ruhende Kdérper sieh
nach gréReren @& hin zu ,bevegen beginnen muR; denn nach (261) ist
Grad V ein radial vom Punkt & = 0 fortweisender Vektor. Die

Schwerkraft zieht ihn zu der Flache & == fs- hin, an welcher die

MaRbestimmung (250) wegen V= 0 eine Singularitat besitzt; diese
wird man wohl physikalisch durch eine Massenbelegung mit endlicher
Flachendichte zu deuten haben, so da3 de Sitters Ldsung nicht fur
ein Schwer efeld ohne K or per, sondern fir eineflachenhafte Anordnung
aller Materie gilt. Fanden wir doch auch in § 22, wo wir die Massen
in ene kleine Kugel zusammengeballt annahmen, eine unbegrenzte
Abnahme der Lichtgeschwindigkeit V in deren Nahe.

Wir kénnten nun an der Hand der Gleichung (219) eine ahn-
liche Diskussion, wie in § 23, Uber dieFallbewegung langs einer radial
auf diese Flache zulaufenden Linie & = const, @ = const anstellen.
Wir wollen aber nur den Unterschied zwischen damals und jetzt auf-
decken, da3 namlich hier kein Kérper die singulére Stelle erreichen
kann. Nicht einmal das Licht gelangt in endlicher Zeit dorthin; die
Durchlaufungszeit der Strecke zwischen 8, und #,, namlich

Ai_gg ﬁ_m*“fﬁ s)
o3 @ Ed _1

9(T+3 )
wird unendlich, wenn man 8, :g setzt. Der Raum hat bei deSitter
zwar eine Grenzflache in endlicher Entfernung, trotzdem ist diese
unzugéanglich.

Die vollstandige L 6sung (251') haben Wey| und Trefftz*) auf-
gestellt. Se vereinigt die MaRRbestimmungen von Schwar zschild
und de Sitter und fugt dementsprechend zu den nach de Sitter
anzunehmenden Massen bei & == ’—; noch einen kugelformigen K orper
mit dem Mittelpunkt & = 0 hinzu. In dessen Umgebung gilt mit
grofter Annaherung die Schwar zschildsche MaRbestimmung (200).
Uber das Innere diessr Kugel gibt § 25 Auskunft, in welchem wir
gerade zu diesem Zweck das A-Glied beibehalten haben.

e) Vereinigung der Losungen von Einstein und Weyl.
Fuhrt man in (243) statt 8 die schon fruher benutzte Koordinate
r = Asn® en, so findet man mit Riicksicht auf (248):

dst == 1;-@—!7:'?‘ + r2{d82 4 emsBd ¥ — 2 d#?  (262a)
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Andererseits kann man unter Benutzung einer Zeitverénderlichen,
die seb von dem friher benutzten t nur durch den konstanten
Faktor 1 — A#} unterscheidet, wo r; kleiner a 11—5 = A sein muB,
und indem man

w==ir (252b)
setzt, aus (251')
dat = _.__ﬁﬁ‘.f_ ....... ~ 4 P (dB14 i B dg?)
1—5 5+ 2rf)
(252 ¢)

14 z
1—57(!'3+ 2I"i
1— 2]

machen. Diese beiden MaRbestimmungen kann man dann so ver-
einigen, daR die erstere zwischen r; und A, letztere aber fir Werte
von r unterhalb r; gilt. DaR die Feldgleichungen dann erfillt sind,
geht aus der Ableitung hervor. Als die ene Grenzbedingung fir
ein datisches Feld mit Kugelsymmetrie, das unter das Schema (199a)
fallt, fanden wir aber in § 25 die Stetigkeit des Mafitensors in allen
seinen Komponenten.  Fir r = r; werden nun in der Tat ent-
sprechende gy der Formeln (252 a) und (252 c) einander gleich. Die
andere Grenzbedingung lautet, wie ebenfalls aus 8§ 25 hervorgeht:
p = 0. Seist hier erfillt, da im Einsteinshen Kugelraum der
Druck uberall verschwindet.

(252 a) gilt freilich nur bis zum ,Aquator” r=A oder 8:?

)
—t dis

des Einstein sshen Kugelraumes;, doch kdnnen wir dort, genau wie
friher, dessn andere Halfte stetig anfligen. (252 ¢) kann nur ober-
halb eines Wertes von r gelten, der sehr angendhert durch a be
stimmt ist. Wir sahen ja schon in § 22, da3 man schon bel einem
groReren Werte die zur Kugel geballte Materie beginnen lassen muR,
will man keine Singularitét in der MaRbestimmung zulassen. In
§ 25 haben wir dann auch ausgefiinrt, wie die Mal3bestimmung ins
Innere einer unzusammendriickbaren Flissigkeitskugel hinein fort-
zusetzen ist. Wir haben also durch die Vereinigung von (252a) und
(252 c), sowie durch diese Fortsetzung aus der diinnen Nebelmasse,
welche den Einsteinsehen Kiigelraum [nach (243b)] mit der Dichte

"= ;% erfillt, eine Kugel vom (natirlichen) Halbmesser Aaresin%
herausgeschnitten und in ihren Mittelpunkt einen Stern gesetzt.
Dessen Mase m ist allerdings nicht mehr nach Willkir zu wahlen,
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viedmehr verlangt Gleichung (252b) im Hinblick auf (201) und
(164 a), dai

=1
m= xprf
ist. Ist r; so klein gegen den Halbmesser A des Einsteinschen
Raumes, daf3 gzn‘ das Volumen der Hohlung darstellt, so sagt dies

aus, dal3 die Gesamtmasse der aus der Kugel r; entfernten Nebel-
materie in dem Stern vereinigt ist.

Fehlte der Stern in der Hohlung, so hatte grad V tberall in
ihr die Richtung zum Mittelpunkt; ein ruhender Massenpunkt wiirde
nach (157) somit durch die Anziehung der umgebenden Nebemasse
nach auBen gefuhrt. Der Stern bewirkt eine Anziehung nach innen,
und seine Mase ist durch (252b) gerade so bestimmt, dal} am Rande
der Hohlung sich beide Anziehungen aufheben; denn nach (252c)
. 14
ist dort E—; = 0.

Bis hierher haben wir gets von zentrisch symmetrischen
Lésungen gesprochen. Jetzt kdnnen wir uns auch noch von dieser
Beschrankung weitgehend befreien. Wir kénnen namlich aus dem
Einsteinsehen Kugelraum an einer beliebigen anderen Stelle noch
eine andere Kugel von anderem Halbmesser herausschneiden und
die in ihr enthaltene Materie zu einem Stern zusammenballen, den
wir in den Mittelpunkt setzen. Denn es sind sich in jenem Raum
alle Punkte gleichberechtigt; so lange sich diese Ausschnitte nicht
Uberdecken, sondern héchstens berthren, bleibt die strenge Giltig-
keit des gewonnenen Losungssystems vollstandig gewahrt, und wir
kénnen, so fortfahrend, den sphérisch geschlossenen Raum mit be-
liebig vielen Sternen besetzen. Obwohl die kugeligen Hohlungen,
welche jeden Stern umgeben, dann noch durch eine Nebelmaterie
genau vorgeschriebener Dichte getrennt sind, so haben wir doch auf
diese Art strenge Losungssysteme der Feldgleichungen gewonnen;
welche sich der Wirklichkeit jedenfalls erheblich besser anndhern
als die Einsteinsche Formel (243) sdbst, und die mit ihr in den
Zusammenhangsver héltnissen des dreidimensionalen Raumes Uberein-
stimmen.

f) Die astronomischen Folgerungen, die sich aus den
MaBbestimmungen (243) und (250) ziehen lassen. Bei der
Einsteinschen Ldsung (243) bleibt ein ruhender Korper nach (157)
wegen der unveranderlichen Lichtgeschwindigkeit V dauernd in Ruhe.
[Da die Bewegungsgleichungen nach 8§ 17 aus den Feldgleichungen
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hervorgehen, ist dieser Nachwels eigentlich schon damit erbracht, daR
die MaRbestimmung (243) den Feldgleichungen fur ruhende Materie
von endlicher Dichte genligt.] Bewegt er sich, so beschreibt er im
Streckenraum nach derselben Gleichung eine geodétische Linie. Seine
Geschwindigkeit ist nach (158a) konstant. Das Gleichgewicht der
Materie, das sch hierin ausspricht, ist natirlich, wie die ganze M aR-
bestimmung, nur als ein tatistischer Mittelwert aufzufassen. Aber
es zeigt doch, weshalb die gegenseitigen Geschwindigkeiten auch der
Fixsterne sch auf gegen die Lichtgeschwindigkeit kleinen Werten
dauernd halten kénnen. Man kann vielleicht zweifeln, ob dies in
Wirklichkeit so ist; fur die RGume und Zeiten, welche der mensch-
lichen Erfahrung zugénglich sind, trifft esjeden- Fig. 24.
falls zu; und es hat etwas Befriedigendes an 8
sich, wenn man das nicht sozusagen als Zufall
auffassen mufR.

Auch jeder Lichtstrahl gibt eine geodétische
Linie des Streckenraumes; muB also nach §13 r
nach Durchlaufung einer endlichen Strecke zu
seinem Ausgangspunkt zurtuckkehren — falls er
nicht vorher von Materie absorbiert ist. Jede E
aus geodatischen Linien gebildete Flache ist eine N S
Kugel vom Halbmesser A (vgl. § 13, ¢), und
diesen Satz wollen wir nach de Sitter benutzen, um die Abhéngig-
keit der Parallaxe eines Sternes von seinem Abstand von der Sonne
zu ermitteln.

Die drei Raumpunkte E (Erde), S (Sonne) und 8 (Stern) be-
stimmen (Fig. 24) eine solche Kugelflache und auf ihr ein sphérisches
Dreieck, welches bel 8 einen rechten Winkel haben soll. Dessen
Seiten Ss und SE haben die Langen r und a. Nach der sphérischen
Trigonometrie ist

.. I
sin g (XsES) =1y ,

Die Parallaxe p des Sterns ist aber der Winkel zwischen Es und
dem groBten Kreis, welcher in E aus ES senkrecht steht; denn diesen
wird der Astronom auf der Erde als parallel zum Kreise Ss betrachten.
Fur de gilt
.8 r
tgp = colg (L 8ES) = sin—joolg-7 -

sin %' kann man wegen der Kleinheit des Erdbahnhalbmessers a

gegen A mit ssnem Argument vertauschen; dassbe gilt von tgp.
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So kommt die Proportionalitat zwischen p und a heraus. Auch kann

man, solange r gegen A klein ist, cotgi— =% setzen, so daB sich

die bekannte Formel p = % ergibt. Lassen wir r aber wachsen,

bis es mit A vergleichbar wird, so ist die letzte Vernachlassigung
nicht mehr zuléssig. Diese Abweichung von der gebrauchlichen Formel
ist recht aufféllig, da bei dem endlichen Wert %:u[ fur den Stern-
abstand r die Parallaxe verschwindet. Ist r noch groRer, so wird se
sogar negativ. Es bedarf kaum einer Erwahnung, daf in der bis
herigen Erfahrung nichts Dementsprechendes vorliegt.

Nach deSitter sL dsung (250) hangt die Eigenzeit einer ruhenden
Uhr mit der Zeit t zusammen durch die Beziehung dt == cas 8dt.

Je ndher & an sdnem groRten zuldssigen Wert z liegt, um so lang-
samer geht sie also, und da in einem statischen Felde die Lichtwellen
dasZeitmal3t [nach § 18, d)] Uber beliebige Strecken unverfélscht tber-
tragen, miRte man, falls diese M aBbestimmung zutr &fe, an hinreichend
fernen Nebelflecken eine Rotverschiebung der Spektrallinien sehen.
Auch hier versagt wohl vorlaufig noch die Erfahrung*?).

g) Die Erhaltungssatze®), wiewir sein § 17, ¢) ausgesprochen
haben, verlieren kaum an Bedeutung, wenn wir jetzt den Raum als
geschlossen nach Art des Kugelraumes auffassen. Denn die dort be-
nutzte Grenzbedingung, dal in grol3em Abstande von dem betrachteten
abgeschlossenen System die euklidische Maf3bestimmung fir vier Di-
mensionen gilt, bleibt als eine vorzigliche Annéherung bestehen, wenn
wir jenes System als kleinen Teil der Uberhaupt vorhandenen Korper
betrachten. Nur enthélt jetzt die Gesamtheit aller Kérper wie ene
endliche Masse, so auch einen endlichen Impuls und eine endliche
Energie. Um diese GréRRen zu berechnen, haben wir wie damals an
(151) dieIntegration, aber diesmal Giber den ganzen dreidimensionalen
Raum auszufuhren. Welche Koordinaten wir wahlen, ist dabei gleich-
glltig, immer laRt sich die Integration an den Differentialquotienten
nach x* x* und x® ausfilhren. Die einzige Schwierigkeit, auf welche
man stoRdt, liegt darin, dal es kein Koordinatensystem gibt, das in
dem ganzen kugeldhnlichen Raum regulér wére. Das in (243) fur
die Kugel sdbst benutzte System hat z.B. in den Polen 8 = 0 und
@ = @ singulare Stellen, in denen sich mehr als vier Parameter-
kurven schneiden und in denen infolgedessen die Determinante der
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raumlichen gy, némlich .A®gins @ gindf, verschwindet. Man muR
jeden derartigen Punkt von der Integration zundchst durch eine ihn
umhillende Flache ausschlie3en und erhalt dann ein Flachenintegral
Uber diese Flache.

Grommer ®) denkt sich zu diesem Zweck den einem euklidischen
Raunt von hoherer Dimensionszahl eingelagerten kugelahnlichen
Baum auf eine wirkliche dreidimensionale Kugel projiziert, und
projiziert diese wieder von dem Nordpol aus aurgden den ebenen Tan-
gentenraum, welcher se im Siidpol berthrt. Die im euklidischen
Sinne rechtwinkeligen, geradlinigen Koordinaten x* x% x* (in § 13
haben wir &hnlich fir die Ebene mit elliptischer Geometrie die Koor -
dinaten X, y eingefuhrt) benutzt er dann als Koordinaten fir den
kugelahnlichen Raum. Diese Koordinaten haben auf den genannten
Raum nur eine singulare Stelle, den Nordpol, der dem réumlich un-
endlichen in jenem ebenen Raum entspricht. Bei der besprochenen
Integration findet man somit unter Benutzung der Abkiirzung

r= V' + 2 + 20" ein Flichenintegral
s (V= 00 %
+ (T340 2 4 (T3 4+ 000 2] e,

welches Uiber eine Kugel r = const um den Punkt x'x®x* =0
auszufilhren ist. Ist zu bewesen, daB fur i = 1, 2, 3

lim (Y—gTi») =0 und Um{y—gmn) —o, (2534)
r=Q =

Fr (253)

s0 verschwindet dies Integral.
Um diesen Beweis zu fuhren, projizieren wir nun die Umgebung
desNordpols normal auf denselben ebenen Raum. DieKoordinaten x'

zu denen wir so gelangen, hangen mit den x' durch die Gleichungen
zusammen:

Wt =" L"), (254)
und es ist nach Fig. 25

i: _ 44— Va3 — ¢y
r 24 v
also fur den Grenzfall r4

=44V, . . . . . (255)

(255)
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Fir das Sysem x' ist der Nordpol regular, alle Komponenten des
Malitensors, gleichgliltig ob kontra- oder kovariant, alle gr-Klammern,
alle Komponenten des Tensors T und des Affintensors €™ sind
bezogen auf dies System in diesem Pol endlich. Das benutzen wir,
um die Beziehungen (253 a) zu beweisen.

Fig. 25.

r

Die Gleichungen (254) gelten fur i = 1, 2, 3; hierzu tritt auch

&= ah . . . . (255a)
Folglich ist nach (47)
3
d o'
Ip = 3—::; 3%; T’ wemn mi=12 3,
k.l
Pt =05 s wonn i 1, 2,8, T4 = T}
= Tt enn + = I, 2, 3, 1i=1
=1
Nach (254) und (255') ist aber, fallsi, k = 1, 2, 3
dzt M 1 at 04:" 84!
ga=im(3—~ o) $E="(u—%F). @
und nach der auf den Maftensor gy angewandten Formel (37)
wegen (255a) (', 2%, %)

0= Tt A N V—¢
Der erste Differentialquotient in (256) ist grofl wie r?, der zweite
klein wie r—9¥ Y-—-g, also klein wier ®und ]/_g il kIe|n wier S,
oder im Fall n = 4 sogar wie r 8 Weiter folgt aus (256) fir
i,hj=1 23

B _ e 2, P
e L &%)
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. . a o
wahrend in aller Str JPeE — 0t , falls auch nur ein Zeiger

den Wert 4 erhélt.
Nun ist nach den Christoffeischen Formeln (60):
fe) =0 0 0x? 2y KA L4
¥ e 0a" gaf do'ELE 5 a3 '8

Diese Summen hezeichnen wir die dreifache mit I, die einfachemit | 1.
Ihr Verhalten fir groBe Werte von r gibt dann die Tabelle:

| verhalt Il verhalt
sich wie sich wie

a, B und y von 4 verschieden . . . . r

bleibt endlich ver schwindet

4
r

Nur « oder nur B von 4 verschieden . . [ 2

Nur « = 4 oder nur B = 4 . ... bleibt endlich

Weiter ist, wenn n von 4 verschieden ist:

A
Vog =17 3 = 2% 2 jmshiinwier,

2= 5 04

2 (Y=—0¢) Kiein wie r—;
wenn k und | von 4 verschieden,

— o
Y—g9t = VY=g 3 35; ¢"*7 klein wie r—,
=1

L (¥=75") Klein wio r—*;
wenn | von 4 verschieden,
Y—o g% = Y— gg'* Klein wie r—*, 3%‘ (Y=g 9*) Xlein wio L
Ist aber # = 4, o ist 3%5 (Y—g¢*") von dorseiben Ordnung klein,

wie Y— gg*' selbat.
Unter Bericksichtigung diessr Groéfen Ordnungsangaben sieht

man an Gleichung (151a), daB¥— g ¢*% starker alsr 2 verschwindet.
Damit aber sind die Beziehungen (253 a) bewiesen.
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Da somit die Integrationen der Differentialquotienten nach x%,
x2, x%in den Integralen

ngﬂ;%ﬂ] dal dad dzb

Null ergeben, schlielen wir wie in 8§ 17 auf die zeitliche Unver-
anderlichkeit der Integrale
I = [Y—=9(Tt + B) ds amraae,

von denen drei die Komponenten des Impulses, das vierte die Energie
der kugeldhnlich geschlossnen Welt darstellen. Weiter kénnen wir
genau wie dort auch ableiten, dal diese vier Integrale von dem
gewahlten Koordinatensystem unabhangig sind. Darlber hinaus lait
sich zeigen, daf3 der Impuls Null ist.

Geht man namlich von den oben benutzten Koordinaten &' % X°
durch die Substitution x* = —x*, x? = — x4 x* = x* wdche eine
Drehung des Koordinatensystems in dem oberen Tangentenraum
bedeutet, zu den x' (ber, so folgt, da der Affintensor t", sich gegen
lineare Transformationen genau wie der wirkliche Tensor T™, ver hélt,
J =— J, ), =— J, Da ander er seits J'i = J|’ Jy, = ) s=in
muB, ver schwinden beide | mpulskomponenten. Dalf3 auch diedritteNull
ist, zeigt man ebenso mittels der Drehung des Koordinatensystems,
die in den Transformationen x* = x%, x? = —x?, x* = —x* aus
gedriickt ist.

8§28. Mies Theorie der Materie in der beschrankten
Relativitatstheorie.

Ganz anderen Zwecken dient Mies Erweiterung der Relativitats-
theorie. In beiden Bénden dieses Buches haben wir bisher die Welt-
tensoren der Korper und des elektromagnetischen Feldes voneinander
unterschieden. Wir haben se addiert, wenn Korper und Felder sich
durchdrangen; d. h. wir haben mechanische und elektromagnetische
Energie, mechanische und elektromagnetische Spannungen, mecha-
nischen und elektromagnetischen Energiestrom additiv zusammen-
gefligt. Von einem inneren Zusammenhang beider Welttensoren war
nie die Rede.

Die Relativitatstheorie, besonders die allgemeine, stellt eine
groRRartige Neubildung der Dynamik dar, welche in den Einstein-
schen Feldgleichungen (144) jetzt ein Gegenstiick zu den M axwell-
sehen Gleichungen erhélt. Aber die Elektrodynamik wird von dieser
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Anderung nur oberflachlich berthrt, wie § 15 besonders deutlich
zeigt. Dynamik und Elektrizitatsiehre stehen sich immer noch ohne
tiefere Verbindung gegenuber.

Mies Theorie der Materie leugnet nun diesen Dualismus. Se
behdlt nur einen Welttensor bei, und zwar den elektromagnetischen,
indem se die Korper as rein aus Elektrizitat aufgebaut annimmt.
Die Bohr-Sommerfeldsche Theorie der Spektrallinien, welche allein
mit elektromagnetischen Kré&ften im Molekll rechnet, und die schon
recht erfolgreichen Versuche von Kossei, Born und Debye, die
chemischen Valenzen sowie die elastischen Kréafte der festen und
flissigen Korper rein elektrisch zu verstehen, geben diesem (schon
vorher von Mie ausgesprochenen) Gedanken groRRe Bedeutung. Aber
man muB sich von vornherein klar machen, daf3 die Elektrodynamik,
wie wir de bisher vorgetragen haben, zu seiner Durchfihrung nicht
vollstandig ausreicht. Denn die Maxwellsehe Theorie — das
gilt auch von ihrer Umgestaltung zur Elektronentheorie durch
H. A. Lorentz — vermag das Dasein elektrischer Ladungen nicht
zu erklaren. Jeder Ladungstrager mufite danach ja unter dem Einfluf3
der elektromagnetischen Kréafte, welche die Maxwell-L orentzsche
Theorie in ihm annimmt, wenn se allein vorhanden wéren, zer-
platzen; er bedarf andersartiger Kréfte, um zu bestehen. Wir missen
aso die Elektrodynamik so ab&andern, daR’ se zwar weit auRRerhalb
aller Ladungen die durch die Erfahrung wohlbestatigte M axwellsche
Theorie einschliellich ihres Kraftgesetzes ergibt, dal se aber inner-
halb der Elektronen und der Atomkerne, die wir jetzt als alleinige
Tréager positiver Ladungen kennen, wert davon abweicht.

Wir stzen in diessm Paragraphen die Gedanken Mies aus
einander, wie se sch zunachst im AnschluB an die beschrankte
Relativitatstheorie entwickelt haben.

Nach Mies Annahme ist der physkalische Zustand in einem
Raumpunkt vollstandig bestimmt durch zehn Zustandsgrof3en; man
kann dafir z. B. wahlen die elektrische Dichte g, die drei Kom-
ponenten des Vektorpotentials ¥ sowie die je drei Komponenten der
elektrischen und der magnetischen Verschiebung % und 8. Daneben
haben noch physikalische Bedeutung das skalare Potential @, die elek-
trische Stromdichte cR und die beiden Feldstarken & und .ﬁ also
zehn weitere Grofien; aber se sind Funktionen von g, %, ©© und B
und nicht selbstandige Bestimmungsstiicken. Die Form dieser funk-
tionalen Zusammenhénge ist noch weitgehend unbekannt. Wir kénnen
nur das eine sagen, da se nicht linear sein konnen; denn waren
de linear, so lieRen dch alle Lésungssysteme der sogleich auf zu-
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stellenden Differentialgleichungen mit einem konstanten Faktor multi-
plizieren, weil diese dann ebenfalls linear waren. Und damit wére
die Erklarung fur das Bestehen des elektrischen Elementar quantums
unmdoglich; es mul eine solche Deutung doch sagen, warum es nicht
doppelt oder dreifach so grol3 sein kann, als es ist. — Man kann
natirlich auch unter den angegebenen 20 Zustandsgrof3en mit ihren
10 funktionalen Beziehungen 10 andere GroRen as unabhangige
wéhlen; z.B. @, %, € und B.

Fur diee erstgenannten 10 ZustandsgrofRRen setzt Mie nun
10 Differentialgleichungen an; jede Vektorgleichung zahlt natirlich
dreifach. Jede Differentialgleichung bestimmt aus dem gegenwartigen
Zustand die zeitliche Veranderung einer ZustandsgroRe, so dal aus
dem Anfangszustand, sofern dieser Uberall bekannt ist, der ganze
weitere Verlauf des physikalischen Gexchehens folgt. Néamlich:

%.%+f+dwm—_~0. C o (257)
10 radp=—&. . . . . (259
LB pup=— % . . . .. (29
.-;—%?+tol@=0... C (260)

Diese Gleichungen haben wohlbekannte Formen, aber zum Teil eine
durchaus andere Bedeutung als fruher. Wahrend némlich in der
Elektronentheorie von Lorentz (257) und (258) Folgerungen aus
den Grundgleichungen darstellen, die wie die Potentiale sebst rein
rechnerischen Wert haben, treten se hier als physkalische Grund-
gleichungen auf. Man wird (258) z. B. so deuten kdnnen, da3 das
Feld, abgeschen von den spéter zu bestimmenden Spannungen, aus
denen sich der Energieimpulstensor berechnet, noch einen elektrischen
Druck — ¢ enthélt, der im statischen Falle die elektrische Feldstéarke
gerade aufhebt.

Folgerungen aus diesen Gleichungen sind, da man zeitlich un-
abhangige Skalare und Vektoren hier nicht zu deuten wufdte:

B==yot¥, divD =g, ditB=0.. . . .. (261)

Um den Energiesatz abzuleiten, multiplizierte die alte Theorie
Gleichung (259) skalar mit ‘& und (260) mit £§. Die Addition
ergab [vgl. Bd.l, 84, a)]

(“%?) + (9%%) + odiv[EDH) = —c(ER),
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und dabei gab (@) die in andere Formen umgewandelte elektro-
magnetische Energie an. Hier leugnen wir alle anderen Energie-
formen, mussen also diesen Summanden aus einer Gleichung, die den
Energiesatz aussprechen soll, fortschaffen. Multiplizieren wir nun
(267) mit @ und (268) skalar mit ®, so finden wir durch Addition
nach Rechnungaregel £ von Bd. |

'Pg"? + (9‘3%%)4' cdiv(@R) = — ¢ (ER).

Die Subtraktion der beiden letzten Gleichungen aber fuhrt zu der
Formel:

(@52)+(s57 ~9%8- (% +odiv |[E5] - ) ==0. (262)
Soll dies die Kontinuitétsglewhung der Energie sein, so mussen wir

S=0c([EP)—pR)}. . . . . .. (263)
als Energiestrom deuten und die Energiedichte W aus der Diffe-
rentialgleichung berechnen:

= (3D} + (PdB) — gpdo — (R4Y) (264)

Der Vektor @ gibt dann eine konvektive Mitfuhrung der Energie
durch den elektrischen Strom an.

Es kdme nun, um mit diesen Gleichungen etwas anzufangen,
auf die Kenntnis der zehn funktionalen Beziehungen zwischen {§, £,
9. R DB 0 U an DieseFrage 148t sich zurickfuhren auf die
Aufsuchung einer , Weltfunktion"

M= 3[W-+pe—(ED) . (265)

Doch ist zweckmaRiger, dabei & und ¢ statt © und ¢ als Argumente
einzufiihren. Tun wir dies, so wird namlich nach (264)

1M = dW—(§dD)— (Ddg)+ ‘Pdp-%—pd(p} 266
N = (§dB)— (DdQ) + pdp — (MaT) (266)
er
T ﬁdil:. = PP ww; o %ﬁf == — D! usw; o6
_;_%g:p‘ 13':_—8{11111\#

und diee zehn Gleichungen geben uns die gesuchten Zusammen-
hénge, sowie M bekannt ist. F[]r W ergibt sich daraus

(M—E%w @7— ... (269)

Laue, Relativitatsprinzip. . 17
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Jetzt fiuhren wir die Forderung ein, dall ene Lorentz-
Transformation die Gestalt sdmtlicher hier aufgestellter Beziehungen
unverdndert 1aBt. Fur die Gleiehungen (267) erreichen wir dies
dadurch, dal wir die Weltfunktion M als invariant gegen diese
Transformation ansetzen. D. h. unterscheiden wir die beiden durch
lche Transformation verbundenen Bezugssyseme als das gestrichene
und das ungestrichene, so soll identisch gelten:

M(B, €, P M = M(S’! E'|_¢‘ta,): S 269)

sofern wir darin ®', @, ¢', ¥" als Funktionen von 8, &, ¢, % ein-
setzen. Wir schreiben Gleichung (269) kirzer:

M=M. . . . . . . . (270

Aus der mit (267) gleichwertigen Beziehung (266) folgt dann,
daB wir wie friher in (113) € und B einersdits, ®© und § anderer-
sdits zu Sechservektoren, & und®, zusammenfassen und ausg und®
einerseits, ¢ und ¥ andererseits die Vierervektoren P [vgl. (112)]
und @ bilden missen*) [P =¥; =1, 2, 3), P, == — ¢]. Dann
schreibt sich namlich die Beziehung (268):

dM = 1(BAWM)—2(PaP) = DI B*dM;,— 2 > Plad,. (271)
i £

Auch erhalten die Gleichungen (257) bis (259) die bekannten Formen:
DivP==0, M =RotP, JiwB =P goeM =10, (272

so daB das Relativitatsprinzip erfillt ist.
DieWeltfunktion M. macht es nun mdoglich, die Miesehe Elektro-
dynamik aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung

. 8]Md£= 0. . .. @)

herzuleiten unter der Nebenbedingung, dal3 alle Variationen am
Rande des Integrationsbereichs verschwinden. Wir nehmen zu diesem
Zweck die Komponenten des Viererpotentials als die zu variierenden
Veranderlichen und verbinden den Feldvektor mit ihm durch die
Gleichung

0P, I,
dxt  dat’
*) P bedeutet hier wieder den elektrischen Viererstrom, wahrend wir

zuletzt, in 825, darunter den Vierervektor ener Flissgketsstrémung
ver standen.

M=RotP oder Wz = (274)
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woraus zunéchst die vierte der Gleichungen (272) nach (749) her-
vorgeht. Dann wird nach (271)

. aaw; ETY \
j‘aﬂazhj[g g (=00 _zzya@]a;
am Bk
= 0D, —— — 0@y ) —~3 > Pady|dX
[[S(or—s05r) 2 roe]

oder, da die beiden Héalften der Doppelsumme durch Vertauschung
der Summationszeiger ineinander (bergehen:

1 -3
?jaﬂaz=I$a¢,(§ﬁHH)M =o.
Das Nullsetzen des Klammerausdrucks liefert dann nach (73d)

divB = P,

und aus dieser Gleichung geht die bisher noch fehlende erste Formel
(272), DivP= 0, also auch (257) bis (261), hervor. Die invariante
Form dieses Variationsprinzips bringt die Giltigkeit des Relativitats-
prinzips fur die Miesche Elektrodynamik besonders deutlich zum
Ausdruck.

Die Funktion M kann wegen ihrer Invarianz ihre Argumente
nur enthalten in den vier ebenfalls invarianten Formen, die sich
aus dem Sechservektor IR und dem Vierervektor @ bilden lassen.
Das sind die absoluten Werte

M| = VBT, |@| = Vgh—~
sowie die absoluten Werte der beiden vektoriellen Produkte [dr $}]
und [@9R*). Nehmen wir, um ein Beispiel zu bilden, w als eine
beliebige Funktion von +{&@®| und
M= |Mp—2ut(O) . (276)
an und untersuchen wir, wie sch dann das Dasein einer Elementar-
ladung erklaren 1aRt. Wir betrachten diese in Buhe gegen das
gewdhlte Bezugssysem und denken uns ihr Feld statisch. Dann
konnen wir den Reziehiinaen (257) his(260) neniinen durch die Ansatze
=0 D=0 E=—gradg,
wahrend sich aus (267) und (261), wobei wir wegen |@| ==
w = w{g) festsetzen dirfen,
mj@! PE""'W'(‘P), a=b=ol A=10
17+
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ergibt. Aus der zweiten der Gleichungen (261) schlielen wir dann
auf die Differentialgleichung

. divgradp = w' (1) . . (276)

fur g, Figen wir noch die Annahme enes Symmetriezentrums
hinzu, so wird daraus*)

A dr(" F) = ' (o). . (277)

Se hat, wenigstens wenn w ene geeignete Funktion ist, Ldsungen,
die Uberall endlich und stetig sind, auch tberall dem gleichen analy-
tischen Gesetz gentigen und im Unendlichen — wo wir ja die gebréuch-
liche Elektrostatik erhalten missen — wie 1/r verschwinden. Denn
gehen wir umgekehrt von einer solchen Funktion g (r) aus, so kénnen
wir die linke Seite in (277) als Funktion von r, also auch als Funk-
tion von ¢, ausdricken und haben dann in (277) eine Differential-
gleichung fir w vor uns. Die gesamte Ladung betragt

e=[gdzdyde— _mfw o (@) dr = — m(r’ ‘;—‘f)r“

und die Mase betréagt nach Bd. |, § 32, a), fur dies vollstdndige
statische System

mw= c‘—,j Wizdyds—= fgfjr' W,
L]
Nach (268) und (275) ist hier
We=1@—u@)+ou @ =) wie) + ow'(p.

Nun laRt sich durch partiellelntegration und nach (277) einsehen, daf3

bad o o=

1 dys.d 1

E[ T dr_—%jwa r*——q—J drmw—ijr’@w'(tp)dr
[] 1)

ist. Also folgt

= '—;%'If‘[% ouw' (@) —w(g)ldr.

*) Die hier benutzte, Ubrigens wohlbekannte Forme fiir divgrad ¢,
ausgedriickt in raumlichen Polarkoordmaten », ¢ @, ergibt sch ohne
weiteres aus Gleichung (73) und der Malbestimmung

a8l = drt L3P | risint 0 d gl
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Es ist somit Ladung und Masse durch Funktion w{g} in (275) be-
stimmt, denn die Abhéngigkeit des Potentials g von r ist ja nach
(277) ebenfalls durch se allein festgelegt. Freilich erhélt dabei die
Ladung keine bestimmten rdumlichen Grenzen; se erstreckt sich
vielmehr genau genommen ins Unendliche. Wenn ihre Dichte aber
sehr schnell mit wachsendem r abnimmt, so spielt das nur eine unter-
geordnete Roalle.

Die Mdglichkeit eines rein elektrischen Gleichgewichts innerhalb
einer Ladung wére mit den Maxwellsehen Spannungen, wie wir se
in Bd. 1, Gl. (X), aufgestellt haben, nicht vertraglich. Andererseits
haben uns ja schon die veranderten Ausdriicke (263) und (264) fur
Energiestrom und -dichte auf eine neue Form des Energieimpuls-
tensors T hingewiesen. Wir schreiben jetzt:

T = SR, B - O P LM . (278)

und verstehen unter &y &dhnlich wie friher die Zahl + 1, wenn
i = k ist, sonst 0. Dieser Ansatz gibt einen Tensor, weil jeder
Summand ein solcher ist. Dall er symmetrisch ist, lieRe sch rechne-
risch mit Hilfe von (267) zeigen; doch wird uns der Bewes im
néchsten Paragraphen ohnedem in den SchoR fallen. Hier bestétigen
wir nur, da z. B. nach (113)

Tl = _%@1 = M, B2+ M, Buv— @,
—_ @’bll _I-.Es@“ + @m‘l
ist, in Ubereinstimmung mit (263), wahrend in Ubereinstimmung
mit (268) folgt:
N=-W=M,8 +W,, B + N, B — &M M
=-@ED)+pe—; M

§29. Mies Theorie dar Materie in der allgemeinen
Rdativitatstheorie

Wir gehen hier sogleich vom Prinzip der kleinsten Wirkung in
der Form (1'904), aber unter Fortlassung des 4 -Gliedes

Of[R+5M—3JPD)IE =0,
]

aus, wobel wir durch Variation der g* einerseits, der Komponenten
des Viererpotentials @ andererseits zu den Grundgleichungen des
Schwere- und des elektromagnetischen Feldes gelangen. Die Funk-
tion M wahlten wir damals, in 8 21, 0, wie es der Maxwellschen
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Theorie entspricht. Es genugt, um die Miesehe Elektrodynamik der

allgemeinen Relativitasttheorie anzupassen, da wir unter Fortlassung
des Summanden 3> F*®; unter M eine invariante Funktion der
[

g* und der @: verstehen; die Ableitungen der g* sollen nicht ein-

gehen, die der @ nur in den Verbindungen
od, dd,

Wir setzen dann also als Variationsprinzip an:

3[(R+»M)AX =3{Y-gR+xM)AE=0 (280)
und erganzen die Differentialgleichung (271) zu:

—d M= %(S‘-.dg'w Bk, —2 D Pidd:.  (281)

Die Sk bilden enen neuen, zundchst unbekannten, symmetrischen
Tensor. Dann gilt nach (189) fiir die Funktion

M = ‘(_—_g}!t
die Gleichung: i

= Y—¢ | ZMSu—} Mowdg*+ B*dMu—23 Haoy),

Nach (188) misen dann die Differentialquotienten

VAR = Se—1Mg ... (28

Y—go4*
die Komponenten des Energieimpulstensors sein.
Deren Werte konnen wir nun aus der Forderung berechnen,
dal M. bei einer beliebigen, also auch bei einer unendlich kleinen

Koordinatentransformation invariant sein soll. Im allgemeinen gilt
nach (47 a):
dat . Oz} dam
%= %5y W= D Wajsigen
] L]
i Db Ok
ot = 200" 57
Im

Bei der unendlich kleinen Transformation, die wir schon in § 20
benutzt haben:
&= & 4 s Bz, 29, 2% 2%)
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wird bis auf Glieder mit hoheren Potenzen der unendlich kleinen
Konstanten ¢

a.‘t'l 6‘+E‘a—£‘, 36’;‘“61_.?5‘
80, = &—&=—: S IE
I
MMy = Wi — M = —E[Emng"'zm‘“%]‘
agh =it gt =[S I8 +E w381,
1

Nach (281) bilden wir nun die Gr()Be'
SM =2 {3 8ugt 38 4 S sagm 35

VRl ikm
— sttt Seem,. 080
ik Tk

2 Spioipl).

Hier 1aRt sich durch Vertauschung von Summationszeigern die zweite
Summe in die erste und die vierte in die dritte Uberfuhren. Wegen
der Invarianz von M. aber muR § M verschwinden.  Also:

0=2:3 55 et~ S wEmy + PO}
43 k k

Dies gilt, wie wir auch die Funktionen £ wahlen mogen. Also muB
der Klammerausdruck, in welchem wir die erste Summation nach k
unmittelbar ausfihren konnen, Null sein:

S = 2.8‘*@!;;—1”%.
Daraus folgt nach (282)
= 8}~ } M = %mm;—pw,—;uﬂ. (283)

Diese Formel aber stimmt mit (248) Uberein. — Die Symmetrie dieses
Welttensors folgt unmittelbar aus der Symmetrie des Tensors Sk
und aus (282).

Wie die Weltfunktion M von den vier aus 8, R, P und @
zu bildenden, in § 28 aufgezéhlten Invarianten abhéngt, bleibt auch
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hier eine offene Frage. Die in (189a) getroffene Wahl fuhrt zur
Maxwell-L orentzschen Elektrodynamik zurtick, kann aso nach
Mies Theorie der Materie nur eine Naherung weit auRerhalb der
Ladungen darstellen. Nach letzterer kann daher auch § 26 fir
die elektrische Punktladung nicht streng richtig sein. In allen
Féallen aber erhalten wir aus dem Variationsprinzip (280) durch
Variation der zehn ¢* die Gleichungen des Schwerefeldes

By —} By = — 5T, . (284)
durch Variation der € die vier Gleichungen, die wir vektoriell
S8 =r. . (285

schreiben, und die zusammen mit (279) die Grundformeln der
Elektrodynamik darstellen.

Diese 14 Gleichungen sind aber nicht voneinander unabhangig.
Denn da in den Gleichungen des Schwerefeldes links ein divergenz-
freier Tensor auftritt (vgl. 88 10 und 16), folgt aus ihnen der
Energieimpulssatz

divT = 0.

d“‘g':.v‘l_ Ea(‘/_;Tl)+ ZT

-9 daxt

dat

= ‘V—l-_g ZM‘,?_(_V:_E.W‘) + Esu o M

NL TS e —" et

oM 1

e R PICTESF IO =
t 0 iR oy
+'s_,k;_*“ ar—Z'_P'w

Nach (281) und (28?) it aber
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Diesen Wert setzen wir ein.  Wir konnen dann alle Summen, in
denen die Summanden einen Faktor @8#t fiihren, zusammenfassen zu:

J iR JR JIR 0!1 am
Se (R 3R =1 SR P = o

[vgl. (111)]. Die beiden Summen, in deren Gliedern die P' auf-
treten, ergeben

Sr(38 - 55 = Sem
I

SchlieRlich ist ; Vlz_g a;‘;g L1 Eﬂu——— — o
; 1 o(y— — g Bt}
= 3| (gL SOCREY
‘V:; ot
oder nach (73) und (73d)
Ain T = 3 Ma (P'— i B) — @i Div P,

Also

Bezeichnen wir den Vektor P— Jiw® mit A, so ist danach und
wegen der Rechnungsregel (74)

0= ?“uﬁ‘— O DivA (=123, 4).

Daraus, also aus den Feldgleichungen (284), kann man freilich nicht
auf A = 0, aw auf die Maxwellsehe Gleichung (285) schliefien;
aber es liegen darin doch vier Bedingungen fir den Vektor A,
welche nicht bei jeder vektoriellen Funktion der vier Koordinaten
erfullt wéren.

Dall somit zwischen den 14 Differentialgleichungen (284) und
(285), welche nach der Mieschen Theorie das Sysem der ganzen
Physik umfassen, vier Beziehungen bestehen, hangt mit der Willkur
in der Wahl der vier Koordinaten zusammen; wir haben das ent-
sporechend schon in 8 17 betont. Denn haben wir eine Ldsung
dieser Grundgleichungen, so kénnen wir in de durch die allgemeine
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Koordinatentransformation vier willklrliche Funktionen einfiihren.
In diesem Sinne bezeichnet Hubert, dem wir die Ubertragung der
Mieschen Theorie in die allgemeine Relativitéatstheorie verdanken,
die elektrodynamischen Erscheinungen als eéine Wirkung der Schwere.
Er figt hinzu, daR schon Riemann theoretisch nach einem Zusammen-
hang zwischen Schwere und Licht gesucht hat.

Anhang| *) (au § 6).

Satz: Eine algebraische ebene Kurve, welche durch dreifach
unendlich viele Kollineationen in sch sdbst uberfuhrt wird, ist ein
Kegelschnitt. In der Ebene gilt dabei euklidische Geometrie; §1, 3,
[* snd homogene Koordinaten in ihr.

Beweis: Eine Bbllineation, welche die Kurve K in sich Uber-
fuhrt, ordnet jedem Kurvenpunkt A einen Kurvenpunkt A' als Bild
zu. Die Tangente in A erhdlt als Bild die Tangente in A'. Denn
ein dem Punkt A unendlich benachbarter Kurvenpunkt E geht in
einen Kurvenpunkt E' Uber, der unendlich nahe bei A' liegt; und
da jede Gerade in eine Gerade uberfuhrt wird, muB aus der Ge-
raden AE die Gerade A'E' werden.

LaRt nun die Kurve K dreifach unendlich viele Kollineationen
in sch zu, so kann man fir drei ihrer Punkte, A, B, C, die Bilder,
A', B', C', noch nach Willklr vorschreiben; denn dabel werden die
drei urspringlich vorhandenen Freiheitsgrade festgelegt. Wir be
simmen nun, dal A', das Bild von A, mit B, und umgekehrt B',
das Bild von B, mit A zusammenféllt. Es gibt noch ene einfach
unendliche Schar derartiger Kollineationen; jede von ihnen 1aB3t den
Schnittpunkt D der in A und B an die Kurve gelegten Tangenten
ungedndert. Diesen Tangenten geben wir nun die Gleichungen
1= 0 und £ = 0, der Schne AB die Gleichung £5=0. Jede
der letztgenannten Kollineationen fallt dann unter das Schema:

Fre=afy, =0, ==, .. .. (3
wobei die Konstante a den noch willkirlichen Parameter bedeutet.
Denn nur eine solche Transformation fuhrt den Punkt A (1= f=0)

Uber in (E*=%%=0) und umgekehrt B in A. Die Konstante b
aber 1Bt sch nach Festlegung von a berechnen; denn irgend ein

*) Nach ener brieflichen Mitteilung von F. Schur.
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Punkt £, §% £3 von K geht durch die Transformation (a) Uber in
einen Punkt mit den Koordinaten £! = & §3, £?* = §8 aus denen
SlCh mittels der Kurvengleichung E' ablaten 1akt, und es ist

=g L
Nun nehmen wir die Gleichung von K in der Form an:
L]
C S gt b — (b)
a =0

Bei der Transformation (2) gehen die Glieder Agpf1® &Y gpém=-®
und A,.E‘”E‘"g'm"“'m tber in dqp b'aa"g"’-‘s ke §"(“'.“"” und
indga b Pa g sPEnBn-o-A a0 Jo Gleichung (b) unverindert
bleiben, so muB

dap = Agab-fas,  Agy = dgpbea-?
sein. Ist weder dqp = O noch 4dgq = 0, so folgt daraus durch

Elimination von b:
=P — (‘J”)

und das wére eine Gleichung zur Bestimmung von a aus den Kon-
stanten der Kurvengleichung, auBer wenn entweder dgg = Adgg==10
oder a =; B ist. Eine solche Bestimmungsgleichung fir den will-
kurlichen Parameter a ist aber unmdglich; also kénnen in (b) nur
Glieder auftreten, fur welche a« = B ist, und die Gleichung ver-
einfacht sich zu:

]
S dealfrBP PO =0,
a="0
Eine solche Kurve hat nun mit der Geraden §& = 0 nur zwei

verschiedene Schnittpunkte, die sich aus der Gleichung (f1& = 0
bestimmen, also mit A und B zusammenfallen. Die Sehne AB
war aber ganz beliebig gewéhlt." Also hat K mit keiner Sehne mehr
als zwei verschiedene Punkte gemein. Folglich ist n = 1 und K
ein Kegelschnitt von der Gleichung

Ay Esl + 4,88 =0

Die Beschrénkung unseres Beweises auf algebraische Kurven
stort nicht, weil die Funktion F der Differentiale dx', die wir im
Text suchen, immer algebraisch ist. Auch ist es belanglos, ob
Gleichung (b) ene reelle oder eine imaginare Kurve bestimmt.
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Anhangll (au §5).

In 8§ 5 stellten wir an jedes der zuldssigen Koordinatensysteme
die Forderung, daB ds* negativ sein muR, wenn nur dx? von Null
verschieden ist, dagegen positiv, wenn dx* = 0 ist, die anderen dx'
aber beliebige Werte haben. Fur die erste dieser Forderungen ist
notwendig und hinreichend

P <0

fur die zweite hingegen, dafl

3
2 gq,dx‘dx"

ik=1

eine positiv definite Form der drei dx darstellt. Dasselbe bedeutet
die Forderung, da3 die Gleichung

L]
Eguifg"r- 1

ik=1

zwischen den rechtwinkeligen Koordinaten  im dreidimensionalen,
euklidischen Raume ein Ellipsoid darstellt. In dem durch dessen
Hauptachsen bestimmten Koordinatensystem X' muR aber die letzte
Gleichung lauten

oy X2 ey X3° oty X202 = 1,

und die #¢¢ missen positiv sein.  Suchen wir die Hauptachsen dieser
Flache, indem wir die Extremwerte von

a 3
Egﬂ bei konstantem 29;‘1; g
=1

k=1

bestimmen, so finden wir fur die Koordinaten ihrer DurchstoBpunkte
nach der Methode des Lagrangeschen Multiplikators die drei
Gleichungen:

(9 — DE + g3 8+ grab? = 0 usw.
Diese haben nur dann Ld&sungen, wenn die Determinante
—4 gn f1s
o Ges—L g T |=0
o [ Fis — 4
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ist. Dies gibt aber eine Gleichung dritten Grades fur 4, und die
Bedeutung ihrer Wur_zeln erkennen wir, wenn wir dasssbe Problem
in den Koordinaten X' behandeln; denn dann finden wir einfach

(e11 — 4) (otgq — &) {2y — X) = 0.
Da die beiden letzten Gleichungen Ubereinstimmen mussen, ist not-
wendig
gu S 01
Y = | Gu Faa Jra | = 06y tigg Uyy, . (a)
M 90 95

also ¥ > 0. Zn dieser notwendigen Bedingung tritt noch die weitere,

-
daR auch die T eilsu D, g &% ti v definit ist; daR also ent-
P
sprechend auch

fi1 s
921 ¥

positiv ist, und schlieBlich die, daB die , Teilsumme" g,, % positiv
ist, also

>0. (b)

= ()

Diese drei Bedingungen reichen aber auch hin, um die positive
Definitheit zu gewéhrleisten. Aus (a) folgt namlich umgekehrt,
daB von den «, weder nur eins, noch alle drei negativ sein konnen.
Wéren zwei negativ, so ware die Flache ein zweischaliges Hyper-
boloid, und aus (c) muRten wir dann schliefen, dal3 dies Hyper-
boloid die £2-Achse in einem reellen Punkt schneidet. Dann kénnte
es aber die £-Achse nicht schneiden und es wére sein Schnitt mit
der §! £-Ebene eine Hyperbel, deren Gleichung

2
D bt =1
k=1
rechts eine indefinite Form enthalten mfte, im Widerspruch zu
(b). Die Bedingungen (a), (b), (c) sind also notwendig und hin-
reichend dafur, dal

’
2 gndrdsx

positiv definit ist.



—. 270 —

Anhang I11*) (a1 88a).

Die zweiten Differentialquotienten der gix
in Riemannschen Koordinaten.

Wenngleich die zweiten Differentialquotienten der gy nach den
Riemannschen Koordinaten x'im hervorgehobenen Punkt im Gegen-
satz zu den ersten Differentialquotienten nicht verschwinden, so
bestehen doch gewisse Beziehungen zwischen ihnen. Um se abzuleiten,
setzen wir in die Differentialgleichungen (52) der geodétischen Linie
die Werte (64) der x' ein; unter geeigneter Uméanderung der Summa-
tionsbuchstaben in der zweiten Summe finden wir:

) ;(QQH—QM;)&Q‘ =0 ] @

Hier entwickeln wir die g, nach steigenden Potenzen der X, und
fuhren die Abkirzungen

Py
a:"t?:“‘).‘l_- =anm .. ()

ein. Diese GrofRen sind im ersten sowie im zweiten Paar ihrer
Zeiger symmetrisch. Die Entwicklung lautet wegen des Verschwin-
dens der ersten Differentialquotienten

- 1
g =Junt+; X tmadzr+-- - ... (D)
i
und daraus folgt durch Differentiation nach x'
Hrt = O Gipim@™ + = p Zam-c“+}?’(“‘)+
- m

Dies setzen wir in (a) ein und ordnen nach Potenzen von p. Da
die Differentialgleichungen (52) fir alle Werte von p erfillt sein

missen, verschwindet jeder Faktor einer Potenz von p fur sich allein.
Der Faktor von p sdbst aber lautet

(2 121w — Gpremd et e®;
Him

*) Anhang | | | und 1V enthalt mathematische Ausfiihrungen, welche
im vorliegenden Buch nicht gehraucht werden, die aber in der Literatur
Uber die allgemeine Reativitatstheorie eine Bolle spiden.
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da er Gberdies fur alle Werte der ¢ Null séin muB, ist notwendige
Bedingung fur die Erfillung von (62), dal der Koeffizient einer
Kombination ¢ ¢' ¢ verschwindet. Dies ist aber auch die einzige
Bedingung, welche die aym zu erflullen haben. Denn setzt man
die K oeffizienten von p? p* usw. gleich Null, so treten diese GréRen
nicht mehr auf, sondern nur hoéhere Ableitungen der gi. Nun finden
wir den Faktor von c‘c'c™, indem wir die drei Zeiger k, I, m allen
Permutationen unterwerfen; beachten wir aber dabei die Symmetrie-
eigenschaften der aum, SO finden wir als die erwahnte Bedingung

2 (tirtm 1 Gsime + Gwr1) = Grtmi + Guii + Cwpie

Die Klammer auf der linken Seite bezeichnen wir hier symbo-
lisch mit I, die rechte Seite mit IL Aus 2 .I =11 folgt dann
2.(1 +11)Y=3.IL In der Summe

I+10 = deetm + Otimk + Gmit + Orimt + Bt + Smite

kann man aber jedes Zeigerpaar vertauschen, ohne dal se sich
andert. Durch zyklische Vertauschung samtlicher Zeiger, welche
sich durch drel paarweise Vertauschungen ersetzen 1aRt, geht aber
I in Il Gber, also ist auch 2.(1+11)=3 .1, oder | =2.11.
Das vertragt sch mit der ersten dieser Gleichungen nur, wenn
I =11 =0 ist; aso

iem + Crimt 4 Ggmar = 0. . (c)

W ir vertauschen hier i mit I:

Aikim 4+ Gimr + Gmie = 03
oder

Mipee + amu-l-:i;mz: = Ggmts —&ikm . . . . (d)

MNuivalh A dditinn vimm A coad

Grkim + Qitme + Gemit + Ckmi + Femii + Gmix = Ormit — Aikm

Eine Vertauschung von k mit i und von m mit | kehrt das Vor-
zeichen der rechten Seite um; links &ndert de nichts. Folglich sind
beide Seiten Null. Zu den schon festgestellten Symmetrieeigenschaften
der in (b) definierten GroRen

(Q)i- = Gt = Bikmiy
tritt also noch hinzu: '
i = Gmlib
An Gleichung (83) in 8§ 10, f) kann man sich lberzeugen, daf} diese
Gleichung nur fir Riemannsche Koordinaten, nicht aber fur die
allgemeineren geodétischen Systeme zutrifft.
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Anhang IV (au § 10).

DieKrimmungsform.

Den Begriff der Parallel Verschiebung und die anschlieRende Ab-
leitung des Riemann-Christoffelschen Tensors haben erst, als
die allgemeine Relativitatstheorie die Aufmerksamkeit wieder auf
diesen Zweig der mathematischen Forschung gelenkt hatte, Levi-
Civita, Hessenberg, Weyl und Schouten in die Wissenschaft
eingefuhrt. Riemann sdbg ist auf einem anderen Weg zu jenem
Tensor gekommen. Um ihm zu folgen, heben wir wieder den Punkt P
hervor und fiihren fur ihn Riemannsche Koordinaten x' ein.
Entwickeln wir gy von P aus nach steigenden Potenzen von X, so
finden wir nach Anhang | | I, Gleichung (b') fir €in Linienelement,
welches die Punkte x' und x+dx' verbindet:

8 = 3 Judstd? + 3 Guiwnsm ot datds 4o
LTI klmn (a)
- 1
= zgudm‘kd ot — g g2
k1
Das zweite Glied,
Aot — % 2 Biimn 2™ 2t da* d o, (b)
kimn
nennt man die Krimmungsform.
Die Symmetriebeziehungen (e) und (f) und die Gleichung (c) in
Anhang HE gestatten nun die Umformung:

—{6iimn = —§(Brtam + Fuurt) + § (Grmn1 + Gnrim)

Fihrt man dies in (b) ein, so entstehen vier Summen. In der vierten
vertauschen wir die Summationszeiger k und | und ersetzen Uberall
n durchi. Da nach (79) in Riemannschen Koordinaten im Punkt P

Rizio = 4 (Butim + Gimrt = Gymer — Gitbm)

ist, so finden wir dabei:

460 = — 3 Fupudtz®dat .
fkim
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Die Antisymmetrie des Riemann-Christoffelschen Tensors im
erden und im zweiten Zeigerpaar ermoglicht nun durch die Ver-
tauschung der Zeiger i und k die Umformung:

A% = E Biaim otam dotdod,
fklm
Die Addition der beiden letzten Gleichungen liefert:
40 = 3 Bow (stdet — gfdat)da 8om,

(144

Die Wiederholung diexes Verfahrens an den Zeigern | und m ergibt
schliefllich: . ,

A9 = IE Ripa (#idzt — 2tdof) (Fde™ — o ddd)- (g

flim
Wenden wir dies auf unendlich klgine x' an und ersetzen diese durch
d 2!, s finden wir
400 = 1S Bira(Batdet — $ntdad) Botdom —damdd). ()
Tklm

Hieran erkennen wir, da wir die Tensoreigenschaft der Rim in
§ 10 bewiesn haben, daR 4¢3 nach Einfiihrung der 8 # gegen alle
Transformationen invariant ist. Wir kénnen deshalb im folgen-
den die x' als beliebige Koordinaten deuten.

Der antisymmetrische Tensor (Sechservektor), desssn Komponenten

jetzt in den Klammern auftreten, stellt dasvon den Verriickungen dx'
und dx' gebildete (Quasi-)Parallelogramm dar. Das Quadrat sdnes
Flacheninhalts betragt nach (46)

0= G fim fir i) O 82t~ B2 d) (D dm — Bam ),

ikim
Der Quotient
Eﬁmn (@t da* — §ot daf) (32* d ™ — B2 d o)
A8 _ iw
AP N Gudim— it Gim) (00 dot — S d ) (348 dum — O 2% dzy)
(511 .

wird also von der Grif3e diesss Flachengtiickes unabhéngig, und allein
abhangig von den Verhaltnissen der Komponenten, d. h. saner
Lage, und der MalRbestimmung ds’. In euklidischen Verhaltnissen ist
e Nullj denn die Strecken ds und
(D sudat dr)n
[ :

Laue, Belativitattpriozip. 1. 18

@
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in Gleichung (a), weche gegenuberliegende Seiten des genannten
Parallelogramms dar stellen, sind dann genau gleich lang. Riemann
bezeichnet diesen Quotienten als das Mal3 der Krummung, welche die
durch dieVerrickungen bestimmte zweidimensionale M annigfaltigkeit
im Punkt p besitzt.
Fur zwei Dimensionen wird einfach
o ]

) ;‘% = ﬁém = ~4R,: ) . )
also gleich dem Gaussehen KrimmungsmaB K [vgl. Gleichung (81a)
und (87)]. Gleichung(d) erméglicht es somit, in einern-dimensionalen
Mannigfaltigkeit aus der GauRsehen Krimmung einer hinreichenden
Zahl durch einen Punkt gehender, unendlich kleiner Fléchenstiicke
den Riemann-Christoffelschen Tensor zu ermitteln.

Uber geometrische Inter pretationen des Kriimmungstensors Ry
und der invarianten Krimmung R sehe die in Anmerkung 3 zu
§ 6 bis 10 angefuhrten Arbeiten.

Besteht in jedem Punkt eine Beziehung

 Birim = 6 (0i5 Gxm — FriPim)s . (f)
in welcher « eine beliebige Funktion der Koordinaten ist, so ist nach
Formel (d) 4 0%/ f* == & unabhangig von der Lage des Flachen-
gtiicks & f. Dann wird nach (80) und (81), sowieim Hinblick auf (20)

RB=31¢" RBypm =~ {n~1).gu, R=gH Ry=—=—an(n-1
im [13

und der Tensor, der in den Einsteinschen Feldgleichungen vor-
kommt, wird

Ru— g Eogn= 5a— D —gu.

An ihm bilden wir eine kontravariante Komponente der Divergenz,
welche nach 8 10, e) Null ergibt. Auf der rechten Seite der
Gleichung finden wir dabei nach (73 a) zunéchst einen Ausdruck,
der o und die entsprechende Komponente der Divergenz des MaR-
tensors gy als Faktor enthélt, und deswegen verschwindet; daneben
aber, wenn wir uns auf ein im Aufpunkt geodétisches K oordinaten-
system beschrénken, nur noch den Term

F—1w—3) %} P ="tm—1)m—2 ade

Da er somit ebenfalls verschwinden muB, sind fur n > 2 alle
Komponenten des Gradienten von o Null, und dies ist wegen der Vektor-
eigenschaft des Gradienten eine fiir alle Systeme richtige Aussage,



— 2715 —

gilt demnach auch fur alle Punkte unserer n-fachen Mannigfaltigkeit.
Also gilt der Satz: Ist in einem «-fachen Baum (n > 2) die
Krimmung aller Flachenstiicke im gleichen Punkt dieselbe,
so ist sie auch in allen Punkten des Raumes die gleiche
(F.Schur).

Um en Beigpid fir solche Raume zu finden, legen wir in den
euklidischen Raum von n + 1 Dimensionen die n-dimensonale Kugel

V¥ e g IR g,
Auf ihr gilt die MalRbestimmung

ds'—zdz“ -------- (E::‘dx‘) (ﬂzzx">.
1
Nun machen wir die Substitutionen
P Sl -
o= Ssing 0 (p'_ $y").
Aus ihnen folgt durch Quadrieren und Addieren:

rzaﬁn—g. a’—r'za'cos'---e;
a4 .

und weiter durch Differ entiation:
dat == “oin&dy + (ws m—-) E.,-g,-
Saet= (G ) o + § (e 8- i) (Sror),
>t = -;—ws 2 sin—:l > yds
Al wi‘rd die M aBbestimmung |
dn = smlezdy"+ql( w‘?)(za‘ay')
Benutzen wir sodann die | dentitét
+ iy —gary = Ty~ (g sag)
zur Elimination von 3% ¢y, 5o finden wir
= Syt (1= o 8) 5 (ot — o’
m

18*
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Gilt ene MaRbestimmung von der Form

dslzE&.;dﬁda'+2g“....(s*ds'——;‘dﬂ){s“dﬂ'—rdw)
it Elmn

(die gumn Sind beliebige Funktionen der §), so sind die Z Rie-
mannsehe Koordinaten*); denn die Differentialgleichungen der
geodétischen Linie, welche man aus dem zugehdrigen Variations-
problem ableitet, werden durch den Ansatz

#o=cp (gﬁuﬂ*c' = 1),

in welchem p die Bogenldnge bedeutet, befriedigt. Also sind im
vorliegenden Fall die y' nach (g) Riemannsche Koordinaten; und
man Uberzeugt sich in der Tat leicht, dal die Riemannsehen
Koordinaten fur die Kugelflache, welche wir in § 8, a) erwahnten,
als Sonderfall zu ihnen gehdren. Da nun

o (1 = )] = o

s0 ist nach (a), wenn wir sogleich die y durch &g ersetzen,

A0 = 537 By dyt — dgray,
ik
somit nach (c')

1 .

o = S, weph i=lund E=m

Rl'klm o ’

= 0, wenn nicht { = upd ¥ = m.

Andererseits ist nach (g)

. o e« o =1, wenni—=1undk=m,
Fit hm = Pt Gim __ 0, wenn nicht § = mund k = m.

Also ist die Beziehung (f) hier in der Tat erfillt, und zwar fiir jeden

Punkt des n-dimensionalen Raumes, denn den Anfangspunkt der

Koordinaten x' fir den wir dies nachgewiesen haben, 4Rt sich durch

eine lineare orthogonale Transformation der Koordinaten des (n+1)-

dimensionalen Raumes, von dem wir ausgingen, beliebig verlegen. Da

*) Dal3 auch die Umkehrung diesss Satzes gilt, bewes H. Weber
in den Anmerkungen zu Riemanns Werken, 2, Aufl., S405—411, und
F. Schur, Math. Ann. 27, 537, 18.
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sich fur den Faktor o in (f) hier der Wert 1/a% ergibt, bestatigt sich
auch der Schur sthe Satz von der Unabhangigkeit dieses Faktors
vom Ort.

Nach (80) wird hier

"

—1
Ra= =9 Boatm ar s wenn k=1,
im = 0, wenn k und | verschieden.

Das gilt nur im System y' und in dessen Nullpunkt; in jedem
System hingegen bestehen die Gleichungen

-Rn=—“—_;—19ih R“'—‘"(n“ ]
- (h>

e =
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Zusammenstellung der Hauptformeln.

1. Formeltabelle zur Tensoranalysis in vier Dimen-

sionen:
aght = —Sgtefdgn, . . . . . (61a)
7k
Cdgn = —Smgﬂdy’?‘- . (61b)
. ik
=i =9 = %%:s‘*dyu = -3 zmd?‘ (62
—g ', (62b)
[j‘_i] 211“4_69:; 09;1:) 29“[1 ,  (58), (56)
ikl — 0 £ T
[1} ‘Zg‘ ['] (54)
@ i 1
37 =[]+ [V =Zemlt] +aa{W]) S0,
5_9‘1'__2(94-{"”]4-9* 1) I 61c)
“vi——ﬂ"%=2{‘: e @)
R R e

Differentialgleichung der geodétischen Linie:
F+ K ed=0 ... .. (55)
Xl
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Christoffeische Formeln fir die Transformation der
g-Klammern:

k| daf dot f dg
ﬁdmaxan+2[‘f }az’m FPL = El{m” F (60)

Bei unendlich kleinerParallelverschiebung des VektorsA
vom Punkt x' zum Punkt x' + dx"gilt:

a4 = _g['g‘}gw 67), dA4= %}{‘;}A;m (67a)

Der Gradient eines Skalars (p ist ein Vierervektor und hat
die Komponenten:

.Pocsﬁup,=g—a.:}- ) ) ) (72)

Die Rotation eines Vierervektors*4# ist ein Sechservektor
und hat die Komponenten:

ad, o9
. Rt @ = Fyrae g (74a)
Die Divergenz eines Vierervektors ist ein Skalar:
1 a(f—g o)
& == .- juth. L 2mmt; B
Div 'V:yz o : (73)

Die Divergenz eines beliebigen Tensors zweiten Ranges
ist ein Vierervektor mit den Komponenten:

AT =1 Zafﬁr“)_[_zlulru

788)
o T = Z"W_”" RS
kL

Fur enen symmetrischen Tensor kann man daftr auch
schreiben:

Hip; T == .J-_g P ‘”T— 7. —1 E T“ (73b)
- &
=@ S LS @
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Fur einen antisymmetrischen Tensor (Sechservektor) hin-
gegen gilt 1 0w
div=_L SE=ER T (734
T D Y (73 d)
Div(div®Ry=0. . . . . . . « (741)

Weitere Rechnungsregeln:
Rotlpabp =0 . . . . . . (744)

eotix (Mot P) = 0, gorpm{gorM) = 0. . (74g)
Der Riemann-Christ offelsche Tensor hat die Komponenten:

R = SIS SR 71, oo

Repe o= gy + Pha _ Phm P
AV E P P F P A E P P P

+Ze (1B EA 0,
Riptn = = Britw = — Bty = Bimiz + « . (799)

Bivim+ Britm + Brzim = 0. . . . . . (79 b)
Der Krimmungstensor hat die Komponenten:

(79)

Ry = [az.llkm] [k I]] (80)
- Sl
Die invariante Erammung ist
remefAl- e
WeIIenausdruJ{kE Lh'l\/{elkt r Pl“} (m”n})]'
WP, —.DP;-}-EP"R.'... . (85¢)

2. Die physikalischen Grundgleichungen in der all-
gemeinen Relativitatstheorie.
a) Die Gravitationskonstante C= 6,676. 10 %g ‘cm®sec
b) Die Maxwellschen Gleichungen:
At =10, AiwB=P; (111)

2
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dabei ist
P o %(31 + oql) v...g“' . Db = [} "'9“1 (112)
M, = & uwaw, M,, = By ww,,
B = Y—guDE usw, BN = {— g4 2 waw,, } (113)
E '3, = 82 Y, .. ... (117)
] E
(B4 (YP) Y] = %; TR, . . . . (116)

Y My, + F Dy, + ¥y iy = 0 (Y, By + Y8y, + F By, (115)
Die elektromagnetische Viererkraft fur 6 = p = 1:
Fa= D PPMgg = —iv. T, (129) u. (130)
d. h. ’

3
Fy = o[ € + 2 (q'B,0-0*800) |{- gt maw, F, = —¢ 3o

Die Maxwellschen Spannungen:

T =3 M, M7 —LOGIMP. . ... (132
’

¢) Hamiltonsehes Prinzip fir die Bewegung enes Massen-
punktes:

j(; amdfLidydr =10, d4=SK¥
)
(K == IF‘&V‘ Minkowskiacher Kraftvektor).
Bewegungsgleichungen:
c-m[i"+ z{";.‘]r*r']=x‘ C e e (142
ki
d) Einsteins Feldgleichungen der Schwere:
Rik—égigR—lg,';=—%Tu - e . e (144)

oder
R+ dgn = —x(Ta—5ga T), (T =>> T{] (144b)
i

digT=0 .. .. .. .. (134)

%= ‘1’59 = 2,071.10~%g—' em—'mec*  (162a)u.(162b)
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T; ¥— ph Ti = ¢ V—gity, Ti _% .'_Q“e'v }(162)
k=12 3) T:-——v_,g“m
Die Funktion b hat die Definition:
o=y=sz =S} (W) - ()] 22 as)
Eftan
Energiedichte, -Strémung und Spannungen des Schwerefeldes:
m‘ aﬂ ‘l ab
¢ g,‘r‘“[ o— Ey‘ ] . (150)
dabei ist:
R = ~—(V-- 7). ) (146)

Erhaltungssatz fur Energie und Impuls:

20(}’_(1"'-{-‘" W)}

om (151)

e) Im statischen Felde mit der MaRbestimmung

3
ded = da’--(%)ndm', dod ;Egﬁdm‘dw‘; (164)
i, A=1
gilt fur ikl = 1,2,3 die geodédtische Linie

¢J+E[J"] +?grad‘7.z"=0 .. (157)
L=
[‘,"}:['f], [f;]:z'.grad‘]i’. l“}=?gmd¢? (158)

(die anderen g-Klammern sind Null). Weiter:

Rae=-Yav ... ... - (159)
=Pu+-;177u
.+ (159b)
kv
V“_az*am' 2[ }
R=P+idv R,.-—R.g..=l-e,~9' .
(159 ¢)

-lr = Pu——Pg Fer— A'V
}If*a;ue g Rela‘t‘lwtatspr'l‘ni-wy—( H 9“ )
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Im datischen Felde der Punktladung m gilt, wenn man das
X-Glied fortlaft:

ditz=m T det - 1 (@03 L simtPd ) — T Tgn <200

¥—ir ¥

f) Das Prinzip der kleinsten Wirkung:

S[Y=s[H+x(M—2 3 Po)Jax=0. . . (100)

oder
6”R+2l+x(ﬂ—-221"¢.-)]62=0. . .(190a)

Dabei ist ‘
‘3‘5—3;‘9 == ... ... (188)

Fir das elektromagnetische Feld und den leeren Raum gilt
nach der Maxwellsehen Theorie

Mom M= =3 D PEg B T ... (189 a)
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