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Vorwort des Herausgebers.

Der Berichterstattung iiber wissenschaftliche Literatur fallen zwei
verschieden geartete Aufgaben zu: einesteils hat sie mit moglichster
Vollstiandigkeit und Raschheit iiber die jeweils erscheinende  Zeit-
schriftenliteratur zu orientieren, andererseits mufl versucht werden,
auch von Zeit zu Zeit ein Fazit aus dem nun wirklich Erreichten zu
zichen. Wihrend in allen Wissenschaften seit langem klar ist, wie die
erste Aufgabe im Prinzip zu bewilltigen ist, sind die prinzipiell ver-
schiedensten Versuche gemacht worden, auch das zweite Problem zu
16sen.

Nach ciner nun ctwa 30jihrigen Erfahrung steht wohl fest, dafl die
Form eciner den gesamten Bereich der Mathematik und ihrer Nachbar-
gebiete umfassenden Enzyklopidie noch nicht das ist, was alle Wiinsche
befriedigt. Weit davon entfernt, zu glauben, dal das hier beginnende
Unternehmen allen Anforderungen gerecht werden konnte, die man an
eine. zusammenfassende Berichterstattung stellen kann, so soll hier
docli der Versuch gemacht werden, mit einer grundsitzlich anderen
Methode vorzugehen.

Die ,,Ergebnisse der Mathematik' sollen ndmlich so clastisch als mog-
lich der Entwicklung unserer Wissenschaft zu folgen vermogen. Ihr
Ziel ist, in einzelnen selbstindigen Berichten in Problemstellung, Lite-
ratur und hauptsichliche Entwicklungsrichtung spezieller moderner Ge-
biete einzufithren. Sic wollen damit auch der tatsichlichen Lage der
Dinge Rechnung tragen, indem sic jedem Forscher Gelegenheit geben
wollen, sich die Berichte zu beschaffen, die sein Arbeitsgebiet direkt
betreffen, ohne ihn zu zwingen, sich gleichzeitig mit cinem dem Ein-
zelnen praktisch unerschwinglichen Apparat eines umfangreichen Hand-
buches der Gesamtwissenschaft zu belasten.

Es werden demgemidfl von nun an cine Reihe von Berichten aus
allen in Entwicklung begriffenen Gebicten der Mathematik und ihrer
niichsten Anwendungen crscheinen, die auf einem Umfang von durch-
schnittlich je 6 bis 7 Bogen iiber die Entwicklung der letzten Dezennien
referieren sollen. Je nach dem Tempo des Fortschrittes werden dann
in spiterer Zeit laufend Fortsetzungen erscheinen. Bei der ganzen Lage
der Dinge ist es selbstverstindlich, daf3 keine streng formale Einheitlich-
keit dieser Berichte erstrebt werden kann: je nach dem Stand der be-
reits vorliegenden Literatur wird mehr oder weniger als bekannt voraus-
zusetzen sein, wird demnach mehr der Typus eines reinen Literatur-
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berichtes oder einer stirker lehrbuchartigen Darstellung gewihlt werden
miissen. Der Gesamtplan der ,,Ergebnisse’ ist allerdings so angelegt,
daB in absehbarer Zeit Berichte iiber fast alle modernen Gebiete wenig-
stens der reinen Mathematik vorliegen werden, so dafl im ganzen doch
cine méglichst umfassende Ubersicht iiber die neuere Entwicklung der
Mathematik erreicht werden kann. In der Zusammenfassung von je
5 Berichten zu einem Band wird aber auf eine sachliche Gruppierung
verzichtet — zeigt doch die Erfahrung, daB alle derartigen Systemati-
sierungsversuche eher eine Belastung als eine Erleichterung fiir den
Nachsuchenden darstellen.

Fiir die Literaturangaben werden dic seit kurzem international an-
erkannten Regeln zur Anwendung gelangen.

Die Schriftleitung des
Zentralblattes fiir Mathematik
und ihre Grenzgebiete.
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Einleitung.

Die Knotentheorie kniipft an die anschauliche Aufgabe an, zu ent-
scheiden, ob sich zwei geschlossene Faden aus dehnbarer, aber undurch-
dringlicher Substanz durch stetige Abdnderung in Faden von kongru-
enter Gestalt iiberfithren lassen. Schligt man z. B. in einen offenen
Faden einen Knoten im Sinne der Umgangssprache und vereinigt als-
dann die beiden Enden des Fadens, so entsteht ein Gebilde, das nicht
mehr stetig in Kreisgestalt deformiert werden kann.

Zur mathematischen Formulierung der genannten Aufgabe hat man
mathematische Reprisentanten fiir die Faden anzugeben und sodann
Deformationen fiir dieselben zu erkliren. Das ist natiirlich auf ver-
schiedene Weise moglich. Naheliegend ist z. B., fiir die Faden doppel-
punktfreie, geschlossene, stetige Kurven des dreidimensionalen euklidi-
schen Raumes zu nehmen und unter Deformationen stetige Abdnde-
rungen dieser Kurven ohne Selbstdurchdringungen zu verstehen. Ge-
nauer: sind x,, %,, x; kartesische Koordinaten und

(1) £:(t) = (%1:(0), %2;(2), %35 (0)) (f=1,2; 0=t=12n)

zwei punktfremde Kurven in Parameterdarstellung, welche durch ¢
eineindeutig und stetig auf den Kreis

(2) %, = Cost, x, = sint

abgebildet sind, so moge z,(f) in z,(f) deformierbar heiflen, wenn es
eine Schar von Kurven
(3) r(¢,7) 0=t=2n, 0=1r=<1)
mit 16,0 =50, x61) =50
gibt, die durch ¢ je eineindeutig und stetig auf den Kreis (2) abgebildet
werden und dic eine doppelpunktfreic Fliche g(¢, 7) iiberstrcichen.
Statt dieser Einbettungen in Kurvenscharen kann man auch Abbildungen
des Gesamtraumes auf sich als Klassifikationsprinzip verwenden: Zwei
Raumkurven (1) mogen dquivalent heien, wenn es eine eineindeutige
stetige Abbildung

x;::‘fk(xl:xz:xs) (k= 1,2, 3)

des euklidischen Raumes auf sich gibt, fiir die

. Xpa (1) = fe(*11(0), %21 (2), %31 (0)) (k=1,2,3)
1st.

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 1
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Beide Fassungen sind aber zu allgemein, weil allgemeine stetige
Kurven anschaulich nicht faBbare Eigenschaften haben und spezielle
stetige Kurven, z. B. Polygone, hinreichen, um an ihnen die anschau-
lichen Kurven zu studieren. Dementsprechend werden im folgenden
nur Polygone aus endlich vielen euklidischen Strecken betrachtet und
verlangt, da die Kurvenschar (3) ebenfalls nur aus Polygonen besteht.
Die erlaubten Abidnderungen der Polygone kann man aus solchen
speziellen Deformationen zusammensetzen, bei denen jeweils nur eine
oder zwei aneinanderstoBende Strecken des Polygons betroffen werden.
So ergibt sich die Begriffsbildung in 1, 1 als eine natiirliche Konsequenz
aus dem anschaulichen Ausgangspunkt.

Daf sich nicht alle stetigen Kurven in Polygone deformieren lassen
und die in (1) und (3) formulierte Klassifikationsaufgabe umfassender
als die in 1, 1 formulierte ist, zeigt z. B. einc von TIETZE in den
Mh. Math. Phys. Bd. 19 S. 34 angegebenc Kurve mit unendlichfacher
Verknotung; sie entsteht durch unendlich oft iteriertes Aneinander-
hingen von Polygonknoten. Die in Polygone deformierbaren Raum-
kurven lassen sich in dreidimensionale Schliuche einbetten, die von
Kugeln iiberstrichen werden, deren Mittelpunkte lings der Kurven
entlang wandern; sie sind also auch hiernach in der Tat zur Reprisen-
tation anschaulicher Faden, die ja immer cine gewisse Dicke nicht
unterschreiten, geeignet.

Man kann die Knotentheorie tiefer fundieren, indem man nach den
fiir die Knotenklassifikation maBgebenden Eigenschaften des euklidi-
schen Raumes fragt. Es sind dies gewisse topologische Eigenschaften
des Raumes: das Knotenproblem ist nichts anderes als das sog. Isotopie-
problem fiir einfache Kurven in der dreidimensionalen Sphire. Ein
Aufbau der Knotentheorie als Teil von Isotopieuntersuchungen ist
jedoch in extenso noch nicht vorgenommen. Die Methoden der kom-
binatorischen Topologie z. B. kommen nur in einem Versuch DEHNs,
den Kreis zu kennzeichnen, zur Anwendung, und gerade diese Arbeit
liBt die eigenartigen Schwierigkeiten erkennen, mit denen die kom-
‘binatorische Methode zu kimpfen hat. So ld8t sich die Definition der
Knoten mit Hilfe euklidischer Polygone heute auch aus der Lage der
wissenschaftlichen Entwicklung rechtfertigen.

Wie steht es nun mit den Ergebnissen der Knotentheorie? Die
elementaren an die Gestalt der Knotenprojektionen ankniipfenden Uber-
legungen, die sichzundchst aufdriangen, haben keine bewiescnen Resultate
gezeitigt, Es ist zwar leicht, notwendige Bedingungen der topologischen
Aquivalenz von Kurven anzugeben, aber es gelingt nicht, diese Eigen-
schaften an einer vorgelegten Kurve festzustellen. Dieselbe Schwierig-
keit machte sich zundchst geltend, als PoINCARE den Mannigfaltig-
keiten und damit den Knoten gewisse Gruppen zuordnete (die Gruppe
des Knotens ist die Fundamentalgruppe des Raumes, der aus dem
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euklidischen Raume entsteht, wenn man die Punkte des Knotens aus
ihm herausnimmt). WIRTINGER und DEHN gaben zwar Methoden an,
die Erzeugenden und definierenden Relationen dieser Gruppe aus der
Knotenprojektion abzulesen, und es lieB sich jetzt z. B. beweisen, daBl
die Kleeblattschlinge kein Kreis ist und daf3 die Kleeblattschlinge nicht
in ihr Spiegelbild deformierbar ist. Die Beantwortung allgemeiner
Fragen scheiterte aber an der Schwierigkeit, das gruppentheoretische
Hilfsmittel auszuwerten, das die Entdeckung PoiNcAREs dem Geometer
in die Hand gegeben hatte.

So erscheint die weitere Fortentwicklung der Knotentheorie eng
mit dem Fortschreiten der Gruppentheorie verkniipft. In der Tat
kann man die meisten bekannten Knoteneigenschaften nach einem
einheitlichen gruppentheoretischen Verfahren aus der Gruppe des
Knotens bestimmen, ndmlich aus dem Verfahren, Erzeugende und
definierende Relationen von Untergruppen aufzustellen. Wenn auch
die Torsionszahlen und das L-Polynom des Knotens von ALEXANDER
ohne dirckte Benutzung dieses Verfahrens angegeben wurden, so
ordnet sich doch seine Ableitung ganz naturgemédll den allgemeineren
Uberlegungen ein, die zum Beweis des genannten gruppentheorctischen
Verfahrens dienen.

Uber die Gruppe hinaus geht die dem Knoten zugeordnete quadrati-
sche Form; in ihr driickt sich die Tatsache aus, daf} die aus der Knoten-
projektion abgelesenen Erzeugenden und definierenden Relationen der
Knotengruppe von spezieller, nicht durch die Gruppenstruktur be-
stimmter Natur sind.

Es ist nicht schwer, einen Aufbau der Knotentheorie zu entwerfen,
in welcher die Gruppe des Knotens und das Verfahren zur Bestimmung
von Untergruppen in den Mittelpunkt geriickt ist. Man kann z. B.
an Kapitel 1 sofort die geometrisch inhaltliche Definition der Knoten-
gruppe in 3, 8 und 9 und die Bestimmung der Torsionszahlen und des
L-Polynoms in 3,6 und 7 anschlieBen. Dieser Aufbau bietet sogar
merkliche Vorteile, weil er die Invarianzbeweise fiir die Gruppe, fiir
die Torsionszahlen und das L-Polynom auf die Angabe ihrer invarianten
geometrischen Bedeutung reduziert. Ich habe es aber vorgezogen, den
formal elementaren Charakter der aus Matrizen bestimmbaren Eigen-
schaften des Knotens herauszuarbeiten und diese Zusammenhdnge fiir
sich in Kapitel 2 zu begriinden, um so den Arbeiten von ALEXANDER
einerseits und der merkwiirdigen quadratischen Form des Knotens
andererseits besser gerecht zu werden.



Erstes Kapitel.
Knoten und ihre Projektionen.

§ 1. Definition des Knotens.

Um den Begriff des Knotens (5; 28)* zu erklaren, betrachten wir ge-
schlossene doppelpunktireie Polygone des euklidischen Raumes aus
endlich vielen euklidischen Strecken und verstehen unter der Deformation
eines Polygons die Erzeugung eines neuen Polygons aus einem vorge-
legten durch einen der folgenden beiden Prozesse:

A. Sei P, P, eine Strecke des Polygons mit den Endpunkten Ppund P,
seien Py Py, und Py, P, zwei dem Polygon wicht angehirende Strecken
mit den Endpunkten Py, Py bzw. Py, Py. Die Dreiecksfliche Py Ppy1 Py
habe aufer der Strecke P, P, kecinen Punkt mit dem Polygon gemeinsam.
Alsdann werde P, P, durch Py Pp.y, Ppy( P, ersetzt.

A’ sei der zu 4 inverse ProzeB: Das aus drei zyklisch aufeinander-
folgenden Eckpunkten P,, P41, P; des Polygons gebildete Dreieck
P,P,, 1P, habe auBer den Strecken PpPpy1, Ppy1 Py keinen Punkt mit
dem Polygon gemeinsam. Alsdann werde PyPy. 1, Ppyi Py durch P,P,
ersetzt.

Polygone, die durch eine Kette von Deformationen auseinander
hervorgehen, mogen isofop und eine Klasse isotoper Polygone ein
Kwnoten heiBlen. Wir nennen iibrigens auch das Polygon selbst einen
Knoten, obgleich wir es genauer als den Repréisentanten eines Knotens
bezeichnen miiten.

Eigenschaften eines Polygons, die bei Abinderungen 4, 4’ erhalten
bleiben, nennen wir Knoteneigenschaften des Polygons. Die Aufgabe
der Knotentheorie ist es, einen Uberblick iiber alle Eigenschaften eines
Knotens zu gewinnen, d.h. alle Deformationsinvarianten eines ge-
schlossenen doppelpunktfreien Polygons anzugeben.

Ein Knoten; der zu einem Dreieck isotop ist, moge ein Krets genannt
werden. Ein Polygon, das nicht zu einem Dreieck isotop ist, heiBle
verknotet.

Einen Knoten kann man durch Festlegung eines Durchlaufungs-
sinnes richten und die Klassifikationsaufgabe auf diese gerichteten
Streckenziige erweitern. Der zu einem gerichteten Knoten entgegen-
gesetzt gerichtete heiBe der inverse Knoten; ein Knoten heiBe sym-

* Diesc Ziffern beziehen sich auf das am SchluB des Heftes befindliche Literatur-
verzeichnis.
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metrisch, wenn die beiden durch Orientierung aus ihm entstehenden
Knoten isotop sind. Ein Knoten heille amphicheiral, wenn er zu seinem
rdaumlichen Spiegelbild isotop ist.

An Stelle einzelner Polygone kann man Systeme von endlich vielen
geschlossenen doppelpunktfreien und untereinander punktfremden Poly-
gonen betrachten und den Abidnderungen 4 und 4’ unterwerfen. Fiir
diese Deformationen ist sinngemalB zu fordern, daB3 die Dreiecksfliche
Py Pp;1 Py keinen Punkt mit den Polygonen des Systems, auBer den
Strecken, welche bei der Deformation ersetzt werden, gemeinsam habe.
Zwei solche Systeme mogen isotop oder dieselbe Verkettung heillen,
wenn sie sich durch endlich viele der Deformationen 4 und 4’ ineinander
iiberfithren lassen. Die einfachste Invariante einer Verkettung ist die
Zahl der zu ihr gehorigen Polygone, sie heile die Ordnung der Ver-
kettung.

§ 2. Regulire Projektionen.

Die bequemste Handhabe zur Festlegung eines einzelnen Knotens
bieten die reguliren Projektionen von Polygonen.

Wir nennen cine Parallelprojektion eines Polygons regulir, wenn ein
projizierender Strahl hochstens zwei Strecken des Polygons trifft, wenn
die Projektion also nur zweifache Doppelpunkte besitzt und kein Doppel-
punkt der Projektion einem Eckpunkt des Polygons entspricht. Man
erschlieBt sofort, da3 eine reguldre Projektion nur endlich viele Doppel-
punkte besitzt. Denn in einer Projektion mit unendlich vielen Doppel-
punkten miissen die Projektionen zweier Strecken des Polygons eine
Strecke s von Doppelpunkten gemecinsam haben, und s wird dann von
solchen Doppelpunkten berandet, denen Eckpunkte des Polygons ent-
sprechen. Die singuldren Projektionsrichtungen koénnen danach aus
zwei Griinden singuldr sein:

a) Es gibt keine Doppelpunkte, denen Eckpunkte des Polygons
entsprechen. In diesem Fall gibt es mehrfache Doppelpunkte. Dann
trifft der Projektionsstrahl durch diesen mehrfachen Punkt mindestens
drei Geraden, auf denen Strecken des Polygons liegen. Diese Geraden
miissen windschief sein, weil sonst ein Doppelpunkt auftreten wiirde,
der einem Eckpunkt des Polygons entspricht; und der Projektionsstrahl
gehort also dem durch die drei Geraden bestimmten einschaligen Hyper-
boloid an. Es sind also alle singuldren Richtungen dieser Art unter den
Richtungen enthalten, die wir erhalten, wenn wir je drei windschiefe
Geraden, auf denen Strecken des Polygons liegen, herausgreifen, die
durch sie bestimmten Hyperboloide und alsdann die Kegel zweiter
Ordnung bilden, deren Erzeugende zu den Erzeugenden dieser Hyper-
boloide parallel sind.

b) Die Projektion eines Eckpunktes fillt in die Projektion einer
Strecke oder eines anderen Eckpunktes. Alsdann ist der Projektions-
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strahl zu einer Ebene parallel, welche durch eine Strecke und einen
Eckpunkt des Polygons hindurchgeht, der nicht Endpunkt jener
Strecke ist. -

Die reguliren Projektionsrichtungen zerfallen danach in endlich
viele Gebiete, deren Rinder auf den Kegeln und Ebenen der singuliren
Projektionsrichtungen liegen. Eine nihere Untersuchung der singuliren
Projektionen ist iibrigens von groBem Interesse. Das zeigt z. B. der
folgende Satz iiber die Sehnen, welche ein Polygon in vier verschiedenen
Punkten treffen (26). Ist ¢ die Verknotungszahl des Polygons (vgl. 2, 1),
und ist ¢ gerade, so ist die Anzahl der vierfachen Sehnen des Polygons
mindestens c2. Ein dhnlicher Satz gilt fiir Verkettungen aus zwei Poly-
gonen ¥, und ¥,. Ist ¢;, die Verkettungszahl von ¥, beziiglich f, und
¢y, die Verkettungszahl von f, beziiglich f; (vgl. 2, 1), so ist die Anzahl
der vierfachen Sehnen der Verkettung mindestens c¢;,¢5.

Fig. 1. Fig. 2.

Eine reguldre Projektionskurve wird durch ihre Doppelpunkte

D,, D,, ..., D, in 2n doppelpunktfreic Streckenzige z,, z,, .. ., 22
zerlegt, und sie zerlegt die Projektionscbene in endlich viele Polygone
I, I, ...»I,und ein uncndliches Gebiet I'y. Nach der EULERschen

Polyederformel ist g = #n 4 1. Die Berandungsbezichungen zwischen
den Dy, z¢, I';, die Angabe also der beiden Doppelpunkte, welche z
beranden, und der beiden Gebiete, in deren Berandung 2, vorkommt,
nennen wir kurz das Schema der Projektion. .

Die Projektionen mogen nun normiert werden. Wir legen fiir jede
Projektionsrichtung ein Oben und Unten fest und benennen die dem
Doppelpunkt D; der Projektion auf dem Knoten entsprechenden
Punkte U; und U?; hierbei liege U; unter U’ und heiBe U, eine Unter-
kreuzungsstelle, U’ eine Uberkreuzungsstelle. Wir normieren die Projek-
tion, indem wir bei jedem D; bemerken, welche von D; ausgehenden
Streckenziige z Projektionen von U; baw. U' ausgehender Streckenziige
sind (Fig. 1 u. 2). Ebenso kénnen wir das Schema der Projektion nor-
mieren. Haben zwei Polygone dieselbe normierte Projektion, so sind sie
1sotop. Haben zwei Polygone f, und f, dieselbe Projektionskurve, ist
hingegen die Normierung ihrer Projektionen in allen Doppelpunkten
entgegengesetzt, so ist ¥, zu dem Spiegelbilde von ¥, isotop.

Alternierend moge eine Knotenprojektion heiBien, wenn jeder in einem
Doppelpunkt iiberkreuzende Streckenzug im nichsten Doppelpunkt
unterkreuzt, beim Durchlaufen des Knotens also Uber- und Unter-
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kreuzungsstellen abwechseln (Fig.2). Wir sprechen auch von alter-
nierenden Teilen einer Projektion. Eine regulidre Projektion laBt sich
stets alternicrend normieren, und zwar auf gerade zwei Weisen. Die
zugehorigen Knoten sind dann Spiegelbilder (Fig. 2). . In der am SchluB3
angegebenen Tabelle der Knoten bis zu neun Doppelpunkten bedeuten
dementsprechend die nichtnormierten Projektionen stets alternierende
Projektionen. Mit alternierenden Knoten meinen wir solche, die alter-
nierende Projektionen besitzen.

§ 3. Die Operationen £. 1, 2, 3.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die normierte Projektion bei
Deformation des Polygons und bei Verdnderung der Projektionsrichtung
verandert (4;28).

Wir stellen zunichst cinige Typen von Abédnderungen auf, die sich
durch Knotendeformationen bewirken lassen.

4. 7. 1. Die Abinderung der Projektionskurve ist selbst ein Proze 4
oder 4. Die Projektionskurve ist ja auch ein Polygon — wenn auch
i. a. eines mit Doppelpunkten —, das diesen Deformationen unterworfen
werden kann.

A. 7. 2. Das bei den Deformationen 4, A’ auftretende Dreieck
Py, Py, 1 P, besitze als Projektion ein Dreiecck P, P, ., P, das von den
iibrigen Strecken der Projektionskurve gerade in zwei
Punkten D und D’ auf der Strecke P,P{ bzw. P, P, d
getroffen werde und das im Innern keine Doppelpunkte :
enthdlt (Fig. 3). 71—

4. 7. 1,2 moégen Deformationen der Projektionskurve / :
heiBen. Sie lassen das Schema der Projektion unverindert.

Ferner siecht man, daf} sich Projektionskurven mit dem- Fig. 3. 4.2 2.
selben Schema durch eine Kette von Deformationen

A. 7. 1, 2 incinander iiberfithren lassen. Daraus folgt: Polygone, deren
Projektionen dasselbe normierte Schema besitzen, sind isolop.

Ferner lassen sich durch Deformationen 4 dic folgenden drei Opera-
tionen bewirken, die auch das Schema der Projektion abidndern.

02.1. Ein Telstreckenzug, dessen Projektion doppelpunkt-
fret war, verwandelt sich in eine Schleife. Es entsteht ein
neuer Doppelpunkt. Die zugeordneten Unter- und Uber-

kreuzungsstellen auf demPolygon sind be-

/i___ nachbart (Fig. 4).
0. 2. Zwesr Teilstreckenziige des Knotens,

Fig. 4. 0. 1. deren Projektionen keine gemeinsamen Punkte

hatten, schieben sich so tibereinander, daf in

dem einen Zuge zwei benachbarte Uberkreuzungsstellen, im andern zwei
benachbarte Unterkreuzungsstellen auftreten (Fig. 5).

Q.3. Ausgangsfigur: drei Teilstreckenziige des Knotens s,, s,, Ss

)

Fig.5. 2.2.

—
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liefern in der Projektion drei Doppelpunkie, die zu je zweien benachbari
sind. Und zwar tiberkreuze s, sowohl s, wie sy. s, tiberkreuze sy, Operation:
s, wird diber die Unter- und Uberkreuzungsstelle von s, und sg hinweg-
geschoben (Fig. 6). '

Die inversen Operationen bezeichnen wir mit 2.7 (¢ =1, 2, 3). Es
148t sich nun zeigen, daB sich jede Abinderung der Projcktion, welche
durch Knotendeformationen 4, 4’ bewirkt wird, sich auch durch
iterierte Anwendung der Decformationen A. 71,2 und
der Operationen . ¢ (¢ = 1, 2, 3) nebst ihren Inversen
erzeugen lassen.

Der Beweis dieser Behauptung sei kurz angedeutet.
Der Knoten werde deformiert, indem die Strecke P, P,
durch die beiden Strecken Pp Py, Ppy1 P, ersetzt wird.
P,, P,.,, P{, die Projektionen von Py, Py, Py,
mogen nicht in einer Geraden liegen. Die Projektionsrichtung werde
so gewihlt, daB sowohl der urspriingliche wie der deformierte Knoten
sich reguldr projiziert. Das Dreieck P, P, P] enthilt dann gewiB
nur endlich viele Doppelpunkte im Innern und auf dem Rande. Das
Dreieck kann daher durch Strecken, die parallel zu Py P; und P, Py,
sind, so in Dreiecke und Parallelogramme unterteilt werden, dal
die entsprechenden Dreiecke und Parallelogramme der Projektion
nur hochstens einen Doppelpunkt im Innern enthalten und alsdann
gerade von vier Streckenziigen z;, sonst nur von hdchstens einem
Streckenzug z; (1, 2) je einmal getroffen werden.

Nun kann man P, P, durch endlich viele der Operationen 4. 7. 7,
.1 und Q.7 in PpPp,y, Ppy P, iberfithren und umgekehrt, indem
man ,etagenweise’ die Dreiecke und Vierecke der Unterteilung ab-
baut.

Auch die durch Verdnderung der Projcktionsrichtung bewirkten
Abinderungen der Projektion lassen sich aus den angegebenen Opera-
tionen 4.z und (. zusammensetzen. Wird die Projektionsrichtung
stetig so verdndert, daB sie dabei stets reguldr bleibt, so lassen sich
die Abinderungen der Projektion durch dic 4.7. erzeugen. Um eine
bestimmte singuldre Projektionsrichtung zu passieren, deformieren wir
den Knoten so, daB diese Richtung nicht mehr singulir ist, passieren
dann die Richtung und deformieren alsdann den Knoten in seine ur-
spriingliche Gestalt zuriick.

Damit ist gezeigt: Die Knoteneigenschaften fallen mit denjenigen
Eigenschaften des mormierten Schemas der reguldren Projektionen zu-
sammen, die bei den Operationen 2.1, 2'. 4 (i = 1, 2, 3) erhalten bleiben.
Das Knotenproblem ist also gleichwertig mit der Frage nach den ver-
schiedenen Typen normierter regulirer Projektionen, die nicht durch
Anwendung der Operationen £2. ineinander iibergefiihrt werden konnen.
Analoges gilt fiir Verkettungen.

Fig. 6. .3,
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§ 4. Die Gebietseinteilung der Projektionsebene.

Die Gebiete I" der Projektionsebene lassen sich so in zwei Klassen
verteilen, bzw. so schwarz oder weif firben, daB lings eines Bogens
ancinanderstoBende Gebiete verschiedene Farben bekommen. In einem
Doppelpunkt liegen sich dann immer Gebiete gleicher Firbung gegeniiber.

Diese Einteilung 148t sich tatsdchlich durchfithren. Denn durchsetzt
ein geschlossener Streckenzug der Projektionsebene die Knotenprojek-
tion endlich oft, etwa ¢-mal, und passiert er keinen Doppelpunkt, so ist ¢
stets eine gerade Zahl.

Das unendlich groBe Gebiet moge stets schwarz gefirbt sein. Die
Gesamtheit der weiBen Gebiete 148t sich alsdann als die Projektion eines
im Endlichen verlaufenden Bandes auffassen, dessen Rand
der Knoten ist. Dies Band kann orientierbar oder nicht-

( —
orientierbar sein. Es liBt sich iibrigens zeigen, daB sich in S

jeden Knoten ein orientierbares Band einspannen 148t (18.)

In Analogie zu einer spiteren Begriffsbildung wollen wir
einen Teil einer Knotenprojektion, der eine Kette von
schwarzen bzw. weilen Gebicten berandet, die je nur zwei Doppel-
punkte als Randpunkte besitzen und von denen je zwei benachbarte in
einem dieser Doppelpunkte aneinanderstoBen, einen Zweierzopfteil nen-
nen (Fig. 7). Durch £’. 2 kann man erreichen, daB ein Zweierzopfteil
eliminiert oder alternierend wird.

Die einfachsten Knoten im Sinne der SchwarzweiBfirbung sind die
,,alternierenden Torusknoten, deren Projektionen nur zwei schwarze
Gebiete besitzen. Sie lassen sich auf ein zur Torusfliche topologisch
dquivalentes Polyeder legen und beranden ein zum

MoBrusschen Band topologisch dquivalentes, mehr- L(ﬁ 2
fach verdrilltes Band (Fig. 7). Ein alternierender \_f—\lg
Torusknoten mit 3 Doppelpunkten heil}t ,,Kleeblatt- \

schlinge’“. Analog erkldren wir alternierende Torus- Fig. 8.
verkettungen aus zwei Polygonen.

Als ,,Brezelknoten'* erkliren wir eine Klasse von Knoten, deren
Projektionen nur drei schwarze Gebiete besitzen. Die Uberkreuzungen
verteilen sich dabei auf drei Zweierzopfteile (Fig. 8).

Gibt es ein weiBes Gebiet I';, das mit einem schwar- /\
zen Gebiet I', lings zwei verschiedener durch Doppel- /I L
punkte voneinander getrennter Strecken aneinander- <|\:<7>
stoBt (Fig.9), so sei w = w;mw, ein einfaches Poly-

gon, das diese Strecken je einmal in P bzw. Q durch- Fig. 9.
setzt. i, verlaufe ganz in I'; (# =1, 2). Ferner sei fj

der im AuBeren von m liegende Teil der Projektion, ¥, der im Inneren

liegende Teil derselben. Fiigen wir nun zu f; je den Weg tv, hinzu, so
entstehen zwei Knoten ¥; (s = 1, 2), welche als Bestandteile des urspriing-

Fig. 7.
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lichen Knotens bezeichnet werden mégen, wenn sowohl ¥, wie ¥, ver-
knotet sind. Die Eigenschaften eines Knotens lassen sich unschwer auf
die seiner Bestandteile zuriickfithren (3, 14). Im allgemeinen besitzt ein
Knoten jedoch keine Bestandteile. In der am SchluB angegebenen
Tabelle der Knoten bis zu neun Uberkreuzungen sind die Knoten mit
zwei oder mehr Bestandteilen fortgelassen.

Inzidiert ein Doppelpunkt D zweimal mit demselben Gebiet I', so
miissen die beiden zu I' gehoérigen Ecken bei D kreuzweise liegen, weil
sie gleichgefarbt sind. Einen solchen Doppelpunkt kann man durch
,,,,,, eine Deformation des Knotens herausschaffen (Fig. 10).
s ™  Es gibt namlich cinen ganz in I" verlaufenden, die
’@ i Knotenprojcktion nur in D einmal durchsetzenden ge-
\ \) / schlossenen Weg w. Dreht man den von diesem Weg ein-
“~..__..-~ geschlossenen Teil der Knotenprojcktion in geeigneter

vig.10. 2.4.  Weise um 180°, so entsteht einec Projektion, die den

Doppelpunkt D nicht mehr enthilt. Diese Abdnderung
— sie heile Q.4 — 1iBt sich durch eine Folge von Knotendeforma-
tionen bewirken, wic man an der zugehorigen riumlichen Abdnderung
des Knotens leicht erkennt.

Durch wiederholte Anwendung von £. 4 kann man erreichen, da83
die Knotenprojektion keine Doppelpunkte besitzt, die mit einem Gebiet
doppelt inzidieren. Wir bemerken noch: Eine alternierende Projektion
bleibt ber 0. 4 alternierend. In dem vom Wege v cingeschlossenen Teil
der Projektion werden nidmlich hierbei die Uberkreuzungen in Unter-
kreuzungen verwandelt und umgckehrt, und mit D ist eine Uberkreu-
zungsstelle und eine Unterkreuzungsstelle vernichtet.

§ 5. Normale Knotenprojektionen.

Eine Knotenprojektion heile normal fiir die beiden schwarzen
(weiBen) Gebicte I';, Iy, wenn entweder I';, I'y keinen oder nur einen
gemeinsamen Doppelpunkt haben, oder die gleichzeitig mit ihnen inzidie-
renden Doppelpunkte auf einem alternicrenden Zweierzopfteil liegen.
Die Projektion heile normal, wenn sie fiir simtliche Paare gleich-
gefarbter Gebiete normal ist und kein Gebiet an sich anstoBt.

Jede regulire mormierte Knotenprojektion mit n Doppelpunkten lift
sich 1n eine normale mit hichstens ebensoviel Doppelpunkten verwandelnt.

Sei eine Projektion noch nicht normal und inzidieren zwei Doppel-
punkte D, und D, auf verschiedenen Zweierzopfteilen der Projektion
z. B. mit den zwei schwarzen Gebieten I; und I, so kann man in der
Projektionsebene einen Weg t;tv; angcben, der die Projektion nur
einmal je in D; und D, durchsetzt; to; laufe von D, bis D, in I'; und
von D, bis D, in I'y. Nun mége die Projektion mittels 4. 7. und t;

1 Goerirz, L.: Nicht veroffentlicht.
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so deformiert werden, daB t;t, in ecinen Kreis iibergeht, der durch
D; und D, halbiert wird. Dann werde das innerhalb des Kreises tw; v,
liegende Stiick des Knotens um die Gerade durch D,D, als Achse um
180° gedreht (Fig. 11). Der Drehsinn li8t sich alsdann so einrichten,
daB bei D, eine Uberkreuzung herausgedrillt und bei D, eine Uber-
kreuzung hereingedrillt wird. Dieser ProzeB heile Q. 5.

Aus der damit verbundenen rdumlichen Abinderung erkennt man,
daB sich Q.5 durch eine Folge von Knotendeformationen bewirken
laBt. Entsprechend der Wahl des Umlegungssinnes ist die Wahl des
Zweierzopfteiles, auf den man die beiden Uberkreu-

AN
\

zungen vereinigen will, noch willkiirlich. /o \
Dall man durch wiederholte Anwendung von £. 5 \//5)/\\

jede Projcktion in eine in bezug auf die schwarzen
Gebiete normale Projektion verwandeln kann, erkennt ~
man so: Die mit I';und I inzidierenden Doppelpunkte Fig. 11, Q. 5.
des vom Wege eingeschlossenen Teiles der Projektion
gehen in mit I, und I inzidierende Doppelpunkte iiber und dic mit
I't und I’y in mit I; und I inzidierende. Ist die Projektion also fiir
I'; und I normal, so ist die abgeinderte Projektion fiir I} und I, nor-"
mal. Alle anderen Inzidenzen in bezug auf die schwarzen Gebicte
bleiben erhalten. Insbesondere gehen alle mit I'; und I'; inzidierende
Doppelpunkte in mit /5 und I'; inzidierende iiber. Also kann man suk-
zessive fiir I'; und I'y und alsdann fiir die schwarzen Gebiete iiberhaupt
erreichen, daB die mit zwei Gebieten inzidierenden Doppelpunkte auf
einem einzigen Zweierzopfteil liegen, den man durch Anwendung von
£'. 2 in einen alternierenden verwandelt. Dabei bleiben zwei normale
weille Gebiete mit zwei oder mehr gemeinsamen Doppelpunkten normal,
und es cntstehen keine neuen nichtnormalen weilen Gebietspaare. Um
also zu erreichen, dal die Projektion iiberhaupt normal liegt, wendet
man den eben beschriebenen Proze nacheinander fiir die schwarzen
und weilen Gebiete an.

DaB alternierende Knoten bei £2. § in alternierende iibergehen, folgt
wie beim Beweis dieser Behauptung fiir . 4.

§ 6. Zopfe.

Unter einem offenen Zopf (7) g-ter Ordnung verstehen wir das folgende
Gebilde: Auf einem Paar von Gegenseiten g, und g, eines Rechtecks P
seien zwei kongruente dquidistante Punktreihen 4,, 4,, ..., A, bzw.
B,, B,, . . ., By markiert. Jedem der Punkte 4; sei eindeutig ein Punkt
By, zugeordnet und A; mit Bjy,durch einen von 4, nach By, gerichteten
doppelpunktfreien Streckenzug verbunden; je zwei dieser Streckenziige
seien punktfremd. Die Projektionen der Streckenziige in die durch
g, und g, bestimmte Ebene sollen ferner ganz im Innern des von g,
und g, gebildeten Rechtecks verlaufen und von jeder Parallelen zu g; in
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hochstens einem Punkte getroffen werden. Ferner liege auf einer Paral-
lelen zu g; héchstens ein Doppelpunkt der Zopfprojektion (Fig. 12).
Die ¢ Streckenziige nennen wir die Fiden des Zopfes. Ist g eine
Parallele zu den Rechteckseiten g; durch den Doppelpunkt D der Pro-
jektion und trifft g links von D etwa k& — 1 Féden, also rechts von D
gerade ¢ — k& — 1 Fiden der Projektion, so nennen

‘{ wir D eine Uberkreuzung des k-ten und (& + 1)-ten

Fadens. Die Numerierung der Faden édndert sich
ﬁ also bei jedem Doppelpunkt. Ein Zopf heiBe gleich-
sinnig verdrillt, wenn stets der k-te IFaden den
(® + 1)-ten iiber(unter)kreuzt.
Als Beispiel fiir gleichsinnig verdrillte Zopfe geben wir die Zylinder-
20pfe an. Unter einem Zylinderzopf mit der Verdrillung +1 (—1)
verstehen wir einen Zopf mit ¢ — 1 Uberkreuzungen, bei dem nachein-
ander der i-te Faden den (¢ + 1)-ten Faden iiberkreuzt (unterkreuzt)
(¢#=1,2,...,¢4 —1). Unter einem Zylinderzopf mit der Verdrillung
r>0 (r<<0) verstechen wir einen Zopf, der sich durch || — 1
Parallelen zu den Rechteckseiten g; in |#| Zylinderzépfe mit der Ver-
"drillung +1 (—1) zerlegen 14Bt. Diese Zopfe lassen sich offenbar auf
zylinderartige Polyeder legen.
Der in 1, 4 eingefithrte Zweierzopfteil 18t sich durch Deformationen
A.7. in einen offenen Zylinderzopf zweiter Ordnung verwandeln.
Unter einem geschlossenen Zopf mit der Geraden a als Achse verstehen
wir ein doppelpunktfreies geschlossenes orientiertes Polygon oder ein
System von solchen Polygonen, dessen orthogonale Projektion in cine
zu a senkrechte Ebene reguldr ist und folgende weitere Eigenschaft
hat: Sind PQ zwei im Sinn der Orientierung aufeinander folgende
Polygonecken und 4 der der Achse 4 und der Projektionsebene gemein-
same Punkt, so moége das Dreieck 4 PQ stets positiven Umlaufssinn
besitzen. Die Polygone umschlin-

gen die Achse in einem bestimm-
é§ ten Sinn insgesamt endlich oft,
& ./

Fig. 12.

o _J etwa g-mal; ¢ heile die Ordnung
, TS des Zopfes (Fig. 13).

Einem offenen Zopf 148t sich in
der folgenden Weise ein geschlosse- -
ner Zopf zuordnen (Fig. 14): Wir
wihlen die Ebene des Rechtecks P als Projektionsebene und eine auf
ihr senkrechte Gerade 4, die die Projektionsebene in einem Punkt A4
auBerhalb des Rechtecks P durchsetzt, als Achse. Alsdann verbinden
wir je A; und B; durch doppelpunktfreie, untercinander punktfremde
Streckenziige der Projektionsebene, die auBerhalb des Rechtecks P ver-
laufen und, durch die Strecke A;B; erginzt, ein konvexes Polygon
bilden, das A im Innern enthilt; alsdann l6schen wir die Rechteck-

Fig. 13.
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seiten aus. Einem gleichsinnig verdrillten offenen Zopf zweiter Ord-
nung ist so ein alternierender Torusknoten oder eine alternierende
Torusverkettung zugeordnet. Allgemein entspricht einem Zylinderzopf
ein solcher geschlossener Zopf, der sich auf ein zum Torus topologisch
dquivalentes Polyeder legen a8t (Fig. 14) und dementsprechend Torus-
zopf, Torusknoten oder Torusverkettung heile.

Durch Deformationen 4. 7. kann man umgekehrt jeden geschlossenen
Zopf so abindern, daB er in einen gewissen, einem offenen Zopf zu-
geordneten geschlossenen Zopf iibergeht.

Aus- einem offenen Zopf kann man noch in anderer Weise Knoten
bzw. Verkettungen bilden. Sei z. B. ein offener Zopf 4. Ordnung vor-
gelegt. Dann vereinigen wir die beiden ersten und beiden letzten der
Punkte auf den Seiten des Rechtecks und l6schen die Rechteckseiten

aus. Das so entstandene System aus einem

\’ 7 oder zwei Polygonen heille ein Viergeflecht.
\/ \ Fig. 15 gibt die Knoten 8,, und N
94 der Knotentabelle am Schlu3 (
K als Viergeflechte wieder; Fig. 16
stellt eine Viergeflechtsverket-
tung dar. )
\ Wir koénnen ein Viergeflecht \
R LR R

stets so deformieren, daB die
ersten a; Uberkreuzungen auf S
Fig. 15. den beiden mittleren Fiden lie- Fig. 16.
gen, dann b,; Uberkreuzungen
auf den linken beiden und 3, , Uberkreuzungen auf den rechten beiden,
dann wieder a, Uberkreuzungen auf den mittleren, by, und by, auf
den linken bzw. rechten Fiden usf. folgen und zum SchluB a, Uber-
kreuzungen auf den mittleren beiden Féiden liegen. Ve
Die Doppelpunkte eines Viergeflechts verteilen 2
sich also auf 3 # — 2 Zweierzopfteile, die nach X
1, 4 als alternierend vorausgesetzt werden konnen.
Das Schema eines Viergeflechts ist daher durch
die Anzahlen a;, b;;, b;, und die Angabe des Ver-
drillungssinnes fiir jeden Zweierzopfteil gekenn-
zeichnet. Entsprechendes gilt fiir Geflechte aus
2a Fiden. Brezelknoten, die auf dem mittleren
Zweierzopfteil nur eine Uberkreuzung besitzen,
lassen sich leicht in Viergeflechte deformieren
(Fig. 8 u. 17).

7

R

f

Fig. 17.

§ 7. Knoten und Zéopfe.

Man kann einen beliebigen Knoten in einen Zopf deformieren (2). Zum
Beweis sei irgendeine regulire Knotenprojektion mit den Eckpunkten P;
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(1 =1, 2,..., p) vorgelegt; sie setzt sich also aus den euklidischen Ver-
bindungsstrecken s;= P;P;yy (1 =1,2,...,p) dieser Punkte zusam-
men, wo Ppi1 = P; sei. A sei irgendein Punkt, um den wir die Projek-
tion zopfartig legen wollen. Keines der Dreiecke

AP.'P“.l (i=1,2,--~:f’)

moge entartet sein. Wir zerlegen nun die Strecken in zwei Klassen
,,positive’ und ,,negative’, je nachdem, ob das Dreieck AP;P;y
positiven oder negativen Umlaufssinn besitzt. Wir behaupten, dall wir
durch eine Deformation eine Strecke s; des zweiten Typs entfernen
konnen, ohne neuc Strecken dieses Typs einzufiihren.

Das ist klar, falls s; nur hochstens einen Doppelpunkt enthilt.
Ist AP;P;,y nimlich das zu s; gehorige negativ umlaufene Dreieck
und A'P;P;,, ein ein wenig abgedndertes Dreicck, das 4 im Innern
enthilt, so kénnen wir die Strecke s; durch den Streckenzug P; A’ P;.y
ersetzen, indem wir die auf P;A’P;,, liegenden Doppelpunkte so nor-
mieren, da8 simtliche Strecken durch P;A’P;,; iiberkreuzt (unter-
kreuzt) werden, falls s; eine Uberkreuzungsstelle (Unterkreuzungsstelle)
enthdlt, und uns fiir irgendeine dieser beiden Moglichkeiten entscheiden,
wenn s; keinen Doppelpunkt enthilt. Enthilt s; nun 2 Doppelpunkte
(R >1), so zerlegen wir s; durch P;y, P;s, ..., Pix-; in die Strecken
Si1, Sig, . . ., Sik, welche je nur einen Doppelpunkt enthalten, und ver-
fahren mit den s;; wie mit s; vorhin. Da auf den s;; beim Eliminieren
von s;; (j /1) hierbei kein neuer Doppelpunkt auftritt, haben wir s;
in & Schritten eliminiert. Ein analoger Satz gilt fiir Verkettungen.

DaB ein Knoten sich in verschiedenc Zopfe verwandeln 1ift, geht
z. B. aus Fig. 14 hervor, die eine Kleeblattschlinge darstellt. Wir heben
ferner den folgenden Satz! iiber gleichsinnig verdrillte geschlossene
Zopfe hervor: Besitzt ein gleichsinnig verdrillter geschlossener Zopf
gerade zwei Uberkreuzungen des k-ten und (k& + 1)-ten Fadens und
weniger als vier Uberkreuzungen des (k + 1)-ten und (% + 2)-ten
Fadens, so 1iBt er sich in einen gleichsinnig verdrillten Zopf von
geringerer Ordnung deformieren.

Noch zwei Bemerkungen iiber Viergeflechte!. Jedes Viergeflecht b
l1aBt sich in ein normales Viergeflecht b’ bzw. "’ deformieren mit der
folgenden weiteren Eigenschaft:

b’ (v”’) besitzt nur Uberkreuzungen auf den beiden mittleren und
den beiden linken (rechten) Faden. Sind a;, by, b;,; 4}, b, bio:
a;, b, 0, (1 =1,2,...,m) die den Viergeflechten zugeordneten An-
zahlen, so ist also &;, = b]; = 0.

Es gilt nun ferner

/’ 14 4 4 J
a; = a; = da; , “:b,;p. *=1,2,...,m)

1 Bankwitz, C.: Nicht verodffentlicht.
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Ist v alternierend, so sind auch v’ und v’ alternierend, die entsprechen-
den Zweierzopfteile sind gleichartig verdrillt, und es ist

bir = bis + bip = b, . G=1,2,...,n)

Bei nichtalternierendem v sind die Beziehungen zwischen der Ver-
drillung entsprechender Zweierzopfteile und Anzahlen ctwas kompli-
zierter. :

b’ und v’ gehen durch eine Drehung um 180° und etwaige Deforma-
tionen A.7. auseinander hervor. Hieraus 1iBt sich folgern, daB die
durch ein Viergeflecht b darstellbaren Knoten symmetrisch sind.

§ 8. Parallelknoten. Schlauchknoten.

Sind x; (¢ = 1, 2, 3) kartesische Koordinaten, ist j ein geschlossener
Zopf mit der x;-Achse des Koordinatensystems als Zopfachse, und ist
etwa x3 = 0 die Gleichung der Projektionsebene, so geht 3 bei der
Transformation

' X =4dx,, xo=4dx,, X3=2%,4

in einen isotopen Zopf 3™ iiber, der bei geniigend kleinem d keinen
Punkt mit gemeinsam hat, Man erkennt dies an der Projektion von 3,
die eine duBere oder innere Parallelkurve zu der Projektion von 3 ist,
je nachdem d > 1 oder d < 1 ist. 3" selbst ist eine Parallelkurve zu 3.
Diesen ProzeB kann man etwa g-mal iterieren; man erhilt so ¢ Zopfe
3D, 3@, ..., 3@, welche insgesamt eine Verkettung aus ¢ isotopen
Kurven bilden.

Um dicse Verkettung noch auf eine andere Art zu veranschaulichen,
betrachten wir einen Schlauch &, der die Kugeln mit konstantem
Radius ¢, deren Mittelpunkte auf 3 liegen, einhiillt. Ist o klein genug,
so ist S eine doppelpunktfreie Fldche, die sich eineindeutig und stetig
auf den Torus abbilden 1ift. 3 mdoge die Scele von
© heiBen. Wir kénnen nun die 3® (1 =1,2,...,9) /\
in ein System von einfachen, allerdings krummlinigen
Kurven des Schlauches & deformieren.

Die konstruierte Verkettung unterwerfen wir nun
noch der folgenden Abdnderung. Es sei s; eine Strecke
von 3 und s{f (k =1, 2, ..., ¢) die entsprechenden par-
allelen Strecken von 3®. Diese Strecken mégen durch Fig. 18.
die Gegenseiten g,, g, eines Rechtecks in A®), B® ge-
troffen und die ¢ Teilstrecken A®B® durch einen Zylinderzopf g-ter
Ordnung mit der Verdrillung 7 ersetzt werden. Falls g zu 7 teilerfremd ist,
entsteht so ein einziges Polygon, das ein Parallelknoten zu 3 heien moge
(Fig. 18). Bildet man einen Parallelknoten, indem man an einer anderen
Stelle aufschneidet und einen Zylinderzopf mit der Verdrillung 7 einfiigt,
so entsteht ein zu dem ersten isotoper Parallelknoten. Die Isotopieklasse

(P



16 II. Knoten und Matrizen. [22

eines Parallelknotens ist also durch die Zahlen q, v festgelegt. Natiirlich
ist damit noch nicht gesagt, daB verschiedene Zahlenpaare auch ver-
schiedene Isotopieklassen liefern.

Ahnlich kann .man bei beliebigen Knoten f Parallelknoten I,
erkliren. Hierzu sei noch bemerkt: Deformiert man f in ' und bildet
die Parallelknoten f,,. von ¥, so ldBt sich jeder Knoten ¥,, in einen
Knoten ¥, deformieren; hierbei entsprechen sich jedoch unter Um-
stinden Parallelknoten mit verschiedenem 7, #’. Sidmtliche einfachen
geschlossenen Kurven des Schlauches & lassen sich in Parallelknoten
zu der Seele des Schlauches oder in ein Dreieck deformieren.

Als Schlauchknoten (11; 21; 34) s-ter Stufe bezeichnen wir die-
jenigen Knoten, die durch s-malige Bildung von Parallelknoten aus
dem Kreis entstehen.

Ein Schlauchknoten erster Stufe ist also bestimmt durch Angabe
von zwei teilerfremden Zahlen ¢, und 7,. Die ¢, Fiden winden sich |r,|-mal
um den Kreis herum. Diese Knoten heilen Torusknoten, da sie sich
doppelpunktfrei auf eine unverknotete Torusfliche legen lassen.

Die Schlauchknoten zweiter Stufe liegen auf einem Schlauch, dessen
Seele ein Torusknoten ist; er ist bestimmt durch die Angabe von vier
Zahlen ¢, 7., ¢,, 7,:

¢1, 7y zur Bestimmung des Torusknotens,

gy, 7 zur Bestimmung des Parallelknotens
desselben (Fig. 18).

Allgemein ist ein Schlauchknoten s-ter Stufe durch die Angabe
von s Zahlenpaaren

9i5 715 Gar?as o oo 9ss 7
bestimmt, wobei ¢; > 1 und g;, 7; teilerfremd sein muB. Die Schlauch-
knoten stehen in einer wichtigen engen Beziehung zu den Singularititen
ebener algebraischer Kurven (11; 21; 34).

Zweites Kapitel.
Knoten und Matrizen.

§ 1. Elementare Invarianten.

Es ist sehr einfach, eine Reihe von Knoteninvarianten zu definieren,
ohne gleichzeitig eine Vorschrift anzugeben, dieselben aufzufinden. Unter
allen reguldren Projektionen eines Knotens gibt es z. B. solche, in der
die Anzahl der Doppelpunkte, der Gebiete oder der schwarzen Gebiete
der Projektion am kleinsten ist, und die zugehérigen Minimalanzahlen
sind entsprechend ihrer Definition Knoteninvarianten.
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Jede Knotenprojektion kann man ferner durch geeignete Verwand-
lung von Uberkreuzungen in Unterkreuzungen bei etwa % Doppel-
punkten der Projektion in eine Kreisprojektion iiberfithren. Das Mini-
mum m (k) dieser Operationen, die Minimalanzahl der Selbstdurchdrin-
gung also, durch welche ein Knoten in einen Kreis iibergefiihrt wird, ist
ein natiirliches MaB der Verknotung. Ferner lassen sich nach 1, 4 in
jedes Polygon doppelpunktfreie Polyeder einspannen. Diesen kommt
im Sinne der kombinatorischen Topologie eine bestimmte Chardkte-
ristik %2 zu, und das Minimum (k) derselben ist eine Invariante. Der
Kreis ist offenbar dadurch gekennzeichnet, daB das eingespannte
Polyeder von der Minimalcharakteristik ein Flichenstiick im Sinne
der kombinatorischen Topologie ist.

SchlieBlich kann man zu jedem Polygon die von ihm berandeten
Polyeder mit Selbstdurchdringung betrachten, die im Sinne der kombi-
natorischen Topologie Flichenstiicke mit Singularititen sind. Unter »
verstehen wir die Anzahl der Schnittpunkte des Polygons mit dem ein-
gespannten Fliachenstiick und nennen 7 auch die Anzahl der Rand-
singularitdten. Die Verknotungszahl ¢ sei nun das Minimum m(7) = c.
Die Behauptung, daB der Kreis durch m(r) = 0 gekennzeichnet sei,
ist der Inhalt des sog. DEHNschen Lemmas, dessen Beweis jedoch nicht
stichhaltigist (15; 22). cist vermutlich stets eine gerade Zahl; ausc < 2
folgt (26) ¢ = 0.

So einfach und geometrisch sinnvoll die Definition dieser verschie-
denen Knoteneigenschaften ist, es gibt keine Methode, sie allgemein
festzustellen, sie z. B. aus einer Knotenprojektion abzulesen.

Etwas zuginglicher sind die analogen Fragen bei Verkettungen.
Ist eine regulire Projektion einer Verkettung aus zwei orientierten
Polygonen ¥, und {, vorgelegt, so seien D; (¢ =1, 2, .. ., &) die Doppel-
punkte, in denen ¥, das Polygon ¥, iiberkreuzt, und &; die diesen Doppel-
punkten in 2, 2 (1) zugeordnete Charakteristik. Setzen wir (I12)

h

e =1,

i=1
und bilden analog v,,, so ist v,,=1v,;,=v. Wir nennen v die Ver-
schlingungszahl der Verkettung. Die Invarianz von v bei Deformationen
1aBt sich leicht nachweisen; v ist ferner gegeniiber solchen Deforma-
tionen invariant, bei denen die Polygone ¥; sich mit sich selbst,
aber nicht untereinander durchsetzen diirfen. Durch solche Defor-
mationen 148t sich eine Verkettung mit der Verschlingungszahl v in
eine alternierende Torusverkettung mit 2 v Uberkreuzungen iiberfiihren.
GAuss (17) hat ein Integral zur Berechnung von v angegeben; zur
Berechnung von v mittels der Wegegruppe des Knotens ¥, oder f,
vgl. man 3, 9.

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 2



18 II. Knoten und Matrizen. 124

Zwei Polygone 1, f, einer Verkettung mogen unverkettet heilen,
wenn sie durch Deformationen 4, 4’ in Polygone iibergefithrt werden
konnen, deren Projektionen punktfremd sind.

Unterwerfen wir f; beliebigen Deformationen, bei denen f; sowohl
sich selbst als wie f, durchdringen darf, so 148t sich f; natiirlich in eine
mit f, unverkettete Kurve verwandeln. Unter der Verkettungszahl c,,
von f; beziiglich f, verstehen wir nun die Minimalanzahl von Durch-
dringungen mit §,, die erforderlich ist, um f, in eine mit ¥, unverkettete
Kurve iibefzufiithren.

¢, ist 1. a. von ¢y, verschieden (26), bei unverknoteten Kurven ist
hingegen ¢,3=1¢,,. In 8,9 werden wir zeigen, dafl es Polygone mit
v = 0 und ¢;, 0 gibt. DaB zwei Polygone mit ¢,, = ¢,; = 0 noch ver-
kettet sein konnen, zeigen die Viergeflechte (6); die Wegegruppen
dieser Verkettungen sind nimlich von den Wegegruppen zweier un-
verketteter Kreise nach 8, 14 verschieden. Fiir die Verkettungszahlen
gibt es direkte Berechnungsvorschriften nicht.

§ 2. Die Matrizen (cj;).

Wir wollen uns nunmehr nach Methoden umsehen, berechenbare
Knoteninvarianten aufzufinden. Wir gehen so vor, daB3 wir zunichst
rein formal die Berechnungsvorschriften zur Definition der Invarianten
angeben, dann formal ihre Invarianz nachweisen und erst zum Schlul}
in 3, 8 und 3, 10 ihre geometrische Bedeutung untersuchen.

Zu diesem Zweck erkliaren wir zunidchst Matrizen, die man aus einer
vorgelegten reguldren normierten Knotenprojektion direkt ablesen kann;
die von Eins verschiedenen Elementarteiler dieser Matrizen werden sich
als Knoteninvarianten herausstellen.

Die Knotenprojektion besitze » Doppelpunkte D; (1 =1, 2, ..., n).
Die zugehorigen Unterkreuzungsstellen U; zerlegen den Knoten in
n Streckenziige $;, S,, . . ., Sp. Nach Auszeichnung einer Richtung des
Knotens kénnen wir die D; und s; so numerieren, da3 s; dem Durch-
laufungssinn entsprechend von D;.; nach D; fithrt; der Streckenzug
sisiy1 werde in D; von s iberkreuzt (1 =1,2,..., n); hierbei sei
Dy = Dy, Dy = Dy und sp41 = s5.

Nach Auszeichnung eines positiven Drehsinns in der Projektions-
ebene ordnet man dem Punkte D die Charakteristik ‘

(1) & =1

zu, wo &€ = 41 oder ¢ = —1 ist, je nachdem die¢ Richtung des iiber-
kreuzenden Bogens sich durch eine positive oder negative Drehung
um D; von einem Winkel kleiner als zwei Rechte in die Richtung von s;
uiberfithren 1aBt (Fig. 19). Die Charakteristik-hdngt nicht von der
Orientierung des Knotens ab.
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Nun bilden wir zu einer beliebigen festen ganzen Zahl 4 = 1 eine
Matrix (c% ) von % - Zeilen und Spalten nach folgender Vorschrift (8):

Jedem Bogen s; (1 =1,2,...,m) ordnen wir & Spalten (s, k)
(k=0,1,..., A—1) und jedem Punkt D; (¢ =1, 2,..., n) ordnen wir
h Zeilen (¢, k) (k =0,1,..., A — 1) unserer Matrix zu.

Ist 2(3) -4, ¢ +1 und & = +1, so setzen wir in der Zeile (7, &)
—1 in die Spalte (¢ + 1, 2 — 1) — “—
+1 in die Spalte (¢, &) / \
+1 in die Spalte (4(i), & — 1) / AN
—1 in die Spalte (A(s), &). Fig. 10.

Ist A(3) #= ¢, 4 + 1 und ist & = —1, so setzen wir in der Zeile (i, k)
—1 in die Spalte ( + 1, 2 — 1) | —1 in die Spalte (4(s), & — 2)

+1 in die Spalte (¢, £ — 2) +1 in die Spalte (A(¢), £ — 1)
und beidemal in die anderen Stellen dieser Zeilen je Null.
Ist A() = ¢, so schreibe man sowohl fiir ¢ = 41 wie fiir & = —1

—1 in die Spalte (+ + 1, & — 1)
+1 in die Spalte (2, £ — 1)
und an die iibrigen Stellen Null.
Ist A(#) =4 4+ 1, so schreibe man fiir & = 41 bzw. & = —1
-+1 in die Spalte (¢, ) bzw. (¢, £ — 2)
—1 in die Spalte (¢ + 1, %) bzw. (: +1, & — 2)
und an die iibrigen Stellen Null. Hierbei bedeute (¢, —1) und (¢, —2)
bzw. die Spalte (¢, 4 — 1) und (¢, A — 2), wenn A = 2 ist, und die
Spalte (¢, 0), wenn 2 = 1 ist.

Die Matrizen (cks) lassen sich aus den normierten Berandungs-
beziehungen der Doppelpunkte D; und der Streckenziige z; der Projek-
tion ablesen. Umgekehrt lassen sich diese Berandungsbeziehungen aber
auch aus jeder Matrix (c* g) bestimmen. Die von Eins verschiedenen
Elementarteiler von (cl, ;) migen Torsionszahlen h-ter Stufe heifen.

Aus der Matrix (¢ g) erhdlt man cine Matrix mit gleichen Elementar-
teilern, wenn man 4 Spalten (7, k) (¢ = 0, 1, . . ., & — 1) mit beliebigen
1y streicht; denn addiert man je » Spalten (7, k) mit festem & zueinander,
so erhilt man eine Spalte aus nur Nullen.

Die Elementarteiler der Matrix (cj4) sind simtlich gleich 1.

Eine andere aus denselben Inzidenzbeziehungen bestimmbare Matrix
mit invarianten Elementarteilern erhidlt man durch die folgende Vor-
schrift: Es moge jedem Bogen s; die i-te Spalte und jedem Doppel-
punkt D; die i-te Zeile einer Matrix zugeordnet sein. Falls A(3) = ¢
und A(3) 5~ ¢ 4 1 ist, so setze man in der Zeile ¢ :

+1 in die Spalte ¢ und 7 4 1
—2 in die Spalte 4()
und fiir alle ibrigen Elemente der Zeile Null.
2%
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Falls A(1) = ¢ + 1, setze man in der Zeile ¢

+1 in die Spalte ¢

—1 in die Spalte 7 4 1 ‘
und Null in die iibrigen Stellen der Zeile. Falls 1(s) = ¢ ist, setze man

+1 in die Spalte ¢ 4 1

—1 in die Spalte 7.
Diese Matrix hat dieselben von Eins verschiedenen Elementarteiler wie
die Matrix (c% ). '

§ 3. Die Matrix (aqx).

Wir bilden jetzt Matrizen, deren Spalten den verschiedencn im
Endlichen gelegenen Gebieten der Knotenprojektion entsprechen. Wir
beschrdanken uns auf zwei Beispiele dieser Art: Es entspreche wieder
dem Doppelpunkt D; (¢ =1, 2,...,n) die i-te Zeile und dem Gebiet
Iy (k=1,2,...,n+1) die k-te Spalte. Die Elemente der Matrix
mogen mit d;; bezeichnet werden, wo ¢ der Zeilen- und % der Spalten-
zeiger sei. Es sei dann &;; = 0, wenn D; und [ nicht inzidieren. Falls
in D; vier verschiedene Gebiete zusammenstoBen, sei bix = +1 oder
—1, je nachdem I rechts oder links vom iiberkreuzenden Bogen s;;
liegt. Sind die in D; zusammenstoBenden Gebiete nicht samtlich von-
einander verschieden, so heiBt das: in D; stoBt ein Gebiet 1% an sich
selbst an, wihrend dic beiden anderen mit D; inzidierenden Gebiete %,
und I, verschieden sind. Es sei dann &;; = 0 und b;, = +1 oder —1, je
nachdem I, (/=1, 2) rechts oder links vom iiberkreuzenden Bogen liegt.

Eine dhnliche Matrix &;; erhdlt man, wenn man in der obigen Vor-
schrift den.tiberkrcuzenden Bogen durch das Paar der iiberkreuzten
Bogen sisiyy ersetzt.

Ferner kann man den Gebieten und Doppelpunkten gewisse Matrizen
(b, 5) zuordnen, die dhnlich wie die Matrizen (c} ) in 2, 2 gebaut sind (5).

SchlieBlich wollen wir die schwarzen Gebiete noch zur Definition
ciner Matrix verwenden.

Einem Doppelpunkt, der Randpunkt von den schwarzen Gebieten
I'; und I'y (¢ =~ k) ist, ordnen wir eine Inzidenzzahi

(1) n=410
zu, und zwar setzen wir 7 = 41, wenn nach Orientierung der Projektions-
ebene der iiberkreuzende Bogen im positiven Sinne tiber ein schwarzes
— «— Gebiet in den unterkreuzenden zu drehen ist (Fig. 20).
Z Z Kann diese Drehung im positiven Sinne nur iiber
ein weiBles Gebiet ausgefithrt werden, so setzen wir
= —1. StoBt in einem Doppelpunkt ein schwarzes
Fig. 20 Gebiet an sich an, so soll der Punkt die Inzidenzzahl 0

erhalten. Man sieht, daB ein Doppelpunkt, der mit I'; und I'; inzidiert,
fiir beide Gebiete die gleiche Inzidenzzahl erhilt. Jedem Doppelpunkt
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der Knotenprojektion ist also eindeutig eine der Zahlen +1, —1,0
zugeordnet.

Es mogen nun Iy (4 =1,2,...,m) die im Endlichen liegenden
schwarzen Gebiete und I'y das unendliche Gebiet sein. Es werde dann
folgende quadratische Matrixe (a;) von m Zeilen und Kolonnen
gebildet (10):

ai; moge die Summe aller Inzidenzzahlen der Doppelpunkte des Ge-
bietes I und asx fiir (i <= Rk) (5,k =1, 2, ..., m) die negatéve Summe der
Inzidenzaahlen der Doppelpunkte, die gleichzeitig zu I'; und I'y gehiren,
sein. Aus dieser Erklirung folgt sofort, dal3

Ak = s :
nd — )
u Qi = Qg — o, ik
¥ Fi

ist, wobei a;, die Summe der Inzidenzzahlen ist, die gleichzeitig zu I
und dem unendlich groBen Gebiet I'; gehéren.
Die Matrix (a;;) aus den Elementen

arp =2 bty (kl=1,2,...,m+1)
7

steht in einer einfachen Beziehung zur Matrix (a;x). Durch Streichung
der den weien Gebieten entsprechenden Zeilen und Kolonnen erhilt
man niamlich aus der Matrix (a},) die Matrix (aiz); 4} ist gleich Null,
wenn I'; und Iy verschieden gefirbt sind.

Die von 1 verschiedencn Elementarteiler der Matrizen (bix), (85%)
und (a;x) sind gleich den Torsionszahlen zweiter Stufe. Die Matrizen
konnen aber auch unabhéngig von ihren Elementarteilern Interesse
beanspruchen (vgl. 2, 7).

§ 4. Die Determinante des Knotens.

Unter den im vorigen Abschnitt erkliarten Matrizen verdient die
Matrix (a;x) besondere Beachtung. Wir zeigen zuerst, daBl die Deter-
minante der Matrix (a;;), die ,,Deferminante des Knotens*, immer un-
gerade und damit von Null verschieden ist.

Macht man nidmlich in einem zu I'; und I'; (¢ =+ k) gehérigen Doppel-
punkt den iiberkreuzenden Streckenzug zum unterkreuzenden, so geht
fiir =0 a;; in a; + 2 und fir A=~0 @, az; in ag -+~ 2 iber,
d. h. die Determinante der neuen Knotenmatrix ist gerade oder un-
gerade,. je nachdem es die urspriingliche ist. Durch geeignete
derartige Abidnderungen kann man jede Projektion in eine
Kreisprojektion verwandeln. Nehmen wir nun als bewiesen -
hin, daB der absolute Wert der Determinante eine Invariante Fig. 21.
ist, und berechnen wir ihren Wert fiir die in Fig. 21 ange-
gebene Kreisprojektion — er ist gleich Eins —, so folgt das Behauptete.

Wir wollen jetzt die Determinante in einigen speziellen Féllen genauer
beschreiben und berechnen. :
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Bei alternierenden Knoten inzidieren alle Doppelpunkte mit schwar-
zen Gebieten gleichartig, denn die im Rande eines schwarzen Gebietes
benachbarten Doppelpunkte besitzen die gleiche Inzidenzzahl. Die
Inzidenzzahlen der Punkte kénnen z. B. alle = 41 oder 0 genommen
werden. Der Betrag der Determinante des Knotens kann hier dem-
nach in der folgenden Form geschrieben werden:

2:1011,, —dyg oo —diy

........................

Darin bedeutet d;¢ dic Anzahl der Doppelpunkte, in denen I'; und I,
zusammenstoflen, und d;; (¢ -~ k) die Anzahl der Doppelpunkte, in
denen [; und I'; zusammenstoBen (1 =1,2,...,m, k=1,2,...,m).
Die d; sind also sdmtlich groBer oder gleich Null.

-Fiir normale Knoten ist |dy;| die Anzahl der Doppelpunkte, die mit
I'; und I'yinzidieren, und das Vorzeichen von d;; gleich dem Vorzeichen
der Inzidenzzahlen dieser Doppelpunkte; |d;x| ist die Anzahl der
mit I'; und I inzidierenden Doppelpunkte, und das Vorzeichen von
d;x stimmt mit dem Vorzeichen der Inzidenzzahlen dieser Doppelpunkte
tiberein.

Fiir die alternierenden Torusknoten (Fig. 7) mit # Uberkreuzingen
ist die Determinante (bis auf das Vorzeichen) gleich #.

Fiir die 'in Fig. 8 dargestellten Brezelknoten mit «,, a,, a; Uber-
kreuzungen auf dem ersten, zweiten und dritten Zweierzopfteil ist
die Determinante gleich

a1+ag, — Qg

=aya, + aya; + azag .
—dy, ay+ay

§ 5. Die Invarianz der Torsionszahlen.

Wir zeigen nun, daB die von 1 verschiedenen Elementarteiler der
Matrizen (cj4) Knoteninvarianten sind, indem wir die Abinderungen
der Matrizen bei den drei.wesentlichen Operationen £. 1, 2, 3 unter-
suchen. Spiter werden sich andere Wege zeigen, diesen Nachweis zu
fithren, Wege, die vielleicht naturgemifer, jedenfalls aber weniger ele-
mentar sind, weil sie den Gruppenbegriff oder den Begriff der Uber-
lagerung und der Homologie voraussetzen (vgl. 8,9 u. 10).

. (2.1.) In einen doppelpunktfreien Bogen, den wir bei geeigneter
Numerierung s, nennen kénnen, legt sich eine Schleife. Von den ver-
schiedenen Moglichkeiten der Normierung. und Qrientierung geniigt
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es, hier und ebenso bei den anderen beiden Abinderungen Q., eine zu
erledigen, da dann klar ist, wie die Uberlegung in den anderen Fillen zu
geschehen hat.

Der Doppelpunkt der Schleife heie D,,, und der ncue Bogen
Sn+1. Es iiberkreuze s, in Dy so, daB etwa &, = -1 ist. Die neue
Matrix hat A zu D,y gehérige Zeilen und % zu s,,; gehorige Spalten
mehr als die urspriingliche. Die zu den anderen Doppelpunkten ge-
horigen Zeilen sind bis auf die zu s, gehorigen Spalten unverindert,
und diese Spalten sind hochstens so verdndert, daB ihre zu einem Punkt
D; gehorigen Elemente an die entsprechende Stelle der gleichen Zeile
der zu s, gehorigen Spalten geriickt sind. Addiert man also die Spalten
der Nummer (» + 1, k) zu denen der Nummer (n, &), so erhilt man eine
Matrix, die mit der urspriinglichen bis auf dic Spalten (» +- 1, &) und
die Zeilen (n 4+ 1, k) (k = 0,1, ..., A— 1) ibercinstimmt. In der Zeile
(m + 1, R) tritt nun in der Spalte (# 4+ 1, & — 1) eine —1 auf, so dal}
man alle in anderen Zeilen dieser Spalten stehende Elemente durch
sukzessives Addieren oder Subtrahieren dieser Zeilen zu Null machen
kann. Die so abgednderte Matrix hat aber ersichtlich die gleichen von 1
verschiedenen Elementarteiler wie die urspriingliche Matrix.

(Q.2.) Als zweite Moglichkeit ist der Fall zu erledigen, dal} sich
zwel verschiedene Bogen tibereinander schieben und dadurch zwei neue
Doppelpunkte entstchen.

Der iiberkreuzende Streckenzug sei mit s; numeriert und die neuen
Doppelpunkte mit D, und D,,s bezeichnet und analog dic neuen
Strecken mit $,4¢, Sp4+2 in der Reihenfolge des Durchlaufungssinnes
des Knotens. Sei etwa &,,,= —1, dann ist &,,2 = -+1. Die necuen
zu Dy und Dy, 49 gehorigen Zcilen (n - 1, k), (n + 2, k) haben folgende
Figenschaft: In den Spalten (n + 1, k) sind auBer den Elementen der
Zeilen (n + 1, k), (n + 2, k) alle Elemente Null, da s, als Streckenzug
nur in den beiden neuen Doppelpunkten vorkommt. Die urspriing-
lichen zu s, gehorigen Elemente auBerhalb der neuen 2% Zeilen erhilt
man in der abgednderten Matrix, wenn man die Sp'ilten (m+ 2, k)
zu den Spalten (n, k) addiert.

Um einzusehen, daB die von Eins verschiedenen Elementarteiler der
beiden Matrizen iibereinstimmen, addiere man die Spalten (# + 1, &)
zu den Spalten (/, k), und dann subtrahiere man die Spalten (n +1, k).
von den Spalten (/, 2 —1). Dadurch sind die Elemente der Zeilen
(m 4+ 1, k) und (» + 2, k) in den Spalten (/, £) zu Null gemacht. Durch
Addition der Zeilen (n + 1, 2k + 1) zu den Zeilen (n + 2, k) erreicht
man, daB die Elemente der Spalten (# + 1, &) in allen Zeilen zu Null
werden bis auf ein Element gleich —1 inden Zeilen (# + 1, k) und Spalten
(m 41,k —1). Durch Addition der Spalten kann man alle weiteren
Elemente der Zeilen (#» + 1, k) wegschaffen. Addiert man dann die
Spalten (n + 2, k) zu den Spalten (un, k), so stehen in den Zeilen
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(n + 2, k) nur Nullen bis auf ein Element gleich —1 je in der Spalte
(n 4+ 2, R)und Zeile (n+ 2, % + 1).

Durch Addition und Subtraktion der Zeilen (n + 2, k) kann man
dann, ohne die anderen Spalten zu idndern, alle Elemente in den Spalten
(n + 2, k) bis auf die in den Zeilen (» + 2, k) zu Null machen. Die
neue Matrix stimmt ersichtlich mit der urspriinglichen in den von Eins
verschiedenen Elementarteilern iiberein.

(£2.3.) SchlieBlich bleibt noch die Operation £2. 3. zu behandeln,
fir die wir den durch Fig. 22 definierten Fall herausgreifen.

Von der zu Fig.22 (a) gehori-
gen Matrix kommt man zu der zu
Fig.22 (b) gehorigen Matrix, indem
man zuerst die Zeilen (/, £ — 1) zu
den Zeilen (n — 2, k) addiert und
von den Zeilen (n — 1, k) subtra-
hiert, dann die Spalten (n — 1, &)
zu den Spalten (/, £) addiert und von
den Spalten (! + 1, k) subtrahiert. In den Fillen, wo s,_3, Sa, S,
Si+1, §; nicht alle verschieden sind, vereinfacht sich die Betrachtung
naturgemidB. Damit sind die Elementarteiler dieser Matrizen als
Knoteninvarianten erkannt.

Fig. 22.

§ 6. Torsionszahlen spezieller Knoten,

Fiir spiegelbildliche und verschieden gerichtete Knoten sind die
Torsionszahlen identisch. Man kann dies direkt zcigen; es folgt aber
auch aus der gruppentheoretischen Bedcutung der Torsionszahlen (8, 7)
und dem Verhalten der Gruppe bei spiegelbildlichen und verschieden
gerichteten Knoten (8, 5).

Bei alternierenden Torusknoten mit #» Uberkreuzungen besitzt die
Matrix (c?xﬂ) nur einen von Eins verschiedenen Elementarteiler, und
dieser ist gleich #. Unter den Brezelknoten gibt es solche, die keine
Torsionszahlen zweiter Stufe besitzen (vgl. 2, 11).

Mit Hilfe der Elementarteiler der obigen Matrizen fiir 4 = 2 und 3
gelingt es bereits, alle Knoten von acht und weniger Uberkreuzungen
der am Schlul angefiigten Tabelle zu klassifizieren. Unter den Knoten
mit neun Uberkreuzungen treten hingegen Knoten auf, die gleiche
Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe haben und mit anderen Mitteln
als verschieden erkannt werden kénnen (vgl. 8, 15), namlich 7, und Q>
8,5 und 94,9, und 9, Diese Knoten stimmen sogar in sdmtlichen
Torsionszahlen iiberein; fiir sie sind nidmlich die in 2,14 erklirten
L-Polynommatrizen L-dquivalent (2, 15 u. 3, 14), und aus dieser Aqui-
valenzklasse lassen sich nach 8, 7 die Torsionszahlen bestimmen. Die
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Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe haben fiir die Knoten der
Tabelle am SchluB die folgenden Wertel.

Typ p=2 | a=3 | e | =2 | =3 | Ty | a=2 | a=3

31,; 3 2,2 815a 33 16,16 922«1 43 14,14
41a 5 4,4 816a | 35 11,11 9914 45 22,22
51a 5 - 817a 37 13,13 924‘, 45 ~16,16
Sea 7 5,5 8184 3,15 | 2,2,8,8 Y254 47 26,26
614 9 7.7 819 3 4,4 964 47 17,17
624 11 5,5 820n 9 4,4 9y1a | 49 19,19
63,. 13 7.7 821n 15 8,8 o()gga 51 20,20
T1a 7 — 94 9 — °9s94 51 20,20
754 11 8,8 LT 15 11,11 9304 53 22,22
T3a 13 4,4 930 19 - sta 55 23,23
*Tia 15 11,11 94 21 7,7 asa 59 23,23
T5a 17 7,7 9% 4 23 17,17 9334 61 25,25
T6a 19 11,11 %a 27 4,4 9344 69 31,31
T1a 21 13,13 974 29 13,13 9354 3,9 20,20
814 13 10,10 | X9,, 31 17,17 D64 37 10,10
824 17 - 99,; 31 5,5 937,; 3,15 28’28
831a 17 13,13 904 33 13,13 384 57 28,28
84a 19 8,8 O1a 33 7.7 9304 55 32,32
8sa 21 4,4 924 35 20,20 9%0a 5,15 | 4,4,8,8
86a 23 11,11 934 37 16,16 914 7,7 28,28
814 23 5,5 9144 37 . 22,22 yan 7 2,2

884 25 13,13 s 39 23,23 uan 13 2,2

89a 25 7,7 9164 39 8,8 iin 17 10,10
8104 27 8,8 914 39 11,11 Qisn 23 14,14
8i1a 27 14,14 9isa 41 19,19 946 n 3,3 7,7

8124 29 19,19 904 41 25,25 9in 3,9 5,5

8134 29 16,16 904 41 13,13 usn 3,9 17,17
X81ia 31 17,17 %ot 4 43 26,26 90n 5,5 10,10

§ 7. Die quadratische Form eines Knotens.

Wir haben gesehen, daB3 die durch die Knotendeformationen bewirkten
Abinderungen der Matrizen (ckj) die von 1 verschiedenen Elementar-
teiler unverédndert lassen; damit ist aber umgekehrt keineswegs gesagt,
daB diese Elementarteiler die einzigen Eigenschaften dieser Matrizen
sind, die bei Knotendeformationen erhalten bleiben. Allerdings scheinen
die weitergehenden Invarianten schwerer faBbar zu sein, jedenfalls
ist das Verhalten der verschiedenen in 2,2 und 2,3 angegebenen
Matrizen ganz abweichend voneinander. Ein Resultat liegt nur beziiglich
der Matrizen (b;x), (bix) und (a;x) vor. Wir geben nur das letztere wieder.

Um die Anderungen der Matrix () bei Knotendeformationen zu
untersuchen, zerlegen wir die drei Operationen £. 1, 2, 3 in zwei Klassen

! Die Tabelle der Torsionszahlen unterscheidet sich von der von ALEXANDER
und BrIGGs (§) angegebenen fiir die Knoten 8, und 944. Der Index a bedeutet
alternierend, » nichtalternierend.
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« und B, je nachdem die Zahl der weiBen oder der schwarzen Gebiete
durch sie geindert wird (19).

(2. 1x.) In einen doppelpunktfreien Bogen legt sich eine Schleife,
die ein neues weiBes Gebiet schafft. Dann st6Bt in dem neuen Doppel-
punkt ein schwarzes Gebiet an sich an, so daB3 die Matrix sich bei dieser
und der inversen Operation nicht dndert.

(2. 2&.) Zwei Bogen schieben sich iibereinander, so daf3 zwei neuc
weiBle Gebicte entstechen. Von den ncuen Doppelpunkten crhélt der
eine dic Inzidenzzahl 4-1 und der andere —1, so daB die Matrix sich
auch bei dieser und ihrer inversen Operation nicht dndert.

(2. 18.) Die neue Schleife der Projektion umschlieBe ein schwarzes
Gebiet I, ;1. Die neue Matrix (ai) besitzt cine Zeile und Spalte mehr
als (a;z). Falls I’y in dem neuen Doppelpunkt dem Gebiete Iy gegen-
iiber liegt, wird

a:n+1m+l =1,

je nachdem der Doppelpunkt -1 oder —1 als Inzidenzzahl besitzt,

ferner , ’ ,
A1k = Qmir =0 (k:112""1m)

und sonst ;o
A — i -

Falls I,y in dem ncuen Doppelpunkte einem Gebiet I (£ - 0)
gegeniiberliegt, so kénnen wir ohne Einschrinkung I’y = I, annehmen.
IFiir die dazugehorige Matrix (a};) gilt:

’”
Apnttmet = :t 1
unter gleichen Bedingungen wie bei @y g myq und
7’ 7”7 7 Ju—
Aam = Amm £ 1, Gppim= A1 = 1
’” ’”

Ay tk = Apmyr = 0 (/"»"-’:1,2, ...,m—1)
und sonst ”
A == iy -

Der Charakter dieser Abdnderungen wird iibersichtlicher, wenn wir
die der Matrix (a;x) jeweils zugeordnete quadratische Form

"7
f(xl»xi’ v ’)xm) :Zaikxixk
Tk

bilden. Man erkennt, daB die der Matrix (a7) zugeordnete quadratische
Form #* [7="(¥1, 22, -+, %ugi)
in die (4;;) zugeordncte quadratische Form f’
| =1 (%1, %3y -« +, Ximsr)
durch die unimodulare Substitution
X = %, (G=1,2,...,m)

4
Xm+1 = Xm + Xm+1
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iibergefithrt wird, und daB

st Pl s ooy Zmgn) =[50, %0 - oy ¥m) & ¥t
ist.

(£2.28.) Durch Ubereinanderschieben zweier Bogen mogen zwei neue
schwarze Gebicte entstehen. Falls das zerteilte Gebict nicht Iy ist,
konnen wir es durch Zeilen und Spaltenvertauschung zu I",, machen.
Es werde also I, in I, m r; m+1 und I o zerlegt, wobei F m+2 das
Gebict sei, das die beiden neuen Doppelpunkte zu Randpunkten hat.
Die neue Knotenmatrix (a7;) ist mit (a;;) durch die folgenden Glei-
chungen verkniipft:

4 .

Ak = Qs _ k,2=1,2,...,m—1)
/ ’

Amk = Amk + Amy1k > (k=1,2,...,m—1)
/’ 4 Il ’

Amm = Amm + Amt1mrr T 2Amt1m
4

am+2k ..... Agme = 0. (k:'l,Z, ....,m—1;m—!—2)

Ohne Einschrinkung kann man durch Wahl des positiven Drehsinns

’ ’
Apyz,m =1, Atz mr1 = —1
erreichen.
Ist die (aj;) zugeordnete quadratische Form

’ i ’ ’

f="rxna, o0 Xugs)
und setzen wir zur Abkiirzung

/(xl’ Koy v v e xm+;’) = /(xlr Koy ooy xm) i g(xm+l ’ xm+2) ’

wo

’ ’ ’ 2
g(xm+1 ’ xm+2) = (am Pkl @mdimt 2anm-lm) X+l = 2%mipt Xmye
ist, so geht /* durch die Substitution

x'-=x,-, (t=1,2,...,m)

xm—i—z = am+11x1 -+ am»l-12x2 + ot At me1 Xy
’ /’ /
+ (am-l-l m T+ Amiy m+l) Xm — Amitm¥m+1 + Xy
in (%, %5, ..., ¥m42) iber.

Wird hingegen bei Q. 2. das Gebict I', zerteilt, so steht die Knoten-
matrix (a}) in dem folgenden Zusammenhang mit der Matrix (a;x) : es ist
afy = ai, (@, k=1,2,...,m—1)
amizk =0, (k=1,2,...,m+2)

Imyomir =31

Die Werte der iibrigen aj,,,; spielen keine Rolle; man sieht leicht,
daB auch die (a7;) zugeordnete Form der Form f 4 g dquivalent ist.

(Q2. 3.) Es bleibt schlielich noch Q. 3 zu behandeln. Dabei geht ein
schwarzes Gebiet in ein weiBes oder umgekehrt iiber (Fig. 23). Es sei
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zunichst keines der an das Dreieck grenzenden Gebiete das Gebiet [,
Das Dreiecksinnere sei weil, die angrenzenden schwarzen Gebiete
numerieren wir mit I, _,, I',,_;, Iy, und die

5% Knotenmatrix nennen wir wieder (a;z). Bei der

' —  Deformation entstehe das Gebiet Iy, 1, und die

A= ncue Matrix sei (4;;). Dann ist

Fig. 23.
a::lc:aik (1'21,2,...,m-};k:1,2,-..,m)

und ferner
a;n-Hk:O, (k=1,2,...,m-3)
At m—2 = a:n'Hm—l = +1,
a;n+1m =41,
a:;;—?.k <= Apyogg + a;n-Hk»

A1k == A 1 -+ a;n»-i-lky (k %m + 1)

/’ /’
. Amk == Amk — A1k

Die (a;;) zugeordnete quadratische Form [ = f'(x], %3, . . ., %p,4y)
geht demnach durch die unimodulare Substitution
x: =Xy
x;rz~kl = F X -+ Xm-1 F %m £ Xm+1
in dic Form
/(xI» Koy ooy xm) ZJII xfn;H
iiber, wo f die der Matrix (a;x) zugeordnete Form ist.

Fiir den Fall, daB eines der Gebiete I'y, die das Dreieck begrenzen,
I’y ist, geniigt die Bemerkung, daB bei Deformation nur die (m — 1)-te
und die m-te Zeile gedndert werden. Die zugeordnete Form ist gleichfalls
der Form f + &2, ., dquivalent.

§ 8. MinkowskIs Einheiten.

Zusammenfassend erhalten wir also:

Ist f(xy, x5, ..., %m) die mittels der Matrix (a;r) dem Knoten zu-
geordnete quadratische Form, so lassen sich die durch Knotendeformation
bewirkten Abdnderungen von

(%) %g, ooy Xw)

aus den folgenden drev Typen und deren Inversen zusammensetzen:
2. 1. Die Variablen der Form werden unimodular transformiert

x, = Zoc,-kx;c (o;x ganzzahlig mit der Determinante 4-1).

2. 2. Die Form f(x,, x,, ..., x,) wird durch

f’(xp Koy « 00y xm+l) = /(xl: Xgy oo vy xm) :Exgn+1
ersetzt.
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2. 3. Die Form [(xy, %y, . . ., %m) wird durch

f’(xl' Xgs v o5 Xmyys xm+2) = f(xl’ Koy ooy xm) + ax;zru-l _zxm+l Xm+2
ersetzt. Hierin ist a eine beliebige natiirliche Zahl. '

Weil die Determinante der Matrix (4;;) ungleich Null ist, zerfillt
die Form 2 a x; % nicht.

Es sei hervorgehoben, daB sich die Invarianzeigenschaft der quadrati-
schen Form nicht aus ihrer Beziehung zu der Gruppe des Knotens ab-
leiten ldBt, weil die quadratische Form nach 2, 9 fiir gewisse spiegel-
bildliche Knoten verschieden ist, wihrend die Gruppen der Spiegelbilder
nach 8, 5 einstufig isomorph sind. Sie ist die einzige bekannte berechen-
bare Knoteneigenschaft, die nicht aus der Gruppe des Knotens herriihrt.

Aus der quadratischen Form lassen sich mittels der Einheiten
quadratischer Formen (24) von MiNnkowsKI in folgender Weise Knoten-
invarianten konstruieren. Wir definieren zunichst die Einheiten qua-
dratischer Formen in der folgenden Weise: Ist p cine ungerade Primzahl
und Za“, %; % eine quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten,
in deren Determinante p nicht aufgeht, so sei die Einheit C, der Form
gleich +1. Ist peine ungerade Primzahl und £ (x,, %,, . - ., %) =_, @ik %: Xk
eine quadratische Form, in welcher alle Koeffizienten mit 7 =# & durch
p? teilbar seien, ist also

(1) { /(xlnx2x LI xm) =a, x‘i)' + a2x3 + e + am—-qx‘;)n-—q
+ Il)(am-q+lx?n—q+l ‘I“ tet + an x?n) (mOdpg) »
und sind alle a@; hierin durch # nicht teilbar, so sei

H
Hierin bedeute ( a )
P
das LEGENDREsche Symbol und [4] die grote ganze Zahl, welche kleiner
oder gleich a ist. Ist schlieBlich f'(xy, %5, . . ., #n) eine beliebige Form,

so transformiere man f durch Einfithrung neuer Variablen mittels
Substitutionen aus rationalen Koeffizienten in die Normalgestalt (1)
und setze C, gleich der Einheit (2) von (1). MINKOWSKI zeigt, daB sich
erstens jede Form in eine Normalgestalt tberfithren 1i8t und daB
zweitens die Definition widerspruchsfrei ist. Daraus ergibt sich dann
zugleich, daB zwei quadratische Formen mit ganzzahligen Koeffizienten,
die durch Variablentransformation mit rationalem Koeffizienten in-
einander iibergehen, dieselben Einheiten C, besitzen. Die Berechnung
der Einheiten ist auf Grund der hier gegebenen Definition nicht schwierig.

Wir benotigen schlieBlich noch folgende Eigenschaft der Cp. Die
quadratische Form &

=h(%, Xy, ooy Kky Xhg1s - ooy Xmi)



30 I1. Knoten und Matrizen. [36

moge sich in eine Summe von zwei quadratischen Formen mit ver-
schiedenen Variablen :

h=hy(x;, %g, -, %) + Bo(Figrs -+ -0 %)

zerlegen lassen. Es bedeute p% die hochste in der Determinante der
Form k; und p% die hochste in der Determinante der Form 4, auf-
gehende Potenz einer ungeraden Primzahl p. Cy, und Cep seien die zu
den Formen %, bzw. h, gehérigen Einheiten, dann findet man nach
MiNnkowsKI(24) die zu & gehorige Einheit C,

P —1 pta—1

Co=1(—1) 2 2 .C,Cyp.

Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnitts folgt, daB diejenigen
Eigenschaften von quadratischen Formen, die den obigen Formen f”,
/" und f gleichzeitig zukommen und bei unimodularen Substitutionen
der Variablen erhalten bleiben, invariant mit dem Knoten verkniipft
sind. Hieraus folgt sofort, dal3 die Einheiten der Formen f' und f"
gleich den Einheciten der Form f sind, da die Zusatzformen -7,
und axmI 1 — 2%n+1 X¥ms2 die Determinante -|1 besitzen, fur sie also
stets Cp = 1 und d = 0 ist. Wir erhalten also:

In der zu einer Knotenmatrix (a;x) gehorigen qzmdmtasclzen Form sind
die MINKOWSKIschen Einheiten C, fiir ungerade Primzahlen p Knoten-
tnvarianten.

MinkowskKI definiert auch Einheiten beziiglich der Primzahl 2. Die-
selben sind jedoch nicht invariant, da sie von der bei Knotendefor-
mationen sich dndernden Variablenzahl abhdngen.

§ 9. Minkowskis Einheiten fiir spezielle Knoten.

Die gewonnenen Knoteninvarianten wollen wir fiir einige Knoten
auswerten.

Es seien in der orientierten Ebene die Projektionen der beiden
spiegelbildlichen Kleeblattschlingen vorgelegt (Fig. 2). Die zugehorigen
Formen sind

[f=132% und [ = —3x%

die beide fiir p = 3 Normalformen sind. Es ist
1 ’ —1
C3.= (’3*) = 1 und C:; = (—3 ) == *1 .

Das ist ein einfacher Beweis fiir die topologische Verschiedenheit der
beiden Kleeblattschlingen. Allgemein gilt:

Ein Knoten ist zu seinem Spiegelbild nicht isotop, wenn in der Deter-
minante der Knotenmatrix eine Primzahl von der Form 41 + 3 in ungerader
hichster Potenz aufgeht.



37] 9. Minxowskis Einheiten fiir spezielle Knoten. 34

Ist die quadratische Form % eine zur Knotenmatrix gehorige
Normalform einer solchen Primzahl, so ist —A eine zum Spiegelbild
gehorige Normalform. Die Zahl ¢ in 2, 8 (1) ist fiir eine in ungerader
Maximalpotenz in der Determinante aufgehende Primzahl ungerade,
und .es ist daher die zum Spiecgelbild gehorige Einheit Cj,

& =(3)en
d.h ¢, ——c,,

wenn p von der Form 4/ + 3 ist.

Die gefundene notwendige Eigenschaft amphicheiraler Knoten, da
keine Primzahl von der Form 4/ 4 3 in ungerader Maximalpotenz in
der Determinante des Knotens aufgehen darf, ist nicht hinreichend;
denn nach 8, 12 sind alle Torusknoten nicht amphicheiral.

Im folgenden sind die C, fiir die Knoten der am Schluf8 angefiigten
Tabelle zusammengestellt. C, = +1 bedeutet, daB ein Knoten und
sein Spiegelbild entgegengesctzt gleiche C, liefern. Die Knoten 7, und
9, mit denselben Torsionszahlen zweiter und dritter Stufe lassen sich
mittels der C,, als nicht isotop erkennen.

Typ Cp Typ Cp Typ Cp

314 | Cg = +1 815a |C3 =+41;Cpy= F1| 9394 |Cag=1cf:1

4111 C5 == —1 816a CS —1 C7 = :}:‘l ()23" (,3 __+ 1: C5 — ,.}_1
51a {C5 = +1 8174 |Cgp=—1 9244 |C3 =+1;C5 = 1
S04 |Cq = 41 8isa |Cy ==—1;C5 = -+1] 9y5, | Cg7 =1

61,, Cy = +1 819n CS =41 Qa6 a C47=j_—1

64y |Cyp= 41 820n | Cy =1 9974 |Cq =41

634 |Cry= —1 8un |C3 = 4:1;C5 = 1] 9p44 |Cy =41;Cy= —1
7ia | Cq = 4:1 914 |Cy =+1 9994 |Cy =41;Cia= —1
7ea |Chy = %1 990 |C3 = 1;C5 == 1| 9394 | Cpg=—1

734 |Ci3=+1 934 | Cro =1 9314 | Cs = +1;Cyy= -1
740 |C3 = £1;Cs=—1] 944 1C3 =41;C; = F 1] 93y, | Cgg =:t:1

750 | Cyp=—= —1 95a | Cag=ck1 9334 |Cor == +1

76a |Cro= -1 9%a [Cy =:+1 9344 | Cg == :11;Coy== 1
7726 |Cs = 215C= 1] 974 |Cag=+1 9354 | C3 =1

81a |[Cy= —1 93¢ |Ca==::1 9364 | Caz =41

81a [Cpp=—1 99a | Cap =1 374 |C3 =+1;C5 = —1
83a | Cyp=+1 910a |Cs = £1;C1== +1| 9a4a |C3 ==1;Cr9= 41
8ia |Cig= +1 e [Cs =H1;C = 41| 9394 |[C5 =—1;Cpy= -1
8sa [Cs = £15Cq= F1| 919, |C5 =+1;C; = 1| 9900 |C3 =41:C5 = -1
84a |Cyg= +1 9134 | Cgp =1 9414 | C7 =1

814 |Cog= +£1 9144 |Cag="—1 %9a | C7 =1

8sa |C5 = +1 9154 |Cy = 41;C 3= +1] 954 | C1g =41

8ys |Cs = +1 9164 | C3 =+1;C1g= 1] 944n |C1a=-+1

810a |C3 = -1 974 |Cs =4:1;C1a=41] 945 | Cog=41

8i1a [Cy = -1 9184 |Cap=—1 946n | C3 =11

8124 | Cog= —1 9194 | Car =1 947n | C3 =41

813a | Cag= —1 9904 |Cg1 =1 948 n Cy =41

8144 | Cgy = F1 9214 | Cas =1 9490 | C5 =—1
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§ 10. Eine Determinantenabschitzung.

Die Matrix () 1Bt sich zu einer ziemlich weitgehenden Klassifika-
tion der Knoten verwenden. Wir benétigen zu ihrer Durchfithrung
einige Determinantenabschidtzungen, diec wir zunédchst angeben (10; 20;
25; 31). Wir betrachten quadratische Matrizen (4;i), die den Be-

dingungen

m
(1) ;s :;:_":L;‘Iaikl (t=1,2,...,m)
v F e
geniigen.
Hauptminoren der Determinante A = ||a;z|| sollen diejenigen

Unterdeterminanten von A4 heiBlen, die aus 4 durch Streichen von
| Zeilen und Spalten gleicher Nummer entstehen (! << m). Sie gentigen
offenbar auch der Forderung (1). Die Determinante A4 soll irreduzibel
heiBen, wenn sie nicht in ein Produkt von Hauptminoren zerfillt.
Sei jetzt A irreduzibel und geniige den Bedingungen (1), dann gilt:
Die Determinante A4 = ||a;;|| ist dann und nur dann Null, wenn

es Einheiten €k=j:1 (k:1,2, ...,M)
gibt, so daB die a;; den Bedingungen

m
(2) D=0 (t=1,2,...,m)
k=1

geniigen. Die Hauptminoren von A mit weniger als m Zeilen sind stets
positiv, und ist 4 =+ 0, so ist auch 4 > 0.

Infolgedessen gilt die folgende Abschitzung von 4:

Es sei

3) $; = 4an _2|“1k|

F=2
und 4, die Determinante der zu a,, komplementiren Matrix, dann ergibt
sich fiir 4, wenn man nach der ersten Zeile entwickelt,

A=s4,+4,
— m -
wobei 4 aus A entsteht, indem man a,, durch > |a| ersetzt. A4 geniigt
k=1

der Bedingung (1) und ist mit A irreduzibel. Esist also 4 =: 0, und zwar
ist A >0, wenn (2) fiir A nicht gilt. Demnach ist

(4) A =54,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn fiir A

die Bedingung (2) erfiillt ist.
Die Abschitzung (4) 148t sich auf reduzible Determinanten iiber-

tragen. Sei ndamlich
A=AMA® . . A"

und A® (t=1,2,...,7)
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irreduzibel — sie mogen die irreduziblen Bestandteile von 4 heien —,
dann folgt aus der Abschitzung (4) auf A" angewandt

(5) A4 =54, (4, komplementir zu a,,),

wobei das GroBenzeichen gilt, wenn in der Abschitzung fiir A®
das GroBenzeichen gilt und wenn fir kein A® die Bedingung (2)
erfiillbar ist.

Diese Determinantenabschitzung wenden wir nun auf Determinanten
aus ganzen Zahlen an.

Sei A eine Determinante aus ganzen Zahlen, die der Bedingung (1)
geniigt, und sei

(6) S; == 2

?

/i3

I
o

und fiir jeden Hauptminor die gleiche Bedingung erfiillt, d. h. es
soll fiir die aus den Elementen einer Zeile nach der Vorschrift (3)
gebildeten s;

(7) 2 si=2

sein, dann ist (10)

m >0
(8) A -%"’:—2218»4-2{%&-
) v= u,v

Zum Beweise ordnet man die Zeilen und Spalten so um, daB s, 50
und daf} ferner fiir denjenigen Hauptminor Ay, der aus A durch
Streichen der % ersten Zeilen und Spalten entsteht, das nach Vorschrift
(3) gebildete syx 40 ist. Ist dann Ay eine reduzible Determinante mit
s1z =1, so gibt es in dem groBten irreduziblen Hauptminor, der die zu
s1z gehorige Zeile als erste enthilt, ein s;; =% 0 mit ¢ =% 1. Daher ist
nach (5) A> A=A, +1 fir s, =1
und A5, 4, fir s, > 1
und daher, falls 4, > 1 ist,

‘4 =0 sl + Al'
A zs, + Ay = sy + |ag, |+ 4.,
falls 4, >1, also 4 =, + S, + || + A ust.

Analog

Da wegen (7) 4,,_., > 1 ist, gilt die Abschitzung (8).

§ 11. Klassifizierung der alternierenden Knoten.

Diese gewonnene Abschitzung konnen wir direkt auf die Deter-
minante eines Knotens anwenden. In der Determinante ||a;|| = 4
fiir alternierende Knoten ist s, =d;,, und s,z ist die Anzahl der Uber-
kreuzungen, die I’y mit den Gebieten I'; (¢ =1, 2, ..., & — 1) gemein-
sam hat.

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 3
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Liegt nun auf einem geschlossenen Weg t, der iiber Doppelpunkte
ganz durch weiBe Gebiete fithrt, mit einer Uberkreuzung noch minde-
stens eine zweite, so ist fiir die dy; die Bedingung 2, 10 (6) und (7) er-
fiillt, und es ist dann

(1) Az=Ddy,
_ Py )

d. h. unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Determinante des
Knotens groBer oder gleich der Anzahl der Uberkreuzungen der Knoten-
projektion.

Liegt dagegen bei einer alternierenden Projektion auf cinem Weg
nur ein Doppelpunkt, so kann man ihn durch die in 1, 4 angegebene
Abinderung £. 4. herausdrillen. Die Projektion bleibt dabei, wie wir
sahen, alternierend. Demnach kann man aus einer alternierenden
Knotenprojektion durch Q. 4. so viel Doppelpunkte herausschaffen,
daB die Bedingung der Abschitzung (1) erfiillt ist, oder daB man zum
Kreis gelangt. Wir erhalten also den Satz von BANKWITZ:

Die Minimalanzahl der Uberkreuzungen der reguldren Projektionen
eines altermierenden Knotens st hichstens gleich dem Betrag der Deter-
minante des Knotens (10).

Damit ist gezeigt, daB ein alternierender Knoten unter den Knoten
dieser Klasse allein durch 4 bis auf endlich viele Typen charakterisiert ist.

Da fiir den Kreis der Betrag der Determinante 1 ist, so gilt ins-
besondere fiir ihn:

Soll eine vorgegebene alternierende Projekiion die Projektion etnes
Kreises sein, so lassen sich samtliche Uberkreuzungen mit Hilfe von Q. 4.
herausdrillen.

Wir wollen noch zeigen, daB es Knoten gibt, die niemals alternierend
gelegt werden konnen. Wir betrachten einen Brezelknoten, auf dessen
erstem Zweierzopfteil drei Doppelpunkte mit positiver Inzidenzzahl,
auf dessen zweitem Zweierzopfteil zwei Doppelpunkte mit negativer
und auf dessen drittem Zweierzopfteil sieben Doppelpunkte mit positiver
Inzidenzzahl liegen mdogen. Fir ihn ist 2, 4 4 = + 1.

Konnte man den Knoten alternierend legen, so miiBten sich in end-
lich vielen Schritten simtliche Uberkreuzungen herausdrillen lassen, und
der Knoten wire zum Kreis istop. Dal} das nicht der Fall ist, lehrt eine
andere in 2, 14 angegebene Invariante; das L-Polynom dieses Knotens ist

L()=1— %425 — 2t 4 25— 20 57 — 29 4 51,

§ 12. Fastalternierende Knoten.

Wir nennen eine Projektion fast alternierend, wenn sie den folgenden
beiden Bedingungen geniigt:

1. Zwei Doppelpunkte, die gleichzeitig mit den beiden schwarzen
Gebieten I'; und I'; inzidieren, besitzen gleiche Inzidenzzahlen.
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2. Fiir die Elemente der Determinante des Knotens gilt die Be-
dingung 2, 10 (1). .

Um den Namen zu rechtfertigen, untersuchen wir die geometrische
Bedeutung der zweiten Bedingung unter Voraussetzung der ersten
Bedingung. Unter Benutzung der in 2, 4 cingefithrten d;i besagt 2, 10 (1)

= |di] - (i=1,2,...,1m)

m
2 ik
k=1 k£1

Diese Ungleichung ist fiir ein Gebiet, das mit I keinen Doppelpunkt
gemeinsam hat, dann und nur dann erfiillt, wenn um dieses Gebiet alle
Doppelpunkte gleiche Inzidenzzahlen besitzen oder, wie wir auch sagen
wollen, wenn die Knotenprojektion um dieses Gebiet herum alternierend
liegt. Fiir ein Gebiet, das mit Iy Doppelpunkte gemeinsam hat, ein
,,Nachbargebiet von I ist, ist (1) sicher erfiillt, wenn die Projektion
um das Gebiet alternierend liegt, und sonst nur dann, wenn die Zahl
der Doppelpunkte dieses Gebietes, die eine andere Inzidenzzahl wie die
mit I'y inzidierenden Punkte dieses Gebietes haben, hochstens halb so
groB ist wie die Anzahl der Doppelpunkte, die auch mit Iy inzidieren.

Fiir fast alternierende Knoten gilt das folgende Reduktionskriterium:

Ist fir die Elemente einer Zeile der Knotendeterminante

m

Y
2 dik
k=1

so 1Bt sich der Knoten so deformieren, daB das dieser Zeile ent-
sprechende Gebiet verschwindet und daBl er fast alternierend bleibt.

Ist namlich (2) fur ¢ = 4, erfiillt, so ist wegen (1) hochstens ein
di i (k1) von Null verschieden und alsdann gleich +1. Es gibt
daher nur drei Maglichkeiten fiir die d; ;:

1. Es ist 2'd; ;= 41 und alle d,; (k¥ 5~ i,) sind Null; dann ist
d; s, = 1 und I3 hat nur mit I} einen Doppelpunkt gemeinsam,
den man durch £’. 1. herausdrillen kann. Die abgednderte Projektion
ist wieder fastalternierend.

2. Es ist 2d; ;= +1 und ein d;; = -1 (ky 5 i). Dann ist
d; i, = 0, und I, hat also nur mit I%, einen Doppelpunkt D gemein-
sam. D kann durch Anwendung von £'. 1. herausgedrillt werden. Die
neue Projektion ist wieder fastalternierend. Ist I, kein Nachbargebiet
von [y, so bleibt ndmlich (1) erfiillt, weil die urspriingliche und daher
auch die neue Knotenprojektion um I3 alternierend liegen. Ist I,
Nachbargebiet von Iy, so kann D gleiche oder verschiedene Inzidenz-
zahl wie die mit I} und I inzidierenden Doppelpunkte haben.
Bei gleicher Inzidenzzahl bleibt die Ungleichung (1) erhalten, weil
sowohl die I'y und I}, gemeinsamen Doppelpunkte sowie die Doppel-
punkte von I}, welche die entgegengesetzte Inzidenzzahl wie die
Iy und I3, gemeinsamen haben, erhalten bleiben. Bei ungleicher

3#

(1)

(2)

=1,
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Inzidenzzahl gilt die Ungleichung (1) nach Herausdrillung von D
natiirlich erst recht.

3. Es ist Xd;;= 41 und ein d;;, = F1 (kg F1p). Dann ist
d;;, = =42 und I';, Nachbargebiet von [, und zwar gibt es zwischen
I'; und Iy genau zwei Doppelpunkte gleicher Inzidenzzahl; ferner be-
sitzt I';, noch einen Doppelpunkt D mit I, der die entgegengesetzte
Inzidenzzahl hat, v

Den Doppelpunkt D kann man wegschaffen, indem man die zu ihm
gehorige Schleife (Fig. 24) um 180° dreht, so daf3 die mit I'y inzidicrenden
Doppelpunkte ihre Inzidenzzahl wechseln. Daraus folgt, daB3 der Knoten

fastalternierend bleibt, wenn I} kein Nachbargcbiet von
\/>/ o ist. Das gilt aber auch, wenn I Nachbargebiet von

I'y ist und die mit I'y und I'y inzidierenden Doppelpunkte

/& dicselben Inzidenzzahlen wie D und somit auch wie die
} neu hinzukommenden Doppelpunkte von I und I'y be-
-2 gitzen. Besitzen sie entgegengesetzte Inzidenzzahlen wic D,

so entsteht ein Gebiet 17, , das mit I'y vier Doppelpunkte mit paarweise

entgegengesetzten Inzidenzzahlen gemeinsam hat. Durch zweimalige

Anwendung von £.5. kann man aber diese vier Doppelpunkte be-

seitigen. Die Knotenprojektion wird dann wieder fastalternierend, da

das neue Gebiet I zwei Doppelpunkte mit I’y und einen Doppelpunkt
entgegengesetzter Inzidenzzahl mit einem von Iy verschiedenen Gebiet

weniger hat als das alte Gebiet 17 .

Demnach kann man aus einer fastalternierenden Knotenprojektion
entweder simtliche Doppelpunkte herausschaffen, oder man kommt zu
einer Projektion mit

(3) >1. G=1,2, ..., m)

m'1
> di
k=1

§ 13. Fastalternierende Kreisprojektionen.

Aus fastalternierenden Kreisprojektionen lassen sich mittels der
drei im vorigen Abschnitt angegebenen Reduktionsprozesse simtliche
Doppelpunkte entfernenl.

Das ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB die Determinante ungleich
-1 ist, sobald 2,12 (3) erfiillt ist. Wir zeigen dieses fiir cinen ihrer
irreduziblen Bestandteile, A®"; wir behaupten, daB in einer der Un-
gleichungen 2, 12 (1) fiir eine Zeile von A® bestimmt das GroBerzeichen
gilt. Wire ndmlich iiberall das Gleichheitszeichen erfiillt, so addiere
man simtliche zu A® gehérigen Spalten der Matrix zur ersten; dann
erhilt man eine Determinante, deren erste Spalte sicher durch 2 teilbar
ist, da wegen des Gleichheitszeichens dann als Elemente dieser Spalte
Null oder 2.2d;; auftritt. Die Determinante des Knotens wire also

1 Goeritz, L.: Nicht versffentlicht.
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gerade, entgegen dem Resultat zu Beginn von 2, 4. Sei also fiir die
erste Zeile von AM das GroBerzeichen erfiillt, dann ist nach 2, 10
(4) |AD| == | 4|, wo die Determinante A{" durch Streichung der ersten
Zeile und Kolonne von A® entstche. In AV gilt gewiB fiir eine Zeile
das GroBerzeichen in der Abschitzung 2, 12 (1), weil A® irreduzibel ist.
So fortschlieBend kénnen wir die Abschiitzung 2, 10 (5) sukzessive an-
wenden und erhalten schlieBlich, daB |A®™| groBer oder gleich dem
Betrag eines der Elemente der Hauptdiagonale ist, also gréBer oder

gleich einem m

> dix
k=1

Die Klassifikation fastalternierender Knoten kann man durch die
angegebenen Abschdtzungen foérdern. Setzt man nidmlich von den fast-
alternierenden Knotenprojektionen voraus, da jedes Nachbargebiet
von Iy mit von I'y verschiedencn Gebieten mindestens zwei Uber-
kreuzungen gemeinsam hat und daB es keinen Weg innerhalb der
weillen Gebicte gibt, der nur einen Doppelpunkt trifft, so gilt:

Die Minimalanzahl der Uberkreuzungen solcher Knoten ist kleiner
als das FFlinffache der Knotendeterminante.

>1.

§ 14. Das L-Polynom des Knotens.

Zum SchluB diescr elementaren Betrachtungen werden wir jedem
Knoten noch eine Matrix (/;;(x)) zuordnen, deren Elemente Polynome
sind, und zeigen, daB die geeignet erklirten Elementarteiler dieser
Matrix Invarianten des Knotens sind (3; 29).

-Die » Doppelpunkte der Knotenprojektion seien wieder mit D;
und die Bogen von Unterkreuzungsstelle zu Unterkreuzungsstelle mit s;
bezeichnet. In D; werde der Streckenzug. s;si4, von si(i) iiberkreuzt,
s = 41 sei die zu D; gehorige in 2, 2 (1) erklirte Charakteristik.

Wir bilden nun eine Matrix von # bzw. zu D, gehorigen Zeilen und
n bzw. zu s; gehorigen Spalten, indem wir in die zu D; gehdrige Zeile

fir &= -+1 und A()) F<14, 7+ 1

v in die zus;, —1 in die zu s;4;, 1 — « in die zu s;; gehorige Spalte;
fir & =-41 und A()) =1
1 in die zu s;, —1 in die zu s;,4,

fir & =41 und A() =i+ 1
xin die zu s;, —x in die zu s;, gehorige Spalte schreiben und
fir & =—1 und A(5)=£4, 41

1 in die zus;, —x in die zu s;41, x — 1 indie zu s;4),
fir & = —1 und 4() =1
x in die zus;, —xin die zu s;,;

fir & =—1 und A()=14+1
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1in die zu s;, —1 in die zu s;;, gehorige Spalte schreiben und an die
itbrigen Stellen Null setzen.

Wir betrachten nun die Elemente dieser Matrix als ,,L-Polynome"*
mit ganzzahligen Koeffizienten. Die Gesamtheit dieser Polynome

n+m

fx) = Z a; %"

(n, m, a; ganz rational und m -: 0; man beachte, daB » auch negativ, -
sein darf) bilden einen Integrititsbereich, dessen , Einheiten* die Poly-
nome -+ x" sind. Dabei heiflt ein Element f(x) cine Einheit, wenn das
inverse Element (f(x))”! ebenfalls zum Integrititsbereich gehort.

Es 148t sich alsdann zeigen, daB die im Sinne dieses Integritits-
bereiches gebildeten, von - 1" verschiedenen Elementarteiler der
Matrix (/;;(x)) Knoteninvarianten sind. Zum Beweis untersuchen wir
wieder, wie sich die Matrix bei den drei Operationen L. 1, 2, 3 dndert.
Wir wollen dabei dieselben Abidnderungen wic in 2, § betrachten und
behalten die dort gegebenen Bezeichnungen bei.

(£2.1.) Die neue Dy, entsprechende Zeile enthilt in der s, bzw.
Sn+; entsprechenden Spalte die Elemente x bzw. —x, wihrend die
iibrigen Elemente gleich Null sind. Addiert man also die zu sn4, gehorige
Spalte zu der zu s, gehorigen Spalte, so bleibt in der zu Dy, gehorigen
Zeile nur —x steheri, und durch sukzessive Addition des x'-fachen
(! =0, +1, —1) dieser Zeile kann man alle anderen Elemente der zu
Sn+; gehorigen Spalte zu Null machen.

(£2. 2.) Die neuen Zeilen haben die Gestalt:

St '-‘-’ Si—1y 1 sl+1'---nsn~l Sn Sn+1 5n+2
Dyyy 0, ..., 0,x—1, 0,...,0, 1, —x, 0
Dyyg Oy o0y 0,1—2, 0, ..., 0, 0, x, —1

In der zu sn, gchorigen Spalte stchen sonst nur Nullen, und die ur-
spriingliche zu s, gehorige Spalte entsteht durch Addition der neuen zu
Sp und sp4, gehorigen Spalten.

Um zu sehen, daB die Elementarteiler sich héchstens in der be-
haupteten Weise dndern, addiere man zuerst die zu Dy, gehorige Zeile
zu der zu D, , gehorigen Zeile; mit Hilfe der zu s,,, gehodrigen Spalte
mache man die noch zu D,,, gehorigen Elemente zu Null. Addiert
man dann die zu s, , gehorige Spalte zu der zu s, gehdrigen Spalte und
schafft mit Hilfe der zu Dy, gehorigen Zeile simtliche Elemente der
Zu Su42 gehorigen Spalte fort, so erhdlt man eine Matrix, die aus der
urspriinglichen durch Hinzufiigung der folgenden zwei Zeilen und
Spalten entsteht: 0, ..., 0, =%, 0

0,...,0, 0, —1,

wobei auch in den zu sp,; und s, 4, gehorigen Spalten im iibrigen nur
noch Nullen stehen. Daraus folgt das Behauptete.
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(£2.3.) Die Teilmatrix, welche den am abgeinderten Dreieck be-
teiligten Punkten und Bogen entspricht, habe die Gestalt

Sy $ Si4a Sp_z Spu—1 Sw

D, 1—x, x, —1, 0, 0, 0

(1) D, _, x—1, o, 0, 1, —x, 0
Dn-—l o, r—1, o, 0, 1, —x

sj) Siy S,+|, Sp—-2) » Sp—1> Sn

D, 1—x, x, -1, 0, 0, 0

(2) v D, , o, 0, x—1, 1, —x, (o)
Dn-1 r—1, 0, 0, 0, 1, —X

Die iibrigen Elemente der zugehérigen Zeilen und der zu s, .-y gehorigen
Spalte sind gleich Null. Um von (1) zu (2) zu kommen, addiert man bei
(1) die zu D, gehorige Zeile zu der zu D,_» gehorigen Zeile und sub-
trahiert sie von der zu D,_, gehdrigen Zeile. Dann addiert man die
zu s, -1 gehorige Spalte zu der zu s; gehdrigen Spalte und subtrahiert sie
von der zu s;4; gehoérigen Spalte.

Wir koénnen dics Resultat noch in folgender Weise verschirfen:
Die durch die Operationen 2, ' bewirkten Abdnderungen der Matrix
(Lix(x)) lassen sich aus den folgenden elementaren M atrizenumformungen
usammensetzen .

2. & 1. Die Zeilen (Kolonnen) werden untereinander vertauscht.

2. & 2. Die simtlichen Elemente eimer Zeile (Kolonne) werden mat
+x multipliziert.

2. & 3. Die zweite Zeile (Kolonne) wird zu der ersten addiert.

2. & 4. Eine Zeile, deren simtliche Elemente gleich Null sind, wird
hinzugefiigt oder gestrichen.

X & 5. Es wird gleichzeitig eine Zeile und eine Kolonne hinzugefiigt
oder gestrichen; das Element, das sowohl dieser Zeile wie dieser Kolonne
angehort, ist gleich Eins, alle wbrigen Elemente der Zeile und Kolonne
sind gleich Null.

Matrizen, die durch Umformungen X. £. auseinander hervorgehen,
mogen L-dquivalent heiBen. L-dquivalente Matrizen haben natiirlich
dieselben von 4" verschiedenen Elementarteiler; das Umgekehrte gilt
jedoch nicht. Die L-Aquivalenzklasse der Matrix (I, (%)) ist somit eine
weitere Knoteninvariante.

Man erhilt aus (/;;(x)) eine Matrix mit gleichen Elementarteilern,
wenn man eine beliebige Spalte streicht; denn die Summe der Elemente
einer Zeile ist gleich Null. Ferner kann noch eine beliebige Zeile ge-
strichen werden, ohne daB8 die Elementarteiler dabei gedndert werden.
Dies wird in 8, 6 gezeigt werden.

Diese neuen Matrizen haben von Null verschiedene Determinanten,
weil die fiir x = 1 entstehenden Determinanten gleich 4-1 sind; sie
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stimmen bis auf einen Faktor 44" iiberein. Wir konnen dieselben also
durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor 4" auf die ein-
deutig bestimmte Form
(3) Lix)=1lg+lLx+ - + 12
mit [;>0, g=0 bringen. (3) heiBe das L-Polynom des Knotens.
Man kann dhnliche Matrizen mit denselben Elementarteilern aus
Polynomen auch, an dic Berandungsrelationen von Punkten und
Gebieten ankniipfend, definieren, wie sich aus der gruppentheoretischen
Bedeutung unserer Matrizen sofort (3) ergibt. Wir werden in 3, 7 zeigen,
dafB} die Torsionszahlen beliebiger Stufen durch die L-Aquivalenzklasse
der Matrix (/;(x)) bestimmt sind.

§ 15. L-Polynome spezieller Knoten.

Die Elementarteiler ¢(x) der Matrizen (I, (x)) sind fiir spiegelbildliche
und entgegengesetzt gerichtete Knoten dieselben. Man kann dies direkt
einsehen oder aus der gruppentheoretischen Bedeutung der Matrizen
(4;x(x)) und dem Verhalten der Gruppen bei spiegelbildlichen und ent-
gegengesetzt gerichteten Knoten herleiten (vgl. 8, 6 und 3,5). Dem
Ubergang zum invers gerichteten Knoten entspricht eine Vertauschung
von x mit x~!. Daraus ergibt sich fiir das L-Polynom die folgende
Symmetriceigenschaft: es ist

=1, ;. (i:o,1,...,[§]>

Hierin bedeute [4] die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a ist.
Analoges gilt fir die Elementarteiler. Wegen >'l;= -1 ist g und
l[-"-]“ stets ungerade.

2

Zur Berechnung des L-Polynoms fiir Parallelknoten und Schlauch-
knoten und der Klassifikation der gleichsinnig verdrillten Schlauch-
knoten mit Hilfe ihres L-Polynoms vgl. man 3, 13.

Im folgenden sind die L-Polynome fiir die Knoten der am Schluf3
angefiigten Tabelle in leicht verstindlicher Symbolik zusammen-
gestellt (3). Das Zeichen 5 — 14 + 19 bedeutet z.B. das L-Polynom

L(x) =5 —14x + 19x2 — 1443 4 524

Es kommen in der Tabelle! fiinf Paare von Knoten mit demselben
L-Polynom vor. Die zwei gesternten Paare haben nach 2, 6 je ver-
schiedene Torsionszahlen zweiter oder dritter Stufe, und ihre Matrizen
(Z;x(%)) sind nicht L-dquivalent. Bei den drei iibrigen nach 2, 9; 3, 14,
15 nicht isotopen Paaren sind die Matrizen (J;;(x)) dagegen L-dquivalent
(vgl. 8, 14).

1 Dje Tabelle unterscheidet sich von der von ALEXANDER (3) angegebenen
fur den Knoten 9.
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Typ L-Polynom Typ L-Polynom Typ L-Polynom

314 t— 1 8sa 2— 64 9| 8, 1—34+ 5— 5§
4a t— 3 8i1a 2— 74+ 9| 8. 1—3+ 5— 7
524 2— 3 8434 2— 7411 8104 1—3+4+ 6— 7
B1e — 5* 8114 Dinn 1—4+4+ 6— 5
Disn }2 5 95a } 2— 8+ 8164 1—44+ 8— 9
724 3—5 9124 2— 9413 | 8,, | 1—44 811
81a 3— 7 94a 2— 9+15 O1a 1—5+ 7— 7
Taa }4_ . s 2—10+15 | 9y, 1—54+ 8~ 9
924 9194 2—10417 | 9y, 1—5+ 9— 9
81a 4— 9 9214 2—11417 9904 1 —54+ 9—11
a 6—11 %14 2—11+4+19 | 9y, 1--5--10—11
9354 7—13 944 3— 5411 Sina .
S, | 1= 14 1| 94 3— 64 7 | 9 } 1—5+10—13
izn 1— 24 1 94 3— 74+ 9 o6 1 —54+11—13
8.0n 1— 24 3 | 8y, 3— 8411 | 9y, 1—5411—15
624 ‘r 1— 3+ 3 925,, 3_124—17 928(;

60 | 1= 3+ 5| 9ua 312419 | 94, } 1—5+12—15
81 1— 44+ 5| 9 3— 1421 9404 1 —5-p12—17
D4an 1— 44 7 9104 4— 84 9| a4 1—54+13—17
7ha 1— 54 7 9134 4— 9411 9324 1—6-414--17
77.. 1— 5+ 9 ()ma 4—'10"{"13 933a 1H6+14—_19
sn | 1— 64+ 9 | 9y, 4— 11415 | 944 1—6416—23
9an | 1= 7411 | 954 5—14-4+19 | 9,4 1—7+18—~23
8124 1— 7413 | 8ya | 11+ 0+ 1 | 94 2—34 3— 3
73a 2— 34 3 71a 114 1— 1 Y4 2—44 5— 5
75a 2— 44 5 Dian 1—34 2-- 1 O9a 2—4- 06— 7
8. 2— 5+ 3 824 1—3+4 3--3 9164 2—54 8— 9
86a 2— 64 7 | 8, 1—3+ 4— 5 9, | 1—141— 141

Drittes Kapitel.
Knoten und Gruppen.

§ 1. Aquivalenz von Zépfen.

Die Aufgabe, zu entscheiden, ob zwei Knotenprojektionen zu den-
selben Knoten gehéren, hat eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Wort-
oder Transformationsproblem in einer Gruppe mit Erzeugenden und
definierenden Relationen. Diese Ahnlichkeit 148t sich prizisieren bei
einer bestimmten Art von Projektionen und einer bestimmten Ein-
schrankung der Deformationen, bei den Zopfen.

Unter der Deformation eines offenen Zopfes verstehen wir eine Auf-
-einanderfolge von endlich vielen Prozessen folgender Art:

A. L. Sei PQ eine Strecke des Zopfes, dic von P nach Q fiihre, seien
PR und RQ zwei weitere Strecken, die von P nach R bzw. von R nach
fikren mogen. Die Dreiecksfliche PQR habe aufer der Strecke PQ keinen
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Punkt mit dem Zopf gemeinsam. Die Strecke PQ wird durch PR, RQ
ersetzt, wenn das so abgeinderte Gebilde wieder ein offener Zopf ist.

A'. L. sei der zu A.{. inverse ProzeB.

Zwei Zopfe, die durch eine Deformation auseinander hervorgehen,
mogen dquivalent heiBen.

Nach Normierung der Zopfprojektion kann man wieder die Raum-
deformationen 4.¢. und A’.¢. in Deformationen der Projektion iiber-
setzen. Abgesehen von den Deformationen A.¢. n. der Projektion,
die den Zopfcharakter erhalten (Fig. 25), lassen sich gewisse Opera-

N g

\
AY

/ J/

Fig. 26. Q.¢.2. Fig. 27. 2.Z.3.

tionen £. 2, 3 ausfithren, die mit Q.¢.2. (Fig. 26) und £.¢.3. (Fig. 27)
bezeichnet werden mégen; es sind das also solche Operationen £. 2, 3,
welche den Zopfcharakter der Projektion erhalten. Der Beweis, daB3
jede Zopfdeformation A. . sich aus . ¢. 2,3 und den inversen Pro-
zessen zusammensetzen 1iBt, verliuft dhnlich wie der Beweis der ana-
logen Aussage beim Knoten in 1, 3.

Aus zwei Zépfen 3; und 3, von g¢-ter Ordnung kann man durch
Aneinanderhingen einen neuen Zopf 34 = 3,3, bilden: zu 3, gehére das
Rechteck mit den Gegenseiten g,,,g,; und den Punktreihen 4y, B;y, zu
32 das Rechteck mit den Gegenseiten g,,, g, und den Punktreihen
Aig, Bis (1 =1, 2, ..., g). Die Rechtecke mogen nun so aneinander-
gelegt werden, daB evtl. nach einer affinen Transformation des zweiten
B;; mit 4;, zusammenfillt; dann moge die Strecke gy, = g, ausgeloscht
werden. Das neue Gebilde ist wieder ein Zopf ¢-ter Ordnung. Bezeichnet
man den Zopf mit nur einem Doppelpunkt, bei welchem der ¢-te Faden
den (¢ + 1)-ten iiberkreuzt, mit & (1 =1,2,..., ¢ — 1), und den-
jenigen, bei welchem der i-te Faden die (¢ + 1)-ten unterkreuzt, mit
371, so sieht man, daB sich jeder Zopf mit 4 Doppelpunkten eindeutig

als =87 82 ... 8% (6= +1) darstellen 14aBt.
Sind 3, und 3, dquivalent und 3, und 3, dquivalent, so sind auch

3132 und 3,3, dquivalent.

§ 2. Die Zopfgruppen.

Man kann nunmehr die Gruppe 8, der Zopfe aus ¢ Fiden bilden (7).
Als Gruppenelemente nehmen wir die Klassen (3] dquivalenter Zopfe.
Das Produkt zweier Klassen [3,] und [3,] erkliren wir durch

(3] - [32] = [3232)-
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Das Produktelement ist hierdurch eindeutig bestimmt. Die Verkniip-
fung ist assoziativ, der Zopf ohne Uberkreuzungen licfert das Einheits-
element, und ist . af1 afs a

5_6 éal, gadv

so ist [3, ... 8% 8,1 das zu [3] inverse Element.

Da hier [3] = [8,]" [84,]" - .. [84])% ist, bilden dic Elemente
(1) Si = [3i] (i=1,2,...,9—1)
ein System von Erzeugenden der Zopfgruppe 3.

Die definierenden Relationen der Zopfgruppe 3, findet man, indem
man die durch Zopfdeformationen bewirkten Abinderungen der Worte
W(S) = Si St ... S% untersucht.

Die Operation Q. ¢. 2. (Fig. 26) und der inverse Proze8 liefert das
Einschieben bzw. das Weglassen eines Faktors S¢S;7¢ (¢ = +41), also
nur Abédnderungen in der freien Gruppe der S;.

Bei A. a. £. (Fig. 25) kann hochstens ein Schichtwechsel der Doppel-
punkte eintreten. Ein einzelner Schichtwechsel bedeutet fiir das Wort
W (S;) eine Vertauschung zweier benachbarter S5, S+t miteinander.
Dabei muB offenbar ;% &;, (41 sein. Das liefert die Relationen
(2) SiSk = SiS;. (BAi—1,74+1)

Q. ¢. 3. (Fig. 27) betrifft drei benachbarte Faden, etwa die Faden
i, -+ 1,1+ 2; dann erhalten wir als Relationen

S; St SE = SEL SIS (e =+A1)
Das liefert sowohl fiir ¢ = 41 wie ¢ = —1
3) SiSis1Si = 541 SiSipr. (0=1,2,...,9—2)

(2) und (3) sind also die definierenden Relationen von 3, in den Er-
zeugenden (I).

Die Frage, ob zwei offene Zopfe dquivalent sind, ist damit auf das
sog. Wortproblem der Gruppe 3, in den Erzeugenden (1) zuriickgefiihrt,
d. h. auf die Aufgabe, zu entscheiden, ob in einer Gruppe mit den Er-
zeugenden (1) und den definierenden Relationen (2) und (3) zwei Worte
W (S) und W’(S) dasselbe Gruppenelement bedeuten. Die Frage, wann
zwei geschlossene Zopfe dquivalent sind, kann man auf das Trans-
formationsproblem in der Zopfgruppe zuriickfithren. Man sieht ndamlich,
daB die den offenen Zopfen 833;7° und 3 zugeordneten geschlossenen
Zopfe dquivalent sind und daB umgekehrt zwei offene Zopfe 3 und 3’
denen derselbe geschlossene Zopf zugeordnet ist, in der Beziehung
(3] = [3:] [3"] [3]~" stehen.

Das Wortproblem ist fiir alle 8, gelost, das Transformationsproblem
hingegen nicht. 3, ist eine unendliche zyklische Gruppe. 8j ist zu der
Wegegruppe der Kleeblattschlinge einstuf igisomorph (7). In 3 kann
man das Transformationsproblem losen (8, 12).
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Eine bemerkenswerte Untergruppe J, von 3, bilden die Zopfe, bei
denen stets 4; mit B; verbunden ist; durch Aufstellung der Erzeugenden
und definierenden Relationen von §, lassen sich zahlreiche neue Zopf-
eigenschaften erkennen. Z. B. kann man mit ihrer Hilfe die den Schlauch-
knoten entsprechenden Zopfe vollstindig klassifizieren (13).

§ 3. Definition der Gruppe des Knotens.

Wir kniipfen jetzt wieder an die in 2, 2 formulierte Aufgabe an,
berechenbare Knoteninvarianten aufzustellen, und erkliren, wie man
der Knotenprojektion eine Gruppe aus Erzeugenden und definierenden
Relationen zuordnen kann (28). :

Die regulire normierte Projektion cines Knotens mit # Doppel-
punkten Dy, D,, ..., D, werde in n Bogen s,,s,, ..., s, zerlegt, die
von Unterkreuzungsstelle zu Unterkreuzungsstelle fithren mogen. Auf
dem Knoten sei cin positiver Durchlaufungssinn und in der Projektions-
ebene ein positiver Drehsinn festgelegt. Den # Strecken s; ordnen wir
formal # Erzeugende

(1) Sy, Sa, -y Sn

zu und jedem Doppelpunkt D;, in dem s;(; den Streckenzug s;siti
iiberkreuzt, eine Relation

(2) Ri(S) = Sih Sy SiSig,  (=1,2,...,m)

wobei wie bisher ¢; gleich +1 oder —1 ist, je nachdem die Richtung von
Sy durch eine positive oder negative Drehung von ecinem Winkel
kleiner als zwei Rechte in die positive Richtung von s; iiberfithrbar
ist. Spy41 sei gleich S;. Die durch die Erzeugenden (1) und die defi-
nierenden Relationen (2) bestimmte Gruppe ® heiBe die Gruppe des
Knotens. Ebenso kann man auch einer Verkettung eine Gruppe zuordnen.

Aus den definierenden Relationen (2) folgt, daBB die Faktorgruppe
der Kommultatorgruppe dieser Knotengruppe eime unendliche zyklische
Gruppe ist. Macht man nidmlich die Erzeugenden vertauschbar, so
besagen die Relationen (2) gerade

S, =S,=-..=S5,.

Die Gruppe des Kreises ist, wic sich aus dem Invarianzbeweis in
3, 4 und der Berechnung fiir eine geeignete spezielle Projektion ergibt,
selbst die freie Gruppe mit einer Erzeugenden. Bildet man in der Gruppe
einer Verkettung aus » Polygonen die Faktorgruppe der Kommutator-
gruppe, so entsteht eine ABELsche Gruppe ohne Relationen mit » Erzeu-
genden. Die Gruppe von zwei unverketteten Polygonen ist das freie
Produkt der Gruppen dieser Polygone, insbesondere ist also die Gruppe
von zwei unverketteten Kreisen die freie Gruppe mit zwei freien Er-
zeugenden.
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Nicht viel schwieriger ist zu sehen, wie man die in 2, 1 erklirte Ver-
schlingungszahl von zwei Polygonen ¥ und % aus der Gruppe ® der
Verkettung dieser Polygone berechnen kann: Unter der zweiten Kom-
mutatorgruppe einer Gruppe verstehen wir die Untergruppe, welche
durch die Kommutatoren

K, =SK,S7'K!

von beliebigen Elementen S der Gruppe und den Elementen K, ihrer
Kommutatorgruppe erzeugt wird. Ist nun §, die zweite Kommutator-
gruppe von W und § = W/, die Faktorgruppe nach §, in W, sind
ferner SM), S® zwei Erzeugende von B, die nach der oben angegebenen
Vorschrift einem Bogen von ¥ bzw. ¥® zugeordnet sind, so ist die
Ordnung des Kommutators

S SE) SN -1 §@) -1

in § gleich der Verschlingungszahl von ¥! und f®,

Die Erzeugenden und Relationen gestatten natiirlich mannigfache
Abinderungen. Wir fassen z.B. die Projektion eines geschlossenen
Zopfes ins Auge, der einem offenen Zopfe aus ¢ Faden zugeordnet ist,
welcher die Punkte 4,, 4,, ..., A, bzw. mitdem Punkt B, By,,. .., By,
verbindet. Sind Sy, Sa2, ..., S4¢ Erzeugende, die den ¢ Bogen
entsprechen, welche bzw. die A4; und B;, enthalten, so kann man
sukzessive mittels der Relationen alle {ibrigen Erzeugenden durch die
S ausdriicken; es bleiben alsdann genau ¢ Relationen der folgenden
Gestalt tibrig

() SaiLiSar Li". C=1,2,...,9

Darin sind die L; gewisse Potenzprodukte in den Erzeugenden, welche
in der freien Gruppe der S4; die Identitit

q q

(4) !IILi SawLit= q Sai
erfilllen. Die Relationen (3) und (4) kann man zu einer algebraischen
Kennzeichnung von Verkettungsgruppen (Knotengruppen einbegriffen)
verwenden. Da sich jede Verkettung in einen Zopf deformieren 1d8t,
kann jede Verkettungsgruppe in die durch (3) und (4) charakterisierte
Gestalt iibergefithrt werden. Umgekehrt Lift sich aber auch 2u irgendetnem
Relationssystem (3), das die Bedingung (4) erfillt, ein geschlossener Zopf
konstruieren, dem durch die zu Beginn dieses Abschnitts erklirte Vorschrift
eine Gruppe zugeordmet ist, welche zu der Gruppe mit den Erzeugenden
S4i(t=1,2,...,9) und den Relationen (3) einstufig isomorph ist (7).

Man kann eine andere Vorschrift zur Bildung einer Knotengruppe
in folgender Weise geben: Jedem Gebiet Iy (R =1,2,..., 7 + 1) der
Projektionsebene moge ecine bestimmte Erzeugende

(5) T (k=1,2,...,n+1)
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entsprechen, T, sei gleich dem Einheitselement. Jedem Doppelpunkt
D; sei folgendermaBen eine Relation Ry(T) (s = 1, 2, . . ., n) zugeordnet.
Sind I'u) (! =1, 2, 3, 4) die vier mit D, inzidierenden Gebiete (mit
EinschluB von I') und stoBen I, ), I sowie Iy ¢y, I, @y je an
den beiden unterkreuzenden Bogen durch D; aneinander, also I, ),

L, i sowie I', i, I', ;) an den iiberkreuzenden Bogen durch D, so sei

(6) R =T o Te Lo Tu.o t=1,2...,n).

Wie wir in 8, 9 sehen werden, ist die durch (5) und (6) definierte
Gruppe zu der durch (1) und (2) definierten einstufig isomorph. Man
kann dies auch direkt durch Abdnderung der Erzeugenden und defi-
nierenden Relationen nachrechnen.

§ 4. Invarianz der Knotengruppe.

Die in 8,3 durch die Erzeugenden (1) und Relationen (2) definierte
Gruppe ist eine Knoteneigenschaft der regulidren normierten Projektion.

Zum Beweise, den wir zunichst rein formal (28) fithren, miissen wir
untersuchen, wie sich Erzeugende und Relationen bei Anwendung der
Operationen £.1,2 und 3 &dndern. Die Erzeugenden, die der ab-
geinderten Projektion zugeordnet werden, moégen durch Striche be-
zeichnet werden:

(2.1.) Es moge sich in den Streckenzug s, eine Schleife legen.
Dem neuen Doppelpunkt entspricht die Relation

/—1 C’e 7l —¢ — 7 —1 Q¢ ’ Q! —¢ —_—
Sn+l S""*"S"Sn nHl=1 Oder Sn+1 SnIi’-lSnsn+ln+l =1 ’

woraus beidemal Syi, = Sy folgt. Setzen wir iiberall S) fiir Sp+;, so
bestehen zwischen den S; dieselben Relationen wie zwischen den S;.
(£2.2.) Es mogen die neuen Doppelpunkte durch Uberschiebung
von s; iiber s, entstehen. Aus den beiden Relationen fiirr die neuen
Doppelpunkte, nimlich

S8y, Sy =1,
S S Sy S = 1

folgt S;,s = S,. Setzen wir nun
S;;’=S.- (1:'2112"":”): T=S;l+l» S;:=S;¢+2r

so bestehen zwischen den S dieselben Relationen wie zwischen den S;,
und auBerdem zwischen S; und T die beiden Relationen

T-1S7eS;S = =1, S,IS/=*TS/=1.

Die zweite ist eine Folgerelation der ersten.

(2.3.) Hier sind verschiedene Fille zu unterscheiden, je nach der
Orientierung, welche die Streckenziige des Dreiecks durch Orientierung
des Knotens bekommen. Es werde hier der in Fig. 22 dargestellte Fall

(Ent1 = —Ents =€)



83) 4. Invarianz der Knotengruppe. 47

herausgegriffen. Die Relationen der Ausgangsprolektlon beziiglich der
Doppelpunkte des Dreiecks seien:

R = S;1S% 8,5,

1+1
Ro2 =S, 115;" * S-S0,
R”"l = ‘Sn lsi“ 15”_151—-8;:—1;
dann sind die Relationen der S’
R; = Si71 S S; 8574,

R,_ 2*—5"15111 Sh_2S.T

’ -1 /e_ ' ——e_
Rn-—l—‘sn Sy’"lsn—lsj et

l+l %

. . . 4 4 .
Hierinist &,=¢,,&n—2=€n_1,&n_1=&y o, und fernerist &= —&, 1= —&,_».
Eliminiere ich S,_; mittels R,_» aus R,_; und S,_, mittels R;_, aus
R;,_; und ersetze in der zweiten so erhaltenen Relation 9’ | mittels R;

durch S”" S; S’"‘l so sind die Relationen R, und R}, (k~n — 2 zwischen
den S; b7w den S; (i %= n —1) dieselben, und S, _,, S,_; treten nur noch
in der einen Relation R, _, bzw. R;_, auf.

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dafl die neuen Relations-
systeme aus den urspriinglichen entstehen durch Hinzunahme und Fort-
lassen von Folgerelationen oder durch Hinzunahme oder Ausschaltung
von Erzeugenden, die sich durch die iibrigen auf Grund der Relationen
ausdriicken lassen. Mithin sind die durch die Relationen definierten
Gruppen untereinander einstufig isomorph.

Die formalen Invarianten der Si aus (1) und der R; aus (2) gegeniiber
den durch die £, 2’ bewirkten Abidnderungen erschopfen sich nicht
in der durch (1) und (2) erklirten Gruppe (28). Durch die Verdnderung der
Projektionen werden z. B. nur neue Erzeugende mittels Gleichungen

(1) Sa = 535:5y

eingefithrt. [Jede Eigenschaft also, die ber Reduktionen und Erweiterungen
der definierenden Relationen und bei Reduktionen und Erweiterungen der
Erzeugenden von der Form (1) erhalten bleibt, ist eine Knoteneigenschaft.

Ferner sieht man: Alle Erzeugenden S; lassen sich als Transformierte
von irgendeiner unter ihnen, z. B.

darstellen. Man erhdlt also eine neue invariante mit dem Knoten verkniipfte
Gruppe, wenn man zu den Relationen Ri(S) die Forderung S* = 1 hinzufigt.

Aus demselben Umstande kann man folgern, daBl es zu jedem Ele-
mente WS, W1 (W beliebig) eine invariant mit ihm verkniipfte Klasse
von Elementen

(3) WLy SiW-! (=0, +1, £2,...; e6=21)
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gibt. Hierin sei L, ., das durch (2) fiir ¢ = »n 4 1 bestimmte Potenz-
produkt L;, fiir das nach (2)

Sj = Lay1 S Lats

ist.
Die Invarianz der genannten Elementklassen 1dBt sich leicht nach-

rechnen.

§ 5. Gruppe der inversen und des gespiegelten Knotens.

Die Gruppe eines Knolens ist zu der des tnversen Knolens und z2u der
des Spiegelbildes einstufig isomorph (9); diese Knoten konnen also durch
die Struktur ihrer Gruppe nicht unterschieden werden. An die Vor-
schrift 8, 3 (1) und (2) ankniipfend, kehren wir den Richtungssinn der
Projektion um und ordnen dem Bogen, dem S; entsprach, jetzt eine
Erzeugende S; zu. Zwischen den S; bestehen die Relationen

’—1 ¢’/ —¢ N
(1) Si+lSl(i)[S;: S,).('i) .

Wir fithren als neue Erzeugende S/ = S;! ein; die Reclationen (1
1 ]
schreiben sich dann

S‘// S S//_.]_ SV
2D B

(1)
oder N 1 N S” —f
z +1 YA Az)

Der Vergleich mit den Relationen 3, 3 (2) ergibt, daB die Gruppe des
inversen Knotens mit der urspriinglichen isomorph ist.

Eine Knotenprojektion ¥ des spiegelbildlichen Knotens erhalten
wir, indem wir die Unterkreuzungen der Projektion in Uberkreuzungen
verwandeln und umgekehrt. Drehen wir jetzt die Projektionsebene
von ¥ um 180° um eine in ihr liegende Gerade g, dann erhalten wir
eine Projektion ¥’ des gespiegelten Knotens, die wir als das Spiegelbild
der urspriinglichen Projektion an der Geraden g erkennen.

Wir ordnen der Projcktion ¥’ dic Erzeugenden S} (2 = 1,2, ..., n)
so zu, daB S7 und S; spiegelbildlichen Bogen entsprechen. Die Rela-
tionen zwischen den S7 lauten dann '
(2) ST S ST ST -

Nehmen wir als Erzeugende S; = S ~1, dann erhalten wir fiir die Rela-
tionen (2)
Sir1516 SiSi@ -

Ein Vergleich mit den Relationen 3, 3 (2) ergibt, daB die Gruppen
spiegelbildlicher Knoten einstufig isomorph sind. Trotzdem 148t sich-
mit Hilfe der Gruppen z. B. feststellen, daB die Torusknoten nicht
amphicheiral sind (vgl. 3, 12).
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§ 6. Die Matrix (! (ar)) und die Gruppe.

Wir koénnen jetzt leicht die gruppentheoretische Bedeutung der im
zweiten Kapitel erklirten Matrizen angeben (3; 29). Nach 8, 3 ist bei einer
Knotengruppe W die Faktorgruppe /$t der Kommutatorgruppe §
eine - freie Gruppe mit einer Erzeugenden. Als Repridsentanten der
Restklassen nach § in ® koénnen wir daher die Potenzen S° (I = 0,
+1,...) einer Erzeugenden etwa S = S, wihlen. Wir wollen die Er-
zeugenden und definierenden Relationen von & nach dem Verfahren
zur Bestimmung der Erzeugenden und definierenden Relationen von
Untergruppen (27; 33) angeben. Zunichst fithren wir an Stelle der Er-
zeugenden S; der Knotengruppe neue Erzeugende E; em durch

Sp = EiS, k=2,3,...,m);

die E; gehéren dann zur Kommutatorgruppe. Aullerdem setzen wir
E, = E, dem Einheitselement. Die Relationen 3, 3 (2) schreiben sich
in den neuen Erzeugenden in der Form

Ri(E, S) = STYE; (B S Ei Sy (Eaqy Sy) ="
Die Erzeugenden der Kommutatorgruppe findet man nach dem Ver-
fahren in der Form
SiEkal:Ekl (k:2,3,...,n;l:0, :t'],)

(hierin ist Exo = E}) und die Relationen, indem man S| Ry (Ew, S;)S;*
durch die Ej; ausdriickt. Man erhilt fiir & = +1

(1) Ry(E) = E; 1 Ejy i1 EaEfdy
und fir & = —1
(2) Ril(E) = Ei+]ll—lEJ]1!)l—~2Eil—2E,{(z‘)l—-l (i =1,2,..,n; 1=0,41,.. )

Die Zuordnung SKS—1 = K’ liefert einen Automorphismus der
Kommutatorgruppe. Wir machen nun § kommutativ und fithren den
Operator x durch die Festsetzung

SKS™ 1= K*
und symbolische Exponenten
f(%) = apa® 4 @y 2" A oo Ay 2™
(a;, m, n ganz rational, m > 0) durch die Festsetzung
K/®) = (Kan)a" (Kan+1)a*+t | (Kontm)zntm

ein. Wir erhalten so aus der Kommutatorgruppe eine kommutative
Gruppe & (x) mit Operator. Es ist E,, = EZ' und die Relationen (1)
und (2) gehen iiber in

Ry(E)~ E;fy ' Ef ' ™ EY (e = +1),
Ry (E) oo EZy T EZG T BT (&= —1).

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 4
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Von den Relationen fiir gleiches 4+ kénnen alle bis auf eine, etwa die mit
l =1 fir & = +1 und I = 2 fiir &; = —1, fortgelassen werden, da sie
in der Gruppe mit Operator Folgerelationen der einen Relation mit
I =1 bzw. 2 sind. Die Exponentenmatrix der definierenden Relationen

von R(x»
) ! RialB) = ELEYGE (5= +1),
R, ,(E) = E;4 ESGE; (6, = —1)

ist mit der rein formal definierten aus (/;x(x)) durch Streichung der ersten
Spalte entstehenden Matrix identisch, und wir erhalten also: Die n
2, 14 erklirten L-Aquivalenzklassen der Matrix (lix (x)) kemmzeichnen die
ABELsche Gruppe R (x) mit dem Operator x.

Da jede der Relationen R; nach 8, 9 eine Folgerelation der iibrigen
R; (i + 1) ist, so kann man auch eine der Relationen (3) fortlassen
und in der Exponentenmatrix der Relationen (3) noch eine beliebige
Zeile streichen, ohne dadurch die Elementarteiler abzuindern. Damit
ist auch das in 2, 14 erkldarte L-Polynom des Knotens als Knoteneigen-
schaft erkannt.

Zugleich sieht man, wie man noch weitere Matrizen derselben
L-Aquivalenzklasse aufstellen kann: indem man nimlich, von anderen
definierenden Relationen der Knotengruppe ausgehend, definierende
Relationen der Gruppe R(x) aufstellt. So erhdlt man z. B. die von
I.W. ALEXANDER angegebenen Matrizen (vgl. 2, 14), indem man von den
Erzeugenden 8,3 (5) und den definierenden Relationen 8,3 (6) der
Knotengruppe ausgeht.

§7. Die Gruppe und die Matrizen: (cks).

Aus der Zerlegung der Knotengruppe nach ihrer Kommutatorgruppe
ergibt sich, daB die Gesamtheit der in den Restklassen 5 (=0, 41, ...)
enthaltenen Elemente eine invariante Untergruppe ®, bilden.

Ein vollstindiges Reprisentantensystem der Restklassen % F wird

durch E,S,, S, ..., 1!

geliefert. Demnach erhdlt man nach dem in 3, 6 zitierten Verfahren
als Erzeugende von 2B

StEiS;T*=Eu (1=2,3,...,n, k=0,1,...,h—1) und H = S},
Das vollstindige Relationensystem erhdlt man, wenn man
SER;S7E =1 (k=0,1,...,h—1)
durch die E;;, S} ausdriickt. Das liefert fiir g = 4-1
EZ i B EviErge =1 (k=1,2,...,h—1)

und fiir k=0 .
STPEZN b1 Ean—1SYEioEfh o =1



7] . 8. Die Wegegruppe des Knotens. 51

und fir & = —1
EZ s Bl p—2BinrEro i1 =1 (A=2,3, ..., h—1)
und fir 2= 0,1
ST*EZN a1 Exh a2 Ein-sEaa-151 =1,
EZ oST Exh, n-1Ein-1St Earo =1,

Setzt man hierin H = S* =1 und macht die so erhaltene Gruppe
kommutativ, so erhilt man als Exponentenmatrix die in 2, 2 angegebene
Matrix (8), die aus (ch g) durch Streichung derKolonnen (1,%) (=0, 1, ...,
h — 1) hervorgeht.

Die Gruppe 8, die man aus W, durch Hinzunahme der Relation
H =1 erhilt, ist, wie ein Vergleich der Relationen mit denen der
Kommutatorgruppe zeigt, einstufig isomorph zu der Gruppe, die aus
der Kommutatorgruppe durch Hinzunahme der Relationen

Eiqi = Eqsn (l=0,j:1,...)
entsteht (29).

Daraus folgt ein entsprechender Zusammenhang zwischen den Grup-
pen R(x) und ®,(x), dic aus § bzw. §, entstehen, indem man & bzw.
), kommutativ macht und den Operator »

S;KS{'=K? bzw. S;K;S;'= K%(K aus ® und K, aus §3)
einfithrt. Die Relationen von ®(x) ergeben sich ndmlich aus denen
von & (x), indem man die Relationen

(1) E¥-1 =1

hinzunimmt. Aus den Relationen von §,(x) kann man die Matrizen

mit den Torsionszahlen als Elementarteilern ableiten, indem man

wieder die E, — E¥ (=01,...,h—1)

als Erzeugende einfithrt. Nach (1) ist dann '
E¥ =E,, wo k=1 (modh)

ist. Damit ist den Relationen der E;;, die aus (1) folgen, geniigt. In den
iibrigen Relationen ersetze man die Ef" durch E;;. Jede Relation R
von R,(x) gibt-dabei zu den % verschiedenen Relationen AnlaB, die
durch Einfilhrung der E;; in die Relationen R* (i =0,1,...,h — 1)
entstehen.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daBB die Torsionszahlen durch die
Agquivalenzklasse der Matrix (lix (x)) bestimmt sind.

§ 8. Die Wegegruppe des Knotens.

Die Gruppe des Knotens ist einstufig isomorph zu der Fundamental-
oder Wegegruppe des KnotenauBenraumes, der Fundamentalgruppe
der Mannigfaltigkeit also, die aus dem euklidischen Raume entsteht,

4#
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wenn man die Punkte des Knotens aus ihm herausnimmt. Definieren
wir zundchst die Wegegruppe und zeigen dann hinterher, daB diese
Gruppée n Erzeugende S; mit den definierenden Relationen 3, 3 (2)
besitzt.

In dem zum Knoten gehorigen euklidischen Raum wihlen wir auller-
halb des Knotens einen festen Punkt 4 und betrachten die von diesem
Punkt ausgehenden gerichteten geschlossenen euklidischen Strecken-
ziige, die den Knoten nicht treffen. Wir bezeichnen sie als durch A4
gehende Wege w. Unter i, verstehen wir den Weg, der durch
Anfiigung von v, an 1w, entsteht. Unter w ! verstehen wir den zu w
entgegengesetzt gerichteten Weg.

Zwei Wege w und w’ sollen homotop heillen, wenn sie sich durch
wiederholte Anwendung von Operationen der folgenden Art ineinander
iiberfithren lassen:

4. &. PQ sei eine Strecke des Weges mit den Endpunkten P und (,
PRund RQ seien zwei weitere Strecken mit den Endpunkten P, R und
R, Q, und das Drecieck PR(Q habe mit dem Knoten keinen Punkt gemein-
sam, dann wird PQ durch PR, R(Q ersetzt. Das Dreieck PR(Q darf
auch zu einer Strecke entartet sein.

A’ &, sei der zu 4. «. inverse ProzeB. Selbstdurchdringungen der
Wege sind also bei diesem Deformationsprozel3 zuléssig.

Unter einem Gruppenclement der Wegegruppe des KnotenauBen-
raumes mit dem Aufpunkt A verstehen wir eine Klasse [tv] homotoper,
in A beginnender Wege und unter dem Produkt zweier Gruppenelemente
[,] und [w,] das Element [iv,iv,].

DaB dadurch wirklich eine Gruppe definiert ist, ist klar; das Ein-
heitselement ist die Klasse der auf 4 zusammenziehbaren Wege, das
inverse eines Elementes [w] die Klasse [w~1] der inversgerichteten
Wege.

Die Struktur dieser Gruppe hidngt von A nicht ab.

Unter {w} wollen wir die Klasse der zu w homotopen Wege mit
beliebigem Anfangspunkt verstechen. Jeder Klasse {w,} entspricht
dann eine Klasse von Elementen [10] [o] [v" 1] einer Wegegruppe, die
aus einem bestimmten Element [tv,] durch Transformation mit einem
beliebigen [1’] hervorgehen. Die auf einen Punkt zusammenziehbaren
Wege heiBen auch , homotop Null®.

§ 9. Struktur der Wegegruppe.

Um die Erzeugenden und definierenden Relationen der Wegegruppe
zu gewinnen, werde irgendeine regulire Projektionsrichtung gewdihlt.
Durch jeden Punkt P des Knotens geht ein bestimmter Projektions-
strahl, der durch P in einen oberen und einen unteren Halbstrahl zerlegt
wird, von dem man nach Auszeichnung einer Richtung den unteren
Halbstrahl beibehilt.
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Die unteren Halbstrahlen erzeugen einen von dem Knoten begrenzten
Halbzylinder z (Fig. 28); den Doppelpunkten der Knotenprojektion
entsprechen Doppelerzeugende (Doppelachsen) des
Zylinders; in ihnen durchsetzt sich der Zylinder.
Den Bogen s; des Knotens entsprechen Flichen-
stiicke z; des Zylinders, die von s; und von aufeinan-
derfolgenden, vom Knoten ausgehenden Doppel-
achsen (¢ =1, 2,...,n) begrenzt werden. Durch
die Orientierung des Knotens wird fiir die Flichen-
stiicke cine linke und rechte Seite erklirt. Der Auf-
punkt 4 moge nicht auf z liegen (34).

Zunichst sieht man cin, daB zwei Wege tv; und
tv;, die z nur einmal durchsetzen, und zwar dasselbe Flichenstiick z;
in gleicher Richtung, z. B. von links nach rechts, zueinander homotop
sind. Wir bezeichnen die Klasse [;] mit S,.

Nun kann man jeden Weg w durch 4, der nacheinander die Flichen-
stiicke

Fig. 28.

Rlys Bhay oo o5 By

durchsetzt, so deformieren, daB er aus solchen durch A gehenden
Elementarwegen zusammengesetzt erscheint, die nur je ein Flichen-
stiick z; in dem einen oder dem anderen Sinne durchsetzen. Daher ist

[w] =Sy, Se - -+ Si,

- wobei ¢ = +1 oder & = —1 ist, je nachdem z; von links nach rechts
oder von rechts nach links durchsetzt wird. Da man jeden Weg so
deformieren kann, daf} er z nur endlich oft durchsetzt und keine Doppel-
achsen passiert, sind die S; ein System von Erzeugenden der Wegegruppe.

Es kann natiirlich der Fall eintreten, daB formal verschiedene Worte
das gleiche Gruppenelement bedeuten. Das ist gerade dann der Fall,
wenn die zugeordneten Wege homotop sind, d.h. durch sukzessives
Ansetzen oder Weglassen von Dreiecken auseinander hervorgehen, die
den Knoten nicht umschlingen.

Man kann diese Deformationen aus solchen zusammensetzen, bei
welchen die Fliche des Dreiecks PRQ von hochstens einer Doppelachse
getroffen wird und der Rand des Dreiecks den Halb-
zylinder z gerade viermal oder zweimal durchsetzt,
je nachdem die Dreiecksfliche von einer Doppelachse
getroffen wird (4. «.1.) oder nicht (4. x.2.). Die
Deformationen 4. «. 2. bewirken das Einschieben oder o~
Streichen eines Faktors S; S;*. Die Deformation 4. «. 1.
(Fig. 29) bedeutet die Anwendung einer Relation 8, 3 (2). Fig. 29.

Daraus folgt, daf die Relation 3,3 (2) die definierenden Relationen
der Wegegruppe in den Erzeugenden S; = [w;] sind.
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Wir bemerken noch: Von den » Relationen R;(S) ist je eine eine
Folgerelation der #» — 1 anderen; denn einen Weg, der eine Doppel-
achse einmal umschlingt, kann man auch als einen Weg betrachten,
der die ibrigen # — 1 Doppelachsen je einmal umschlingt. Die in
3, 4 (2) erklirten Elemente L, lassen sich durch Wege reprisentieren,
welche einem Parallelknoten aus einem Faden entsprechen. Die Homo-
topieklasse eines beliebigen Parallelknotens ¥,, gehort zu einer Klasse
konjugierter Elemente der Form '

WL, STW-L.

Man kann in mannigfacher Weise Erzeugende und definierende
Relationen der Wegegruppe aufstellen, indem man den AuBenraum
statt durchden Halbzylinder z mit Hilfe anderer Flichen aufschneidet (15).

Es sei z. B. B, das in 1, 4 erklirte vom Knoten berandete Band, das
den weiBlen Gebieten entspricht, und B, das analoge Band, das den

Fig. 30a. Fig. 30b.

schwarzen Gebieten entspricht. Diese Binder kénnen so gelegt werden,
daB sie sich in gerade n Strecken d; = U'U; durchsetzen, welche je
eine Uberkreuzungsstelle mit der zugehorigen Unterkreuzungsstelle ver-
binden. Der Knoten und die Strecken d; zerlegen die Binder £, und
fs in n 4 2 Flichenstiicke fy, fy, ..., fas1, die bzw. auf die Gebiete
I, I,,..., I,,, projiziert werden. Unter f verstehen wir die aus
‘den f; (1 =1,2,...,n + 1) gebildete Fliche (Fig. 30). Es gibt dann
wieder zu jedem Weg tv einen homotopen fv’, welcher f/ nur endlich oft
durchsetzt. Daraus schlieBt man, daB die Klassen [(Ww]=T;(1=1,2,...,
n + 1) von Wegen tv;, welche f gerade einmal in f; (=1, 2,..., n+ 1)
von unten nach oben durchsetzen, ein System von Erzeugenden der
Wegegruppe bilden; in 3,3 (6) erkennt man die definierenden Relationen:
sie entsprechen den Wegen 1;, welche die Strecken d; einmal um-
schlingen. '

Ist w ein Weg aus der Klasse [] = W und liegt W in der Rest-
klasse ®S” nach der Kommutatorgruppe, so ist v die in 2, 1 definierte
Verschlingungszahl von tv und dem Knotenpolygon. Die Untergruppen
2, bestehen mithin aus den Klassen v solcher Wege, welche der Knoten
kh-mal (k= 0, 41,...) umschlingen. Liegt ] in ® und ist [tv]
von dem Einheitselement verschieden, so liefert die aus o = f, und
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dem Knoten ¥ = ¥, bestehende Verkettung eine solche mit der Ver-
schlingungszahl v gleich Null und der Verkettungszahl ¢, , ungleich Null.

§ 10. Uberlagerungen des KnotenauBenraumes.

Zwischen der Wegegruppe und den unverzweigten Uberlagerungen
einer Mannigfaltigkeit besteht ein enger Zusammennang, den wir fiir
den KnotenauBenraum A folgendermaBen beschreiben kénnen.

Es sei z der in 8, 9 erklidrte Halbzylinder, der von einem lidngs des
Knotens f parallel verschobenen Halbstrahl iiberstrichen wird.

Der durch einen unendlich fernen Punkt abgeschlossene Raum werde
lings dieses Zylinders aufgeschnitten und dadurch in eine Zelle Z ver-
wandelt, deren Randfliche aus dem. doppelt iiberdeckten Zylinder be-
steht. Die Randfliche wird durch f in zwei Stiicke z; und 2, und mit
Hilfe der nun vierfach iiberdeckten Doppelachsen in die Flichenstiicke
Zyi %05 (=1, 2, ..., n) zerlegt. Sind nun Z® endlich oder abzihlbar
unendlich viele zu Z kongruente Zellen und bzw. 2§}, 255 (R = 1,2, ...)
die Flachenstiicke ihrer Berandung, so wird eine Uberlagerung Y des
AuBenraumes A erklirt, indem man paarweise die Flichenstiicke z{)
und zy; mit gleichem Index ¢ und gleichem oder verschiedenem Index
k1 aufemanderlegt, und zwar so, daB sich um jede Gerade iiber einer
Doppelachse gerade vier solcher Flichenstiickpaare gruppieren; oder
anders gesagt so, daB jeder Weg t¥ des Uberlagerungsraumes iiber
einem geschlossenen Wege 1; des KnotenauBenraumes, der eine Doppel-
achse gerade einmal umschlingt, selbst wieder geschlossen ist.

Beim Durchschreiten der den 2; entsprechenden Flichenstiicke in einer
bestimmten Richtung (von links nach rechts) komme man von irgend-
einer Zelle Z@ in irgendeine gleiche oder verschiedene Zelle Z%*», Die
k; durchlaufen dabei alle Indizes der Zellen Z% und die so einander
zugeordneten Zahlen 1, 2, ...

(kl ’ k2’ ) =

bilden also eine bestimmte Permutation. Jedem Flichenstiick z; ent-
spricht so gerade eine Permutation 7;, und wegen der besonderen Be-
dingung fiir unsere Uberlagerung erfiillen diese 7; die Relationen der
Fundamentalgruppe des KnotenauBBenraumes. Entsprechen namlich den
Flichenstiicken z; die Erzeugenden S; der Knotengruppe ® und ent-
spricht dem Weg 1; um eine Doppelachse die Relation

Ri(S) = S}, Siey SeSiy»
so muB auch, weil die Wege 1{?’ iiber r; geschlossene Wege sein sollen,
i ko TG
die identische Permutation sein. Die 7; erzeugen also eine zur Knoten-
gruppe isomorphe Gruppe ?’b und jede zur Knotengruppe isomorphe
‘ 354
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Permutationsgruppe B liefert einen Uberlagerungsrawm Y von der ge-
forderten Eigenschaft.

Jeder Punkt A® und jeder Weg w® des Uberlagerungsraumes
liegt iiber einem wohlbestimmten Punkt 4 und einem wohlbestimmten
Weg w des KnotenauBenraumes. Ist i ein in A beginnender Weg, so
gibt es umgekehrt einen wohlbestimmten Weg w® iiber w, welcher in
dem Punkte A® iiber A beginnt. Deformationen 4. v. geschlossener
Wege lassen sich in Y dhnlich wie die Deformationen 4. «. in A erkliren,
und damit 148t sich auch die Homotopie von Wegen in Y und die Wege-
gruppe von Y definieren.

Ist w ein in 4 beginnender geschlossener Weg, der in A homotop
Null ist, so ist jeder Weg w® iiber w ebenfalls geschlossen und in Y
homotop Null. Y ist also eine unverzweigte Uberlagerung von A.

Hieraus folgt: Sind w; und w, homotop und w{?, W die in 4O
beginnenden Wege iiber 1w, 1,, so sind w{ und w{ entweder beide
geschlossene oder beide offenc Wege. Die Gesamtheit der Elemente [tv]
aus W, fir welche die in A beginnenden Wege w® diber w geschlossen
sind, bilden eine Untergruppe Ny von W. Die UY (=1, 2, ...) bilden
einc Klasse konjugierter Untergruppen. Die Wegegruppe von Y ist
zu der Untergruppe Uy cinstufig isomorph.

Zu jeder Klasse konjugierter Untergruppen U® von W 4Bt sich
umgekehrt eine bestimmte unverzweigte Uberlagerung konstruieren.

Somit kann man die Untergruppen der Wegegruppe cines Knotens
als Wegegruppen von Uberlagerungsmannigfaltigkeiten des Knoten-
auBenraumes auffassen. Die zu den Gruppen , gehorigen Uberlage-
rungen Y, erhilt man, indem man

7‘[]::][2:: .o :nn:n

und
. ___(1,2,...,n>
2,3,...,1

setzt. Die Elementarteiler der Matrizen (¢, z) sind dementsprechend die
Torsionszahlen (5; 27) der Mannigfaltigkeit Y.

In den Uberlagerungsriumen Y gibt es eine oder mehrere Kurven
9 =1, 2,...,7), welche den Knoten f iiberlagern. Man erhilt neue
unberandete Uberlagerungsrdume Y*, wenn man diese Randkurven von
Y mit zu Y hinzurechnet. Die Wegegruppe eines Y* entsteht aus der
Wegegruppe )y des zugehérigen Y, indem man ein System von Wegen
w® (i =1, 2,...,7) bildet, welche die ¥? je einmal umschlingen, [i®]
in den Erzeugenden von ®y ausdriickt und diese Potenzprodukte als
definierende Relationen hinzunimmt. Fir den Raum Y, erhilt man
so H = S* =1 als neue Relation.

Analoges gilt fiir Verkettungen. Jede dreidimensionale Mannig-
faltigkeit 14Bt sich als eine Uberlagerung Y* von Verkettungen dar-
stellen (4). ,
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§ 11. Die Gruppe von Parallelknoten.

Wenn man die Gruppe einzelner Knoten untersuchen will, ist es oft
zweckmiBig, vorerst neue Erzeugende und definierende Relationen auf-
zustellen, aus denen sich Gruppeneigenschaften leichter erkennen lassen
als an den Erzeugenden 3,3 (1) und den definierenden Relationen
3,3 (2). Als Beispiel hierfiir geben wir ein System von Erzeugenden
und definierenden Relationen fiir die Gruppe ®,, von Parallelknoten f,,
an, das sich besonders leicht aus den Erzeugenden und definierenden
Relationen der Gruppe ® des urspriinglichen Knotens ¥ herleiten 1483t
und iiber die Struktur der Gruppe %, in ihrer Bezichung zur Gruppe 8
Auskunft gibt (14).

Es scien D; (¢ =1, 2,...,n) die Doppelpunkte ciner Projektion
von f, die nach 3,3 (1) und (2) zugeordneten Erzeugenden und defi-
nierenden Relationen seien S; (: = 1, 2,...,#n) und

Ri(Se) = Sii} S5y Si Si ((=1,2,...,n).

Der zu f gehorige Parallelknoten f,, von ¢ Faden und der Verdril-
lungszahl » > 0 sei so gelegt, daB die Projektion des eingehefteten
Zylinderzopfes mit der Verdrillungszahl » zwischen dem zu D, und zu
D, gehorigen Uberkreuzungskomplex von je ¢2 Doppelpunkten fillt.
An dieser Projektion wiirde man nach der Methode von 8, 4 entsprechend
den # zu den D; gehorigen Doppelpunktskomplexen ¢2# und den Doppel-
-punkten des Zylinderzopfes entsprechend weitere 7 (¢ — 1) Erzeugende,
also insgesamt ¢%n + 7(¢ — 1) und ebensoviel definicrende Relationen
fir die Gruppe W,, von f,, ablesen. '

Wir wollen an Stelle dieser Erzeugenden gewisse ncue einfithren,
die fiir den Knoten f,, als Parallelknoten einfache geometrische Bedeu-
tung haben. Denken wir uns an Stelle des Knotens f den dazugehorigen
Schlauch und ¥, auf demselben liegend, so kann man den Erzeugenden Sy
von W die entsprechenden Umschlingungen T, des Schlauches zuordnen;
jedes der T, (k=1,2,...,n) umschlingt, als Weg der Gruppe ,,
aufgefaBlt, je die ¢ Fiaden von f,,. Aus dieser Deutung der 7T, geht
hervor, daB in ihnen die Relationen R; (Tx) =1 (1 =1, 2,...,n)gelten,
die aus R;(Si) entstehen, indem je S; durch 77 ersetzt wird. Wir be-

haupten nun, daB ,, durch die Tk (=1, 2, ..., #) und einer weiteren
Erzeugenden (, die der Seele des Schlauches entspricht, mit den
definierenden Relationen R;(T%) (¢ =1, 2, ..., n) und einer neuen de-

finierenden Relation R (Q, T%), die wir sogleich genau angeben werden,
erklirt werden kann.

Wir betrachten zunédchst die den Doppelpunkten D; entsprechenden
g®n Doppelpunkte Dy (6 =1,2,...,n;k=1,2,...,¢%. Sind Uy
die zugehorigen Unterkreuzungsstellen, so kénnen wir die Numerierung
so treffen, daB die von U;; nach Uiy, fithrenden Teilbégen von ¥,
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keine Uberkreuzungsstellen enthalten. Die simtlichen Erzeugenden, die
diesen Boégen entsprechen, kénnen dann offenbar eliminiert werden.
Somit bleiben nur die solchen Teilstrecken entsprechenden Erzeugenden
Sik(k=1,2,...,q9), die von einem U;_y; zu einem U;; fithren
(1=2,3,...,n) und die Erzeugenden Sy, Sps+1,k, den Bogen ent-
sprechend, welche in den Zylinderzopfteil einmiinden und in Uy bzw.
Ua,r enden bzw. beginnen. Setzen wir zur Abkiirzung

(1) 115,,,,_ =120+

so lauten die den Dy jetzt noch entsprechenden Relatlonen
(2) Sivip=TioSiiTig- (C=12,..,nk=12,..,9)
Hierin ist & die Charakteristik des Doppelpunktes D;.

Wir betrachten nun (1) als Definitionsgleichungen der neuen Er-
zeugenden T;. Aus (1) und (2) ergeben sich die Relationen ‘
(3) ‘ R,(T) = TH—I Ti(z)T Tl(z) (i=1,2,..., n)
Hierin ist infolge der Zylinderzopfrelationen (leicht ersichtlich auch aus
der geometrischen Bedeutung der Elemente T3)
(4) Ty =T,.

Die Gleichungen (1) fiir ¢ =1, 2, .. ., n gehen aus der Gleichung (1)
fir ¢ =#n 4+ 1 durch Transformation mit geeigneten Elementen und
Anwendung von (2) und (3) hervor und konnen somit fortgelassen werden.
Es bleibt mithin von den Gleichungen (1) nur

(1) JENEPE/ CNURE

Nun ersetzen wir (2) durch die gleichwertigen Relationen

Sient = Liga (1) Sue LGN (1), Liga () = Tt Tty - Ty
t=1,2,...,m;, k=1,2,...,9)

Indem wir beachten, daB Sii (¢t+#1,n + 1) in den Zylinderzopf-

relationen nicht auftreten, eliminieren wir diese Erzeugenden und be-
halten von den Gleichungen (2*) nur
(2**) Rn+l,k = S?I-fl-],k Ln+l(T) Sl,k Ln—-l}l(T) (k = 1, 21 s ey Q)
bei.

Wir wenden uns nun den Zylinderzopfteilen zu. Die iiberkreuzenden

Strecken zerlegen den Zopf den » Verdrillungen entsprechend in » + 1
Schichten von je g Strecken. Die Erzeugenden, die zur /-ten Schicht

gehoren, seien mit A (=1,2,..r+1;k=1,2,...,9
bezeichnet. Es sei
(5) | Ak = Sns1,k, Arire = Sk k=1,2,...,9;

(2%)
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man erhdlt die Relationen zwischen den 4;; bei Rechtsx;erdrillung
nach der iblichen Vorschrift unter Einbeziehung der Identititen Aj;,
= A;_1,1 in der Form

6) Adpe= A Aigprrdiogy (=2,3,..,74+1; k=1,2,...,9).

Hierin mégen die zweiten Indizes modulo ¢ genoinmen werden.
Aus (6) folgen die Gleichungen

7 -1 i
©) A= (T An) A dr .

Hieraus ergibt sich fiir k = j + 1
j+1 j
lI_]lAz,l = Al,jnl{IlAt,l

und daher durch wiederholte Anwendung dieser Relation

r 1
A, = IT4,,.
=1 l=r
Wir setzen nun zur Abkiirzung

1
L == HS,._,_]J .
l=r

Es ergibt sich dann aus (6*) fiir § = » unter Beachtung von (5)
(6*%) Spk-r= L'—lsn‘+l,kL (k=1,2,...,9),

wihrend alle iibrigen A;; und alle iibrigen Relationen (6*) eliminiert
werden koénnen.

Mit Hilfe von (6**) eliminieren wir nun die Sii aus Rp41,, und
indem wir die Elemente S,;1,¢ jetzt mit S; bezeichnen und zur Ab-
kiirzung

o) LMLt =Q  L=1Is,

setzen, erhalten wir als definierende Relation von B, in den Er-
- zeugenden T und S; neben den Gleichungen (3) und (4)
1

(8) Ruyy,0 = T‘_IIIJ,,S‘

und

(9) Rus1e = SitrQ SeQ ! k=1,2,...,9.
Aus (9) folgt '
(92a) Sk =0Q15,0"2.

Wir werden jetzt zeigen, daB man S; durch Q und L,,, ausdriicken
kann. Zu diesem Zweck beachten wir, daB nach (9)

(10) Serer = 0 S,Q°"
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ist und daher unter Beachtung von (7)

SrstrSr-tatre Sty = QLQE,
SerSer-1---Str-rs1S¢-1yr---Si —TJ_%IQ’LQ“’ =Q Q- 'Ly} =0Q'L,,.
Nun sei
(11) a=gr=xq+1;

dann ist einerseits

17 Si=0Q°L5,,
und andecrerseits 1 e 1 5 .
H Si = 51 (H Si) = Sl T’f'
Also ist ‘ e e
(12) S, =Q L T7™.

Nunmehr betrachten wir Gleichung (7) als Definition der neuen
Erzeugenden Q und eliminieren dafiir die Erzeugenden S;. Zunichst
kénnen wir, da wegen (10) und (11)

. Sk+1 :QQSkQ—v

ist, S, = Qle S, Qe (1=2,3,...,9)
setzen. Fithren wir diese Ausdriicke in R, ; ein, so cntstehen Rela-
tionen, die aus (9a) mit £ = 1 folgen. Somit ergeben sich als definierende
Relationen aus (7), (8), (9)

(13) Ri=T;'QUQ7eS)?, Ri=Qre-1(Q ¢Sy L,,

(14) _ R{ = S{'Q4S,0-1.

Nun eliminieren wir noch S; mittels (12) aus (13) und (14). Indem man
beachtet, daB L,,; und T, nach (3) und (4) vertauschbar sind, erhilt

man aus (13)
Que = Ly2iT3e,  Qre=t = Loer1Tyr
oder unter Beachtung von (11)

: Qe = ( i1 Tr) Q1 = ( i1 Tr)
Diese beiden Gleichungen lassen sich durch die eine
(15) Q"= L}, T}
ersetzen. Wegen (15) ist auch (14) erfiillt.

Fir » <0 laufen die Rechnungen analog. Wir erhalten daher:
Die Gruppe des Parallelknotens f, wird durch die Elemente

qr
Ty (k=1,2,...,n) und Q mit den definierenden Relationen
(16) Ri(T}) = TH‘1 T TiT, (t=1,2,...,n

RQ, Ty =Q 1L, 11 T1

erzeugt.
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Die R;(T:) entstehen aus den Relationen 8, 3 (2) der Gruppe des
Ausgangsknotens, indem man fiir die S; je T setzt. Lp4, ist durch (2%)
erklirt. Tw4, ist gleich T. ‘

§ 12. Die Gruppe der Torusknoten.

- Ausdem Ergebnis von 3, 11 ergibt sich die Gruppe der Torusknoten als
Spezialfall. Als Trager des Schlauches legen wir den doppelpunkt-
frei projizierten Kreis zugrunde, dann wird die Gruppe des Torus-
knotens aus ¢ Faden mit der Verdrillungszahl » erzeugt von Q und T,,
da Lp41(T) =1 wird, mit der einen Relation R = Q ?T7.

Uber die Struktur dieser Gruppen (32) 1i8t sich das Folgende leicht
feststellen: Q7 = T7 ist mit allen Elementen der Gruppe vertauschbar,
und ist Z irgendein Element, das mit simtlichen Elementen der Gruppe
vertauschbar ist, so ist Z =Q* (k =0, +1,...). Die von Q? = T}
erzeugte Untergruppe ist also das Zentrum 3§ von . Die Faktor-
gruppe § = W/ ist eine Gruppe mit den Erzeugenden @, T, und den
definierenden Relationen

R, =0Q!, R,=T1.

Sie ist das freie Produkt ihrer beiden von Q bzw. T, erzeugten
Untergruppen. Die weiteren Moglichkeiten, & als freies Produkt von
endlichen zyklischen Untergruppen darzustellen, lassen sich leicht iiber-
sehen. Die einzigen Elemente endlicher Ordnung von  sind ndmlich

Wow-,  WTiw-1. |
(W belicbig; ¢ =1,2,...,¢g—1;k=1,2,...,[r]| —=1)

Daraus folgert man, daB die teilerfremden Zahlen g und ||, als Maximal-
ordnungen der Elemente endlicher Ordnung, fiir § und damit fir 28
charakteristische Zahlen sind. Ferner lassen sich die Automorphismen
von §§ und damit die von W angeben; letztere haben die Form

(1) Q'.Z WQW-1, T{=WT{W-1. (W beliebig; ¢ = +41)

Diese Tatsachen kann man zu einer. vollstindigen Klassifikation
der Torusknoten verwenden. Es ist leicht zu sehen, daB zwei gleich-
sinnig verdrillte Torusknoten mit ¢ = a, |[r| =bundg="bund |r| =a
isotop sind. Folglich sind zwei gleichsinnig verdrillte Torusknolen aus
q bzw. q' Fiden mit der Verdrillungszahl v bzw. v' dann und nur dann
isotop, wenn q = q' und v =17 oder wenn q = |r'| und |r|=q ist.

Um die Klassifizierung der Torusknoten zu Ende zu fiithren, wollen
wir noch zeigen, dall auch die in verschiedenem Sinne verdrillten Knoten
mit gleichen Zahlenpaaren ¢, |7| nicht isotop sind (16; 32). Dader zugq, 7
gehorige rechtsverdrillte Knoten f das Spiegelbild des linksverdrillten
Knotens mit ¢, —7 ist, so besagt unsere Behauptung auch, daB alle
Torusknoten nicht amphicheiral sind.
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- Aus der Definition von T in 8, 11 (1) folgt, daB bei einem Torus-
" knoten das in 3, 4 (2) erklirte Element L,., = T7 = Q¢ ist, daB also
die den Elementen WQ'W~1 = Q? entsprechende Homotopieklasse
durch einen Parallelweg zum Torusknoten reprisentiert werden kann.

Wir behaupten nun, daB @, durch eine solche Parallelkurve p
reprisentiert, dem Knoten einen bestimmten Richtungssinn verleiht,
daB also Q7 nicht in einen invers gerichteten Parallelweg deformiert
werden kann.

Die simtlichen zu mit p gleichgerichteten Parallelwegen gehérigen-
Klassen von Gruppenelementen werden durch

Qs (=0,41,...)
und die simtlichen zu invers zu p gerichteten Parallelwegen gehdrigen
Klassen durch Q-8 (=0, +1, )

reprisentiert, wo S irgendein Element 8, 3 (1) der Gruppe ist (8, 9).
Wire also p in einen invers gerichteten Lingsweg deformierbar,
so miiBte in der Gruppe B
Q1= WQ-IStw-1,

also, da Q7 mit allen Elementen vertauschbar ist, WS*W-1 = Q2 sein.
Andererseits kénnen wir nach 8, 11 (12) Sgleich Q¢ T7* wahlen, Ly (T)
in 8,11 (12) ist' ja hier gleich der Identitit; in ¥ = /8 erhalten
wir also, daB (Q? T7** das Einheitselement darstellt. Das widerspricht
‘aber der Tatsache, daB § das freie Produkt der von Q bzw. T, erzeugten
Untergruppen ist.

Der Beweis unserer Behauptung folgt nun so: LieBe sich f in sein
Spiegelbild ¥ deformieren, so miiBte es eine Abbildung § des éuklidi-
schen Raumes geben, die f in sich iiberfithrt und den Schraubungssinn
des Raumes umkehrt — nidmlich die aus einer der Deformation von
f in ¥ entsprechende Abbildung des euklidischen Raumes auf sich
und der Spiegelung, welche ' nach f iiberfithrt, zusammengesetzte Ab-
bildung. Eine solche Abbildung existiert aber nicht. Es sei ndmlich

AQ) =0, AT)=T;
der irgendeiner Abbildung ¥ von f auf sich entsprechende Automorphis-
mus. Alsdann ist nach (1)

O =WQW-1, T,=WTiW- (e = 1)

Ist hierin ¢ = 41, so wird der gerichtete Kneten f unter Erhaltung
des Richtungssinns auf sich abgebildet; denn @¢, die etwa mit dem
Knoten gleichgerichtete Parallelkurve des Knotens, geht in Q' = (¥,
also in sich iiber, und die Kurven, welche f einmal im positiven Sinne
umschlingen, gehen wieder in solche iiber, da die Restklasse fQeT;™*
nach der Kommutatorgruppe & in sich iibergeht. Mithin muBl die
zugehorige Abbildung den Schraubungssinn erhalten. Ist aber ¢ = —1,
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so wird die gerichtete Kurve t unter Umkehrung des Umlaufssinnes
auf sich abgebildet ; aber gleichzeitig die einmal positiv umschlingenden
Kurven in die einmal negativ umschlingenden, und der Schraubungssinn
bleibt also wieder erhalten.

§ 13. Das L-Polynom von Parallelknoten.

Nach der gruppentheoretischen Deutung des L-Polynoms kann man
das Rechnen mit Gruppen fiir die Berechnung des L-Polynoms aus-
werten. '

Wir geben hier die Berechnung des L-Polynoms fiir Parallelknoten,
an 8, 11 ankniipfend, wieder (14).

An Stelle der T; fithren wir neue Erzeugende T; = E;T, ein und
ersetzen formal TIE,T[! durch E;; (4 =1,2,...,%; I'=0, +1,...).
Macht man die T vertauschbar, so folgt aus R(Q, T%) in 8, 11 (16)

q
(1) Q="Ti°" mit D —g=o.
=1
Daher ist in B,, : .
(2) Q=W (E;) T{"".

Aus 3,11 (1) folgt, daB T, in die Restklasse f,,S? der Kommutator-
gruppe $yr von B,, gehort, wo S ein einmal umschlingendes Element
bedeutet, und aus (2) folgt, daB Q in die Restklasse ®,,S5?%*" fillt. Da
g und 7 relativ prim sind, konnen Q und T, durch ein Paar primitiver
Elemente E,,, und S, aus der freien von Q und T, erzeugten Gruppe
derart ersetzt werden, daBl E,;, zu ,, und S; zu ®,,S gehort. Als-
dann ist

(3) Q=0(En;+1,S) =W, (Em»l,l) Sslran‘-r
und
(4) Tl = T1 (E,,+,, Sl) = Wz(En+1,l) Sf
mit Eppy1=SiE, 1S, (l=0,41,...)
Um Rg,(x) zu bilden, haben wir ‘
S,E; S = E* C=1,2,..,n+1)

zu setzen, die Ej vertauschbar zu machen und die Gestalt der neuen
Matrix festzustellen.

Da .
Eg=TiET{' = Wy(Ens1,) SUE; S MWi (Epyr)  (E=1,2,..., 1),
ist in R4 (%) E; = EF¢,

~Also erhidlt man nach 8, 6 aus den Relationen 8, 11 (16) die zu Rr(#)
gehodrige Exponentenmatrix, wenn man in der Exponentenmatrix der
Gruppe f(x) des urspriinglichen Knotens x durch x? ersetzt und eine
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ncue E,;, entsprechende Spalte und eine der neuen Relation R (Q,7")
entsprechende Zeile hinzunimmt. Nur in der neuen Zeile tritt E, .,
wirklich auf.

Nun folgt aus (2) unter Benutzung von (3) und (4)

W(EQ) T4 Q1 = W(Ey) - {Wy (Enyr,)) SH " {W1(Enyr,)) STOH4G
der Exponent von E,., ist also von W (E;;) unabhingig, da hierin der
Index ¢ nur von 1 bis # lduft. Aus der Definition von W, und W,in
(3) und (4) folgt ferner: Der Exponent von E,.; ist das L-Polynom
eines Torusknotens aus ¢ Faden mit der Verdrillungszahl g + . Ist
also I*(x) das Polynom von f und P,,,, ,(x) das dieses Torusknotens,
so ist das zu f,, gehorige Polynom

(5) Fpr(x) = F (%) « Pyoir,q(%) -
Die Berechnung von P, ,(x) liefert ein Kreisteilungspolynom
qlgw+r) —_
Pyoirq) = {(;;q —1) {x%‘}’ +(/: ;_117}) :

Mittels (5) kann man die Zahlen ¢, gw + 7 eines Parallelknotens als In-
varianten erkennen, wenn I (x) einen FFaktor Q (x) # 1 besitzt, der nicht
Kreisteilungspolynom ist. (5) liefert ferner eine Berechnungsvorschrift
des Polynoms von Schlauchknoten. Aus diesen Polynomen 'gelingt cs
fur die gleichsinnig verdrillten Schlauchknoten s-ter Stufe, die fiir den
Aufbau dieser Knoten nach 1,8 charakteristische Zahlenreihe g¢;, 7,
(¢f=1,2,...,s) abzulesen und somit diese Knoten vollstindig zu
klassifizieren (14).

§ 14. Einige spezielle Knotengruppen.

Die in 8, 12 benutzte Erzeugende T, fiir die Gruppe der Torus-
knoten liBt sich nach 38,11 durch einen Weg reprisentieren, welcher
den Torus, auf dem der Knoten liegt, einmal umschlingt. Entsprechende
Erzeugende lassen sich fiir Knoten einfithren, welche auf solchen Flichen
von hoherem Geschlecht p liegen, die von den Geraden eines Parallel-
biischels in héchstens zwei Punkten getroffen werden. Bei solchen
Knoten gibt es immer ein System von p + 1 Erzeugenden, von denen
p Wegen entsprechen, die diese I'liche umschlingen. Ein Knoten,
dessen Projektion m endliche schwarze Gebiete bestimmt, 14Bt sich
immer auf eine Fliche der genannten Art vom Geschlecht m legen.
Von den m + 1 genannten Erzeugenden sind-hier dann s die den
schwarzen Gebieten durch 3, 3 (5) zugeordneten Elemente 7T;, und die
letzte Erzeugende entspricht irgendeinem Weg, der den in 3, 9 erkldrten
Zylinder z nur einmal durchsetzt.

Mittels dieser Erzeugenden 1a8t sich z. B. die Gruppe 8, fiir alter-
nierende Brezelknoten und die Gruppe ¥, die aus B, durch Hinzu-
nahme der Relation H = S% =1 entsteht, leicht aufstellen (27).
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Liegen auf den drei Zweierzopfteilen des Brezelknotens bzw. a; (+ = 1,
2, 3) Uberkreuzungen, so hat 7 in geeigneten Erzeugenden U; (i = 1,
2, 3) die definierenden Relationen

(1) R, =U%U;%, Ry,=UnU;®, Ry=U,U,U,.

Falls alle a; > 1 sind, erzeugen U% = U% = U% das Zentrum § von
WY, die Faktorgruppe & = W¥/8 1Bt sich durch eine ebene diskon-
tinuierliche Transformationsgruppe darstellen; die a; ergeben sich als
charakteristische Zahlen fiir § und damit fiir den zugehérigen Knoten.
Da alternierende Brezelknoten mit gleichen Zahlentripeln a; (unabhingig
von der Reihenfolge) isotop sind, ist die vollstindige Klassifikation der
Knoten mit a; > 1 auf die Frage zuriickgefiihrt, welche dieser Knoten’
amphicheiral sind.

Ferner erleichtert sich dic Berechnung des L-Polynoms fiir alter-
nierende Brezelknoten, wenn man dic Erzeugenden in der oben an-
gegebenen Weise wihlt (29). Hierbei sind zwei Félle wesentlich zu
unterscheiden, je nachdem a, + a, + a, gerade (Fall 1) oder ungerade
(Fall 2) ist. Wir beschrinken uns auf die Knoten mit a; = 1. Alsdann
ist im Fall 1 sowohl a, wie a4, ungerade. Setzen wir

a;=20;+1 (1=1,2), B=(0; +1)(xg+ 1),

so ist
(2 Lx)=—p+4+ @28+ 1)x— fx%.

In Fall 2 sei etwa a, gerade gleich 2 &, und 4, ungerade. Das L-Polynom
hat den Grad g = a, + 1, und es ist

<

—1
Ky

3) L(%) = oy + 0,49 + (a,4+1) > (— x)°.

—

-

Im Fall 2 ergeben sich also 4, und a, als Knoteninvarianten, im Fall 1
dagegen nur B, das auch aus der Torsionszahl zweiter Stufe bestimmt
werden kann.

Fir den Viererknoten (¢, = 2, a, = a; = 1) ist die Kommutator-
gruppe eine freie Gruppe mit zwei Erzeugenden; infolgedessen 1aBt sich
das Wortproblem in der Gruppe des Viererknotens 1sen (29). Die Auto-
-morphismengruppe der Viererknotengruppe verdient besondere Beach-
tung, weil der Viererknoten amphicheiral ist (16; 23).

Noch ein weiteres Beispiel. Nehmen wir fiir unsere speziellen Knoten
an, daB sich infolge der Relationen 8, 3 (2) alle S; bis auf zwei, Sund §’,
sukzessive eliminieren lassen, und daB somit nur eine Relation

R(S,S) = LSL-1S'"1 mit L=L(S,S
iibrigbleibe. An Stelle von S’ fithren wir K = S’S~ 1 ein und erhalten
dann
(4) R(S,K) =LSL-1S"*K-! mit L= L(S, K)

Ergebnisse der Mathematik. I. Reidemeister. 5
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als neue definierende Relation. Wir wollen nun zeigen: Nimmt man
noch die Relation S2 = 1 hinzu, so entsteht aus W eine Gruppe W¥*,
die zu einer Diedergruppe einstufig isomorph ist. Aus (4) folgt nimlich

(5) KSKS =LSL 1S 1.SLSL-1S'1.S=LS?L"1.

Ist also S? =1, so koénnen wir alle Elemente entweder in die Form K*
oder in die Form S K¢ bringen. Wenn wir nun L = K*°oder L = SK*°
setzen, so folgt

(6) S2e+l — 4.

Wir koénnen hierin 2¢ + 1 groBer als Null annehmen; 2¢ -+ 1 ist alsdann
die Torsionszahl zweiter Stufe dieser Knoten, wenn ¢ gréBer als Null
ist. Beispiele fiir solche Knoten liefern die in 1, 6 erklirten Viergeflechte
und die Brezelknoten mit a3 = 1, die sich ja nach 1, 6 in Viergeflechte
deformieren lassen (30).

Hat ein Knoten ¥ zwei Bestandteile £, und §,, so ist dic Gruppe von
f einstufig isomorph aus einem gewissen freien Produkt der Gruppen
von f; (¢ = 1, 2) mit ciner vereinigten Untergruppe (33); die vereinigten
Untergruppen sind dabei unendliche zyklische Gruppen, dic von je einem
der in 3,3 (1) erklirten Elemente S® bzw. S® aus W, bzw. W, er-
zeugt werden,

Um Verkettungen niher zu untersuchen, betrachtet man zweckmiBig
die Faktorgruppen héherer Kommutatorgruppen (I). So ldBt sich z. B.
erkennen, daBl Viergeflechtsverkettungen mit der Verschlingungszahl
Null, fiir die dann auch die in 2, 1 crklirte Verkettungszahl Null ist,
(Fig. 16) aus verketteten Kurven bestehen.

§ 15. Eine spezielle Uberlagerung.

Aus jeder Permutationsgruppe B, welche zu der Gruppe B eines
Knotens isomorph ist, kann man nach 8, 10 einen zugehorigen Uber-
lagerungsraum Y konstruieren, dessen Eigenschaften fiir den Knoten
charakteristisch sind. Ein Beispiel einer solchen Uberlagerung betrachten
wir noch fiir die Knoten, deren Gruppe sich durch zwei Elemente K, S
mit der definierenden Relation 3, 14 (4) erzeugen 1iBt (30).

Ist das durch 3, 14 (5) erkldrte 2¢ + 1 =+ 1, so mégen K und S bzw.
die Permutationen

1,2, ..., 2641
*: i ’ ’
m (231 )

. _(1)(2 ,26—{-1)(3,25)“_(0—1-1,0—}-2)

17 \1/\2e 41, 2 2¢, 3 c+2¢c+1
entsprechen. #* und 7, erzeugen offenbar eine Diedergruppe . Man -
denke sich nun die den Erzeugenden 8, 3 (1) entsprechenden Permuta-

tionen ; (¢ = 2, 3, ..., n) berechnet und nach der Vorschrift von 8, 10
cine Uberlagerung Y konstruiert. Wir behaupten: In Y liegen ¢ + 1
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Kurven ¥ giber unserem Knoten ¥. Ist nidmlich w ein Weg, der das S,
entsprechende Flichenstiick z, des Zylinders im AuBlenraum A einmal
durchsetzt, und 4 ein Punkt auf w, so gibt es in dem Uberlagerungs-
raum 2¢ 4+ 1 Punkte AM, ... AC°*Y) {iber A und ¢ 4 1 verschie-
dene geschlossene Kurven iiber w: Gehe ich nimlich von A® aus iiber
lings des Weges w("), so kehre ich nach einmaliger Uberlagerung von 1o
nach A® zuriick. Gehe ich von einem anderen Punkt A® aus, so kehre
ich erst nach zweimaliger Uberlagerung von w zum Ausgangspunkt
zuriick. Dabei sind aber die Kurven, die man von A® und A®¢+"), A®)
und A®9 usw. ausgehend beschreibt, dieselben. Wir wollen sie
w®, ..., w€tY nennen.

Nun entstchen 7, ..., 7, aus 7; durch Transformation mit z*,
sie sind also analog gebaut, und man kann daher iiber jedem Weg v,
der irgendein Zylinderstiick z; durchsetzt, gerade solche ¢ + 1 Uber-
lagerungskurven konstruieren. Jede der Transpositionen eines 7; geht
bei dieser Transformation aber aus eincr ganz bestimmten Transposition
von 7; hervor, und wenn man daher w lings des ganzen Knotens so
entlang schicbt, daB3 er einen verknoteten Torus mit f als Secle be-
schreibend in seine Ausgangslage zuriickkehrt, so beschreiben auch die
¢ + 1 mitwandernden Uberlagerungskurven ¢ -4 1 getrennte Tori, dic
sich schliefen, wenn 1y seine Ausgangslage wicder erreicht. Die Kurve
iber ¥, dic der Weg w® einmal umschlieBt, wollen wir ¥ nennen.

Die Wegegruppe & von Y mit dem Aufpunkt A® ist nach 8,10
zu einer bestimmten Untergruppe U; von W cinstufig isomorph. U,
besteht dabei aus denjenigen Elementen von 8, welchen solche Per-
mutationen aus P entsprechen, die die Ziffer 1 in sich iiberfithren.
Das Einheitselement und K' (I =1, 2, ..., 2¢) sind ein volles Re-
priasentantensystem der Restklassen nach U,. Das in 3, 6 zitierte Ver-
fahren zur Bestimmung von Untergruppen (27; 33) liefert daher als
Erzeugende von U1; und damit von ¢

(1) Ui:Ki-gK—m'., U2c+1 == K20+1 (1/: 0,1,...,26)
und als definierende Relationen
(2) K‘R(S|K)K = R;(U). (f=0,1,...,2¢)

Hierin ist m; = 2¢ +1 — 1.

T ist die Gruppe einer Verkettung von ¢ + 1 Kurven. Um dies zu
zeigen, fithren wir an Stelle von (1) neue Erzeugende ein, und zwar
solche, welche Kurven entsprechen, die nur je eine der Uberlagerungs-
kurven des Knotens je einmal umschlingen.

Die Erzeugende S hat bereits diese Eigenschaft. Statt der iibrigen,
behaupten wir, kénnen wir gewisse endlich viele Elemente

(3) 0:52Q;! (G=1,2...,7
5*
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als Erzeugende einfithren. Alle Elemente der Form (3) gehoren jeden-
falls zu §, da die zugehérigen Permutationen wegen 7 = 1 alle gleich
der Identitdt sind.

Weiterhin aber folgt in % nach 8, 14 (5) aus S2 =1 ja K***! =1,
KSKS =1 und also auch

KiH{SKHTK-{SK-%—=1. (t=1,2,...,c—1)
Diese Ausdriicke lassen sich also als Produkte von Transformierten von
S2% und von Transformierten der Relationen (2) schreiben. Die letzteren
sind in der Knotengruppe gleich 1, und wenn wir sie fortlassen, so er-
halten wir
Kit'\SKi+t1 K-iS K1

und K?*! durch endlich viele Q;S2Q;1 ausgedriickt.

Diese Gleichungen gelten natiirlich auch wie alle Relationen von
in §, und fithren wir einerseits diese Q;S2Q;"! und andererseits

K-kS: Kk (k=1,2,...0)

als weitere Erzeugende ein, so lassen sich nacheinander aus KSKS, S
und K~ 'S2K zunichst KSK und dann K-'SK~!, aus K2SK2K " 1SK~!
und K ?S%2K? sodann K2S K2 und dann K 2SK-2? bestimmen usf.,
und so offenbar aus den neuen eben angegebenen Erzeugenden
0:S2Q;!, K-*S2K* S und [K?°*'] alle Erzeugenden (1) darstellen;
schlieBlich kann noch [K*°*!] eliminiert werden.

Nun lassen sich aber sogleich gewisse Relationen zwischen den neuen
Erzeugenden angeben. Gehort Q) zu der durch K% reprisentierten
Restklasse nach §, so ist

Q0,520 ' =0, K~ aKnS2K-n Ka Q! = oF K01S2K—411Q;“‘1,
wo QF zu ¥ gehort. Ist nun
Q2 S2Q:!
ein Element, fiir das Q, zur gleichen Restklasse gehort, so sieht man,
daB bei geeignetem QF aus &

QxS0 =0 OF 1 QL S2 0 O O !
ist. Aber es laBt sich auch ferner einsehen, daB in
Q1S*Q = MQ,S*Q;' M1
gilt, wo M zu § gehort, wenn @, zur Restklasse § K? und Q, zur Rest-
klasse K7 gehort, denn es ist
K1S?2K-¢=KISK?.K-1S2 K. K-1S-1K-¢,

Nehmen wir nun also die ¢ 4+ 1 Kurven iiber dem Knoten f zum
Uberlagerungsraum hinzu, so miissen wir gewiB S =1 und K*S2K =1
(¢=1,2,...,c) setzen, und aus den eben gemachten Feststellungen
folgt dann tatsdchlich, daB die resultierende Gruppe die Identitdt wird.
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Vermutlich lassen sich also alle geschlossenen Kurven von Y so
deformieren, daB sie ganz innerhalb einer bestimmten Zelle verlaufen.
Es lassen sich insbesondere die Kurven ¥ iiber f und alle Kurven, die
den Erzeugenden von $ entsprechen, so deformieren, folglich ist die
Gruppe § tatsichlich die einer Verkettung. Loscht man alle Kurven ¥®
bis auf V), so werden alle Erzeugenden bis auf S gleich 1. Man darf
also vermuten, daB Y unverknotet ist.

Beispiele fiir Knoten mit Erzeugenden S, K und einer definierenden
Relation 8, 14 (4) sind die in 1, 6 angegebenen Viergeflechte. Einer
niheren ertragreichen Untersuchung sind dic alternierenden Vier-
geflechte zuginglich. Hier ergibt sich, daB die Gruppen der Kurven {®
freie Gruppen mit einer Erzeugenden sind (30); die Verschlingungs-
zahlen!v;; = v;; je zweier orientierter ¥, {9 sind gleich -2 oder 0; v,
ist immer gleich 4-2.

Aus der Matrix (v;;) kann man neue Invarianten dicser Knoten ab-
lesen. So z. B. die Reihe der Summen

cv(rwl
l%l”ul = 29,

die angeben, daB 9 mit »; Kurven verschlungen ist. Genauer spiegeln
sich die Verschlingungsbeziehungen in einem Graphen mit ¢ 4 1
Punkten P® wieder, bei welchem je zwei P®, PO immer und nur dann
durch eine Strecke verbunden seien, wenn v - 0 ist.

Mit dem Invarianten v; kann man zeigen, daB fiir die alternierenden
Brezelknoten mit @, = 2%, + 1, a, = 28&, + 1, a; = 1 Uberkreuzungen
auf den Zweierzopfteilen @, und a, charakteristische Zahlen sind?!.
Daraus folgt, daB die Knoten 7, und 9, der Tabelle nicht isotop sind.
Auch die Knoten 8;, und 9, lassen sich in Viergeflechte deformieren
(Fig. 15) und mit Hilfe der v; als nichtisotop nachweisen. Die v; haben
die folgenden Werte fiir

750705 05 4,4,3,2,2
92: 7, 6' 5) 41 4) 3) 27 1
8,41 15, 12,10, 10, 9,9, 8,8,8,7,7,7,6,5, 4,3

98: 15; 12) 10’ 101 9| 9: 9’ 89 8) 7: 7) 6: 6) 5: 5) 2'

Ubrigens lassen sich auch die Knoten 9,4 und 9,, durch Kon-
struktion einer geeigneten dreifachen Uberlagerung als nichtisotop er-
kennen. Die Vorzeichen der v;; sind ebenfalls charakteristisch, wenn
man die Orientierung von f auf die Uberlagerungskurven ¥ iibertrigt.
Es ergibt sich hieraus eine Methode, spiegelbildliche alternierende Vier-
geflechte, also z. B. auch alternierende Torusknoten, als nichtisotop
nachzuweisen. Fiir alternierende Torusknoten bilden die Kurven %
selber eine Torusverkettung.

1 Bankwitz, C.: Nicht verdffentlicht.
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Die Tabelle der folgenden Knotenprojektionen bis zu neun Uberkreuzungen wurde der Arbeit von
ALEXANDER und BRrices (5) entnommen. Verbessert wurden die Kurven g, und 9,, bei denen die An-
zahl der Uberkreuzungen nicht stimmte.
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