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INTRODUCTION

La nécessité s'impose, au début de tout cours d’Algebre
supérieure ou d’Analyse, de définir avee précision les
nombres irrationnels, et de montrer rigoureusement que
les regles de calcul algébrique, démonirées en Algebre
élémentaire pour le cas des nombres rationnels, s’appli-
quent encore aux nouveaux nombres. Les procédés em-
ployés pour faire cette extension sont nombreux, et peut-
¢tre s'étonnera-t-on d’en voir publier un de plus. Toute-
fois, un simple coup d’eil jeté sur le sommaire du présent
ouvrage montrera, je pense, que mon plan differe assez
notablement de ceux qui sont généralement suivis. Sauf
erreur de ma part, ce plan est nouveau ; je dois tout
d’abord essayer de le justifier.

Les méthodes courantes pour I'introduction des nombres
irrationnels se rattachent & deux principales : l'une
repose sur la notion de coupure, l'autre sur la notion de
suite convergente; dans l'une et l'autre, une fois les
nombres irrationnels introduits, on se préoccupe immé-
diatement de leur étendre les quatre opérations arithmé-
tiques. Je procéde différemment a cet égard : j'ajourne
I'étude de ces quatre opérations, sauf la dilférence, a
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laquelle je fais une place a part, parce qu'elle joue dans
toute la théorie un rdle prédominant, comme une simple
réflexion le montre: la notion de différence est en effet
la forme précise de la notion vague de rapprochement, de
voisinage, qui domine nécessairement toute étude ou il
s’agit du conlinu; or, le role des nombres irrationnels est
précisément de servir A construire le continu,en comblant
les lacunes que présente I'ensemble des nombres ration-
nels. L'ordre classique des quatre régles: addition, sous-
traction, multiplication, division, qui est le seul logique
en arithmétique, ne s'impose plus lorsqu’il s'agit des
nombres irrationnels. Au contraire, en me bornant,
comme je le fais, & définir la différence (V), j'ai tout ce
qu’il faut pour établir le célebre théoréme de Cauchy
(condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite ait
une limite) ; & 'aide de ce théoreme et de quelquesautres
analogues (VI), j’établis, sous le nom de principe d’exten-
sion (IX), une proposition générale d’ou résultent comme
cas particuliers les délinitions de la somme, du produit,
du quotient de deux nombres [ainsi que, un peu plus
loin (XIII), la définition de a]. Ces notions se trouvent
ainsi définies en bloc, et, ce qui est plus important en-
core, la justification des régles de calcul algébrique se
fait également en bloc (X), au lieu d’exiger un raison-
nement spécial pour chaque regle.

D'ailleurs, la notion de différence elle-méme n’est pas
indispensable pour définir la notion générale de limite.
C’est 13 un fait masqué par I'habitude invétérée d’écrire:
x—e, x-+e, laou ilsuffitde dire: tout nombre infé-
rieur, tout nombre supérieur 3 z. Celte remarque n’'a pas
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seulement, & mon avis, un simple intérét de curiosilé :
certains raisonnements sur les limites me paraissent plus
faciles 3 saisir en adoptant la forme de délinition que je

donne au § 412, basée simplement sur la notion d’ensemble
ordonné.

Dans le méme ordre d'idées, je crois avantageux de
définir les bornes supérieure et inférieure d’un ensemble,
immédiatement aprés avoir défini les nombres irration-
nels. Cetle manidre de faire permet de substituer tout de
suite et définitivement & la notion de coupure la notion
plus générale et plus maniable de borne d'un ensemble:
on remarquera que, aprés la Section I, il n'est plus fait

aucun usage de la notion de coupure soussa forme primi-
tive.

J'estime enfin qu’il n'y a pas intérét a ajourner la défi-
nition d'un mot, lorsqu’on se sert déja depuis longtemps
de la chose que ce mot représente; ¢’est pourquoi J'intro-
duis le plus tot possible les notions de fonclion et de con-
tinuité (VII). La notion de fonction est déja impliquée
dans la notion d'opération, et rien n’oblige de considérer
les fonclions d'une seule variable comme plus simples
que les fonctions de plusieurs variables; c'est plutot le
contraire qui est vrai, car la premiére fonction que chacun
a vue, c’'est la somme de deux nombres entiers.

En définitive, je me suis efforcé d'ordonner les diffé-
rentes matitres que je traite de manidre a éviter les
redites et & n’utiliser autant que possible, comme propo-
sitions intermédiaires, que des théorémes ayant leur
place marquée en mathématiques.

Je me suis placé au point de vue de I’Analyse pure;
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mais il est certainement avantageux, dans I'enseignement,
d’'éclairer une théorie aussi abstraite par une image géo-
métrique (points sur une droite indéfinie). Il sera facile,
sans rien changer a l'ordre suivi, de compléter la théorie
A cet égard.
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I

DEFINITION DES NOMBRES IRRATIONNELS

1. Rappelons les propriétés suivantes de l’ensemble des
nombres rationnels :

1o De deux nombres rationnels différents, I'un est plus petit
que l'autre; si a, b, ¢ sont trois nombres rationnels tels que
a<b, b<<e ona a<ec. Ces faits s’expriment en disant
que I'ensemble des nombres rationnels est ordonné.

2° a étant rationnel, il y a une infinité de nombres ration-
nels inférieurs & a, et aucun d’eux n’est supérieur a tous les
autres ; il y a une infinité de nombres rationnels supérieurs a a,
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etaucun d’eux Dn’est inférieur & tous les autres; si aet b sont
rationnels et si a < b, il y a une.infinité dc nombres ration-
nels ¢ telsque a <c<b.

2. On dit qu’on effectue une coupure dans I'ensemble des
nombres rationnels si I'on partage cet ensemble en deux classes
telles que tout nombre de la premiére est inférieur & tout nom-
bre de la seconde. Il ne peut se présenter alors que l'un. des
trois cas suivants: '

1° Dans la premidre classe existe un nombre supérieur & tous
les autres. Soit a ce nombre : tout nombre de la premitre
classe est < a. Tout nombre de la seconde est > a, puisque a
est de la premiére.

Un nombre rationnel < a ne peut faire partie de la seconde
classe, sans quoi il serait > a; donc il fait partie de la pre-
miére.

Ainsi, la premicre classe est I'ensemble des nombres ration-
nels < a; parsuite, la seconde est ’ensemble des nombres ra-
tionnels > a : elle ne contient pas de nombre inférieur & tous
les autres. '

2 L’hypothtse du cas 1° n'est pas réalisée, c'est-a-dire qu'il
n’y a pas dans la premiére classe de nombre supérieur a tous les
autres ; mais on suppose qu'il existe dans lasecondeun nombre a
~inférieur i tous les autres. On reconnait que la premitre classe
est ’ensemble des nombres rationnels < a, la seconde est I'en-
semble des nombres rationnels > a.

Les cas 1° et 2° sont évidemment réalisables.

3° Aucune des hypothises 1° et 2° n’est réalisée. C’est donc
que la premicre classe ne renferme pas de nombre supérieur a
tous les autres, et que la seconde ne renferme pas de nombre
inférieur & tous les autres.

3. Montrons qu’on peut réaliser le cas 3°.

On sait qu’il n’exisle aucun nombre rationnel x tel que
x? = 2, etque,étant donné un nombre positif rationnel s, il
est possible de trouver deux nombres positifs rationnels z’ et «”
tels que <2< 2"
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avec 2 -2 <, " — 2.

Rangeons dans une premitre classe A les nombres négatifs,
nul, et les nombres positifs = pour lesquels x?* << 2, dans
une seconde classe B les nombres positifs = pour lesquels
x* > 2. On a effectué ainsi une coupure, car tout nombre
rationnel fait partie de 'une des deux classes, et tout nombre
de A est inférieur & tout nombre de B.

Il n’ya pas dans A de nombre supérieur a tous les autres,
c’est-d-dire que si x appartient & A, on peut trouver dans A
unnombre gz’ > z. Il suffit évidemment d’examiner le casou
x est positif. On a x* < 2; prenons e rationnel et positif tel
que €<<2—x'; on peut trouver x' >0 tel que z*<?2
avec 2—a?<e. Onaura 2— 2?2 <e<<2—2z dou
z* >z, ' >x, et ' appartientd A,

De méme, il n’y a pas dans B de nombre inférieur & tous les
autres, car si x appartienta B, ona x?> 2; soit ¢ ration-
nel tel que 0 <<e<<ax*— 2; on peut trouver ' tel que
z?>2 avec a?*'—2<e dou a?—2<a?—2, dou
g’ <z, et ' appartient & B.

On peut réaliser le cas 3° de telle sorte que, a et b étant deux
nombres rationnels donnés (a < h), a fasse partie de la pre-
midre classe et b dela seconde. Remarquons que, dans 'exemple
précédent, 0 fait partie de A, 2 fait partie de B. Cela posé, ran-
geons dans une classe A’ les nombres rationnels z tels que

gﬁ;:%aﬂ fait partie de A, dans une classe B' les nombres ra-
) 2(r — a) . . . .
tionnels x tels que 5 —a fait partie de B. Commeil y a

équivalence entre les conditions
2(x — a) < 2(x' — a) ,
b—a b—a
on voit que tout nombre de A’ est inférieur i tout nombre
de B, qu'il n’y a pas dans A’ de nombre supérieur A tous les

autres, ni dans B’ de nombre inférieur & tous les autres; de
plus, A’ contient a, B’ contient b.

r<a et
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4. Quand une coupure remplit les conditions du cas 3°, on
convient de dire qu’elle définit un nombre irrationnel 1, quiest,
par définition, supérieur & tous les nombres de la premicre
classe, inférieur a tous les nombres de la seconde.

Nous dirons que I’ensemble des nombres rationnels et irra-
tionnels constitue I’ensemble des nombres réels ou, simplement,
des nombres.

En résumé, une coupure étant effectuée dans I'ensemble des
nombres rationnels, il y a un nombre réel auquel tout nombre
de la premiére classe est inférienr ou égal, et auquel tout nom-
bre de la seconde classe est supérieur ou égal. Nous dirons que
ce nombre est défint par la coupure considérée.

5. D’aprés la définition du nombre irrationnel 2, on recon-
nait que, si a et 6 désignent deux nombres rationnels :

Les conditions a<<), A< 6 entrainent a <b;

Les conditions a<C¥b, b<<2 entrainent a<C?h;

Les conditions A<<a, a <b entrainent A <<b.

Si a <}, ilyades nombresrationnels ¢ (en nombre infini)
tels que a<<ec <A

Si a>2, ilyadesnombresrationnels ¢ (en nombre infini:
tels que A<c<a.

6. Soient deux nombres irrationnels X etX’; soient A, B les
premiere et seconde classes correspondant & A, A’ et B’ les pre-
micre et seconde classes correspondant & X. Il y a trois cas pos-
sibles :

1° A et A’ sont identiques ; il en résulte que B et B’ sont aussi
identiques. Les nombres X et X’ sont définis par la mémecoupure;
nous dirons qu’ils sont égaux: A = A,

2° Il y a dans A’ un nombre a qui n’est pas contenu dans A.
Ce nombre appartient & B et n’appartient pas & B'. Tout nombre
de A est inférieur A a, qui appartient & B, et comme a, apparte-
nant & A/, est inférieur 4 tout nombre de B, il en résulte que
tout nombre de A est inférieur 2 toutnombre de B'. Par suite,
A et B’ n'ont aucun élément commun ; tous les nombres de A
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font partie de A’, tous les nombres de B' font partie de B. Un

nombre rationnel x ne peut se comporter, par rapporta A et }',
que de trois manidres :

I.  fait partic de A, par suite de A’; on a

<), <N,
II. x fait partie de Betde A’; on a
x>, <N,

Cette catégorie comprend au moins le nombre a; elle com-
prend une infinité de nombres. car il y a, dans B, dont fait
partie a, un nombre <a, soil 6; tous les nombres ration-
nels compris entre b et a font partie de cette catégorie.

Il. z fait partie de B', par suitede B; ona

x>, x >N,

Par définition, nous dirons qu’ona

IR @

30 [l yadans A un nombre qui n’est pas contenu dans A
Ce cas ne différe du précédent que par ce que les roles des nom-
bres A et ¥ sont permutés ; nous dirons qu’on a

V<A

De cette étude et des définitions donnces, il résulte que, st
X et ¥ sont deux nombres irrationnels :

Pour que X =X, il faut et il suffit que tout nombre ra-
tionnel inféricur & un de ces nombres soit inféricur a Pautre;

Pour que A<<¥, il fautetil suffit qu'il existe un nombre

rationnel a tel que
V< a, a <<V,

7. L’ensemble des nombres réels est ordonné, c’est-a-dire que,

si A, 1, v, sont trois nombres rcels tels que
A p<ly,

on a I PR

Cos faits se trouvent établis: 1° dans le cas ou les trois
nombres sont rationnels (§ 1) ; 20 dans le cas ou un seul des trois
nombres est irrationnel (§ 5); 3° dans le cas ou le nombre
intermédiaire est rationnel, les autres étant tous deux irration-
nels (§ 6) ou non (§ 5). Dans le cas général, prenons deuy
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nombres rationnels a, b, tels que
A <Za, a<p, p<lb, b,
De a<lp, p<<b, ondéduit a<<b.
De a<<b, b<<v, ondéduit a<v.
De A<<a, a<v, ondéduit 2<<v.

Entre deux nombres réels différents existent des nombres
rationnels; cela est vrai quand les deux nombres sont rationnels
(8 1), quand P'un des deux est rationnel et I'autre irrationnel
(§ 5), et enfin quand ils sont tous deux irrationnels (§ 6). Entre
deux nombres réels différents existent aussi des nombres irra-
tionnels : on prend d’abord, entre les deux nombres donnés,
deux nombres rationnels a et &; le second exemple du §3
montre qu’il y a entre a et 4 un nombre irrationnel.

8. Les nombres irrationnels supérieurs & 0 sont dits positifs,
ceux quisontinférieursd 0 sontditsnégatifs. Soit 2 un nombre
irrationnel positit; soient A et B les premidre et deuxitme
classes correspondantes. Appelons A’ l'ensemble des nombres
opposés (*) & ceux de B, B’ I'ensemble des nombres opposés a
ceux de A : on a ainsi une coupure, la premiére classe A’ n’a
pas d’élément supérieur & tous les autres, B' n’a pas d’élément
inférieur a tous les autres ; il y a donc un nombre irrationnel
A’ supérieur aux nombres de A’, inférieur aux nombres de B'.
Comme 0 est contenudans A et par suite dans B, A’ est néga-
tif. Nous dirons que X est le nombre opposé & A. On écrira

N=—1] A= —N;
on dira, comme pour le cas des nombres rationnels, que A et ¥
ont pour valeur absolue commune A :
A =|N]|=2\
Il est évident que A =p entralne —X=—p, que
A<p entraine — p<C—A, quels que soient A et p.

(*) On emploie aussi I'expression « symétriques », ou encore « égaux et de
gignes contraires ».
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)|

BORNES SUPERIEURE ET INFERIEURE D'UN ENSEMBLE

9. Soit E un ensemble quelconque de nombres réels. Un
nombre rationnel a peut se comnporter, par rapport 2 E, de
deux maniédres :

1° a estinférieur ou égal & un nombrede E;

2° a est supérieur a tous lesnombres de E.

Il 'y a certainement des nombres rationnels vérifiant la con-
dition 1°, Si aucun nombre rationnel ne vérifie la condition
2°, c’est qu’il existe dans E des nombres supérieurs a tout
nombre rationnel (et parsuite & tout nombre réel) ; nous dirons
alors que E est illimité supérieurement,. :

Dans le cas contraire, I'ensemble E est dit borné supérieure-
ment ; les nombres rationnels se partagent alors en deux classes,
la premicre composée des nombres vérifiant 1°, la seconde com-
posée des nombres véritiant 2°; ce partage constitue une cou-
pure, car tout nombre de la premicre classe est inférieur ou
égal &4 un certain nombre de E, lequel est inférieur a tout
nombre de la seconde classe. Le nombre réel M, détini parcette
coupure (§ 4), est dit la borne supérieure (') de 'ensemble E.
Ii possédeles deux propriétés suivantes :

1° Tout nombre de E est inférieur ou égal & M.

2 Si A est un nombre inféricur & M, il y a dans E un
nombre supérieur & A,

La propriété 1° résulte de ce qu'il est impossible qu'un

nombre « de E surpasse M, car alors un nombre ralionnel a

(*) Ou encore limile supérieure.
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tel que «>a>M appartiendrait & la seconde classe rela-
tive & M, tout en étant inféreur A unnombre de E, ce qui est
impossible. La propriété 2° résulte de ce que, si A <M, un
nombre rationnel & tel que A < 6 <<M appartient 2 la pre-
midre classe, done il y a dans E un nombre supérieur ou égal
a b, par suite supérieur & A,

Ces deux propriélés ne peuvent apparltenir qu’au seul
nombre M, car un nombre inférieur & M ne vérifie pas 1¢, un
nombre supérieur & M ne vérifie pas 2°.

De la double propriété caractéristique du nombre M résul-
tent les conséquences suivantes :

Dans le cas ou '’ensemble E contient un nombre plus grand
que lous les autres, M est égal a ce nombre.

Si E, est un ensemble contenu dans E, la borne supérieure
de E, est inférieure ou égale & la borne supérieure de E.

Si tous les nombres d’'un ensemble E sont inférieurs ou
égaux & un nombre A, il en est de méme de la borne supé-
rieure de E.

Un nombre quelconque A est la borne supérieure de l’en-
semble des nombres inférieurs & 1.

10. On établit de méme les propositions suivantes :

Etant donné un ensemble de nombres E, ou bien il y a dans
E des nombres inférieurs 4 tout nombre réel, I'’ensemble est
dit alors illimité inférieurement ; ou bien il y a des nombres in-
férieurs & tous les nombres de E, qui est alors dit borné infé-
rieurement. Dans ce second cas, il existe un nombre m qui est
dit la borne inférieure de E, et qui est caractérisé par la double
propriété suivante :

1° Tout nombre de E est supérieur ou égala m;

2°8i A est un nombre supéricur & m, il ya dans K un nom-
bre inférieur & A.
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Si E contient un nombre plus petit que tous les autres, m wst
égal & ce nombre.

Si E: est un ensemble contenu dans E, la borne inférieure
de E, est au moins égale a la borne inférieure de E.

Si tous les nombres de E sont supériecurs ou égaux i un
nombre A, il en est de méme de la borne infécézure de E.

Quand un ensemble est borné & [a fois supérieurement etin-
férieurement, on dit qu’il est borné

11. Au lieu de dire qu’un ensemble est illimité supérieure-
ment, nous conviendrons de dire qu’il a pour borne supé-
rieure -+ o ; et de méme nous dirons qu’un ensemble a pour
borne inférieure — oo, ¢’il est illimité inférieurement. Tout
se passe alors comme si, 3 ’ensemble R des nombres réels
(que nous appellerons nombres finis),on adjoignait deux élé-
ments : 'un, + oo, supérieur par définition & tout nombre
réel ; autre, — oo, inférieur A tout nombre réel. Nous dési-
gnerons par R’ I'ensemble R augmenté des éléments —+ oo,
— o, qui seront dits nombres infinis et seront considérés
comme opposés 'un & I'autre ; d’apres les conventions faites,
R’ est ordonné. Nous considérerons quelquefois des ensembles
pouvant comprendre des éléments quelconques de R’. On peut
dire a ce sujet qu’un ensemble d’éléments appartenant a R’ a
toujours une borne supérieure et une borne inférieure, qui sont
des éléments de R'. Le mot nombre, employé seul, signifiera un
nombre fini.

BAIRE. — NOMBRES IRRATIONNELS 2



18 L\MI{TE D'UNE SUITE DE NOMBRES

1

LIMITE D'UNE SUITE DE NOMBRES

12. Nous considérerons des suites infinies de nombres telles
que

{l) ul, u’, e oy un, oo o0

On dit qu’une telle suite a pour limite le nombre ) (ou encore

que u, lend vers X quand n croit indéfiniment) si, quels que
sotenl les nombres X' et X' satisfaisant aux conditions

(2) YA,
tl y a un entier p tel que, pour n>p, ona
3) V<lu, <X

Nous donnerons quelquefois une portée plus grande & la no-
tion de limite, en supposant que A peut étre un élément quel-
conque de R’ (§ 14): ainsi, A peut 8tre égal & —o0 (auquel
cas il n'y a pas lieu de considérer de nombre 3*), oud — oo
(auquel cas il n’y a pas de nombre ),

Nous dirons que la premiére définition correspond au sens
ordinaire du mot limite, et que la deuxidme définition corres-
poud au sens étendu. Le mot limite, employé seul, sera entendu
dans le sens ordinaire.

13. Suites non décroissantes. — Considérons le cas particulier
ou la suite (1) est non décroissante, ¢’est-a-dire o I'on a

u, su,g e <un g...

Soit } la borne supérieure de I'ensemble des nombres de la
suite. Je dis que la suitea pourlimite ) (sens étendu). En effet,
si A>2, les u sonttous inférieurs a X; 8i V<), len-
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semble des u, contient au moins un nombre supérieur i ¥,
tous les nombres de la suite qui suivent celui-ld ont la méme
propriété; donc la condition (3) est vérifiée quand n dépasse
une certaine valeur.

Si les u, sont tous inférieurs 4 un certain nombre A, on
peut affirraer que la limite A est un nombre fini, au plus égal
A A; dans le cas contraire, } est égald —+ oo.

Suites non croissantes. — De la méme maniére, on reconnait
qu’une suite non croissante, soit

UL Ug> - 2> Uy 2> uny

a pour limite sa borne inférieure 2; si les u, sont tous supé-
rieurs 4 un certain nombre, X est fini ; dans le cas contraire, A
est égal & — oo.

14. Reprenons maintenant le cas général d’une suite de nom-
bres quelconques

(i) u‘, u” (XXX} uﬂ’ sees

Désignons par M, et m, les bornes supérieure et inférieure
de I'ensemble des nombres

u,, uH.|, up+’, ecee
M‘ >M2> >Mp> eveg
m<m < < my< e

Tous les nombres M, et m, appartiennent & R’; soient M la
borne inférieure des nombres M,, m la borne supérieure des
nombres m,,.

Jedisquona MZ>m. Carsion avait M<m, il y au-
rait unnombre X telque M < A<Cm; pour certainesvaleurs
de n, on aurait M, <A <mn., dou M,<m, ce qui est
impossible.

M est dit la plus grande limitede la suite (1), m sa plus petite
limite. Le nombre M a les propridtés suivantes :

Ona
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1°Si a>M, les nombres de (1) sont tous, & partir d’un
certain rang, inférieurs & a;

2°Si a<M, ily a, quel que soit p, unentier n>p tel
que u,>a.

Cette double propriété ne peut appartenir qu’a un seul nom-
bre; elle caractérise donc le nombre M. De méme, m posseéde
la double propriété caractéristique suivante:

1°Si a<<m, les nombres de (1) sont tous, & partir d’un
certain rang, supérieurs 4 a;

208i a>m, ilya, quel quesoit p, unentier n>p tel
que u,<a.

15. Dans le cas oli la suite (1) a une limite (sens étendu), soit
A, jedisqu'ona M =m=2». Eneffet,si A’ et 1" sonttels que
N<A<¥, quand n surpasse une certaine valeur p, ona

X <<u, <,)‘”9
d’ol
rm, < M, <N,

et aussi

V<m<<M<HM,

On voit que M et m sont au moins égaux 4 tout nombre ¥,
par suite aussi & la borne supérieure X de ces nombres; de
meéme ils sont au plus égaux & la borne inférieure A des nom-
bres »". Donc M=m =A.

Réciproquement, supposons M=m. Posons M=m =2.
Soit M<<l=wm, X >Xi=M. Quand n dépasse un certain
eutier p, on a

M, <X, my > X,
et, par suite,
N U, <\

ce qui montre que la suite (1) a pour limite A.
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Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que la suite
(4) ait une limute (sens étendu) est qu’on ait M =m, et celte
valeur est alors la limite.

On reconnait ainsi que la limite, si elle existe, est unique.

l.a condition nécessaire et suffisante pour que la suite (1) ait

une limite (finie) est que les nombres M et m soient égaux a un
méme nombre fini.

16. Si la suite uy, Uy, ...y Up, ... @ pour limite X, la suite
— Uy, —Uy ..., —U, ... a pour limite (—X). Car,
soient aet B telsque a < —A<<B; ona(§8) —B<<A<C—0;
donc, quand = dépasse une certaine valeur p, on a
—B<u,<—1a, d’ou résulte a<<— u,<p; celaexprime
que (—u,) tendvers (—2A).

Dans les mmémes conditions, la suite |uy|, |usl, ..., |Ual, -
a pour limite |A]. En effet:

fo Si A =0, soit ¢e>0; quand n surpasse un certain
entier p, ona —e lu,<le, dou 0<T|u,| <e.

9 Si A>0, quand n surpasse un certain entier p, on
a u,>0, et par suite le nombre |u,|=u, tend vers
X =|\|.

30 Si A< 0, quand n surpasse un certain entier p, on
a u,<0, et par suite le nombre |u,|=—wu, tend vers
(=% =
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v

VALEURS APPROCHEES D'UN NOMBRE

17. Soit » un nombre, s0it « un nombre rationnel positif.
Cherchons & comparer A & tous les nombres na, (n étant un
entier positif, nul ou négatif), soient

) veey —2a, —a, 0, a, 22, 32, ....

Prenons d’abord deux nombres rationnels a, b, tels que
a<A<b; prenons un entier p inférieur au nombre ration-

a . - : . b
nel —>° un entier ¢ supérieur au nombre rationnel -;—; ona
pa<la < A<b<qa.

Bornons-nous & considérer les nombres na de la suite (1)
pour lesquels p<n<{q; ilssonten nombre fini, le premier
est inférieur & X, le dernier est supérieur & X ; parmi ceux qui
sont inférieurs ou égaux & ), prenons le plus grand, soit nx;
le nombre suivant (n+1)a, est supérieur & A. Ainsi, on a

2) na <\ < (n+1)a,

et il y a une seule valeur entidre qui, mise 4 la place de n,
vérifie les conditions (2). Les nombres nx, (n+1)a, ainsi dé-
linis, sont les valeurs approchées & a prés, par défaut et par
excés, de )\,

18. Si on remplace a par un nombre « tel que o = —Z-
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k étant entier et > 1, on reconnait que dans la suite qui rem-
place (1), soit

coy —2, —d, 0, «, 27,

M )

figurent les termes de (1), en particulier na et (n+ 1)z, de
sorte que la valeur approchée par défaut & o' présde A, n'e,
est au moins égale & na; de méme, (n' +1)¢ est au plus
égala (n—41)a.

Prenons une suite de nombres rationnels positifs «,, «,,
. a a a
eees @, ... tels que les quotients B 2,
ag Oy Xpte

soient des entiers supérieurs & 4 : ky, hy ..., hn,

1 ) Dans ces

tyn

(On peut prendre par exemple =, =
conditions, a, tend vers U quand n croit indéfiniment, car
ay g

= ik S

*"n—y

finit par étre inférieur & tout nombre positif donné.

En désignant par u, et v, les valeurs approchées de X & «,
prés, par défaut et par exces, on a

(1) Uy <<, .. << ...y
(2) D> 03> ... 2 U D .uey
@3) Uy, <A< vy,
(4) U — Up 5= Gy,

Si on désigne par i la borne supérieure des u,, par v la
borne inférieure des v,, on déduit de (3) :

(5) p<A<<.

Je dis qu’on ne peut avoir p<v, car alors soient deux
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nombres rationnels a, 6, tels que

p<a<b<yv;
prenons n “assez grand pour que

a, < bh—a.
On a Uy < a< b<<v,,
d’ou
Vp—1Up > b—a>a,,
ce qui contredit (&).
Ainsion a =,

d’ou

Ainsi ) est la borne supéricure des nombres w.. et la borne
inférieure des nombres v, ; c’est aussi, par conséquent, la limite
commune des deux suites (1) et (2). Donc :

'Tout nombre peut étre considéré comme la limite d'une suite
de nombres rationnels non décroissante ou non croissante.

Si X est irrationnel, aucun nombre u, n’est égal & A.

19. St A est un nombre, et si € est un nombre positif, on peut
trouver deux nombres rationnels a et b tels que

a<<\<b, b—a<e.

En effet, prenons d’abord un nombre positif rationnel 7 <e.

Si A est rationnel, on prendra a = 2 — —;-, b= A+ -;_

Si A est irrationnel, on prendra pour a et & les valeurs
approchées de A & = pres, par défaut et par exces.
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\'4

DIFFERENCE DE DEUX NOMBRES

20. Soient deux nombres différents = et y; soit r<ly.
Considérons tous les couples de nombres rationnels (a, 6) véri-
fiant les conditions

(1 r<a< h<y, {
et formons les différences b —a; ce sont des nombres positifs
dont ’ensemble A est borné; car il y a des nombres rationnels
x, B, tels que a<z, y<P, ettoutesles différences b—a
sont inférieures & B—a. L’ensemble A a donc une borne
supérieure, (ui est un nombre positif A.

Dans lecasou x et y sont rationnels, parmi les couples (a, b)
vérifiant (1) se trouve le couple a=1x, b6 =1y, et la diffé-
rence correspondante y — x  est supérieure & toutes les autres
différences de A. On a donc dans ce cas

(2) y—x =), r—y = —A.

Dans le cas ou x et y ne sont pas tous deur rationnels, nous
conviendrons de définir leur différence par les équations (2).
Si =y, nous posons
r—y=y—z=0.
Ainsi, étant donnés deux nombres quelconques, la diffé-
rence de ces deux nombres est parfaitement définie.

21. Les conditions
r<r<y<y

y—r<y —o,
car tous les nombres qui figurent dans I'ensemble A relatif
a r et y figurent aussi dans ’ensemble analogue A’ relatif
arety.
Si l'on sait que deux nombres xz et y sont compris entre
deux nombres z’' et y', on a certainement
ly—z| <y —2|.

entrainent
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VI
THEOREMES SUR LES LIMITES

22. Soit une suite de nombres
(1) Uy Uy .oy Upy .. Ws

D’aprés les § 14 et 45, trois cas sont possibles :

1° Il y aunelimite finie A, Alors M = m = A, Soit &>0.

Nous pouvons, d’aprés le § 49, prendre « et § rationnels tels
que
e <ALP et p—a <.

Il ya un entier p tel que, pour n>p, ona
a < Up < ﬁ
Si @ et v sont deux entiers supéricurs & p, on a done (§ 21)
Iup—uvl<‘5-_a<e~

2° [l y a une limite infinie; M et m sont égaux, soita + w,

soitd — oo ; soif, par exemple,
M=m=+4ow.

Quel que soit I'entier p, et quel que soit le nombre A, ilya
n>p tel que u,>A.

Donnons-nous arbitrairement un nombre rationnel positif A,
prenons un terme quelconque de la suite (1), soit u,. Prenons
un nombre rationnel B>wu,; B+ A estun certain nombre

rationnel ; nous pouvons trouver v>pu telque u, >B 4 A.
Des conditions

ion déduit (§ 21)

lu, —u,| > (B +A)—B = A.

On remarquera que A estarbitraire et que pn et v peuvent
étre choisis supériears A tout entier p.

u, <B<B+A<u,
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On aurait une conclusion identique dans le cas de
M=m=—wx®.

3° Il n’y a pas de limite. Ona M>m. Soient «,f deux

nombres tels que
malp <M

Quel que soit p, ilya p>p et v>p telsque
u < a, u, > 59
d’our résulte :
|u, —u, | >B—a.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les théordmes
suivants :

23. Théoreme I. — La condition nécessaire et suffisante pour
que la suite (1) ait une limite (finie) est que, d tout nombre positif
e corresponde un entier p lelque lesconditions p>p, v>p,
entratnent | u, — u, | <e.

{° [a condition est nécessaire, parce que, d’apres I’étude du
cas 1°(§ 22), elle est remplie si la suite a une limite {inie.

20 La condition est suffisante, car elle n’est pas remplie dans
les cas 2° et 3¢, puisqu’il y a alors un nombre positit (A dans le
cas 2°, B—a dans le cas 3°) auquel certaines diltérences
| u, —u,| sontau moins égales, p et v pouvant étre choisis
supérieurs a tout entier p.

24. Theoréme II. — Si lon a deux suiles
(l) Ugy Uy - oy Upy -y
(2) v‘, vﬂ’ ooy v”, LRI}
dont la premiére a pour limite un nombre )\, la condition néces-

saire et suffisante pour que la seconde ait aussi pour limite »
est que | un— v, | ait pour limite 0.

1o La condition est nécessaire. Supposons que la suite (2) ait
pour limite A, comme la suite (1).
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Soit ¢ un nombre positif, prenons « et p tels que

a<A<P et L—a2<e.
Quand n surpasse un certain entier p, on a
a<<u, <P et <0, <p,
d’ol |thg— v, | <P—a<e;

¢ étant un nombre positif arbitraire, ceci exprime que
| un— v, | a pour limite 0.

20 Pour montrer que la condition est suffisante, je vais mon-
trer qu’elle n’est pas remplie si v» ne tend pas vers X. Dans
cette hypothése, des deux nombres M et m relatifs 2 la suite
(2), 'un au moins n'est pas égal & } ; 'une au moins des deux
hypothéses A<M, A>m est vérifiée, sans quoi on aurait
m>A>M, etcomme M>m, onaurait M =m = .

Soit, par exemple, A <M. Soient «, 3 deux nombres tels
.que

A<a<p<M.
Quand n dépasse une certaine valeur, on a
u, <a,
et, quel que soit p, pour une certaine valeur de n>p, ona
va > B.
De U <ae<f<o,

résulte
[ty — v | > B —a.
Il est donc impossible que |u, —v,| ait pour limite 0.
La conclusion est la méme dans le cas de A > m, ce qui
démontre le Théoréme II.

25. En considérant le cas particulier o les nombres u, sont
tous égaux & un méme nombre 1, auquel cas la suite (1) a évi-
demment pour limite A, on arrive a la conclusion suivante :

Théoréme IIl. — Pour gu’une suite v, vy, ..., v,, ... ait

pour limite un nombre ), il faut et il suffit que |v, —\| ait
pour limite 0.



THEOREMES SUR LES LIMITES 29

26. Théoréme IV. — 8i l'on a deux suiles

Uyy Uy, ...y Upyy ..oy
Uiy, Yoy ..., Vpy ...

ayant respeclivement pour limiles X et p, w,—v, a pour
limite A — p.

Dans le cas ol A=y, ce théordme se réduit & la partie
1° du Théoréme II.

Considérons le cas ot A 3£ .

Supposons par exemple A <. Soit ¢ un nombre rationnel

positif. On peut déterminer quatre nombres rationnels a, b, ¢, d
tels que

(1) ea<i<b<ce<p<d
avec

(2) b—a<le, d—c<e.

Quand n dépasse un certain entier p, ona

(3) a<<u, < bh<c<w, <d.

On déduit respectivement de (1) et (3)
c—b<p— 1 <d—a,
c—b<v,—u, <d—a,
d’ou
[(on—tun)—(r =) | < d—a—(c—b).
Comme, d'aprés (2) (a, b, ¢, d, ¢ étant rationnels)
d—a—(c—b =d—c+b—a< 2,
et que ¢ est un nombre positif rationnel quelconque, on a
lim | (vp—up) — (r—2)| =0,
C’est-A-dire, d’aprés le Théortme IlI,
lim (vp—up) = p—\
Comme les nombres opposés & v,—wu, etp—21 sont
u,—v, 6 A—p (§ 20), on a aussi (§16)

lim (Up — vp) =A—p
et
lim|up—va| = |A—pl.
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VII

NOTIONS DE FONCTION ET DE CONTINUITE

27. Une lettre qui sert & désigner un nombre pouvant recevoir
des valeurs distinctes, est dite une variable. Si, & chacune de ces
valeurs, correspond, suivant une loi qu’on indique, un autre
nombre, on convient de considérer ces derniers nombres comme
les différents états de grandeur d’une méme variable, qui est
dite fonction de la premitre; celle-ci prend le nom de variable
indépendante ou encore d’argument de la fonction. C’est ainsi
que, dansles suites (1) (Sections !l et VI), le nombre u, estune
fonction de n définie pour toutes les valeurs entitres positives
de n. Citons,comme exemples de fonctions définies pour toutes
les valeurs réelles de la variable z : la partie entitre de z
(valeur approchée de x & une unité pres, par défaut); le nom-
bre (—z); la valeur absoluede z: |z|; le nombre z lui-
méme.

De méme, si on considére un systtme de deux ou plusieurs
variables, et si, & chaque systéme de valeurs attribuées a ces
variables, correspond un nouveau nombre, on regarde ces der-
niers nombres comme les états de grandeur d’une fonction des
premicres variables : celles-ci sont alors les variables indépen-
dantes. Par exemple, on apprend, en arithmétique et en algdébre
élémentaire, A faire correspondre 4 un systdme de deux nombres
rationnels a et & des nombres qu'on désigne par a--b,

a
a—b, ab, 3 Chacun de ces nombres est une fonction des

variables a et &; les trois premitres sont définies pour tous les
systtmes de valeurs rationnelles des variables ; la dernidre est
détinie pour tous ces systémes, sauf ceux pour lesquels b = 0.
Autre exemple : le nombre =z — y, défini dansla Section V, est
une fonction des variables = et y définie pour tous les systimes
de valeurs réelles attribuées & ces variables.
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28. Si a et 6 sont deux nombres tels que a <6, on
appelle :

{° intervalle (@, b), l’ensemble des nombres x tels que

a<r<b;

9o intervalle (—, a), 'ensemble des nombres z tels que

—oLr<a;

3° intervalle (a, + ), l’ensemble des nombres x tels que

a<Lr<+0;

4o intervalle (— o, 4+ ), Pensemble de tous les nombres
réels.

Le premier de ces intervalles est dit borné; les autres ne le
sont pas. Un nombre « est intérieur & un intervalle s’il y a des
nombres z', 2", appartenanta U'intervalleet tels que 2’ <z < x”.
Dans chacun des quatre cas considérés, tout nombre z appar-
tenant & Pintervalle défini est intérieur & cet intervalle , sauf
a et b dans le cas 1°, a dans les cas 2° et 3°. Si une suile de
nombres x,, s, ..., Tu, ... tend versun nombre x, intérieur
aun intervalle donné, x, est, pour les valeurs de n qui sur-
passent un certain entier, intérieur & cet intervalle.

Ftant données deux ou plusicurs variables z,y, ... et
des intervalles de variation correspondant & ces variables, on
appelle champ I'ensemble des systémes de valeurs x,, vy, ..
attribuées aux variables x,y, ... et telles que chacune de
ces valeurs appartient A Uintervalle de variation correspondant.
Le champ est borné si tous ces intervalles sont bornés; il est
alors détini par des conditions de la forme

a<r<a, <y, ..,
a, @', b, ', ... désignant des nombres finis. Il y a aussi des
champs non bornés, tels que
a<r<+4 oo, b<<y<b.

L'ensemble de tous les systtmes de valeurs attribuées aux

variables z, y, ... est le champ
— 0 T <+ o, —oL Yy + x>,

Pour abréger, nous dirons qu’un systéme de valeursattribudes
aux variables z,y, . . est un point; le point est rationnelsi
toutes ces valeurs sont rationnelles.
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Un point (4 Yoy -..) est dit intérieur & un champ si chacun
des nombres =z, y,, ... est intérieur & Vintervalle correspon-
dant.

On dit que la suite de points (T4, Y15 .-.)s (T2 Y2y - .)s
e vy (Tns Ynye 2)y ... @ pour limite le point (Tys Yoy ...) (0w
tend vers ce point) si lon a lim rp =y, lim y, = v,, ...

29. Supposons qu’une fonction flz, y, ...) d’une, de deux
ou de plusieurs variables soit définie en tous les points d’un
certain champ C (le champ se réduisant, dans le cas d’une
seule variable, & un intervalle): on dit que f(z, y, ...) est
définie dans le champ C.

On dit que fl(x, y, ...) est continue au poinl (Lo, Yo» - - -)
du champ C si, pour toute suite de points de G: (s Y1» ---.)s

(€25 Yoy ++-)s o5 (Tns Yny ...)y ... tendant vers (To, Yoo .- ),
ona

Hm fl®n, Yns - ..) = f(Tos Yo, .. .)-

Si cette condition est remplie pour tous les points (%o, Yoy .- .)

de C, on dit que f est continue dans C.

30. Les fonctions de la variable x suivantes: (—z), |x|, qui
sont définies dans le champ - o < <+, sont conti-
nues dans ce champ, car, d’aprésle § 16, la condition

lim z, = x,
entraine
lim (— z,) = — ®,, lim |2,| = |z,|.

Au contraire, la partie entiére de x n’est pas continue car, en
prenant par exemple x,=1— -:-;, n=1,2,3,...) et
zo-=1, ona limax, =z, mais la partie entitre de z,,
qui est 0, quel que soit n, ne tend pas vers la partie entiére
~de x, qui est 1.

La fonction x—7 des deux variables # et y est continue
dansle champ — o <r<+4 ®, — w0 <y <-4 o, car,
d’aprés le Théordme IV, § 26, les conditions lim z, = x,,
lim y, = yo entrainent lim (2, — y,) = T, — Y.
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VIII

FONCTIONS D'ARGUMENTS RATIONNELS

34. Considérons plus spécialement les fonctions détinies pour
des systtmes de valeurs rationnelles attribuées aux variables:
nous les appellerons fonctions d’arqguments rationnels.

Une fonction d’arguments rationnels f(x, y, ..) supposée
définie en tous les points rationnels d’'un champ C est dite
détinie dans ce champ. Elle est dite uniformément continue
dans C si, & tout nombre positif ¢, correspond un nombre
positif « tel que, pour deux points rationnels (x, y, ...),
(«'y ¥’y ...) duchamp C satisfaisant aux conditions

(1) |l — 2’| < a, ly—vy'l <a, ey
on a
(2) "(ma y’---)—f(x’9y’$ °'-)|<"

Il est évident que cette condition est remplie pour toute valeur
positive de ¢ si elle est remplie pour toute valeur positive
rutionnelle attribuée & s.

32. Les fonctions d’arguments rationnels z—+y, z—y
sont uniformément continues dans le champ

—o<T<L+ ® oY+ >
Kn effet, pour satisfaire aux conditions (2) qui s’écrivent ici
[z +y)— (@ +y)]| <., [(x—y) —('—Yy') <4,

¢« étant un nombre rationnel positif, il suffit de satisfaire aux

BAIRE. — NOMBRES IRRATIONNELS 3
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suivantes:
[ 3
o —2 | <5 ly—yi<g

On prendra donc « = =

2

33. La fonction d’arguments rationnels xy, qui est définie en
tout point rationnel, est uniformément continue dans tout
champ borné. Soit le champ borné G

a<e<d, bgy<¥,
a, da', b,¥, étant des nombres finis. Prenons un nombre positif
ralionnel A supérieur a toutes les valeurs absolues des nombres
a,a, b, b'; on aura, pour tout point du champ G,

) || <A, ly | <A.

Il s’agit de satisfaire, ¢ étant positif et rationnel, & la con-
dition

(2) |2y —2'y'| <e,
qui peut s’écrire

[@—2)y+@—yie|<e
Cette condition sera vérifiée si I'on vérifie les suivantes :

€ 1
le—2 |-y 1< g ly—yi-171 <3
que nous remplacerons, en tenant compte de (1), par
¢ ¢

On satisfait donc a (2) en prenant a = .Q_‘K.

34. La fonction g— est définie en tout point rationnel pour
lequel y 5% 0. Sidonc on considére le champ borné C
a<z <d, b<y<V?,

pour que —:— soit définie dans ce champ, il faut et il suffit que
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b et & soient deux nombres différents de 0 et de méme signe.
Cette condition étant supposée remplie, je dis que m est

uniformément continue dans le champ C.

Prenons un nombre positif rationnel A supérieur aux valeurs
absolues de a, @', b, &', et un nombre positif rationnel 1 infé-
rieur aux valeurs absolues de b et 4'; on aura, pour tout point
du champ C,

lz|<A,  e<|yl<A

Il s’agit de satisfaire & 'indgalité

zx T '
—— — <,
y ¥
qui se transforine en
|2y’ — =yl _
lyl-1y'l ’
ou
o=y — =yl _,
1yl 1yl

Nous remplagons cette inégalité par la suivante:
@ —a)y —(y — ¥
u?
et cette derniére par les deux suivantes:

T —2|A ¢ y— y’|A ¢
I ,l <t ly 2./I <<

B 2 B

La question sera donc résolue en prenant

z|
<s

tut

T 2A
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X

PRINCIPE D’EXTENSION

35. Soit flz,y, ...) une fonction d’un ou plusieurs ar-
guments rationnels, supposée uniformément continue dans
tout champ borné ol elle se trouve définie. (Cest le cas,

d’aprés les §§ 32, 33, 34, pour z+y, z—vy, vy, %)
Un point (x,y, ...), rationnel ou non, peut avoir la pro-
priété d’étre intérieur d un champ dans lequel [ est définie.
[Cette condition est remplie par tout point (x,y) dans le cas

des fonctions z+y, x—y, xy; par tout point (r, y) pour
lequel ,, y 5% 0, dans le cas de %] Nous allons définir une

fonction F(x,y, ...) quisera définie en tous les points possé-
dant la propriété précédente, qui sera égaled f(z,y, ...) en
tout point rationnel ol f est définie, et quisera continue (§ 29)
dans tout champ ou elle se trouvera définie.

Soit (2o. Yo- ...) un point possédant la propriété indiquée :
il ya donc un champ borné G auquel (r,,y,. ...) est inté-
rieur, et tel que f est définie et uniformément continue dans C.

On peut trouver une suite de points rationnels tendant vers
(Tos Yo. .. .), sOit

(1) (.'l‘“ Yis ...), (329 Y ...), ceey (:l‘,., Yny R T

Du fait que (x, yo, ...) est intérieur au champ C résulte
que, quand n dépasse une certaine valeur, le point (z,, yn, .. )
appartient au champ C ; nous supposerons que cette con-
dition est remplie pour tous les points de la suite (1).
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{° Je dis que la suite de nombres

(2) f(.l’t, Y1, "')’ f(-’l’g, Y, '-')9 LIS f('rn9ynv ‘-o)g .

a une limite. Pour le prouver, rappelons que, 8 ¢ >0 corres-
pond «> 0 tel que, pour deux points rationnels du champ C:
(Zyy, ...)y, (&'yy',...), lesconditions

(3) le—2' | <a, ly—Yy' | <e,
entrainent
(4) | zsyy )= [y, .. | <e
Ona
limx, = x,, limy, = y,, cen

Appliquant le Théoréme I (1°) (§ 23) aux suites (en nom-
bre fini) cp, Yn, ..., ON VOit qu'd a correspond un entier p,
tel que, pour p >p, v>p, ona

lx,,—-w,|<a, lyu—'yvl<’9 s
et par suite, d'aprés (4),
| £y Y -« )— [0, Yy, ...) | < e

D’apreésle Théoréme I (2°), comme e est arbitraire, cela signifie

que f(Tns Yn, -..) a une limite A

2 Je dis que la limite A n'est pas changée si on remplace la
suite de points (1) par une autre suite de points rationnels du
champ C tendant aussi vers (xo, Yo, ...), sOit

@Yty ---) @Y o)y o (Ta Yns e o)
En eflet, d’apres le Théoréme 11 (1°) (§ 24), des conditions

lim x, = x,, limy, = y,, (-oes
limz), = x,, lim y), = y,, (.oes

on déduit que, quand n dépasse une certaine valeur p, on a

| Zp—ap | < a, [Yyn—Yn | <a,
et par suite
| f(@ns Yo o) = f@ny Yy -..) | <&
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D’aprés le Théoréme 11 (2°), cela signilie que f(xy, ¥, ...)
tend vers la méme limite que f(2,, ya, ...), Cest-a-dire vers A
Ainsi X ne dépend que de (x, Yo, ...).

3° Quand (xy, 3o, ...) est un point rationnel, on a
A = f(xo, Yo, ...). Il suffit, pour vérifier ce fait, de supposer (ue
tous les points de (1) sont identiquesd (2o, Yo, ...): la limite
de (2) est alors f(xo, vy, . ..).

On reconnait ainsi qu’une fonction devant remplir les condi-
tions imposées & F doit nécessairement, au point (xg, vy, ...),
avoir pour valeur A. Nous poserons donc F(x,, yo, ...) = A.

Je dis que F a la propriété suivante :

* ¢ et a ayant la méme signification que plus haut, pour
deux points (z, y, ...), (&, y',...) quelconques du champ C, les
conditions

(5) jle—o' | < a ly—vy' | <a,
entrainent
(6) | Flz,y, ...)—F@,y,...)| <.

Si xz£x', prenons une suite de nombres rationnels
Tyy Lyy oeey Ty ... COMPris entre x et 2’ et tendant vers x; pre-
nons de méme une suite de nombres rationnels XTyy Loy oer,
T,, ... comprisentre x et x' et tendant vers «'. Si x = a7,
prenons une suite de nombres rationnels x,, x, ..., x,, ... ten-
dant vers x et tous contenus dans l'intervalle de variation de z
relatif au champ C; prenons zn = z,. On a ainsi dans tous
les cas

xn"“x' | <Go
n

En opérant de méme pour chacune des autres variables Yy oens
on obtient deux suites de points rationnels appartenant au
champ C:

(.’L‘“ yl’ ---)9 ($2» yh ---)’ LXXS ) (.’l’,,, yn, ---)3 (X X]

Yy ooy (@ Yoy wer)y wevs (@ Yy o)y oo
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ayant respectivement pour limites les points (2, y,...) et
('y y'y...), et tels que
[ p =2y, | <a, lYyn—Yn | <a,
On a donc, quel que soit n,
[/ @ns Yy - )= [(Zhy Yy .. )| <e.

D’aprés le Théoréme IV (§26), le premier membre a pour
limite le nombre | lim f(x,, y,, ...)— lim f(zn, y., ...) |, Cest-
a-dire | F(z,y, ...)—F(@', v/, ...)]. Donc

(6) |Flz,y, ...)—F@', y, ...)|< e

Cela étant, la fonction F(x,y, ...) est continue dans tout
champ ou elle se trouve définie; car, soit une suite de points
quelconques

(m,, Y -~-), (-T‘h Ya, ---)a “eey (-Tm Yns ---)’

ayant pour limite le point (z, y, ...). Supposons F définie en
tous ces points. Prenons un champ C auquel (z, y, ...) soit
intérieur. Soit ¢ > 0; déterminons « de maniére que les
conditions (3) entrainent (6). Quand =n dépasse une certaine
valeur p, le point (s, y,, ...) est intérieur a C, et d’autre
part on a

|$“mnl<“9 |y-—yn|<¢. vy
d’ou, par suite,
‘F(l‘, y; ...)-—-F(St,., yru -~-) '< s,

ce qui montre que F(x,, yn, ...) a pour limite F(z, y, ...).

On voit en résumé que le probléme proposé est résolu et con-
duit & une fonction bien déterminée. On dira que cette fonction
I est la fonction f étendue, et le procédé qui permet, en partant
de f, dedétinir F, seraappelé principed’extension.

36. Puisque chacune des fonctions d’arguments rationnels:

z : :
T4y, T—Yy, Y, m est uniformément continue dans
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tout champ borné o elle se trouve délinie, le principe d’ex-
tension est applicablea ces fonctions, et donne naissance a des
fonctions d’arguments quelconques, que nous désignerons en-

x
corepar r—+vy, T —vy, TV, ¥ et que nous appellerons

somme, différence, produit, quotient ; les trois premitres sont
définies en tout point (x, y), la derniére en tout point pour le-
quel y 7 0; chacune d’elles est continue dans tout champ ou
elle se trouve délinie. Cette définition est nouvelle pour

x .
T4y, Yy, -'/—; en ce qui concerne I —y, NOUS avons

déja détini sous ce nom (Section V) une certaine fonction qui se
réduit, quand x et y sont rationnels, & la différence . x — y
délinie en arithmétique et algébre élémentaire, et qui est con-
tinue (§30) : cette double propriété montre I'identité de la dé-
finition de x—y de la Section V avec la définition ac-
tuelle.

1 . . o 1ae
l.e nombre - (qui est défini si x % 0) est dit l'inverse

de z.

37. De la définition de F résulte la propriété suivante : Si un
point (xo, Yo, ...) est intérieur & un champ C, et si les valeurs
de f(x, y, ...) aux points rationnels de C sont comprises
entre des nombres M, m, le nombre F(x,, vy, ...) est aussi
compris entre M et m.

En particulier, on déduit de la que, si = et y sont positifs,
z + vy, 2y, %;- sont aussi positifs, car, en prenant des nombres
rationnels a, a', b, ¥, tels que

Il<a<z<a, I<b<y<d,

les fouctions d’arguments rationnels « + y, xy, =, dans le
champ C: !
a<Lrsa, hsy< v,



PRINCIPE D EXTENSION 41

ont des valeurs au moins égales respectivement aux nom-
bres positifs

a—+b, ax<b, 7

il en est donc de méme des fonctions de variables quel-
xr

conques T —+y, xvy, m considérées dans le méme champ ;

elles ont donc des valeurs positives. On voit aussi que, z étant

|
positif, - est positif.

38. Si une fonction est continue dans tout champ ou elle se

trouve définie, nous dirons simplement, pour abréger, qu’elle
est confinue.

Soient x, y, ... des variables, f, ¢, ... des fonctions de ces
variables, chacune des fonctions f, 9, ... pouvant étre fonc-
tion, soit de toutes les variables «, y, ..., soit sculement de cer-
taines d’entre elles. Les variables f, ¢, ... pcuvent étre les ar-
guments d’une nouvelle fonction F(f, ¢, ...), quon peut alors
considérer comme une fonction ®(x, y, ...) des premicres va-
riables x,y, ..., par I'intermédiaire des fonctions f, ¢, ... ; on
dit que c’est une fonction composér de x, y, ... ou, dans le cas
d’une seule variable x et d'une seule fonction intermédiaire f,
une fonction de fonction. C’est ainsi que, x, y, z étant trois va-
riables prenant toutes les valeurs réelles, =z + (y + 32),
x><(y + z) sont des fonctions de x, y, z, par l'intermédiaire
de x ety + z.0n a, acesujet, le théoréme suivant :

Si f, 9, ...sont fonctions conlinuesde x, y, ... ef si F est
fonction continue des variables f, o, ..., la fonction ¥(z,y, ...)
= F(f, 9, ...) est fonction continue de x, y, ...

Soit, en effet, une suite de points
(27‘, yb .. -)9 (xh 3/:, . -)9 LECIEE ] (.’L‘,,, ym -*-), oo

tendant vers un point (o, Y, ...). On suppose que F se trouve
définie en chacun de ces points, ce qui suppose que f, 9, ...
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sont définies en tous ces points, et que, en posant, pour
n=12 .. etn=0
f(xm Yny oo0) = fm @(Tns Yns vr) = Py ey

F est définie pour tous les points (f,, ¢n, - ..).
Puisque f, ¢, ... sont continues, on a

lim f" = fo, lim Pn = %oy sevy
et F étant continue en tant que fonction de f, ¢, ..., On a

lim F(fy, ¢ny .o.) = F(fo, 305 --) 5
ce qui s’éerit,
lim ‘b(:i:,,, Yny -u) = q’(xo, Yoo uo).

La proposition estdonc démontrée.

39. Si une égalité de la forme

fxy y,...) = o(x, y, ...),

ou f et o sont des fonctions continues des variables Ly Yy -0 oy
est démontrée quand le point (x, y, ...) est rationnel, elle a
lieu également pour tout point appartenant & un champ dans
lequel f et o sontdéfinies. En cffet, soit ( x,, Yo, «..) UN tel
point; il y a unesuite de points rationnels (z,, yi, ...),
(%35 Yas vee)sy eeny (Tny Yny ...), ... tendant vers (=, Yo - -.)
et en chacun desquels f et ¢ sont définies. On a, pour
n — 1, 2, cosy

An, Yns <o) = 4@ns Yny 22),
d’ol
lim f(@ny Yn, «..) = limo(@n, Yn, .. .),

c’est-a-dire, & cause de la continuité de [ eto,

f(xo, Yoy «-0) = §(To, Yoy ...)s
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X

EXTENSION DU CALCUL ALGEBRIQUE

40. Montrons que les rdgles de calcul algébrique qui sont
établies en Algébre élémentaire dans le cas ou les variables
regoivent des valeurs rationnelles s’appliquent au cas ol ces
variables sont quelconques.

Toutes celles de ces régles qui sont relatives 4 la transformation
des égalités au moyen des quatre opérations élémentairesrésultent
d’un certain nombre de principes qu’on peut exprimer par les
formules suivantes, ou x, y, z désignentdes nombres ration-
nels :

(1) T+y =y—+uo,

@) @+ y) +z2=z+(y+2),

(3) z+0 ==z,

(4) z—a:=0,

8) 0—z=—uz,

(6) 4+ (—y) =2z—y,

(7) X (—y) = —(r>xy),

(8) (—2)<( -y) = <y,

(9) x>0 =0,

(10) T><1 =z,

(11) Xy = yxz,

(12) (xXX y) >z = 2> (y><1),

(13) (@ +y)x<z = (2X<z2) + (y x3),
x

(U*) ;':‘ 1, (xi()),
1 T

(15) TX = (y #0).

Toutes les fonctions qui figurent dans I'un ou P'autre membre
de 'une de ces égalités sout des fouctions continues de x, y, 3
{en vertu, pour ce qui concerne les égalités (2), (6), (7),
(8), (12), (13), (15), du § 38]; donc, d’aprés le § 39, ces
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équations sont valables pour toutes les valeurs, rationnelles ou
non, des variables Ainsi se trouve étendu tout le calcul algé-
brique relatif aux transformations d’égalités par addition, sous-
traction, multiplication et division.

41. Pour étendre aux nombres quelconques les deux rigles
fondamentales du calcul des inégalités (addition d’'un méme
nombre aux deux membres, multiplication par un méme nom-
bre positif), rappelons que, d’aprés la définition des nombres
opposés, il y a équivalence entre les conditions x>0 et
—x <0, et que, d’aprés la définition de la diftérence, il y a
équivalence entre les conditions =z >y et z—y>0.

Cela étant, quels que soient z, y, z. de x>y on déduit
z—y >0, cequi,dapris le calcul des égalités étendu, peut
gécrire (x+z)—(y+2z)>0, dou xz-+2z>y-+z; donc
cette dernidre inégalité résulte de x> y.

On a vu (§37) que,de >0, y >0, résulte xy>0.

Cela posé,silona x>y, et z>0, on peut écrire suc-
cessivement r—y>0, zr—y)>0, zr—zy>0,
2r >zy; on peut donc déduire cette dernicre de = > y.

En résumé, tout le calcul algébrique relatif aux transforma-
tions d'égalilés et d’inégalités par addition, soustraction, mulli-
plication et division s’applique aux nombres quelconques.

42. Par combinaison des quatre opérations fondamentales
effectuées sur des variables =, y,..., on obtient des fonctions qui
sont les fonctions rationnelles de (z, y, ...); ‘elles compren-
nent comme cas particulier les polynomes, obtenus en n’effec-
tuant queles trois premic¢res opérations.

D'aprés le principe du § 38, une fonction rationnelle des va-
riables (x, y, ...) est continue ; si u, v, ...sontdes fonctions con-
tinues de (x,y, ...), une fonction rationnelle de wu, v, ... est
fonction continue de =z, y, ..., dans tout champ ou elle se
trouve définie ; comme cas particuliers de cette proposition, la
somme, le produit de plusieurs fonctions continues, le quolient
de deux fonctions continues sont des fonctions conlinues.
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XI

THEOREMES SUR LES FONCTIONS CONTINUES

43. Transformons la définition de la continuité donnée au
§ 29. Soit f(x,y, ...) unefonction desvariables », vy, ..., délinie
dans un champ G, et qu’on suppose continue au point {2, Yy, -..).
Soit @ un nombre positif’; considérons le champ I':

M) gp—ea << TS T) + 0, Yo— a << Y < yp + 2,

On reconnait que si (Ty, Yo,...) est intérieur au champ G, lo
“champ T, quand z estsuflisamment petit, est enticrement con-
tenu dans C; cela n’a pas lieu quand (x,, yo,...) n’est pas inté-
rieur & C, mais les champs C et T ont toujours un certain
champ commun. ll sera entendu, dans la suite, que 'on désigne
par champ T I'ensemble des points contenus dans C et satisfai-
sant & (1).

Les valeurs de faux points du champ I' forment un ensemble
de nombres qui a des bornes supérieure et inférieure M, et m, ;
si on remplace « par un nombre inféricur o, le nouveau

b

champ 1" obtenu est contenu dans I'; donc on a, pour les

nombres My, m,’, qui remplacent M, et m,,
Ma > Ma" m, < My,

Soit maintenant une suite décroissante de nombres positifs
tendant vers 0: a,, ay, ..., @y, ... Appelons M, et m, les bornes
supérieure et inférieure de f dans le champ U, délini par les
conditions (1), ou 'on remplace a par a,. On a

(2) My> My > M > oy
m, <my <o <K<my <
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Ces deux suites ont des limites que je désigne respectivement
par M et m.

Comme chacun des nom%res M, est au moins égal &
f(xo; Yy, ...), OD @ M 2> f(xyy Yoy ...). Je dis qu’on ne peut
avoir M > f(xy, y,, ...). Si cela était, enprenant A tel que
M>1)> flz,, Yo, -..), on aurait Ma>X; on pourrait
trouver dans le champ T: un point (1, yi, ...) tel que
fxs, ys, ...)>X; dans Ty un point (s, ys, ...) tel que
f(xaye, ...) > A, ...; etgénéralement, dans le champ I, un
point (Tn, Yn, ...) telque  f(@n, yn, ...) > A. Lasuite des points
(T1s Yus o), (Ta, Yoy ooy ey (Zny Yns -ov)s - tend vers
(%05 Yos -..)s puisque a, tend vers 0 et que | xn— x, | << an,
| Yn—Yo | < an, .... Donc f(@n, yn, ...) doit tendre vers
f(@oy g, ...), ce qui est contradictoire avec le fait que tous les
nombres  f(zy, yn, ...) surpassent A > f(xo, Yo, -..)-

Donc  f(xey Yoy ...) =M; deméme f(xo, Yo, -..) = M.

Les suites (2) ont pour limite commune f{xo, o, ...). 1l en
résulte que, étant donné >0, on peut déterminer n de
manitre que M, et m, different de f(24s %0y -..) demoins de e,
et par suite « de manitre que, en tout point (z, y, ...) du
champ (1), on ait

(3) f(@os Yos . .) — e <[y Yy...) < flTy Yo» ...)+t.

Réciproquement, si on suppose qu'a tout nombre positif e
correspond a >0 tel que, dans le champ (1), on a la condi-
tion (3), flz, y, ...) est continue au point (o, Yo, ...). Car,
soit une suite de points

(mh Yis )9 (x4, Y3, ), ey (g, Yns ), .o

tendant vers (2, yo, ...); quand n dépasse une certaine valeur
P> le point (z,, y,, ...) est contenu dans le champ (1), donc
la condition (3) est vérifiée en remplagant (®,y, ...) par
(Tns yn, ...); ceci montre que f(xn, yn, ...) a pour limite
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f(@os Yo, ...). Aivsi, la délinition de la continuité au point
(%o, Yo, - ..) peut étre remplacée par la suivante :

La fonction f(z,y, ...) est continue au point (Zo, Yo, . .., S,
d tout nombre positif ¢ correspond un nombre posiiif « tel que
les condilions

lx—xol <¢, Iy—yol <¢, oo
enlrainent
lf(‘ra Ys -~-)""ﬂ®'o’ Yos ...)|<C.

44. Si une fonction d’une seule variable f(x), continue dans
intervalle borné (a, 6), prend pour a et & deux valeurs difl¢-
rentes, etsi A est un nombre compris entre ces valeurs, il ya au
moins un nombre :, de lintervalle pour lequel flxo) = .

On a a<é; soit, par exemple, f(a) < f(b), et soit A

tel que
fla) < : < f(b).

D’aprés la continuité de fix), il y a certainement un nombre
a > a tel que, dans (a, a'), f(r) est toujours < A, et un
nombre & < b tel que, dans (¥, b), f(x) est toujours > A.
Considérons les nombres ¢ compris entre a et b et tels que,
dans l'intervalle

asr e,

fix) est constamment <A, L’ensemble de ces nombres com-
prend @', ne comprend pas les nombres supéricurs & &'; la
borne supérieure x, de cet ensemble est donc telle qu’ona

a << Ty <b.

’aprds la définition de x,, pour tout nombre & intérieur &
(a, xo), on a f(z) <A, tandis que, quel que soit «>0,
'intervalle (a, x,+2) contient des points ou f(x) 2 A
Donc lintervalle (x,—a, xy-+ a) contient des points ol
fle) <A et d’autres ou f(xr) > A; donc les bornes supé-
rieure et inférieure de [ dans cet intervalle comprennent
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entre elles A, et comme elles tendent toutes deux vers f(x,)
quand « prend une suite de valeurs tendant vers 0, il en résulte
que flz,) = A.

On exprime ce fait en disant qu’une fonction continue d'une
variable ne peut passer d’une valeur @ une aulre qu'en passant
par toutes les valeurs intermédiaires.

45. Une fonction d’une ou plusieurs variables, continue dans
un champ borné, est bornée et atleint,en certains points du champ,
chacune de ses bornes supérieure et inférieure.

Je démontrerai d’abord la proposition préliminaire sui-
vante :

Soit fx, y, ...) une fonction quelconque définie en tous les
pointsd’'un champ borné G; soit M la borne supérieure (finie
ou non) des valeurs de f aux points de C. Je dis qu’il y a un
point (xo, yo, ...) de C tel que, quel que soit ¢ >0, dansle
champ

To—€ ST ST+  Yo—t Y S Yot  .uuy
la borne supéricure de fest M.

Soit C le champ borné & p variables

(1) ez <0, b<y<?,

Partageons C en 2r champs partiels, chacun d'eux s’obtenant
en remplacant dans (1) Uintervalle de variation (a, a'), soit par

a-+a' . a-+a ,
(a, 5 ), soit par ( > a ), et opérant de méme

pour chacune des variables y,. .. La borne supérieure de f est
égale a M dans I'un au moins de ces champs, car la borne dans
C est égale & la plus grande des bornes dans les divers champs
partiels. Soit C, un champ partiel dans lequel’ f a pour borne
supérieure M ; désignons G, comme il suit :

(2) o<z <a, by <y <b
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Ona a<ag,<a<d, b<bi< b, <V, ces

.
a—a b —0b
a,—ay = s b —b = ——> e .

2

En opérant sur Cs comme on a opéré sur C, et répétant indé-
finiment I'opération, on obtient des champs C, Cy, ...5 Cn,...
en chacun desquels f a M pour borne supérieure. Si an, d'n,
bny b'n, ... correspondent 2 C, comme a, a', b, 8, ...24 C, ona

§a<a. €< ... < < ...
ad>a>a>...>a, > ...

}b<b.<b,<...<bﬂ<
B >b,>b> ... > b > ...

L] . . . . . L] L] . . [ ] [ ]

avec

a—a , b —b
g b=

'
an — @, =

Les nombres a,, a,, ont donc une limite commune z,, les nom-
bres 6,, b, une limite commune y,, etc. ..

Le point (x,, ye,...) est tel que, quel que soit ¢> 0, le
champ

B) T—eS<T < To4e, Yo—t Y Yo+ 8 oo
contient, quand n est assez grand, le champ C,
an < T < a,, b, <y < b,

dans lequel la borne supérieure de f est M. Donc f a pour borne
supérieure M dans (3), quel que soit ¢ > 0.

Appliquons cette proposition au cas o f(x, y,...) est conti-
nue dans le champ C.

Comme, dans le champ

|z —z,| <e, ly —yo| <, ooy

BAIRE. — NOMBRES IRRATIONNELS 4
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la borne supérieure de f est M, quel que soit ¢, il en résulte,
d’aprés la conunuité de f(§ 43), que

M = f(g Yos -+.)-

Cela montre en premier lieu que M est un nombre fini, c’est-
a-dire que f est bornée supérieurement, et en second lieu que
f atteint la valeur M en un point au moins. De méme, on mon-
trera que f est bornée inférieurement et atteint sa borne infé-
rieure en un point au moins.

48. Etant donné un ensemble E de nombres, ayant pour
bornes supérieure et inféricure M et m, le nombre positif ou
nul o =M-—m est dit Voscillation de E. En particulier,
oscillation de ’ensemble des valeurs que prend une fonction f
aux points d'un champ C ol elle est définie est dite oscillation
de f dansce champ; si C' est contenu dans C, Toscillation
de f dans (' est << &Vloscillation dans G,

Soit f(x, y, ...) une fonction continue dans un champ
borné G. En écartant le cas ou f aurait la méme valeur en
tous les points de G (fonction constante), 'oscillation de f dans
C est un nombre positif . Considérons un nombre positif ¢
inférieur & w. Soit (z,, ¥y, ...) un point du champ. Si on
considére, « étant positif, le champ T

‘x—w01<a) |y~y0‘<a, c sy

en vertu de la continuité, 'oscillation de f dans T tend vers 0
quand « tend vers 0; donc elle est <e pour des valeurs
assez petites de «; d’autre part, quand « est assez grand, T
contient C, par suite 'oscillation dans I surpasse e. Soit §
la borne supérieure des nombres « tels que l'oscillation de f
dans T est <<e: P estun nombre fini et positif, bien déter-
miné pour chaque point (xy, y,, ...) du champ. Donc { est
une fonction 9(z,y, ...) définie dans le champ G; je dis que
c’est une fonction continuede (x, y, ...).

En effet, soit 3, la valeur de § au point (z,, ¥, ...); pre-
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nons n>0 telque B,— 2q>0; soit (xy,y,, ...) un point
de C tel que

(1) Jzy—= | <n, Ly, — Yol <my  eeee
Considérons les quatre champs

2 G |lo—z|<B—n |y -y!<B—m ...,
@) € Jo—z |<i+n ly—yl|<b+nr ...,
(B) G lo—=z | <P —2n, |y—vy|<B -2y, ...,
B) C Jz—x <8+, |y—yi|<p+ 2,

On voit que (1) et (4) entrainent (2), que (1) et (3) entrai-
nent (5); donc G, estcontenu dans G, C, contient ('; donc
Poscillation dans C, est <e comme dans C, et I'oscillation
dans C{ est >¢ comme dans C'. Cela montre que la valeur
fr de P au point (xy, yy. ...) est comprise entre B, — 2n et
B, + 2%, sous les conditions (1); =n étant arbitraire, £ est
continue; donc P a une borne inféricure v qui, étant atteinte
en un certain point, est positive. Pour tout point (x,, y,, ...)
du champ C, les conditions

(6) le—m| <1 lYy—yo| <
entrainent
(7) Ff(@yys oo ) — f(@os Yoo .. ) | S8

En résumé, étant donné <> 0, il ya un nombre positif y
tel que, (x,y, ...) et (2o, Yo, ...) 6tant deux points quelcon-
ques de C vérifiant les conditions (6), il en résulte (7). Ce fait,
démontré pour lecasde ¢ <w, a lieu a fortior: pour toute
valeur positive de ¢; il a lieu évidlemment pour le cas, écarté
précédemment, d’une fonction constante. On exprime la pro-
priété obtenue en disant que toute fonction f(x,y, ...) continue
dans un champ borué est unifvrmément conlinue dans ce champ.



52 FONCTIONS INVERSES

XII

FONCTIONS INVERSES

47. Une fonction f(z) d’une variable z, définie, soit pour
toutes les valeurs d’un intervalle, soit seulement pour certaines
de ces valeurs, est dite croissante si, =’ et " étant deux nom-
bres pour lesquels elle est délinie, la condition

(1) ra
entraine
(2) fle) < fix") 5
elle est décroissante si (1) entraine
(3) fie) > f(z").
Il est évident que si [/ est croissante, —f est décroissante ; &

toute propriété des fonctions croissantes correspond une pro-
priété des fonctions décroissantes.

Les fonctions a +=x, a><z (celle-ci dans le cas de a > 0)
sont croissantes dans t’intervalle (—o, <) en vertu du
calcul des inégalités étendu. De méme, les fonctions —u,
axx (dans le cas de a <<0) sont décroissantes dans le

. .1 )
méme intervalle. La fonction —, dans l'intervalle (a, + ),
x

a étant positif, est décroissante.

Soit f une fonction d'un argument rationnel définie pour tous
les points rationnels d’un intervalle I (borné ou non), croissante,
et uniformément continue dans tout intervalle borné contenu
dans I. On sait que le principe d’extension s’applique a f et
donne une fonction I définie et continue dans I’intervalle 1.
Je dis que F est croissante comme f. En effet, soient z' et 2"
deux valeurs quelconques de l'intervalle, et soit ' <<z'. On
peut trouver des nombres rationnels i, i, . Ty, .

LR ,
" ” "

et xi, ¥y ..., a, ... telsqu’on ait
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r<.. << .<n<< ... <p <. <%,

limz, =2/, limz, = x".
On aura

F(a') = lim f(z;) < fiz}) < flz{) < lim f(z7) = F("),
c’est-a-dire
F(z') < F(z").

De méme, le principe d’extension, appliqué & une fonction
d’argument rationnel décroissante et uniformément continue
dans tout intervalle borné, donne une fonction continue décrois-
sante.

48. Soit f une fonction continue croissante dans un inter-
valle borné (a, b) ; soient A, B les bornes inférieure et supé-
rieure de /. La fonction doit atteindre la valenr A en un point
de lintervalle, qui ne peut étre que a; ainsi  fla) = A; de
méme f(b) = B. La fonction étant croissante prend, pourdeux
valeurs distinctes de la variable, deux valeurs diflérentes; d’a-
pres le § 44, elle passe au moins une fois par toute valeur in-
termédiaire entre A et B; donc si » est tel que A < * < B,
il ya une valeur et une seule de x pour laquelle [ prend la
valeur A

Ces résultats s’appliquent, avec (uelques moditications, si
Pintervalle de variation de x est non borné. Soit, par exemple,
une fonction croissante dans lintervalle (¢, + ); la
borne inférieure A est atteinte pour a; tout nombre X tel
que A <2< B estatteint; la borne supdérieure B, qui peut
étre, soit finie, soit ¢gale & 0o, wnest pas atteinte ; mais si
x prend une suite de valeurs tendant vers -+oo (sens
étendu de la notion de limite), f(z) tend vers B. Par exemple,
les fouctions croissantes a—+x, a>X<x (sia> 0), tendent
vers -+o en méme temps que x; la fonction décroissante

1
Y tend vers 0 quand r tend vers -+ oo.

Si Pintervalle de variation est (— a0, + o), aucune des
deux bornes n'est atteinte .
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49. Dans tous les cas, qu'il s’agisse d’un intervalle borné ou
non, désignons par e Pensembledes valeurs que prend z, par E
I'ensemble des valeurs que prend f(x) supposée continuc et
croissante : & toute valeur x de e correspond une valeur X
de E; et réciproquement, sioo se donne un nombre X de E, il
yaun et un seul nombre z de e tel que flr) = X; donc
ce nombre z peut étre considéré comme une fonction de X
que je désigne par o(X). E constitue un intervalle, avec cette
réserve que 'une des bornes de cet intervalle, méme si elle est
finie, peut ne pas faire partie de E.

¢(X) est croissante, car il y a équivalence entre les condi-
tions <z et flo)<flz),
c’est-d-dire, si flz') = X/, flz’y = X", entre

X' <X et oX)<o(X").

Je dis que o est continue, c’est-a-dire que si X,, Xy, X,, ...,
Xn, ... sont des norbres de E tels que lim X, = X,, ona
lim ¢(Xa) = ¢(X,). Nous posons x, = 9(X,), 2, = o(X,).
Supposons d’abord que x, ne soit pas une borne de I'ensemblece,
et prenons deux nombres o' et z” de e tels que

<z, < .
Ces conditions entrainent, en posant X' = f(z'), X" = f(x"),
X'<X, <X
Quand n dépasse une certaine valeur p, on a
X <X, <X,
d’ou résulte
<z, <.
Cela exprime que =, tend vers z,; donc o(X,) tend vers o(X,).

Si x, est, par exemple, la borne supdrieure de I’ensemble e,
il suffit de remarquer que I'on a alors =z, << x, et de conser-
ver seulement, dans les doubles inégalités précédentes, la pre-
miére inégalité.

Il est donc établi que ¢ est continue. La fonction o(X) est
dite la fonction inverse de f(x).

De méme, si fiz) est une fonction continue décroissante, en
posant X = flx), & = ¢(X), on reconnait que ¢(X) est
une fonction continue décroissante.
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XII1
DEFINITION DES FONCTIONS "z, a*, zv, t0gz.

50. La fonction X = z™, m étant un entier positif, consi-
dérée dans lintervalle (0, +o0), estcontinue et croissante
(d’aprés le calcul des inégalités étendu) ; elle est égale a 0 pour
xz =0, ettendvers + o quand x tend vers + o. On dési-
gne la fonction inverse de X = x™ par la notation

r = "\'/X 3
C’est la racine me¢ arithmétique du nombre positif X. On voit
que c’est une fonction continue et croissante de X dans Iinter-
valle (0, —+); elleestégaled O pour X =0, ettend
vers + oo en méme temps que X.
Si u est unefonctiondesvariables z, y, ..., continue et non

nérative dans un champ, Vu est détinie dans ce champ et est
continue, d’apreés le principe du § 38.

51. D’aprés la théorie des radicaux arithmétiques et des expo-
sants fractionnaires, nul et négatifs, on sait, en supposant
détini "Va (a> 0), comment on détinit a*. x étant unnombre
rationnel quelconque ; a® est ainsi une fonction d’argument
rationnel, définie dans intervalle (— o, +oc); on démon-
tre qu’elle a les propriétés suivantes :

i at ><a® = a*+tv;

20 (a.f).l" — ar:' ;

3° a* tend vers 4 si x prend une suite de valeurs ravion-
nelles tendaut vers 0 ;
°Si a>1, a* estcroissante; si a <1, a* estdécrois-

sante. /57«37
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Je dis que la fonction d’argument rationnel a* est uniformé-
ment continue dans tout intervalle borné (a, B). Il s'agit de
satisfaire & 'inégalité

|a® - a” | <,
qui peut s’écrire
af |a=* — 1 | <.

Or, si A est un nombre positif supérieur & a* et a*, comme
a® est compris entre ces deux valeurs, tout revient a résoudre
I'inégalité

A a7 —1 | <,

ou |a4‘-x'——l|<_l_:-.

Or, cette inégalité est vérifiée quand on a
I r—2x l <

a étant un certain nombre positif, d’aprés la propriété 3¢,

Ainsi le principe d’extension s’applique 4 la fonction d’argu-
ment rationnel a- et donne naissance & une fonction que nous
continuons & appeler a*, définie pour toutes les valeurs réelles
de x, continue, croissante si a > 1, décroissantesi a <1,
égalea 1si a = 1. Clestla fonction exponentielle.

Si a>1, comme a™ tend vers oo en méme temps que
m si m est entier, ar tend vers + o si « tend vers 4+ oc. De
méme, a* tend vers 0 si x tend vers — oo. le cas de a <1
s’étudie de méme.

52. Les fonctions suivantes des deux variables x et y:
a*><a¥ et a**v sont toutes deux continues, car si on a deux
suites : &y, Xy, ..., Tn, ... tendant vers z,, et yy, Ya, -ov) Yn, ...
tendant vers y,, on a, d’une part

litn a® = a*, lim a¥%» = a%,
d’ol lim a%. a¥» = a%. av;
d’autre part
lim (2, + y,) = zo+ Y,
d’or lim a®+vs = g%otv,.
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Les fonctions continues a*. a¥ et a=tv, étant égales quand z
et y sont rationnels, sont aussi égales quand = et y sont quel-
conques, d’aprés le § 39. Donc on a toujours

ar><aV¥ = a*tv.

53. La fonction de x, 2%, ol « est un nombre rationnel, est
1)

. . ciep . ! —-
continue ; car si a est positif, soit a = rk zt =¥

vxP est

fonction continue (§ 50) de z*, qui est elle-méme fonction con-

: : o 1
tinue de x; si a est négatif, soit a= —a', ona &= —:>

x®

x* est fonction continue, donc z? aussi.

54. Quand z et y sont rationnels, on a
(1) (ax) = a®.
Etendons ce résultat au cas ol x et y sont gquelconques.

1° Supposons y rationnel, x étant quelconque ; formons une
suite de nombres rationuels r,, x,, ..., Tn, ... tendantvers x.

Ona lim a*» = a*
et par suite, d’apres le § 53 (y étant ratiounel),
lim (a*)¥ = (a*)V.
D’autre part, on a, x, et y étant rationnels,

(al‘,‘)l/ —— (lx,‘y;
donc
(ar) = lim (a™)¥ = lim @™V = qglim=V = gv,

2¢ Supposons x et y quelconques ; soit une suite de nombres
rationnels vy, ys, ..., Yn, ... tendant vers y.
On a. d’aprds la continuité de la fonction exponentielle,
lim (a=)¥» = (az)V,
D’aprés le cas 1°, on a

. (al)v. — a‘ryn.
Donc
(az)y = lim (a=)¥s = lim a®¥» = g lim*Va — q'v.

[’égalité (1) est donc vraie dans tous les cas.
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55. La fonction a*(a>0 et z£1) étant définie dansVin-
tervalle (—oc, -+ o), et étant, soit croissante, soit décrois-
sante, a une fonction inverse bien définie. On la désigne par
log, = (logarithme de x dans le systéme de base a). Ainsi,il y a
équivalence entre

ar = X, x = log, X.
Des propriétés fondamentales de ’exponentielle
ar.q¥ —= I"’V, (al)y = a%,
résultent les propriétés fondamentales des logarithmes :
log, XY = log, X + log,Y,
log, X¥ = y log, X.

La fonction logarithmique log, X est définie pour les valeurs
positives de X, continue dans tout intervalle qui ne contient
pas 0. Si a> 1, elle est croissante, tend vers — 2 quand
X tend vers 0, vers + o en méme tempsque X. Si a<|,

elle est décroissante, tend vers —+a quand X tend vers 0,
vers — oo (uand X tend vers -+ ao.

56. La fonction zv des variables x et y est définie lorsqu’on
a x>0, y étant quelconque.

Je dis que c’est une fonction continue ;en effet, soit a un
nombre quelconque >0 et #1; soit 2’ = log,x.

On a 2V = (a”) = a™.

Si deux suites x4, @y, ..., Tn, ... €L Y1y Yo, ..oy Yn, .

tendent respectivement vers x et y (les x, et & étant positifs),
on a, en posant a, = log, x,,

. ’

limz, = o,
o,
lim x,y, = 2'y,

¥V — al"!/ — a"m-l"n!/u — lim a%'n¥Ya — lim (ﬂ"n)ﬂu — Iim ‘r"’ln_

égalité av = lima¥» montre la continuité de la fonc-
tion xv.
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En particulier, si y, supposé fixe, est égal A un nowmbre
irrationnel a, on reconnait la continuité de la fonction de z :
x® (x étant positif).

La fonction u®, si u et » sontdes fonctions de variables. =,
Yy, ..., est, dans un champ ol u est positif. une fonction de
(x, y, ...); si uetv sont fonctions continues de (z, y, ...),
il en est de méme de u°.
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