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INTRODUCTION 

Lo principe de Ia melhode utilisee dans cot to brochure 
est du au Commandant Guyou. Les formules q u i con­
stituent Ia base de Ia theories sont identiques a celles que 
l'on rencontre dans le calcul des derivees et n'exigent 
par suite aucun effort nouveau de memoire . Aussi les 
procedes de calcul qu i en derivent sonl-ils ties vile appris 
par les clevcs, com me je Lai constate depuis iongtemps. 
Je serais heureux si ees quelques lecons pouvaient con-
tribuer a divulguer une methode a Ia fois elegante et 
pratique. 

W. DU TANNENBERG. 
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ERREURS ABSOLUES 
ET 

ERREURS RELATIVES 

CALCUL DES ERREURS ABSOLUES 

1 

Préliminaires. Objet de la question, 

1 . D é f i n i t i o n s . — La différence entre la valeur exacte a 

d 'un nombre et sa valeur approchée a' est ce que l 'on appelle 

l'erreur absolue du nombre approché. 

Une limite supérieure de l 'erreur est par déf in i t ion un 

nombre supérieur a celle erreur. 

Dans la pratique, cette erreur esl assez petite pour que l ' o n 

puisse prendre comme l imi t e supérieure une fraction décimale 

de la forme a élant un nombre d 'un chiffre. Par 

exemple, si on prend pour le nombre ~ la valeur approchée 

par défaut 

Π = 3,1-115, 

l 'erreur absolue c, 

est m o i n d r e qu'une unité de l 'ordre du dernier chiffre con­

servé. 
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En effet, désignons par les lettres a, a', ay les points de 

Taxe des x q u i ont respectivement les nombres a, a', a} pour 

abscisses 

Le point a est compris entre a' et a1 ; en outre, par hypo­
thèse, 

ce q u i démontre la proposi t ion énoncée. 

2. Règle r e l a t i v e a la réduct ion du n o m b r e dos 
décimales d'un n o m b r e déc imal donné. — Si dans un 

nombre décimal donné a on supprime les chiffres décimaux 

q u i suivent le ne , on obtient une valeur approchée par défaut 

a' et l 'e r reur absolue 
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3. Règle re la t ive à la reduet ion du nombre des 
décimales d'un nombre approché. — Plus générale 

ment, soit x' une valeur approchée par défaut d ' u n nombre 

inconnu x et supposons démontré que 

Si on convertit x' en fraction décimale, il convient dans 
la pratique de transformer la valeur approchée x' en une (autre 
de même limite supérieure mais n'ayant que n décimales. A 
cet effet : 

1° on supprime toutes les décimales qu i suivent la ne, ce 
qu i donne un nombre x'n ; 

2° on augmente d'une unité le dernier chiffre de x'n ,ce 
qui donne un nombre xa. 

Ceci posé, on applique la règle suivante : 

Règle . — On prend pour valeur approchée de x le nombre 

xn. Ce nombre est approché par excès et Verreur est moindre 

(pie o : 

mai si la condition unique (L) ne permet pas de fixer le sens 

de rapproximation. 

Utilisons la représentation géométrique précédente. 

Le point x se trouve par hypothèse à droi te du point x' à 
une distance inférieure à 5 et par suite à gauche du point A. 
Sa dislance au point x'n n'est pas forcément inférieure à 8, 
tandis que sa distance au point xn est certainement inférieure 
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à . Toutefois la condi t ion unique (1) ne permet pas de dire 
si le point x est à droite ou à gauche de xn. La règle est donc 
complètement justifiée. 

On remarquera en outre que cette règle est indépendante 
du chiffre q u i suit la ne décimale dans la valeur approchée xf. 

Elle doit être appliquée môme si ce chiffre est infér ieur à 5. 
REMARQUE. — La ' règle précédente supposev essentiellement 

que x' est une valeur approchée par défaut. Dans le cas où 
x' est approchée par excès, il faudra pour être certain de ne 
pas modif ier la l i m i t e supérieure de l 'erreur, remplacer x' 

par x'n et non par xn ; en d'autres ternies il ne faudra pas 

forcer la nc décimale conservée. Dans ce cas encore la con­
d i t i o n unique (1) ne permet pas de fixer le sens de l ' approxi­
mat ion . La figure met tout cela en évidence. 

5 . E n i o n c e des d e u x p r o b l è m e s f o n d a m t m t a u x . — 

Supposons donnée une formule ar i thmét ique 

x = f(a, b, c, . . .) 

composée avec des nombres a, 6, c... dont on ne peut avoir 
•une valeur numérique exacte. Deux problèmes se posent 
naturellement : 

1° On remplace a, b, c... par des valeurs approchées déter­
minées a', b', c'... Trouver une l imi t e supérieure de Terreur 
commise sur la valeur approchée 

x ' = f ( a ' b ' , c ' , . : . ) . 

2° Avec quelle approximat ion faut- i l calculer a, b, c, ... 

pour que l 'erreur commise sur x' soit inférieure à un nombre 

donné ? 
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La solution de ces deux problèmes est fondée sur l ' emplo i 

de quelques formules que nous allons établir. On remarquera 

que ces formules sont identiques à celles utilisées dans la 

théorie des dérivées. Elles n'exigent donc aucun effort nou­

veau de mémoire . 

I I 

Solution du premier problème fondamental. 

Il s'agit de déterminer une l im i t e supérieure de l 'erreur 
commise sur une somme, une différence, un produit , un 
quotient, une racine, connaissant les l imi tes supérieures des 
erreurs dont les données sont entachées. 

1 . E r r e u r c o m m i s e s u r u n e s o m m e . — Soit 

x = a+ b 

une somme de deux nombres a et b dont on ne peut avoir 
une valeur numérique exacte. Soient a' et b' des valeurs 
approchées par défaut de a et b,, 

Si on connaît une l imi t e supérieure de Aa et Ab, cette for­
mule fait connaître une l imi t e supérieure de Ax. 
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2. E r r e u r commise sur une différence. — Soit 

x = a — b 

et soient encore a et b' des valeurs approchées de a et de b ; 

niais i c i nous supposerons a' approchée par défaut et b' 

approchée par excès, de sorte que 
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Cette formule permet de résoudre le problème proposé dans 
le cas où l ' inconnue x est un produi t (voir exemple numér ique 
plus l o i n ) . 

4. E r r e u r commise» sur un quotient . — Soient 

est une valeur approchée par défaut de x et son erreur absolue 
est 

ou bien 

Comme \b est négatif, on augmente le second membre en 
suppr imant le second terme du dénominateur. Donc une l i ­
mi te supérieure de \x est A1x : 

Cette formule permet de résoudre le problème proposé 
dans le cas où x est un quot ient . 

Si on désigne encore par 3 la valeur absolue d'une erreur A, 
on peut écrire 



Tableau récapitulatif*. 

NOTATIONS 

a valeur exacte, a' valeur approchée ; erreur absolue : 
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I I I 

Solution du premier problème fondamental (Suite). 

Applications numériques. 
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Tel est le résultat cherché. 
Une valeur approchée de a; à 0,0001 près par excès est donc 

Comme dans les cas précédents, la règle utilisée ne permet 
pas de dire si la valeur de π est approchée par excès ou 
par défaut. On vérifiera directement (par exemple en élevant 
x' 2 au carré) que la valeur approchée x' 2 est approchée par 

défaut. 
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IV 

Solution du second problème fondamental. 
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Le sens de l'approximation n'est pas fixé par la règle, mais 
on vérifie facilement que la valeur x2 est approchée par défaut. 

£. E x e m p l e I I . — Calculer le nombre 







CALCUL DES ERREURS RELATIVES 

V 

Préliminaires. Objet de la question. 

1. Définit ion. — Soient comme précédemment : 
1° a un nombre dont on ne peut obtenir une valeur nume 

rique exacte ; 
2° a' une valeur approchée ; 
3° e l'erreur absolue. 
Par définition Verreur relative s du nombre approché a 

est le quotient de l'erreur absolue e par la valeur exacte a, 

c 
a 

REMARQUE. — Si on rend le nombre a m fois plus grand (ou 
plus petit), la valeur approchée ma' devient m fois plus 
grande (ou plus petite), donc : 

1° l'erreur absolue devient m fois plus grande (ou plus 
petite) ; 

2° l'erreur relative ne change pas. 

2. P r o b l è m e I . — Soient : 
1° k le premier chiffre significatif à gauche cran nombre' 

approché par défaut a' (supposé converti en fraction déci­
male) ; 

2° m le nombre des chiffres exacts (à partir du chiffre k 
inclus) dans ce nombre a'. 

Trouver une limite supérieure de l'erreur relative du nom­
bre approché ar. 

D'après la remarque précédente, l'erreur relative est indé-
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pendante de la posit ion de la virgule dans l'expression de a' 
nous pouvons donc supposer cette vi rgule placée entre le m 
chiffre exact et le suivant. 

Dans ce cas, 

d'autre part, si on remplace dans la partie entière tous les 
chiffres sauf le premier par des zéros, on d iminue le nombre 
a', donc 

Telle est la l im i t e supérieure cherchée. 

3. P r o b l è m e II. — Soil, k le premier chiffre significatif à 

gauclie d'un nombre approché par défaut a' (supposé converti 

en fraction décimale). Par hypothese l'erreur relative est 

h étant an chiffre donné. Trouver sur combien de chiffres 
exacts on peut compter dans le nombre a'. 

Comme précédemment nous pouvons supposer la virgule 

placée immédiatement après le nf chiffre à par t i r du chiffre k 

inclus. Ceci posé, 
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2° h un nombre donné d'un chiffre ; 

on peut compter sur m + 1 chiffres exacts à partir du chiffre 

k si h > k, et sur m chiffres exacts si h k. 

Dans l ' appl ica t ion du théorème I , nous aurons à ut i l iser 
la remarque suivante. 

REMARQUE. — Soit a' un nombre approché par défaut avec 
m chiffres exacts (d 'un nombre a) et supposons que Ton sup­
pr ime toutes les décimales q u i suivent le me chiffre exact, on 
obtient un nombre approché par défaut pour lequel l 'erreur 
absolue 

n élanl l 'ordre de la dernière décimale conservée. 
Ceci posé, si on force d 'une uni té la n décimale, on obtient 

une valeur approchée et par excès, mais la l i m i t e supérieure 
de l 'erreur absolue n'est pas altérée ; il en est donc de même 
de la l i m i l e supérieure de l 'erreur relative. On peut donc affir­
mer que pour le second nombre approché an, on a encore 
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quoiqu'il n'ait pas 5 chiffres exacts. 

5. Énoncé des problèmes du type f o n d a m e n t a l . — 
Les notions précédentes conduisent naturellement au pro­
blème type suivant. 

Problème fondamental — On donne une formule arith­
métique 

x = f(a, b, c, ...) 

composée avec des nombres a, b, c..., dont on ne peut trouver 
une valeur numérique exacte. Avec quelle approximation 
faut-il calculera, b, c, ... pour que la valeur approchée de x 
contienne un nombre donné de chiffres exacts à partir du l o r 

chiffre significatif à gauche. Déterminer ensuite cette valeur 
approchée. 

La solution de ce problème repose sur les théorèmes I et II 
et sur des formules qui seront établies dans le chapitre sui­
vant. On remarquera que ces formules sont analogues à celles 
que l 'on rencontre dans la théorie des logarithmes. Comme 
les formules des erreurs absolues, elles n'exigent aucun effort 
nouveau de mémoire. 

O. P r o b l è m e s derivés du précèdent. — Dans la pra­
tique on rencontre d'autres types de problèmes sur les 
erreurs relatives, mais ils se ramènent au précédent ou sont 
des conséquences immédiates des formules du chapitre sui­
vant. 

1 e r type. — L a donnée étant la même, avec quelle approxi­
mation faut-il déterminer a, 6, c pour que Terreur relative 
ε de x' soit moindre qu'un noîiibre donné, par exemple 0,0001. 

on a encore 
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déteirniner ensuite cette valeur approchée x'. 

Pour que cette inégalité soit vérifiée, il suffit ( th . I) que le 
nombre approché ait 5 chiffres exacts à pa r t i r du 1 e r chiffre 
s ignif icat if à gauche. On est donc ramené au problème précé­
dent. 

2e t y p e . — Calculer le nombre considéré déjà 

x = f (a , b, c, . . .) 

à 0,0001 près de sa valeur. 

(le problème est identique au précédent. 

3° t y p e . — Dans la formule précédente 

x = f(a, b, c, ), 

on remplace a, b, c par des valeurs approchées déterminées 

a', b', c' ... ; trouver une limite supérieure de / 'erreur relative 

commise sur la. valeur approchée 

x' = f(a ' , b', c', ) . 

La solution résulte immédiatement des formules du cha­

pitre suivant. 

4e t y p e . — Avec quelle approximation faut-il calculer 

a, b, c... pour que l 'erreur absolue commise sur la valeur 

approcliée x' soit inférieure à un nombre donné, 

déterminer ensuite cette valeur approchée. 

Ce problème a été résolu dans la première partie, sans la 

no t ion d 'erreur relathe. Jl est souvent plus avantageux d ' u t i ­

liser la théorie actuelle. A cet effet : 

1° on détermine le 1 e r chiffre significatif à gauche k du 
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nombre exact x et l'ordre décimal de ce chiffre, ce qui en 
général est un problème très simple; 

2° on en déduit le nombre m des chiffres exacts exigé. 
On est ainsi ramené au problème fondamental. Dans l'ap­

plication de cette méthode, le sens de l'approximation du 
résultat est toujours bien fixé. 

V I 

Formules utilisées dans le calcul 

des erreurs relatives. 

Il s'agit de déterminer une limite supérieure de l'erreur 
relative commise sur un produit, un quotient, une racine, 
connaissant les limites supérieures des erreurs relatives dont 
les données sont entachées. 

1. E r r e u r r e l a t i v e d'un p r o d u i t . — Soit 

x = ab 

et conservons les notations utilisées plus haut ( I I , 3). On a 
vu que 
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2. E r r e u r r e l a t i v e d'un quotient . — Soit 

Rappelons que a' est une valeur approchée par défaut et />' 
une valeur approchée par excès. Enf in a est l 'erreur relative 
de a' et ß l 'erreur relative de b'. 

3. Errceur r e l a t i v e d'une puissance. — Soit 
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VII 

Solution des problèmes du type fondamental. 

1 . E x e m p l e 1. — Calculer le nombre 

avec 5 chiffres exacts. 

Le premier chiffre significatif à gauche de x, supposé 
converti en fraction décimale, est égal à 3. Il s'agit de calculer 
x avec 5 chiffres exacts à partir du chiffre 3 inclus. Soient 
π; une valeur approchée de ~ par excès, (erreur relative, a), 
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avec 3 chiffres exacts. 
Le premier chiffre significatif à gauche dans x, supposé 

convert i en fraction décimale, est égal à 7. Il s'agit donc de 
déterminer une valeur approchée de x avec 3 chiffres exacts 
à par t i r du chiffre 7 inclus . Soient : 



(th. I) 

Ainsi la valeur approchée par défaut de x avec 3 chiffres 

exacts est donc 

x = 0,779, (défaut). 

4. E x e m p l e I V . — Calculer le rayon de la sphère ter­

restre a 1km près par défaut. 

La circonférence d 'un grand cercle étant 40.000 k m . , le 
rayon x est donné en kilomètres par la formule 
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Le nombre x a 4 chiffres à la partie entière et son l ( r chiffre 
à gauche est 6. II s'agit donc de déterminer une valeur appro­
chée de x avec 4 chiffres exacts à par t i r du chiffre G inclus. 

L 'erreur relative de x' est égale (V, 1) à l 'erreur relative 
a de a'. Il suffit donc ( th . I l ) que 

cette inégalité sera vérifiée a fortiori si a est inférieure à une 
quantité plus petite que le 2e membre, c'est-à-dire si 

il suffit pour cela de prendre a' avec 5 chiffres exacts à pa r t i r 
de 3 inclus ( th . I ) . 
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