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INTRODUCTION

Lo principe de la melhode utilisee dans cotto brochure
est dd au Commandant Guyou. Les formules qui con-
stituent la base de la théories sont identiques a celles que
I'on rencontre dans le calcul des derivees et n'exigent
par suite aucun effort nouveau de memoire. Aussi les
procédes de calcul qui en dérivent sonl-ilstigsvile appris
par les ¢levcs, commeje Lai constaté depuis iongtemps.
Je serais heureux si ees quelques lecons pouvaient con-
tribuer a divulguer une methode a la fois elegante et
pratique.

W. DU TANNENBERG.
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ERREURS ABSOLUES

ET

ERREURS RELATIVES

CALCUL DES ERREURS ABSOLUES

Préliminaires. Objet de la question,

1. Définitions.— La différence entre la valeur exacte a
d'un nombre et sa valeur approchée a' est ce que I'on appelle
I'erreur absolue du nombre approché.

Une limite supérieure de Il'erreur est par définition un
nombre supérieur a celle erreur.

Dans la pratique, cette erreur ed assez petite pour que |'on
puisse prendre comme limite supérieure une fraction décimale

1
de la forme T a élant un nombre d'un chiffre. Par
[+ 39

exemple, si on prend pour le nombre ~ la valeur approchée
par défaut
I = 3,1-115,

I'erreur absolue c,

1
e = 0,0000026... < 350

est moindre qu'une unité de I'ordre du dernier chiffre con-
serve.



8 ERREURSABSOLUES

2. Regle relative a la réduction du nombre dos
décimales d'un nombre détimal donné. — Si dans un
nombre décimal donné a on supprime les chiffres décimaux
qui suivent le n® on obtient une valeur approchée par défaut
a' et l'erreur absolue

1
10*

e <

Supposons que le premicr chiffre supprimé soit supériewr
au chiffre b. 1l convient alors de forcer le n® chiffre conservé,
c'est-d-dire de laugmenter d'une unité. On obiient un
nombre g, approché par excds et 'erreur absolue

“ < gage

En effet, désignons par les lettres a, a, a, les points de
Taxe des x qui ont respectivement les nombres a, a, a pour
abscisses

el soit f=a'q = —

Le point a est compris entre a' et a ; en outre, par hypo-
these,

-

/]
Cdla> -

g |
done aa, << <" ol am, << X

ce qui démontre la proposition énoncée.
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3. Regle relative a la reduetion du nombre des
décimales d'un nombre approché. — Plus générale.
ment, soit x' une valeur approchée par défaut d'un nombre
inconnu x et supposons d&montré que

i i
(1) :L'-—-:r:'(E;- o = 3,

Si on convértit x' en fraction décimale, il convient dans
la pratique de transformer la valeur approchée x' en une @autre
de méme limite supérieure mais n'ayant que n décimales. A
cet effet :

1° on supprime toutes les décimales qui suivent la n° ce
qui donne un nombre X, ;

2° on augmente d'une unité le dernier chiffre de x, ,ce
qui donne un nombre X,

Ceci posé, on applique la regle suivante :

Reégle. — On prend pour valeur approchée de x le nombre

X Ce nombre est approché par excés et Verreur est moindre
(pie 6 :

1,
,'.",,—.".!'.'(_: W 1)

mai s la -condition unique (L) ne permet pas de fixer le sens
de rapproximation.

Utilisons la représentation géométrique précédente.

P e = - —c.l_g..-.._______a_r..____B___

r S’ _:L
B a, X T A

Le point x se trouve par hypothese a droite du point x' a
une distance inférieure a 5 et par suite a gau(:ﬁe; du point A.
Sa dislance au point x, n'est pas forcément inférieure a 8,
tandis que sa distance au -point x, est certainement inférieure
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a . Toutefois la condition unique (1) ne permet pas de dire
si le point x et a droitg ou a gauche de x,. La regle est donc
complétement justifiée.

On remarquera en outre que cette regle est indépendante
du chiffre qui suit la n® décimale dans la valeur approchée X.
Elle doit étre appliquée mome si ce chiffre est inférieur & 5.

REMARQUE. — La'régle précédente supposev essentiellement
que X' est une valeur approchée par défaut. Dans le cas ou
X' est approchée par excés, il faudra pour étre certain de ne
pas modifier la limite supérieure de I'erreur, remplacer x'
par Xn et non par X, ; en dautres ternies il ne faudra pas
forcer la n° décimale conservée. Dans ce cas encore la con-
dition unique (1) ne permet pas de fixer le sens de |'approxi-
mation. La figure met tout cela en évidence.

4. Notatlon. — Soil
_ a—a = Aa, e= |a-—a'l,
Aa>> 0 si @' est approchée par défaat,

Ag <0 — eXCUs,

5. Enionce des deux problémes fondamtmtaux. —

Supposons donnée une formule arithmétique
x=1(a b, c ..)

composée avec des nombres a, 6, c... dont on ne peut avoir
eune valeur numérique exacte. Deux probléemes se posent
naturellement :

1° On remplace a, b, c.. par des valeurs approchées déter-
minées a, b, c.. Trouver une limite supérieure de Terreur
commise sur la valeur approchée

x'=f(a'b',c",...).

2° Avec quelle approximation faut-il calculer a, b, c,
pour que l'erreur commise sur x' soit inférieure a un nombre
donné ?
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La solution de ces deux problemes est fopdée sur I'emploi
de quelques formules que nous allons établir. On remarquera
que ces formules sont identiques a celles utilisées dans la

théorie des dérivées. Elles n'exigent donc aucun effort nou-
veau de mémoire.

Solution du premier probléme fondamental.

Il s'agit de déterminer une limite supérieure de I'erreur
commise sur une somme, une différence, un produit, un
quotient, une racine, connaissant les limites supérieures des
erreurs dont les données sont entachées.

1. Erreur commise sur une somme. — Soit
X= at b

une somme de deux nombres a et b dont on ne peut avoir
une valeur numérique exacte. Soient a' et b' des valeurs
approchées par défaut de a et b,

' = 0— Aa, b= b - AL, Aa >0, Ab >0
[a valeur approchée #',

' =a + b,
est unc valeur par défaut ¢t 'errenr est

AT = it b - (0 — Aa) — (b — Ab),
ou hien '

Iy ) Az = Aa+ Ab.

Si on connait une limite supérieure de Aa.et Ab, cette for-
mule fait connaitre une limite supérieure de AX.



12 ERREURS ABSOLUES

2. Erreur commise sur une différence. — Soit
X=a—b
et soient encore a‘ et b' des valeurs approchées de a et de b ;
niais ici nous supposerons a approchée par défaut et b’
approchée par excés, de sorte que
Aa >0, Ab <20 ;
la valenr approchée
r=a —

est alors par défant ot erreur est

Ar = — U — (- Aq) 4 (O — AD),
ou hicn
(11) Ax = At — AD,

LYK IR Ab =0, Ar >,

Sioon désigne par & la valeur absolue d'une erreur A, on
peul éerive
’ L= %4 &b
commg la formule T, celle formude permel e calculer une
limite supéricure de 3 conmaissant use tmite ,\'upl-‘z'ivl'n'c de
Zar et b

3. Lereur commise sur un produait, — Solent
x = b,
et o, O les valeurs approchées par défadd de a el de 6. Ler-
reur absolue de le valeur approchée par défant
' =dl

est

Ar = ab — (ad— Am) (I — Ab),

Ar = aAb + bAg — AaAb.

En sappritnant le ferme sousiractif, on augmenie le sccond
membee, done une Umile supérieure de Az esl donnée par la
formule
{Imn, Az = 0Ab -+ bAa, An > 0, Ab ==,
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Cette formule permet de résoudre le probléme proposé dans
le cas ou I'inconnue x est un produit (voir exemple numérique
plus loin).

4. Erreur commise» sur un quotient. — Soient

a’ une valeur approclice de a par Jdéfant,

v — b par exeéds ;
la valeur

_a

=7
est une valeur approchée par défaut de x et son erreur absolue
est
I @ — An
BT b—ab

AL = At =10, Al < 0,

ou bien

T bAa — aAb
AE= 5 —aby

Comme \b est négatif, on augmente le second membre en
supprimant le second terme du dénominateur. Donc une |i-
mite supérieure de \x est Ayx :

_ bAy — aAb

Uy A e

y  Aa >0, Al <0, Ax > 0.
Cette formule permet de résoudre le probleme proposé
dans le cas ou x est un quotient.
Si on désigne encore par 3 la valeur absolue d'une erreur A,
on peut écrire

(LVbis) po= 20EED,

cette formule est celle qu’on utilise dans la pratique.
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5. Erreur commise sur wune purssance. — Soit

d’abord
r=4a*;
Ya formule (111} donne
A% = 2aAq, Aa>> 0.
Plus généralement, si
= am, (m = entier),
on trouve de proche en proche

A= mamAa.

8. Erreurcommise sur unc racine carrvde, — Soient
z=a, x' = Vu+ ba, s> 0;
Uerreur de la valeur z' approchée par excés est
fr=vYa—+ta— Ve,
pm
va+ da-vn
8i daps le dénominateur on supprime 3¢, on augmente le

second membre, donc une limite supérieure de &x est

. 8q
g, = =
! 2va

B - B> 0.

Tableau récapitulatif*.
NOTATIONS

.a valeur exacte, a' valeur approchée ; erreur absolue :
ga—a’ = Aa,
Aa =0, erreur par défaut;
Ag <0, —_ exces ;
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éa, valeur ahsolue de Ag,
3,¢, limite supérieure de 8a.

1
g=a-+b, Aa>> 0, Ab 0.
Az = Aag -+~ Ab, Bx == §a 4 &b.
I
r=a—>b, Aa >0, Ab < 0.
Az = Ag— Ab, 3x = a4 8b.
1
x == gb, Aa>>0, Ab >0,
Az = aAb 1 bAg, 8,2 = aib 4 bia.
IV
a
xr= ?r ﬁa>0, Ab<0
baa — oAb bsa+ asb
AT= — B x= -
LY
T = a®, Aa > 0.
A2 = mam—IAg, 8@ = mam—18q,
VI

15
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Solution du premier probléme fondamental (Suite).
Applications numériques.

4. Exemple I, — Soit
a=mb;

on suppose que 'on prenne 4 chiffres décimaux dans « el 3
dans vb,

= = 3,1415, Vb =2,236;
trouver une limile supdrienre de Uerrenr commise dans le
calend e 2.
Appliquons la formule (I1I},
Az = wAb -1- bAg, a=r, b= y5;
par hypothése

Adh < Ab <l —

1
10+ 10°
une limile supérieure cherchée est
I b 100+ b6

o T T T
a fortiori
W0+3 10
10 0%

Ax <

ct par suife

Az << Jgr°

Tel ¢st le résultat cherché,
RemarQue. — Ainsi unc valeur approchée de z i 0,01 pris
par défaut cst

i
' == 3,1415 >< 2,236 = 7,024394. .e<m-
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Appliquons la régle établie (I, 3); nous trouvons
|

.T==7,03, 8<—1—b-a-

La méthede n’indique pas si I'erreur est par défaut ou par
exces. On verra directement qu’elle est par défaut,

2. Exemple 11, — Xoit
0
£ o= Lﬁ- ;
on prend V6 par ditfant avec 4 décimales exacles et = par
excés avee 3 décimales,
V6 = 2,4494, == 8,142
trouver une limite supdricure de Uerrewr comumise dans le
calenl de x.
Appliquons la formule 1V,

béa 4 asb

B,:r:---w-{:-’ v A== »\/6_, b=n=
¢l rematquons que
donc
48a + dsb |
9 »
or, par hypothése,
- - l-
<1 P <o
done
. 34 a6
S U BT,
ou enfin
1
G < TU—B- .

Tel est 1o résultat cherché.

1{1.33\!,-\1tQUE. — Une valeur approchée de = 4 0,001 prés par
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défaut est
o o 28
3,142
mais en appliquant la rdgle établie (I, 3), nous trouvons

1,
= 0,7794.... e < W ’

37:.-:0;78,9; e< -1"0_3"

La méthode n'indique pas si l'erreur est par défaut ou par
excés.

3. Exemple X1, — Soit
T=%;
on prend = par cxciés avec ¢ décimales,
= = 3,1416 ;

trouver une limile supérieure de Uerrenr commise dans le
calcul de z.

Appliquons la formule VI,

&r
81.’.|'.'= W‘:’
d’ott
L 1
G < B = W

Tel est le résultat cherché.
Une valeur approchée de a; a 0,0001 prés par excés est donc

D’aprés la rigle (I, 3, Rem.), il faudra prendre pour valeu,
approchée de =z
y . i
xs = 1,7724. e <y
Comme dans les cas précédents, la régle utilisée ne permet
pas de dire si la valeur de m est approchée par excés ou
par défaut. On vérifiera directement (par exemple en élevant

X', au carré) que la valeur approchée X', est approchée par

défaut.
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v
Solution du second probléme fondamental.

1. Exemple . — Calculer ¢ nombre
z==yb
4 0,01 prés. (Comparer avec ITT, 1.)
Appliquons la formule

A,z = aAb 4 bAax, a4 ==, b= §;

on doil avoir

|
aAb 4 bAg < —— 3

'IU
il suffit pour cela que
Al ! LA < ——— !
@<y 210%
1 1
A —
A< T < Fpar

Ces inégalilés scront vérifiées a forliori si Ab et Aa sont res-
pectivement inférienrs 3 des nombres plus petits que les se-
conds mentbres, ¢'est-a-dire si

1
Ab < TG;’ A < 1_0"-
1 suffit dene de prendre pour = et 4/ les valeurs par défaut
=== 3,141, v'b = 2,236,

La valeur approchiée par défaut et satisfaisant 4 la question

sl
i
' == 3,141 > 2,230 = 7,023276, e < T

mais, d'aprés la régle (I, 3), on doit remplacer &' par

&, == 7.03, e < W*
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Le sens de |'approximation n'est pas fixé par la régle, mais
on vérifie facilement que la valeur x, est approchée par défaut.
£. Exemplel | .— Calculer le nombre
V6

™

£

@ 0,001 prés. {Comparer avee 11, 2.}
Appliquant la formule IV, en remarquant que Aq>>0,
Ab <7 ), on trouve successivernent

bia+ adbh. 1 :
— L= 3/, b=,
MR T a= V6
sa 1 aih 1
ARSI Th < 510
R b 5b b?
e v O <

Ces inégalilés seront vérifiées a forfiori si éa et &0 sont
inférieures A des nombres plus petits gque les scconds memn-
bres, ¢’est-3-dire si

S < b <

2.10° 2.4,5.10°
ou bien
Sa ! &l 1
< AT
il suffit donc de prendre
VG = 2,449 (délaut), T = 3,142 (cxcds),
ce qui donne la valeur approchée par défaut
2,449
' ——— = 0,7794...
TE e T

Waprés la régle déja ulilisée (1, 3), on doit remplacer la
valeur approchée ' par
i
Ty = 0,780, &< 1—00'{—)°

I.e sens de 'approximation n’est pas donné par la regle.
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3. Exemple LY, — Calculer le nombre

r= =
& 0,000 prés.
Appliquons la formule
. a
A== wa a=mx,

qui donne une limite supéricure de Uerrcur d’une valeur
approchée par ercds.
On doit avoir

ta | a/a .

m(ﬁt ol SG<W|

cetle inégalilé sera vdrifice & fortior si 5a est inffricure & une

dquantitc plus pelite que le second membre, ¢'est-d-dire =i

. 1
Bar < W'

Une valeur approchée de x salisfuisant & la question cst
donc

. |
= 3, 1416 = L, TT245..., o< 10
of, d'aprés Ia régle (1, 3, BReml) on doil remplacer &' par
, i
xy = 1,772, ¢ <] o

On vérificra comme plus haul que cetle valeur ost approchée
par défeut.






CALCUL DES ERREURS RELATI VES

Vv
Préliminaires. Objet de la question.

1. Définition. — Soient comme “précédemment :

1° a un nombre dont on ne peut obtenir une valeur nume
rique exacte ;

2° a une valeur approchée ;

3° e I'erreur absolue.

Par définition Verreur relative s du nombre approché a
et le quotient de I'erreur absolue e par la valeur exacte a,

C

E == mmam .

a

REMARQUE. — Si on rend le nombre a m fois plus grand (ou
plus petit), la valeur approchée ma' devient m fois plus
grande (ou plus petite), donc :

1° I'erreur absolue devient m fois plus grande (ou plus
petite) ;

2° l'erreur relative ne change pas.

2. Probléme|. — Soient :

1° k le premier chiffre significatif a gauche cran nombre
approché par défaut a' (supposé converti en fraction déci-
male) ;

2° m le nombre des chiffres exacts (a partir du chiffre k
inclus) dans ce nombre a'.

Trouver une limite supérieure de l'erreur relative du nom-
bre approché a'.

D'aprés la remarque précédente, I'erreur relative et indé-
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pendante de la position de la virgule dans |'expression de a' ;
nous pouvons donc supposer cette virgule placée entre le m®
chiffre exact et le suivant.

Dans ce cas,

¢ i
< 1 dol = —< =
e<1, 0il E a<a’

d'autre part, si on remplace dans la partie entiere tous les
chiffres sauf le premier par des zéros, on diminue le nombre
a, donc
e A L
et par suile
1

T

Telle est la limite supérieure cherchée.

3. Probleme Il. — Soil, k le premier chiffre significatif a
gauclie dun nombre approché par defaut a (supposeé converti
en fraction décimale). Par hypothese I'erreur relative est

1
AT

h éant an chiffre donné. Trouver sur combien de chiffres
exacts on peut compter dans le nombre a.

Comme précédemment nous pouvons supposer la virgule
placée immédiatement apres le nf chiffre a partir du chiffre k
inclus. Ceci posé,

¢ 1 a

—_— e oL e
a < h.10m ! < h.1om

]

mais
@< (k4 Hy1om—,
donc
k41 1

h 10
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1™ Cas. h=Fk;
d’ol
hzh4+1 o< L
L= . i 'm *
le nombre a' a done cerlainement nt -+ 1 chilfres exacts.
2= Cus. hsk;
comuwme ft el & sont des nombres d'unr chiffre,
’r'
._.__._}__1 < 10
I

¢l par suite
e 1
duns le nombre a' on ne peul done eompter que sur m ehiffres
exarls,
Ainsd, ddans laosalenr approchée o on peut compler
19 e == U ehiffres exaels & paetie du chiffre & inclus, si
h>1L;

20 sur g chilffees exacts =i b < 0

4. Consdquences. — Lex deux problénwes précédents per-
netlent d'énoucer les deux thénetnes spivants

Théoréme I. — Saicni

1° & le premive chiffre significatif & ganehie > un nombre
apprechd por défout (suppesé converti en froction décimale) ;

2¢ g e pombre des ehiffres exacts (0 purtiv du chiffre &
inclug) dans co nombre approchdé ; .
e Bmile supéricire de Uerrear relative est donnée par Uind-
aulitd

1

k1ogm—=r’

Thécoréme II. — Sofend

1° & le premier chiffre significatif & gauche d’un nombre
approché par défaut ;

B <
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2° h un nombre donné dun chiffre ;

. 1
s T
on peut compter sur m + 1 chiffres exacts a partir du chiffre
k s h>k e sur m chiffes exacts s h k.

Dans I'application du théeréme I, nous aurons a utiliser
la remarque suivante.

REMARQUE. — Soit & un nombre approché par défaut avec
m chiffres exacts (d'un nombre a) et supposons que Ton sup-
prime toutes les décimales qui suivent le m® chiffre exact, on
obtient un nombre approché par défaut pour lequel I'erreur
absolue

1
¢ < ST
n élanl I'ordre de la derniére décimale conservée.

Ceci posé, si on force d'une unité la n décimale, on obtient
une valeur approchée et par excés, mais la limite supérieure
de I'erreur absolue n'est pas altérée ; il en est donc de méme
de lalimile supérieure de I'erreur relative. On peut donc affir-
mer que pour le second nombre approché a", on a encore

i
ST
Par exemple, soil
== 3, 1415926, ..,
ot soit
=== 31415,

une valeur approchée par défaut avec 5 ehiffres cracts.
Le théortine I donne

£ < —l-— '
3.100 '

mais pout le nombre approché par excés =",
=" = 3,1416,
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on a encore
L
3.10¢

quoiqu'il n'ait pas 5 chiffres exacts.

e <]

5. Enoncé des problémes du type fondamental. —
Les notions précédentes conduisent naturellement au pro-
bléme type suivant.

Probléme fondamental. — On donne une formule arith-

métique
x=f(a b, c ...)

.composée avec des nombres a, b, c..., dont on ne peut trouver
une valeur numérique exacte. Avec quelle approximation
faut-il calculera, b, c, ... pour que la valeur approchée de x
contienne un nombre donné de chiffres exacts a partir du | °'
chiffre significatif & gauche. Déterminer ensuite cette valeur
approchée.

La solution de ce probléme repose sur les théorémes | et I
et sur des formules ‘qui seront établies dans le chapitre sui-
vant. On remarquera que ces formules sont analogues a celles
que |'on rencontre dans la théorie des logarithmes. Comme
les formules des erreurs absolues, elles n'exigent aucun effort
nouveau de mémoire.

O. Problémes derivés du précédent. — Danslapra-
tique on rencontre d'autres types de problémes sur les
erreurs relatives, mais ils se raménent au précédent ou sont
des conséguences immeédiates des formules du chapitre sui-
vant.

1°" type. —La donnée étant la méme, avec quelle approxi-
mation faut-il déterminer a, 6, c pour que Terreur relative
€ de x' soit moindre qu'un noiiibre donné, par exemple 0,0001.
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1 -
100’

déteirniner  ensuite cette valeur approchée X.

e

Pour que cette inégalité soit vérifiée, il suffit (th. 1) que le
nombre approché ait 5 chiffres exacts a partir du 1° chiffre
significatif a gauche. On est donc ramené au probleéme précé-
dent.

2° type. — Calculer le nombre conddéré déja
x= f(a, b, c, ...)
a 0,0001 pres de sa valeur.

(le probléme est identique au précédent.

3° type. — Dans la formule précédente

x=f(a b c . ] ),
on remplace a, b, c par des valeurs approchées déterminées
a, b, c .. ; trouver une limite supérieure de /'erreur relative
commise sur la. valeur approchée

x = f(a, b, c,.).
La solution résulte immédiatement des formules du cha-
pitre suivant.

4° type. — Avec quelle approximation faut-il calculer
a, b, c... pour que I'erreur absolue commise sur la valeur
approcliée x soit inférieure @ un nombre donné,

1.
ST

déterminer  ensuite cette valeur  approchée.

Ce probléme a été résolu dans la premiére partie, sans la
notion d'erreur relathe. J est souvent plus avantageux d'uti-
liser la théorie actuelle. A cet effet :

1° on détermine le 1°" chiffre significatif a gauche k du
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nombre exact x et I'ordre décimal de ce chiffre, ce qui en
général et un probléme trés simple;
2° on en déduit le nombre m des chiffres exacts exigé.
On et ainsi ramené au probleme fondamental. Dans |'ap-
plication de cette méthode, le sens de I'approximation du
résultat est toujours bien fixé.

Vi

Formules utilisées dans le calcul
des erreurs relatives.

Il Sagit de déterminer une limite supérieure de I'erreur
relative commise sur un produit, un quotient, une racine,
connaissant les limites supérieures des erreurs relatives dont
les données sont entachées.

1. Erreur relative d'un produit. — Soit
X = ab

et conservons les notations utilisées plus haut (11, 3). On a
VU que

A,z = aAb + DAa, {Aa >0, AL >>0);

on en déduit,

el par suite
) g, =246,

«, B étant les exreurs relatives de @' et b' et e, une limite supe-
rieure de 'erreur relative de ',
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2. Erreur relative d'un quotient. — Soit
T = “
—— ;) L]

on a va que

5 4= ba+ adb da=+ Aa >0,
v b 8h=——Ab >0,
d’ol
8,0 e &b
c a7

on lrouve cncore
an P, =a-+pB.
Rappelons que a' est une valeur approchée par défaut et />'

une valeur approchée par exces. Enfin a est I'erreur relative
de a et 3 I'erreur relative de b'.

3. Errceur relative d'une puissance. — Soit
x:aﬂl;
on o lrouve (I, 3

AT = ma™ A,

d’on
Ax
—_ = n—
i !l
¢l par suile
(l]) £y = mx.
4. Eyrvenr vrelative d'one cacine. — Soit
r=Va;

{a foermule (11, 6) donne
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d'olt
W _ 1 3a
x 2 a
et par suite
1
(111} B =g A
5. Reminegque. — 5i dans les formules
7
x=ab el €=

b
le nomibre a cst un nombre exacl (Aa=0), la formule 1 se

réduit A
g, = 8.

VI
Solution des problémes du type fondamental.

1. Exemple 1. — Calculer le nombre

1

avec 5 chiffres exacts.

Le premier chiffre significatif a gauche de x, supposé
converti en fraction décimale, est éga a 3. Il sagit de calculer
x avec 5 chiffres exacts a partir du chiffre 3 inclus. Soient
7 une valeur approchée de ~ par excés, (erreur relative, a),

f

i . .
z' = — la valcur —_ r pat défant, (errcur relative, g).

On o va (form. ') qu'une limile supdrieure ¢, de e cst

B
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il suffit done (théoréme IT} que

<“0‘ (h=142>3).

Cetle indgalité sera a fortiori satisfaite si o est inférieure &
un nombre plus petit que le second membre, c’est-d-dire si

i 1
* < Bo.107 od * <3
1! suffit donc de prendre (V, 4, Nem.)

n’ = 3,14160
et par suite

== 31416 =0,5183.09.,.

La valear approchée de x par défuui avec § chiflres exacls
est donc

xr=0,31830 (défaut).

2. Exemple IL. — Calculer le nombre

r==VD
avec 3 chiffres exacts.
Le 1% chiffre siguificatif & gauche dans x est 7; il s'agit
donc de déterminer une valeur approchée de z avec 3 chiffres
exaclts & parlir du chiffre 7 inclus. Soient

4= s/g. b= T,
@' unc valeur approchée de a par défaut (errcur relative : o),
b — bo— (o~ B
' =a'l’ - x — { —_ g).
Une limite supérieure ¢, de e est (form. I)
=24

et la solution résulle d'une suite d’inégalités dont chacune
est la eonséquence des suivantes, A savoir

———— th. 1L}, h=82>T,
+a<814 (th. 1D >
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1 r 1
* < 16.10=’ B< 16.10='
< 30 10* P<31% 10*
d'oit o = 2,236, b’ =3 141, th. ),

2 =a'b' = 7,023276,
et le résultat cherché est donc

x = 1,02, (défaut).

2. Exemple 111, — Calculer le nombre

Vb

L= —
T

avec 3 chiffres exacts.

Le premier chiffre significatif a gauche dans x, supposé
converti en fraction décimale, - est égal a 7. |l s'agit donc de
déterminer une valeur approchée de x avec 3 chiffres exacts
a partir du chiffre 7 inclus. Soient :

a= 486, b=m,
@ une valcur approchée de a pat défaut (crreur relative ),
b’ — — b par exeds ( — gh
T = %: valewr  — x par défant ( — 2.

Une linite supérieure e, de & est (form. I)
f=a+§;
la solution résulte d’une suile d’inégalités dont chacunc est

la conséquence des suiventes, d savoir

u+3<8i02| (th. 1D, h=8>1,
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1 |
& < m’ B 6007
< B
2.10% 3.107
d’ou (V, 4, Rem.)
a' = 2,449, b = 3,142 (th. 1
et x = “ = 0,7794...

i
Ainsi la valeur approchée par défaut de x avec 3 chiffres
exacts est donc
x = 0,779, (défaut).

4. Exemple IV. — Calculer le rayon de la sphére ter-
retre a 1" prés par défaut.

La circonférence d'un grand cercle étant 40.000 km., le
rayon x est donné en kilometres par la formule

{1.£ i
:C——i )—{1{—1—2)0000 = —

T}

= (1, 318309...

Le nombre x a 4 chiffres a la partie entiére et son | ' chiffre
a gauche et 6. Il s'agit donc de déterminer une valeur appro-
chée de x avec 4 chiffres exacts a partir du chiffre G inclus.

L'erreur relative de x' est égale (V, 1) a l'erreur relative
a de a. Il suffit donc (th. Il) que

i

(1) @< h=7>6;

cette inégalité sera vérifiée a fortiori si a est inférieure a une
quantité plus petite que le 2° membre, c'est-a-dire si
* <30

il suffit pour cela de prendre a' avec 5 chiffres exacts a partir
de 3 inclus (th. I).
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a’ = 0,31830,
d’ol x' = 20000 ¢’ = 6366.

Ainsi la valeur clierchée du rayon & 1*m prés par déiaat
osk
z=G6366 ki, e<C 1.

On remarquera que, d'aprés Uindgalité (1),

| _— 1
e < Ti ct a forfiori <W'
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