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DE L'ACADEMIE DES SCIENCES.

320.
ANALYSE MATHEMATIQUE. - Memotre sur les fonctions de cing ou six variables
et spécialement sur celles que sont doublement transitices.
C. R., T. XXII, p. » (5 janvier 18{6).
S Nl — Sur la fonction de sixc variables. qui est towt a la fois (ransitive

par rapport a trois el a cing variables, el intransitive par rapport
quatre,

Soient

Q une fonetion de six variables @, y, z, u, ¢, w3
M le nombre de ses valeurs égales;

m le nombre de ses valeurs distinetes.

On aura
mM  1.2.3.4.5.6

ou, ce qui revient an méme,
(1) m M- 720,

Soit d’ailleurs 11, le nombre des substitutions qui renferment / va-
riables et n’altérent pas la valeur de la fonction Q. Si cette fonetion,
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étant transitive par rapport a six et & cing variables, offre plus de deux
valeurs distinctes, alors, d’aprés ce qu'on a vu dans les paragraphes
précédents, elle aura 6, 12 ou 24 valeurs distinctes et sera toujours
altérée par toute substitution qui déplacera deux ou trois variables;

on aura done, non seulement

H, -1, M=o,

mais encore
1, o, I o.

Cela pose, les furmulcs ¢tablies dans la séance du 10 novembre don-

neront

MMy Hy -,

M Iy oAl - 6,

M - 21, -1- 3o,
ot 'on en conclura
(1) Ho YM w0, I, --a4 M, YM. 15,

Soit maintenant
l,u.h.r,,..

une substitution relative aux six variables

et composée de facteurs circulaires dont le premier soit de l'ordre a,

le second de 'ordre b, le troisicme de 'ordre ¢, ete. Sotent encore

®, 4. le nombre des formes que peut revétir la substitution P, 4.
exprimée a aide de ses facteurs circulaires, lorsqu’on met toutes
les variables en évidence, et que 'on s’astreint i faire toujours oc-
cuper les mémes places, dans cette substitution, par des facteurs
circulaires de méme ordre;

Bt ke nombre total des substitutions semblables & P, , .. . qui
peuvent étre formées avee les six variables @, v, 5, «, ¢, o, .. .

ho v le nombre de celles de ces substitutions qui n’alterent pas la

valeur de Q;
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kas.c . le nombre des valeurs distinctes de Q qui ne sont pas altérées
par la substitution P, 4 . ..

Puisque, dans I'hypothése admise, les substitutions qui n’altéreront
pas Q déplaceront quatre variables au moins, celles de ces substitu-
tions qui déplaceront quatre ou cing variables devront étre réguliéres
(séance du 8 décembre), et par consé¢quent circulaires, si elles dépla-
cent cing variables. On aura donc, non seulement

fiy=- o, hy o0,

mais encore
;= h;.

On aura, au contraire,
”5'_’;_ /h.ﬂl- /12_?.

I o hg-+ hy g hy s+ N s

Done les formules (2) donneront

(3) Dy vohyy o Y M=), fi;-— 24,

(1) hg-t-fig g+ Toyag Py = Y M- 10,

D’autre part, on aura généralement (séance du 15 décembre)
(')) ""Ilu,l;,r-,... Wy, b,ey... /‘-u,h,.'.,.,v

et les deux nombres

l'w.h,r',.‘.y ll'u.l),c,...’

dont le premier sera ¢égal ou inféricur a la limite Bypa..s be second
égal ou inférieur i la limite 7, ne pourront atteindre simultanément
ces deux limites que dans le cas ot Q ne sera jamais altéré par aucune
substitution de la forme P, ;.. . Enfin les nombres

mu,ll,r',.,. Na,be,...
seront liés entre eux par la formule

(‘j) Wa.b,e,... mll,l’,l"...- m JI o

~1
s
=}
.
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et, comme on trouvera successivement
m, =(1.2)4 = 8, my,y = (1.2)222 =16, w; =3,

w, = 6, wy.57= (1.2)32 2218, 03,0, == (1.2.3)2% =48, Wy, 4.2 =8,

on en conclura
©; 7= 90, W, =45,  wy==i44,

;0= 120, ,,3 = jo0, Wy, ™= 13, | Wi 77Q0.
Done la formule (5) donnera

(70 mh,:. gok,, mhy,o - 45k, . mhy; =144 ks,

(8)  mhg—120k,, mhy 3 ==hok, ,, Mmhy - 15Ky, mh, ,=q9ok, ,,

.

ot les équations (3), (1), jointes a la formule (1), entraineront les

sulvantes :

m m
2 /.‘, -t- /.'., Al 8 — . Vs T -
(9) 2hy-t- Ky, 37 ks Q’
(10) 2 ki + 8hya+ 3Ky, + 18k, 7272 —am.

Il suit des formules (g) que, dans Phypothése admise, ¢’est-a-dire
dans le cas ot la-fonction Q, ¢tant transitive par rapport i cing et i
six variables, offre plus de deux valeurs égales, m doit étre divisible
par 6. Effectivement, d’apres ce qu’on a vu dans les paragraphes pre-

cédents, m ne peat étre alors que 'un des nombres
6, 12, 2f,
auxquels correspondent les valeurs

120, 6o, 3o
du nombre M.
D’autre part, puisque chacun des nombres

6, 12, 24

est divisible par le facteur 3, il résulte d’un théoréme précédemment
établi (séance du 13 octobre, page 851 ('), que, dans I'hypothése

(Y)Y OFueres de Cauchy, S. 1, T.1X, p. 339.
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admise, quelques-unes des substitutions
(re) , P,Q, R,

qui n’altéreront pas la valeur de Q seront réguliéres et du troisiéme
ordre. Donc, puisque 4, est nul, &, , et par suite £, , ne pourront s’éva-
nouir. Done 'une au moins des substitutions 1, P, Q, R, ... sera de
la forme P, ,; ct, comme la substitution inverse P]', sera encore de la
méme forme, nous devons conclure que A, , sera, dans 'hypothése
admise, un nombre pair différent de zéro. Ce n’est pas tout : comme
la seconde des formules (8) donne

m
(12) fg3=: 3() Iy, 2y

le nombre £, ; devra étre, ainsi que m, divisible par 3; et méme, si
I'on supposait m = 24, la formule (12), réduite i

.3
k33— 3hy,3,

donnerait pour £,, un nombre divisible par 6. Mais alors, évidem-
ment, la formule (10) ne pourrait plus étre vérifiée, puisque le pre-
mier membre, égal ou supéricur au nombre

8Ay,3==48,
surpasserait la différence

72 -—am =72 — 48 — 24,

Done il n’est pas possible de supposer m = 24.

Concevons mafntenant que la fonction Q doive étre tout i la fois
transitive par rapport i six et & cing variables, el intransitive par rap-
port & quatre. Alors, d’aprés ce qui a été dit dans le § I, le nombre m
des valeurs distinctes de Q ne pourra étre que Pun des nombres

12, 24.

. .. ’ .
Done, puisqu’on devra exclure la supposition m == 24, on aura néces-

sairement
m 12,

-

OFuvres de C. — S. 1, .. X, 2
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et par suite (voir la séance du 29 décembre, p. 1405 (), 4;, £, devront
s’évanouir. Alors aussi les formules (7), (8), (9), (10) donneront

(13) bl =15kyq, hy=12k;,

(14) hg==10ks, 3y, =10ky;, Glggs== ks e, 2,9 =13k, 4,
(15) kap=h, k=2,

(16) ko4 8ky s+ 3k + 18k, == §8.

Des formules (13) et (15) on déduira les suivantes
(17) hy,a=15, hy= 24,
que Pon pourrait tirer encore des équations obtenues dans le § 1.

Ajoutons que des formules (14) et (16) on pourra aisément déduire
les valeurs des quantités
hgy hyas, hasa, by

et d’abord, puisque £, devra étre un nombre entier distinet de zéro
et divisible par 3, le terme 84, ; de la formule (14) sera égal ou supé-
ricur & 24. Donc le terme 184;, devra étre inférieur a la différence
48 — 24 == 24. Donc le nombre entier £, , devra étre inférieur a §; et,
comme dailleurs il doit étre divisible par 2, en vertu de la derniere
des formules (14), on aura nécessairement

ky,a== 0, hy =03
en sorte que 'équation (14) se trouvera réduite i
(18) Al kg + 8hy 4 3 ky,9,0== 48.

D'autre part, si £, différait de zéro, on pourrait en dire autant de £, ,
et de £,,, attendu qu'une substitution de la forme '

P
a pour carré une substitution de la forme P, ,, et pour cube une sub-

stitution de la forme P,,,. Cela posé, comme, en vertu des for-
mules (14), ,,, devra étre divisible par le facteur 3, et £,,,, par le

(') OEuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 5o0.
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facteur 4, il est clair que, en supposant £, différent de zéro, on obtien-
drait pour premicr membre de la formule (18) une somme égale ou
supérieure a

24 + 8.3 + 3.4 =6o.

Done alors cette formule ne pourrait étre vérifice. On aura done
encore nécessairement

hs=o0, fig= 0,
et par suite Péquation (18) sera réduite i

(19) 8hs,s+ 3k, =48,

Enfin, il est facile de voir que £,,, et A,,, deveont étre divisibles
par 3. En cffet, concevons que Uon désigne simplement par la lettre P
I'une des substitutions qui, étant de la forme Py, n’alterent pas la
aleur de Q, et supposons un instant que Q ne soit pas non plus
altéré par une certaine substitution @ de la forme Py, ,. Les deux sub-
stitutions P, @ ne pourront étre permutables entre elles. Car si 'on
avait :
Pg = 4¢P,

alors, d’apres ce qui a été dit dans la séance du 1*° décembre,

p. 1197 ('), € et P seraient de la forme
@ =33, P 82,

s étant une substitution circulaire du sixieme ordre; et comme, en

vertu de la formule
S =838 -Qp -1,

s serait une dérivée des deux substitutions ¢, P, la substitution s
devrait étre elle-méme du nombre de celles qui n'altéreraient pas la
valeur de Q. Cette conclusion étant incompatible avee I'équation

hg==o,

précédemment ¢tablie, on peut affirmer que la substitution ¢ ne sera

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 439-44o.
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pas permutable avee P. Par la méme raison, € ne saurait étre permu-
table avec la substitution P, qui est réguliére et du troisiéme ordre,
comme la substitution P. Donc, si-’'on pose

(20) @oPEP-, @ —PrEP
on obtiendra pour ¢', ¢ deux substitutions distinctes de @. D’ailleurs
chacune d’clles, étant semblable & &, et par conséquent de la forme

P, 4.0, ne pourra étre permutable avec la substitution €. Donc la sub-
stitution @, ¢videmment liée a @ par la formule

(21) @ --pePp-,.

sera encore distinete de la substitution €. Ce n’est pas lout : comme
on tire des formules (20)

(22) PL.— 4P, ®P--4'p, PE=@Pp,
nous devons conclure que, si parmi les substitutions

, P Q, R, ...,
qui n'altérent pas la valeur de Q, quelques-unes,
(23) @, @, @, ..,
sont de la forme P, , ,, celles-ci, prises trois @ trois, vérifieront des
équations semblables aux équations (22); et comme évidemment deux
systémes de cette forme ne peavent renfermer la méme substitution @,
sans se confondre 'un avee l'autre, il en résulte que le nombre 4, , ,
des termes compris dans la série (23) devra étre divisible par 3. Done
le nombre 4, 4,5, lié au nombre 4, ,, par la formule

5ha,0,07 fhg,0,0

devra étre divisible, non seulement par 4, mais aussi par 3, et, en

conséquence, par 12. Donc, puisque le produit 84, ; doit étre égal ou
supérieur a 24, I'équation (19), de laquelle on tirera

3ha0,0=48 — 8Ay,,7 24,
koonT 8,
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ne pourra étre vérifiée sans que le nombre £, , , s’évanouisse. On aura
done

ks,2,2==0, kg =3 =6
et, par suite, en vertu des formules (14),

(24) Jtg,9,0==0, 3,3 = 20.

Ainsi, en définitive, si la fonction Q est transitive par rapport & six
et & cinq variables, et intransitive par rapport i quatre, les substitu-
tions 1, P, Q, R, ..., qui n’altéreront pas la valeur de Q, scront toutes,
hormis celle qui se réduit a 'unité, de 'une des trois formes

[’3,;, P, P:.ﬂ
et, comme on aura

(25) hy 3= 20, hy- - 24, hyy 15,
les divers termes qui, avec l'unité, composeront la suite

, P, Q, R, ...
seronl
20 substitutions de la forme P, ,,

24 substitutions de la forme Py,
15 substitutions de la forme P, ..
D'ailleurs, en vertu des principes établis dans le § 1, celles de ces sub-
stitutions qui, étant circulaires et du cinquiéme ordre, ¢’est-d-dire de
la forme Py, renfermeront sculement les cing variables
¥ Sy U, ¢, W,
se réduiront aux puissanees
Q Qy Q, @
d’unc méme substitution circulaire Q; et, comme on pourra fixer arhi-
traivement la forme des lettres propres a représenter les variables qui

devront succéder 'une a 'autre, en vertu de la substitution Q, rien
n’empéchera d’admettre que ces variables sont précisément

Y 5 U, v,
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On pourra donce supposer
(26) Q=(y,3 u,v,w).

Soit maintenant R I'une des cing substitutions qui, étant régulieres
ot du second ordre, ¢’est-d-dire de la forme P, ,, n’altéreront pas la
valeur de Q, et renfermeront quatre des cing variables y, 3, U, ¢y w.
IVapres ce qui a été dit dans le § I, on pourra déterminer R a aide de
I'équation symbolique

o) =(¢)

et si, pour fixer les idées, on veut déduire de la formule (27) celle

des substitutions R qui ne déplacera, ni la variable 2, ni la variable «,

[ weusy
R (y:m'u->

ou, ce qlli revient au mémc,

on aura

(28) R == (y, w) (3, ).

Ce n’est pas tout : les quinze substitutions réguliéres du second ordre
qui, étant formées avee quatre des six variables

Ly Yy S, U, ¢y W,

n’altéreront pas la valeur de Q, renfermeront trente facteurs circu-
laires du sccond ordre. Mais les facteurs distinets de cet ordre, qui
peuvent étre formés avec six variables, sont au nombre de quinze scu-
lement. Done, puisque la fonction Q est supposée doublement transi-
tive, ¢’est-i-dire transitive par rapport a six et a cing variables, et
qu’en conséquence les divers facteurs du second ordre devront tous
reparaitre le méme nombre de fois dans les quinze substitutions régu-
litres ci-dessus mentionnées, chacun d’eux devra toujours appartenir
a deux substitutions distinctes. Cela posé, nommons
S et T

celles des substitutions

1, P, Q R,
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qui, étant distinctes de R, mais de la forme P, ,, renfermeront, la
premiére, le facteur (y,w), ct la seconde, le facteur (3,¢). Le der-
nier facteur circulaire de S ne pourra étre que (z, )i car, s'il diffé-
rait de (&, «), il renfermerait, avee 'une des variables &, «, 'une des
variables 3, v. Or, dans ce cas, le produit RS, qui serait encore 'une
des substitutions propres a ne point altérer la valeur de Q, renferme-
rait sculement trois des six variables

T, ¥, 5 U, v, W

et nous avons vu que, dans 'hypothese admise, chacune des substitu-
tions 1, P, Q, R, ... doit déplacer quatre variables au moins. On aura
done nécessairement

(29) § = (1) (y,w).

On trouvera de méme

(30) T—(r,u)(s,v).

D'apres ce qui a été dit dans le § I, pour caractériser une fonetion
des cinq variables y, z, «, ¢, w qui soil intransitive par rapport i
quatre d’entre elles, il suffit de dire que cette fonction n’est altérée
par aucane des deux substitutions

(\) == (.}'v Sy U, 0, ll'), R - (.)’7 ﬂ’) ( S t').

Si Fon veat, de plus, que Q soit une fonction transitive des six va-
riables

&Zy Yy 5, U, v, W,
alors, comme on vient de le voir, Q devra satisfaire encore i la condi-
tion de n’étre point altéré par la substitution

S = (&, «)(y, w).

Réciproquement, si cette derniére condition est remplie, la fone-
tion Q, supposée déja transitive par rapport aux cinq variables y, =,
u, v, w, sera encore transitive par rapport a x, y, 5, ¢, ¢, W, puis-
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qu’on pourra évidemment faire passer dans cette fonction une variable
quelconque 3 une place quelconque, en vertu de la substitution S,
jointe & 'une des puissances de la substitution Q. Il est donc naturel
de penser que, si I'on peut former une fonction transitive de cing
ou six variables, qui soit en méme temps intransitive par rapport i
quatre, on caractérisera cette fonction en disant qu’elle n’est altérée
par aucune des trois substitutions

Q, R, S.

Toutefois, pour que I'existence d’une telle fonction, qui devra offrir
sculement douze valeurs distinctes, et par suite soixante valeurs
égales, se trouve rigourcusement établie, il est nécessaire de prouver
que les dérivées des trois substitutions Q, R, S fournissent un sys-
téme de soixante substitutions conjuguées les unes aux autres. On v
parvient en suivant la marche que nous allons indiquer.

D'abord, I'équation (27) pouvant s’écrire comme il suit,

(31) RQ = Q-'R,
on en conclura, en désignant par A et £ deux entiers quelconques,
(32) RAQr= Q(-1'4 Rk,

Donc les dérivées des substitutions Q, R pourront toutes étre présen-
tées sous chacune des formes

RQ%, Q" R*.
En d’autres termes, le systeme des puissances de Q sera permutable
avec le systéme des puissances de R. Donc, par suite, les dérivées des
deux substitutions Q, R, dont I'une est du cinquieme ordre, I'autre
du second, seront toutes réductibles a la forme

R*Q~,
et formeront un systeme de solutions conjuguées dont I'ordre sera

2.5 =1o0.
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D’autre part, les trois substitutions
R'i':(.}', W)(:'; )y S:‘:(l‘, U)(y»“')r T‘“:(‘l"’ u)(3,¢)

forment, avec I'unité, un systtme de substitutions régulieres conju-
guées; et, comme deux de ces substitutions donnent toujours pour
produit la troisi¢me, en sorte qu’on a, par exemple,

(33) RS =T et SR=:T,

il en résulte que les substitutions R, S sont permutables entre elles ot
vérifient la formule

(34) RS — SR.
Concevons maintenant que, { é¢tant un entier quelconque, Fon pose
(35) 8§, Q/SQ".
Alors on trouvera, non seulement
(36) Sy B = (2, u)(y,w),

mais encore
s S - (2 “)(5’.}’)»

' S, = (e, w) (uy 3),
(37) .

)sa (55 ) (05 00),

S, (ry 5) (v 0)5

¢l comme, en faisant eroitre ou décroitre £ d'un multiple de 3, on
tirera toujours de la formule (35) la méme valeur de S, il est clair
que S, admettra sculement cing valeubs distinctes, savoir :

(38) So"-sy Su Szv s:n S,

De plus, comme, en vertu des formules (36) et (37), deux substitu-
tions de la forme S, S;, quand elles seront distinctes 'une de Pautre,
feront passer a la place de a deux variables diverses, il en résulte
qu’une substitution de la forme
8,87
OEuvres de C. — S. 1, . X, 3
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déplacera toujours la variable z, et ne pourra se confondre avec
une dérivée des seules substitutions Q et R. Donc, par suite, aux

dix valeurs du produit
RI{Qh

renfermées dans le Tableau

(I Q, Q?, Q3 Q4

3 .
(39) | R, RQ, RQ%, RQ%, RQ,

correspondront cinquante valeurs du produit

Rth Sh
qui seront, non seulement distinctes des substitutions (39), mais
encore distinctes les unes des autres; car, si I'on supposait

REQHS,= RA QXS

on en conclurait
. Q»—h'l{—k' l(k Qh» - SI'S/"'v

et cette derniére équation, ne pouvant étre vérifice dans le cas oit S,y
S, seraient deux substitutions distinctes, entrainerait la formule

S[' = S/.
Donc & deux valeurs distinctes de S, correspondront toujours deux
valeurs distinctes du produit

RFQ"S,;
et, si 'on multiplie successivement chacune des six substitutions

(40) 1, 8o Sy, S 8 S,

par les dix termes du Tableau (39), on obtiendra soixante substitu-
tions distinctes les unes des autres, dont chacune se présentera sous

'une des deux formes
(41) R*Q"*, RkQ*S,.

11 reste a faire voir que ces soixante substitutions composent le sys-
téme entier des substitutions dérivées de Q, R et S ou, ce qui revient
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au méme, qu’une dérivée quelconque des substitutions Q, R, S est
toujours réductible a I'une des formes (41).

Or, en premier lieu, on tirera de la formule (35), jointe aux équa-
tions (32) et (34), non sculement

(42) S/ a=Q"§,Q"

et, par suite,

(43) Q*8, =8, Q%

mais encore

(hh) RS, =S_,R,. RQ"S,-S_;.,»RQ",
ct généralement

(45) R¥Q#8, =Syt 4rn) R¥ QA

Dailleurs, de la formule (45) il résulte immédiatement que, si I'on
nomme 2 l'une queleconque des substitutions (39), et 8 'une quel-
conque des substitutions (40), tout produit de la forme 98 sera en
méme temps de la forme 89, les valeurs de 9 et de s pouvant varier
dans le passage d'une forme a I'autre.

En second licu, une dérivée quelconque T des substitutions Q, R, S
pourra toujours étre considérée comme le produit de plusieurs fac-
teurs, dont les uns seraient de la forme 9, les autres de la forme 8;
et, dans un semblable produit, deux facteurs consécutifs 9, 9’ de la
premiére forme pourront toujours étre réduits a un seul facteur 9”
de cette forme, puisque la substitution 92" représentera encore une
dérivée des substitutions Q et R. Donc, puisqu’on pourra aussi
échanger entre eux deux facteurs consécutifs, dont I'un serait de
la forme 2, l'autre de la forme 3, en modifiant convenablement leurs
valeurs, on pourra toujours, a I'aide de réductions et d’échanges suc-
cessivement effectués, ramener la substitution T & la forme 28, ¢’es(-
a-dire i 'une des formes (41), si, en désignant par s, 8" deux des sub-
stitutions (40), on peut toujours réduire le produit 83" la forme 233,
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et, par suite, i la forme 25. 1l 'y a plus : comme on tire généralement
de I'équation (35) -

4

82 Q18 SQ

(46)

il est clair que la substitution T sera effectivement réductible a 'une
des formes (41), si 'on peut réduire tout produit de la forme

88

i la forme 25 ou, ce qui revient au méme, a la f'ormc 89. Dailleurs, si
I'on supposait / == o, on aurail

85,8 8o,

et par suite 8,8 serait effectivement de la forme s3, s et 2 étant
réduits alors & I'unité. Done, pour constater I'existence de la fone-
tion de six variables qui, étant doublement transitive, offre trois
valeurs distinctes, il suffit de prouver que, / étant 'un quelconque
des nombres entiers 1, 2, 3, 4, on peut toujours vérifier la formule

4 S8 :=: 89,

en prenant pour s une des substitutions (38), et pour 9 'une des sub-
stitutions (39).

La question, ramenée a ce point, peut étre facilement résolue. Pour
en obtenir la solution, je commencerai par observer que, s étant une
substitution réguliére du second ordre, on aura

Ntioq, 87U,
Done I’ vqu.ntmn (47) pourra étre présentée sous la forme
(48) $8,5 =,

Or, la substitution 9 étant une dérivée des substitutions Q et R, par
conséquent I'une des substitutions qui laissent & immobile, il est clair
que, si 'on peut satisfaire a Péquation (48), ce sera uniquement en
prenant pour s celle des substitutions (40) qui échangera  contre la
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variable transportée & la place de & par la substitution S,8. Cela posé,

comme aux valeurs
I, 2, 3v /l

du nombre / répondront des valeurs de S,S représentées par les sub-
stitutions

('l" u, ") (‘,V) W, 5)- (., S, U, v, J’)) (., s, u, vy, “')r ("'9 Uy, s ) (_}’. [ "')s
qui font respectivement suceéder a  les variables
w, s, v, u,

il est clair qu'a ces mémes valeurs de ¢ devront correspondre des
valeurs de s représentées par les substitutions

u, 3, u.

Donc la seule question a résoudre sera de savoir si chacun des quatre

produits

7}

S8, 8, 8,8:8, 5,88, S8§,8

se réduitl & une dérivée des substitutions Q et R. Or, une telle rédue-
tion a effectivement lieu pour chacun des deux produits 8,8,8, 8,8, 5.

Car on trouve immédiatement
(49)  Su8.8S: < (y,5,u,0, %)= Q, $,8:8 = (y, v, v, 10, 3) QL

Quant aux deux produits

L

58,8, 88,5,

4

qui peuvent encore étre présentés sous les formes

47]

$8,8-1, 88,871,
et qui sont, en conséquence, équivalents aux deux substitutions
(e, ) (3,0, (u,3)(y,¢),

ils ne sont certainement pas de la forme Q*; mais ils seront de la
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1833

forme RQ?, si le produit de chacun d’eux par R se réduit & une puis-
sance de Q. Or, comme on trouve effectivement

RS§,S - (y,w, ¢, u,3) == Q- RSS,8 =(y, 5, 4, v, w) : Q,
on en conclura
(50) §8,8 = RQ-1=-QR,  $8,8 = RQ == Q—'R.
Donc, en définitive, chacun des produits
88,8, §,8,8, §,8;8, 85,8

se réduit & une dérivée des substitutions Q, R; et par suite on peut,
avee six variables indépendantes,
£y Y, 5, U, ¥, W,

composer des fonctions qui, étant doublement transitives, offrent
douze valeurs distinctes. Ajoutons que, pour caractériser une tele
fonction, il suflit de dire qu'elle n’est altérée par aucune des trois

substitutions
Q=3 ue,w)  Ro(w)(se), S=(x,u0)(y,w).
Il y a plus : comme on tire des formules (50)
R=88,850Q = Q-188,8-- Q88,8 — §8,8Q"
et de cette derniire, jointe a I'équation (35),

) R -$Q8Q-'SQ = Q~'5Q8Q-'S
(1) -
) = (Q8Q-15QS =50Q-1$Q8Q,
le systeéme des dérivées des trois substitutions
Q, R, S

se confondra évidemment avec le systeme des dérivées des deux sub-

stitutions
Q et S.

En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :
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TukoreME. — Avec six variables independantes
YV, 5, U, v, W

on peut toujours composer des fonctions, doublement transitives, qui
offrent douze valeurs distinctes; et, pour caracteriser une telle Jonction,
il suffit de dire que sa valeur n'est pas altérée par les derivees des deux
substitutions
Q = (y 3, u, 0y ww), S=(zx,u)(y,w).
En terminant ce paragraphe, nous observerons que la formule (51).
combinée avec les équations (33), donne simplement

(5) T Q80-18Q==0Q-18SQSQ"",

ct que des deux formules

¢ 2}

T=Q8Q-'SQ, T=8Q'Q8Q",

fournies par Péquation (52), la premiére entraine la seconde, attendu

que, T étant une substitution du second ordre, on a
T2, T—=T-".
Observons aussi que des deux formules (49), la premiere, jointe i la
formule (35), entraine I'équation
88,8, =.8;8:8,:Q8,8,5Q°"'=Q

et, par suite, I'équation
S$:8:8 =0,

qui coincide précisément avec la seconde des formules (49).

§ IV. — Sur les fonctions qui sont & la fois transitives par rapport a
six variables indépendantes, et par rapport @ cing ou a quatre de ces
variables.

Conservons les mémes notations que dans le § I11; mais concevons
que la fonction Q, déja supposée transitive par rapport a six et i-cing
variables, soit encore transitive par rapport a quatre. Alors, d’apris
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ce qui a été dit dans le § 11, le nombre m des valeurs distinctes de Q
devra se réduire a I'un des entiers

D’ailleurs, on pourra effectivement supposer

m=1 ol m =2,

puisque, avec un nombre quelconque de variables, on peut toujours
former des fonctions symétriques et des fonctions dont chacune offre
seulement deux valeurs distinctes. Il reste & voir si 'on pourra aussi

Slll)l)().\'f‘[‘
m==0 !

el, par suite,
M-Iy,

Observons d’abord que, en vertu des principes établis dans le § I,
la fonction Q sera toujours altérée par toute substitution qui dépla-
cera seulement deux ou trois variables, si 'on a m == 6, et que, dans
cette méme hypothese, certaines substitutions cireulaires du qua-
frieme ordre déplaceront quatre variables sans altérer Q. 11 en résulte

qu’on aura
hy=o, hy=o, h, o0,

et méme

hy, 27 0,
puisqu'une substitution de la forme P, aura toujours pour carré une
autre substitution de la forme P, ,. Par suite aussi les formules (7)»
(8).(9), (10) du § III continueront de subsister, quand on y posera

m -0,
en sorte qu'on aura
(1) hy==15k,, 2y g = 1544, ;== 24 ky,
(2)  hg. 20k, 3hy,s 20k, 2hy 0,0 0ks, a0 hy,a 215k,
(3) 2k, + k,,g-‘:‘.ﬁ, kg1,

(4) 2 ko+ 8hy y -+ 3ky g -+ 18K, 4 -+ 60,
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En vertu de la seconde des formules (1), £, , devra étre un nombre
pair. De plus 4,, ct par suite £,, devront encore étre des nombres
pairs, puisque toute substitution de¢ la forme P, a pour inverse une
autre substitution de la méme forme. Enfin, les conditions

hy> o, hya>0
entraineront les suivantes :
k5> o, II'2'1> o.

Cela posé, il est clair qu’on ne pourra satisfaire a la premiere des for-
mules (3) qu’en supposant

(f)) /{B:: 2, /.',)'2‘.;'.),,

ct que, de ces dernitres formules, jointes aux équations (1), (2), (3),
on tirera

(6) h, = 3o, hy =15, hy - 24,

Comme d’aillcurs toute substitution de la forme P, a, non seulement
pour cube une autre substitution de méme forme, mais aussi pour
carré une substitution de la forme P, ,, les formules (6) prouvent
évidemment que les substitutions qui, sans altérer Q, déplaceront
quatre ou cing variables, se réduiront aux puissances de quinze sub-
stitutions circulaires du quatrieme ordre et de six substitutions cir-
culaires du cinqui¢me ordre. Du reste, cette conclusion et les for-
mules (6) elles-nfémes pourraient encore s¢ déduire des principes
que nous avons ¢tablis dans le § 11

Passons maintenant aux formules (2) et (4). Apres avoir démontré,
comme dans le § 11, que 'on a nécessairement

hy, 3> o0, et, par suite, k3> 0,

on conclura de la seconde des formules (2) que £, , est divisible par 3.

D’ailleurs, m étant égal & 6, le nombre 4, , ne pourrait atteindre Ia

limite 6 que dans le cas ot Q ne serait jamais altéré par aucune sub-
OFuvres de C. — 8. 1, t. X. 4
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stitution de la forme P, ,, ou, ce qui revient au méme, par aucune
substitution de la forme

P, P,
" étant deux substitutions circulaires du troisieme ordre, for-
mées avee des variables distinctes; et cette dernicre hypothése est
évidemment inadmissible; car, si elle pouvait se réaliser, alors Q,

P,, P,

n’étant altéré par aucune des deux substitutions de méme forme
P:s P;l' Py ])'{1,
ne serait pas non plus altéré par leur produit
2
39

¢’est-h-dire par une substitution circulaire du troisieme ordre, ce qui

serait contraire i I'équation
hy- o

précédemment obtenue. Done £, , devra étre un multiple de 3, supé-
rieur i zéro, mais inférieur 2 6, et 'on aura nécessairement
(7) ky,3=3, hy,3 = 20.
Cela posé, la formule (4) donnera
24 kg 4-3hky,q, 0+ 184, 5 36
ou, ce qui revient au méme,
(8) . 8kt hy9,9+ 6k, o= 12.

D’autre part, le nombre £, , devra nécessairement s’évanouir. Car, s'il
ne se réduisait pas i zéro, alors, parmi les substitutions qui n’altére-
raient pas Q, on trouverait une substitution de la forme P, , ou, ce

qui revient au méme, de la forme
PPy,
P,, P, étant deux substitutions circulaires et permutables entre elles,

I'une du quatriéme ordre, 'autre du second. Alors aussi Q ne scrait

pas altéré par le carré
i
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de la substitution P, P,. Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut,
il ne serait pas non plus altéré par les substitutions circulaires du
quatricme ordre

P, et P,
dont les carrés se réduisent & P2, ni méme par la substitution P,, équi-
valente au produit de P, P, par P,*, ce qui serait contraire i la for-

mule préeédemment établie
/l, =0,

On aura (l(’nc encore
hy,=o0, ky oo,

’

en sorte que la formule (8) pourra étre réduite i

(9) Bhe—+ kg9 7=12,

Ce n’est pas tout : comme le nombre 4;, , ne peut surpasser le
nombre m =6, on ne pourra, dans la formule (9), réduire £, &

zéro. Done, pour vérifior cette formule, il faudra nécessairement

S"[)posﬂr
k=1, ke 904

et, par suite, eu égard aux formules (2),
(10) hg = 20, hg 2,9~ 10,
Ainsi, en définitive, si la fonction Q, étant transitive par rapport i

six, & cing et méme & guatre variables, offre six valeurs distinctes, les
substitutions

(11) , P,Q, R, ...,

qui n’altéreront pas la valeur de Q, scront toutes, hormis celle qui se
réduit & Punité, de P'une des formes

p,, l)s,:n Pa,z,z» p;, P, P-z,z;

et, comme on aura

hg— 20, hy,3= 20, hg 5,y =10,
(12) hy—= 24,

h, = 3o, hy,a=1b,
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les divers termes qui, avec 'unité, composeront la suite

i, P, Q R, ...

seront
20 substitutions de la forme P,

20 substitutions de la forme Pj ,,
10 substitutions de la forme P, ,,
a4 substitutions de la forme Py,
3o substitutions de la forme P,,
15 substitutions de la forme P, ,.

D’ailleurs, toute substitution de la forme P, a, non seulement pour
cinquieme puissance une autre substitution de méme forme, mais
aussi pour carré et pour quatriéme puissance, deux substitutions de
la forme P, Py, et, pour cube, une seule substitution de la forme P, , ,.
Or, de cette remarque, jointe a celles que nous avons déja faites, il
résulte évidemment que, dans 'hypothése admise, les termes de la
série (11) se réduiront aux diverses puissances de dix substitutions
circulaires du sixiéme ordre, de six substitutions circulaires du cin-
quiéme ordre, et de quinze substitutions circulaires du quatriéme
ordre.
Concevons a présent que, pour abréger, I'on nomme
P, Q R

trois substitutions circulaires prises parmi celles qui n’altérent pas la
valeur de Q, la substitution P étant du sixiéme ordre, Q du cinquieme
ordre, ct R du quatrieme seulement. Comme on pourra disposer arbi-
trairement de la forme des lettres propres a représenter les variables
qui devront succéder 'une & Pautre, en vertu de la substitution P,
rien n’empéchera d’admettre que ces variables soient respectivement

xr, Y, & U, ¢, Ww.
On podrra donc supposer
(13) P = (x5, u,v,w).
D’ailleurs, m étant égal 4 6, si 'on nomme

('4) ' Iy @’ Qo my
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les substitutions conjuguées qui n’altéreront pas Q considéré comme
fonction des seules variables

Y, 3 u, v, w,

le nombre des substitutions 1, €, 9, &, ..., représenté par le rapport

sera précisément égal au' nombre 4, des substitutions
(15) P, P, P, ..,
qui, étant de la forme P, c’est-d-dire circulaires et du sixieme ordre,
naltéreront pas la valcur de @ considéré comme fonction de @, y,
3, 4, v, w. Donc, en vertu d’un théortme établi dans la séance du
15 décembre, page 1293 ('), les substitutions
T, q") Qv "‘ﬁ’
seront celles que I'on déduit des expressions symboliques
P P’ pr
() () (&)
[
lorsque, aprés avoir exprimé chacune des substitutions
P, v, P,
a I'aide des diverses variables placées i la suite les unes des autres,
en assignant toujours la premiére place i la.variable @, on réduit
p, P’, l)//,
a de simples arrangements. Donc, puisque la série (15) renfermera

nécessaircment le terme P~', un des termes de la série (14), repré-
senté par I’expression symbolique

(")

(1) OEuyres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 473.
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se réduira simplement a

(mwvuzy> = (y, w) (5, );

TYyZUCW
et par conséquent Q, considéré comme fonction des quatre variables
Y 5 ¢, W,
ne sera point altéré par la substitution réguliere du second ordre

(7, w) (3, 0).
Mais, comme on I'a vu, toute substitution réguliére du second ordre
qui n’altérera pas Q, devra étre le carré d’une substitution R circu-
laire et du quatritme ordre, comprise elle-méme dans la série (11).
On pourra donc supposer

(16) RE== (y, w) (55 0).
D’ailleurs, des deux substitutions
'(y, S,w,0), (y,v,w,3),
qui représentent les deux valeurs de R fournies par I'équation (16),
I'une étant le cube de autre, Pune et Tautre devront faire partie de

la suite (11). On pourra done prendre pour R I'une quelconque d’entre
elles, et supposer, par exemple,
(17) R==(y,3w,v¢).

Il sera maintenant facile, non seulement de trouver une substitu-
tion Q du cinquiéme ordre qui soit une dérivée des substitutions Q
et R, mais encore de constater U'existence de la fonction transitive
de six variables qui offre six valeurs distinetes. On y parviendra en
eftfet, tres simplement, & I'aide des principes ¢tablis dans la séance
du 8 décembre, ainsi que nous allons le faire voir.

Les cing puissances de P distinctes de 'unité, savoir

P= (=, 3 u,v¢,w), P2, P, Pt Ps,

font suceéder respectivement a la variable & les cing variables
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auxquelles suceéderaient, en vertu de la substitution R == (y, 5, w, ¢),
les variables

s, oW, u, ¥, v

ct, comme ces derniéres succéderaient elles-mémes a o, en vertu des

substitutions
])2’ PS' [)3’ l)‘ l)b‘

il en résulte que, si 'on pose

(18) RP-—-P2S, RP*=PT, RP*=PU, RP':=PV, RP:==P*W,
chacune des substitutions

(19) S, T, U, V, W

laissera la variable & immobile. Effectivement, les valeurs de ces der-
ni¢res substitutions, déterminées par les équations (18), ou, ce qui

revient au méme, par les suivantes

(20) S=D*RP, T T-PRP’, U=P3RP3, V. PSRP* W —PzRP,
seront respectivement

(21) (Y1, 0,0,3), (¥, 0) (U, w), (Vs 0, w,3), (), 10) (5,w), (¥, 3,0, w,u).

D’ailleurs, chacune des substitutions S, T, U, V, W, étant une dérivée
de R et de P, n’altérera pas Q. On pourra prendre pour Q 'une des
substitutions du cinqui¢me ordre

S = (¥, Uy w, ¢, 5), W= (y, 5, v, w, it)
qui sont inverses P'une de Pautre. Si, pour fixer les idées, on pose
Q= (y,u,w,v,3)
ou, ce qui revient au méme,
(22) Q==(5, 7, uw,v¢)=PRP,
on aura

(23) $=0Q, W-Q
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Ajoutons que la substitution
U=(yvw3)
sera .évidemment I'inverse de la substitution
R=(y,3wv),
de sorte qu’on aura. encore
(34) U=R-.
Ainsi, les trois substitutions
S, U W

seront trois dérivées des substitutions Q et R.

D’autre part, s’il existe réellement une fonction Q de x, y, 3, u, v, w,
qui soit doublement transitive et offre six valeurs distinctes, alors, en
vertu des principes établis dans le § III, les vingt substitutions qui
n’altéreront pas Q considéré comme fonction des cinq variables

J’. S, u, ¢, w
devront se réduire aux dérivées des deux substitutions
Q:(:ry) u, wy v), R:—(y’ 3w, ),

dont I'une est du cinquicme ordre, et dont 'autre, étant du quatrieme
ordre, vérifie les ¢quations symboliques

R= (83>: R? == (85) R = (32>

Donc alors les substitutions T et V devront étre, aussi bien que S, V,
W, des dérivées-de Q et de R.

Réciproquement, si T et V se réduisent a des dérivées de Q et de R,
alors le systéme des substitutions

S, T, U, V, R

et de leurs dérivées, étant réduit au systeme des dérivées de Q et R,
sera du vingtitme ordre; et par suite, en vertu des principes établis
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dans la séance du 8 décembre (voir le théoréme Il de la page 1251 ('),
les dérivées diverses des deux substitutions P et R formeront un sys-
teme dont 'ordre sera représenté par le produit
6.20 ==120.
Donc alors la fonction Q de x, y, 5, u, v, w, qui ne sera point altérée
par les substitutions P, R, offrira cent vingt valeurs égales et six va-
leurs distinctes.
Done, en définitive, la seule question i résoudre est de savoir si les
deux substitutions '
T = (y,v) (u,w), V= (y,u)(sw)
se réduisent i des dérivées des substitutions Q et R.
Or, comme des cinq variables
Y S Uy, v, aw,
w et y sont celles qui prennent la place de «, en vertu des substitu-
tions T et V, il est clair que, pour obtenir & la place de T et V deux
substitutions qui laissent immobile la variable «, il suffira de multi-
plier T et V par les deux puissances de Q qui font succéder « a w el
4y, ¢’est-a-dire par Q' et Q. Donc les substitutions
Q-'T, QV

renfermeront seulement les quatre variables

et chacune d’elles nc pourra étre dérivée de Q et R, que dans le cas ol
elle deviendra une puissance de R. Donc la question est de savoir si
Q-'T, QV
se réduisent 4 des puissances de R. Or cette réduction a effectivement

lieu; car on trouve

Q' T=(y,w)(5v)==RY  QV=(y,w)(5v) =R
et, par suite,
(25) T =z QR?, V==Q~!'R%

(') OEuvres de Cauchy, S. 1, T. 1X, p. 46-.
OEuvres de C. — S. 1, t. X. b
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Donc T, V seront, dussi bien que
s, U, W,

des dérivées de Q, R, ou méme, eu égard a la formule (22), des déri- -
vées de P, R; et 'on peut énoncer la proposition suivante :

TukorenE. — Avec siz variables indépendantes
Ty Yy 5 Uy 0, W,

on peut toujours composer des fonctions, triplement transitives, qui offrent
seulement stz valeurs distinctes. D’'ailleurs, pour caractériser une lelle
fonction, il suffit de dire que sa valeur n’est pas altérée par les dérivées des
trois substitutions circulaires

P::(Ir Vs By Uty ¥, ‘V)n Q-”"(G,}’, u, v, w), R= (}’, N “"9")0

ou, ce qui revient au méme, par les dérivées des deux substitutions P et Q
ou P et R; attendu que les deux substitutions Q, R sont lides l'une a
Pautre et a la substitution P par la formule
Q= P'RP,
de laquelle on tire
RP==P2Q et  R=P2QP

M. Hermite, dans les recherches que nous avons mentionnées, avait
déja rencontré des fonctions transitives de six variables, qui offraient
six valeurs distinctes. Désirant comparer le résultat qu’il avait obtenu
avec celui que je trouvais moi-méme, je lui ai demandé comment il sy
prenait pour construire de telles fonctions; sa réponse a été la regle
que je vais transcrire.

Pour obtenir une fonction de six variables indépendantes

N
a, 8, 7y 9 & <

qui, sans étre symétrique par rapport a cinq d’entre elles, offre six
valeurs distinctes, prenez une fonction symétrique s des trois quan-
tités

f(a,6), fW,C), f(d,¢),
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"la fonction f(x, y) étant elle-méme symétrique par rapport & z et y;
puis appliquez a la fonction s la substitution circulaire

(, 8, 7 3,5 ¢8)
¢t ses puissances. Vous obtiendrez cinq valeurs distinctes

Sy 81y Say Sz 8
de s; et, si vous nommez

Q == F(s, 51, 525 83, 8)

une fonction symétrique des cinq valeurs distinctes de s, Q sera effec-
tivement une fonction qui, sans étre symétrique par rapport a cing
des variables indépendantes a, 6, v, 8, ¢, {, aura sculement six valeurs
distinctes.

321.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur un nouveau caleul qui permet
de simplifier et d’étendre la théorie des permutations.

C. R., T. XXII, p. 53 (12 janvier 1846).

L’adoption des lettres caractéristiques o et &, employées par Leib-
nitz et par Lagrange pour représenter les différentielles et les varia-
tions des fonctions, a, comme on le sait, ouvert aux géometres des
voies nouvelles, et donné naissance a de nouveaux calculs. Effective-
ment, le Calcul infinitésimal a permis de résoudre des problemes qui
dépassaient autrefois les forces de I'Analyse, et Uintégration des équa-
tions difféerentielles a fourni des résultats qu’on ne pouvait atteindre
en s’appuyant sur la seule résolution des équations algébriques.

L’adoption d’une seule lettre caractéristique employée pour indi-
quer une substitution, ¢’est-a-dire un échange opéré entre les diverses
variables que renferme une fonction donnée, me parait offrir, dans la
théorie des permutations, des avantages analogues & ceux que pré-
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sente I"emploi de la caractéristique d ou & dans les calculs que je viens’
de rappeler. Déja, dans mes précédents Mémoires, on a vu comment,
a 'aide d’équations symboliques qui renferment seulement les lettres
caractéristiques de diverses substitutions, on peut arriver 4 découvrir
les propriétés mystérieuses et cachées de certaines fonctions, et a éta-
blir, pour la recherche de ces propriétés, des méthodes générales qui
semblent devoir contribuer notablement aux progrés de I’Analyse ma-
thématique. Mais, pour tirer de la nouvelle notation tout le parti pos-
sible, il convenait de faire encore un pas de plus, et il fallait intro-
duire les lettres caractéristiques des substitutions, non seulement
dans les équations symboliques dont j’ai parlé, mais encore dans les
¢quations mémes par lesquelles des fonctions diverses se trouvent
lices entre clles. On verra, dans le présent Mémoire, comment cette
introduction s’effectue, et combien elle peut étre utile, soit pour dé-
couvrir les propriétés des fonctions de plusieurs variables indépen-
dantes, soit pour construire des fonctions qui jouissent de propriétés

données, et offrent un nombre donné de valeurs distinctes.

§ 1. — Considérations générales.

Soient s une fonction de n variables indépendantes x, y, 5, ... ¢t S
I'une quelconque des substitutions qui peuvent étre formées avec ces
variables. Je désignerai par la notation

Ss
la valeur nouvelle que recevra la fonction s quand on lui appliquera la

substitution S. Si, pour fixer les idées, on prend

s=f(x, ¥, 5,y 9)
et
8= (‘t'}’, 3) (u,v),
on aura
Ss = f(y, 5,2, 0, u).

Si I'on prenait, en particulier,

sy s+ uted,
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on trouverait
Ss = ystad+ vhub.

Soient maintenant
X, Y 2

diverses fonctions de
Zy )’, 5, ceay

liées entre elles et & une autre fonction © par une équation de la
forme

(1) QL=F(x,y,2...).

En désignant toujours par S une des substitutions que I'on peut
former avec les variables , y, 5, ..., on aura
(2) SQ:F(SX,S)’,SZ,.?.).

Soit entin
(3) P, Q, R,
un systéme de substitutions conjuguées, de ordre M; et supposons
que
€} X, Y %
représentent précisément les valeurs distinctes acquises par la fone-
tion x quand on lui applique les substitutions 1, P, Q, R, ...; de sorte
quex, v, z, .. se confondent avec les termes distincts de la série
(3) x, Px, Qx, Ry,
Si 'on prend pour S 'une quelconque des substitutions

, P, Q R, ...,
la série

(6) S, SP, SQ, SR,
aura pour termes les termes de la série (3), rangés dans un nouvel

ordre; et, par suite, il suffira aussi de ranger dans un nouvel ordre les
termes de la série (5) pour obtenir la suivante

(7) Sx, SPx, SQx, SRx,
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D'ailleurs, P, Q, S étant des termes quelconques de la série (3), de
deux équations de la forme

Px =Qx, SPx = SQx,

la premiére entrainera toujours la seconde et réciproquement; et il en
sera encore de méme si dans ces deux équations on substitue & x une
fonction quelconque, par exemple un quelconque des termes de la
série (4). On doit en conclure qu’aux termes égaux ou inégaux de la
série (5) correspondront des termes égaux ou inégaux de la série (7).
Done, si I'on nomme v le nombre des termes égaux a x dans la
série (3), v sera encore le nombre des termes égaux i Sx dans la
série (7), ou, ce qui revient au méme, dans la série (5), puisque ces
deux séries offrent les mémes termes, diversement rangés; donc le
nombre des termes égaux i x, dans la série (5), Sera encore le nombre
des termes égaux 4 Px ==y, le nombre des termes égaux & Qx =z, ete.;
et le nombre total M des termes divers de la série (5) sera le produit
du facteur v par le nombre des termes distincts. Done, si 'on désigne
par w ce dernier nombre, on aura

(8) M = py.

Iy a plus : aux g termes distincts
XY %
de la série (3) correspondront . termes distincts
(9) Sx, Sy, Sz,.
de la série (7); et, par conséquent, les termes de la série (g) se con-
fondront avec les termes de la série (4), rangés dans un nouvel ordre.

Donc le sccond membre de la formule (2) sera la valeur qu’acquiert la

fonction
Q=F(x,y,2,...)

quand on échange entre elles, d'unc certaine maniére, non plus les
variables z, y, s, ..., mais les variables x, v, z, ..., c’est-d-dire quand
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on applique a la fonction Q une certaine substitution 8 formée avec
les variables x, y, z, .... Cela posé, I'équation (2) donnera

(10) Q= SQ.

La formule (10), qui subsistera quelle que soit la fonction Q, est
¢videmment mnalogue aux équations qui, dans le Calcul différenticl,
résultent des changements de variables independantes. Si, dans cette
méme formule, on fait coincider successivement S avec les divers
termes de la série (3), les valeurs correspondantes de s, repreaontw
par les termes d’une autre suite

(11) , € 92, &, ...,
seront ce que deviennent les substitutions
I’ l)’ Q’ RI

quand on les exprime, non plus & Paide des variables @, v, 3, ...,
mais i I'aide des variables x, y, z, ...; et, puisque la série

l’ l)l Q’ B’

renferme toutes les dérivées d’une ou de plusicurs des substitutions P,
Q, R, ..., il est clair que la suite

, 9 92, &,

renfermera toutes les dérivées d’une ou de plusicurs des substitu-
tions €, 9, &, .... Done la série (11) offrira, comme la série (3), un
systeme de substitutions conjuguées. Sculement, plusieurs termes de
la série (17) pourront étre égaux entre eux. Soit A le nombre de ceux
qui se réduiront a 'unité, ¢t nommons toujours

deux termes correspondants, pris au hasard dans les séries (3) et (11).
Puisqu’il suffira d’exprimer les substitutions P, Q, R, ... a l'aide des
variables x, y, z, ..., pour transformer les termes des séries (3) et (6)
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en ceux que renferment la série (11) et la suivante
(12) s, S®, 82, 8K, ...,

il est clair que la série (12) aura pour termes les termes de la série (1 1),
rangés dans un nouvel ordre. Donc le nombre A des termes égaux a
I'unité sera encore le nombre des termes égaux a s, %est-a-dire le
nombre des termes égaux a 'une quelconque des substitutions ¢, 9,
R, ..., non seulement dans la série (12), mais aussi dans la série (11).
Donc le nombre total M des termes de la série (11) sera le produit du
facteur A par le nombre des termes distincts. Donc, si I'on désigne
par o ce dernier nombre, ¢’est-a-dire I'ordre du systéme des substi-

tutions conjuguées
, € 9, &, ...,

on aura
(13) . M = A

Le nombre A des valeurs de 8 qui se réduisent & P'unité est aussi le
nombre des valeurs de 8 qui vérifient les équations simultanées

K

(I;’l) SX ==X, Sy-::;y’ Sz =11, veay

ou, ce qui revient au méme, le nombre des valeurs de S qui vérifient
les équations simultanées

(1) Sx X, Sy =y, Sz—1z,
D’ailleurs, comme deux équations de la forme
Sx ==X, §'x =1

entrainent une troisiéme équation de la forme
S8'x =x,
quelle que soit la fonction x, il est clair que les valeurs de S propres a

vérifier simultanément les équations (15) composeront un systeme de
substitutions conjuguées. Sil'unité était la scule valeur de S qui pat
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vérifier ces mémes équations, on aurait simplement

A=1
et, par suite,

(16) M=,

Donc alors 'ordre du systeme des substitutions conjuguées
i, P, Q R,

se réduirait & ordre du systéme des substitutions conjuguées
L, € 2, &,

Si Q, considéré comme fonction de x, y, 3, ..., n’est point altéré
par la substitution S, alors évidemment la substitution s n’altérera
pas non plus Q considéré comme fonction de x, y, z, .... Récipro-
quement, si Q, considéré commé fonction de x, y, z, ..., n’est pas
altéré par la substitution 8, en sorte qu'on ait

(17) $QL=1Q,
I'équation (17), jointe a la formule (10), entrainera la suivante :
(18) SQ=Q.

Donc alors , considéré comme fonction de x, y, 5, ..., ne sera point
altéré par la substitution S. Donc, par suite, si Q n’est altéré par
aucune des substitutions

1, € 92, & ..,
il ne sera pas non plus altéré par aucune des substitutions

l’ P’ Q’ I‘,
C’est ce qui arrivera, en particulier, si Q est une fonction symétrique
des variables x, y, 2, ..., puisqu’alors il ne pourra étre altéré par
aucunc substitution s relative & ces mémes variables.

Observons encore que, si, S étant toujours un des termes de la
QEuvres de C. — S. I, t. X, ) O
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série (3), on nomme ¢ l'ordre de la substitution S, ct v Pordre de

la substitution 8, I'équation
Si=1

entrainera la suivante
. $t=1,

et que, en vertu de cette derniére, Pordre ¢ de la substitution 8 devra
étre un diviseur de ¢
Soient maintenant

(19) b UV, W,

des substitutions qui n’alterent pas la valeur de x considéré comme
fonction de @, y, 5, ..., et supposons le systeme des substitu-
tions (19) permutable avee le systéeme des substitutions conjuguées

(%) l’ ]” ‘Q’ R’

Si I'on nomme T 'une quelconque des substitutions (19), et S I'une
quelconque des substitutions (3), tout produit de la forme

TS
“sera en méme temps de la forme
ST,

fes valeurs de T et de S pouvant varier dans le passage d’une forme &
I'autre; et, sous la méme réserve, toute expression de la forme

TSx
sera en méme temps de la forme
STx.
Donc les divers termes de la série
(20) ’ Tx, ’I"y, Tz, ...,
(qui se confondront avec ceux de la série

(21) Tx, TPx, TQx, -...,
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sceront tous de la forme
STx

ou, ce qui revient au méme, de la forme
Sx;

puisque T représcente, par hypothése, une substitution qui n’altére
pas la valeur de Q. Donc chaque terme de la série (20) sera en méme
temps un terme de la série (4), et 'on peut énoncer la proposition
suivante :

TurortME. — Soilent
X Y %

les valeurs distinctes qu’acquiert une fonction x des n variables x, y,
5, ... lorsqu’on lui applique successivement les substitutions conjuguées

, P, Q, R, ...,

et supposons le systéme de ces substitutions permutable avec un autre sys-
téme de substitutions conjuguées ou non conjuguces
i, U V, W,
Alors
'y 7
seront encore les valeurs distincles qu’acquerra la fonction X, en verlu
des substitutions U, V, W, ...

§ Il. — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donné
de valeurs égales ow un nombre donné de valeurs distinctes.

Soit Q une fonction donnée de n variables indépendantes

Ty Yy By e

Comme nous P'avons déja remarqué dans la séance du 6 octobre der-
nier, si certaines substitutions n’alterent pas la valeur de Q, toutes
les dérivées de ces substitutions jouiront de la méme propriété, et par

suite si 'on nomme

, P, Q, R,
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les substitutions diverses qui n’altéreront pas la valeur de la fonc-
tion Q, celles-ci formeront toujours un systeme de substitutions con-
juguées, dont Pordre M scra précisément le nombre des valeurs égales
de Q. Quant au nombre m des valeurs distinetes de Q, il sera déter-

miné par la formule
mM=N,

la valcur de N étant
: N=1.2.3...n.

Concevons maintenant que, M désignant I'ordre d’un certain sys-
téme de substitutions conjuguées
(1) ,, P, Q, R, ...,
on demande une fonction qui posséde la double propriété de n’étre
altérée par aucune de ces substitutions et d’offrir M valeurs égales.
On résoudra facilement ce probléme en suivant la marche que nous
allons indiquer.

Soient
(2) X Y I
Jes valeurs distinctes qu'on obtient pour une certaine fonction x de
n variables @, y, 5, ..., en lui appliquant les substitutions (1), ct
supposons cette fonction x tellement choisie que la série
(3) Tx, Ty, Tz,
renferme au moins un terme non compris dans la série (2), quand on
prend pour T une substitution non comprise dans la série (1). Enfin,
soient
(4) I, Q’ Q, ‘R’
re que deviennent les substitutions

1, P, Q, R,

quand on les exprime, non plus & I'aide des variables z, y, s, ...,
mais i I'aide des variables x, y, z, .... Sil'on prend

(5) Q=F(x,y,z,...),
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F(x,¥,2,...) étant une fonction de x, y, 2, ... qui ne soit jamais
altérée par aucune des substitutions (4), alors Q, considéré comme
fonction de @, y, 3, ..., ne sera pas non plus altéré par aucune des
substitutions (1). Donc le nombre des valeurs égales de  sera M ou
un multiple de M. Mais, d’autre part, en désignant par T 'une quel-
“conque des substitutions non comprises dans la suite (1), on tirera de
la formule (5)

(6) TQ=F(Tx, Ty, Tz, ...).
Cela posé, comme des produits
Tx, Ty, Tz, ...,

I'un au moins sera, dans '’hypothése admise, distinct de tous les
termes que renferme la suite (2), le second membre de I'équa-
tion (6) sera généralement distinct de Q, et ne pourra se réduire
4 Q que dans certains cas spéciaux, c’est-d-dire pour certaines formes
particuli¢res de la fonction F(x,y, z,...) [votr la séance du 6 octobre,
page 793 (")]. Donc la fonction Q, déterminée par I'équation (5), offrira
généralement f valeurs égales, ct par conséquent le nombre m de ses
valeurs distinctes sera déterminé par la formule

N

mM=N ou m = 7

Les conditions auxquelles nous avons supposé que les deux fone-
tions x et F(x, v, 2, ...) demeuraicnt assujettics peuvent étre évidem-
ment remplies de diverses manitres, dont quelques-unes méritent
d’étre remarquées; et d’abord, il est clair que la fonction F(x,y,2,...)
ne scra jamais altérée par aucunc des substitutions (4), si elle est
symétrique par rapport aux variables x, y, z, .... On peut donc
prendre, pour second membre de I'équation (5), une fonction symé-
trique de ces variables, quoique en général on n’y soit pas obligé.

En second lieu, tous les termes de la sériec (3) seront étrangers
a la série (2), et, par suite, x remplira la condition précédemment

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T.1X, p. 337-338.
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énoncée, si 'on prend pour x une fonction de z, y, 3, ... choisie
arbitraircment parmi celles dont toutes les valeurs sont inégales.
Alors la régle que nous venons de tracer pour la détermination d’unc
fonction Q qui offre M valeurs égales se réduira simplement 4 la rigle
que nous avons indiquée dans la séance du 6 octobre dernier.

Au reste, il n’est pas absolument nécessaire de choisir x de telle
sorte qu'un ou plusicurs termes de la série (3) deviennent étrangers
i la série (2) quand on prend pour T une substitution non comprise
dans la série (1). En effet, supposons que cette condition cesse d'étre
remplie, et qu’en conséquence les termes de la série (3) se confondent
avec les termes de la série (2) rangés dans un nouvel ordre quand on
prend pour T certaines substitutions '

(7) u Vv, W,
non comprises dans la série (1). Soient d’ailleurs
(8) 01 x‘)’ w}

ce que deviennent les substitutions (7) quand on les exprime, mon
plus & Paide des variables @, y, 5, ..., mais & I'aide des variables x,
Y. Z, .... Sila fonction x cst telle que tous les termes de la série (8)
soient étrangers a la série (4), alors, pour obtenir une valeur de Q
qui offre généralement M valeurs égales, il suffira de recourir & I'équa-
tion (5) et de réduire F(x,y, z, ...) aune fonction de x, y, z, ..., qui,
n’étant jamais altérée par aucune des substitutions (4), soit, au con-
traire, toujours altérée par chacune des substitutions (8).

1l importe d’observer que les formules et les calculs auxquels on est
conduit par la marche ci-dessus tracée se simplifient quand on prend
pour x une fonction de z, y, 5, ... qui jouit de la propriété de n’étre
pas altérée par une ou plusieurs des substitutions P, Q, R, ....

Diverses applications des principes exposés dans ce Mémoire forme-
ront le sujet d’un nouvel article.
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322.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Applications diverses du nouveau calcut dont
les principes ont été établis dans la séance précédente.

C. R., T. XXII, p. 99 (19 janvicr 1846).

Considérons » variables diverses z, y, 5, u, ¢, .... Le nombre total ¥
des arrangements que I'on pourra former avec ces variables sera déter-
miné par la formule -

N=1.2.3...n
Soit d’ailleurs s une fonction linéaire de , y, 3, ... déterminée par
une équation de la forme

(1) S=ar+by+c3+....

Les diverses valeurs de cette fonction seront toutes égales entre elles,
et par suite la fonction sera symétrique, si les coefficients a, b, ¢, ...
sont tous égaux entre cux. Si, au contraire, plusicurs coeflicients
sont inégaux, la fonction s offrira plusicurs valeurs distinctes dont le
nombre sera facile & calculer. Enfin, si tous les coefficients sont iné-
gaux, les NV valeurs de la fonction s scront toutes distinctes les unes

des autres.
Concevons maintenant que « étant une racine de I'équation

(2) a’=—1,

on réduise les coefficients

a, b, ¢
aux divers termes de la suite
(3) n, o« abf ..., &t

La formule (2) donnera

(4) S+ ay+alsb....
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Soit d’aillecurs

(5) Pz(w!y;‘:’upp’---)-
On aura
(6) Ps=y+as+atu+...,

ot, par conséquent,

(7) Ps=

Rlw

puis on en conclura

Ps»= (Ps)"= g:;
ou, ce qui revient au méme,
(8) Pst—=sn,

Lorsque « représente une racine primitive de I'équation (2), alors les
n termes de la série (3) étant tous inégaux entre cux, la fonction s
déterminée par la formule (4) offre N valeurs distinctes. Mais comme,
en vertu de la formule (8), s* représente une fonction qui n’est plus
altérée par la substitution P, cette derniére fonction offre évidemment
autant de valeurs distinctes qu’il y a d’unités dans le rapport

N
- =1.2.3...(n—1).

Concevons a présent que, o étant une racine primitive de I'équa-
‘tion (2), on éléve la fonction s & une puissance quelconque dont le
degré £ soit un nombre premier i 2, et désignons par

X Y % u v,

les diverses fonctions de z, y, 5, 4, ¢, ... qui, dans le développement
de s, se trouvent multipliées par les divers termes de la suite

1, af, a¥, o, ...,

en sorte qu’on ait

(9) s'=x+aly+az+....
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On tirera de la formule (7)

Ps'= (Ps) == :-—Il,

et par conséquent, eu égard a I'équation (g),
(10) Ps'=y+alz+atu~+....

Or, de la formule (10) comparée a I'équation (g), il résulte évidem-
ment que la substitution P a pour effet de transformer x en y, y en z,
zenu, .... Donc, si I'on représente par

(11) Q=F(x,y,2,...)

une fonction quelconque de x, y, z, ..., la substitution P appliquée
ala fonction Q produira le méme cffet que la substitution (x,y, z, ...).
En d’autres termes, si I'on pose

(12) B (X, Y52 --),
@ ne sera autre chose que la substitution P exprimée, non plus a I'aide
des variables données x, y, 5, ..., mais a I'aide des nouvelles va-
riables x, y, z, ...; de sorte que, en désignant par Q une fonetion quel-
conque de ces nouvelles variables, on aura

(13) PQ:=2Q,

Ce n’est pas tout : si, en nommant r I'un quelconque des nombres
premiers a n, et p un entier choisi de maniere a vérifier la formule

(14) rp= (mod.r),

on remplace « par z? dans le second membre de I'équation (4), on
obtiendra une nouvelle valeur de s, qui sera précisément celle a laquelle
on parvient quand on substitue aux variables dont les rangs, dans la
série

Vs 3y Uy ...,

sont représentés par les nombres

I, 2 3, ...,
OEuvresdeC. — S. 1, t. X. 7
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celles dont les rangs sont représentés par les nombres
r, ar, 3r,

Donc la nouvelle valeur de s sera précisément celle qu’on obtient quand
on applique a s la substitution Q relative aux seules variables

Yy By eeny

et déterminée par I’équation symbolique

(15) o=(p )

D’autre part, comme la substitution Q relative aux seules variables
¥ 5y ..y et déterminée par la formule (15), produira sur s, et par suite
sur s/, un effet identique avec celui qui résulterait du changement de
@ en «f, on aura, non seulement

(16) Qs—z+afy+aPzs+...,
Y

mais encore

(17) Qs'=x+a®y+a®z 4. ...

Or, de la formule (17), comparée a I'équation (9), on conclura que la
substitution Q fait passer & la place des fonctions dont les rangs, dans

la série
Y, z, u ceey

sont représentés par les nombres
, 2, 3, ...
celles dont les rangs sont représentés par les nombres
r, 2ar, 3r,

Donc la substitution Q échangera entre eux de la méme maniére les
termes correspondants des deux séries

Y 5 U

Y, %, u, ...
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et, si 'on nomme 9 ce que devient la substitution Q exprimée & I'aide
dey, z,u,..., 3 sedéduira de ¢ i I'aide d’une équation symbolique
semblable  la formule (15); de sorte qu’on aura

(18) Q:(gr),

x devant conserver la méme place dans ¢ et dans ¢". Si maintenant on
applique la substitution 9 ainsi déterminée & une fonction quel-
conque Q de x, y, z, ..., on aura identiquement

(19) QR=293%Q.

Comme, en désignant par / un nombre entier quelconque, on tire
de la formule (15)

Pordre ¢ de la substitution Q, ou la plus petite valeur de / propre i vé-
rifier la formule
Q=

devra évidemment se confondre avec la plus petite valeur de / propre
a verifier I'équation

' PH=Pp,
que I'on peut réduire &

rl=z (mod. n).

Done, par suite, si r est une racine primitive relative au module », le
nombre ¢ devra se confondre avee 'indicateur maximum 7 correspon-
dant & ce module. Dans le cas contraire, ¢ sera un diviseur de /.

D’autre part, comme, en vertu de I'équation (15), le systéme des
puissances de P sera permutable avec le systeme des puissances de Q,
on peut affirmer que les deux substitutions

P, Q,

jointes & leurs dérivées, composeront un systéme dont I'ordre sera

représenté par le produit
ni.
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Par suite aussi, a étant un diviseur quelconque de n, les deux substi-
tutions
ps, Q,

jointes a leurs dérivées, composeront un systeme dont I’ordre sera

nt

=
Ajoutons que de la formule (13) on tirera immédiatement
(20) PaQ = @2Q,

Les formules que nous venons d'établir offrent des expressions trés
simples des théoremes fondamentaux sur lesquels s’appuic la résolu-
tion des équations binomes. Les équations (13), (19) et (20), en par-
ticulier, permettent de construire facilement avec n variables données
x, ¥, 5, ... des fonctions pour lesquelles le nombre m des valeurs
distinctes soit déterminé par la formule

(21) m=: lg__fil:__') a,

¢ étant, ou I'indicateur maximum 7 relatif au module », ou un diviseur
de 7, et a étant, ou 'unité ou un diviseur de . D’ailleurs, le mode de
formation que fournissent les équations (13), (19) et (20), pour les
fonctions dont il s’agit, est différent de celui que nous avons indiqué
dans la séance du 6 octobre, et se réduit a la régle que nous allons
énoncer. '

Pour former avec n variables z, y, 3, ... unc fonction Q qui offre

1.2...(n—1 *
————————— ) a

l

valeurs distinctes, @ étant un diviseur quelconque de ~, et ¢ un divi-
seur quelconque de 'indicateur maximum relatif au module », posez

sS=x+ay+ats+...,
@ étant une racine primitive de I'équation

a1,
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Soit d’ailleurs / un quelconque des entiers premiers a n, et représen-

tez par
X ¥ I

les coeflicients de .
1, al, a¥,

dans le développement de s‘. Soit encore » une racine primitive de

I’équivalence
ri=u (mod. n),

en sorte que r‘ représente la plus petite puissance de r, qui, divisée
par n, donne 'unité pour reste. Pour obtenir une fonction Q de «, y,
3, ... qui remplisse la condition énoncée, il suffira de prendre géné-

ralement
Q=F(x,y,2...),

F(x,y,2,...) désignant une fonction de x, y, z, ... qui ne soit jamais
altérée, ni par la puissance @ de la substitution

T:':(xpy’z; cee)s

- (3)

A la vérité, il semblerait au premier abord que cette régle raméne

ni par la substitution

la question proposée i unc question entierement semblable. Car, pour
caractériser une fonction Q de x, y, 3, ... qui offre

1.2.3...({n—1)
——————
i
valeurs distinctes, il suffit de dire que les substitutions qui n'altérent
pas sa valeur se réduisent aux dérivées de deux substitutions de la

forme
P=(x,5,5...)

Q= (g),

et ces deux derniéres équations sont semblables a celles qui fournis-
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sent les valeurs de @, 9 exprimées & I'aide des variables x, y, 2, ....
Mais il importe d’observer que le nombre des valeurs distinctes de £,
considéré comme fonction de z, y, 3, ..., restera généralement le
méme si 'on diminue le nombre des valeurs distinctes de Q consi-
déré comme fonction de x, y, 2, ..., et méme si I'on réduit ce dernier
nombre a 'unité. Donc, cn suivant la régle indiquée, on pourra géné-
ralement prendre pour F(x,y, z,...) une fonction symétrique des
nouvelles variables x, y, z, .. ..

Au reste, il suit, des principes établis dans la séance précédente,
que la régle ci-dessus tracée est comprise comme cas particulier dans
une autre régle qui conduit au méme but, et que nous allons indi-
quer.

Pour former avec les » variables «, y, 5, ... unc fonction Q qui
offre m valeurs distinctes, la valeur de m étant déterminée par la for-
mule (21), posez

Pr
P=(z,95...) et Q'::(p ))
r étant une racine primitive de I'équivalence
rt= (mod.r);
puis construisez une fonction x qui vérifie la condition
(22) . Pex=x,

et prenez ensuite
Q=F(x,y,2,...),

F(X,y,%,...) désignant une fonction symétrique des variables x, y,
Z, ..., ety, z, ... étant liées a x par les formules

y=0x, z2=0Q%%,
La valcur de Q ainsi obtenue, savoir
(23) “Q=F(x,Qx,Qx, ..., Q" 'x),

satisfera généralement a la question. D'ailleurs, comme, en posant,
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pour abréger,
(24) czg»
on tirera de la formule (7)
Page— f_;.‘ == §°,
o

il est clair qu'on vérifiera généralement la formule (22) en posant
X = s¢,

Donc I'équation (23) pourra étre réduite i celle-ci

(25) Q= TF (s Qs¢, Qs, ..., Qi-1s°),

la valeur deé s étant déterminée par la formule (4), et « ¢tant une ra-
cine primitive de ’équation (2).

Si, dans la formule (4), on prenait pour «, non plus une racine pri-
mitive de I’équation (2), mais une puissance d’une telle racine, le
degré v de cette puissance étant un diviseur de n, alors il suffirait
d’assujettir les nombres a et ¢ & vérifier, non plus la formule (24),
mais la suivante

(26) ac=",

pour que la fonction Q, déterminée par I'équation (25), offrit encore,
généralement, m valeurs distinctes, la valeur de m étant toujours
donnée par la formule (21).

Dans un autre article, je montrerai comment le nouveau calcul peut
étre appliqué A la formation de fonctions transitives qui offrent moins
de valeurs cncor¢ que celles que nous venons de construire, par
exemple  la formation de fonctions transitives de six variables qui
offrent six valeurs distinctes.
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323.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Recherches sur un systéme d’équations simul-
tanées, dont les unes se deduisent des autres a 'aide d'une ou de
plusieurs substitutions.

C. R., T. XXII, p. 159 (26 janvier 1846).

Quelques mots suffiront pour donner une idée de ces recherches,
qui seront développées dans les Ewercices d’Analyse et de Physique
mathématique.

Supposons que, m étant un nombre entier quelconque et 2 =mi un
multiple de m, les lettres x, y, z, ... représentent m fonctions diverses
de n variables z, y, 3, u, v, .... Soit, de plus, 1, P, Q, R, ... un sys-
téme de substitutions conjuguées dont 'ordre soit précisément i = -";"-
Les n variables x, y, 5, u, v, ... seront, en général, completement dé-
terminées, si on les assujettit a vérifier les n équations simultanées

\x::o, Px:=o, Qx = o, ceey

(1) ? y = o, Py:o, Qyi:ov (ERE)

Or les valeurs de x, y, 5, u, v, ..., qui vérifient des équations de
cette forme, jouissent de diverses propriétés remarquables, et, en
particulier, de celles que nous allons indiquer.

Supposons que, la variable & étant comprise dans un facteur circu-
laire de P, on nomme 4 I’ordre de ce facteur circulaire, et z,, x,, ...,
@y, les variables comprises avec  dans ce méme facteur. Chacune
des valeurs de z fournies par la résolution des équations (1) sera en
méme temps une valeur de ,, une valeur de z,, ..., une valeur de
@4-,. Cela.posé, soit

(2) F(z):=:0
I'équation qui résultera de I’élimination des variables z, y, 5, u, v, ...

entre les formules (t). Cette équation admettra deux especes de ra-
cines. Les unes vérifieront des conditions de la forme

(3) L=~y
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[ étant un diviseur de 4; les autres ne satisferont 2 aucune semblable
condition. Si d’ailleurs on suppose x, y, z, ... réduites i des fonctions
entieéres des variables 2, y, 5, u, ¢, ..., on pourra facilement décom-
poser I’équation (2) en deux autres

) ?(x) -0y
) x(z)=o,

B

T

(
(

-

qui correspondront respectivement a ces deux espieces de racines, et
méme I'équation (4) en plusieurs autres, qui correspondront aux
diverses valeurs de /. Ajoutons que ces diverses équations, et parti-
culierement I’équation (5), dont chaque racine ne vérifiera aucune
condition de la forme (3), pourront étre généralement résolues a
'aide d’un certain nombre d’équations moins élevées, quel’on obtien-
dra, par exemple, en suivant la méthode donnée par Abel dans son
heau Mémoire Sur une classe particuliere d’équations résolues algebri-

quem ent,

324.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur diverses propriétés de certaines
Jonctions algébrigues.

C. R., T. XXII, p. 160 (26 janvier 1846).

Simple énoncé.

329.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la résolution directe d’un systéme d'equa-
tions simultanées, dont les unes se deduisent des autres a Uaide d’une

ou de plusieurs substitutions.
C. R., T. XXII, p. 193 (2 février 18{6).
Soient données entre 72 variables

Ty ¥y S

OFuvres de C, — S. 1, t. X. 8
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n équations dont les unes'se déduisent des autres a I'aide d’une ou
de plusicurs substitutions. Si les premiers membres de ces équations
sont des fonctions entiéres de x, y, z, ..., on pourra, comme nous
I'avons dit dans la séance précédente, éliminer les variables y, z, ...,
puis décomposer 'équation

(1) F(z)=o,

résultante de cette élimination, en d’autres équations plus simples et
d’un degré moins élevé. Au reste, pour obtenir les valeurs de a y,
z, ... propres a vérifier les équations données, il n’est pas absolument
nécessaire de former I’équation résultante. On peut chercher directe-
ment les équations plus simples qui doivent la remplacer, et faire
servir au calcul des coefficients que celles-ci renfermeront le systéme
des équations données.

Pour faire micux comprendre comment un semblable calcul peut
s’effectuer, considérons, en particulier, le cas ou les équations don-
nées se déduisent toutes de 'une d’entre elles & I'aide des djverses

puissances d’une substitution circulaire
P(z,y,5...)
qui renferme toutes les variables, et sont, en conséquence, de la
forme
(2) X 17 0, Px .o, Px ==o, Ceey Pr-1x:=o,

x désignant une fonction entiere de ces variables. Si, en nommant @
une autre fonction entiére de x, y, 5, ..., on combine, par voie d’ad-
dition, les formules (2) respectivement multipliées par les facteurs

w, Po, Plo, ..., Prigy,
on obtiendra la formule

(3) {.l '}"P‘f‘l,z‘*‘...—}-l’""’)wx::o.

Si d'ailleurs on attribue successivement 3  n valeurs diverses, pour
chacune desquelles le premier membre de la formule (3) se réduise &
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une fonction symétrique de z, y, s, ..., le systéme des n équations
ainsi trouvées déterminera les valeurs des fonctions

p -x+y+3s-4
/AR 3 i ol - P ol - SN

ros=xys ...,

et lorsqu’on aura calculé ces valeurs, il suffira de résoudre par rap-
P P
port a I'inconnue s I'équation du rieme degré

2

(4) P - P'V""’l ot ’]S" S2 L g3 ... 0,

pour obtenir les valeurs des variables @, v, 3, ....

Pour éclaircir ce qui vient d’étre dit par un exemple, supposons
n=23etx=1x - (¥*+¢*)s, ¢ désignant unc quantité constante. Les
équations (2), jointes & la formule P == (i, y, 3), donneront

-2

(3) w—()*+c*)s.zo, ¥y (3 +ct)r -o, 3o (rtct)y o

Alors I'équation ( ) sera du quinzieme degré, et ses quinze racines
seront de deux especes. Trois d'entre elles, savoir, o, +\'1 - ¢,
=1 - ¢, vérifieront la formule

(6) r(ri4cetoo1) o,

i laquelle on parvient, en posant, dans Pune quelconque des équa-
tions (5), x - : y = s. Les douze autres racines de I'équation (1) véri-

ticront la formule

LV (144t ") eV (1 2t 4 60t ¢ - et )
(7) +(+cr+ 3¢+ 3¢t +6¢' )t
7). 2 . )
( 4+ (14-3¢¥—c¢t- 3cf - ¥+ e+ 4c'?) et

4 (14204 act—c®—ac -V et )t et 4t s ol

Mais, en vertu des principes exposés dans la séance précédente, la
formule (7) pourra étre réduite 2 un systéeme d’équations du troi-
sieme degré, ct par suite les équations (5) pourront étre résolues
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algébriquement. Toutefois, la décomposition de I'équation (7) en
plusicurs autres exigerait un calcul assez long, et, sans recourir &
ce calcul, du méme sans prendre la peine d’établir I'équation (7),
on peut construire directement les équations plus sin')plcs, dont la
résolution fournira les valeurs algébriques de z, y, 5. En effet, nom-
mons s I'inconnue d’une équation du troisieme degré qui ait pour

° .
racines x, v, 5. Cette équation sera de la forme

(8) $—pst+qs—r=o,
L]

les valeurs de p, ¢, r étant

(9) p=r-+y+s, q = xy -+~ 254 3, r-o-xys.
Si d’ailleurs, dans I'équation (3), réduite i la forme

(10) (1-+ P+DPYex=o,

on posc successivement w =x, w =3, w =1+ ay, on obtiendra,
entre p, q et 7, les trois équations

{ propt—(2+4ct)q, 2pr =+ pP— (14 2c)q,

(11) )

(pP—2q 4-3ct)r—=_—c?)p.

En éliminant successivement, de ces derniéres, r et p*, on obtiendra
une équation du quatrieme degré i laquelle devront satisfaire les
valeurs

(v2) q =0, q =301 -—c?)

de la variable ¢, tirées de la formule (6) et de I'équation ¢ = 322,
que fournit la supposition & = y = 5. Les deux autres valeurs de ¢
seront données par la formule trés simple

(13) P+ —ctct)g+ (2+ct+ct—cb) -0,
Ajoutons que, la valeur de ¢ étant calculée, on déterminera p, r a

I'aide des formules

2
2 - ll +—3’I r-o=

(1) 2t P

puis x, y et 5, en résolvant par les méthodes connues I'équation (8).
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Si I'on supposait ¢ = o, on tirerait des formules (5)
¥ —ax=o;

et des quinze valeurs de x, fournies par cette derniere équation, trois,
savoir, o, +1, — 1, vérifieraient la formule (6), tandis que les douze
autres seraient les douze valeurs de s, déterminées par I’équation (8)
jointe au systtme des formules

-2,

THqra=o pPa(@+de), roapey

De ces douze valeurs de s, ainsi qu'on devait s’y attendre, six se con-
fondent avec les racines primitives de I'équation binome

Z'—1 o,
Si I'on supposait ¢ = 1, la formule (7) deviendrait
x4 6 ihat - 1hab+ 6t -+ 3+ 3 o,

et les formules (13). (14) donneraient
Prq+3 =0,  pl=q'+3y, r=p- 5/,"

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la résolution des équations symboliques

non linéaires.

C. R., T. XXII, p. 235 (9 février 1846).

Dans un précédent Mémoire, j'ai montré comment on pouvait
résoudre les équations symboliques linéaires auxquelles on se trouve
conduit dans la théorie des permutations. Les recherches que jai
aujourd’hui I’honneur de présenter 4 'Académie se rapportent i la
résolution des équations symboliques non linéaires. Je vais donner
en peu de mots une idée de ces recherches. Les résultats qu’elles
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m’ont fournis seront exposés plus en détail dans les Exercices d’ Ana-
lyse et de Physique mathématique.
Considérons n variables

Loy Xyy Ty «eey Tp-yy

chaque indice pouvant étre augmenté ou diminué d’un multiple quel-
conque de n; et nommons P une substitution circulaire qui renferme
toutes ces variables, de sorte qu’on ait

P= (Lo L1y Ty ooy Tyogy Tyy)

ou, en exprimant la substitution P i I'aide des indices qui affectent
les diverses variables,

(1) P (o,1,8,...,0—=3,n—2,n -1),
On pourra satisfaire a I'équation symbolique liné¢aire
(2) ‘SP .- P-tS,

en prenant pour S une substitution qui laisse immobile la variable x,,
et méme, si 2 est pair ou de la forme

(3) n:=%i,

la variable ;. D'ailleurs, cette substitution S, déterminée par la for-
mule symbolique

. )1
(1) s=(p )

sera une substitution du second ordre.
Ce n’est pas tout : le nombre » étant supposé pair et de la forme 24,
on pourra résoudre de diverses manieres I'équation symbolique

(5) Ri-t =8,

dans laquelle la substitution S renferme 2(¢ — 1) indices, et méme Ia
résoudre en prenant pour R une substitution de 'ordre 2(7 -- 1), qui
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vérifie I'équation

(6) PR —=R-'P¢
ou

/R
(7) "’"(n )

En effet, partageons les indices
1, o2, 3, ..., U—1, {41, ..., n—3, n:-2, n-—1
en groupes, dont chacun soit composé de quatre indices de la forme

i, i1, -1, [+

. P . .., . ‘. .
qui se réduiront & deux, si, 7 étant pair, on prend /.- ; il suffira,
pour résoudre simultanément les équations (5) et (6), de poser
(8) Ruz(2,6,9,.0.,0—7,(—8,{—0a,—at, — By —Ys e (- £-1- 6, 1t ),

a, 6, 7, ... étant des indices pris dans les divers groupes. La valeur
de R étant ainsi déterminée, nommons 4 'indice qui succede & I'in-
dice A en vertu de la substitution R, et posons généralement

(9) R, - P-*RP~

On tirera des formules (6), (9)

(10) RaRii=1,

et, par suite,

(11) R 4 =1, Ri., 1.

Donc R, 4 ¢t R;_, seront des substitutions du second ordre. Ajoutons
que, si I'on pose pour abréger

(12) A = RPi = PiR-,

on aura

(13) Ripas= P-2R P2, R;.q— P2R P2
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et, par suite,
(14) Ricx= (o, i+a)(a+6,i+aa)(a+y i+a+6)...,

(15) Rigm(—a,i—a)(—a+8,i)(—a+7y,i—a+8)....

Done, si 'on nomme toujours 4, £ deux indices dont le second suc-
céde au premicr en vertu de la substitution R, les divers facteurs cir-
culaires de R, , seront de la forme (a + £, ¢ + o + 4). Il est aisé d’en
conclure qu’aucun facteur de R; , ne sera en méme temps facteur de
la substitution R*-!, ¢’est-a-dire de la forme

(l) - l))
a moins que les indices 2, £ et a ne vérifient la condition

(16) ha-k+4204-i:=0 (mod. n).

D’autre part, le produit VU de deux substitutions U, V ne peut cesser
de renfermer 'une des variables 4, £, dont la seconde succede i la
premiere en vertu de la substitution U, que dans le cas ol V fait
succéder réciproquement £ & £. Done, si a, 6, v, ... sont choisis de
maniére que la condition (16) ne soit jamais vérifiée, il suflira de
poser

(17) Q=Rj R !

ou, ce qui revient au méme,

(18) Q- R-'R;_q

pour que la substitution Q déplace les n — 1 indices

1, 2, 3, ..., n—2, n—i,

Si 'on applique, en particulier, ces principes aux fonctions dont
M. Hermite s’est occupé, c’est-a-dire a celles qui renferment six,
huit ou douze variables, ou plutot aux substitutions qui peuvent
déplacer les variables

Loy Tyy Lgy ooy Xpoay Ty

dans ces mémes fonctions, on obtiendra les résultats suivants.
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Si a la substitution P de I'ordre n = 2¢, déterminée par la for-
mule (1), on joint une substitution Q de l'ordre n — 1 et une sub-
stitution R de I'ordre n — 2, los dérivées de

p, (‘)l I{

constitueront un systéme de substitutions conjuguées dont chacune
déplacera n, n — 1 ou n — 2 variables, et ce systeme sera d’un ordre
représenté par le produit

nin—1u)(n-—2),

pourvu que, les valeurs de Q, R étant déterminées i l'aide des for-

mules (8), (9), (17), on pose :
1° Pour n =0,
Rz (r, 2 5, 4);
2° Pour n =: 8,
R:=(1,2,3,7,6,5)

ou
R:(l,ﬁ, 3, 7 2,5);

3¢ Pour n =12,
R:=(1,4,9,2,5 11,8,3,10,7)

ou
R=:(1,10,9,8,5,11,2,3,4,7).

321.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur un théoréme fondamental relatif
a deux systémes de substitutions conjuguées.

C. R., T. XXII, p. 630 (11 avril 1846).

Une proposition digne de remarque, dans la théorie des permuta-
tions, est celle que j'ai donnée dans la séance du 1o novembre dernier
(page 103g) ('), savoir, que le produit des ordres de deux systemes
de substitutions conjuguées divise exactement la différence entre le

(1) OEuvres de Cauchy, S. 1, T.1X, p. 403.
OFuvres de €. — S.1, . X. 9
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nombre des arrangements que I'on peut former avec les diverses
variables et le nombre des solutions de I'équation linéaire symbo-
lique dont les dcux‘men_)brcs sont les produits d’'une méme substi-
tution par les termes géenéraux des deux systemes, I'un de ces termes
étant pris pour multiplicande, et 'autre pour multiplicateur. Comme
de cette proposition 'on peut immédiatement déduire un grand
nombre d’autres théorémes, il m’a semblé qu’il serait utile de I'éta-
blir, s'il était possible, & I'aide d'une démonstration simple et directe.
Tel me parait étre le double caractere de celle que je vais exposer en

peu de mots.
‘TukoriMe. — Formons avec n vartables
Xy ¥, 5,
deux systémes de substitutions conjuguées; et soicnt

(') L pl' l)h S ] l,u—-lv
(2) U Ql» Q!) sy (’/}*l

ces dewr systémes, le premier de Uordre a, le second de U'ordre b. Sotent
d’ailleurs h, k dewr nombres entiers quelconques; nommons | le nombre
des substitutions R pour lesquelles se verifient des équations symboligues

de la forme

(3) RP/A QkR,

et posons, pour abréger,
N=1.2.3...n.

Les nombres N et | fourniront le méme reste lorsqu’on les divisera par le
produit ab.
Démonstration. — Sil'on pose
(4). J=N—1,
alors, parmi les substitutions que I'on pourra former avec les variables,

celles pour lesquelles ne se vérifieront jamais des é¢quations semblables
a la formule (3) seront en nombre égal 4 J. Nommons U I'une de ces
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dernieres substitutions. Les divers termes du Tableau

U, op,, op,, veey UPaeyy
Qu, qQ,up, QupP, ..., QUP,.,
(5) 1 QU, QUP, QUP, ..., QUP,.,,
( Qb—lUp Qb—l Ph Qh leP:‘ ceey O/ﬁ*l Upu—l

seront tous inégaux entre cux. Car, si I'on supposait

Qk U Ph == Ok’ U Ph‘v
on ¢n conclurait

(6) UPAPE' = Qx' Qi U
ou, ce qui tevient au méme,
() ue U,
les valeurs de @, 9 étant
®--P,Pz', 2=0Qi' Qs

et, comme alors les deux lettres @, 9 représenteraient, la premiere, un
terme de la série (1), la seconde, un terme de la série (2), il est clair
que la formule (7) serait semblable a I'équation (3), en sorte que la
substitution U se réduirait, contre 'hypothese admise, & 'une des
valeurs de R.

Soit maintenant V une nouvelle substitution, qui ne se réduise ni i

I'une des valeurs de R, ni & aucune des substitutions comprises dans
le Tableau (5). Les divers termes du Tablean

v, vp,, vP,, ceey VP4,
lev QIVPI' leph sy lepu—l’
(8) 02v7 lepl' szp!’ sty szplt—lv

V Qo Ve Qe VP Qoo VPy, oy Qu VP

seront encore tous inégaux entre eux; il y a plus : ils seront distincts



68 COMPTES RENDUS DE L'’ACADEMIE.

de tous ceux que renferme le Tableau (5). Car, si 'on avait

Q:UP,=Q4xVP,,
on en conclurait
V- Q! Q. UP, PR,

et, comme les deux produits
Q&' Qi PaPi!

représenteraient, le premier, un terme de la série (1), le second, un
terme de la série (2), il est clair que, en vertu de la derniére formule,
Vsera déja, contre 'hypothese admise, 'un des termes renfermés dans
le Tableau (5). En continuant ainsi, on finira par répartir les J substi-
tutions, pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations sem-
blables & la formule (3), entre plusicurs Tableaux dont chacun renfer-
mera autant de termes, inégaux entre eux, qu'il y a d’unités dans le
produit ab, et offrira, pour premicr terme, une substitution non com-
prise dans les Tableaux déja formés. Done le nombre J ou ¥ -— 1 sera
un multiple du produit ab; donc les nombres N et 1, divisés par le pro-

duit ab, fourniront le méme reste.

328.

C. R, T. XXIII, p. 15 (6 juillet 1846).

M. Caucny lit une Note ayant pour titre : Sur I’ heureuse solution d'une
question importante soulevée a U'occasion du ¢oncours de Statistique.

Dans cette Note, M. Cauchy rappelle un veeu d’abord émis, dans le
sein de I'’Académic des Sciences, a occasion du concours de Statis-
tique, et auquel se sont associés la plupart des membres de I'Institut.
Une mesure législative vient de réaliser ce vaen en exemptant des
droits de timbre et d’enregistrement les actes nécessaires pour lp
mariage des pauvres et pour la légitimation de leurs enfants.
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329.
Note.

C. R., T. XXIII, p. 80 (13 juillet 1846).

M. Cavcny croit devoir signaler une conséquence importante des
principes énoncés dans le Rapport de la Section de Mécanique et rap-
pelés par M. Seguier. Comnice il a été dit dans le Rapport, les condi-
tions que I'on doit remplir, pour diminuer les chances d’accident, sont
relatives, les unes & la vitesse, les autres 4 la masse. Le danger et les
chances de déraillement croissent, non seulement avec la vitesse, mais
encore avee la masse, par conséquent avee le nombre des wagons; et il
en résulte qu’un convoi de vingt wagons remorqués par le systéme de
deux locomotives sera toujours avantageusement remplacé par deux
convois, convenablement espacés, dont chacun renfermerait dix wa-
gons remerqués par une seule locomotive. Les faits viennent & appui
de cette proposition malheureusement vérifiée par les catastrophes du
8 mai et du 8 juillet, qui, 'une et l'autre, ont coincidé avee I'em-
ploi de deux machines. M. Cauchy espére que, convaincus par une si
triste expérience, les administrateurs des chemins de fer donneront
des ordres pour que, i I'avenir, un convoi soit toujours restreint au
nombre de wagons qu’une seule locomotive pourra remorquer.

330.

GEOMETRIE ANALYTIQUE. — Memoire sur les avanlages que presente, dans la
Géometric analytique, 'emploi de facteurs propres a indiquer le serns
dans lequel s'effectuent certains mouvements de rotation, et sur les résul-
tantes construites avec les cosinus des angles que deux systémes d’axes
JSorment entre eux.

C.R., T. XXII, p. 251 (3 aont 1846).

Simple énoncé.
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331.

CALCUL INTEGRAL. — Sur les intégrales qui s’ étendent a tous les points
d’une courbe fermee.

C. R., T. XXIII, p. 251 (3 aodt 1846).

Les deux Mémoires que j’ai 'honneur de présenter a I’Académie se
rapportent, 'un & la Géométrie analytique, I'autre au Calcul intégral.
Comme je me propose de faire paraitre successivement ces deux Mé-
moires dans les Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, je
me bornerai & énoncer ici, en peu de mots, quelques-uns des résultats
auxquels je suis parvenu.

F’ai montré, dans mon Aralyse algébrique, combien il importe de
fixer avec précision le sens des expressions employées dans les for-
mules d’Algebre : pour mieux atteindie ce but, j’ai proposé de res-
treindre les notations a I'aide desquelles on désignait encore trop
souvent des fonctions dont les valeurs étaient multiples, et d’appli-
(uer uniquement ces mémes notations a des fonctions dont les valeurs
fussent toujours complétement déterminées. Cet expédient, aujour-
d’hui généralement adopté par les géometres, a fait disparaitre les
incertitudes que présentait I'interprétation de certaines formules et
les contradictions auxquelles on semblait étre conduit par le caleul.
Toutefois, quelques formules de Géomeétrie analytique, et particu-
litrement celles qui se rapportent & la détermination des résultantes
formées avee les coordonnées de divers points, n’offraient pas encore
toute la précision désirable et renfermaient des doubles signes dont
la détermination dépendait de conditions qu’on était obligé d’énoncer
a part dans le discours. Je fais disparaitre cet inconvénient, en intro-
duisant dans le calcul des facteurs dont chacun dépend du sens attri-
bué a un certain mouvement de rotation, et se réduita +1ou & —1,
suivant que ce mouvement est direct ou rétrograde. Ce procédé permet
d’établir, avec une grande facilité, non seulement diverses proposi-
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tions déja connues, mais encore plusieurs autres parmi lesquelles je
citerai les suivantes :

TutoreMe I. — Etant donnes, dans Uespace, deux angles plans

(rys)y («yv)
dont les cdecs

r,os,o u, v
se mesurent dans des directions déterminées; si, avec es quatre cosinus des
autres angles que ces cdtés formeront entre eux, on construit une resul-
lante, cette résultante sera positive ou négative, suivant que les mouve-
ments de rotation de r en s el de u en v, autour d'une droite perpendicu-
laire au plan de Uun des deux angles (r, s), (u, v), s’effectueront dans le
méme sens ou en sens contraires; et aura pour valeur numérique le pro-
duit des sinus des deux angles (r, s), («, v) par le cosinus de !'inclinaison
mutuelle des plans de ces deux angles.

Tueortme 1I. — Etant donnés, dans Uespace, deux angles solides qui
ont pour arétes, le premier les longueurs r, s, t, le second les longueurs
u, v, w, st U'on détermine les cosinus des neuf angles que formeront les
arétes ;', 8y L avec les arétes u, v, w, la résultante construite avec ces nenf
cosinus sera positive ou négative, suivant que les mouvements de rotation
de r en s autour de t, et de u en v autour de w, s'effectueront dans le
méme sens ou en des sens contraires; et celle resullante aura pour valeur
numerique le produit des volumes des parallelépipedes que 'on peut
Sormer, d’une part, sur les arétes r, s, t, d’autre part, sur les arétes

u, v, w, en supposant chacune de ces six arétes reduite a U'unité.

-Parlons maintenant des intégrales qui se rapportent a des courhes
fermées. Elles jouissent d’un grand nombre de propriétés remar-
quables, entre lesquelles on doit signaler celles qui se trouvent énon-
cées dans les théorémes suivants :

TuroreME . — La position d’un point mobile P étant déterminée dans
Uespace a U'aide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre

nature, nommons
Z, Yy 5
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des quantités qui varient d’une maniere continue avec la position de ce
point. Soit d’ailleurs S une aire qui se mesure dans un plan donné, ou sur
une surface donnée, et qui ait pour limite une seule courbe fermce de
toutes parts. Concevons ensuite que le point mobile P soit assujetti a par-

courir celte courbeen tournant autour de {’aire S dans un sens determiné.

Nommons s U'arc de la méme courbe, mesure positivement dans le sens
dont il s'agit, a partir d'une origine fixe, ou du moins une variable qui.
croisse constamment avee cet arc. Enfin, soit k une fonction des variables
X, ¥, 3, ... et de leurs dérivées relatives a s; et designons par (S) la va-

leur qu’acquiert I'intégrale .
. / k ds

lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier de l'aire S,
revient a sa position primitive. Si, a U'aide de plusieurs lignes droites ou
courbes, tracées sur le vlan ou sur la surface donnée, on partage l'aire S

en plusieurs autres 7
A, B, C, ...,

alors, en nommanl
(A), (B), (C),

ce que devient (S) quand au contour de l'aire S on substitue le contour

del'aire A, ouB, ou C, ..., on aura, non seulement

S=A+B+C+...,
mais encore

(B)=(A)+(B)-+(C) ...,
nourvu que la_fonction k reste finie et continue en chaque point de chaque

contour.

Tutontme II. — Les mémes choses etant posées que dans le théoreme 1,
prenons d’ailleurs
k=%Dsx+JD;y+%D,s+...,
Xy ¥, %, ... désignant des fonctions de x, y, 3, . .. tellement choisies que

la somme
Ndr +JFdy +~bds+...

soit une différentielle exacte, et concevons que-Uon fasse varier la sur-
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Jace S, en faisant varier par degrés insensibles la forme de la courbe qui
lui sert de contour. Ces variations n’altereront pés la valeur de Uinte-
grale (S), si la fonction k reste finie et continue en chacun des points suc-
cessivement occupés par la courbe variable.

Tukonkme II1. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 11,
supposons que la fonction k cesse d’étre finie et continue pour les seuls

noints
r, p, p", ...,

situes dans Uintérieur de U'aire S. Si U'on nomme a, b, ¢, ... de trés petits
éléments de Uaire S dont chacun renferme un de ces points, on aura

(8)=(a) + (b) + () 4....

Cette dermére equation fournit Uintégrale S exprimée par une somme
d’intégrales singulicres. Dans le cas particulier ot la fonction k reste
Jinie pour tous les points situes dans U'interieur de Uaire S, ces intégrales
singulieres s’évanouissent, et I’on a simplement

(S) =o.

Les démonstrations les plus simples que I'on puisse offrir de ces
divers théorémes me paraissent étre celles qui s’appuient sur la for-
mule que j'ai donnée, dans mes Lecons i I'Ecole Polytechnique, pour
Iintégration des différenticlles totales i plusicurs variables, et sur la
considération des formes diverses que prend le résultat de U'intégra-
tion quand on échange I'une contre 'autre ces mémes variables.

Remarquons d’ailleurs que les théoremes ¢énoncés subsistent, quelle
que soit la forme de la ligne qui renferme Iaire S, et dans le cas méme
ol cette ligne devient le périmétre d’un polygone rectiligne ou curvi-
ligne, par exemple dans le cas oi I'aire S est celle d’un secteur circu-
laire.

Les corollaires qui se déduisent des théorémes énoncés compren-
nent, comme eas particuliers, un grand nombre de propositions déji
connues, par exemple les théoremes relatifs & la détermination du

OFuvres de C. — S. 1, t. X. 10
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nombre des racines réclles et du nombre des racines imaginaires qui
vérifient certaines conditions, dans les équations algebrlquos. les
théorémes relatifs i la convergence des séries, ctc.

Lorsque, la surface S étant plane, x, y se réduisent & deux coor-
données rectilignes, ou polaires, ou de toute autre nature, propres a-
déterminer la position d’un point dans le plan de la surface S, alors,
en désignant par x, 5 deux fonctions continues des variables a, v, et

supposanl
k—=XD,x-+ 5Dy,

on a "
(8)==% [ [(Dy X =D ) drdy,

I'intégrale double s’étendant & tous les points de la surface S. Ajou-
tons que, si I'on nomme x, y deux longucurs mesurées, i partir d'un
point queleconque P correspondant aux coordonnées z, y, sur les direc-
tions dans lesquelles il faudrait déplacer ce point pour faire croitre
positivement la seule coordonnée . ou y, on devra, dans la formule
précédente, réduire Ie double signe au signe + ou au signe —, sui-
vant que le mouvement de rotation de X en y sera ou ne sera pas de
I'espece du mouvement de rotation qu'offrivait un point mobile assu-
jetti & tourner autour de laire S de maniére & faire eroitre la va-
riable s.
Dans le cas particulier ot la somme

Xodr-+35dy
est une différentielle exacte, on a
D, N =D,3,
ot la formule qui détermine la valeur de (S) se réduit a I'équation

déjh trouvée
(8)=o.
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332.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Memoires sur les fonctions de variables
imaginaires.

(.. R., T. XXII, p. 271 (10 ao0t 1846).

Ce Mémoire devant étre inséré prochainement dans les Exercices
d’ Analyse et de Physique mathématique ('), je me bornerai, pour I'in-
stant, & indiquer en peu de mots les principes qui s'y trouvent déve-
loppés, et quelques-unes des conséquences importantes qui découlent
de ces mémes principes. _

Ainsi que je 'ai remarqué dans mon Analyse algebrique, lorsque les
constantes ou variables comprises dans une fonction donnée, aprés
avoir ét¢ considérées comme réelles, sont supposées imaginaires, la
notation a I'aide de laquelle on exprimait la fonction dont il s’agit ne
peut étre conservée dans le calcul qu’en vertu de conventions nou-
velles propres a fixer le sens de cette notation dans la derniere hypo-
thise.

Une des conventions qu'il semble naturel d’adopter consiste i sup-
poser que les formules établies pour des valeurs réelles des variables
sont étenducs au cas ol les variables deviennent imaginaires. -

Cette scule convention suffit, non sculement pour fixer le sens qu'on
doit attacher aux notations qui représentent des sommes, des diffé-
rences, des produits, des quotients, et généralement des fonctions
entieres ou méme rationnelles de variables imaginaires, mais encore
pour déterminer.les valeurs des fonctions qui sont toujours dévelop-
pables en séries convergentes, par exemple des exponentielles, des
sinus et des cosinus, ou bien encore les valeurs des fonctions compo-
sées avec celles que nous venons de signaler. La méme convention
deviendra insuffisante si I'on veut s’en servir, par exemple pour dé-

(') OEuvres de Cauchy, S. 11, T. XIII.
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terminer le sens que I'on doit attacher, dans tous les cas, 4 la nota-

tion
lz,

a I'aide de laquelle on représente, quand la variable « est réelle, le
logarithme réel ot népérien de x. En effet, une variable réelle ou
imaginaire a unc infinité de logarithmes, ct 'on ne pourrait repré-
senter par une méme notation tous ces logarithmes sans introduire
une étrange confusion dans le calcul. Des raisons, qui seront exposées
dans le Mémoire, nous déterminent & désigner généralement par lz
celui des logarithmes de 2 dans lequel le coefficient de \/— 1 est ren-
fermé entre les deux limites — , 4~ =, lalimite inféricure étant exclue,
en sorte que ce coeflicient puisse varier depuis la limite —m exclusive-
ment jusqu’a la limite = inclusivement. Cette convention étant admise, -
on pourra fixer trés aisément, dans tous les cas, le sens des notations
employées pour représenter les fonctions qui peuvent se définir &
l'aide des logarithmes, par exemple les puissances & exposants quel-
conques réels ou imaginaires. On pourra aussi faire des applications
nouvelles et plus étendues, non seulement des théoremes sur la con-
vergence des séries, mais encore des théoremes que fournit le Caleul
des résidus, et des formules générales que j'ai données pour lg trans-
formation et la détermination des intégrales définies, comme je le

montrerai ici par quelques exemples.

ANALYSE,
Soit
(1) ro=r e"‘/:i

une variable imaginaire, r, p étant réels et 7 positif. Pour une valeur
donnée de x, le module r offrira une valeur unique, et 'argument p
une infinité de valeurs, représentées par les termes d’une progression
arithmétique dont la raison sera la circonférence 2x. D'ailleurs, les
logarithmes népériens de  seront les diverses valeurs de y propres a

vérifier I'équation
=z,
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de laquelle on tirera
y= Ir+ P \/—-.i N

p ¢tant Pun quelconque des arguments de la variable x, et 17 le loga-
rithme réel du module r. Si, parmi les valeurs de y, on en choisit une
pour la représenter par la, clle devra nécessairement se réduire i lr,
quand on aura z=r, p=o. Or on"peut remplir cette condition de
plusicurs maniéres. L’une des plus simples consiste i supposer

(2) le=1r+p/—1,

cn admettant que 'argument p soit toujours compris entre les limites
—m, + T, et ne puisse jamais atteindre la limite inféricure — =. Cest
ce que je ferai désormais, en donnant par ce moyen une extension
nouvelle & la notation employée jusqu’ici dans mes Ouvrages.

Aprés avoir ainsi fixé le sens qui devra étre attaché dans tous les
cas & la notation la, ou, ce qui revient au méme, la valeur de Ia fonc-
tion simple l, on en déduira sans peine les valeurs des fonctions que
I'on peut faire dépendre de lz, par exemple les valeurs de

Lz, x¢% 7,

lalettre L indiquant un logarithme pris dans un systéme quelconque.
Pour y parvenir, il suffira d’étendre les formules

Lx=Lelx, == N, XYz ey,

qu’il est facile d’établir dans le cas ol @, x, y sont réels, au cas méme
ol @, x, y deviennent imaginaires.

En vertu des conventions et des définitions précédentes, les fonc-
tions

. le, L, x¢

geront généralement, pour des valeurs finies de r et de p, des fonctions
continues de la variable z, si, comme nous I'avons fait, on applique ce
nom A toute fonction qui, pour chaque valeur donnée de la variable «,
acquiert unc valeur unique et finie, et qui varie avec  par degrés
insensibles de telle sorte qu’un accroissement infiniment petit, attri-
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bué a cette variable, produise toujours un accroissement infiniment
petit de la fonction elle-méme. Seulement, les fonctions

le, Lz, x°

deviendront discontinues dans le voisinage de valeurs réelles et néga-
tives de x, en sorte qu'il y aura, pour de telles valeurs, solution de
continuité.

‘Ces principes étant admis, on pourra faire des applications nou-
velles et plus étendues des théorémes qui reposent sur la considération
des variables imaginaires et des fonctions continues, par exemple
des théorémes généraux sur la convergence des séries, des formules
relatives & la transformation et & la détermination des intégrales défi-
nies, et des propositions générales fournies par le calcul des résidus.

" Considérons, pour fixer les idées, la formule générale

o

(3) ' f‘f.(.l‘)(l.l.'zﬁﬂ.’\/:—l— S UGy

@ >0 .
D’aprés ce qui a été dit dans les Exercices de Mathématiques, cette for-
mule suppose, d'une part, que l’intégralef JS(x)dx est réduite a sa

valeur principale, d’autre part, que le produit 5/(s), dans lequel
5= +yy—1 s'évanouit pour & ===, quel que soit y, et pour
y = %, quel que soit z. Ajoutons que, si la fonction f() devient dis-
continue, sans devenir infinie, pour des valeurs réelles de «, on devra,
dans le premicr membre de la formule (3), remplacer f(a) par
f(x +ey— 1), € étant une quantité positive infiniment petite.
(oncevons maintenant que I'on pose dans la formule (3)

(4) S (2) =[[(2)]* F(z),

f(x), F(x) étant deux fonctions dont chacune reste réelle pour toute
valeur réelle de @, ct jouisse, comme les fractions rationnelles, dt
la propriété de rester continue, tant qu’elle reste finie. Supposons,
d'ailleurs, la constante p choisic de maniére que le produit 5 f(3)
s'évanouisse toujours quand la fonction f(s) devient infinic pour une
valeur de 5 dans laquelle le coefficient de y— 1 est positif. Enfin, dési-
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gnons par £ un facteur qui se réduise a l'unité quand f(x) est positit,
et & =+ m quand f(z) est négatif, le double signe = devant étre réduit
au signe + ou au signe —, suivant que la fonction dérivée f'(x) est
positive ou négative. La formule (3) donnera

(3) feuw—j[f(p)] (TF(x)dr=am/— 5:[((3)]M(F(:)).

Si, F(x) étant une fonction paire de x, la fonction f(z) est du
nombre de celles dont Ies dérivées sont toujours positives; I'équa-
tion (5) donnera

® IR FEe de = 2L e e e,

A I 4 cpm\/ T

La formule (6) cpmprend un grand nombre de résultats dignes de
remarque. On en tire, par exemple pour des valeurs positives quel-
conques des constantes a, ¢, et pour toute valeur réelle de w, comprise
entre les limites — 1, + 1

N % adr T feteo.. gmt\
) f (angle.e)t o m = )m’:f,. (Lni;q; 'g—?z;-) .

Observons encore que, & 'aide des principes ci-dessus exposés, on
pourra tirer des résultats nouveaux des théoremes relatifs au résidu
intégral d’une fonction, énoncés dans un précédent Mémoire. | Voir la
séance du 16 décembre 1844, page 1337 (*).]

On pourrait considérer, dans la formule (2), Pargument p comnmie
représentant un angle polaire, et le faire varier en conséquence entre
les limites communément assignées aux angles polaires, c’est-a-dire
entre les limites o, 2w, C’est ce qu’a fait M. Ernest Lamarle dans un
Mémoire sur la convergence des séries. Mais on obtiendrait alors pour
lz et pour &* des fonctions qui deviendraient discontinues dans le
voisinage de valeurs réelles et positives de @, ce qui pourrait avoir
quelques inconvénients. Il en résulterait, par exemple, que la fone-

(1) OEuvres de Cauchy, S.1, T. VIII, p. 3G6.
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tion (1 + x)* deviendrait discontinue pour des valeurs'du module r
de x inféricures a I'unité.

333.

CALCUL INTEGRAL. — Mémoire sur I'application du Calcul des résidus a la
recherche des propriétés genérales des intégrales dont les deérivées ren-

f(frrﬁent des racines d ‘équations algebriques.
C. R., T. XXIII, p. 321 (17 aodt 1846).

Ainsi que je I'ai montré dans plusicurs Mémoires présentés a I'Aca-
démie en 1841, le Calcul des résidus fournit un grand nombre de for-
mules générales qui comprennent, comme cas particuliers, les beaux
théoremes d’Euler et d’Abel sur les transcendantes elliptiques et sur
des transcendantes d'un ordre encore plus élevé. Parmi ces formules
geénérales, on doit particulitrement distinguer celles auxquelles satis-
font les intégrales qui, comme les transcendantes elliptiques, ren-
ferment, sous le signe /', des radicaux du second degré ou des
racines d’¢quations algél;riqucs. Mais comme, apres avoir déterminé
les diverses racines d’une telle équation, 'on peut étre quelquefois
embarrassé de savoir quelle est, parmi ces racines, celle qui doit
entrer dans chaque intégrale, j'ai cru qu’il serait utile d’indiquer
une méthode a aide de laquelle on pat résoudre aisément et géné-
alement cette question. Je vais, en peu de mots, faire connaitre
cette méthode, qui sera exposée avec plus de développement dans
les Exercices d’ Analyse; et, afin qu’clle puisse étre plus facilement
saisie, je la montrerai ici appliquée 4 quelques exemples.

ANALYSE,
§ 1. — Considérations générales.
Supposons la variable z liée a d’autres variables

Yy By ..., t
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par des équations
(1) Y=o, Z=o, ceny T=o,
dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Suppo-
sons encore que, en vertu de ces mémes équations, les variables
Y, %

puissent étre exprimées en fonctions toujours continues, par exemple
en fonctions rationnelles des deux variables

z,
et soit
(2) F(z,t)=a
I'équation produite par I’élimination des variables y, s, ... entre les
formules (1). L’équation (2), résolue par rapport a la variable x, four-

nira, pour cette variable, considérée comme fonction de ¢, diverses

valeurs
Zyy Zqy ‘”an

auxquelles correspondront respectivement certaines valeurs

Y Y Vs

de la variable y, puis certaines valeurs

de la variable z, ete.
Soit maintenant

(3) k=f(z,y,5, ...,¢)
une fonction continue des variables
Z, Yy 5 ...

Comme, par hypothese, en vertu des formules (1), y, 5, ... peuvent

étre exprimées en fonctions toujours continues de x et ¢, £ pourra

étre considéré comme une fonction continue des seules variables z, ¢.
. OEuvresde C. — S.1, t. X. 11
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Cela posé, aux diverses valeurs de x, tirées de I'équation (1), corres-
pondront diverses valeurs de £, que nous nommerons

kh kl’ kh ceey
et, par suite, diverses valeurs de I'intégrale

t
%) s:f kD zde,
T

< élant une valeur partiouliere de la variable ¢. Si 'on nomme s la
somme de ces diverses valeurs de I'intégrale s, on aura

t t
(5) szf k,D,x,dt+f kyDoarydt+. ...
T T

Ajoutons que, si I’on pose, pour abréger,

®(z,¢) =D, F(z,1), ¥(z,t)=DF(z,1),

I'équation (2) donnera

et que, par suite, on tirera de la formule (5)

LR (,0)
(6) s=— S,
: < (F(z,0))
Si d’ailleurs le rapport
kW (a,t)
F(z,t)

ne devient jamais infini que pour des valeurs nulles de son dénomi-
nateur, et si le produit de ce rapport par  s’évanouit généralement
pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de «, on aura

AW (xz,t) _
" ST~

et 'équation (6) donnera simplement

(8) s=o.



EXTRAIT Ne 333. 83

Si I'équation
F(z,t)=o,

résolue par rapport a =, fournissait quelques valeurs indépendantes
de ¢, on aurait, pour chacune de ces valeurs,

D;x =o, $=o,

et, par suite, les intégrales correspondantes 4 ces mémes valeurs de x
disparaitraient toujours dans la somme représentée par s.

Supposons i présent ¢ assez rapproché de 7, pour que les variables x,
¢ restent fonctions continues I'une de P'autre entre les limites de I'in-
tégration, et désignons, i I'aide de la lettre &, la valeur de x corres-
pondante a la valeur 7 de ¢, en sorte que

Ell Eh Elv
représentent les valeurs particuliéres de
Ty, Tyy Xy

correspondantes & ¢ = 7. La formule (4) donnera

(9) S:£rkdx,

k étant regardé, non plus comme fonction de ¢, mais comme fonction
de z, et la valeur de s, déterminée par I'équation (5), deviendra

(IO) 3:/ /\ d.z‘,-{-f k’d;tg+ k dnl‘+

Il importe d’examiner spécialement le cas o I'équation (3), étant
indépendante de ¢, se réduit a la forme
(11) k=f(z,y,5 ...),

et ol la derniére des équations (1) renferme seule la variable ¢. 1l
semble qu'alors les divers termes de la suite

ku k!v "n ceey
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qui représentent diverses valeurs de % considéré comme fonction de z,
pourraient se déduire des seules équations

(12) Y=o, Z=o, cees

jointes A la formule (11). Néanmoins les formules (11) et (12), sépa-
“rées de I'équation

(13) T—=o

ou, ce qui revient au méme, de la formule (2), ne suffiraient pas tou-
jours a la détermination des fonctions

ki, ks ki ...

que renferment, sous le signe f, les intégrales comprises dans le
second membre de la formule (10). En effet, les fonctions de x et
de ¢ qui représentent les valeurs de y, 3, ... tirées des formules (12)
et (13), étant, par hypothése, toujours continues, ces valeurs seront
complétement déterminées. Mais il pourra en étre autrement des fonc-
tions de z qui représenteront les valeurs de y, s, ... tirées des seules
équations (12), attendu que ces derniéres équations, résolues par rap-
port aux variables y, s, ..., peuvent fournir, pour ces variables, plu-
sieurs systemes de valeurs. Alors on pourra étre embarrassé de savoir
quelles sont celles des valeurs de y, z, ... qu'il faut substituer dans la
fonction
k=1f(z,y,5 ...)
avant d’y remplacer la lettre & par x,, ou par «,, ..., afin de réduire
cette fonction & £, ou & £,, .... Or cette'difficulté pourra étre géneé-
ralement résolue & I'aide de la régle que nous allons indiquer.
Lorsqu’on posera
t==1 et x =,

§ étant I'un quelconque des termes de la suite

El) E!) E:’ LR )
les variables
Y B ey
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exprimées en fonctions continues de « et de ¢, acquerront des valeurs

déterminées. Nommons
Ny c’

ces mémes valeurs, qui deviendront

Ny &y eu
quand on remplacera § par &,,

Ny §ay ooy

quand on remplacera & par £,, cte. Parmi les valeurs de y, 5, ... en z,
tirées des formules (12), celles qu’on devra substituer dans £, avant
d’y remplacer @ par «,, pour obtenir £,, seront celles qui vérifieront,
pour z = §,, les conditions

(14) Y ="y, 3=¢,,

Pareillement celles qu’on devra substituer dans £, avantd’y remplacer
@ par x,, scront celles qui vérifieront, pour & = 3,, les conditions

(15) Y =Ny ~ 3=1{,, ---y

et ainsi de suite.

Si, parmi les valeurs de y, z, ... que fournissent les équations (12),
celles qui vérifient les conditions (14) sont aussi celles qui vérifient
les conditions (15) et autres semblables, alors, en supposant ces
mémes valeurs substituées a la place de y, 3, ... dans la fonction £,
on verra I'équation (10) se réduire a la forme

xy

(16) s= /.'d.t—f—f kdx+f kdx +....
EI el El

§ II. — Applications.

Considérons maintenant le cas ou les variables x, y, ¢, réduites a
trois, sont liées entre clles par deux équations, dont la premiére ren-
ferme seulement x ct y, la seconde équation étant linéaire par rap-
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port a y et a ¢. Les deux équations dont il s’agit seront de la forme

(') f(“':.}’)=°,
(2) y=Ut+V,

U, v étant fonctions de la seule variable «, et I'élimination de y pro-

duira la formule

(3) Sz, Ut+V)=o.

Done la fonction représentée par F(,¢) dans I'équation (2) du § |
sera déterminée par la formule

(4) F(z,t) = f(2,7),

la valeur de y étant fournie par I’équation (2). Cela posé, si 'on fait,
pour abréger,

¢(2,0) =D f(2,5),  x(x5) =Dy f(2, )
on tirera des équations (2) et (4)
D F(z, t)=Ux(z,)),
ct la formule (6) du § I donnera

‘o Uky(z )
5 S [y X_
(5) s Lo ]

Enfin, si l'on fait, pour abréger,
(6) - kx(z y)=w(z,y)
ou, ce qui revient au méme, si I’on pose

_o(zy) _ w(z,y)

(7) T (@ y) T Dy flz,y)

la formule (5) deviendra

_ C A Uws(z, Ut+ V)
® == L ver vy
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Si U, V se réduisent 2 des fonctions entieres de z, et w(z,y),
S(2,y) a des fonctions entieres de z, y, alors on aura

Ue(z,Ut+V) _ U (z, Ul.—i-V)
é:[f(x, Ut+ 7)) *3( f(z, Ut+ V) ]’

et, pour que 'équation (8) se réduise a
(9) §=o0,
il suffira que, la fonction Q étant déterminée par la formule

_ awlz, Ut + V)
(10) Q—= Um)

le produit Qz s’évanouisse pour des valeurs infinies, réelles ou imagi-
naires de la variable z.

Considérons & présent le cas particulier ol I'équation (1) se réduit
ala forme

(rr) o y*—A=o,

n étant un nombre entier et X une fonction entiére de x. On aura,

dans ce cas,
[z, y)=y*— &, ylx,y)=ny*

par conséquent,

(12) k="l T),

nyn—l
Alors aussi I'équation (3), réduite a
(13) (Ut+V)y— X =o,

sera, par rapport a la variable z, d’un degré indiqué par le plus grand
des nombres qui représenteront les degrés des trois fonctions

ur, v, X,

L’équation (13) sera donc du degré mn, si, les fonctions U et V étant
du degré m, le degré de X ne surpasse pas celui de U” et de V.
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D’autre part, on tirera de la formule (11), résolue par rapporta y,

(14) .7=911"',

0 étant une racine ni®™c de 'unité; en sorte que I'équation (12) don-

nera )
Fe m(.z', 6/1’;)

n—1

non—t Yy n_
ou, ce qui revient au méme,
1
m(m 9/1’7">
k=26 '—"n—-t

nX "

(15)

Mais, quand on voudra déduire de cette derniére formule les valeurs
des fonctions représentées par £,, £,, %,, ... dans I’équation (10) du
§ I, en substituant a la variable x les valeurs

Zyy Ty Ty e

de cette méme variable, tirées de I’équation (13), on pourra étre

obligé de prendre successivement pour 0 plusicurs des racines ni‘me

de I'unité. Soient

les valeurs successives de 0, correspondantes aux diverses valeurs
de x. Soient encore

Eh Eh E!’
ce que deviennent ces mémes valeurs de  quand on pose ¢t =1, et
nommons alors £ I'une quelconque d’entre elles. Enfin, soient

. v, ©, X
ce que deviennent
u v, X
quand on y pose = &. En vertu de la régle énoncée dans le § 1, la
valeur de 0 correspondante & une racine déterminée de I'équation (13),
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par conséquent & une valeur déterminée de &, sera donnée par la for-

mule
1

(16) V49 =0x",
Par conséquent, dans la détermination des valeurs de £,, 4,, ... que
renfermera la somme s, en vertu de I'équation (10) du § I, on devra
joindre la formule (16) a la formule (15).

Les valeurs de
0“ 0”

étant déterminées i I'aide de la formule (16), I'équation (10) du § 1,
jointe i la formule (15), donnera

ry 1 ’ ooy 1
(17) 5:2';/ !_B._(._‘ﬁ_g;‘:;l__>dx+_0,_:./ n’—(f‘—g!_—l!l——-}[,.lo‘-*‘....
¢ A n ¢ g

Ajoutons que la somme s s’évanouira, et qu’on aura, par suite,

El

e ! T ) !
(18) G,f xn ' m(:r, 0,.1”') dx + 0,] A" ' m(.x:, G,.,I"‘) dr 4-...=o,
&

si, la fonction Q étant déterminée par la formule

w(z, Ut+V)

2= T 2N
(19) 2= (Ut Vyr— X

le produit Qx devient nul pour des valeurs infinies, réelles ou imagi-
naires, de la variable .
Si la fonction w(#, y) est de la forme

o(z, y) =y '"w(r),.

[ désignant un nombre entier inférieur & 2, et o(x) une fonction
entiére de , la formule (19) donnera
U(Ut+ Yy

(20) Q= Ui+ V)“_A-,-m(.r).

Si d'ailleurs, U, V étant du degré m, le degré de X n’est pas supéricur
OEupres de C. — S.1,1.X. ’ 12
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‘2 mn, il suffira que le degré de w(z) soit inférieur au nombre
ml—iu,

pour que, & la valeur de Q tirée de I'équation (20), corresponde une
valeur du produit Qx qui s’évanouisse avec ‘-;— Donc alors la for-
mule (18), réduite a '
o _1 o 1

(1) 0;’[ X "m(x)dx+0;’f X "w(z)de+...=o,

& &
se vérifiera toujours quand on prendra pour w(x) une fonction en-
tiere de  d’un degré inférieur a ml— 1, par excmple quand on
prendra pour w(x) un quelconque des termes de la suite

(22) 1, x, 2% ..., am-3,

Lorsque U et V sont du degré m, le degré de I'équation (13), par
rapport & 2, ne peut étre inféricur & mn. Néanmoins, comme dans la
somme s on doit comprendre seulement les intégrales relatives i des
valeurs

Zyy Lgy 0
de z qui dépendent de la variable ¢, il est clair que le nombre de ces
valeurs et de ces intégrales s’abaisscra au-dessous du produit mn, si
le premier membre de I'équation (10) se décompose en deux facteurs,
dont I'un soit indépendant de ¢. C'est ce qui arrivera généralement si
'on attribue & X une valeur de la forme

(23) X=Vr—UW,

W ¢étant une fonction entiere de = d’un degré inférieur, ou tout au
plus égal au produit m(z — r). Alors I'équation (13) se décomposera
en deux autres, savoir

(2%) U=o,

(25) Un=ttng- nUn—2 Vit . n V=1« W =o,

dont la premiére sera indépendante de ¢, ct dont la seconde sera seu-
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lement du degré m(n — 1) par rapport a la variable z. Donc alors le
nombre des intégrales comprises dans la somme s sera seulement
m(n —1).

Il est bon d'observer que si, en représentant par

Ty Lgy  eeey Tm(n—1)
les m(n — 1) valeurs de  tirées de I'équation (25), on nomme
/l/lp /l’z; ey . lrm(n—l)

les valeurs correspondantes de X, on tirera de I'équation (21), diffé-
rentiéc par rapport a ¢,
]

{
(26) o;l"'l’l " G!(.l‘, ) d‘l‘l +...4 0;1’(11.‘-1)/1’1"(’;1-1) m(wm(n—l)) d-vm(n-i) =o0.

Si, dans cette derniere formule, oit @w(x) représente une fonction
entiere de  d’un degré inféricur & m{ — 1, on remplace successive-
ment cette fonction par les divers termes de la suite

1, & .L", cey ..l.ml—!,

)

on obtiendra ml — 1 équations différentielles de la forme

! ] !
/ ! 4 - _L
OTI/Y| "dx + O;I‘r: "dry+. ..+ 0”!’("—])/{,”1(';1-1)d‘z‘l"(n—l): 0,
4 !
(27) 6701, "rydae o + 03ty X =ty Tinin—1) AL (-1 =0,
....................................... ety
‘ -4
07/, "2t de el + 05 ey Ul Tomln?y, BBy peyy = 0.
Si d’ailleurs on nomme
v, Vi, Wy Uy, Vi, W, cee

ce que deviennent les fonctions
u v, w

quand on y remplace successivement  par z,, puis par &,, ..., la for-
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mule (25) donnera | ‘

U':-, m + nU”‘"’ V' tn—t s ¥ V’ll“t -+ W| =0,
Uus ten 5 aU3 Vit +..+nVitt - W, =o,

(28) ‘

ce v e e D R R R R I N R R A I SO A S A SRR

Ui " +=n Ut s, Vim-1y " 4. o o4+ Wyu—y=o.

Sil'on élimine ¢ entre les formules (28), on obtiendra entre les seules
variables

Ty Loy ovy Ty(n—-y)
m(n— 1) —1 équations algébriques, qui seront autant d’intégrales
du systeme des équations (27). Ajoutons que le nombre de ces inté-
grales sera évidemment égal ou supérieur A celui des équations diffeé-
rentielles elles-mém s, suivant que 'on aura l=n—10ul<n—1.

Les résultats que nous venons d’établir comprennent, comme cas
particuliers, les beaux théoremes d’Euler et d’Abel sur les transcen-
dantes elliptiques et sur d’autres transcendantes d’un ordre plus
é¢levé, ot s'accordent avee les formules obtenues par M. Richelot et par
M. Broch, auxquelles nous pourrons les comparer dans un autre Mé-
moire.

Il importe de rechercher les cas ou les équations algébriques pro-
duites par I'élimination de ¢ entre les formules (28) représentent pré-
cisément les intégrales générales des équations (27). Comme nous le
montrerons dans un autre article, ces cas ne peuvent étre que ceux ot
I'on a en méme temps

(29) m(n—i)>ri, m(n—2)Za.

Dailleurs, pour que les conditions (29) se vérifient, il faut que 'on

ait, ou
n=n=1, m3 2,
ou
n=3, m=1 ou 2,
ou enfin ;
n=1\4, m=1i.

Lorsque n = 2, I'équation (235) se réduit a

(30) Ut+aVi+ W=o,
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et Pon retrouve les théoremes d’Euler et d’Abel. Si I'on suppose, au
contraire,

rn=3, m=iou2 oubien n=4 m=1,

on obtiendra des formules dignes d’étre remarquées, et sur lesquelles
je me propose de revenir.
Jai supposé ici que 'on attribuait aux notations
1 L |
D St

le sens indiqué dans le Mémoire que j'ai présenté lundi dernier &
I’Académie. En parcourant, depuis la lecture de ce Mémoire, celui
que M. Bjorling a publié sur le développement d’une puissance quel-
conque réelle ou imaginaire d'un binome, j’ai trouvé au bas d’une
page une note ot il est dit que le méme auteur a présenté a I'Acadé-
mie d’Upsal une Dissertation sur I'utilité qu’il peut y avoir & con-
server dans le calcul les deux notations 2%, 1.z dans le cas méme ot la
pattie réelle de x est négative. M. Bjorling verra que, sur ce point, je
suis d’accord avec lui; il reste & savoir si les conventions auxquelles il
aura eu recours pour fixer compléetement, dans tous les cas, le sens
des notations ¢, Iz sont exactement celles que j'ai adoptées moi-
méme; ct, pour le savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit pos-
sible de connaitre la Dissertation dont il sagit.

334.

CALCUL INTEGRAL. — Meémoire sur le changement de variables dans les
transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur l'inte-
gration de certains systémes d’équations differentielles.

C. R., T. XXIHI, p. 382 (2.4 aodt 1846).

Ainsi qu'on I'a vu dans mes précédents Mémoires, le calcul des
résidus peut étre utilement appliqué a la détermination d’'une somme
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d’intégrales qui renferment, avec une certaine variable z, les diverses
valeurs de plusieurs autres variables

Y B ...

considérées comme fonctions de , et liées i  par un systéme d’équa-
tions algébriques ou méme transcendantes. On doit surtout distinguer
le cas ouy, 5, ... peuvent étre exprimées en fonctions toujours con-
tinues, par exemple en fonctions rationnelles de la variable x, et
d’unc nouvelle variable ¢, et out I’on prend pour origines des diverses
intégrales relatives 2 « les diverses valeurs de = correspondantes a
une valeur donnée 7 de la variable z. Dans cc cas, les diverses inté-
grales relatives & @ correspondront clles-mémes aux diverses racines
d’une certaine équation algébrique ou transcendante, que nous
appellerons 1'équation caractéristique, et qui renfermera les seules
variables x, t. Alors aussi, sous certaines conditions qu’il importe
de connaitre, chaque intégrale définie relative &4  se transformera
en une intégrale relative i ¢, et prise a partir de 'origine ¢ = <. Sup-
posons, pour fixer les idées, que la variable ¢ soit réelle. Si les fonc-
tions de ¢, qui représentent les racines de I'équation caractéristique
résolue par rapport a x, restent réelles entre les deux limites de I'in-
tégration relative a ¢, la condition a remplir sera que, dans cet inter-
valle, chaque racine, variant avec ¢ d’'une maniere continue et par
degrés insensibles, soit toujours croissante ou toujours décroissante
pour des valeurs croissantes de ¢. Ajoutons que, si unc ou plusieurs
racines de I'équation caractéristique deviennent imaginaires, entre
les limites de Pintégration relative & ¢, la condition énoncée devra
étre séparément vérifiée pour les deux quantités variables qui, dans
chaque racine imaginaire, représenteront la partie réelle ct le coefli-
cient de y— 1.

Lorsque les deux limites de I'intégration relative & ¢ sont assez rap-
prochées I'une de I'autre pour que les racines réelles ou imaginaires
de I'équation caractéristique satisfassent toutes aux conditions que
nous venons d’indiquer, alors la somme des intégrales relatives a x
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peut étre transformée en une seule intégrale relative a ¢. Le cas ou
cette intégrale s’évanouit, et ol I'équation caractéristique a pour pre-
mier membre une fonction entiére des variables z, ¢, mérite une atten-
tion spéciale. Dans ce cas, auquel se rapportent divers Mémoires, non
seulement d’Euler, de Lagrange et d’Abel, mais aussi de MM. Jacobi,
Richelot, Broch, etc., les diverses racines de I'équation caractéristique
fournissent des intégrales algébriques de certains systémes d’équa-
tions différentielles. D’ailleurs, comme je I'ai dit dans la derniere
séance, ces intégrales peuvent étre ou particuliéres, ou méme géné-
rales. Ainsi, par exemple, comme Euler I'a fait voir, on peut obtenir
I'intégrale générale et algébrique d'unc équation différentielle entre
deux variables, dans laquelle ces variables sont séparées, leurs diffé-
rengiclles y étant divisées par les racines carrées de deux polynomes
semblables du quatrieme degré. On verra, dans ce Mémoire, que I'on
peut aussi construire I'intégrale générale et algébrique de I'équation
du méme genre qu’on obtient en remplacant dans I'équation différen-
ticlle d’Euler les racines carrées de deux polynomes semblables du
quatrieme degré par les racines cubiques des carrés de deux poly-
nomes semblables du troisicme degré.

ANALYSE.

Supposons, comme dans le précédent Mémoire, la variable  liée &
d’autres variables
par des équations
(1) Y=o, Z=o, ceny T=o,
dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Suppo-
sons encore que, en vertu de ces mémes équations, les variables

y) Sy

puissent étre exprimées en fonctions toujours continues, par exemple
en fonctions rationnelles des deux variables 2, ¢; et soit

(2) F(r,t)=o0
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I'équation produite par I'élimination des variables y, s, ... entre les
formules (1). Cette équation, quc j'appellerai caractéristique, étant
résolue par rapport i , fournira, pour x considérée comme fonction
de ¢, diverses valeurs

Zyy Tyy Ty
Soit d'ailleurs £ une fonction des variables z, ¢, qui demeure continue
par rapport & ces variables, du moins pour une valeur de ¢ suffisam-
ment rapprochée d’une certaine origine 7; et, en nommant

les valeurs de £ correspondantes aux valeurs
Ly Xyy Ty

de la variable z, posons

! !
(3) S::f k,])‘m’dt—"[ k,l)‘.l',dl"i‘....
T : Jr

On tirera de la formule (3), jointe a I'équation (2),

! g kD F(z, )

@ =) STwy

le signe S étant relatif & la variable . Si d'ailleurs le rapport

kD F(z,t)
F(ux,t)

Q=

’

¢tant une fonction de @ et de ¢, qui reste toujours continue, quand
elle est finie, ne devient jamais infini que pour.des valeurs nulles du
dénominateur F(z, ), et sile produit de ce rapport par z s’évanouit
généralement pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de x,
on aura

(5) | J,: /\[ll)“,(l;(’.z;.)]t) —o,

et I'équation (4) donnera simplement

(6) s=o.
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Supposons maintenant que la valeur de £, considérée comme fonc-
tion de et ¢, se déduise des équations (1) jointes & une équation de
la forme

(7) . k:r(xl}'; 3, ...)

f(x,y,5,...) étant unc fonction de z, y, 5, ... qui, réduite a une
fonction des scules variables x, ¢, par la substitution des valeurs de y,
5, ..., reste continue, du moins pour les valeurs de ¢ comprises entre
les limites des intégrations. Nommons

E w8,

les valeurs particuliéres qu’acquicrent, pour £ = =, la variable x con-
sidérée comme racine de I'équation (2), et les variables y, 3, ...,
- exprimées en fonctions toujours continues de x et de . Enfin soient

&y M G Ez, N2 §2; E:n N3y 833

les diverses valeurs de
& n, &

-correspondantes aux diverses racines de I'équation (2); et supposons
que, parmi les équations (1), la derniere, savoir

(8) T=o,

renferme seule la variable 2. On pourra déterminer £,, en substituant
dans le sccond membre de la formule (7) les valeurs de y, 3, ....
tirées des équations

(9) Y=o, Z—=o, ceey
ct assujetties a vérifier, pour ¢ = 7, les formules
(10) Yy =y, 3 =10,

On obtiendra ainsi une valeur de £, exprimée en fonction de la seule

variable ,. On pourra, de¢ la méme maniére, exprimer £, en fonction

de la seule variable x,, £, en fonction de la seule variable z,, et, par
OEuvres de C. — S. |, t. X, 13
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suite, substituer & 'équation (3) une autre équation de la forme

(1) s:f hdeo+ f P tadast [ ksdrat...,

& S
les fonctions #,, £,, £, ... étant toutes devenues indépendantes de la
variable ¢. Toutefois cette substitution de la formule (11) a la for-
mule (3) ne peut ordinairement s’effectuer que sous certaines con-
ditions, et pour des valeurs de ¢ suffisamment rapprochées de 7, ou,
ce qui revient au méme, pour des valeurs numériques suffisamment
petites de la différence ¢ — =, par conscqucnt pour des valeurs des
différences

xt"‘En -Tz—En -’L':s—'Ea’ ey

suffisamment rapprochées de zéro. Admettons, pour fixer les idées,
que la variable ¢ soit réelle. Alors, si les diverses fonctions de ¢, repreé-
sentées par les diverses racines

Zyy Xgy Ty

de Péquation (2), restent réelles elles-mémes, du moins pour les
valeurs de la variable ¢ comprises entre les limites des intégrations
relatives & cette variable, la condition a remplir sera que, dans cet
intervalle, chacune des racines x,, «,, &, ... variant avec ¢ d'une
maniere continue et par degrés insensibles, soit toujours croissante
ou toujours décroissante pour des valeurs croissantes de ¢. Ajoutons
que, si une ou plusieurs racines de I'équation (2) deviennent ima-
ginaires entre les limites de I'intégration relative & ¢, la condition
énoncée devra étre séparément vérifiée pour les deux quantités
variables qui, dans chaque racine imaginaire, représenteront la
partic réelle et le coeflicient de v—1.

Lorsque les deux limites de I'intégration relative & ¢ sont assez rap-
prochées I'une de I'autre pour que les racines réelles ou imaginaires
de I'équation (2) satisfassent toutes aux conditions que nous venons
d’indiquer, on peut substituer la formule (11) 4 la formule (3). Si
d’ailleurs la condition (5) se vérifie & son tour, I'équation (6), jointe
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a la formule (11), donnera

x, xy
(12) f kydz,+ kydzy+...=o,
& &
»t, en différentiant I'équation (12), on obtiendra I'équation différen-
tielle

(13) kydz,+ kydzy+...=o.

Si I'équation (2), résolue par rapport a @, offrait quelques racines
qui fussent indépendantes de la variable ¢, alors, comme je I'ai
remarqué dans la précédente séance, les intégrales correspondantes
a4 ces racines disparaitraient d’elles-mémes dans la somme repré-
sentée par s, par conséquent dans les formules (3), (11), (12)
et (13). On pourra donc toujours se borner a prendre pour

Lyy gy  oeey

dans les formules (12) et (13), celles des racines de I'équation carac-
téristique qui dépendront de la variable ¢.

Lorsque ¥, Z, ..., T sont des fonctions enticres des variables @,
¥s -ovs &, le premicr membre F(a, ¢) de I'équation caractéristique est
lui-méme une fonction enti¢re des variables @, ¢, et cette équation,
résolue par rapport & 2, offre un nombre fini de racines. Si I'on
nomme N ce nombre, ou plutot le nombre de celles qui dépendent
de la variable ¢, I'équation (13), dont le premier membre renfermera
seulement N termes, sera de la forme

(14) kydz,+ kydry+. ..+ kydzy—o.

Considérons en particulier le cas ou les variables z, y, ..., ¢ se
réduisent a trois, et les formules (1) aux deux équations

(15) y'—AX=o, y=Ut+V,

U, V, X étant trois fonctions cntiéres de @, les deux premieres du
degré m, la troisitme du degré mn. Alors I’équation caractéristique,
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réduite a la forme
(16) (Ut+ V) — X =o,

sera elle-méme du degré mn par rapport & x; cn sorte qu’on aura
généralement

(17) N =nm,
Toutefois, si I'on suppose
(18) X =Vr— UW,

W étant une fonction entitre de x du degré (2 — 1)m, I'équation (16)
se décomposera en deux autres

(19) U=o,
(20) U= - pln2 Vit .+ Ve 4+ IV =o,

dont une seule, savoir la seconde, renfermera ¢; et comme I'¢qua-
tion (20) sera du degré (n — 1)m par rapport a z, il est clair que,
dans la supposition dont il s’agit, on aura sculement

(21) N=(n-—1)m.

Soit d'ailleurs 6 une racine n'™ de I'unité¢ choisic de maniére que,
x étant une racine de I'équation (20), on ait pour ¢ ==,

1
(22) Ut+V=0.X",
et nommons
Xy Xy oony, Ay, -
6, 04 ..., Oy

les diverses valeurs de X et de 0 correspondantes aux diverses racines
Zyy Tyy ovy Ty

de I'équation (20). Enfin désignons par / un nombre entier inférieur
a n, et par o(x) une fonction entiere de z, d’'un degré inférieur a
ml —1. On tirera de la formule (14), ainsi que nous 'avons déja
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remarqué dans la précédente séance,

! ! ! .
(23) 67'X, "w(2,)dz,+ 6;' X, "©(2,) dry+...+ 05/ Xy "&(zy) doy=o0.

Si dans cette derniére équation I'on remplace successivement o ()
par les divers termes de la suite

1, =z, at ..., am-2
on obliendra ml — 1 équations différenticlles entre les N variables

Lyy Tgy oo NS

et par conséquent le nombre de ces équations différentielles sera égal
. .. , v
au nombre des variables, diminué de I'unité, quand on aura

ml—1=N—1, ml=N=(n—1)m,
ou, ce qui revient au méme,
(24) l=n—1.

Alors, en cffet, la formule (23) fournira entre les N variables z,,
Zgy ..y Ty les N — 1 équations différentielles

1 1 1
=1 o~ =1 -1
0, Y2 dz,+ 0,17 dzg+...+ 0, Xy dry=o,
1 1y L
(25) 00Xy wdey+ 0, X" zodry+. ..+ Oy X xydr,=o,

1 1 1
. 1 11
6,7 2 rdey+ 0,17 2 tdr,+.. .+ 0y X adtdzy=o,

la valeur de & étant toujours N == (n — 1)m.
D’autre part, si, dans I'équation (20), on substitue successivement
a z les diverses variables

Ty T3y eey Xy

qui représentent les diverses racines de cette méme équation, on ob-
tiendra & équations algébriques, qui pourront étre réduites, par I'éli-
mination de ¢, & N — 1 autres équations, pareillement algébriques, et
propres & représenter N — 1 intégrales des N — 1 équations différen-
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tielles comprises dans le Tableau (25). Il y a plus : les intégrales dont
il s’agit pourront étre aisément déduites de la formule (22) qui sub-
siste, aussi bien que 'équation (20), non seulement pour ¢ = =, mais
encore pour toute valeur de la différence ¢ — 7 qui ne dépasse pas les
limites entre lesquelles subsistent les intégrales elles-mémes. En effet,
I’équation (22), linéaire par rapport a ¢, peut étre présentée sous la

forme

1
_6Xr—¥
S

(26) t=
et si 'on nomme
Uy, U, ..., Uy Viy Vo uve Vi

les valeurs de U et de V correspondantes aux valeurs z,, z,, ..., xyde
la variable 2, on tirera de la formule (26)

1
— " ONX/’\I'— VQI

1 1
(27) ?"_ﬂ Vi 0,/1"? — K’ —
7 7 T

Or, les équations (25) étant données avec la fonction X, les N — 1 équa-
tions algébriques que comprend la formule (27) représenteront en
réalité N —rintégrales des équations (25), si les fonctions du degré m,
désignées par deux lettres U, V, sont choisies de manikre i vérifier la
formule (18), ou, ce qui revient au méme, de maniere que le poly-
nome U divise algébriquement la différence X — V*, et que le quo-
tient W soit du degré m(n — 1). D'ailleurs ces derniéres conditions
seront évidemment remplies si, aprés avoir choisi V arbitrairement,
on prend pour U un des diviseurs algébriques, et du degré m, de la
différence X — V*. D’autre part, ces diviseurs algébriques devant étre
censés connus dés que V lui-méme est connu, nous devons conclure
que, dans les N — 1 intégrales représentées par la formule (27), le
nombre des constantes arbitraires ne pourra surpasser le nombre des
constantes renfermées dans la fonction V. A la vérité, les diviseurs
algébriques, et du degré m, de X" — V ne sont complétement déter-
minés que dans le cas ot on donne une relation a laquelle doivent
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satisfaire un ou plusieurs de leurs coefficients, dans le cas, par
exemple, ol P'on réduit le coefficient de =™ i I'unité. Mais, pour
passer de ce cas particulier au cas général ou le coefficient de 2™ est
une constante arbitraire 2, il suffit de multiplier par cette constante
le diviseur algébrique que l'on considere, et il est clair que la for-
mule (27) ne sera point altérée si ’on substitue A la fonction U le pro-
duit e U, par conséquent, aux termes de la suite

'UD Ub ey UIV’

les termes de la suite
ev,, el, ..., SUy.

1
On pourrait, sans altérer les équations (25), remplacer la fonction X”
1 1

par la fonction A" X", ou, ce qui revient au méme, la fonction X par

AX, A étant un facteur constant. Mais il est clair qu'en opérant ainsi

on n’augmenterait pas la généralité des formules (27), ni le nombre

des constantes arbitraires qu’clles renferment. Car, en substituant,
1 1 1

.

dans les formules (27), A" X" 4 X”, on produit le méme effet que si
1

I'on y substituait 3 ¥ I'expression X "V, propre i représenter, ainsi
que V, unc fonction entitre de , du degré m.

En résumé, si, aprés avoir choisi V arbitrairement, on prend pour U/
un diviseur algébrique de X*- -V, les N—1 intégrales comprises dans
la formule (27) représenteront un systéme d’intégrales des équa-
tions (25); mais le nombre des constantes arbitraires comprises dans
ces intégrales ne pourra surpasser le nombre m + 1 des constantes
comprises dans la fonction V. Done, par suite, les intégrales trouvées
ne pourront étre générales que dans le cas olt, le nombre m + 1 étant
¢gal ou supéricur au nombre N — 1 des équations différentielles, on
aura

mIN— a2,

par conséquent, eu égard a la formule (21),

(28) m(n—2)Za.
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Ajoutons que les équations (25) sui)posent N —1>o0, ou, ce qui
revient au méme,

(29) m(n—1)>1,

Les conditions (28), (29) sont précisément celles que nous avons
indiquées dans le précédent Mémoire, page 92. '
Ce n’est pas tout : si, en nommant A un facteur constant, on pose

t=t'+1}, V'=AU~+"V,
la formule (22) deviendra
1
(30) Ut+ V' =0X",

et U ne pourra étre un diviseur algébrique de X — V" sans étre en
méme temps un diviseur algébrique de X — V2. Cela posé, au licu
d’éliminer ¢ entre les N — 1 équations déduites de la formule (22), on
pourra évidemment ¢liminer ¢ entre les N — 1 équations déduites de
la formule (30); et, aprés avoir ainsi obtenu sous une forme nouvelle
les N — 1 intégrales des équations (25), on prouvera encore que le
nombre des constantes arbitraires comprises dans ces intégrales ne
peut surpasser généralement le nombre des constantes comprises dans
la fonction V’. Mais, d’autre part, on pourra disposer du facteur A de
maniére d faire disparaitre dans V' le coefficient de 2™, et alors le
nombre des constantes que renfermera V' sera réduit & m. Donc les
N --1 équations algébriques comprises dans la formule (27) renfer-
meront au plus 7 constantes arbitraires, et ne pourront étre les inté-
grales générales des équations (25) que dans e cas ot I'on aura

m3iN—u;
par conséquent, eu égard a la formule (21),
(31) m(n—2)71.

On peut donc & la condition (28) substituer la condition (31), qui
-restreint encore plus le nombre des cas ol les N — 1 intégrales trou-
vées peuvent représenter le systtme des intégrales générales des
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équations (25). En effet, pour que les conditions (29) et (31) se véri-
fient, il faut nécessairement que I'on ait, ou

(32) n=13,. m3a2
ou
(33) n =23, m=1,

Dans le premier cas, on tire de la formule (27) I'intégrale générale de
I’équation d’Euler, cette intégrale étant réduite a la forme que La-
grange lui a donnée, ct les intégrales du méme genre que M. Richelot
a obtenues pour les équations différenticlles qui, suivant la remarque
de M. Jacobi, se trouvent intégrécs en vertu des théoremes d’Abel.
Dans le second cas, les formules (25) se réduisent 4 la seule équa-
tion

2 -2
(34 ) 01‘1‘1_3(,1“1 -+ 0,1[’,;([,1;2—»— 0,

0,, 0, étant des racines cubiques de 'unité, et X un polynome en 2 du
troisitme degré ou de la forme

(35) K== Ax? 4 Bx+ Cx + D.

Alors aussi la formule (27) donnera

1 1
. 6, X3—V, 0, 43—V,
(36) il okl IU‘___.‘ — _’,__ﬁ_.,__},

U, V étant deux polynomes du degré m =1, c’est-a-dire deux fonc-
tions linéaires de @, dont la premiere devra diviser la différence

A — 13,

D'ailleurs, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, on pourra, sans dimi-
nuer la généralité de la formule (36), réduire le coeflicient de x, dans
la fonction U, a 'unité, et, dans la fonction V, i zéro, par cons¢quent,
réduire V & une simple constante ¢, et U a un binome de la forme

OFuvres de €. — S.1, 1. %, 14
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x —'a. Donc la formule (36) pourra étre réduite a -

1 .
0,X¥}—~c 0, Xi—c
(37) T—a | ay—a

et la formule (37) sera une intégrale de I'équation (34) si, en attri-
buant a la constante ¢ une valeur arbitraire, on représente par x — «
un diviseur algébrique de la différence

A —ct,

en sorte que a désigne une racine de I'équation
X = ¢,

et soit lié a ¢ par la formule

(38) Aa*+ Ba*+ Ca+ D = ¢

Or il est clair que, sous ces conditions, la formule (37), dans la-
quelle la constante ¢ restera enticrement arbitraire, représentera, non
pas une intégrale particulicre, mais Uintégrale générale de I'équa-
tion (34).

Si la fonction X devenait constante, en se réduisant par exemple &
Punité, alors la différence X — ¢*, réduite & v — ¢*, ne pourrait plus
acqueérir un diviseur algébrique de la forme x--a sans s’évanouir; et,
en effet, I'équation (38), réduite a

=1,
fournirait, pour la constante ¢, une valeur déterminée qui pourrait
étre Punité. Mais, en vertu de la supposition ¢ =1, la différence
X — ¢, réduite & zéro, acquerrait, pour diviseur algébrique, 'un
quelconque des binomes de la forme & — a, la constante a restant
arbitraire; et la formule (37) donnerait

0,—1 _ 0,—1
(39) nlaT mnla

Enfin, comme, dans le cas dont il s’agit, x,, x, représenteraient celles
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des racines de I'équation

[(z—a)t+1]P—1:=0

qui seraient distinctes de la racine a, il est clair que 0,, 0, seraient les
deux racines cubiques et imaginaires de 'unité. En conséquence,
I'équation (39), dans laquelle a resterait arbitraire, donnerait

0,2, + 004= consl.

Orv cette derniere formule est cffectivement I'intégrale générale de
I'équation (34), dans le cas ou, la fonction X se réduisant a 'unité,
I'équation (34) elle-méme se réduit i

0,dr,+ 0, dt, = o.

L’équation (27) est irrationnelle, puisqu’elle renferme des puis-
1

sances fractionnaires de la forme X*. Dans un autre article, je parlerai
des formes rationnelles sous lesquelles se présentent les intégrales des
¢quations (25), quand on les déduit, non plus de I'équation (22),
mais de I'équation (20), et jexaminerai les relations que la for-
mule (22) établit entre la valeur particuliére = de ¢, les constantes 0,,
0,, ..., 0y ct les valeurs initiales &,, &,, ..., &, des variables v,

B S

335.
CALCUL INTEGRAL. — Meémoire sur la détermination compléte des variables

nropres a verifier un systéme d’équations differentielles.

C. R., T. XXIHI, p. 485 (7 septembre 1846).

Ce Mémoire est surtout relatif & I'usage remarquable que I'on peut
faire de la formule d’interpolation de Lagrange pour intégrer certains
systtmes d’équations différentielles, et i ce qu’on pourrait appeler les
stnus ot costnus des divers ordres, c¢’est-a-dire aux fonctions inverses
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.des intégrales binomes. L’auteur établit, entre autres choses, la pro-

position suivante :
Soit

M flz, y)=o
une équation entre deux variables , y. Soient, de plus,
01(‘7")’ 6!(‘1’)) LS ] 9,,,(&1/‘)

des valeurs de y en @, distinctes ou non distinctes, tirées de celte

équation, et
'nly Ny ceey Ny

ce qu'elles deviennent quand on attribue 2 la variable a les valeurs

particulidres

Eh Eh DR ] Em'

Soit encore ¢ une fonction entiére de z du degré m--1, et déterminée
a l'aide de la formule d’interpolation de Lagrange, de telle sorte

qu’elle acquitre les valeurs particulieres

My N2y -y Nms

pour les valeurs particuliéres

de la variable z. Enfin, posons

(2) f(x,v):u(x-£,)(.z~£,)...(.-z\—‘g,,,),
(3) F(z,t) = f(x, ut + v),

¢ étant une nouvelle variable; et nommons
i, "I! cey um; "1’ "!! LECRN ] Com

ce que deviennent « et v quand on y remplace successivement & par

m vartables distinctes
Ty, -Z", ceny “I.‘,,,.
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Si I'on ne diminue pas le nombre des racines de I'équation
(4) F(z,t)=o,

résolue par rapport & , en y posant £ = o, et si d'ailleurs, en nom-
mant f(z, y) une nouvelle fonction de x, y, on a

(5) ¢ f(x, ul—i‘- (')D,_P(w,()zo,

“ (F(r, 0))
il suffira de déterminer les variables «,, ,, ..., @, a 'aide de la for-
mule

Ou(@) ~ oy _ Oa(o) —0s

— em (‘r_pl ) '_‘A o
w, Uy ",

(6)
pour qu’'elles aient la double propriété de vérifier I'équation différen-
tielle

(7) f[.’L‘,, 91 (1‘1)] d.l‘, +..t f(xnu 0,,,(.1‘,,,)] d‘rm: o
¢t d’acquérir simultanément les valeurs particulieres correspondantes

En E’, sy Em;

et par suite, si I'on peut satisfaire i la condition (5) par m — 1 va-
leurs essentiellement distinctes de la fonction f(a, y), les m —1 équa-
tions différenticlles correspondantes, comprises dans la formule (7).
auront pour intégrales générales le systéme des m — 1 équations finies
comprises dans la formule (6). Ce théoreme subsiste dans le cas
méme ol les fonctions de x désignées par

0i(z), 6i(x)y ..., Om(x)

ne seraient pas distinctes les unes des autres, et représenteraient une
seule des racines de I'équation (1).



110 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE,

336.

ANALYSE MATHENMATIQUE. — Rapport sur un Mémoire qui a été présenté a
I’ Académie par M. Firux Cwio, et qui a pour titre : Recherches sur la
série de Lagrange.

C. R., T. XXIII, p. 4go (7 septombro 1846).

L’Académie nous a chargés, M. Binet et moi, de lui rendre compte
d'un Mémoire de M. Félix Chio, professcur de Mathématiques a I'Aca-
démie militaire a Turin. Ce Mémoire, qui a pour titre : Recherches sur
la séric de Lagrange, cst divisé en quatre paragraphes.

Dans le premier paragraphe, 'auteur, aprés avoir rappelé le théo-
reme général donné par I'un de nous sur la convergence du dévelop-
pement d’une fonction en série ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de la variable, applique ce théoréme i la série de Lagrange, et
parvient ainsi, pour cette série, & une regle de convergence qui coin-
eide avec la regle énoncée dans le Tome | des Exercices d’ Analyse et de
Physique mathématique [ pages 279 et 280 (')].-En effet, I'équation

u—ux +t f(x)=o,

dont une racine @ se développe par la séric de Lagrange suivan( les
puissances ascendantes de ¢, se réduit i la forme

y=tw(y)

lorsqu’on pose x — u =y, et, par conséquent, la regle donnée dans
les Eaercices pour la convergence de la séric qu’on obtient en dévelop-
pant, suivant les puissances ascendantes de ¢, la valeur de y tirée de
la seconde ¢quation, s'applique aussi au développement de @, qui ne
différe du développement de y que par I'addition de la constante w.

La regle de convergence de la série de Lagrange étant établie, I'au-
teur du Mémoire a discuté les divers résultats que cette rigle peut

(') OFEuvres de Cauchy, S. U, T. XI.
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fournir, eu égard aux diverses valeurs qu’on peut attribuer au para-
métre u. Cette discussion est lumincuse. Pour une valeur donnée de ¢,
par exemple pour ¢ =1, les diverses valeurs de @ développables en
séries convergentes par la formule de Lagrange correspondent, comme
M. Chio le fait voir, & divers systemes de valeurs de « comprises
entre certaines limites, et chacun de ces systémes renferme une ou
plusieurs racines de I'équation

Sf(u)=o.

Nommons v 'une de ces racines, prise parmi celles que renferme le
systeme auquel appartient la valeur donnée de w, et supposons cette
valeur trés rapprochée de v, en sorte que la différence

H—-0 ==

soit trés petite. Si le paramétre w se réduit précisément i la racine v,
la condition de convergence de la série de Lagrange sera que le mo-
dule de la fonction dérivée f(v) devienne inféricur a Punité. Si, an
(:()ntl'airt-; u« differe de v, et o de zéro, la condition de convergence
sera que le module de f(¢) soit inféricur a I'unité, ¢ étant une racine

de I'équation auxiliaire
(v — 1) fi(v) — f(¢)=o.

Or M. Chio observe que, dans le cas olt 'on a « = v, I'équation auxi-
liaire, réduite a ‘
(v =) fi(¢) = S(v) =0

et résoluc par rapport i ¢, offre une racine double ou multiple, savoir :
une racine double, si f7(v) differe de zéro; une racine triple, si, f"(v)
é¢tant nul, £"(v) differe de zéro; une racine quadruple, si, f"(v) ct
S"(v) étant nuls, /™(v) differe de zéro, et ainsi de suite; puis il
montre que, pour de trés petites valeurs de @, ¢ sera développable,

: 1A
dans le premier cas, suivant les puissances ascendantes de w5 dans

i .
le second cas, suivant les puissances ascendantes de @”; dans le (yoi-
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i
sieme cas, suivant les puissances ascendantes de *; ete. 1l montre,

de plus, que sil'on a
P 1 [(v)=o,

la valeur de v, correspondante & de tres petites valeurs de o, sera déve-
loppable par la formule de Lagrange suivant les puissances ascen-
dantes et entieres de v.

Le second et le troisi¢me paragraphe du Mémoire de M. Chio se
rapportent spécialement au cas o, les paramétres u, ¢ étant réels, la
fonction f(z) est réelle elle-méme, et 'auteur s’est appliqué a décou-
vrir quel est alors le caractere spécial de la racine fournie par la série
de Lagrange. Dans la Note XI de la Résolution des équations numerigues,
Lagrange avait affirmé que la valeur de @, dont sa série offre le déve-
loppement, est numériquement la plus petite des racines de I'équa-

tion
u—x+ f(xr)=o.

M. Chio fait voir que cclte proposition est souvent en défaut, et la
remplace par une proposition nouvelle et digne de remarque. 1l par-
tage les racines réelles de I’équation donnée en deux classes, formées,
I'une avec les racines supéricures, 'autre avee les racines inféricures
au parametre «, et prouve que la racine représentée par la série de
Lagrange est toujours, parmi celles qui font partie de la méme classe,
la plus voisine de ce paramétre. Il vérific ensuite cette proposition
nouvelle sur des exemples dans lesquels on serait conduit, par
'énoncé de Lagrange, & des résultats inexacts.

I’autorité de Lagrange est d'un tel poids en Analyse, qu’on ne sau-
rait prendre trop de précautions pour se garantir de toute erreur,
avant d’adopter une opinion contraire & celle-dg I'illustre géométre.
On doit donc louer M. Félix Chio du soin avec lequel il a, dans son
Mémoire, approfondi le sujet que nous venons de mentionner. Pour
le méme motif, il nous a semblé qu'il ne serait pas sans intérét de
rendre manifeste 'erreur que M. Chio a signalée, dans un cas telle-
ment simple, que, pour la reconnaitre, il ne fit point nécessaire de
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calculer numériquement les divers termes de la séric obtenue, ni
méme d’effectuer le développement en série. Or on peut aisément y
parvenir, comme on le verra dans une Note jointe & ce Rapport, en
réduisant la fonction /() & un trinome du second degré.

M. Feélix Chio ne s’est pas borné & démontrer I'inexactitude de la
proposition énoncée par Lagrange, et & indiquer le théoréme qui doit
lui étre substitué. Il a encore, dans le troisieme paragraphe de son
Mémoire, recherché et expliqué les circonstances particuliéres qui
rendent insuffisante la démonstration que Lagrange a donnée a 'appui
de cette proposition.

M. Chio a de plus, dans les deux derniers paragraphes de son
Mémoire, établi divers théorémes qui peuvent étre utiles quand on
se propose d’appliquer la série de Lagrange 4 la résolution numé-
rigue des équations. On sait, au reste, que ce dernier sujet a déja
été traité par I'un de nous sous un point de vue général, dans les
Comptes rendus de I'année 1837, et que, sans connaitre, a priori, la
valeur approchée d’aucune racine, on peut, i Paide de développe-
ments en séries, débarrasser une équation de degré quelconque des
racines imaginaires qu'elle peut avoir, puis ensuite développer immé-
diatement en séries convergentes chacune des racines réelles.

Ce que nous avons dit suffit pour montrer tout intérét qui s'attache
aux recherches de M. Félix Chio sur la série de Lagrange. La sagacité
dont 'auteur a fait preuve en traitant avee sucees des questions impor-
tantes et délicates mérite d’étre remarquée. Nous pensons que son
~ Mémoire est trés digne d’étre approuvé par P'Académie et inséré dans

le Recued des Savants étrangers.

OEuvresdeC. — S. I, t. X. )
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337.

Note pe M. Caucny, RAPPORTEUR.

Sur les caractéres & Uavde desquels on peut distinguer, entre les diverses
racines d'une equation algebrique ou transcendante, celle qui se deve-

loppe en série convergente par le théoreme de Lagrange.

C. R., T. XXII, p. §93 (7 septombre 1846 ).

’apreés la proposition énoncée dans la Note XI de la Résolution des
fquations numerigues, la séric qu'on obtient en développant, suivant
les puissances ascendantes de ¢, la valeur de & fournie par I'équation

(1) u-—x+tf(x)=o,

serait toujours, pour des valeurs réelles des parameétres « et ¢, celle
des racines qui est numériquement la plus petite. Pour constater
Iinexactitude de cette proposition, il suffit de poser, dans I'équa-
tion (1),

(2) J(z)=x*+ac+ b,

a ot b ¢tant réels. Alors on trouvera

() oo PO EVIz (e 20N (@2 hD)E

Si, pour plus de commodité, on fait disparaitre, sous le radical, le
carré de ¢, en prenant

la formule trouvée deviendra

Vo—at-E T a(a Ay

A Y it
(%) aé

Or, si u est assez rapproché de — ja, ou ¢ de zéro, pour que la valeur

numérique du produit
(a+au)t
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reste inférieure a J, le radical compris dans la formule (4) sera déve-
loppable en une série convergente ordonnée suivant les puissances
entiéres et ascendantes de ¢, le premier terme de la série étant unité.
Done alors la valeur de 2, fournie par la série de Lagrange, qui ne
contient que des puissances entiéres et positives de ¢, coincidera
nécessairement avec la valeur de & que I'on tire de 'équation (4),
en réduisant le double signe au signe —. Mais cette derniere valeur
de &, comparée a celle qu’on obtiendrait en réduisant le double signe
au signe +, sera ¢videmment, ou la plus rapprochée, ou la plus éloi-
gnée de zéro, suivant que la différence 1 -— at sera positive ou néga-
tive. Done la racine fournic par la série de Lagrange ne sera pas (ou-
jours la plus petite numériquement, c’est-a-dire la plus voisine de
zéro, et la proposition énoncée dans la Résolution des équations nume-
rigues est inexacte. '

“On arrive encore a la méme conclusion, en observant que les deax
¢quations

@€ lw(a), Yo ()Y - )

offrent des racines correspondantes lices entre elles par la formule
P

et que, si une racine « de I'équation

(3) 2oz tw ()

est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de ¢, on pourra en dire autant de la racine correspon-
dante o + « de Péquation

(6H) Yy ~utlw(y - u).

Or, soient
«, 6 7

les diverses racines réclles de I'équation (5). Si I'énoncé de Lagrange
était exact, non seulement « serait le plus petit terme de la suite

n
2y, S, Yy eees
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¢’est-a-dire le plus rapproché de zéro, mais en méme temps « + u
serait le plus petit terme de la suite

a+u, €+u, y-+u, .

¢'est-d-dire le plus rapproché de zéro, quelle que fut d’ailleurs la
valeur attribuée & u. Mais évidemment cette conséquence nécessaire
de la proposition énoncée ne saurait étre admise, puisqu’on peut dis-
poscer de « de maniere 4 rapprocher indéfiniment de zéro ou méme &
faire évanouir I'un quelconque des termes de la seconde suite, choisi
arbitrairement.

Disons maintenant quelques mots du véritable caractere qui dis-
tingue, entre les racines de I'équation (1), celle qui se développe en
série convergente par le théoreme de Lagrange, et montrons comment
ce caractére pourrait se déduire des principes énoncés dans les divers
Mémoires ol je me suis occupé de la résolution des équations algé-
briques ou transcendantes ().

Soient '

Ly
deux variables réelles, considérées comme propres a représenter dans
un plan deux coordonnées rectangulaires, et s une variable imaginaire
lice &, y par la formule

s=zyy .
A chaque valeur de 5 correspondra un systéme déterminé de valeurs
de &, v, par conséquent un point déterminé du plan des 2, y. Soient
d’ailleurs w(z), 1I(5) deux fonctions continues de 3, et supposons la

valeur de s déterminée par I'équation

(7) H(s)+tw(s)=0,

(') Poir en particulier le Mémoire de novembre 1831 (@), sur les rapports qui
existent entro le calcul des résidus et le caleul des limites, lithographié & Turin, ot
réimprimé par la Société italicnne, ct les Comptes rendus des séances de I'Académic
do I'année 1837.

%) OEuvres de Cauchy, 8. 11, T. XV
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dans laquelle entre wn paramétre variable ¢. Enfin supposons que,
T étant le module du paramétre ¢, on construise le systéme de courbes
représentées par la formule

~

(8) T = mod. - -~

II(
®

ulw
|

~

Conformément aux observations faites dans les Comptes rendus de 1837,
ces courbes seront fermées et de deux espéces, les unes s’étendant de
plus en plus, et les autres se rétrécissant de plus en plus, pour des
valeurs croissantes du module T. Quand T sera nul, I'équation (7),
réduite a
(9) M(z) --o,
offrira un certain nombre m de racines

a, a', a', ...,
auxquelles correspondront divers points

A, AN, L

situés dans le plan des @, y; et alors chacune des courbes de premiére
espiece sera réduite i Pun de ces points. Quand T sera trés petit, les
courbes de premiere espece, dont le nombre sera encore égal am, ...,
el dont_chacune renfermera dans son intérienr un seunl des points

A, ANA,

auront des dimensions trés petites. Concevons, pour fixer les idées,
que @, @, a’, ... soient des racines simples de I'équation (9): alors
m racines
a, o, a

de I'équation (7) seront développables en séries convergentes ordon-
nées suivant les puissances ascendantes de ¢, et correspondront &
m points divers o
P, P, P, ...,

respectivement situés sur ces diverses courbes. Ajoutons que T, venant



118 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

a croitre, P'une quelconque de ces racines, la sacine a par exemple,
restera développable en série convergente, ordonnée suivant les puis-
sances entiéres et ascendantes de ¢, tant que la courbe de premiere
espiee, qui correspond & cette racine, n’aura pas de points communs
avec une ou plusicurs autres courbes de premitére ou de seconde
espiee, ou, ce qui revient au méme, tant que le module T n’atteindra
pas une valeur pour laquelle I'équation () puisse acquérir des racines
égales, par conséquent une valeur qui permette de satisfairg simulta-
nément a I'équation (7) et & la suivante :

(10) W(z)+tw'(s)==o0.

Ainsi le développement de la racine « suivant les puissances ascen-
dantes de ¢ restera convergent pour des valeurs croissantes du mo-
dule T de ¢, jusqu’an moment oir cetle racine, qui verifie la formule

(11) H(a)4-tw(a) =0,

et se réduit & a pour ¢ =<0, vérifiera, en outre, du moins pour une

valeur convenablement choisie de 'argument de ¢, la condition
(12) . M (a) 4t (2): 0.
D’autre part, colme on tirera de la formule (11)

. : € I
(13) Dya== W(a)-+tw ()

il est clair que, au moment dont il s’agit, on aura, pour unc valeur
convenable de 'argument de ¢, '
1
Dyt =
(3]
On doit seulement exclure le cas ol 'on aurait
w(a) =z o,
¢'est-d-dire le cas ol &, étant une racine connue des deux équations

T M(z)=0, ®(3)-o0,
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deviendrait indépendant de ¢. Donc, si 'on excepte ce cas, dont nous
pouvons faire abstraction, la dérivée de la séric qui représentera le
développement de la racine a suivant les puissances ascendantes de ¢
acquerra une somme infinie, du moins pour une valeur convenable-
ment choisie de 'argument de ¢, a 'instant ou la valeur croissante du
module T atteindra la limite pour laquelle se vérifient les formules (11)
et (12). Nommons & cette limite. Non seulement la série qui repré-
sente le développement de a sera convergente, avee sa dérivée, tant
que I'on aura

T<g,
mais, comme la série dérivée deviendra certainement divergente, au
moins pour une valeur convenable de 'argument ¢, quand on suppo-
sera

T=¢,
on peut affirmer que, dans cette supposition, le module commun des
deux séries sera Punité. Done les deux séries auront pour module le
rapport T et deviendront divergentes quand ce rapport surpassera

. ©

'unité, c¢’est-a-dire quand on aura

T:>¢.

Jusqu'ici nous avons supposé que les constantes
r "

a, a, d,

é¢taient toutes des racines simples de I'équation (). Mais, pour que
les conclusions auxquelles nous sommes parvenus subsistent, il suffit
¢videmment que @ soit une racine simple de ’équation (g). Cela posé,
on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes :

Tutonkme 1. — iz, y étant dewx variables reelles, nommons
l(s), ®(s)
dewx fonctions continues de la variable imaginaire

sz y Y=
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Supposons d’ailleurs que a soit une racine simple de U’équation
M(s)=o,
" sans étre en méme temps racine de l'équation
@(3) =o.

Enfin soit 1 un paramétre variable. Pour de trés petites valeurs de ce para-
métre, I équation
() +tw(s)=o0
offrira une racine sinple o. développable suivant les puissances entiéres el
ascendantes de t en une serie cmwergente dont a sera le pmmicr terme, ct
le module de cette série serd le plus petit des modudes de t, pour lesquels on
aura simultanément
H(a) +tw(a) =0, II'(a) + tw'(a) =o.

Tutonine 1. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 1,
considérons les vartables x, y comme propres & représenter les coordon-
nées rectangulaires d’un point mobile. A chaque valeur de = correspondra
une posz'tz'dn déterminée de ce point,-et, par suite, aux diverses racines a,

a,a, ...delequation

correspondront divers potnts
A, A, A", ...,

situes dans le plan des x, y. Si, d’ailleurs, en nommant T le module du
paramétre t, on construit le systéme des courbes représentées par U équa-
lion

T ~= mod.

ces courbes seront de deux espéces, les unes s'étendant de plus en plus, et
les autres se retrécissant de plus en plus pour des valeurs croissantes du
module de T. Alors aussi ces diverses courbes renfermeront les divers

points correspondants aux diverses racines de I'équation

H(s) +tw(s) =0,
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les courbes étant de premiére espéce, pour de trés petites valeurs de t,
quand elles correspondront a des racines developpables en séries ordon-
nées suivant les puissances entiéres et ascendantes de t. Enfin, tant que
I’équation
N(z)+tw(s)=o

offrira une racine o ainsi développable en une série convergente dont
sera le premier terme, le point P correspondant a la racine « restera situé
sur une courbe de premiere espéce qui, dans son irgtérz'eur, renfermera un
seul des points A, A', A”, ..., savoir le point A correspondant a la racine a
de U'équation 11(5) = o0; et le caractére particulier, le caractére dis-
unctyf de -la racine o, sera précisément de correspondre a l'un des
points situés sur cette courbe, tandis que les autres racines o', a”, ...
correspondront toutes a des points P', P”, ... extérieurs a la courbe
dont il s’agit.

Supposons maintenant que la racine @ soit réelle, et que les fone-
tions II(s), w(s) soient réelles clles-mémes. Alors la racine a restera
réelle, tant qu’elle restera développable en une série ordonnée suivant
les puissances entiéres et ascendantes de £. Supposons encore (ue,
cette condition étant remplic, on nomme

a 6, 7,

les racines réclles de I'équation
D(s)+tw(s)=o,

et

P, Q, R
les points correspondants & ces mémes racines. Les points P, Q, R, ...
et le point A, correspondants & la racine @, scront tous situés sur I'axe
des x; ct les points Q, R, ... seront tous extérieurs a la courbe de pre-
miére espéce qui passera par le point P, en renfermant le point A dans
son intérieur. Donc ceux des points Q, R, ... qui scront situés, par
rapport au point A, du méme coté que le point P, seront plus ¢loignés
de A; et par suite, si l’on partage les racines

«, & vy, ...
OEuvres de C. — S. 1, t. X. 16
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en deux classes, formées, 'une avec les racines supérieures, I’autre avec
les racines inférieures a la constante a, la racine o sera toujours, entre
celles qui appartiendront a la méme classe qu'elle, la plus voisine de a.

Observons encore que les propositions ici énoncées s’étendent au
cas méme o les fonctions II(s), =(s), et, par suite, la fonction
N(z) + tw(s), seraient continues, non pour des valeurs quelconques
de 5, mais seulement entre certaines limites marquées par un certain
contour tracé dans le plan des , y, pourvu que ce contour fit con-
stamment extéricur a la courbe de premiére espéce qui renfermerait
le point correspondant a la racine a.

Si maintenant on supposc la fonction II(s) réduite & un binome de
la forme @ — 3, le développement de la racine « sera précisément
celui que donne la formule de Lagrange, et la dernitre des proposi-
tions que nous venons d’énoncer coincidera évidemment avec le théo-
reme de M. Chio.

Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus établis, celle des
racines de I'équation

a—s4t®w(3)=o0
(ui s’évanouira, pour unc valeur nulle de ¢, restera dévcloppable en
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de ¢,
pour tout module de ¢ inférieur au plus petit de ceux qui permettront
de vérifier simultanément cette équation et la suivante :

1—tw'(s)=o.

On se trouvera ainsi ramené i la condition de convergence qui se
trouve ¢énoncée dans le Mémoire de M. Chio, et qui, comme nous
I'avons dit dans le Rapport, coincide avec la condition exprimée a
la page 279 (*) du Tome I des Exercices d’Analyse. 11 est vrai que,
dans les Exercices, j'ai donné cette condition comme suffisante, sans
ajouter qu'elle était nécessaire. Mais, de I'observation faite au bas de
la page citée, savoir que D, s devient infinie quand 1 — ¢o’(3) s’éva-

(1) OKuvres de Cauchy, S. 11, T. XL
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nouit, il résulfe, suivant le principe établi dans d’autres Mémoires
(voir les Comptes rendus de 1844), que la séric de Lagrange devient
effectivement divergente dés que la condition énoncée cesse d’étre
remplie.

Je remarquerai en finissant que, si le module de T vient & croitre,
les courbes de premiére espece se réuniront successivement les unes
aux autres, et que leur nombre diminuera sans cesse jusqu’a ce
qu'clles se réduisent i une scule. Alors aussi, apres chaque réunion
de deux ou de plusicurs courbes de méme espéce en une scule, on
pourra toujours développer en série convergente la somme des
diverses racines qui correspondaient a divers points situés sur les
courbes réunies, on méme la somme de fonctions semblables et con-
tinues de ces racines. Ajoutons que chacune des séries ainsi formées
aura toujours pour module, comme il serait facile de le prouver, le
rapport '

& étant un module de ¢ pour lequel I'équation (7) puisse acquérir des
racines égales, par conséquent un module qui permette de satisfaire
simultanément 2 I'¢quation (7) et & I'équation (10).

338.

Tukorik DES NOMBRES. — Rapport sur une Note de M. »’AdiENAR.

C.R. T., XXIII, p. 501 (7 septembre 1846).

Parmi les propriétés des nombres qui se déduisent des formules
relatives i la sommation des puissances, quelques-unes fournissent
des théorémes qui ont mérité d’étre remarqués en raison de leur élé-
gance et de leur simplicité. Ainsi, par exemple, on a reconnu que, en
sommant la suite des nombres impairs, on obtient pour somme le
carré du nombre des termes. On a reconnu, de plus, que, en som-
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mant la suite des cubes des nombres naturels, on obtient pour somme
le carré du nombre triangulaire correspondant au nombre des termes
de cette derniere suite. Or, de ces propositions réunies, il résulte évi-
demment qu’un cube quelconque est non seulementla différence entre
les carrés de deux nombres triangulaires consécutifs, mais encore la
somme de plusicurs nombres impairs consécutifs, dont le premier
surpasse de 'unité le double d’un nombre triangulaire. Cette dernitre
proposition coincide au fond avee celle qu’énonce I'auteur de la Note
soumise & notre examen, et quoiqu’clle puisse, comme on le voit, se
déduire de principes déja connus, toutefois, comme elle est assez
curicuse et tres simple, nous proposerons 4 I'Académic de remercier
M. le comte d’Adhémar de I'envoi de la Note dont il s’agit.

339.

CALCUL INTEGRAL. — Mémotre sur la détermination compléte des variables

propres ¢ verifier un systéme d’équations différentielles.

C. R., T. XXII, p. 529 (14 scptembro 1846 ).

Pour que I'on puisse déterminer complétement les variables propres
i vérifier un systéme d'équations différenticlles, il ne suflit pas de con-
naitre les intégrales générales de ce systéme : il est encore nécessaire
que les constantes arbitraires comprises dans ces intégrales répondent
aux données du probléme que I'on veut résoudre. Le plus ordinaire-
ment, Pon connait a priori les valeurs initiales des variables, c'est-
a-dire un systtme de valeurs qu’clles peuvent acquérir simultané-
ment, et il s’agit alors de passer de ce systeme de valeurs i un autre.
Il importe donc de faire en sorte que les constantes arbitraires intro-
duites dans les intégrales d'un systeme d’équations différentielles
soient précisément les valeurs initiales des diverses variables. On
peut aisément y parvenir quand, les variables étant séparées dans
les équations différenticlles, on intégre isolément chaque terme, ou
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bien encore quand on considére des équations différentielles qui se
ramenent, par un moyen quelconque, a d’autres équations dans les-
quelles les variables sont séparées. J'ai cherché une méthode a I'aide
de laquelle on put résoudre généralement la méme question pour les
intégrales algébriques des équations différenticlles du genre de celles
dont je me suis occupé dans les séances précédentes, et j'ai reconnu
qu’un emploi convenable de la formule d’interpolation de Lagrange
permettait d’atteindre ce but. Jai obtenu, de cette maniere, divers
résultats qui me paraissent mériter 'attention des géometres, et qui
seront développés dans mes Exercices d’ Analyse. Je me bornerai, pour
I'instant, & en donner une idée en peu de mots.

Considérons, en particulier, les équations différenticlles qui, ren-
fermant des radicaux, peuvent s'intégrer algébriquement. Si I'on se
sert de la méthode que j'indique pour introduire dans les intégrales
les valeurs initiales des inconnues, on reconnaitra que I'on peut
choisir arbitrairement les racines de I'unité, employées comme fac-
teurs dans les divers termes de chaque équation différenticlle. Donc,
s'il s’agit de radicaux carrés, on pourra intégrer les équations diffé-
rentielles, non sculement quand tous les termes seront précédés du
signe +, mais encore quel que soit Ie signe de chaque terme. De
plus, si au systeme des variables données on joint un second systeme
de valeurs propres a représenter les valeurs des divers radicaux, la
méthode proposée fournira, pour la détermination de toutes ces
variables, un systéme d’équations non sculement algébriques, mais
rationnelles.

Les principes que je viens d’énoncer s’appliquent avec succes &
la recherche des propriétés des fonctions inverses de celles qu'ex-
priment les intégrales binomes. On sait que, A ces intégrales, quand
elles renferment sous le signe/et en dénominateur les racines car-
rées de binomes du sccond degré, répondent des fonctions inverses
qui sont précisément les fonctions trigonométriques appelées sinus et
cosinus. On sait aussi que ces fonctions trigonométriques jouissent
de plusieurs propriétés remarquables, et que, par excmple, les sinus
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et cosinus de la somme de deux ares s’expriment rationncllement en
fonction des sinus et cosinus de ces arcs. Or des propriétés analogues
a celles de ces deux lignes trigonométriques appartiennent aussi a ce
qu’on pourrait appeler les sinus et cosinus des divers ordres, c’est--
a-dire aux fonctions inverses de celles qu’expriment des intégrales
binomes, dans lesquelles entrent, sous le signe f ct en dénomina-
teur, la racine cubique ‘d’'un binome du second degré, ou la racine
quatriéme d’un binome du troisiéme degré, etc. Ainsi, en particulier,
si I'on considere le troisieme ordre, le sinus et le cosinus de la somme
de deux variables pourront étre exprimés en fonctions rationnelles
des sinus et cosinus de ces mémes variables, 4 I'aide d’une formule
tris simple que I'on trouvera dans mon Mémoire.

ANALYSE.
Soit donnée entre les variables , y une équation de la forme
(1. S(x,y)=o.
Cette équation, résolue par rapport a y, fournira diverses valeurs de y
exprimé en fonction de 2. Soient
(2) y=0(z), y=0(z) ..., y=bl(2)

ces diverses valeurs, le nombre 2 pouvant devenir infini quand ’équa-
tion (1) sera transcendante, et nommons 0(z) I'une d’entre elles. On
aura identiquement

(3) . Sflz, 0(x)] =o.

Soit d’ailleurs ¢ une fonction entiére de « du degré m — 1, m étant un
nombre entier quelconque. Cette fonction sera complétement déter-
minée si on P'assujettit & prendre les mémes valeurs que la fonc-
tion 0(x), pour m valeurs particulieres données de la variable .
En efTet, soient

Ey & ooy Em

ces m valeurs parliculiéres successivement attribuées a la variable .
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Si I'on doit avoir, pour chacune d’elles,
(4) v ==6(x),
la formule d’interpolation de Lagrange donnera

5 (_‘.L‘_—_Ei E'") ___t__:'__El__‘ Em—l )
(0) ! (gl"“zl (E!""Em 0(51)+ +(£m"-£l (Em—"zm 1)6

»

Il'y a plus : Ia fonction ¢ sera encore complétement déterminée si on
I'assujettit 4 prendre, pour chacune des valeurs particuliéres

El! El) ey Em
attribuées 2 x, la méme valeur que I'une des fonctions 0(x), par
exemple a vérifier

‘ pour & =§; la condition v == 0,(x),

] pour x:= ks la condition v == By (),

(6)
' ............................... ,
L pour x =&, la condition ¢z O (),
deux ou plusieurs des fonctions
ol(x)9 0’(;1:‘), M | 0/"(‘”)
pouvant devenir égales entre clles. En effet, les conditions (6) seront
généralement vérifiées si I'on pose

(_) = _(_.1_"—751) '-T‘_‘Em) 61(5!)+ T Sl __E_’_________g,"_'_.l.) em(c,.m)

(51_42) (El o Eln) Elu;"ql) (Qm Em 1)

La valeur générale de ¢ étant ainsi déterminée, I'équation

(8) Sz, v)=o,

résolue par rapport i la variable « dont ¢ est fonction, aura évidem-
ment pour racines tous les termes de la suite

EH Eh RS ] Em’

et par conséquent clle aura pour racines toutes celles de I'équation

(9)_ (x =8)(x—5)...(x—émn)=0.
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Soit maintenant u le rapport des fonctions qui constituent les pre-
miers membres des équations (8) et (9), en sorte qu’on ait identi-
quement |

(10) S(zyv)=u(x—§)(x—E)...(r—En).

Si I’on nomme ¢ une variable nouvelle li¢e 2  par une équation de la
forme

(11) ut+v—=>06(x),

on aura, cn vertu des formules (3) et (11),
(12) Sf(x, ut +v)=o.

Donc alors la formule (12), résolue par rapport & x, aura pour racines
toutes celles qui vérifieront les » ¢quations

(13)  ut+v=0,(x), ut + ¢ == 0y(x), ceey wt + ¢ =0, ().

Il'y a plus : la formule (12), résolue par rapport a4 x, aura cncore
pour racines toutes celles qui vérifieront la formule

(14) w=o0;

car chacune de ces derniéres racines réduira la formule (12) & 'équa-
tion (8), dont le premier membre s'évanouira en vertu de la for-
mule (ro).

Concevons & présent que 'on désligne, pour abréger, par F(a, ¢) le
premier membre de la formule (12), et posons en conséquence

F(z, t) = f(z, ut +v),
puis
@(x,t) =D, F(z,¢), YWz, t)=D,F(z,?¢).
Soit d’ailleurs f(a, y) une fonction donnée des variables x, y, ..., el
nommons
L1y Xy ooy TN

celles des racines de I'équation (12) qui ne vérifient pas I'équa-
tion (14). Enfin admettons que, en prenant pour x une de ces
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racines, on pose

(13) k=f(z, ut +v)
et
t
(16) s:f kD, dt.
0

Si I'on représente par s la somme des valeurs de I'intégrale s corres-
pondantes aux valeurs

)
Zyy Xgy ..y TN

de o, on aura

. b kW (z,t)
(17) S————[ “;m“ dt,

et la valeur de s pourra étre aisément déterminée dans un grand
nombre d’hypotheses, par exemple lorsque f(x,y) sera une forte-
tion entiére des variables x, y, et £W(x, t) une fonction entiere des
variables x, ¢.

Cela posé, considérons spécialement le cas ot 'on ne diminue pas
le nombre des racines de I'équation (12) en y supposant ¢ = o. Dans
ce cas, si ’on attribue 2 ¢ une valeur peu différente de zéro, chaque
racine de I'équation (r2) aura pour valeur exacte ou approchée une
racine correspondante de I'équation (8). Donc, si on laisse de coté
celles des racines de 'équation (12) qui vérifient 'équation (14), et
qui sont indépendantes de ¢, les autres racines auront pour valenrs
approchées les m racines de I'équation (9), de maniere & se confondre
avec ces dernieres quand on posera ¢ = o. Donc le nombre N de ces
autres racines, qui scules pourront dépendre de ¢, sera précisément
égal & m, et, dans I'hypothése admise, la suite de ces racines ren-
fermera seulement m termes

Zyy gy veey Ly

Nommons, en particulier, z, celle qui acquerra la valeur g, pour une

valeur nulle de ¢; nommons x, celle qui acquerra, pour ¢{=o, la

valeur &,, ...; enfin, @, celle qui acquerra, pour ¢ =o, la valeur &,.
OEuvres de C. — S. 1, t. X. 17
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1l sera généralement facile de savoir quelle est I'équation de la forme
(18) ut 4+ v =9(zx),

a laquelle satisfera la racine «,. Car, en posant dans cette équation

¢ = o et, par suite,
x=x =&,

on en tirera
v=90(x),
puis, eu égard & la premiére des formules (6),

(19) 0(z) =0, ().

Done celle des équations (13) que P'on vérifiera, en prenant x == x,,
sera celle dont le second membre se réduira, pour z ==§,, a 0,(2).
Or, parmi les équations (13), une seule, savoir celle dont le second
membre est 0, (), remplira ordinairement cette derniere condition,
attendu que les valeurs de &,, £,, ..., &, peuvent étre choisies arbi-
trairement, et sont généralement inégales entre elles. Cela posé, si
I'on nomme
Ugy Ugy ooy Upy Piy oy eeey VY

ce que deviennent u et ¢ quand on y écrit successivement & la place
de z les divers termes de la suite

Zyy Tay ooev Ty
la racine , vérifiera I'équation
Ut + vy =10,(x),
et 'on obtiendra de la méme manicére le systéme entier des formules

ugt + ¢y =0,(zy),

Uyt =+ 0y = 0,(2y),

(20)

Ul + 0 =0, (Zp),
que I'on réduit a

(21) Ut + oy =y, Usl - vy = y,, ceey Unl—+ Om=Yms
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en posant, pour abréger,
(22) Y1=0,(zy), Y1=06(z,), ceey Ym=0n(Zm).

D’autre part, dans I’hypothese admise, s ne sera autre chose que la
somme des valeurs de I'intégrale 8 correspondantes aux valeurs *

L1y Loy ooy Ly

de la variable «; et comme, en supposant ¢ suffisamment rapproché
de zéro, on aura
t &r
f kDxdt :::f kdx,
[) 13

% etant la valeur de @ correspondante a ¢ = o, il suffira de prendre
(23) ka:f(-‘rn}':), ki;: f(-'l‘z,yz), LU ] ,“m-:f(a"”nym)v

pour réduire la valeur de s a la forme

(24) s :f k, dz, —kf kydr,+. ..4—/ k,, dx,,.
§ & &m

Ainsi, dans I’hypothése admise, c’est-i-dire lorsqu’on ne diminue pas
le nombre des racines de ’équation (12), en réduisant ¢ i zéro, la
valeur de s peut étre fournie, non seulement par I'équation (17),
mais aussi par I'équation (24), les valeurs de @, @,, ..., @, étant
lides entre elles et & la variable ¢ par les formules (21). On a donc
alors
xy vy o t .
(25) l k, d.z'l+£ /u'grl.z‘,+...+fz. ko da,, — — A &%%}%} dt

1 m
puis on en conclut, en différentiant les deux membres,

; kW(z,t)

(26) A‘.dx,+k,d.r,+...+k,,,dxm::—Vm

Donc alors on satisfait, quelle que soit la fonction

k=A{(x,y),
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. aux équations différentielles de la forme (26), par les valeurs de
L, xyy Zyy .. Ty
tirées des équations (21), ou, ce qui revient au méme, de la formule

(27) l_.)'.——tu__y:—"g . _ Ym—m,
7 iy Uy ) Um

et ces valeurs sont précisément celles qui se réduisent simultané-
ment &

o, &, & ...y Eme
Il y a plus : ces conclusions subsistent, quelle que soit celle des
racines de I'équation (1) qui se trouve représentée par 0,(x), ou
par 0,(z), ..., ou par 0,(x), dans le second membre de chacune
des formules (20).

Lorsque la condition
kW(z o)
© (F(z,0)

se vérific pour m valeurs essentiellement distinctes de la fonction £,
la formule (26), réduite &

(28) kydre, 4+ kydey+. ..+ k, dx,,==o,

fournit un systeme de m équations différentielles, dont les intégrales
générales sont données par la formule

}’1 == - ,72_ 55 — — ym = m
. -2,

(29) A———::_—jl—;— ool

uy m

dans laquelle les constantes arbitraires se trouvent précisément repreé-
sentées par les valeurs initiales

L) El) E” ey Em

des m variables
Zyy Tgy vy Lo
Lorsque la fonction f(x,y) est entiére et du second degré en y,
les résultats donnés par les formules précédentes s’accordent néces-
sairement avec ceux qu’ont obtenus MM. Jacobi et Richelot a I'égard
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des intégrales abéliennes. Je citerai particuliérement a ce sujet un
Mémoire que, depuis I'achévement de mon travail, je viens de lire,
dans une des derniéres livraisons du Journal de M. Crelle, et dans
lequel la formule d’interpolation est appliquée par M. Jacobi a I'inté-
gration des équations d’Abel.

Dans un prochain article, j'appliquerai les formules que je viens
d’établir a divers exemples, et, en particulier, aux fonctions inverses
de celles que représentent les intégrales bindmes, ou & ce qu’on peut
appeler les sinus ct.cosinus des divers ordres.

340.

CaLcuL INTEGRAL. — Meémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction
sous le signe f change brusquement de valeur.

C. R., T. XXII, p. 537 (14 septembre 1846).

Les théorémes que j'ai donnés, dans la séance du 3 aout, pour les
intégrales qui s’étendent & tous les points de la courbe enveloppe
d’une aire tracée sur un plan ou sur une surface quelconque, offrent
un des moyens les plus simples d’établir les formules générales qui
servent i la détermination ou & la transformation des intégrales déti-
nies. On doit surtout remarquer le cas o la fonction différentielle
placée sous le signcf peut étre considérée comme la différentielle
exacte d’une autre fonction qui dépend uniquement de la position
d’un point P mobile sur la surface donnée, et ol cette fonction diffé-
rentielle ne cesse d’étre finie et continue que pour certains points
isolés de I'aire terminée par la courbe dont il s’agit. Alors, comme
‘nous I’avons vu, l'intégrale proposée peut étre remplacée par unc
somme d'intégrales singuliéres dont chacune se rapporte a la courbe
enveloppe d'un élément de surface, dont les deux dimensions sont
infiniment petites.
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Lorsque la fonction sous le signe f , étant la différentielle exacte
d’une autre fonction variable avec le point mobile P, change brusque-
ment de valeur dans I’étendue de la surface que termine la courbe
donnée, ce changement brusque a généralement licu pour une série
de points contigus les uns aux autres, ct situés sur une ou plusieurs
lignes dont les longueurs peuvent étre finies. Alors on peut supposer
chacune de ces lignes renfermée avec un élément de surface, dont une
seule dimension soit infiniment petite, dans nne courbe qui enveloppe
cet ¢lément, et I'intégrale proposée est la somme de plusicurs autres
que 'on pourrait encore nommer singuliéres, chacune d’clles étant
relative & un élément de surface infiniment petit. On verra, dans le
présent Mémoire, le parti que I'on peut tirer de la considération de
cette nouvelle espece d’intégrales singuliéres, surtout dans le cas ol la
fonction sous le signefse décompose en deux facteurs, dont I'un se
réduit & un logarithme ou i une puissance fractionnaire. En cffet, on
parvient, de cette manicre, non seulement i obtenir des démonstra-
tions tris simples des belles propriétés des intégrales culéricnnes,
mais encore & établir un grand nombre de formules nouvelles, et rela-
tives soit aux fonctions elliptiques, soit & d’autres transcendantes d’un
ordre encore plus éleve,

341.

A 'occasion du Rapport de M. Cauchy sur le Mémoire de M. d’Adhé-
mar, M. Bretox (de Champ) communique le théoréme suivant :

La puissance m®™ d’un entier est non seulement la différence entre
les carrés de deux entiers, mais encore la somme de plusieurs nombres
impairs consccutifs.

C. R., T. XXII, p. 551 (14 septembre 1846).

M. Caucny fait observer que le théoréme énoncé par M. Breton (de
Champ) est renfermé lui-méme dans un autre théoréme encore plus
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général. En effet, tout nombre impair, ou pairement pair, est, comme
P'on sait, la différence de deux carrés. Par une conséquence néces-
saire, on peut réduire un tel nombre A la somme de plusieurs impairs
consécutifs, souvent méme de plusicurs maniéres. Ce que le mode de
réduction signalé par M. d’Adhémar offre de remarquable, ¢’est qu'il
permet de décomposer la somme des nombres impairs inféricurs au
double d’un nombre triangulaire, par exemple

143+ 54-7+9+11,
en plusieurs parties
1, 3+5=8, 749+ T11=127,
dont la premiére renferme un seul terme, fa seconde deux, la troi-
sitme trois, ..., ces divers termes étant pris dans Pordre ol ils se pré-
sentent, et qu’'alors les sommes partielles obtenues sont précisément
les cubes respectifs des nombres entiers

L 2, 3’

342.

CALCUL INTEGRAL. — Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction
sous le signe f change brusquement de valeur (').

C. R., T. XXIlI, p. 557 (21 septembre 1846.

ANALYSE.

La position d'un point mobile P étant déterminée dans un plan a
I'aide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre na-
ture, concevons que l’on trace dans ce plan une courbe fermée, et
nommons s I’arc de cette courbe, mesuré positivement a partir d’une

(1) Voir la séance du 14 septembre 1846.
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certaine origine et dans un sens déterminé. Soient, d’ailleurs, u, ¢,
w, ... des variables qui changent de valeurs d’'une maniére continue
avee la position du point mobile P, et, en faisant coincider ce point
avec I'extrémité de I’arc s, prenons

(1) k=Udu+Vde +~Wdw +...;

U, V, W, ... désignent des fonctions de u, o, w, ... tellement choisies,
que la somme Udu + Vde +~Wdw + ... soit une différentielle exacte.
- Enfin, désignons par S l'aire qu’enveloppe la courbe fermée, et par
(S) la valeur qu’acquiert P'intégrale flc(ls lorsque le point mobile P,
ayant parcouru le contour entier de I'aire S, revient a sa position pri-
mitive. Si I'on fait varier la surface S, en modifiant par degrés insen-
sibles la forme de la courbe qui I’enveloppe, alors, d’aprés ce qui a été
dit dans la séance du 3 aoiit, cette variation n’altérera pas la valeur de
(8), tant que la fonction £ restera finie ct continuc en chacun des
points successivement occupés par la courbe variable. De plus, si, &
Paide de diverses lignes droites ou courbes tracées sur le plan donné,
on partage l'aire S en plusieurs autres A, B, C, ..., en nommant
(A), (B), (C),"... ce que devient (S) quand au contour de I'aire S on
substitue le contour de I'aire A, ou B, ouC, ..., on aura

(2) (8) == (A)+(B)+(C)+...;

pourvu que la fonction # reste finie ¢t continue en chaque point de
chaque contour.

Obscrvons encese que, si deux fonctions distinctes £, £ offrent
pour différence une troisitme fonction qui demeure finie et continue
pour chaque point de 'aire S, la valeur de (S) relative a cette troi-
sitme fonction s’évanouira; et qu'en conséquence les valeurs de (S)
correspondantes aux deux fonctions £, £ scront égales cntre elles.

Les variables désignées par u, o, w, ... dans la formule (1) peuvent
étre ou réelles ou imaginaires. Dans ce qui suit, nous considérerons
spécialement le cas oll, @, y étant deux variables réelles propres a
représenter les coordonnées rectangulaires du point mobile P, on
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suppose la variable imaginaire s liée & z, y par la formule
(3) '5:.1,‘—{-}"/:‘—}-,
et la fonction £ liée 4 la variable = par la formule
(1) ‘ k= /f(3) D,s.
Nous supposerons d’ailleurs que I'arc s se mesure positivement dans
‘le sens suivant lequel il faut que le point P se meuve pour qu'il ait
autour de la surface S, dans le plan des z, y, un mouvement de rota-
tion direct.

Cela posé, si la fonction primitive de /(5) est connue, en sorte
qu’on ait, par cxemple,

(3) /'f(:) ds =: ¥(3) -+ const.,
et si 'on nomme A la somme des accroissements instantanés qu'ac-
querra la fonction §(s), tandis que le point mobile P décrira le con-

tour entier de laire S, alors, en vertu d'une formule établie dans la
séance du 10 juin 1844 [ page 10735, formule (7)] ('), on aura

(6) (8)-=—A.
Pour montrer une application trés simple de la formule (6), suppo-

sons que, §,  étant deux valeurs particulitres de @, et {==5+ 0y —
la valeur correspondante de s, on pose

J(3) = _—i

Alors la fonction /() ne deviendra infinie que pour un seul point du
plan des z, y, savoir, pour le point Q dont les coordonnées serontZ, .
Alors aussi on pourra prendre

Fo) =1 = =z ~E+(y—m)V =1].

D’ailleurs le logarithme d’une expression imaginaire ne change brus-
quement de valeur que dans le cas od, la partie réclle de cotte expres-

(1) QEuvres de Cauchy, S. 1, T. VIII, p. 228.
QEuvres de C. — S. I, t. X. 18
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sion étant négative, le coefficient de y— 1 change de signe, et, dans
ce cas, accroissement instantané du logarithme est = 2ny —1, le
double signe devant étre réduit au signe + ou au signe — suivant
que le coellicient y-- 1 passe du négatif au positif, ou réciproque-
ment. Cela posé, on tirera évidemment de la formule (6), dans le cas
ou ($) ne s’évanouira pas, ¢’est-a-dire dans le cas ol l'aire S renfer-
mera le point Q,

(7) ($)==2amy/ 1.

Si la fonetion /(z) ne devient discontinue qu'en devenant infinie,
ct pour certains points isolés P, P7, P”, ... situés dans Uintérieur de
I'aire S, si d’ailleurs & chacune des valeurs de s qui rendent /()
infinie correspond un résidu déterming, alors, la différence entre les
deux fonctions '

s, ED

demeurant finie et continue pour chaque point de Paire S, les valeurs
de (S) correspondantes i ces deux fonctions seront égales, et, en sup-
posant 'aire S décomposée en parties A, B, C, ... dont chacune ren-
ferme un seul des points P/, P, P”, ..., on tirera des formules (2)

et (7)
(8) (8)-=ary—1 £ (),

la somme qu'indique le signe S s’étendant aux seules racines de

I’¢quation =0, qui correspondront & des points situés dans I'in-

1
75
téricur de I'aire S. La formule (6) comprend, comme cas particuliers,
celles que j'ai données dans le Tome I des Exercices de Mathéma-
tiques (') (pages 1o1 et 211), et que I'on en déduit : 1° en prenant
pour S P'aire d'un rectangle compris entre quatre droites paralleles
aux axes des & et y; 2° en remplacant les coordonnées rectangulaires

(') OEugres de Cauchy, 8. 10, T. VI, p. 133 ct 264.
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, y par des coordonnées polaires r, p, et en prenant pour S la diff¢-
rence entre deux secteurs circulaires, c’est-d-dire I'aire vcomprisc
entre deux arcs de cercle qui ont pour centre commun Porigine, et
deux rayons menés aux extrémités du plus grand are.

Concevons maintenant que la fonction /(3) soit de la forme

(9) f(3)=F(3) (),
la lettre | indiquant un logarithme népérien. Alors, si 'on pose
f(z)==u—+e\/—1,

u et v étant réels, on pourra généralement, dans Pintérieur de Paire S,
tracer une ou plusicurs lignes droites ou courbes, dont I'une quel-
conque 00’ sera de telle nature qu’en chacun de ses points la fone-
tion ¢ sera nulle et la fonction u négative. Alors aussi on verra géné-
ralement la fonction ¢ passer du négatif au positif, quand on passera
d’'un point R situé d’un coté de la courbe OP 4 un point R situé de
I'autre coté. Supposons d'ailleurs les points R, R” infiniment rappro-
chés de laligne O0’, et nommons a une surface infiniment étroite qui
renferme cette courbe dans son intéricur, le contour de Paire a étant
décrit par un point mobile qui passe avec un mouvement de rotation
direct de la position R 2 la position R’. Enfin soit O celui des deux
points O, O’ que le point mobile P rencontre avant d'arriver en R.
Alors, en supposant I'arc s mesuré, non plus sur le contour de U'aire S,
mais sur la ligne 00’ et & partir du point O, on trouvera

(10) (a)= 27:\/:-[ /

o

F(s)D,sds,

s désignant la longueur entiére de 'arc 00

Cela posé, si la fonction /(s) ne devient infinie ou discontinue,
entre les limites indiquées par le contour de Iaire S, que dans le voi-
sinage de la ligne 00’ et des autres courbes de méme nature, ou bien
encore dans le voisinage de certains points isolés P, P”, ..., & chacun
desquels corresponde un résidu déterminé de f(z), on tircra de la
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formule (2), jointe aux équations (7) ct (10),
() (S)._-—_zn\/'._-"I{&(f(z)]—l—zf‘F(z)D,:dsg,

la somme indiquée par le signe 2 étant relative aux diverses lignes de
la nature de O0’.

Si l'un des points isolés P/, P7, ... se trouvait situé sur la ligne 00’
ou sur I'unc des autres lignes de méme nature, on obtiendrait encore
la formule (11), en supposant le résidu correspondant i ce point réduit
a sa valeur moyenne, ct I'intégrale correspondante au méme point
réduite i sa valeur principale.

Si le produit 5 f(3) s’évanouit généralement quand s acquiert des
valeurs infinies réelles ou imaginaires, et ne cesse alors de s’évanouir
en restant fini que dans le voisinage de certaines valeurs particulieres
de 'argument de s, alors, en supposant que Paire S s’étende indéfini-
ment dans tous les sens autour de Porigine, on trouvera (S) = o, et
la formule (7 1) donnera simplement

4
(12) SN+ f F(s)D,sds = o.

Si, au lieu de fixer la valeur de f(3) 4 I'aide de I'équation (g), on
supposait

(13) S(3) = F(2)[[(z)]*

la constante w étant un exposant rationnel ou irrationnel, réel ou ima-
ginaire, alors, & la place des formules (10), (11) et (12), on obtien-

drait les suivantes :

3
(14) (a):tzsinpn\/:i F(3)[—f(s)]*Dssds,

CRCEREDFAUE >]+“‘“’”‘2fk‘ )= 1@1D s,

sinpm

(16) S )]+—~~~ f F(s)[—f(5)]*D,5ds =
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On doit remarquer, d’une maniére spéciale, le cas o la fonction
F(z) est du nombre de celles que I'on peut intégrer en termes finis.
Alors les seconds membres des formules (r0), (r1) et le premier
membre de la formule (12) ne renferment plus d’intégrales. Si, dail-
leurs, la fonction F(s) est du nombre de celles qui s’intégrent par
logarithmes, alors, en passant des logarithmes aux nombres, on verra
souvent paraitre, dans la formule (12), des produits composés d’un
nombre infini de facteurs.

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les diverses formules
générales auxquelles nous venons de parvenir, et dont les applications
peuvent étre multipliées a I'infini. Nous examinerons en particulice
les résultats qu'elles donnent quand on les applique & la recherche
des propriétés des fonctions elliptiques. Pour Uinstant, nous nous
bornerons & citer deux ou trois exemples tres simples, qui feront
mieux comprendre I'usage de ces formules.

Si dans I'équation (16) on pose successivement

Zu-1 Su-1

J=2 e fla)=S,

1+ 3 -3

elle fournira les valeurs de deux intégrales eulériennes, et ’on trou-

*at-ldr 0w ot “ablde 0w
, 1+  sinpm ‘ , 1—& tangpn

I'intégrale définie devant étre, dans le second cas, réduite  sa valeur

vera

principale.
Si dans la formule (11) on prend

20
Sf(s )—Zl_n'ﬁ—' <' prrp— u.>

0, a étant des quantités positives, alors, en nommant « la racine réelle

et positive de I'équation
e’ — e-2%= 24,
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et désignant par % une constante positive inférieure a :—:, on trouvera

e —hy=1) = f@+hY=T)
ow 2y —1

= l(f-i) -1 tang’—";Z +Z (—1)" l(n - gﬁi.ﬁ'%i-?ni)
la somme qu’indique le signe 2 s'étendant a toutes les valeurs
entieres, positives ¢t négatives de 2.

Au reste, les principes exposés dans ce Mémoire fournissent évi-
demment le moyen d’établir une multitude de formules générales,
analogues a celles que nous avons obtenues, et de réduire la déter-
mination de I'intégrale (S) a P'évaluation d’intégrales singulicres,
quelle que soit la surface S, et quelle que soit la forme de la fonc-
tion f(z). En effet, la fonction f(s) peut devenir discontinue dans
le voisinage de certaines valeurs de 5 == 2 -+ y -1 correspondantes
a certains goints Q, R, ... de l'aire S, soit en devenant infinie, soit
en changeant brusquement de valeur. Dans le premier cas, les
points Q, R, ... sont nécessairement des points isolés P, P7, ....
Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres, et situés
sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 00, dont les lon-
gueurs peuvent étre finies. D’autre part, il est aisé de voir que la
formule (2) peut étre étendue au cas ot quelques-unes de ces lignes
rencontreraient les contours des surfaces A, B, G, ...; et, pour que
cette formule subsiste quand on a £ = f(5)D,s, il suflit que la fonc-
tion f(z) reste finic en chaque point de chaque contour. Cela posé,
on pourra généralement partager 'aire S en éléments A, B, G, ... et
a, b, ¢, ..., les uns finis, les autres infiniment petits, les éléments
finis A, B, C, ... étant choisis de telle maniére que la fonction /()
reste finie et continue en chaque point de chacun d’entre cux, et
les éléments infiniment petits a, b, ¢, ... étant ou des surfaces qui
s'étendent infiniment peu dans tous les sens autour des points isolés
P’, P’, ..., ou des surfaces infiniment étroites dont chacune renferme
dans son intérieur une des courbes OO’ ou unc portion de I'une de
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ces courbes. Ce partage étant opéré, la formule (2) donnera
S=z(a) -+ (b)+(¢)+...,

puisque les intégrales correspondantes i des éléments finis A, B,
G, ... deT'aire S s’évanouiront; et la détermination de I'intégrale (S)
se trouvera réduite  la détermination des intégrales singuliéres (a),
(b). (e), ... dont les valeurs, quand elles seront finies sans étre
nulles, se déduiront de la formule (2) s'il s’agit d’¢léments qui ren-
ferment les points isolés P', P, ..., ou, dans le cas contraire, d’équa-
tions analogues aux formules (10), (14), ....

343.

CALCUL INTEGRAL. — Meémoire sur les intégrales imaginaires des équations
différentielles, et sur les grands avantages que U'on peulretirer de la
considération de ces intégrales, sout pour établir des formules nouvelles,
sott pour éclaireir des difficultes qui n’avatent pas eté jusqu’ici com-

plétement resolues.

C. R., T. XXIII, p. 563 (21 scptembre 1846).

On connait le role important que jouent les expressions imaginaires,
non sculement dans la résolution des équations algébriques ou trans-
cendantes, mais encore dans un grand nombre d’autres problemes.
Ainsi, par exemple, c’est en considérant les valeurs imaginaires d’une
variable que I'on parvient a la condition de convergence de la série
qui représente le développement d’une fonction suivant les puis-
sances ascendantes de cette variable; et ¢’est aussi sur le passage du
réel 2 I'imaginaire que repose, dans le caleul des résidus, U'établisse-
ment de formules générales propres a la transformation ou méme & la
détermination d'un grand nombre d'intégrales définies. 11 était done
naturel de penser que, dans la théorie de I'intégration des équations
différentielles, des résultats nouveaux et inattendus devraient sortir
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de la considération dirccte des intégrales imaginaires, non pas res-
treinte & quelques cas particuliers déja traités par les géometres,
mais étendue A tous les cas possibles. C'est, en effet, ce qui arrive.
Ayant dirigé mes recherches de ce coté, je suis parvenu, non seule-
ment 4 porter la lumiere dans des questions délicates qui n’avaient
pas été suffisamment éclaircies, mais encore & établir des théorémes
nouveaux qui, en raison de leur généralité, me paraissent dignes
d’attention. Avant de les indiquer, il me semble utile, afin d’étre
parfaitement compris, de bien fixer le sens des expressions dont je
me servirai dans la suite, et de dire avec précision ce que j’entends
lorsque je parle des intégrales particulieres ou générales, réelles ou
méme imaginaires, d’un systtme donné d’équations différentielles.
Ainsi que je I'ai remarqué dans les Lecons données a I'Ecole Poly-
technique, un systtme quelconque d’équations différentielles peut
toujours étre réduit i un systeme d’équations différentielles du pre-
micr ordre. D'ailleurs, étant données n équations différentielles du

premier ordre entre 2 + 1 variables
Ty ¥y Sy eeey &

on pourra toujours considérer une des variables ¢ comme indépen-
dante, ct les dérivées des autres variables comme déterminées par le’
systeme de ces équations différenticlles, en fonctions explicites ou du
moins implicites de z, y, 3, ..., t. D'ailleurs la connaissance de ces
derniéres fonctions ne fournira pas le moyen de fixer complétement
les valeurs générales des variables dépendantes @, y, 5, ...; et, pour
que Pintégration des équations différentielles données se réduise a
un probleme déterminé, il sera nécessaire d’assujettir encore les
variables dépendantes @, y, 5, ...-h prendre certaines valeurs ini-
tiales :
& o g

réelles ou imaginaires, pour une certaine valeur initiale © de la variable
indépendante ¢. Lorsque ces valeurs initiales seront connues avec les
fonctions de @, y, 5, ... ci-dessus mentionnées, les valeuts générales
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de z, y, 5, ... seront pour l'ordinaire complétement déterminées,
c’est-a-dire qu’a une valeur réelle ou imaginaire de la variable indé-
pendante ¢ correspondront généralement des valeurs déterminées,
réelles ou imaginaires, de toutes les autres variables. Ces valeurs
seront fournies, ou par des équations algébriques ou transcendantes,
si les équations différentielles sont intégrables en termes finis, ou par
des développements en séries, ou bien encore elles seront les limites
vers lesquelles convergeront les résultats approximatifs, déduits de la
méthode que j'ai donnée dans mes Legons i I'Ecole Polytechnique, et
qui offre cet avantage, qu’clle est toujours applicable, quelle que soit
la forme des équations différenticlles. Dans tous les cas, les farmules
qul fourniront les valeurs des @, y, 5, ... représenteront un systéme
& mtegmlcs particulieres des équations différentielles proposées, si
I'on attribue aux valeurs initiales &, 0, {, ... des variables , y, s, ...
des valeurs déterminées, et le systéme des intégrales générales, sil'on
considere les valeurs initiales de @, y, 5, ... comme des constantes
arbitraires. Ainsi, le probleme de I'intégration d’un systéme d’équa-
tions différentielles se réduit, en réalité, a la recherche d’un systéme
quelconque d’intégrales particuliéres de ces mémes équations. Les
intégrales générales ne sont autre chose que des formules générales
qui comprennent et embrassent toutes les intégrales particuliéres; et,
si celles-ci ne peuvent étre toutes renfermées dans un seul systeme
de formules générales, il faudra, pour que les intégrales générales
puissent étre censées complétement connues, que I'on connaisse les
divers systtmes de formules générales qui renfermeront les divers
systémes d’intégrales particuliéres. Si une intégrale particuliere était
isolée de maniere & ne pouvoir étre comprise avee d’autres dans une
méme formule générale, elle serait du genre des intégrales qu’on a
nomméces solutions particuliéres ou intégrales singuliéres des équations
différenticlles.

D’aprés ce qu’on vient de dire, intégrer » équations différenticlles
entre n + 1 variables, c’est tout simplement passer d'un systéme donné
de valeurs de ces variables & un autre systéme, en prenant 'unce des

OEuvra.r‘de C.—S.I,t.X. 19
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variables pour indépendante. Si, comme ci-dessus, on nomme

Ty Yy 5y ey o

les diverses variables, et
& 0 & .. T

leurs valeurs initiales, ¢ étant la variable indépendante, les différences
x—E y—mn,5—1, ... seront de véritables intégrales définies, prises
par rapport 4 ¢, i partir de I'origine =, les fonctions sous le signef
étant des fonctions des diverses variables considérées elles-mémes
comme fonctions implicites de ¢. Ces différences seront généralement
de la nature des transcendantes que j’ai considérées dans mon Mémoire
sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, puis-
qu’on peut supposer imaginaires, non seulement les fonctions sous le
signe f, mais encore la valeur initiale et la valeur finale de la variable
indépendante ¢. D’ailleurs ces intégrales pourront, dans tous les cas,
étre déterminées, et méme de plusicurs manieres, avec une exacti-
tude aussi grande qu’on le voudra, soit 4 I'aide de développements en
séries, soit 4 I'aide de la méthode d’intégration précédemment rap-
pelée. Pour faire mieux saisir ce que j’ai a dire a cet égard, et peindre
en quelque sorte aux yeux la marche du calcul, je vais en donner ici
une interprétation géométrique.

Considérons, dans la variable indépendante ¢, la partie réelle et le
coefficient de —1 comme propres a représenter les coordonnées
rectangulaires d’un point P mobile dans un plan horizontal. A chaque
valeur déterminée-de ¢ correspondra une position déterminée du
point P, et réciproquement. Nommons d’ailleurs origine le point O
du plan qui correspond a la valeur initiale © de ¢, et joignons cette
origine au point P par une ligne droite ou courbe. Si 'on nomme s
la longueur mesurée sur cette ligne depuis l'origine O jusqu’a un
point quelconque intermédiaire entre O et P, I'intégrale imaginaire
qui représente la valeur de la différence = — & pourra étre transformée
en une intégrale relative a la variable réelle s. Or, quand on arrivera
au point P, la valeur de cette derniére intégrale restera généralement
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indépendante de la ligne droite ou courbe que I'on aura suivie. Cepen-
dant le contraire peut arriver, et, afin de ne laisser rien d’arbitraire
dans la détermination des intégrales d’un systéme d’équations diffé-
rentielles, il convient de fixer la nature de la ligne sur laquelle se
mesure la longueur s. Y'appelle intégration rectiligne celle qui fournit
les valeurs des intégrales dans le cas ot la ligne est droite, ce qu’on
suppose ordinairement quand il s’agit de calculer des intégrales
réelles. L'intégration deviendra curviligne dans le cas contraire.

11 arrive quelquefois que, dans I'intégration rectiligne ou curvi-
ligne, la fonction sous le signe j devient infinie en un point de la
ligne OP, sur laquelle on marche, ct alors la valeur de I'intégrale
définie qui représente la différence = — & peut devenir indéterminée.
Dans ce cas aussi, en remplacant la ligne OP par une ligne infiniment
voisine, on verra souvent I'intégrale définie changer brusquement de
valeur. Cette circonstance trés remarquable offre quelque analogie
~ avec celle que j’ai autrefois signalée, en observant que les valeurs des
intégrales définies doubles peuvent varier avec l'ordre dans lequel
s'effectuent les intégrations. Elle permet d’éclaircir et d’expliquer cer-
taines formules, que I'on pourrait appeler paradoxales, données par
quelques géométres, et entre autres par Poisson, dans le XVIII® Cahier
du Journal de I’ Ecole Polytechnique. On reconnait ainsi, par exemple,
que la valeur imaginaire attribuée par Poisson a I'intégrale

dx

prise entre les limites réelles o et o« de la variable @ supposée réelle,
est précisément la valeur d’une intégrale imaginaire produite par unc
intégration rectiligne relative & une droite qui s’écarte trés peu de
I'axe des x; mais, en méme temps, on reconnait que, de I'autre coté
de Pintégrale réelle, se trouve une seconde intégrale imaginaire, ct
que la demi-somme des deux intégrales imaginaires est la valeur prin-
cipale de l'intégrale réelle.

A l'observation que je viens de faire, j’en joindrai une autre qui
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est encore plus importante : c’est que les résultats d’une intégration
effectuée suivant un mode déterminé, par exemple les résultats de
Pintégration rectiligne, dépendent, non sculement des valeurs ini-
tiales des variables, mais encore généralement du choix de la variable
que I'on considere comme indépendante. Les valeurs initiales des
variables restant les mémes, si 'on prend pour variable indépen-
dante, d’abord la variable ¢, puis la variable z, les intégrales obte-
nues dans les deux cas ne s’accorderont généralement qu’entre cer-
taines limites. La raison en est facile a saisir. Lorsque I'on considére
¢ comme variable indépendante, alors, pour trouver la formule ou le
systéme de formules qui représente les intégrales complates, on doit
successivement attribuer a ¢ toutes les valeurs possibles réelles ou
imaginaires. Mais, & ces diverses valeurs de ¢ pourront répondre, en
vertu des formules trouvées, des valeurs de  qui demeurent toutes
comprises entre certaines limites. Donc, en renversant les formules
trouvées, on ne pourra en déduire que les valeurs de ¢ correspon-
dantes & des valeurs de x comprises entre ces limites. Iy a plus : je
prouve que, pour I'ordinaire, on devra restreindre encore ces limites
quand on voudra obtenir des valeurs de ¢ en x qui coincident avee
celles que fournirait I'intégration directement effectuée dans le cas
o I'on prendrait « pour variable indépendante.

Yappelle intégrales relatives i ¢ celles qui se rapportent au cas ot
Pon prend ¢ pour variable indépendante. D’apres ce qu’on vient de
dire, les valeurs initiales des variables étant données, les intégrales
relatives & ¢ ne fourniront qu’entre certaines limites les intégrales rela-
tives & . Pour compléter ces dernieres intégrales, on sera donc obligé
de recourir i d’autres intégrales relatives a ¢, savoir a celles qu’on
obtient quand on modific les valeurs initiales des variables. Mais
quelles modifications successives doit-on apporter a ces valeurs pour
obtenir une suite d’intégrales relatives i ¢, desquelles on puisse
déduire les intégrales relatives 3 x ct comment doit-on s’y prendre
pour passer des unes aux autres sans calculs inutiles? C’est ce qu’il
importe d’examiner. L’opération qui sert & effectuer ce passage, et
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que je nomme I'inversion, doit étre évidemment soumise a des regles -
fixes. On trouvera dans mon Mémoire ces régles, qui paraissent
mériter d’étre remarquées, ct qui s’appuient sur un théoreme tres
général, dont voici I'énoncé :

TukoriME. — L'intégration étant supposee rectiligne, les integrales
relatives a la variable x pourront se déduire des intégrales relatives a la
variable t, et réciproquement, jusqu'au moment o le module de l'une
des diférences x — &, t — 1, considéré comme fonction du module pri-
mitivement nul et croissant de I'autre, deviendra, pour la premiére fois,
un maximum. Il ne faut pas oublier d’ailleurs que, dans le cas ot 1l
s'agira de calculer le module maximum de la différence x — &, 'argu-

ment de cette dernicre différence devra étre considéré comme constant.

Le passage des intégrales relatives & ¢ aux intégrales relatives 4 =
introduit souvent dans le calcul des fonctions périodiques. C’est ce
qui arrive, en particulier, pour un grand nombre d’équations diffé-
renticlles entre « et ¢, quand le rapport des différentielles des deux
variables est exprimé par une fonction de la seule variable z. Alors
Iintégrale relative d z n’est autre chose que la fonction inverse d’une
intégrale définie relative & ¢, et souvent cette fonction inverse est
périodique, & simple ou & double période. J’examinerai en particu-
lier, dans un autre article, les fonctions périodiques ainsi obtenues,
et je montrerai comment les régles de I'inversion conduisent a la déter-
mination de la période, et comment cette détermination se lie & la
théoric des résidus. Je me bornerai, pour 'instant, & observer que les
fonctions inverses des intégrales définies n’offrent pas toujours, ct
pour des valeurs quelconques des variables, les valeurs qui leur ont
été assignées dans les Ouvrages méme les plus accrédités. Ainsi, par
exemple, la fonction inverse de l'intégrale

T = —— . = arc sin¢
\/l—t-

n’est point, comme on I’a dit,

t =sinxz,
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mais
_ \/cos’.z-

b= S sinz,

Ainsi encore, dans la théorie des fonctions elliptiques, les deux

intégrales qui représentent ce qu’on appelle 'argument, et qui ren-
ferment sous le signe f, la premiére, une fonction algébrique, la
seconde, une fonction trigonométrique, ne sont équivalentes qu’entre
certaines limites, entre lesquelles les fonctions inverses de ces inté-
grales se réduisent & deux variables dont la premiere est le sinus de
la seconde ou de ce qu'on nomme I'amplitude. Hors de ces limites, la
fonction inverse de la premiere intégrale est, ou le sinus de I'ampli-
tude, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant que le cosinus de
'amplitude est positif ou négatif.
" Ce que je viens de dire sulfit pour donner une idée sommaire des
résultats principaux auxquels je suis parvenu. Il me restera, pour
les faire mieux connaitre, & transcrire quelques-unes des formules
générales, ot la démonstration du théortme fondamental sur lequel
s'appuice l'inversion des intégrales d’un systéme d’équations différen-
tielles.

344.

CALGUL INTEGRAL. — Note sur l'intégration d’un systéme d’équations
differentielles et sur U'inversion de leurs intégrales.

C. R., T. XXII, p. 617 (28 septembro 1846).

Soient
Ly Yy By eaey

n + 1 variables assujelties : 1° & vérifier n équations différenticlles du
premier ordre; 2° i prendre simultanément certaines valeurs initiales,
réelles ou imaginaires,

E 0 & ... T
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Si, dans les équations différentielles données, on pose
(1) de=Xdt, dy=Vdi, ds=2Zd, ...,

on obtiendra n équations finies qui détermineront les valeurs de X,
Z, Y, ...en fonction de z, y, 3, ..., ¢; et, si des valeurs de X, ¥,
Z, ..., propres a vérifier ces équations finies, sont substituées dans
les formules (1), il suffira d’appliquer a ces formules I'intégration rec-
tiligne, en considérant ¢ comme variable indépendante, et regardant
& ¢, ..., 7 comme les valeurs initiales de @, y, 3, ..., ¢, pour ob-
tenir un systéme déterminé d’intégrales.
Soient maintenant

(2) U=o, V=o, W =o,

les n intégrales déduites des équations (1) a I'aide d’une intégration
rectiligne ou méme curviligne relative 2 une variable quelconque.
Supposons d’ailleurs que, les valeurs initiales §, 0, §, ..., © des va-
riables x, y, 5, ..., t demeurant les mémes, on veuille obtenirles
intégrales que fournirait une intégration rectiligne relative a la va-

riable z. Si I'on pose, dans les formules (2),
x—E=rerVT,

r désignant le module et p 'argument de la différence x — &, ces for-
mules détermineront, pour une valeur donnée de I'argument p et
pour de trés petites valeurs du module 7, les valeurs correspondantes
des variables réelles ou imaginaires

Loy 5 ..,
considérées comme fonctions de 7. Concevons maintenant que, I’argu-
ment p demeurant invariable, on fasse croitre le module r par degrés
insensibles. Les valeurs trouvées de y, s, ..., ¢ représenteront néces-
sairement les intégrales cherchées relatives a x, tant que les for-
mules (2) permettront au module r de croitre encore, et tant que ces
formules fourniront une valeur unique et finie de chacune des va-
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riables ¢, y, 5, .... En conséquence, on peut énoncer la proposition
suivante :

TutoreMe. — Supposons les n + 1 variables
Ly Yy By ..y Ut
assujetties : 1° a verifier les n équations differentielles
(1) dx == X dt, dy = Y dt, ds —=Zdt, el
2° & prendre simultanément les valeurs initiales, réelles ou imaginaires

Eo Ny C; ceey Ty
el sotent

(2) U=o, V=o, W =o,

des intégrales qui satisfassent a cette double condition. On pourra, des
intégrales (2), déduire celles que fournirait une intégration rectiligne
relative & x, Jusqu’au moment ou le module primitivement nul et croissant
de la difference x — & deviendra, pour la premicre fois, un maximum, si
dans 'intervalle les intégrales (2) fournissent pour chacune des variables
t, ¥, %, ... une valeur unique et finie qui varie avec r par degres insen-
stbles, ou bien encore jusqu’au moment ot cette dernicre condition cessera
d’ltre remplic. Observons d’ailleurs que, dans la recherche du module
maximum de la différence x — §, 'argument de cette différence devra

étre considere comme constant.

En s’appuyant sur le théoreme que nous venons d’énoncer, on
pourra, des intégrales relatives & une variable quelconque, par exemple
des intégrales relatives a ¢, déduire les intégrales relatives a o, pour
une valeur donnée de I'argument p, au moins tant que le module r
ne dépassera pas une certaine limite supérieure. Si I'on veut ensuite
reculer cette limite, il suffira de recommencer I'opération en prenant
pour valeurs initiales de «, y, 5, ..., ¢, non plus celles qui corres-
pondent a une valeur nulle de 7, mais celles qui correspondent a la
limite trouvée, ou du moins & une valeur de r infiniment rapprochée
de cette limite. Ajoutons que, en répétant indéfiniment, s’il est néces-
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saire, de semblables opérations, on finira par obtenir, dans tous les
cas, pour unc valeur quelconque de 7, les intégrales relatives a «.

C’est, au reste, ce que j'expliquerai plus en détail dans un autre
article.

345.

CALCUL INTEGRAL. — Considerations nouvelles sur les intégrales definies qui

. & g

s’étendent a tous les points d’une courbe fermee, et sur celles qui sont
prises entre des limites imaginaires.

C. R., T. XXIII, p. 689 (12 octobro 1846).

Les théoremes généraux que j’ai donnés dans la séance du 3 aont
dernicr, en considérant les intégrales définies qui s’étendent a tous
les points d’une courbe fermée, fournissent, comme j'en ai fait la
remarque, la solution d’un grand nombre de questions importantes
de Calcul infinitésimal, et méme d’Analyse algébrique. Mais, en expo-
sant ces théorémes, dont les applications sont déja si étendues, je ne
m’attendais pas a ce qu’ils fussent eux-mémes compris comme cas
particuliers dans d’autres théorémes plus généraux dont les applica-
tions s’étendaient encore beaucoup plus loin. C’est pourtant ce qui
arrive, et ceux dont je vais entretenir un instant ’Académie me parais-
sent devoir contribuer notablement aux progres de I’Analyse infinité-
simale, puisqu’ils permettent d’établir avec la plus grande facilité une
foule de propriétés remarquables des transcendantes représentées par
les intégrales définies, et, par conséquent, d’'une multitude de fonc-
tions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques
et les transcendantes abéliennes. La bienveillance avec laquelle les
géométres ont accueilli les résultats de mes précédents travaux sur
cette matiere me fait espérer que I’Académie me permettra d’entrer,
a ce sujet, dans quelques détails.

Jusqu'ici, en considérant les intégrales définies qui se rapportent

OFuvres de C. — S. 1, t. X. 20
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aux divers points d’'une courbe fermée décrite par un point mobile
dont les coordonnées rectangulaires représentent la partie réelle d’une
variable imaginaire z et le coefficient de /—1 dans cette variable,
j’avais supposé que, dans chaque intégrale, la fonction sous le signe./n
reprenait précisément la méme valeur lorsque, aprés avoir parcom:u
la courbe entiére, on revenait au point de départ. Mais rien n’empéche
d’'admettre que, dans une telle intégrale, la fonction sous le signe[.
assujettie, si I'on veut, i varier avec z par degrés insensibles, acquiert
néanmoins des valeurs diverses a diverses époques ot la valeur de
redevient la méme. C'est ce qui arrivera, en particulier, si la fonction
sous le sigm;f, assujettie & varier par degrés inscnsibles avec la posi-
tion du point mobile que 1’on considere, renferme des racines d’équa-
tions algébriques ou transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt
plusicurs fois de suite unc méme courbe, les racines comprises dans
la fonction dont il s’agit pourront varier avee le nombre des révolu-
tions qui raméneront le point mobile & sa position primitive O, de
telle sorte qu'une racine d’une équation donnée pourra se trouver
remplacée, aprés une révolution accomplie, par une autre racine de la
méme équation. Par suite, la fonction sous le signe f, que I'on doit
supposer complétement déterminée au moment du départ, pourra étre
remplacée, aprés une ou plusieurs révolutions, par des fonctions nou-
velles. Alors aussi le nombre des révolutions pourra exercer une in-
fluence marquée sur la valeur de I'intégrale définic obtenue, et cette
intégrale sera généralement elle-méme unc fonction de la variable 2
qui, variant avec @ par degrés insensibles, pourra néanmoins, a di-
verses époques, acquérir diverses valeurs correspondantes i une seule
et méme valeur de @. Il y a plus : si la courbe que I'on considére est
formée d’unc infinité de branches qui viennent toutes se couper au
méme point O, et si, dans ces diverses révolutions, le point mobile
parcourt successivement ces diverses branches, les diverses valeurs
de lintégrale, correspondantes & une méme valeur de @, pourront
étre en nombre infini; et, par suite, si le nombre des révolutions reste
illimité, la valeur de I'intégrale sera, dans certains cas, complétement
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indéterminée. Mais cela n’empéchera pas 'intégrale d’acquérir, aprés
une seule révolution du point mobile, une valeur déterminée; et ce
qui mérite d’étre remarqué, c’est que cette valeur sera, pour I'ordi-
naire, dépendante de la position du point mobile et indépendantc,
sous certaines conditions, de la forme de la courbe. En effet, si cette
forme vient & varier par degrés insensibles, la valeur de I'intégrate ne
sera point altérée, pourvu que la fonction sous le signe j reste finie
et continue en chacun des points successivement occupés par la
courbe variable. Cette proposition, qui subsiste dans le cas méme ou
Pon remplace la courbe donnée par un polygone, permet de transfor-
mer les intégrales qui correspondent & des courbes quelconques, fer-
mées ou non fermées, en d’autres intégrales correspondantes i des
lignes droites. Elle permet aussi de reconnaitre dans quels cas les
théoremes relatifs & la décomposition des intégrales prises entre des
limites réelles peuvent étre étendues aux intégrales prises entre des
limites imaginaires. Enfin, elle permet de reconnaitre sans peine la
nature des fonctions inverses de celles qui représentent des intégrales
définies données, ou plutot des fonctions que les géomeétres ont dési-
gnées sous ce nom, et qui ne sont, en réalité, que des intégrales
d’¢quations différenticlles. Dans le cas o ces fonctions sont pério-
diques, on peut, i I'aide de la proposition énoncée, calculer facilement
ce que I'on nomme leurs indices de périodicité, ainsi que les diverses
valeurs de la variable qui rendent ces fonctions nulles ou infinies. Ces
valeurs étant une fois connues, si les fonctions dont il s’agit ne de-
viennent discontinues qu’en devenant infinies, alors, pour les décom-
poser en fractions rationnelles, ou pour les transformer en produits
composés d'un nombre infini de facteurs, il suffira ordinairement de
recourir aux regles que fournit le calcul des résidus, telles que je les
ai données dans le second et le quatriéme Volume des Exercices de Ma-
thématiques (').

(') OEures de Cauchy, S. 11, T. VII et IX.
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ANALYSE.

La position d'un point mobile P étant déterminée dans un plan, &
I'aide de coordonnées rectilignes ou polaires, ou de toute autre na-
ture, concevons que l'on trace, dans ce plan, une courbe fermée, et
nommons s:l'arc de cette courbe mesuré positivement dans un sens
déterminé A partir d’unc certaine position initiale O du point mo-
bile P. Soient d'ailleurs u, ¢, w, ... des variables qui changent de
valeurs d’une maniére continue avec la position du point mobile, et,
en faisant coincider ce point avec 'extrémité de I'arc s, prenons

(1) k=Udu~+Vdo +Wdw+...,

U, V, W, ... étant des fonctions de «, ¢, w, ... tellement choisies, que
la somme Udu+ Vdo+ Wdw +... soit une différenticlle exacte..
Enfin, nommons ¢ le contour ou périmétre de la courbe fermée, et
S I'aire qu’enveloppe cette courbe; désignons par (S) la valeur qu'ac-
quiert U'intégrale /‘ICIIS lorsque le point mobile P, ayant parcouru le
contour enticr ¢ de I'aire S, revient i sa position primitive; et conce-
vons que I'on fasse varier la surface S, en modifiant par degrés insen-
sibles la forme de la courbe qui Tenveloppe sans que cette courbe
cesse de passer par le point O. D’aprés ce qui a été dit dans les séances
du 3 aott et du 21 septembre, les variations de la surface S et de son
enveloppe n’altéreront pas la valeur de I'intégrale (8), sila fonction
de.u, v, w, ..., représentée par la lettre £, reste finie et continue en
chacun des points successivement occupés par la courbe variable.
D’ailleurs, cette condition étant supposée remplie, la fonction £ peut,
au moment oi le point mobile P revient & sa position primitive, ou
reprendre sa valeur initiale, ou acquérir une valeur nouvelle. Nous
allons examiner successivement ces deux cas, trés distincts I'un de
Pautre, et indiquer en peu de mots les résultats dignes de remarque
auxquels on se trouve conduit par cet examen.

Soit 00°0”... la courbe décrite par le point mobile P. Si la fonc-
tion £ reprend la méme valeur au moment ot le point P revient i sa
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ﬁosition primitive O, alors la valeur K de I'intégrale (S) sera indépen-
dante de cette position primitivement assignée au point mobile sur la
courbe qu’il décrit; et si, en partant de la position O, le point mobile
parcourt une, deux, trois fois, etc. de suite le contour entier de
Iaire (S), l’intégraleflc ds acquerra successivement les valeurs

K, 2K, 3K,

Si, d’ailleurs, on pose

(2) ¢-;f' k ds,
0

k et ¢ seront des fonctions de la variable s, liées & cette variable de
telle maniére que, aux accroissements

& 26 3¢
de la variable s, correspondront les accroissements
K, 2K, 3K,

de la variable ¢, la fonction % restant invariable.
Prenons maintenant, pour fixer les idées,

(3) k= f(x)D;z,
x ¢tant une variable imaginaire, liée par I'équation
%) .L‘::;'ot—i—s\/—»—-—:

i deux variables réclles «, €, considérées comme propres a représenter
les coordonnées rectangulaires du point mobile P. La formule (2) sera
réduite & '

(5) t:fsf(x)D,xds.

Si, d’ailleurs, la fonction f(x) ne devient discontinue qu'en devenant
infinie pour certains points isolés C, €', C”, ... situés dans l'intéricur
de P'aire ¢, et si & chacune des valeurs de 2 qui rendent /() infinie
correspond un résidu déterminé, si.enfin I'arc s se mesure positive-
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ment dans un sens tel que le point P ait autour de la surface S un
mouvement de rotation direct, alors, d’apres ce qui a été dit dans la
séance du 21 septembre, on aura

(6) K=any=15 (f(2))

la somme qu'indique le signe f s’étendant anx seules racines de

9, . 1 . N . . ) .
I’équation 7z =© qui correspondront i des points situés dans I'in-

térieur de 'aire S. Donc, si 'on nomme

1, r, r,

les valeurs diverses du produit 2ny—1J (f()), correspondantes

aux divers points isolés C, €', C’, ..., la valeur de K sera de la forme
(7) K=I4+I'+I"+...,

le nombre des termes compris dans le second membre étant précisé-
ment égal au nombre des points isolés qui seront renfermés dans I'in-
térieur de I'aire S. Si ce dernier nombre se réduit a 'unité, on aura
simplement K = 1.

Ainsi que nous I'avons remarqué dans la séance du 3 aout, la
courbe 00'0"... pourrait étre remplacée par un polygone curviligne
ou méme rectiligne. Considérons, en particulier, la derniére hypo-
thése, et nommons O, 0, 0, ... les sommets du polygone supposé
rectiligne. Soient d’ailleurs a, b, ¢, ..., g, 4 les valeurs réclles ou ima-
ginaires de @ qui correspondent & ces sommets; et, afin de ne laisser
subsister aucune incertitude sur le sens attaché a la notation

f“ ) de

dans le cas ol les limites a, b deviennent imaginaires, concevons que
I'on se serve toujours de cette notation pour désigner le résultat de
I'intégration rectiligne appliquée & la différentielle f(x)dz. Alors,
comme on le reconnaitra sans peine, si I'on fait coincider successive-
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ment le point mobile P avec les points 07, 07, ..., la valeur de I'inté-
grale ¢, déterminée par la formule (5), sera représentée, dans le pre-
mier cas, par le premier terme de la suite

[bf(x)dx, fhcf(x)dw, j:‘f(x)d.v,‘ fh"f(z)dm;

dans le second cas, par la somme des deux premiers termes; dans le
troisidme cas, par la somme des trois premicrs termes, etc.; et, lorsque
le point mobile P sera revenu & sa position primitive O, la somme
totale des termes de cette suite représentera la valeur de I'intégrale

(8) f;f(.z')D,a:ds:K,

en sorte qu’on aura

b ¢ ; h «
(9) [f(x)dx4—[f(x)dx+...+£f(x)dx+£f(x)dx:K.

Si, pour fixer les idées, on réduit le polygone  un triangle, on trou-

vera

b c a
r) d. dx + dr = K;
(10) [ 1@z [ p@rde [ )de
et, comme on aura généralement
(11) ff(m)dx::—f f(z)dez,
I'équation (10) donnera encore
c b c
dz = d. dz — K.
(12) [ o= [ p@rdes [ simdo
Pour que I'équation (12) se réduise & la formule
c b ¢
3 dzr = d. x)dz,
(13) [ r@dz=[ p@rde+ [ fards

il sera nécessaire que K s’évanouisse, c’est-d-dire que I'aire S ne ren-
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ferme aucun point isolé correspondant aun résidu qui'différe de zéro.
Par conséquent, I'équation (13) et autres semblables, qui subsistent
généralement quand il s'agit d'intégrales prises entre des limites
réelles, ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas
ot les limites des intégrales deviennent imaginaires.

Pour montrer une application trés simple des formules qui pré-
cedent, posons f(x) = é Alors on trouvera §, (/(x)) =1. Donc, en

vertu des formules (12), (13), on aura

fd.r f'!f-_fd_’_zm/—r
fd—x—fdz'f e,

suivant que l'origine des coordonnées sera située en dedans ou en
dehors du triangle dont les sommets correspondront aux trois points
a, b, c; cc qu’on peut aisément vérifier en ayant égard a la formule

ou

b

[ da m.|< )

: . " b o oo
qui subsiste, quels que soient @ et b, lorsque — n’est pas réel et né-
gatif.

Concevons A présent que I'on différentie 'équation (5) : on obtien-
dra I’équation différentielle

(1) : dt= f(z)dr

entre les deux variables z, ¢. Soient £, ¢ deux valeurs particuliéres et
correspondantes attribuées i ces deux variables. Si ces valeurs, étant
finies, produisent une valeur finie de la fonction f(z), alors, en pre-
nant &, 7 pour valeurs initiales de z, ¢, et faisant varier z dans le voi-
sinage de la valeur initiale £, on verra, en vertu de I'équation (14),
¢ varier avec & et f(z) par degrés insensibles. Alors aussi, tant que le
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module de la différence  — & ne dépassera pas une certaine limite
supérieure, la valeur de ¢ qui, se réduisant 4 7 pour z = E, aura la
double propriété de varier avec « par degrés insensibles et de vérifier
I'équation (14), sera une valeur unique qui pourra étre également
fournie par I'intégration rectiligne ou curviligne. Si, pour fixer les
idées, on pose 7 = o et £ = a, en sorte que la valeur initiale de z soit
précisément celle qui correspond au point O; si, d’ailleurs, on nomme
x la valeur de @ correspondante 2 celui des points isolés C, C', C”, ...
qui est le plus voisin du point O; alors, ¢n supposant x choisi de ma-
niere que le module de & — a reste inférieur a celui de x — a, on
pourra déterminer la valeur de ¢ qui doit se réduire a zéro pour z =a,
non sculement a I'aide de la formule (5), que fournira une intégration
curviligne, mais ercore a 'aide de la formule

(15) t-_;f“f(.z')(l.z.',

a laquelle on arrive quand 'intégration devient rectiligne. Supposons
maintenant que, en opérant comme on vient de le dire, on passe non
seulement des valeurs initiales &, = & des valeurs trés voisines, mais
encore de celles-ci & d’autres qui en different trés peu, ete. En con-
tinuant de la sorte, et en donnant la plus grande extension possible
aux résultats ainsi produits par la variation de «, on obtiendra une
infinité de systémes de valeurs des variables «, ¢, et la valeur dc len
x sera déterminée par une formule ou par un systeme de formules
dont chacune fournira pour valeur de ¢ une fonction continue de la
variable @. Le systeme de ces formules est ce que nous appellerons
I'intégrale compléte de I'équation (14); une scule d’entre elles repré-
sente ce que nous avons appelé I'intégrale relative a x, puisque, cn
vertu de cette derniére intégrale, ¢ doit, nen seulement varier avec x
par degrés insensibles, mais encore acquérir une valeur unique pour
chaque valeur donnée de 2. Au contraire, en vertu de I'intégrale com-
pléte, ¢ sera généralement une fonction multiple de la variable .
Ajoutons que I'intégrale complete, correspondante a des valeurs ini-
OFuvresde C. — S. 1, t. X. 21
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tiales données de z, ¢, ne sera point modifiée si I'on prend pour va-
riable indépendante x, au lieu de ¢, en considérant I'équation (14)
comme propre & déterminer, non plus ¢ en fonction de x, mais x en
fonction de ¢.

La fonction f(z) étant donnée, il sera facile de trouver les diverses
valeurs de ¢ qui, en vertu de I'intégrale compléte, correspondront &
unce méme valeur de . Concevons, pour fixer les idées, que, en pre-
nant o et a pour valeurs initiales de ¢ et de «, on veuille calculer les
diverses valeurs de ¢ correspondantes i la valeur a de z, c’est-a-dire
au point O. Il suffira, pour y parvenir, de ramener une ou plusicurs
fois le point mobile P & sa position primitive O, aprés lui avoir fait
décrire chaque fois une courbe fermée qui enveloppe un ou plusicurs
des points isolés C, ¢, C”, ...; et, comme, 2 chacune des révolutions
du point P, la valeur de ¢ se trouvera augmentée de la somme de plu-

sieurs des termes
1, r, I,

ou d'une telle somme prise en signe contraire, suivant que le point P
aura tourné dans un sens ou dans un autre autour de la courbe qu’il
aura décrite, les diverses valeurs de ¢, correspondantes a la valeur a
de z, seront évidemment comprises dans la formule

(16) t=xmltm'l'=m"I"*=...,

m, m', m’, ... étant des nombres entiers quelconques. Par suite aussi,
a une valeur quelconque de @ correspondront diverses valeurs de ¢
que I'on obtiendra en ajoutant i 'une quelconque d'entre elles toutes
celles que fournit I'équation (16).

Les constantes réelles ou imaginaires, désignées dans la formule (16)
par les lettres 1, I, I, ..., représentent ce qu’on appelle les indices de
periodicité de @ considéré comme fonction de ¢. Si, dans ces indices de
périodicité, les parties réelles et les coefficients de y— 1 n’offrent pas
des valeurs numériques dont les rapports soient cntiers ou rationnels,
alors, dans ¢ considéré comme fonction de x, en vertu de U'intégrale
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complete de I'équation (14), la partie réelle ou le coefficient de y—1
sera une quantité absolument indéterminée. Mais on ne pourra plus
en dire autant de I'intégrale relative & = qui offrira, pour chaque
valeur donnée de , une valeur unique et déterminée de ¢, ni de
Pintégrale relative ¢, qui offrira, pour chaque valeur donnée de ¢,
une valeur unique et déterminée de .

Il importe de voir dans quels cas 'intégrale compléte de I'équa-
tion (14) se réduit, soit 4 l'intégrale relative a2, soit A I'intégrale
relative & «. Ce probleme est facile & résoudre, d’apres les principes
que nous venons d’établir. Ainsi, en premier licu, pour que l'inté-
grale compléte ne differe pas de l'intégrale relative i @, il sera néces-
saire ct il suffira qu'a chaque valeur finie de « corresponde généra-
lement, en vertu de I'intégrale complete, une scule valeur de ¢; par
conséquent, il sera nécessaire et il suffira que la valeur de ¢ fournice
par I'équation (16) s’évanouisse, quelles que soient les valeurs attri-
buées aux nombres entiers m, m’, m’, .... C’est ce qui arrivera si
chacune des constantes 7, I', I”, ... s’évanouit, ou, en d’autres
termes, si chacun des résidus partiels de la fonction f() sc réduit
i zéro.

En second lieu, pour que I'intégrale complite de I'équation (14)
ne differe pas de son intégrale relative a ¢, il sera nécessaire et il suf-
fira qu'a chaque valeur finie de ¢ corresponde, en vertu de I'inté-
grale complete, une scule valeur de . Or ¢’est ce qui arrivera géné-
ralement quand on se placera dans lo voisinage d’une valeur de ¢ qui

produira une valeur finie de x ct de j( 7@ si, comme nous I'avons

supposé, la fonction f(x) est du nombro de celles qui ne deviennent
discontinues qu’en devenant infinies. D’ailleurs, comme on peut le
démontrer, la valeur de z fournie par I'intégrale compléte sera dis-
continue dans le voisinage de toute valeur de ¢ qui rendra z infinie,

g

dans le voisinage de la valeur zéro de cette méme variable. Donc l'in-

si le rapport ——— n’est pas une fonction continue de la variable
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tégrale compléte ne différera pas de I'intégrale relative i ¢, si des deux
rapports

....‘ x*
f(z)’ !
Nz
le premier est une fonction toujours continue de z, et le second une

fonction de 2 qui reste continue dans le voisinage de la valeur o attri-

buée a la variable x. Ces conditions seront remplies, par exemple si

1 ' e .
Pon pose f(z) = 7> ou, plus généralement, si 'on prend pour

1 . . P ’
—— une fonction de z, linéaire ou du second degré.

J(x)

Observons encore que, dans le cas ol I'intégrale compléte ne différe
pas de I'intégrale relative i ¢, la valeur de « fournie par cette intégrale
est nécessairement une fonction de ¢ qui ne devient discontinue qu’en
devenant infinie. Cette circonstance permet ordinairement de trans-
former la fonction dont il s’agit, a I'aide des formules que donne le
Calcul des résidus, ct de la décomposer en fractions rationnelles, ou
bien encore de la représenter par une fraction dont chaque terme est

le produit d’'un nombre infini de facteurs.

Retournons maintenant i la formule (2); mais supposons que, au
moment ot le point mobile P revient a sa position primitive, la fonc-
tion £, placée sous le signe f, acquiere une valeur nouvelle. Suppo-
sons d'ailleurs cette fonction £ toujours assujettie a varier avec x par
degrés insensibles. La valeur K de I'intégrale (S) ne sera plus indé-
pendante de la position O primitivement assignée au point mobile sur
la courbe qu'il décrit. 11y a plus : comme, d’apres une révolution du
point mobile, la fonction K aura changé de valeur, si I'on nomme

K, K+ K, K+ K+ K,

les valeurs successives qu’acquerra I'intégrale

s
t::.f k ds
o

quand le point mobile P, aprés avoir effectué une, deux, trois, ... révo-
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lutions dans la courbe qu’il décrit, reprendra sa position primitive, les
valeurs de KX, K, K,, ..., évidemment déterminées par les formules

¢ _ 2 36
(17) K::f kds, K,::f kds, K= kds, ...,

0 3 2
ne seront pas généralement égales entre elles. Néanmoins, si, aprés
un certain nombre de révolutions du point mobile, la fonction £
reprend la valeur qu’elle avait d’abord, & partir de cet instant les

termes de la série
K, K, K,

se reproduiront périodiquement dans le méme ordre, quelle que soit
.d’ailleurs la position initiale O du point mobile P. Donc alors, en vertu
de 'intégrale complete de équation (14), = sera une fonction pério-
dique de ¢. Quant aux indices de périodicité, ils ne seront plus géné-
ralement représentés par des résidus, mais par des intégrales définies
qui pourront se déduire du théoreme énoncé au commencement de
cet article; savoir, que, si la courbe enveloppe de la surface S vient &
varier sans cesser de passer par le point O, I'intégrale (S) ne variera
pas, pourvu que la fonction £ reste finie et continue en chacun des
points successivement occupés par la courbe variable.

Les principes que nous venons d’établir sont particuli¢rement
applicables au cas ou, dans l'intégrale (2), la fonction sous le
signe / renferme des racines d’équations algébriques ou transcen-
dantes. Supposons, pour fixer les idées, £ déterminé en fonction
de x par I'équation (3) jointe aux deux suivantes :

(18) S(z)="M(z,y),
(19) F(x’y)*":o’

dans lesquelles f(x, y), F(a, y) désignent des fonctions toujours con-
tinues de , y. Si I'on nomme

Yis Y YV e

les diverses valeurs de y tirées de I'équation (19), les valeurs corres-
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pondantes de f(), savoir
(20) f(‘r:)’l)o f(‘z»J'!)- f(-’”,}'a)v ooy

scront ordinairement des fonctions qui éprouveront des changements
brusques, pour des valeurs de x correspondantes, non plus a des
points isolés, mais a tous les points situés sur certaines portions de
lignes droites ou courbes. Or cet inconvénient sera évité si, au licu
de prendre pour /() un terme de la série (20), on considére, dans
I'équation (18), y comme une fonction de x assujettie : 1° a vérifier
Péquation (19); 2° i varier avec z par degrés inscnsibles, ct si d’ail-
leurs on suppose connues les valeurs initiales &, v de z et de y cor-
respondantes a la valeur initiale = de la variable ¢. Alors les seules
valeurs de « qui rendront la fonction £ discontinue seront celles qui
la rendront infinie. Alors aussi la considération de ces valeurs de x
et des points isolés qui leur correspondent fera connaitre la nature
de la fonction de ¢ qui devra représenter z, en vertu de I'intégrale
complete de I'équation (14), et permettra de transformer cn inté-
grales définies rectilignes, par conséquent en intégrales définies
relatives & x, les valeurs de X, K, K, ... fournics par les équa-
tions (17).

Ce que je viens de dire fournit, si je ne me trompe, la solution com-
pléte des graves difficultés que présente la théorie des fonctions ellip-
tiques, considérée comme une branche du Caleul infinitésimal, ou
bien encore la théorie des intégrales abéliennes; ct, en faisant dis-
paraitre ces difficultés que M. Eisenstein a trés bien signalées dans
le tome XXVII du Journal de M. Crelle (voir aussi le tome X du
Journal de Mathématiques, publi¢ par M. Liouville), les principes
ci-dessus exposés rectifient des notions erronées jusqu'’ici trop faci-
lement admises par les géometres. On voit que la fonction de ¢,
improprement appelée la fonction inverse de I'intégrale (15), est en
réalité la valeur de = fournie par I'intégrale compléte de I'¢qua-
tion (14), ct que I'on peut déduire de la formule (5) la nature et
les propriétés de cette méme fonction, ses divers indices de périodi-



‘EXTRAIT Ne 343, ' 167

cité si elle est périodique, etc. On voit encore que, si la fonction f(x)
renferme des racines d’équations algébriques ou transcendantes, si
'on a, par exemple, f(x)=f(,y), y étant 'une des racines y,,
Y ... de I'équation (19), on devra soigneusement distinguer I'inté-
grale obtenue dans le cas ol la racine y serait toujours la méme de
I'intégrale obtenue dans le cas oui I'on assujettirait f(z, y) a varier
avec x par degrés insensibles. On peut aisément vérifier la justesse
de ces conclusions en particularisant la forme des fonctions repré-
sentées par f(x), f(x,y) et F(x,y) dans les formules générales
ci-dessus établies, ainsi que je le ferai dans un autre article. Je me
bornerai, pour I'instant, & indiquer les applications trés simples que
'on peut faire de ces formules aux deux exemples suivants.
Ce qu'on a nommé I'inverse de I'intégrale définic

‘_f i

n’ecst méme pas la valeur de z tirée de 'intégrale complite de I'équa-

tion différentielle .
de=\1— z*dl,

mais la valeur de  que fournira l'intégrale complite de I'équation

différenticlle
dx = Y de,

si 'on assujettit la nouvelle variable y : 1° & vérifier 'équation finie
Zr4 yrooag

2° & varier avec @ par degrés insensibles, et si I'on assujettit, de plus,
@, y, t a prendre simultanément les valeurs initiales

x = o, y=i, t—=o.

Ce qu’on a nommé la fonction inverse de 'intégrale

= dr .
-"»/o‘ V(t—a?) (l—k’x’),
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* étant réel et <1, n’est méme pas la valeur de « tirée de 'intégrale
compléte de I'équation différentielle

dxr =\/(1 — a?) (1— k*z?) dt,

mais la valeur de # que fournira I'intégrale complete de I'équation
différentielle

dxz = ydt,
si 'on assujettit la variable y : 1° & vérifier I’équation finie

yioz (11— 22) (1 — ko)

2° & varier avec- par degrés insensibles, et si I'on assujettit, de plus,
x, y, ¢t 4 prendre simultanément les valeurs initiales

r—=o, y=i, t=o.

Dans ces deux exemples, il résulte de la forme des équations diffé-
rentielles que I'intégrale complete ne différe pas de I'intégrale rela-
tive a .

Il est bon d’observer qu’a la formule (19) on pourrait substituer
une équation différenticlle entre et y. Ainsi, en particulier, on
pourrait, dans le premier exemple, substituer a ’équation finie

x4 yr=1
I'équation différentielle
zdx + ydy =o,
ou, ce qui revient au méme, assujettir z, y, ¢ a vérifier les deux équa-
tions différentielles
dx =ydt, dy = — z dt.

Observons enfin que, en suivant les regles ci-dessus tracées, on a
généralement I'avantage d’opérer sur des équations différenticlles qui
ne renferment plus de fonctions irrationnelles, ni de radicaux.
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346.

CALcuL INTEGRAL. — Mémoire sur la continuité des fonctions qui repre-
sentent les intégrales réelles ou imaginaires d’un systeme d’équations

differentielles.
C. R., T. XXII, p. 702 (12 octobre 1846).

Un grand nombre de formules relatives & la transformation des
fonctions, par exemple celles qui servent a les développer en séries
ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables, subsistent
sous la condition que les fonctions restent continues. Il importait done
d’examiner sous le rapport de la continuité les fonctions qui repré-
sentent les intégrales d’un systéme d’équations différentielles. Tel est
I'objet du présent Mémoire.

Pour qu’une fonction donnée de la variable « reste continue dans le
voisinage d’ane valeur réelle ou imaginaire attribuée i cette variable,
il est nécessaire et il suffit : 1° que, dans ce voisinage, la fonction
obtienne, pour chaque valeur de «, une valeur unique et finie; 2° que
la fonction varie avec @ par degrés insensibles. La seconde condition
peut d’ailleurs étre remplie sans que la premiere le soit, et alors la
fonction ql‘lc 'on considere est une fonction multiple dont les diverses
valeurs peuvent étre considérées comme représentant diverses fonc-
tions continues de la variable @. C’est en particulier ce qui arrive,
conformément a ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, si la
dérivée de la fonction donnée devient infinie pour certaines valeurs
de @, ou si cette dérivée renferme des racines d’¢équations algébriques
ou transcendantes qui soient assujetties 4 varier par degrés insen-
sibles avec la valeur de .

\Considérons maintenant un systéme de » équations différentielles
du premier ordre qui renferment, avec une variable indépendante ¢,
n variables indépendantes , y, 5, ... assujctties i prendre certaines
valeurs initiales %, v, {, ... pour une certaine valeur = de la variable ¢.

Supposons d’ailleurs que, dans la variable ¢, la partie réelle et le coef-
OFKuyres de C. — S. 1, t. X. 32
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. ’

ficient de y— 1 soient regardés comme propres a représenter les
coordonnées rectangulaires d’un point P, mobile dans un plan hori-
zontal. Enfin soit O la position du point P correspondante a la valeur
initiale © de la variable indépendante. Si les fonctions X, ¥, Z, ...
dez, y, 3, ..., ¢, auxquelles se réduisent, en vertu des équations dif-
férentielles données, les dérivées des variables @, y, 3, ..., prises par
rapport a ¢, restent finies et continues dans le voisinage de la valeur ©
de ¢, alors, en s’appuyant sur les principes exposés dans mon Mémoire
de 1835 ('), on reconnaitra, non seulement que, en vertu des équa-
tions différenticlles données, on peut passer du systéme des valeurs
initiales des variables & un nouveau systéme qui corresponde i un
nouveau point O trés voisin du point O, mais encore que les inté-
grales ainsi obtenucs seront indépendantes, du moins entre certaines
limites, du mode d’intégration employé ct méme du choix de la
variable indépendante. Concevons, d’ailleurs, que, en opérant de la
méme maniére, on passe du systéme des valeurs de % y, 3, ..., ¢
correspondantes au point O, & un nouveau systéme de valeurs qui
correspondent & un nouveau point 0” tres voisin de 0', et continuons
de la sorte. Les points O, 0’, 0”, ... auxquels on parviendra succes-
sivement se trouveront sur une certaine ligne droite ou courbe, et, si
I'on nomme P un point mobile qui prenne successivement les diverses
positions O, O’, 0%, ..., les valeurs de z, y, s varicront avec ¢ par
degrés insensibles, tandis que le point mobile P se mouvra sur la
courbe 00’0"..., pourvu que, en chaque point de cette courbe, les
variables x, y, 5, ... acquitrent des valeurs finies, dans le voisinage
desquelles les fonctions X, ¥, Z, ... restent elles-mémes finies et con-
tinues. On pourra d’ailleurs supposer que la courhe 00°0”. .. se pro-
longe indéfiniment dans le plan horizontal quj la renferme, et rien
n’empéchera d’admettre qu’elle est du nombre des courbes qui se
coupent elles-mémes en un ou plusieurs points. Les formules qui
fourniront fous les systemes de valeurs des variables auxquelles on

(1) OEuvres de Caucky, 8. 11, T, XI.
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pourra ainsi parvenir en partant de valeurs initiales données, quelles
que soient d’ailleurs la nature et la forme de la courbe 00’0"... indé-
finiment prolongée, représenteront ce que nous nommerons les inte-
grales completes des équations différenticlles proposées. Ces intégrales
seront généralement indépendantes du mode d’intégration adopté, et
méme du choix de la variable par rapport i laquelle on intégrera. De
plus, comme, dans le cas olt la courbe 00°0"... se coupe elle-méme,
le point P, en reprenant deux ou plusieurs fois la méme position,
peut correspondre chaque fois & un nouveau systtme de valeurs des
variables dépendantes z, y, 5, ..., il est clair que, en vertu des
intégrales completes d'un systeme d’équations différenticlles, les
valeurs des variables dépendantes seront des fonctions multiples
de ¢, du genre de celles qui se trouvent représentées par des inté-
grales dont les dérivées renferment des racines d’équations algé-
briques ou transcendantes. Effectivement ces valeurs de @, y, 5, ...
pourront étre regardées comme des intégrales définies, relatives a des
arcs de courbes tracées dans le plan qui renferme le point mobile,
et, a ce titre, ainsi que nous I'expliquerons dans un prochain article,
elles jouiront des propriétés des fonctions que nous avons considérces
dans le précédent Mémoire.

34T.

CALCUL INTEGRAL. — Meémoire sur les diverses espéces d’intégrales
d’un systéme d’équations différentielles.

C. R., T. XXIII, p. 729 (19 octobre 1846).

Considérons n + 1 variables x, y, 5, ..., {, ¢t supposons que ces
variables doivent, non sculement vérifier 2 équations différenticlles
du premier ordre, mais encorc prendre simultanément certaines
valeurs initiales. En appliquant aux équations différentielles données



172 COMPTES RENDUS DE L'’ACADEMIE.

Pintégration vectiligne ou curviligne, on pourra passer du systéme
de valeurs initiales de @, y, 5, ..., ¢ & un second systeme de valeurs
nouvelles, trés voisines des premieres, puis de ce second systeme a
un troisiéme, .... Si, en continuant de la sorte, on donne aux inté-
grales obtenues la plus grande extension possible, elles deviendront
ce que nous avons appelé les intégrales complétes des équations diffé-
renticlles données. Ces intégrales complites varient ct se modifient,
quand on vient & changer le systtme des valeurs initiales attribuées
aux diverses variables; mais elles restent les mémes, quel que soit le
mode d’intégration adopté, et quelle que soit la variable que I'on con-
sidere comme indépendante. En général, elles ne coincident qu’entre
certaines limites avec ce que nous avons appelé les intégrales relatives
@ Uune des variables considérée comme indépendante; et, tandis que
les intégrales relatives & ¢, par exemple quand elles sont le produit
d'unc intégration rectiligne, fournissent, pour une valeur donnée
de ¢, une valeur unique de chacune des variables «, y, 5, ..., les
intégrales complétes, au contraire, résolues par rapport a ces der-
ni¢res variables, en fournissent communément des valeurs multiples.
Sous peine d’introduire une étrange confusion dans I'Analyse infini-
tésimale, il importe de bien distinguer ces deux espéces d’intégrales,
ainsi que les intégrales relatives a diverses variables indépendantes;
et ¢’est pour n’avoir pas fait cette distinction que, dans I’Analyse
transcendante, les géométres sont parvenus tres souvent a des for-
mules qui ne s’accordent point avec celles qu’ils avaient prises pour
point de départ. Les difficultés qui en résultent deviennent surtout
sensibles quand on considere des équations différentielles dans les-
quelles les variables sont séparées, ce qui permet d’effectuer inté-
gration a 'aide d'intégrales définies. C’est particulierement ce qui
arrive dans la théorie des fonctions elliptiques et des intégrales
abéliennes, quand on envisage cette théorie comme une branche du
Calcul intégral; et, comme I'a trés judicieusement observé M. Eisen-
stein dans un Mémoire que renferme le Journal de M. Liouville, on
est alors conduit & des conclusions qui sont en contradiction mani-
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feste avee les définitions que I'on a posées. Ainsi, par exemple, dans
la théorie des fonctions elliptiques, on commence par définir le sinus
de 'amplitude d’une variable ¢ comme la fonction inverse d’une cer-
taine intégrale définic relative & &; puis on prouve ensuite que cette
fonction inverse  est périodique, et méme doublement périodique; et
cette proposition contredit la définition adoptée, puisqu’il est impos-
sible d'admettre qu'unc intégrale définie, dont la valeur est unique,
offre néanmoins une infinité de valeurs distinctes. Pour éviter de se
trouver en présence de semblables difficultés, M. Eifenstein a pro-
posé de fonder, comme je I'ai fait moi-méme en 1843, la théoric des
fonctions elliptiques sur la considération des produits composés d’'un
nombre infini de facteurs. La principale différence qui existe entre la
marche suivie par M. Eisenstein et celle que j'avais tracée consiste
en ce qu'il prend pour point de départ, non pas les produits infinis
simples, auxquels j'avais donné le nom de factorielles géométriques,
mais les produits. infinis doubles, dans lesquels on peutl décomposer
ces produits infinis simples & I'aide des formules relatives aux fonc-
tions circulaires.

Au reste, au licu d’¢luder les difficultés de la question, je les aborde
de front dans ce nouveau Mémoire; et je prouve que I'on peut, sans
contradiction, établir la théorie des fonctions elliptiques ou méme
des transcendantes d’un ordre plus élevé sur la considération des
intégrales définies, ou plus généralement des intégrales d’un sys-
teme d’équations différenticlles. Sculement il faut alors abandonner
les définitions précédemment admises, et Teur substituer des défini-
tions nouvelles. Ainsi, par exemple, le sinus de 'amplitude d’une
variable ¢ ne sera plus la fonction inverse de lintégrale définie
ci-dessus mentionnée, ct relative i x, mais la fonction inverse d'unc
autre intégrale définie produite par une intégration curviligne; ou,
ce qui revient au méme, ce sinus sera la valeur de & que fournit I'in-
tégrale complete d’une équation différenticlle de laquelle on tire la
premiére intégrale définie, quand on cherche, non I'intégrale com-
pléte, mais I'intégrale rélative a ¢, en la déduisant de I'intégration
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rectiligne. On voit, par cet exemple, combien il importe de comparer
entre elles les diverses espéces d’intégrales qu'admet une équation
différentielle, ou un systéme de semblables équations, et surtout d’in-
diquer une méthode a I'aide de laquelle on puisse déduire les inté-
grales complétes des intégrales produites par unc intégration recti-

ligne, relative a I'unc des variables considérée comme indépendante.

On trouvera, dans mon Mémoire, des théorémes généraux qui, en

permeltant de résoudre ce probleme dans un grand nombre de cas,

me paraissent 8evoir contribuer notablement aux progres de I'Analyse

infinitésimale.

ANALYSE.

§ I — Sur les intégrales limitées d’un systéme d’équations différentielles.

Soient
Ty ¥y B, ...,
n +1 variables assujelties : 1° & vérifier n équations différentielles
du premicr ordre; 2° & varier ensemble par degrés insensibles et i

prendre simultanément certaines valeurs initiales
E’ N, :, ceey T

En considérant ¢ comme variable indépendante, on pourra présenter
les équations différentielles données sous la forme

(1) Vao=Ad, Dy=V¥, Ds=Z2 ...,

X, Y, Z, ... étant ou des fonctions explicites des variables x, y,
3, ..., &, ou, du moins, des fonctions implicites dont les valeurs
seront celles que fourniront les équations différentielles données
quand on y remplacera D, par la lettre X, D,y par la lettre ¥, ...
Si ces mémes équations fournissaient pour X, ¥, Z, ... plusicurs
systemes de valeurs distinctes, alors & chacun de ces systémes cor-
respondrait un systéme particulier d’équations différentielles repré-
sentées par les formules (7).
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Concevons maintenant que, u désignant une fonction des seules
variables z, y, s, ..., on pose

t
(2)‘ Vu::»—f(/I’Dxu—i—YD,u+ZD;u+...)dt.
T

o/

Si les fonctions X, ¥, Z, ..., u restent finics et continues par rapport
aux variables «, y, 5, ..., ¢ dans le voisinage des valeurs initiales §,
M § ..., 7, alors, comme je I'ai prouvé dans divers Mémoires, la
série

(3) u, Va, Viu,

sera convergente, du moins pour un tres petit module de la diffé-
rence ¢ — 7; ct, si I'on représente par

Ou

la somme de cette série, on aura identiquement

(4) DOu+ XD, Ou—+ VD, Ou-+...z0.

Si, d'ailleurs, @, y, 5, ..., ¢ varient simultanément de maniere i véri-
fier les formules (1), 'équation (4) donnera

(5) d®u - o;

et, en remplacant successivement u par x, par y, par s, ..., on lirera
de la formule (5)

(6) dO.r —o, ddy = o, des o,

En vertu des équations (5), les fonctions de «x, y, =, ..., tet T repré-
sentées par Oz, Oy, Oz, ... devront se réduire & des quantités con-
stantes; et, comme les valeurs initiales de O, Oy, @3 coincideront
avee les valeurs initiales de x, y, 3, ..., puisque Ou se réduit géné-
ralement au premier terme « de la série (3) pour une valeur nulle de
la différence ¢ — 7, les formules (5) donneront

(7) 0r=f Oy=n O:=f

Telles sont les équations finies auxquelles devront satisfaire, du moins
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entre certaines limites, les variables z, y, 3, ..., ¢ assujetties : 1° &
vérifier les formules (1); 2° 4 prendre simultanément les valeurs ini-
tiales &, 7, ¢, ..., 7. Dans quelques cas spéciaux, par excmple lorsque
les équations différenticlles proposées scront linéaires et a coefficients
constants, la série (3) sera toujours convergente, et par suite les for-
mules (7) s’étendront a des valeurs quelconques de 2. Mais, en général,
ces formules subsisteront seulement pour un module de la différence
t — v inférieur & une certaine limite que nous avons appris a calculer,
et, pour cette raison, nous donnerons aux formules (7) le nom d’in-
tégrales limitées.

Observons, au reste, que, en faisant usage de développements cen
séries et démontrant la convergence de ces séries a I'aide du calcul
que j'ai nommé Caleul des limites, on peut obtenir, sous diverses
formes, des intégrales limitées des équations (1). D’aprés ce qui a
éte dit, il est clair que, pour de trés petites valeurs du module de
la différence ¢ — , les valeurs de «, y, 3, ..., tirées de ces diverses
intégrales, vérifieront les équations (6) et, par conséquent, les for-
mules (7).

Observons encore que, en vertu des principes établis dans le
Mémoire Sur la nature et les proprietés des racines d’une équation
qui renferme un parameétre variable, les formules (7), résolues par
rapport aux variables x, y, 5, ..., fourniront, pour chacune de ces
variables, unc valeur unique, du moins quand le module de la dif-
ference ¢ — 7 ne dépassera pas unce certaine limite supérieure. En
conséquence, on peut énoncer la proi)osition suivante :

TutortME. — Considérons n + 1 variables z, y, 5, ..., t assujetlies :
1° a verifier n équations différentielles du premier ordre; 2° a varier
cnsemble par degrés insensibles et a prendre simultanément certaines
valears initiales &, 1, ¢, ..., ©. Si les fonctions déterminées X, Y, Z, ...,
qui, en vertu de ces équations différentielles, représentent les'dérivées D, x,
D.y, D,s, ... des variables z, y, s, ..., restent finies et continues par
rapport aux variables z, v, 3, ..., t dans le voisinage des valeurs ini-
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tiales &, 0, %, ..., ; alors, pour un module de la différence t — = infe-
rieur a une certaine limite, on pourra satisfaire aux conditions énoncées
en attribuant a x, y, s, ... un certain systéme de valeurs trés voisines
de&,n, %, ...; et ce systéme de valeurs, qui sera unique, pourra se déduire
des formules (7).

Ajoutons que I'on arriverait & des conclusions toutes semblables si
I’on cherchait i exprimer, non plus x, y, 5, ... en fonction de ¢, mais
¢ y» 5, ... en fonction de z, et qu’alors, pour un module de la diffé-
rence z — £ inférieur 2 une certaine limite, les valeurs de 5Ly, 5, ...
en & pourraient encore se déduire des formules (7).

Remarquons, enfin, que les valeurs des diverses variables, expri-
mées cn fonctions de 'une d’entre elles, par exemple les valeurs de 2,
Y 5, ... exprimées en fonction de ¢, seront généralement, en vertu
des formules (7), des fonctions continues, non seulement de la
variable ¢, mais encore des valeurs mltlalea & §, ..., 7 attribuées
aux diverses variables.

§ IL. — Sur les intégrales rectilignes et curvilignes d’un systéme
d’équations différentielles.

KEtant données les équations (1) du § 1 avec les valeurs initiales &,
n, & ..., = des diverses variables «, y, 5, ..., ¢, prenons ¢ pour
variable indépendante. Considérons d’aillcurs dans cette variable,
qui peut acquérir des valeurs quelconques, réelles ou imaginaires,
la partic réelle et le coefficient de y'— 1 comme propres i représenter
les coordonnées rectangulaires d’'un point mobile dans un plan hori-
zontal, et nommons O la position de ce point correspondante i la
valeur 7 de ¢. Si les fonctions X, ¥, Z, ... restent finies et continues
par rapport aux diverses variables quand on attribue & celles-ci des
valeurs tres approchées de leurs valeurs initiales, on pourra, en vertu
des équations différenticlles proposées, ou plutot en vertu de leurs
intégrales fournies par I'une des méthodes que nous avons rappelécs

OEuvresdeC. — S. 1, t. X. 23
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dans le § I, passer des valeurs initiales §, v, {, ... des variables dépen-
dantes z, y, 5, ... & des valeurs trés voisines qui correspondront &
ane nouvelle valeur de ¢ trés voisine de =, et, par conséquent, & un
nouveau point O’ trés rapproché du point 0. On pourra de la méme
maniere, si les fonctions X, ¥, Z, ... restent finies dans le voisinage
du systeme des nouvelles valeurs de @, y, s, ..., ¢ correspondantes
au point (¥, passer de ce nouveau systeme & un troisitme auquel
répondra un nouveau point O” trés voisin de O, etc. En continuant
ainsi, on obtiendra une série de points O, 0’, 07, ., . que I'on pourra
supposer situés sur une certaine ligne droite ou courbe 00'0"...; et
si chacun de ces points correspond toujours a des valeurs de z, y,
5, ..., ¢t dans le voisinage desquelles les fonctions X, ¥, Z, ... restent
finies et continues, cette sériec pourra se prolonger indéfiniment.
Comme d’ailleurs les intégrales trouvées feront connaitre les valeurs
de @, y, 5, ... correspondantes, non seulement aux points 0, 0,
0”, ..., mais encore aux points situés sur la ligne que I'on considere,
entre O et O, entre 0" et O, ..., il est clair que les valeurs de z, y,
5, ..., cnvisagées comme fonctions de ¢, seront connues pour un point
quelconque de cette ligne. Les intégrales ainsi produites par une inté-
gration en ligne droite ou en ligne courbe devront étre naturcllement
désignées sous le nom d’intégrales rectilignes ou curvilignes du systeme
des équations différentielles proposées. Du mode de¢ formation de ces
intégrales il résulte évidemment que les valeurs qu’eclles fourniront
pour x, y, 5, ... varieront, cn général, par degrés insensibles avec la
variable indépendante ¢, et, par conséquent, avec la position du point
mobile P sur la ligne 00°0".

Les intégrales obtenues seront rectilignes si les valeurs successive-
ment attribuées A la variable ¢ sont telles que 'argument de la diffé-
rence ¢ — 7 reste invariable; elles seront curvilignes dans le cas con-
traire.

Lorsque X, ¥, Z, ... se réduisent a des fonctions de la seule
variable ¢, alors, ¢ étant pris pour variable indépendante, les inté-
grales rectilignes des équations (1) du § I peuvent étre représentées
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par les formules

(1) m——E:'/“/I’dt, y——-n:f'Ydt,

'y a plus : les valeurs de z, y, 5, ... en ¢, fournies par les intégrales
rectilignes, devront satisfaire, dans tous les cas, & ces derniéres for-
mules, qui peuvent étre considérées comme suffisant & déterminer
complétement ces valeurs.

Si I'intégration devient curviligne ou, en d’autres termes, si ¢ varie
de maniere que la ligne 00'0"..., tracée par le point mobile P, soit
courbe, alors, en nommant s arc de cette courbe mesuré a partir de
la position initiale O du point P, on devra, aux formules (1), substi-
tuer les suivantes

Vs s
(2) x——-E::f XDgtds, y—n:f ¥YDtds, ceey
0 [1)

qui peuvent étre considérées comme suffisant & déterminer complete-
ment les valeurs de 2, y, 5, ...

Si des formules (2) ou, ce qui revient au méme, des intégrales cur-
vilignes, on veut revenir aux intégrales rectilignes représentées par
les formules (1), il suffira de remplacer I'arc s par le module de la
différence ¢ — 7, et D, ¢ par 'exponenticlle trigonométrique qui offre
pour argument I'argument de cette méme différence.

Jusqu'ici nous avons admis que les fonctions X, ¥, Z, ... restaient
finies et continues par rapport aux variables =, y, 5, ..., ¢, dans le
voisinage des valeurs correspondantes 4 chacun des points O, 0,
0’, ..., ce qui suppose que ces mémes valeurs restent finies. Admet-
tons maintenant la supposition contraire, et concevons qu’a un point €
de la ligne 00’0". .. corresponde une valeur infinie de quelqu’une des
variables , y, 5, ..., ou bien encore qu'en ce point I'une des fonc-
tions X, ¥, Z, ... devienne discontinue. Pour savoir ce qu’alors on
devra nommer les intégrales rectilignes ou curvilignes des équations
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différentielles proposées, il suffira d’étendre & ce cas-la méme les for-
mules (1) ou (2), et de considérer encore ces formules comme les
équations auxquelles devront satisfaire les valeurs de z, y, 3, ...
fournies par ces intégrales. En vertu de I'extension dont il s’agit,
les i ntgrales rectilignes ou curvilignes prendront une nature sem-
blable A celle des intégrales définies dans lesquelles la fonction sous
le signe fdevient discontinue. Si la discontinuité consiste en un
changement brusque de valeur dans une fonction qui reste finie, les
intégrales rectilignes ou curvilignes conserveront des valeurs finics
et déterminées. Mais, si I'une des fonctions X, ¥, Z, ... devient
infinie, ces intégrales pourront, ou devenir infinies, ou offrir des
valeurs indéterminées, c’est-a-dire un nombre infini de valeurs parmi
lesquelles on devra distinguer des valeurs principales. Observons d’ail-
leurs que les intégrales rectilignes ou curvilignes, quand elles devien-
dront indéterminées, représenteront une sorte d’intégrales singu-
litres des équations différentielles données, et correspondront, si la
ligne 00’0". .. est droite, & certaines directions particuli¢res de cette
ligne, savoir aux directions qu’elle prendra quand on la fera passer
par un point C auquel répondra une valeur infinie de quelqu’une des
fonctions X, ¥, Z, .... Ajoutons que, si & cette direction singuliére
on substitue deux autres directions qui en soient trés voisines, les
valeurs de x, y, 3, ..., tirées des intégrales rectilignes, pourront
varier brusquement, leurs variations pouvant étre représentées dans
beaucoup de cas & I'aide des résidus de certaines fonctions. Pareille-
ment, si la ligne 00°0”..., étant courbe, renferme un point C auquel
réponde une valeur infinie de quelqu’une des fonctions X, ¥, Z, ...,
alors il suffira souvent de faire subir & cette ligne de trés légers chan-
gements de forme, ou méme de position, en la faisant tourner d’unc
quantité trés petite autour du point O, pour que les valeurs de z,
¥ 5, ..., tirées des intégrales curvilignes, éprouvent des variations
brusques et instantanées.

Pour appliquer ces principes généraux a un exemple trés simple,
supposons que les formules (1) du § I soient réduites a la seule équa-
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tion différenticlic

(3) - Dx= %,

et prenons o, 1 pour valeurs initiales des variables z, ¢. L'intégrale
rectiligne de cette équation différenticlle sera

f’dz
I = — =1t
1 ¢

A . , . 1 . oy e
Dans ce méme cas, la fonction X, réduite & 7» deviendra infinic pour

¢ = o. Cela posé, soient O, C les points correspondants aux valeurs 1
et o de ¢. Si la droite 00’ ne passe pas par le point C, et si 'on fait
varier ¢ & partir de sa valeur initiale 1, la valeur correspondante de &
fournie par I'intégrale rectiligne

4) =1t

variera, par degrés insensibles, avec ¢. Il y a plus : cette valeur de x
variera encore par degrés insensibles quand la droite OO tournera
autour du point O, dans un sens ou dans un autre, en décrivant un
trés petit angle. Mais il n’en sera plus de méme si I'on fait prendre
a la droite 00’ la position singuliere OC, et si, en méme temps, on
attribue 4 ¢ une valeur négative — a, a étant un nombre quelconque.
Alors, en effet, I'intégrale définic

f—~uf£€
' 4

deviendra indéterminée, sa valeur principale étant la; et si, en fai-
sant varier infiniment peu la direction de 00’, on pose successive-

.

ment

t=—a—ey—1, t=--a+ey—1,

¢ étant un nombre infiniment petit, on obtiendra deux nouvelles va-
leurs de @ trés distinctes de la, savoir

(—a—ey=1) et I(—a+ey=T1)
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ou, i tres peu pres,
la—mny—1 et ‘Ia +my—1. .

Observons d’ailleurs que ces deux valeurs offriront pour demi-somme
la valeur la correspondante a la direction OC, la différence entre cha-
cune d’clles et la étant égale, au signe prés, au produit

1!\/:::&(%]\/:_1.

En terminant ce paragraphe, il est bon de rappeler que les inté-
grales rectilignes d’un systéme d’équations différentielles sont géné-
ralement modifiées quand on change de variable indépendante. Il y a
plus : elles se trouvent souvent modifiées quand, aux valeurs initiales
des variables, on substitue d’autres valeurs qui-vérifient ces mémes
intégrales. Ainsi, par exemple, quoiqu’on satisfasse & la formule (4)
en posant

t:\/:—f, ;t:l;\/——_l,

.néanmoins I'intégrale rectiligne qu’on déduit de I'équation (3), en
prenant ces valeurs de ¢ et de 2 pour valeurs initiales, savoir
(5) .z—E\/::l<—i—_>
2 —1
est distincte de la formule (4), et ne s’accorde avec elle que pour des

’ . . T
valeurs de 'argument de ¢, renfermées entre les limites — 5 T

§ IIl. — Sur les intégrales complétes d’un systémé d’équations
différentielles.

Supposons que, en prenant ¢ pour variable indépendante, on ap-
plique lintégration curviligne aux équations (1) du § I. Si l'on
nomme toujours P le point mobile qui correspond aux diverses va-
leurs réelles ou imaginaires de ¢, O la position initiale de ce point,
00'0"... la courbe qu'il décrit, et s I'arc de cette courbe mesuré a
partir du point O, les intégrales curvilignes des équations données
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pourront étre représentées, comme on I'a dit, par les formules (2) du
§ II. Observons maintenant que; dans ces intégrales, I'arc s pourra
croitre indéfiniment, la courbe 00’0"... pouvant étre indéfiniment
prolongée, et la forme de cette courbe étant d’ailleurs entiérement
arbitraire. Quelle que soit cette forme, et quel que soit le nombre des
circonvolutions a la suite desquelles le point mobile P atteindra unc
“position’donnée, les valeurs de Z, ¥, 5, ..., fournies par les intégrales
cutvilignes et correspondantes a des positions trés voisines de celles
dont il s’agit, varieront généralement avec s et ¢ par degrés insen-
sibles lorsqu’on fera mouvoir le point P sur la courbe qu’il décrivait,
ou méme lorsqu’on fera varier infiniment peu la forme de cette courbe.
Il n’y aura d’exception & cet égard que dans le cas particulier ou le
point P, en se mouvant sur la courbe 00°0"..., finirait par atteindre
une position i laquelle correspondraient des valeurs infinies de I'une
des variables z, y, 3, ... ou de I'unce des fonctions X, ¥, Z, ..., par
conséquent 'une des positions occupées par les points G, 7, 7, ...
pour lesquels @, y, 5, ... ou X, ¥, Z, ... deviennent infinies. Or ces
derniers points sont nécessairement des points isolés. Si T'on faisait
passer la courbe 00°0”... par I'un d’entre eux, les valeurs de z, y,
3, ..., fournies par les intégrales rectilignes, pourraient devenir indé-
terminées et offrir des valeurs principales qui différeraient notable-
ment des valeurs correspondantes d d’autres courbes tres voisines.
Cela posé, concevons que I'on veuille donner aux intégrales curvili-
gnes la plus grande extension possible, mais cependant avec la condi-
tion que les valeurs de z, y, 3, ... varient par degrés insensibles avec
la position du point P. Il suffira évidemment d’admettre que I'on fait
prendre successivement a la courbe 00°0”.... toutes les formes imagi-
nables, mais en évitant de la faire jamais passer par I'un des points
isolés C, C', C”, ..., dont elle pourra néanmoins s’approcher indéfini-
ment. C'est alors que 'on obtiendra ce que nous appelons les intégrales
complétes des équations différentielles proposées. Ainsi définies, les
intégrales completes ne seront point modifiées quand on prendra pour
variable indépendante, au lieu de ¢, une quelconque des autres va-
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riables @, y, 3, .... Ajoutons que les valeurs de z, y, 3, ... en ¢,
fournies par ces intégrales, seront, en’ général, des fonctions multi-
ples de ¢, souvent méme des fonctions qui, pour chaque valeur de ¢,
offriront une infinité de valeurs distinctes, ou bien encore une infinité
de valeurs tres voisines les unes des autres. Mais il peut aussi arriver
que les intégrales completes offrent, pour chaque valeur donnée de ¢,
une valeur unique, et alors elles coincident nécessairement®avee les
intégrales rectilignes relatives i ¢. C’est ce qui aura lieu, en particu-
lier, pour une certaine classe d’équations différenticlles que nous
allons indiquer. '

Supposons que, dans les équations (1) du § I, X, ¥, Z, ... repré-
sentent des fonctions toujours continues des variables z, y, 5, .... &
c'est-d-dire des fonctions qui restent continues dans le voisinage de
valeurs finies quelconques attribuées a ces mémes variables. Alors, en
vertu des principes que nous avons établis, les valeurs de z, y, 5, ...
fournies par une intégration rectiligne relative a ¢, varieront avec ¢
par degrés insensibles et seront fonctions continues de z, & moins que
¢ ne s'approche indéfiniment d’une valeur a laquelle correspondent
des valeurs infinics de quelques-unes des variables , y, 3, ... Cela
posé, pour savoir si les intégrales complétes different ou ne différent
pas des intégrales rectilignes relatives i ¢, il suffira évidemment d’exa-
miner si, quand une ou plusicurs des variables z, y, 3, ... deviennent
infinics, les inverses de ces variables, représentées par les rapports

] I 1
Ly =, =, ..+, restent fonctions continues de z. Or ¢’cst ce qui arrivera

£y 3

certainement si la propriété qu'avaient les équations différenticlles
proposées de fournir, pour les dérivées D,z, D,y, D,s, ... des va-
riables dépendantes z, y, 5, ..., des valeurs représentées par des fonc-
tions toujours continues, subsiste encore dans le cas oil I'on remplace
celles des variables z, y, s, ... qui deviennent infinics par de nou-
velles variables 2, ¥/, 7/, ... liées aux premieres par des équations de
la forme
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Pour éclaircir ce qui vient d'étre dit & I'aide d’un exemple tres
simple, supposons que les équations différenticlles données se rédui-
sent i une seule équation de la forme

(1) . Dyx=: f(r,0).

Si, dans celte équation, on substitue a la variable 2 la variable

, ]
a’ == 2’ on lrouvera

(2) “,.Z‘IT_‘M.I‘I'! (;l;,'y l>.

Cela posé, pour que I'intégrale complete de Péquation (1) ne differe
pas de I'intégrale rectiligne relative & ¢, il suffira que, des deux expres-

sions

f( xyt), -l'”,/<.—:‘.‘,s l‘>.

la premiére soit une fonction toujours continue des variables x, ¢, ot
la seconde une fonction toujours continue des variables 2/, ¢. Cest
précisément ce qui aura liea si /(x, ¢) est une fonction toujours con-
tinue de ¢, ¢t, en méme temps, une fonction enticre de , du premier
ou du second degré. Ainsi, en particulier, si Pon désigne par £(¢).
¥ () deux fonctions toujours continues de ¢, I'intégrale complite de

I'équation linéaire
(3) D,yx—axfl(t) +F(¢)

ne différera pas de son intégrale relative i ¢, et par suite la valeur de
@ que fournira I'intégrale relative i ¢, savoir

4) x==e E+[ F(¢)e

e

ot Wt \
/ r(e)de t -/ f(e)de
e N de |,

sera une fonction toujours continue de ¢ Ajoutons que 'on pourra
encore en dire autant si, 3 'équation (3), on substitue la suivante

(5) Dyx =+ 22

OFKuvres de €. — S. 1, t. X. 24



186 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

ou, plus généralement, la suivante

.

(6) Doz a2 (L) + x (L) + f(8),

(), £,00), [,(¢) désignant trois fonctions toujours continues de ¢.
Lorsque les intégrales complétes d'un systeme d’équations diffé-
rentielles ne se confondent pas avee les intégrales rectilignes relatives
a4, il importe de comparer entre clles ces deux espéces d’intégrales,
et surtout de voir comment on peut passer des unes aux autres. Telle
est la question qui est traitée dans la dernicre Partie de mon Mémoire,

et sur laquelle je reviendrai prochainement.

348.

ANALYSE MATUEMATIQUE. — Mcmotre sur les valeurs moyennes

des fonctions.
C. R., T XX p. 5o (19 octobre 18§6),

Simple ¢noneé.

CALCUL INTEGRAL. — Sur les rapports et les différences qui existent entre
les intégrales rectilignes d’un systéme d’équations différentielles et les

intégrales complétes de ces mémes équations.
. R., TOXNXHL pe779 (26 octobre 18{6).

3]

Dans la derniere séance, j'ai fait voir combien il importe de distin-
guer les unes des autres et de comparer entre elles les diverses espices
d’intégrales qu'admet un systéme d’équations différentielles. Jai

.y

ajouté que j'étais parvenu i établiv des théoremes généraux, a I'aide
desquels on peut effectuer cette comparaison et déduire les intégrales
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~completes des intégrales produites par une intégration rectiligne,
relative & I'une des variables considérée comme indépendante. Je vais
aujourd’hui réaliser la promesse que j'avais faite de revenir sur cette
question, et montrer comment on peut la résoudre, en s'‘appuyant sur
la théorie des intégrales définies singulitres et sur la considération
des fonctions continues.

ANALYSE.

Soient toujours

n =+ 1 variables assujetties : 1 & vérifier 2 ¢quations différenticlles du
premier ordre; 2° & varier ensemble par degrés insensibles et

prendre simultanément eertaines valeurs initiales

oty §ooo0 T

En considérant ¢ comme variable indépendante, on pourra présenter

les équations différenticlles données sous la forme
(1) Dy}, Dy =}, D5 Z, cey

X, Y, 7, ... étant, on des fonctions explicites des variables 2, v,
5, <.y £, 0w du moins des fonctions implicites dont les valeurs seront
celles que fourniront les équations différentielles quand on y rempla-
cera D, par la lettre X, D,y par la lettre ¥, .... Si ces mémes équa-
tions fournissaient, pour X, ¥, Z, ..., plusieurs systemes de valeurs
distinctes, alors, & chacun de ces systemes correspondrait, comme
nous I'avons dit, un systéme particulier d'équations différentielles
représentées par les formules (1). :

Concevons maintenant que, dans la variable indépendante ¢, on
considere la partic réelle et le coefficient de v -- ¢ comme propres i
représenter les coordonnées rectangulaires d’un point P qui se meut
dans un plan horizontal; et nommons O la position initiale de ce point
correspondante & la valeur = de ¢. Supposons encore que I'on joigne
le point O au point P : 1° par une droite OP; 2° par une courbe
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00'0"...P, dont la longueur, mesurée i partir du point O, soit repreé-
sentée par la lettre s. Supposons enfin que, dans les équations (1),
X,V Z ... représentent des fonctions completement déterminées des
variables @, y, 5, ..., t. Tandis que Pon prolongera indéfiniment la
droite OP, ou la courbe 00'...P, les variables @, y, 5, ... assujetties’:
1° & prendre, pour la valeur initiale = de ¢, les valeurs initiales cor-
respondantes £, 0, {, ...; 2* dvarier avee £ ou s par degrés insensibles,
et a véritier les équations (1), seront ce que nous avons appelé les
intégrales rectilignes ou curvilignes de ces mémes équations, ct satisfe-

ront, dans le premier cas, aux formules

t

. ! 1
(2) w2 :—/ rde, Y= [ Y de, 5— % /- Zdt, cees
T . vt

T

dans le second cas, aux formules

=
o

(3) a--Zu: [ X Dgtds, y-—n= (.Yl)szd.s', 5 5= [ ZDgtds, ...
v . A1)

Ajoutons que, si ladroite OP ou la courbe O0"...P vient a se déplacer
en tournant d’'une quantité (res petite autour du point O, les valeurs
de @, y, 5, ..., fournies par les intégrales rectilignes ou curvilignes,
yarieront tres peu elles-mémes, & moins que la droite OP, ou la courbe
00'...P, ne passe par un ou plusieurs des points isolés C, €7, €7, ...
auxquels correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des va-
riables x, y, 5, ..., ou de quelques-unes des fonctions X, Y, Z, ...
Quant aux intégrales complétes, clles ne seront autre chose que le sys:
teme de toutes les intégrales curvilignes correspondantes a toutes les
formes imaginables de la courbe O0'...P, ou plutot & toutes les formes
que cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par I'un des
points C, ¢, C”, ... dont il lui sera néanmoins permis de s’approcher
indéfiniment. Cette restriction est nécessaire lorsqu’on veut con-
server aux intégrales completes la propriété remarquable de fournir,
pour les variables ind¢pendantes x, y, 5, ..., des valeurs qui varient
toujours par degrés insensibles avec la variable indépendante ¢, quelle
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que soit d’ailleurs la variation réelle ou imaginaire de ¢, ou, ce qui
revient au méme, quelle que soit la direction suivant laquelle se dé-
place le point mobile P.

Ces définitions étant admises, et ¢ étant toujours considéré comme
variable indépendante, supposons que, a I'aide d'un procédé quel-
conque, on ait obtenu les intégrales rectilignes des équations (1), et
soient

(%) r=0(t), y =), s -b(e),

ces mémes intégrales. Soient encore

‘;\“, 5’; i”

les fonctions de ¢ auxquelles se réduisent
v, ¥, Z,

quand on y substitue les valears de z, y, 3, ... tivées des formules (4).
On aura identiquement

]

g ot ol
(3) o(t) -Z— / Nty (0 —ne [ xdt, b0 1= [,
et 't T
Soient, d’autre part, 7 la longueur du rayon vecteur OP, et p 'angle
polaire qu’il décrit, cet angle étant mesuré a partir de la direction pri-
mitive du rayon, c’est-a-dire & partir de la direction de la tangente
menée par le point O & la courbe OO'P. On aura

(6) bz rePV-l;

et, dans cette derni¢re formule, angle p, d’abord positif, pourra, ou
croitre indéfiniment, sile rayon vecteur » tourne toujours dans le
méme sens autour du point O, ou bien, aprés avoir erit pendant un
certain temps, décroitre ensuite. Ily a plus : Pangle p pourra subir
des accroissements et décroissements alternatifs, en vertu desquels il
acquerra unc infinité de valeurs positives ou méme négatives. Ajou-
tons qu’h ces accroissements ou décroissements correspondront, pour
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le rayon vecteur r, des mouvements de rotation qui s’effectucront en
sens contraires, et en vertu desquels il pourra reprendre plusieurs fois
une direction donnée.

Cela posé, considérons le rayon vecteur OP ou r parvenu dans une
position telle que, avant de I'atteindre, il ait toujours tourné dans le
méme sens, en déerivant un angle inférieur & quatre droits. Nom-
mons S I'aire comprise entre la courbe 00'...P et la droite OP. Le
contour en partie curviligne, en partie rectiligne, qui terminera cette
aire, sera un contour fermé; et, si 'on nomme (S) ce que devient

Iintégrale _
[XDeds,

quand on la suppose étendue & tous les points de ce contour, c’est-
a-dire quand on considére la droite PO comme propre i représenter le
prolongement de I'arc s, on aura évidemment

& t

() (S) / N Dt ds — /.é\:dt.
o Je

Supposons d’ailleurs que les fonctions X, ¥, Z, ... restent finies et
continues par rapport aux variables x, y, z, ..., # dans le voisinage de
valeurs liées entre elles par les ¢quations (4) et correspondantes & un
point queleconque de la surface S. Alors les fonctions de £, désignées
par X, ¥, %, ..., resteront clles-mémes finies et continues dans le voi-
sinage d’une valeur de ¢ correspondante & un point quelconque de
celte surface; et, en vertu de ce qui a été dit dans la séance du 3 aout

dernier, on aura
(8) (8)-=0;3

par suite, la formule (7) donnera

o Wt
(9) / X Djtds :j X dey
T

o

et, comme on obtiendra des résultats semblables en remplacant N
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par §, par %, ..., on-trouvera définitivement

5 t < t
(10) / «X‘sl),,tds::/‘;\‘-dt, [.71),ms.-._-[5dt,
0

o g 4 v T

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux équations (),

R ;
(r1) o(¢) E—_/ N\ Dt ds, x () —-*n:f,/‘ 5 Dgtds,
“v ‘0

Or il suit des formules (11) que les valeurs de a, y, 3, ..., fournies
par les équations (1), satisfont aux formules (3). Ces valeurs repré-
senteront done, non seulement les intégrales rectilignes, mais encore
les intégrales curvilignes des équations (1), et méme elles seront les
seules que pourra fournir 'intégration curviligne, lorsque, en par-
tant du point O pour arriver au point P, on suivra la courbe 00"...P,
puisque, dans tous les points de cette courbe, elles produiront des va-
leurs finies ., 3, %, ... des fonctions X, ¥, Z, ..., qui, par hypo-
thése, resteront continues dans le voisinage de ces mémes points (roir
le théoreme des pages 17(5-177:). Ein conséquence, on pourra ¢noneer

la proposition suivante :

Tukonine I. — Supposons les n + v variables x, y, 5, ..., t assujetties :

1° a verifier les équations (1), dans lesquelles X, Y, Z, ... déstgnent des

JSonctions déterminées de x, y, 5, ..., l; 2" a varier ensemble par degres
insensibles et @ prendre simultanément les valeurs initiales &, 0. ¢, ...y 7.
Consideérons d’ailleurs, dans la variable t, la partie réelle et le coefficient
de \/— t comme propres a représenter les coordonnées rectangulaires d'un
point P qui se meut dans un plan horizontal, et nommons O la position
initiale de ce point correspondante a la valeur = de t. Enfin représentons
les intégrales rectilignes des équations (1) par les formules (4); joignons
le point O au point P: 1° par la droite OP ; »° par une courbe O O)...P; sup-
posons le rayon mobile OP parvenu dans une position telle que, avant de
Uatteindre, il ait towjours lourné dans le méme sens en décrivant un angle
inférieur a quatre droits ; et nommons S la surface que terminent, d’une

part, ce rayon vecteur, d'autre part, la courbe 00, ..P. Si les fonctions
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X, Y, Z, ... restent finies el continues par rapport aux variables z, y,
5, ...y L, dans le voisinage de valeurs lices entre elles par les formules ()
et correspondantes a un point quelconque de la surface S, les valeurs de
L, Y,y 5, ..., données par ces formules, coincideront, pour cliaque point
de la courbe OO'.. . P, avec les valeurs de «, y, s, ... que l'on déduirait
de Uintégration curviligne, en faisant décrire cette courbe au point mo-
bile.

Corollaire. -~ Soit R un point situé sur la courbe O0...P, entre les
deux points extrémes O, P, et nommons s, t les valeurs de s, ¢ corres-
pondantes au point R. La formule (9) donnera

V8 . At
(12) /é\'-]),.tdt:_;/ \-dt.

o0 T

De plus, si 'on nomme 8 aire que terminent, d’une part, les rayons
vecteurs OR, OP, d’autre part, la portion de courbe RP, et si ['on
nomme (3) ce que devient Pintégrale

/\ Dyt ds

quand on la suppose étendue & tous les points du contour de la sur-
face s, on aura évidemment
t t

(13) (5)_—:/;\‘.dt+ “e\lD_‘ld.s'— - dt,
[ | [

§ T
et i la formule (8) on pourra joindre la suivante :
(14) (8) = 03
or, de cette derniére, jointe A la formule (13).-011 tirera

8

o 8 ] t
/ mn,cds_:[.\:dt_[mdz;

oSy e ol

(15)

et il suffira, évidemment, de combiner entre elles, par voie d'addi-
tion, les formules (12) et (15), pour retrouver I'équation (g).
Ce n’est pas tout. La démonstration que nous venons de donner de
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la formule (15) continuera évidemment de subsister, si le rayon vec-
teur r, apres avoir tourné dans un sens pour atteindre la direction OR,
tourne en sens contraire pour atteindre la direction OP; et, comme
les formules (12) et (15), combinées entre elles par voie d’addition,
reproduisent toujours I’équation (9), il est clair que cette derniére
équation doit étre étendue, avec le théoréme [, au cas ot le rayon vec-
teur r, avant d’atteindre sa position finale, tourne d’abord dans un
sens, puis en sens contraire. 11y a plus : si, avant d’atteindre sa posi-
tion finale, le rayon vecteur OP tourne alternativement dans un sens
et dans un autre plusicurs fois de suite, on pourra diviser I'are s en
plusicurs parties, dont chacune soit comprise entre deux points telle-
ment choisis, que le rayon vecteur tourne toujours dans le méme sens
quand son extrémité passe d’un de ces points & 'autre; et, pour
retrouver alors le théoréme I, il suffira de combiner entre elles, par
voie d’addition, les diverses formules correspondantes aux diverses
parties de I'arc' s. En conséquence, on peut énoncer la proposition
suivante :

Tukorkme 1. — Les mémes choses élant posées que dans le théoréme 1,
avec cetle seule différence que, avant d’atteindre sa position finale, le rayon
vecteur OP tourne tantdt dans un sens, tantét dans un autre, en decrivant
des angles quelconques, nommons 8 la portion de surface plane dont les
divers points sont precisément ceux que rencontre dans son mouvement le
rayon vecteur OP. St les fonctions X, Y, Z, ... restent finies et continues
par rapport aux variables z, y, s, ..., t, dans le voisinage de valeurs
lices entre elles par les formules (4) et correspondantes a un point quel-
conque de la surface s, les valeurs de x, y, 5, ..., données par ces for-
mules, coincideront, pour chaque point de la courbe 00'...P, avec les
valeurs de x, y, 5, ..., que l'on déduirait de U'intégration curviligne,
en faisant décrire cette courbe au point mobile.

Corollaire. — 11 est important d’observer que le théoreme précédent
subsisterait dans le cas méme ou le contour 00’...P serait en partic
rectiligne et en partie curviligne, par exemple dans le cas ol ce con-

OFuvres de C. — S. L, t. X. 25
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tour se composerait d’'un rayon vecteur 00’ mené du point O au
point O, et d'une portion de courbe O'P tracée entre les points 0’
et P.

En s’appuyant sur les théorémes que nous venons d’établir, on
résout facilement la question suivante :

ProsLiMe. — Les lettres X, Y, Z, ... étant des fonctions déterminées .
des variables x, y, 3, ..., t, supposons que les intégrales rectilignes des
équations (1) soient connues et représentées par les formules (4). Suppo-
sons encore que, les variables x, y, 3, ..., t étant lices entre elles par les
Jormules (4), les fonctions X, Y, Z, ... ne deviennent discontinues qi’en
devenant infinies, pour certaines valeurs particuliéres de t correspondantes
a certains points isolés C, ¢/, C’, .... On demande les intégrales curvi-
lignes, correspondantes @ une courbe 000", ... tracée arbitrairement
dans le plan qui renferme le point mobile P, et prolongée indeéfiniment, a

partir du point O.

Solution. — Les valeurs initiales des variables étant supposées les
mémes dans I'intégration rectiligne et dans I'intégration curviligne, il
résulte du théoréme I1 que les intégrales curvilignes se confondront
avec les intégrales rectilignes jusqu’au moment ot le rayon vecteur r,
mené du point O a la courbe, rencontrera un ou plusieurs des points
isolés C, €, €7, ..., par exemple le point C. Nommons R la position
que prendra en ce moment I'extrémité P du rayon vecteur, et R’, R”
deux positions infiniment voisines situées, I'une en de¢a, I'autre au
dela de la position R. Soient enfinx, y, z, ... les valeurs de @, y, 3, ..
fournies par les équations (4) au moment ot le point mobile P atteint
la position R ou plutét la position R’. Le rayon vecteur r continuant &
s¢ mouvoir, le point mobile P passera de la position R’ & la position
infiniment voisine R”, 4 laquelle correspondront, en vertu de I'intégra-
tion curviligne, des valeurs de «, y, s, ... qui différeront infiniment
peudex,y, %, .... Mais il n’en scra plus de méme des valeurs de z, y,
5,.... fournies par I'intégration rectiligne; et pour que, dans le pas-
sage du point O au point R”, I'intégration rectiligne reproduise des
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valeurs de z, y, 3, ... sensiblement égales 4 x, y, z, ..., il sera néces-
saire que; en partant du point O, I'on attribue aux variables dépen-
dantes z, y, , ..., non plus les valeurs initiales &, v, {, ..., mais
d’autres valeurs initiales ,, ,, {,, .... Ajoutons que, pour obtenir
ces derniéres, il suffira évidemment d’appliquer I'intégration recti-
ligne aux équations (1), en faisant mouvoir le point P sur la ligne
droite R"0, et le ramenant ainsi de la position R” & la position O.

Les valeurs &,, 1,, ,, ... étant déterminées, si on les prend pour
valears initiales, les valeurs générales de z, y, 3, ..., que produira
I’intégration rectiligne, seront données, non plus par les équations (4),
mais par des équations du méme genre,

('6) xz(?l(t)’ y:Zl(‘)) 5:"‘)[(‘)7

en vertu desquelles x, y, 5, ... se réduironta &, ,, ¢,y ... pour t=1;
et, si 'on replace le point mobile P dans la position R, ou plutot dans
la position infiniment voisine R”, ces équations reproduiront préciseé-
ment les valeurs x, v, z, ... des variables z, y, 5, .... Si 'on suppose
ensuite que le point P, poursuivant sa route primitive, se meuve sur
le prolongement de la courbe 00'...R, les intégrales curvilignes cor-
respondantes & cette courbe se confondront, en vertu du théoréme II,
avec les intégrales rectilignes représentées par les formules (16), jus-
qu’au moment ol le rayon vecteur OP rencontrera de nouveau un
point isolé. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on se trouvera
conduit & substituer aux formules (16) d’autres formules du méme
genre,

(17) .T:?,(t), y:X,i(t)r :‘:q’l(t)) ey

en vertu desquelles , y, 5, ... acquerront, pour ¢ =1, certaines va-
leurs &y, My {oy ... généralement distinctes de &, v, §, ... etde &,, n,.
C,» ...; et il est clair que, en continuant de la sorte, on finira par
obtenir, pour un point quelconque de la courbe 00°0".. ., les valeurs
cherchées de z, y, 3, ...

Les intégrales curvilignes des équations (1) étant ainsi connues,
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quelle que soit d’ailleurs la courbe suivie par le point mobile P, on
connaitra, par suite, les intégrales complétes, c’est-a-dire le systeme '
des intégrales curvilignes relatives & toutes les formes que cette courbe
pourra prendre, sans jamais passer par I'un des points isolés C, C',
¥, ... dont il lui sera néanmoins permis de s’approcher indéfini-
ment.

Dans d’autres articles, j'examinerai, en particulier, ce qui arrive
quand X, Y, Z, ... sont des fonctions non plus explicites, mais impli-
cites de z, y, 3, ..., par cxemple des fonctions dont les valcurs,
assujetties a varier par degrés insensibles avee z, y, 5, ..., doivent
vérifier certaines équations algébriques ou transcendantes; et je mon-
trerai, par des applications diverses, I'utilité des formules générales

que je viens d’établir.

350.
AsTroNOMIE, — Methodes nouvelles pour la determination des orbites

des corps célestes, et, en particulier, des comeles.

C. R., T. XXIII, p. 887 (16 novembre 1846).

Dans les calculs relatifs 4 la détermination de I'orbite que décrit un
corps céleste, par exemple une comete, on doit distinguer deux espéces
de quantités. Les unes, savoir la longitude et la latitude géocentriques
de la cométe, ot leurs dérivées prises par rapport au temps, sont immé-
diatement fournies par les observations, ou, du moins, s’en déduisent,
pour une époque donnée, avec unc exactitude d’autant plus grande,
que le nombre des observations faites i des époques voisines est plus
considérable. La cométe étant censée décrire une section conique, et
les qnantités doxltje viens de parler, ou plusieurs d’entre elles, étant
supposées connues, les autres quantités, par exemple la distance de la
cométe a la Terre, ou plutt la projection de cotte distance sur le plan
de Pécliptique, I'inclinaison de P'orbite, la direction de la ligne des
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neeuds, etc., se déduisent des équations du mouvement, i I'aide de
formules approximatives ou exactes. Parmi les formules approxima-
tives, on doit remarquer celles qu'ont données Lambert, Olbers, Lo-
gendre, et, en dernier lieu, MM. de Gasparis et Michal. Parmi les for-
mules exactes, on doit distinguer celles auxquélles sont parvenus
Lagrange, Laplace et M. Gauss. Lagrange ct Laplace ont ramené le
probléme & la résolution d’une équation du septi¢me degré. Celle que
M. Gauss a trouvée est du huitieme degré, mais, peut étre réduite,
comme I'a remarqué M. Binet, dans un Mémoire que renferme le
Journal de I’ Ecole Polytechnigue, 3 I'équation déja mentionnée du sep-
titme degré. D’ailleurs cette équation, comme I'a reconnu M. Gauss,
offre quatre ou six racines imaginaires. Ajoutons que les coeflicients
qu'elle renferme peuvent étre déterminés, au moins approximative-
ment, a I'aide de trois observations de la comete. Mais comme, dans
le cas ol trois racines sont réelles, deux orbites différentes peuvent
satisfaire 4 la question, il en résulte que, pour obtenir, dans tous les
cas, une orbite completement déterminée, on doit supposer connues
au moins quatre observations faites & des époques voisines, ou plutot
les quantités dont les valeurs approchées peuvent étre calculées a
I'aide de ces quatre observations. J'ai cherché, en admettant cette
supposition, un moyen simple de résoudre le probléme. Les astro-
nomes apprendront, je 'espere, avec plaisir, qu’on peut, dans tous
les cas, le réduire & la résolution d’une seule équation du premier
degré.

Jajouterai que, en supposant connues les seules quantités dont la
détermination approximative peut s’effectuer a I'aide de trois obser-
vations, je rameéne le probléeme a la résolution d’une seule équation
du troisieme degreé.

ANALYSE.
Prenons pour plan des «, y le plan de I'écliptique, pour demi-axes

des @ et y positives, les droites menées du centre du Soleil aux pre-
miers points du Bélier et du Cancer, et supposons les 5 positives
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mesurées sur une perpendiculaire ‘au plan de I'écliptique du cdté du
pole boréal. Soient d’ailleurs

@, y, s les coordonnées de la planéte ou de la cométe que I'on consi-
dere;

r la distance de cette cométe au Soleil ;

X, ¥ les coordonnées de la Terre;

R la distance de la Terre au Soleil ;

@ la longitude héliocentrique de la Terre;

«, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la cométe;

¢ la distance de la Terre & la cométe;

p la projection de cette distance sur le plan de I'écliptique.

On aura

(1) Z =X + pcosa, y =Yy +psinz, 3 ==plangl
ot
(2) X = Rcosw, y = Rsinw.

De plus, en prenant pour unité de masse la masse du Soleil, et pour
unité de distance la distance moyenne de la Terre au Solcil, on aura

encore

(3) Diz+S=o, Diy+L=o, s+’ =o
et

(4) l)}x+7‘:—3:o, D:y'*”/%:"-

Or, des formules (3), jointes aux équations (1) et (4), on tire

1
7o =Ce

(5) Dip=dAp, Dip+E=np L
Jes valeurs des cocflicients 4, B, C étant déterminées par le systeme
des formules

(6) | Cx+[B—(Da)]cosa—(D}a~+adD,a)sina=o,

l Cy—+[B— (D)) sina+ (D}a+24D,a)cosa =o,

() BO+24D,0+Di0=0,



EXTRAIT Ne 330. 199
et la valeur de ® étant

(8) © =tangb.
D'ailleurs on tirera des formules (1) et (2)
(9) r*=R+aRpcos(a —w) + (1+ O)p?,

Connaissant le mouvement de la Terre, on connait par suite, & une
époque quelconque, les valeurs des quantités x, y, R, w. D’autre part,
les valeurs des quantités «, 0 et les dérivées de ces quantités, diffé-
rentiées par rapport au temps, peuvent se déduire, pour une é¢poque
donnée, d’observations faites & des époques voisines, avec une exacti-
tude d’autant plus grande, que le nombre des observations est plus
considérable. On peut y parvenir a 'aide de la formule d'interpolation
due & Newton et employée par Laplace, ou micux encore, i I'aide de
celles que j’ai données dans un Mémoire lithographié a Prague, en
1837, et réimprimé dans le Journal de M. Liouville (*).

Les valeurs de

a, D,a, Dia, H, Db, D20
étant connues, les équations (6) et (7) détermineront les coeflicients
A, B, C, et 'on pourra dés lors tirer des formules (5) et (9) les va-

leurs de
p» r, Dep, Dip.

Si I’on considére en particulier la derniére des équations (5), il suffira
d’en éliminer p ou r i I'aide de la formule () pour obtenir 'équation
en r ou p que donnent Lagrange et Laplace, et qui est du septicme
degré.

Concevons maintenant qu’a la premiére des équations (5) on joigne
sa dérivée

Dip=AD;p+pDA4;

on en conclura

(10) Dip=(A*+D,A)p.

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. 1L
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D'ailleurs, les deux derniéres équations (5) donnent

(11) D;p.—_(a_i;s_.cp),,_

En égalant 'une & I'autre les deux valeurs précédentes de D7p, on
trouvera

(12) Cp:B-—A’—I),A_T;_a.

Telle est 'équation du premier degré qui fournira immédiatement la
valeur de I'inconnue p.

Pour tirer pratiquement de I’équation (12) la valeur de p, c’est-
a-dire la distance d’une cométe ou d’une planéte a la Terre, ou plutot
la projection de cette distance sur le plan de I'écliptique, il est néces-
saire de connaitre au moins quatre observations completes, afin que
P’on puisse calculer au moins approximativement les dérivées du troi-
sitme ordre de « et de 0, contenues dans la valeur de D, 4.

Au reste, lorsqu’il s’agit d'une comete, et que I'orbite est supposce
parabolique, on peut, des formules (5) et (9) jointes & 'équation des
forces vives, déduire facilement une équation nouvelle qui, étant scu-
lement du troisieme degré par rapport a I'inconnue p, ne renferme
plus les dérivées du troisieme ordre Dfe, D/0. On y parviendra, en
effet, en opérant comme il suit.

Soit a le demi grand axe de l'orbite décrite. On aura généralement

(13) L2 (D)~ (Deyy— (Dis)

D’ailleurs, de I'équation (13), jointe aux formules (1) et 4 la premicre
des formules (5), on tirera

(14) ;::;-P.A»—i—vbp_*_ep:,

les valeurs de &, Wb, € étant
o = (D¢ x)*-+ (Dey)?

(15) b= (Acosa—sinaD,a) D;x + (Asina + cosaD,a) D,y,
€ = A+ (Dya) -+ (A0 + D, 0).
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Si P'orbite décrite se réduit a unc parabole, en sorte qu’on ait é =o,
I’équation (14) donnera simplement

6 2= bo 4- €

(16) p fo +Ubp - Sp2.

D’autre part, la derniere des équations (5), présentée sous la forme
(1) 5= g6+ o

ct combinée, par voie de multiplication, avec I'équation (g), donnera

! (ILJ - Cp) (78 2Rp cos(a —w) + (1+ 07)p7].

Donc, eu égard i 'équation (16), on aura

18) 2<I—:P5 -+ (,'p> [+ 2Rp cos(a — @) + (14 0)p2] == f + Whp - Sp2.
Telle est I'équation du troisicme degré, a 'aide de laquelle on déduira
facilement la valeur de la distance p des valeurs de a, 0 et de leurs
dérivées du premier et du second ordre, quand I'astre donné sera une
cométe dont P'orbite sera sensiblement parabolique.

Il est bon d’observer que, si, en nommant o la vitesse de la cométe,
on pose

(19) rr*==a, w?== L2,
on aura, eu égard aux formules () et (15),

( R=HR+2Rpcos(z —w) + (1+ ©%)p?,

(20) | 2 = do 4 Whp + 2p?,

et, en vertu de la formule (13),

(21) ;:—é + Q.

Or, en différentiant la premiére des équations (1g) et la formule (21),

on trouvera
arD,r==D,&, 202D r == - D, Q,

OEuvres de C. — S.1,t. X, 20
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et, par suite,

UL
DA

l -

(22)

&

e
De cette derniere formule, combinée avec I'équation (17), on tire
(33) (-,;—,+cp>n,m+n,g:o.

D’ailleurs, & ct Q seront déterminées en fonctions de p par les for-
mules (20), et, en vertu de ces formules, jointes a la premiére des
équations (5), D, &, D,Q seront, ainsi que & et Q, des fonctions en-
ticres de p, du second degré. Donc I’équation (23) sera du troisiéme
degré en p; ot cette équation, qui subsistera, dans le cas méme ol
I'astre donné cessera d’étre une cométe, et ou I'orbite cesscra d’étre
parabolique, pourra étre substituée avec avantage a I'équation (18).
Ajoutons que I'équation (23), comme I'équation (18), renferme seu-
lement, avec les angles «, 0, leurs dérivées du premier et du second
ordre, c’est-i-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent
étre déterminées a I'aide de trois observations.

351.

MECANIQUE APPLIQUEE. — Rapport sur le systéme proposé par M. pE Jourrroy,
pour les chemins de fer.

C. R., T. XXIII, p. 911 (16 novombre 1846).

Prévenir et diminuer le plus possible les graves accidents qui, trop
souvent, compromettent la vie des voyageurs sur les chemins de fer,
tel est surtout le but que M. de Jouffroy s’est proposé d’atteindre, a
I'aide du nouveau systéme qu’il a présenté i I’Académie, et que nous
avons été chargés d’examiner. Les principales différences qui existent
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entre ce systéme et ceux qu’'on emploie le plus généralement sont les
suivantes.

Dans les systemes communément adoptés, chaque locomotive com-
prenant la chaudiére qui renferme la vapeur est portée par quatre ou
six roues, deux d’entre elles étant les roues motrices qui, a chaque
coup de piston, exécutent une révolution complete. Chaque wagon est
porté par quatre roues. Ces diverses roues, munies de rebords de o™, 03
de hauteur, courent sur deux rails saillants, & surface bombée, cn
tournant avec les essicux. La distance entre les deux rails est d’en-
viron 1™,50. Mais les wagons et leurs marchepieds débordent de
chaque coté, de telle sorte que la largeur totale de la voie est d’en-
viron 3™, Le centre de gravité des wagons chargés est situé au-dessus
des essieux, et & plus de 1™, 350 au-dessus du sol. Enfin la hauteur
totale de ceux-ci est de 3™ environ.

Dans le systeme de M. de Jouffroy, trois rails sont établis sur chaque
voie. Les deux rails latéraux, qui supportent les roucs des wagons ct
les quatre petites roues de la locomotive, sont écartés a 2,60 I'un de
I'autre, et offrent des rebords intérieurs dont la saillie est de o™, 12.
Les deux roues motrices de la locomotive sont remplacées par une
seule roue d’un grand diametre et & large jante, qui roule sur le troi-
sieme rail établi au milieu de la voie, & o™, 25 au-dessus des rails laté-
raux. Les wagons, portés chacun sur deux roues qui tournent autour
de leurs fusées, sont réunis deux & deux par unc articulation verti-
cale. En vertu de ces dispositions, les essicux ne tournent pas ct res-
tent indépendants I'un de I'autre. La locomotive se compose de deux
trains, dont le premier, armé de la roue motrice, porte les cylindres,
tandis que le second porte la chaudiére. Ces deux trains sont unis par
une articulation de o™, 80 i 1™ de hauteur. L’articulation qui unit deux
wagons est plus longue encore, et sa hauteur est de 1™,70. Les couples
de wagons se rattachent les uns aux autres, ct la locomotive se rat-
tache elle-méme au tender par I'intermédiaire de doubles ressorts
articulés. Le diamétre des roues des wagons qui, dans les systémes
adoptés en France, ne dépasse pas 1™, est augmenté et porté & 1,50
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environ. Le centre de gravité des wagons chargés est abaissé presque
au niveau des essieux, et leur hauteur est réduite a 2™, a partir de la
voic. En vertu d’un mécanisme particulier, qui ne géne en rien les
mouvements des wagons dans I’état normal, des freins se trouvent,
lorsqu’un choc survient, appliqués et pressés fortement entre les
jantes des roues des wagons, afin que le convoi s’enraye de lui-méme
si une circonstance imprévue fait naitre quelque danger. Enfin, un
autre mécanisme ct d’autres freins que dirige le conducteur permet-
tent a celui-ci, non seulement d’enrayer & volonté la roue motrice et
le dernicr des wagons, mais encore d’isoler immédiatement les wagons
ct de les rendre indépendants les uns des autres.

Apres avoir mis sous les yeux des Commissaires un petit modéle
propre a donner déja quelque idée du systeme que nous venons de
décrire, M. de Jouffroy s’est déterminé a le réaliser en grand; et, pour
en faire mieux ressortir les propriétés, il a, dans cette réalisation,
cherché a réunir les principales difficultés que 'on peut avoir a sur-
monter dans la pratique. Dans un espace fort resserré, il a fait con-
struire une voie circulaire de 12", 50 de rayon, sur laquelle sont éta-
blis les trois rails dont nous avons parlé. Le rail central, de forme
parallélépipédique, a pour section transversale un carré dont le coté
est de o™,13 et porte des stries d’environ o™,005 de profondeur.
D’ailleurs la voie circulaire offre une rampe dont I'inclinaison est
de o™, 030 par metre. Enfin, pour combattre 'effet de la force cen-
trifuge, on a élevé le rail extérieur a o™, 06 au-dessus du niveau du
rail intérieur.

Quant a la grande roue motrice, clle offre un diamétre de 2™, 20. Sa
jante en bois se compose de trente-six pieces, placées dans le sens du
bois debout, et serrées entre deux joues de métal qui, débordant de
o™, 10, embrassent Ie rail du milieu. Les dcux trains dans lesquels
.se divise la locomotive pésent chacun 6000*€. Ajoutons que des biclles,
mues par le piston, transmettent leur mouvement de rotation i la roue
motrice, non pas direcctement, comme dans les locomotives dont on
fait généralement usage, mais indirectement par I'intermédiaire d’un
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arbre horizontal et de deux engrenages qui ne fonctionnent jamais
simultanément. 1l en résulte que, la vitesse du piston restant la méme,
la roue motrice peut acquérir deux vitesses trés distinctes 'une de
I'autre. Pour la locomotive que nous avons euc sous les yeux, des deux
vitesses qui correspondent i un coup de piston par seconde, la plus
petite serait de 20 par heure, ct la plus grande de 4o*™.

Les Commissaires ont vu fonctionner a plusieurs reprises et soumis
a différentes épreuves le systeme de M. de Jouffroy. Nous allons main-
tenant faire connaitre le résultat de leur examen.

Les Commissaires pensent que le nouveau systeme, comparé  ceux
qui sont généralement employés, offre une sécurité beaucoup plus
grande. Les rebords des rails latéraux s’opposent d’une maniére cffi-
cace au déraillement. La sécurité est augmentée par la stabilité da
systtme 4 laquelle concourt I'abaissement du centre de gravité des
wagons. Enfin la sécurité est encore accrue par I'emploi des divers
trains et des deux mécanismes, dont I'un produit, quand un choc sur-
vient, ’enrayement spontan¢, tandis que I'autre permet au conduc-
teur d’isoler les wagons, en les rendant indépendants les uns des
autres.

L’expérience réalisée sous nos yeux prouve qu’a I'aide du nouveau
systéme on pourra gravir des pentes de o™, 030 par métre, ct de plus
fortes encore; clle prouve aussi que, en modérant la vitesse, on pourra
parcourir, avec moins d'inconvénients, des courbes de petit rayon. Les
facilités que présente a cet égard le nouveau systéme licnnent surtout
a la liberté que conservent dans leurs mouvements les roues devenues
plus indépendantes les unes des autres. Les dangers que fait naitre la
force centrifuge se trouvent d'ailleurs diminués par I'abaissement,
déja mentionné, du centre de gravité des wagons.

On peut espérer que la faculté de gravir des pentes plus considé-
rables, et de tourner dans des courbes de petit rayon, permettra d’éta-
blir des chemins de fer dans des pays montagneux, sans recourir si
fréquemment & la construction de tunnels et de viaducs qui occasion-
nent d’énormes dépenses.
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L’installation de la locomotive est simple et ingénieuse. Il semble,
au premier abord, que I'adhérence de la grande roue motrice au rail
central devrait diminuer la vitesse en augmentant le tirage. Toute-
fois, il importe d’observer que cette adhérence est précisément ce qui
fournit au systéme le point d’appui dont il a besoin. C’est pour obtenir
cette adhérence qu'on donne ordinairement aux locomotives un poids
exorbitant qui devient un inconvénient grave, et qui se trouve nota-
blement diminué dans le nouveau systeme. Quand cette adhérence
n’cst pas suffisante, les locomotives glissent sur les rails, les convois
s'arrétent, et une notable quantité de vapeur se trouve dépensée-en
pure perte. D'ailleurs I'augmentation du diametre des roues rendra la
locomotion plus facile.

Conclusions.

Le systeme de M. de Jouffroy nous parait offrir des avantages réels
sous le rapport de la sécurité des voyageurs. En conséquence, il nous
parait désirable que I'inventcur soit mis & méme d’appliquer ce sys-
teme & une ligne assez étendue pour que I'expérience prononce d’une
manie¢re définitive, et montre si, 4 coté des moyens de sécurité que
nous avons signalés, ne se trouveraient pas quelques inconvénients
que I'on n’aurait pas prévus.

352.

AstroNoMIE. -— Mémoire sur I application de la nouvelle formule d’inter-
polation a la détermination des orbites que deécrivent les corps célestes,
et sur l'introduction directe des longitudes et des latitudes observées
dans les formules astronomigues.

C. R., T. XXIII, p. 956 (23 novembro 1846).

Dans la derniére séance, je suis arrivé i ce résultat remarquable,
que le rayon « mené d’une cométe ou d’une planéte a la Terre, & une



EXTRAIT Ne 332. 207

époque donnée, peut étre fourni par une équation trés simple du pre-
mier degré, dont les coefficients, pour I'ordinaire, peuvent étre déter-
minés, au moins approximativement, i I'aide de quatre observations
faites a des instants voisins de I'époque dont il s’agit. Si I'on nomme p
la projection du rayon « sur le plan de I'écliptique, et r la distance du
Soleil a la cométe, les trois équations du mouvement fourniront, outre
I’équation connue du septidme degré, les valeurs de D,p et de D} p
exprimées en fonction de p. En différentiant D,p, on obtiendra une
seconde valeur de D?p, et, en égalant cette seconde valeur a la pre-
miére, puis éliminant D,p, on formera l’équatioh ci-dessus men-
tionnée. Si, comme 'indique M. Binct, on complétait les équations
du mouvement en y introduisant les termes qui dépendent de I'action
exercée par les autres planétes sur la comete, I'équation trouvée en p
ne serait plus du premier degré; mais on pourrait, de cette équation
jointe & celle qu’a donnée M. Binet, déduire unc équation du premier
degré, en faisant disparaitre les radicaux, et recourant ensuite a la
méthode du plus grand commun diviseur. Le rayon p étant connu,
ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre, les coordonnées
de la comete avec leurs dérivées relatives au temps, et par suite tous
les éléments de I'orbite, sont aussi connus. D’ailleurs, on peut arriver
de diverses manieres 2 I'équation du premier degré, méme lorsque
I’on considere trois corps sculement. On a regardé comme difficile la
détermination des longitudes et latitudes géocentriques et de leurs
dérivées correspondantes & une époque donnée. Mais cette difficulté
disparait lorsqu’on applique a cctte recherche la formule d'interpo-
lation que j’ai trouvée en 1837. Comme je le montrerai dans un pro-
chain Mémoire, I'opération se partage alors en deux autres, dont I'une
détermine des nombres qui dépendent uniquement des époques des
observations, tandis que I'autre emploie seulement les longitudes et
les latitudes déduites de ces obscrvations mémes.

Il me reste a faire encore une remarque essentielle. La formule que
j’ai donnée dans la derniere séance suppose les longitudes et les lati-
tudes géocentriques corrigées chacune de la quantité qui représente



208 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

I'aberration. Il semble, au premier abord, que ces corrections exigent
un calcul approximatif préliminaire. Mais on peut rendre mon équa-
tion du premier degré, ou méme toutes les formules astronomiques,
indépendantes de la correction dont il s’agit, et introduire dans ces
formules, au lieu des longitudes et latitudes géocentriques corri-
gées, les longitudes et latitudes géocentriques apparentes, dirccte-
ment tirées des observations. Ce qui ne pourra manquer d’intéresser
les astronomes, ¢’cst la conclusion i laquelle je parviens; savoir que,
dans ce cas encore, I'équation obtenue est, par rapport a p, du pre-
mier degré.
ANALYSE,

Admettons les mémes notations que dans le précédent Memmre
Aprés avoir déterminé p et D,p & I'aide des équations
) Cp=B— A= DA — 4o
(')') ]),p = A P

on délerminera x, y, 5 a I'aide des suivantes :

(3) £ =X+ pceosa, y =Yy +psina, 5 = 0p.

En différentiant ces derni¢res, on obtiendra les valeurs de D, x, D, y,
D,s. Si d’ailleurs on nomme 28 l'aire décrite, pendant I'unité de
temps, par le rayon vecteur mené du Soleil & Pastre que 'on con-
sidére, et 2U, 2V, 2 W les projections algébriques de cette aire sur
les plans coordonnés, on aura

) U=yDis—3sDyy, V=zDx —xD,s, W=zDy—yDx,
(5) S =T+ Vi Wy

et, comme les quantités
: u v, w

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés

par la perpendiculaire au plan de I'orbite avec les axes, il est clair que

la seule connaissance de ces quantités, ou plutot de leurs rapports, don-
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nera immédiatement la position du plan de I'orbite. Ajoutons que la
distance r de I'astre au Soleil et sa dérivée D,r seront déterminées
par I’équation

, 1 1
et par sa différenticlle. Enfin, si 'on nomme o la vitesse de Iastre,
a le demi grand axe de I'orbite, et ¢ I'excentricité, on aura

(7) 0= (D, 2) -+ (D )+ (De5)Y,
1 2 2

(8) —=s—a,

(9) a('——E’):‘:’_ZI‘——l:-,_.r!(l)',-)ﬂ.

Disons maintenant quelques mots de la correction que I'aberration
exige dans la détermination du rayon p.
On démontre aisément les deux propositions suivantes :

TukoreyE 1. — Le rayon vecteur mené au bout du temps ¢ de la Terre
au lieu apparent de I'astre que l'on considére est sensiblement paralléle
au rayon vecteur qui joignait la Terre au lieu vrai de astre, au bout du
temps t — At, At étant le temps qu’emplote la lumiere pour venir de Uastre
a la Terre.

Tueoreme II. — Le rayon vecteur mené de la Terre au lieu vrai de
Uastre, au bout du temps t, est sensiblement parallele au rayon vecteur
qui joindra la Terre au licu apparent de Uastre, au bout du temps t + At.

Cela posé, soit
(10) p=K

la valeur de pfournie par I'équation (1). Soit dailleurs H la partie de

D, K que I'on obtient en considérant, dans K, « et 0 seuls comme fonc-

tions de ¢, c’est-a-dire en rejetant sculement les termes que produit la

différentiation de R, o et D, o. Lorsqu’on assignera aux quantités a, §

et a leurs dérivées les valeurs que 'on déduit des observations, on
" OEueres de C. — S. 1, t. X, 2y
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aura sensiblement, en vertu du théoréme II,
(11) p:K+17At.

Si d’ailleurs on nomme ¢ la vitesse de la lumiére, et « la distance de
la Terre a I'astre que ’on considére, on trouvera

(12) 8At—=¢, ==rcos0;

par conséquent,

(I3) .At'T:TZ - P__.

Donc la formule (11) donnera

R
p=K+ acus(/”’
et ’'on en conclura
K
(14) p= g
' 8cos0
ou, i trés peu preés,
. H
4 — K - — ).
(15) P 'A('+ucoso>
353.

AstroNoMiE. — Note sur les formules relatives a la determination
des orbites que décrivent les corps célestes.

C. R., T. XXIII, p. 1002 (30 novembre 1846).

Je me propose, dans un prochain Mémoire, de montrer, par des
applications numériques, les grands avantages que présente ma nou-
velle méthode pour la détermination des orbites des corps célestes.
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Je me bornerai, pour I'instant, a faire, au sujet des formules que
j'ai données ou indiquées dans les précédentes séances, quelques
remarques qui ne seront pas sans utilité. ‘

Projetons, sur le plan de I'écliptique, le rayon vecteur mené de la
Terre & I'astre observé, et nommons p la projection ainsi obtenue.
Soit d’ailleurs 28 I'aire que décrit, dans I'unité de temps, le rayon
mené du Soleil 4 'astre. Soicnt encore 2U, 2V, 2 W les projections
algébriques de I'aire 25 sur les plans coordonnés, et @ ce que devient
W, quand on substitue la Terre a I'astre dont il s’agit. Eu égard a

, . e ps . Do . 7
I'équation qui fait connaitre la valeur de —-é—‘» c’est-d-dire, en d’autres

termes, la valeur de la dérivée logarithmique de p, les rapports des

constantes
u Vv, W—w

a la distance p pourront étre immédiatement exprimés en fonctions
linéaires de p. Donc la valeur de p étant une fois déterminée par la
résolution de 'équation du premier degré a laquelle elle doit satis-
faire, on connaitra les constantes

u v, w

et, par suite, les rapports de ces constantes, ainsi que la valeur de S.
D’aillenrs U, V, W, S étant connus, on connaitra la position du plan
de Porbite, le pole boréal de cette orbite étant, sur la sphere céleste,

le point dont la longitude aura pour tangente le rapport —g, et dont la
latitude aura pour sinus le rapport % Ajoutons que, le demi grand

axe @ de Porbite étant déterminé i I'aide de I'équation des forces
vives, c’est-a-dire & 'aide de la formule (8) de la page 209, on pourra,
si lon veut, déduire de la troisicme loi de Képler, le temps T de la
révolution, et que le demi petit axc aura pour valeur le rapport du
produit ST a la demi-circonférence décrite avec le rayon a. Au reste,
p étant connu, on peut, ainsi qu’on I'a dit, obtenir immeédiatement la
valeur de I'excentricité ¢ a I'aide de la formule (g) de la page 209, et
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alors le demi petit axe se trouvera exprimé par le produit a1 — €.
Parlons maintenant de la formule que nous avons donnée, pour dis-
penser les astronomes de calculer séparément les corrections qu’en-
traine ’aberration de la lumiere. Cette formule, substituée & une
équation linéaire, dont les coefficients pouvaicnt se déduire de quatre
observations voisines de I'astre proposé, semble, au premier abord,
exiger I'emploi d’une cinquiéme observation, attendu qu’clle ren-
ferme la dérivée de la valeur de p fournie par I’équation du premier
degré, ou plutot la partic de cette dérivée qui contient les dérivées
du quatrieme ordre de la longitude et de la latitude du nouvel astre.
Mais on peut éliminer ces dérivées du quatriéme ordre, au moyen de
Iéquation qui détermine la dérivée logarithmique de p. Donc quatre
observations voisines suffiront pour déterminer les valeurs, au moins
approximatives, des coeflicients que renfermera I’équation linéaire en
¢, dans le cas méme ol I'on aura égard i I'aberration de la lumitre.
Je remarquerai enfin que 'on peut, avec avantage, prendre pour
équations différenticlles du second ordre les équations complétes du
mouvement relatif de I'astre que I'on considére autour du Soleil, et
décomposer chacune des coordonnées de cet astre en deux parties,
dont la premiére soit la coordonnée du lieu ou se trouve placé I'ob-
servateur. La distance qui sépare 'astre de 'observateur étant pro-
jetée sur le plan de I'écliptique, la projection p ainsi obtenuc et ses
deux dérivées D, p, D?p seront les seules inconnues que renfermeront
les trois équations du mouvement. Si d’ailleurs, aprés avoir tiré de
ces équations les valeurs de D, p et de D}p, on égale Dip a la dérivée
de D,p, on parviendra, en ¢liminant D,p, & unc équation nouvelle
en p; ot celle-ci pourra étre présentée sous une forme telle, quelle se
réduise, dans le cas ot I'on néglige les perturbations et la parallaxe,
a I’équation trouvéc du premier degré. Or il est clair que cette équa-
tion nouvelle en p pourra étre, dans tous les cas, utilement employée
et facilement résolue, attendu que celle de ses racines qui résoudra
le probleme se confondra sensiblement avec la racine unique de

I'équation du premier degré.



EXTRAIT Ne 353. 213

ANALYSE.
§ 1. — Sur la détermination du plan de Uorbite.

En conservant les notations adoptées dans les précédents Mémoires,
prenons toujours pour plan des z, y le plan de I'écliptique, pour demi-
axes des @ et y positives, les droites menées du centre du Soleil aux
premiers points du Bélier et du Cancer, et supposons encore les s posi-
tives mesurées sur une perpendiculaire au plan de ’écliptique du coté
du pole boréal. Soient, d'ailleurs,

x, y, 5 les coordonnées de P'astre que I'on considére;

r la distance de cet astre au Soleil; '

«, 0 la longitude et la latitude géocentriques de I’astre;

¢ la distance de cet astre a la Terre;

p la projection de cette distance sur le plan de P’écliptique;
X, y les coordonnées de la Terre;

R la distance de la Terre au Soleil;

@ la longitude héliocentrique de la Terre.

in posant, pour abréger, © = tang0, on trouvera

(1) Z=X-+pcosa, y-=y-+psina, 3 =0p
et
(2) X = Rcosw, y == Rsinw.

De plus, les équations du mouvement de I'astre que I'on considere

donneront

T
(3) Dip=Ap,  Dlp+E =B, J5—p=Cp

r

A, B, C étant trois fonctions de x, y, «, D, «, D}, ©, D,0, D; 0, déter-
minées par les formules (6) et (7) de la page 198. Enfin, la premiére
des formules (3) entrainera la suivante

(4) Dip=(A*+D,A4)p,
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et de cette derniére, jointe aux formules (3), on tirera
(5) Cp:B—A—-D,A-—l_;;.

Soient maintenant 28 'aire que décrit, dans I'unité de temps, le
rayon vecteur r, et 2U, 2V, 2W les projections algébriques de cette
aire 28 sur les plans coordonnés. Soit encore ¥ ce que devient W
quand on substitue la Terre 4 I'astre dont il s’agit. On aura

(6) U=yD;s—3sDy, Vz=zDijx—xD,3, W=xy —yD,x;
(%) W=xD,y—yD,x;
ct, comme les quantités

u v, w
seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés
par une perpendiculaire au plan de Porbite cherchée avec les demi-
axes des coordonnées positives, il est clair que la connaissance de ces

quantités, ou plutdt de leurs rapports, donnera la position de ce méme
plan. D'ailleurs, en vertu des formules (1), jointes a I'équation

(8) D,p=Ap,

les coordonnées x, y, s, et méme leurs dérivées D, x, D,y, D,s, se
trouveront immédiatement exprimées cn fonctions lincaires de p.
Done, en vertu des formules (6), jointes aux équations (1) ct (8),
les quantités U, V, W seront exprimées par des fonctions de p, .
entieres et du second degré. Mais, dans ces fonctions, les parties
indépendantes de p se réduiront évidemment aux valeurs qu’ac-
quitrent les seconds membres des formules (6), quand on y pose
=X, y=Y, 5=0, ¢est-d-dire &

o, o, ®. .,

Donec, en vertu des formules (6), jointes aux équations (1) et (8),

les quantités
u v, w—w
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seront des fonctions de p, entiéres et du second degré, qui s'éva-
nouiront avec p; en sorte que les rapports

Uu v wW—w
pr P

se réduiront a des fonctions linéaires de p. On trouvera effectivement

U
n = yD,0—-0O(D,y—Ay)+p(sinaD,0 —BcosaD,a),
|4 .
—p— =—xD;®+0(D;x —Ax)—p(cosaD, 0+ OsinaD,a),
W—® ) .
. =(xD;a - Dy —Ay)cosa-+ (yDia —D;x + Ax)sina + oD, a.

De ces derniéres formules, jointes & I'équation (5), on déduira immé-
diatement les valears de U, ¥, W, ct 'on pourra ensuite obtenir la
valeur de S a I'aide de la formule

(10) S=\Ur Vi we.

D’autre part, si 'on nomme
L et ¢

la longitude et la latitude héliocentriques du péle boréal de I'orbite
décrite par I'astre que 'on considere, on aura

7
(11) :g::: cosy COSt, {j».'sinxcosu —:’,— ==sint,
par conséquent
(12) tangy « g;

ct il est clair que, les valeurs U, ¥V, W, S étant connues, on tirera
immédiatement la valeur de y de la formule (12), puis la valeur de
de I'une quelconque des formules (11). Ajoutons que les formules (g)
et (12) donneront

xD,O——Q(D,x——Ax) +p(cosa11£9 +Bsinazl),a).
T yD,®0—0(D,y—Ay) + p(sinaD,0 —OcosaD, x)

(13) tangy =
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On pourrait, au reste, arriver encore a la valeur de tangy, que four-
nira I'équation (13), a I'aide d’une autre méthode que nous allons
indiquer. ' _

I suffit d’ajouter entre elles les formules (g), respectivement mul-

tipliées par les facteurs
. cosa, sina, O,

pour éliminer 2 la fois de ces formules les quantités D, x, D,y et 4. On
trouve ainsi

(:[;.) Ucosa + Vsina + (W —%)0 = Ap,

la valeur de A étant

(15) A =(xcosa +ysina)®D,e — (xsina — ycosa)D, 0
ou, ce qui revient au méme,

(16) A=R[Ocos(a¢ —w)D;a — sin(a—=)D,0].

D’ailleurs, en différentiant deux fois de suite I'équation (14), et ayant
égard aux formules (4), (8), on trouvera

UD,cosa+ VD,;sina+ (W—®)D,0—=(4A4D,A)p,
(17) UD?cosa + VD?sina + (W —®)D20O
= (A*A 4+ AD, A +24AD,A+D}A)p.

Or il est clair que les formules (14), (17) suffiront pour déterminer
les rapports mutuels des quatre quantités

U; Vv W'_ wv P;
ily a plus : en posant, pour abréger,

cosa sina

(18) ==,

[«

on tire de la formule (14)

(19) Up+Vv-+ W—® =l



EXTRAIT Ne 333. 217

D’autre part, en différentiant I'équation (19), on trouvera
(20) UD,p + VD,'J:.';(AI—-{—D,).)Q
ou, ce qui revient au méme,

_ U+ ¥ Dy

(21) AL D

Cela posé, I'équation
)]
A S —
5 D.lp

donnera évidemment

UDip +VDiy 0 DX =D,
DY 2 U e e

(22)

ou, ce qui revient au méme,

D} -+ tangy D}y { DAY+ D)

EA U - - . ey

‘).f) o -
(23) D,y + tangy D,y AN +-Dy2

|)lliS on en conclura

(A= DIDEp (A D YD 2 A DD+ DIV,
A oy —- ot ¢ S A A, . .
(21) tangy = ( WD DRy [(AF D A% e A0 DR,

Or les formules (13) et (24) se confondent Pune avee autre, lors-
qu'on substitue, dans la premiere, la valeur de ¢ tirée de la for-
mule (5). et dans la seconde, les valeurs de A, @, v, tirées des for-
mules (13) et (18), en avant d'ailleurs égard aux deux équations

R

10, D A ”‘ 0,

~ 2 o ‘\
(25) Dix+ o

1 est bon d’observer que, si on élimine g entre la formule (1) et
la premiere des équations (17), on trouvera

¢ U[D;cosa — (A -+ D IA)cosa]
(26) D 4 V[Dgsine - (A 4D, 1A)sina]
4 [DO®—(A+DJAA)O] (N —w)==0.

Cette équation linéaire, entre les constantes U, V, W - w, est l'une

QA uvres de C.l—— S. 1, t X, 28
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de celles qu’a obtenues M. Michal (#oir la page 973) (). D’ailleurs,
dans cette méme équation, les coeflicients de U, V, W reiiferment les
quantités
2, D,a, D}x; O, D,6, DO,

dont les valeurs peuvent étre déterminées, au moins approximative-
ment, a Paide de trois observations voisines. Enfin, il est clair que
deux équations de la forme (26), construites a I'aide de deux séries
d’observations, suffiront pour déterminer les rapports mutuels des
trois constantes

u v, -y
Une troisitme équation de la méme forme, construite a I'aide d’une
troisicme séric d’observations, et jointe aux deux premiéres équa-
Lions, ne pourrait servir qu'a controler celles-ci, et non i déterminer
les valeurs des trois constantes, comme a paru le eroire M. Michal
(page 973) (*). Ajoutons que, si la seconde série d’observations se
rapproche indéfiniment de la premicre, les rapports des trois con-
stantes

v Vv, w—w
se trouveront déterminés par I'équation (26) jointe & sa dérivée ou,
ce qui revient au méme, par les deux formules que I'on tire des équa-
tions (17), en y substituant la valeur de p fournie par I'équation (14).
Donc alors on obtiendra, pour valeur du rapport

r

¥
I) = lallgx,

celle que donnent simultanément les formules (13) et (24).

§ Il — Sur la correction qu’exige U'aberration de la lumiére.

Soient toujours r la distance de la Terre & P'astre observé, ct p la
projection de cette distance sur le plan de Uécliptique. Soit, de plus,

(1) p=K

(1)-(2) Comptes rendus, T. XXII; 1846.
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la valeur de g fournie par I'équation (5) du § I; A pourra étre consi-
déré comme une fonction des seules quantités variables '

R, ©, Do
oy, Dya, Dia, D}ea; 0, DO, D6, DY,

dont les trois premiéres se rapportent au mouvement de la Terre,
et les autres au mouvement de 'astre observé. De plus, comme la
valeur K de p devra vérifier I'équation

Dp = Ap,
on aura identiquement

(7) DK =: 1K.

Enfin, il est clair que, dans la dérivée D, A, on pourra distinguer deux
parties, dont I'une @, relative au mouvement de la Terre et produite
par la variation des quantités

n, », Do,
renfermera deux dérivées nouvelles
DR, Diw,

tandis que I'autre partie f, relative au mouvement de I'astre observé,
sera produite par la variation des quantités

@ Diay Dia, Dia; 0, D0, Do, D6,
ot renfermera deux dérivées nouvolle:s, savoir
Dia, D}O.
Ajoutons que, de la formule (2), combinée avee I'équation identique
(3) meG+m
on tirera immédiatement 4
(4 G-Il == AK.

Ces principes étant admis, examinons attentivement la nature de la
correction qu'exige I'aberration de la lumiere. D’apres ce qui a été dit
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dans la séance précédente, on pourra introduire immédiatement dans
le caleul les valeurs de &, D,«, ..., 0, D,0, ..., tirées des observa-
tions, si a ’équation (1) on substitue la suivante

(3) b=

2 ¢tant la vitesse de la lumiére. Or, au premier abord, la détermina-
tion approximative de la quantité A qui renferme Do et D}0, sem-
blerait exiger cingq observations de I'astre, faites a des époques voi-
sines I'une de I'autre, c¢’est-d-dire une observation de plus que la
détermination approximative de K. Mais, il importe de le remarquer,
on peut substituer dans la formule (5) la-valeur de X tirée de 'équa-

tion (4), et 'on trouve alors

. K
) ) g
8 cosl
ou a tres peu pres
. AK ~- G

Or, dans le second membre de la formule (6) ou (7), les seales quan-
tités variables qui se rapportent au mouvement de 'astre observé sont
celles qui étaient déja renfermées dans la valeur de K, savoir

o, Dy, Dia, Diay 0, DG, D206, D},
¢'est-a-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent sg
déduire de quatre observations faites a des instants voisins I'un de

"autre.
S L. — Sur la détermination de lorbite que déerit un astre autour du

Soleil, dans le cas ot Uon tient compte des actions perturbatrices, et dc

ta position que Uobservateur occupe sur la surface de la Terre.

Le centre du Soleil étant pris pour origine des coordonnéces, et le
plan de I'écliptique pour plan des z, y, nommons toujours x, y, s les
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coordonnées de I'astre observé. Soient, de plus, X, ¥, Z les projec-
tions algébriques de la force accélératrice qui sollicite cet astre dans
~ son mouvement relatif autour du Soleil. Les équations de ce mouve-
ment seront

(1) D}r+ ¥ =o, Diy+ FV==o, Diz+Z:-o.
Soient dailleurs, au bout du temps ¢,

¢ la distance de I'observateur a I'astre que 'on considére;

¢ la projection de cette distance sur le plan de I'écliptique;

a, O lalongitude et la latitude de I'astre, mesurées par rapport au licu
qu’occupe I'observateur; entfin

@, v, 5 les coordonnées de ce méme licu.
On aura
(2) & X + veosa cos, ¥y ==y --vsinzcost, 52+ esing,
(3) p="vcosl
et, par suite,
(4) T X+ peosa, Y =y-+psina, s+ Op,
la valeur de © étant
(3) 0 == tang.

D'autre part, si 'on prend pour unité la masse du Soleil, et si 'on
nomme r la distance du Soleil i 'astre observé, on aura, non scule-
ment

(6) o -Z"+)”+ ;:,
mais encore

. . v g5
(7) ‘,1:.;54_.\., Y:'ﬁ + 3, l.,,—'m-—t—IA,

N, 3, % étant des fonctions de ¢ et de p, qui seront de Pordre des
forces perturbatrices. Cela posé, en nommant R la distance de la
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Terre au Soleil, on tirera des équations (1), jointes aux formules (4)

et (7).

(8) "Dp=dp,  Dip+ -,?:; = Be, ;f; - ];a =Cp,

les valeurs des coefficients A, B, C étant déterminées par le systeme
des formules

| Cx+[B—(Da)]cosa— (Dia+24D,2)sina+L =-o,

I Cy 4 [B— (D,a)]sin ¢+ (D} + 2AD,a)cosa + IN =o,

(10) BO +-24D,0 -+ D}O 4 9 =o,

(9)

et les valeurs de ¢, o1, 9t étant

N+ DX+ ,’:—‘
L A
v
N+Diy+ o
(171) M — - e " ,
2., 7‘
L4+ Dpz - 7
l:)tﬁ == - —
| P
Ajoutons que l'on tirera des formules (8)
o I
(12) Cp:":B—-A-——I),A—-Ri-

Si, en réduisant i zéro les forces perturbatrices, on faisail coin-
cider le point dont les coordonnées sont désignées par x, y, z avee
le centre de la Terre, on aurait

\ N LD 0, y =:o, %z :=o;

I:‘ =o, Dy +- 7);—, = o, D}z+ 457 =0

(13) .
' Dix +

et, par suite,
(14) L =o, IM =o, oG =o.

Donc alors les valeurs des coefficients 4, B, C, fournies par les équa-
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“ tions (9), deviendraient indépendantes de g, et la valeur de p se trou-
verait immédiatement donnée par I'équation (12), c’est-a-dire par une
équation du premier degré.

Dans le cas général olt les conditions (13) cessent d’étre vérifiées,
les trois sommes

y

X
i i ,

A
w’ )

D,’K -+ /‘5

iy—+ D}z -+

sont des fonctions connues de ¢; mais

N, ¥, %, L, I, XN

N

se réduisent & des fonctions connues de ¢ et de 3. Done, en passant du
cas particulier, ol £, O, 2% s’évanouissent, au cas général, on verra
les coeflicients
A, B, C,

qui étaient d’abord indépendants de p, acquérir de tres petits acerois-
sements qui seront représentés par des fonctions déterminées de ¢ ot
de 5. Ajoutons que, cu égard a la premiére des formules (8), l'ac-
croissement trés petit de D, 4 pourra lui-méme étre exprimé en fone-
tion de ¢ et de Pinconnue g. Cela posé, il est clair que, dans le cas
général, on pourra déterminer encore 'inconnue ¢ & I'aide de la for-
mule (t12), qui, sans étre alors du premier degré par rapport a g,
offrira, du moins, une racine trés peu différente d'une valeur de ¢
fournie par une équation linéaire. D’ailleurs, cette racine étant com-
mune & la formule-(12) et & la derniére des formules (8), on pour-
rait la déduire de ces formules en faisant disparaitre les radicaux, et
recourant ensuite & la méthode du plus grand commun diviscur.

Il est bon de remarquer que, dans le cas ol Pastre observé est une
cométe, et ot I'on tient compte d’une seule force perturbatrice, savoir

de P'action exercée sur cette cométe par la Terre, les valeurs de .,

3, % sont sensiblement proportionnelles & ;:; Donc alors les trois rap-
AV S . . .1 T
ports R seront sensiblement proportionnels a P et, en négli-

geant les quantités comparables au carré de la force perturbatrice, on
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verra la formule (12) se réduire a une équation en p du quatriéme
degré. :

Nous avons, dans ce qui préceéde, fait abstraction des corrections
qu’exige I'aberration de la lumiére, et la formule (12) suppose que
les valeurs de « et de 0 ont subi chacune la correction due & cette
cause. Mais il suffira d’appliquer & P’équation (12) les principes éta-
blis dans le précédent Mémoire, pour la transformer en une équa-
tion nouvelle dans laquelle on pourra substituer immédiatement les
valeurs de «, 0, D,a, D,0, ... tirées des observations.

Nous ferons ici une derniére remarque, relative aux formules (18)
et (23) des pages 201 et 202. La premiere de ces deux formules ren-
ferme sculement, avec les angles « et 0, leurs dérivées du premier et
du second ordre, c’est-a-dire des quantités dont les valeurs appro-
chées peuvent étre déterminées a I'aide de trois observations. Si on
veut que la formule (23) de la page 202 jouisse de la méme propriété,
il faudra éliminer de cette formule, a 'aide de I'équation (12), la
dérivée D, A renfermée dans la valeur D, Q. Mais alors on obtiendra
une équation p qui sera identique. Donc la formule (23) de la
page 202 w’est autre chose qu’une équation du troisieme degré,
dont le premicr membre est exactement divisible par

p-— K,

K étant la valeur de g que fournit I'équation (12) de la page 200.

354.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Note sur quelques proprietes des facteurs

complexes.

C. R., T. XXIV, p. 347 (8 mars 1847).

Dans le Mémoire que renferme le dernier numeéro des Comptes rendus,
M. Lam¢é a établi diverses propriétés de certains facteurs complexes.
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Ces facteurs, dont je me suis occupé moi-méme a diverses époques,
ne sont, comme I'on sait, autre chose que des fonctions entiéres-de
I'une quelconque 7 des racines imaginaires de I’équation binéme

rt=—i,

I’exposant n et les coefficients des diverses puissances de r dans chaque
fonction étant des nombres entiers. Un facteur complexe «, qui, mul-
tiplié par un autre ¢, donne pour produit un nombre entier N, ou
méme un nouveau facteur complexe w, est appelé diviseur de N ou
de w. 1l résulte, en particulier, des principes exposés par M. Lamé,
que si, n étant un nombre premier et A, B deux quantités entieres,
on nomme
My, M,, M,, ..., M,

les n facteurs connus de A”~+ B", représentés par des fonctions
linéaires de A et de B, savoir -

A+B, Ar+B, Arr+B, Ar—'+B,

ces facteurs seront tous divisibles par tout diviseur complexe qui
diviserait deux d’entre eux.

Si l'on se propose, avec M. Lamé, d’appliquer ce principe & la
démonstration du dernier théoréme de Fermat, on pourra se borner

a considérer le cas ou, A et B étant premiers entre cux, le rap-

Anr B” . . .
port —A—:_——ﬁ— est premier 3 A + B; et, dans ce cas, pour démontrer
la proposition établie par M. Lamé, il suffira de faire voir que %, £
étant deux quelconques des nombres entiers 1, 2, 3, ..., n —1, toul
facteur commun de M;, M, divisera nécessairement M,. Or cette der-
niere proposition peut étre démontrée trés aisément de la maniére
suivante.

Pour vérifier I'équation
(I) M,,u—i-Mkv:Mo,

il suffit de poser ‘ .
ur® + yr¥k=1u, “+v=1I;

OEuvres de C. — S.1,t. X. 29
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par conséquent

1—rk t—rh
— po=h — — p—k —
w=r — 7w v =rt——

ou, ce qui revient au méme,

{ — rk+nz | — ph+nx
. — p—h S sl o S
(2) =t g v=r"f——>

« ¢tant un nombre entier quelconque. Or, en choisissant ce nombre
entier de maniére a rendre 2 + nax divisible par la valeur numérique
de £ — A, on obtiendra évidemment pour u et ¢ des facteurs com-
plexes. Cela posé, il résultera immédiatement de la formule (1) que
tout diviseur complexe de M, et de My divisera M,. Il y a plus : le

produit
A"+ Br

MM,.. My =~ —-
[R\LY n—=1 A 4 B

étant, par hypotheése, premier a4 A + B, les facteurs M,, My seront

nécessairement premiers éntre cux, c’est-a-dire qu’ils ne pourront

avoir d’autres diviseurs communs que les diviseurs complexes de

I'unité.

355.
PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Meémoire sur les mouvements des systemes
de molécules.

C. R., T. XXIV, p. 348 (8 mars 1847).

Dans mes anciens et nouveaux Exercices, j’ai donné les équations
d’équilibre et de mouvement d’un systeme de points matériels solli-
cités par des forces d’attraction et de répulsion mutuelle, ou méme
de deux semblables systemes qui se pénétrent mutuellement; ct,
apres avoir spécialement considéré le cas ol les mouvements sont
infiniment petits, j’ai montré ce que devenaient alors les équations
différentielles quand elles acquéraient une forme indépendante de la
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direction des axes coordonnés. J'ai ainsi obtenu des équations géné-
rales et tres remarquables, qui représentent les mouvements isotropes
d’un ou de deux systémes d’atomes ou points matériels. J'ai, de plus,
dans un Mémoire présenté a I'Académie le 4 novembre 1839, étendu
& un nombre quelconque de systémes d’atomes les formules générales
que j'avais précédemment établies, ct j’ai obtenu, de cette maniére,
les équations propres i représenter les mouvements vibratoires ainsi
que les mouvements atomiques des corps cristallisés, dans lesquels je
considérais chaque molécule comme composée d’atomes de diverses
especes, qui, soumis cux-mémes & diverses forces d’attraction ou de
répulsion mutuelle, pouvaient s’approcher ou s’éloigner les uns des
autres cn faisant varier la forme de la molécule. Toutefois, quand on
se propose d’étudier, d'unc part, les mouvements généraux de trans-
lation et de rotation des molécules, d’autre part, leurs changements
de forme ou, ¢n d’autres termes, les mouvements atomiques, il peut
étre utile de transformer les équations que je viens de rappeler, en
prenant pour inconnues trois especes de variables qui sont propres a
exprimer ces trois espéces de mouvement. Tel est 'objet que je me
suis spécialement proposé dans mes nouvelles recherches. Des neuf
inconnues que mes équations renferment, trois représentent les dépla-
cements du centre de gravité d’'une molécule, mesurés parallélement
aux axes coordonnés; trois autres déterminent les directions des plans
mobiles et rectangulaires auxquels il faudrait rapporter le mouvement
pour que la vitesse de rotation moyenne et apparente de la molécule
se réduisit constamment & zéro; enfin les trois dernieres déterminent
les déplacements de chaque atome mesurés parallelement aux direc-
tions des axes suivant lesquelles se coupent ces plans mobiles. D'ail-
leurs, de ces neuf inconnues, les six premikres peuvent étre regardées
comme fonctions de quatre variables indépendantes qui représentent
le temps et les coordonnées du centre de gravité d'une molécule. Les
trois derniéres inconnues dépendent cn outre des trois coordonnées
qui déterminent la position qu’occupe, dans cette molécule, I'atome
que I'on considére.
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Les neuf équations du mouvement, propres 4 déterminer les neut
inconnues que nous venons de mentionner, sont aux différences
mélées. Ces équations renferment, avec les dérivées des inconnues
prises par rapport au temps, les accroissements qu’acquiérent les
inconnues, lorsqu’on passe d’un atome & un autre, ou d’une molé-
cule 2 une autre, et se partagent en trois groupes correspondants
aux trois espéces d'inconnues, de telle sorte que les trois équations
appartenant 2 un méme groupe renferment les dérivées d’'une seule
espece d'inconnues, prises par rapport au temps.

Les six premieres équations qui renferment les dérivées des six
premieres inconnues a l'aide desquelles s’expriment les mouvements
généraux de translation et de rotation des molécules sont celles que
nous appellerons les équations du mouvement moléculaire. Les trois
autres, qui renferment les dérivées des inconnues propres a repré-
senter les déplacements des atomes dans les diverses molécules,
seront nommées les équations du mouvement atomigue.

Au reste, il est juste de le reconnaitre, on peut déduire directe-
ment les six équations du mouvement moléculaire de celles a I'aide
desquelles M. Coriolis a représenté, dans le XV¢ Cahier du Journal
de U'Ecole Polytechnigue, 1c mouvement d’un corps considéré comme
un systeme de points matériels. Il suffira, pour opérer cette déduc-
tion, de substituer a un corps envisagé comme un systéme de points
matériels une molécule considérée comme un systeme d’atomes, et
de substituer pareillement aux forces qui représenteraient les actions
exercées par d’autres corps les forces qui expriment les actions exer-
cées par d’autres molécules.

Le cas olt les divers atomes sont uniquement sollicités par des forces
d"attraction ou de répulsion mutuelle mérite une attention spéciale.
Déja Lagrange avait observé que, dans un systéme de points matériels
qui s’attirent ou se repoussent, les composantes de la force totale appli-
quée a chaque point peuvent étre représentées par les trois dérivées
partielles d’une seule fonction, relatives aux trois coordonnées de ce
point; et M. Ostrogradsky a montré le parti que I'on peut tirer de cette
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observation, lorsque I'on considére, non plus un nombre fini, mais un
nombre indéfini de points matériels. Or je trouve que, dans le méme
cas, les équations du mouvement moléculaire peuvent étre réduites a
une forme trés digne de remarque, et que les seconds membres de ces
équations peuvent étre exprimés symboliquement a 1'aide d’une seule -
fonction qui renferme, avec la distance des centres de gravité de deux
molécules, des lettres symboliques a I'aide desquelles s’indiquent des
différentiations effectuées par rapport aux trois variables qui repré-
sentent les projections de cette distance sur les axes coordonnés.

Si les distances qui séparent les molécules les unes des autres sont
supposécs trés grandes par rapport aux dimensions de chacune d’elles;;
si d’ailleurs les actions mutuelles des atomes décroissent trés rapide-
ment quand la distance augmente; si enfin chaque atome est en équi-
libre a I'instant ou le mouvement commence, ce mouvement pourra
étre tel, que chaque molécule conserve une forme sensiblement inva-
riable. Alors, les mouvements atomiques venant a disparaitre, on aura
seulement & s’o¢cuper des six équations qui cxprimeront les mouve-
ments de translation et de rotation de chaque molécule, et qui, comme
I’a observé M. Savary, dans la séance du 4 novembre 1839, pourront
étre facilement déduites des principes de la Mécanique rationnelle.
On se trouvera ainsi ramené, par exemple, aux formules que j'ai pré-
sentées & I'Académie le 5 décembre 1842, ou bien encore a celles qu’a
données M. Laurent dans son beau Mémoire sur les mouvements infi-
niment petits d’un systéme de sphéroides.

Il importe d’observer que la fonction symbolique renfermée dans
les six équations du mouvement d’une molécule est le produit de trois
facteurs. De ces trois facteurs, le dernier dépend uniquement de la
distance comprise entre le centre de gravité de cette molécule et le
centre de gravité d’unc autre molécule; il est donc fonction des ac-
croissements que prennent les coordonnées du premier centre de gra-
vité quand on passe de ce premier centre au second. Quant i chacun
des deux autres facteurs, il renferme trois lettres caractéristiques qui
indiquent la formation de dérivées prises par rapport a ces accroisse-
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ments, avec les quantités variables qui expriment les différences entre
les coordonnées des atomes dont se compose une molécule et les coor-
données de son centre de gravité. '

1l peut arriver que I'un de ces deux facteurs, par exemple cclui qui
correspond a la molécule dont on détermine le mouvement, soit, au
premier instant, une fonction isotrope des variables qu'il renferme,
c¢’est-a-dire une fonction dont la valeur soit indépendante des direc-
lions assignées aux trois axes coordonnés, supposés rectangulaires.
Alors, si toutes les molécules sont de méme forme, le second facteur,
c'est-i-dire le facteur correspondant a une autre molécule, sera lui-
méme, au premier instant, une fonction isotrope des variables qu'il
renferme, et les mouvements moléculaires pourront se réduire a des
mouvements de translation des centres de gravité des molécules, les
rotations étant réduites a zéro. Par suite aussi, les équations du mou-
vement seront de la forme de celles qu’on aurait obtenues en rédui-
sant les molécules & des points matériels. Ainsi se trouve généralisé
un théoréme que j'avais établi dans le Mémoire du 5 décembre 1842,
et que j'ai rappelé dans la séance du 27 mai 1844 (voir le Compte rendu
de cette derniere séance, page g70) (*).

Dans mes nouvelles recherches, j’ai spécialement considéré le cas
ol les mouvements de rotation deviennent infiniment petits. Dans ce
cas, les trois inconnues correspondantes au mouvement rotatoire
d’'une molécule peuvent étre réduites aux angles infiniment petits qui
représentent les rotations moyennes de la molécule autour des axes
coordonnés.

Dans un autre article, je développerai, 4 'aide du calcul, les consé-
quences des principes que je viens d’exposer et des formules qui s’en
déduisent.

(1) OLuvres de Cauchy, S. 1, T. VI, p. 220,
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356.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur les racines des équations algebrigues
a coefficients entiers, et sur les polyndmes radicauzx.

C. R., T. XXIV, p. 407 (15 mars 1847).

En recherchant les propriétés que possédent les racines d’équations
algébriques a coefficients entiers, je me suis trouvé conduit a divers
résultats qui m’ont paru dignes de remarque, ct que je vais indiquer
en peu de mots.

§ I. — Sur les équations algébriques a coefficients entiers.
Soit () une fonction enticre de « du degré m, en sorte qu’on ait
o(z) =a,+ayr +...+ a,z"
Si les valeurs numériques des coefficients
Qyy Ay, ceey Ay

se réduisent & des nombres enticrs, I'équation
(n g(x)=o
sera ce que j'appellerai une equation algébrique a coefficients entiers.
Si
(2) x(z)=o0
représente une seconde équation de méme espéce, qui ait des racines
communes avec la premiére, il suffira de chercher le plus grand com-
mun diviscur algébrique entre les deux polynomes ¢(x), y (). puis
d’¢galer ce plus grand commun diviseur & zéro, pour obtenir une troi-
sieme équation
(3) w(x)=o,

qui offrira toutes les racines communes aux deux premiéres. Cette
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troisiéme équation sera elle-méme & coefficients entiers, si, avant
d’effectuer chacune des divisions partielles que réclame la recherche
du plus grand commun diviseur, on a eu soin de multiplier chaque
dividende par un facteur entier, convenablement choisi. En consé-
quence, on peut énoncer la proposition suivante :

TakoniMe 1. — Si deux équations algebriques et a coefficients entiers
offrent des racines communes, celles-ci sont, en méme temps, les racines
d’une troisieme équation algébrique et a coefficients entiers.

Corollaire I. — En vertu des relations qui existeront entre les divi-
dendes et diviscurs particls et les restes correspondants, le premier
membre de la formule (3)sera évidemment lié¢ aux premiers membres
des formules (1) et (2), par une équation de la forme

(4) w(r)=ug(x)—vy(z),

u, v étant deux fonctions entiéres de & a coefficients entiers. Si l'on
nomme m le degré de ¢(z), n le degré de y (), et v le degré de o (x),
les degrés de u et de ¢ seront respectivementn —v —1ct m —v —1.
D’ailleurs, lorsque w(x) sera connu, les valeurs de u et de ¢ pourront
se déterminer directement 4 'aide d’une méthode semblable a celle
que j'ai donnée dans les Exercices de Mathématiques, t. 1, p. 160 (').

Corollaire 11. — Si, des deux équations données, celle qui est de
degré moindre offre des racines étrangeres a 'autre, la troisieme équa-
tion sera nécessairement d'un degré inférieur aux degrés des deux
premiéres.

Corollaire III. — Si, des deux équations données, la seconde n’offre
pas de racines étrangéres & la premiere, ¢(z) sera divisible algébri-
quement par y (), et 'on aura

(8) ko(z)=vy(z),

¢ désignant une nouvelle fonction entiere et & coefficients entiers, et £

(1) QEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 202.
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une quantité constante. Si, dans le diviseur y (<), la puissance la plus
élevée de x a pour coefficient I'unité, alors le coefficient £ pourra étre
réduit & 'unité, puisque la division algébrique fournira immédiate-
?(2)

x(z)
entiers. Donc alors la formule (5) pourra étre réduite a

ment pour le quotient une fonction entiere de @ a coefficients

(6) 9(z) =vy(2).

Une équation algébrique et i coeflicients enticrs sera irréductible,
s'il n’est pas possible de former une autre équation algébrique, de
degré moindre et i coefficients entiers, qui ait avec elles des racines
communes. Nous supposerons d’ailleurs généralement que, dans notre
équation irréductible, les divers coeflicients, réduits i leurs moindres
valeurs numériques, n’offrent pas de diviseur qui leur soit commun &
tous. Cela posé, le théoréme I entrainera évidemment les propositions
suivantes :

TutoriMe II. — Une équation algébrique et @ cocfficients entiers n’est
point irréductible, lorsque, parmi ses racines, quelques-unes seulement

vérifient une autre équation algébrique et a coefficients entiers.

Tutortme Ill. — Supposons que, X étant une fonction entiére de z, a

coefficients entiers, I’équation
X=o

soit irréductible. Si une seule racine x de cette équation vérifie une autre
equation algebrique et a coefficients entiers

¢(z) =0,
alors la fonction ¢(x) sera divisible algébriquement par la fonction X.

Done, si dans cette derniére le coefficient de la plus haute puis-
sance de « se réduit a I'unité, on aura

9(z)=X{(x),

¢ () désignant encore une fonction entiére de x a coefficients en-
tiers.
ORuvresdeC.—S.1,t. X, 30
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Les théorémes II et III fournissent le moyen de décomposer en
équations algébriques irréductibles une équation binome de la forme

(7) z*—1=o0,

n étant un nombre entier quelconque. On peut ainsi, par exemple,
‘établir les propositions suivantes.

TuioniMe IV. — n étant un nombre entier quelconque, supereur a 2,
nommons m le nombre des termes de la suite

1, 2, 3, ..., n—i1,
qui sont premiers a n. Soit, de plus,
(8) X=o

I'équation algébrique et i coefficients entiers qui @ pour premier terme x™,
pour dernier terme 'unité, et pour racines les diverses racines primitives

de U équation bindme
(9) Z*—177 0.
L’ équation (8) sera toujours irréductible.

TukoriMe V. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme
précédent, nommons ¢(x) une fonction entiére de x a coefficients entiers.

Si une seule racine de l'équation (8) verifie la condition
o(x)=o,
o(x) =X y(z),

Y (@) designant encore une fonction entiére de x a coefficients entiers.

on aura, quel que soit x,

§ 1. — Sur les polyndmes complexes ou radicauz.

Soit p une racine primitive de ’équation binéme
(1) " —1=o0,
n étant un nombre entier quelconque. Une fonction entiére ¢(p) de
cette racine pourra toujours étre réduite a la forme

(2) o(p) =ay+ a,p + agp?~+... + ap—yp*,
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et représentera ce qu'on nomme quelquefois un rombre complexe.
Mais ici le mot nombre parait détourné de sa signification naturelle.
Afin d’éviter cet inconvénient, nous donnerons simplement & la fonc-
tion ¢(p) déterminée par la formule (2) le nom de polyndme complexe,
ou, mieux encore, de polyndme radical, pour rappeler origine d’'un
tel polynome dont les divers termes sont proportionnels aux diverses
puissances d’une méme expression radicale, savoir d’une racine n'*=°
de l'unité.
Soit maintenant 7 le nombre des termes qui, dans la suite

, 2, 3, ..., n—1,

sont premiers & m. Soit encore
(3) X =0

I'équation réciproque et irréductible qui a pour premier terme x™, et
pour racines les diverses racines primitives de 'équation (1). Toute
fonction entivre 9(«) de la variable « se réduira, pour x =g, au reste
qu’on obtient en divisant cette fonction par X; et, comme ce reste sera
seulement de degré m — 1, il est clair que tout polynome radical 3(p)
sera réductible a une fonction entiére du degré m — 1, ¢’est-a-dire i la
forme

(4) o(p) =0 ayp - aypl . Ay p”

Lorsqu’un polynome radical aura été ramené a cette forme, nous le
dirons réduit a sa plus simple expression. Si les coellicients des diverses
puissances de x sont cntiers avant la réduction, ils le seront encore
aprés. Dans ce qui suit, nous considérerons seulement des polynomes
radicaux, a coefficients entiers, ct nous les supposerons réduits i
leurs plus simples expressions. Lorsqu’un polynome radical ¢(p),
multiplié par un autre y(p), en produira un troisicme f(p), nous
dirons que celui-ci a pour facteur le polynome ¢(p), par lequel il peut
étre divisé. Cela posé, un polynome radical ¢(p) ou f(p) aura évi-
demment pour facteur entier tout nombre entier qui divisera tous les
coefficients 2 la fois. De plus, un facteur sera linéaire, 'l est de la
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forme a, + a, p; du second degré, s’il est de la forme a,+ a,p + a,p*;
et ainsi de suite.

Ces définitions étant admises, on déduit immédiatement des prin-
cipes établis dans le § I les propositions suivantes.

TukoriME [. — p étant une des racines primitives de U'équation (1), et
f(p) un polynéme radical a coefficients entiers, si ce polynéme est dé-
composable en deux facteurs de méme forme 9(p), ¥.(p), en sorte qu’on
ait

(5) f(p) =9(p) x(p)s

on aura encore, pour une valeur quelconque reelle ou imaginaire de la

variable x,
(6) f(z) =o(2) 3 () + X (=),
() désignant une nouvelle fonction enticre de x @ coefficients entiers.

TukoreMe 1. — p étant une racine primitive de U’ équation (1), et 3 un
nombre entier quelconque, st 3% se décompose en deux facteurs radicaux
o(p)s %.(p) a coefficients entiers, en sorte qu'on ait
(7) 9o = o (p)7.(p)s

on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la

variable x,
(8) I =g(z)x(z)+ X{(z),
{(x) désignant une nouvelle fonction entiére de x & coefficients entiers.

Tucontne 11l. — p étant une racine primitive de I'équation (1), s le
nombre entier X admet un facteur radical linéaire, c’est-a-dire de la
Jorme '

Q+ a, P
on aura, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la va-
riable x,

(9) N = (as+ ayz) x(z) + kX,
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¥ (&) désignant une fonction entiére de x, du degré m — 1, & coeffi-

cients enters, et k un coefficient constant dont la valeur numerique sout
entiere.

Dans la recherche des diviseurs radicaux d'un nombre enticr donné
9%, on peut toujours supposer que le diviscur radical cherché, et méme
le quotient du nombre ot par ce diviseur, n'offrent pas de facteurs
entiers. En effet, si, dans I'équation (7), on supposait

o(p)=rcoi(p)
ou
x(p)=cx(p)s

9.(p) ou yx,(p) étant un polynome radical & cocfficients entiers,
¢ devrait diviser 9%, et I'équation (7) pourrait étre remplacée par la
suivante

o

”_c‘ich,(p)x(p). ou —:’Z?(P)xx(m,

en vertu de laquelle 9,(p) ou ¢(p) serait diviscur de —-

On pourra donc toujours supposer, dans le théoréme III, que cha-
cun des facteurs radicaux a,~+ a,p, % (p) n'offre pas de diviscurs
entiers. Alors les cocfficients a,, @, seront premiers entre eux, et par
suite, comme il est aisé de le voir, chacun d’cux sera premier & n.
Alors aussi, cn nommant p un diviscar premier de 9%, on tirera de la
formule (9)

(10) (a,+ayz)y(zx)+ kX =0 (mod. p),
quelle que soit la valeur attribuée d X. La formule (10) se réduirait a
(11) (ay+ayz)y(xz)=o (mod. p),

si p divisait £ Mais, comme dans cette hypothése I'équation (i 1),
dont le degré cst m, devrait offrir p racines distinctes, il est clair que
p devrait étre inféricur ou tout au plus égal & m.

Lorsque, a, et a, étant premicrs entre cux, le binéme radical
a,+ a,p sera diviseur de 9; si d’ailleurs 9% n’a pour facteurs premiers



238 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

que des nombres supérieurs a m, il suffira de choisir # de maniére a
vérifier la condition

(12) @o+ayz=o0  (mod.Js),

pour que la formule (10) entraine la suivante

(13) X=o0 (mod. JG)

et, a plus forte raison, la suivante :

(14) | xrhmg (mod. ).

Mais, d’autre part, si I'on nomme N I'indicateur maximum correspon-
dant au nombre entier 9%, tout nombre x premier & 9% vérifiera la con-
dition

(15) ¥ =1 (mod. JG).

Enfin, si  désigne le plus grand commun diviseur de N ¢t de », les
formules (14), (15) entraineront la suivante

(16) Wz (mod. %),

et, dans cette derniere, w ne pourra se réduire a I'unité. Car, si a
I'équation (13) on joignait la condition

(17) x =1 (mod. %),

9% devrait se réduire a 'unité, ou bien encore au nombre 2, si 2 était
un nombre premicr ou une puissance d’un tel nombre. En consé-
quence, on pourra énoncer généralement la proposition suivante :

TueoriMe IV. — n, 0 étant deux entiers quelconques, nommons m le
nombre des entiers premiers & n, et N U'indicateur maximum correspon-
dant au nombre ¥. Supposons d’ailleurs que le nombre 3 ait pour facteurs
des nombres superieurs a n, ou méme a n( 1 — %), St n est une puissance
d’un nombre premier c. Pour que le nombre ¥ admette un diviseur
radical linéaire et de la forme

a,+ayr,
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a,, a; €lant premiers entre eux, il sera nécessaire que n et N offrent un
commun diviseur supérieur a l'unité.
Corollaire I. — Si n est un nombre premier, alors, en vertu du théo-
reme précédent, N devra étre divisible par n.
Corollaire II. — Si ot et n sont deux nombres premicrs, on aura
N=9 —1;

ct par suite, pour que 9t admette un diviseur radical linéaire de la
forme a, + a,p, il sera nécessaire que X soit de la forme 42 + 1.

Considérons maintenant d’une maniére spéciale le cas ol 2 est un
nombre premier. Alors on aura

m:=n—1 et X—=a" 4?34, . x4 1.

Alors aussi la formule (13) offrira m racines distinctes; et, si 9t est
décomposable en deux facteurs radicaux

ay+ a,p, %(p)s

dont 'un soit linéaire, et dont aucun n’admette de diviseur entier,
les m racines de I’équation (13) devront satisfaire & la formule (11),
dont le degré est m, ct 'une d’clles a la formule (12). Dans un pro-
chain article, nous appliquerons ce principe, et les principes analo-
gues auxquels conduiraient les formules (6) et (8), & la décomposi-
tion des nombres entiers cn facteurs radicaux, ou méme des polynomes
radicaux en polynomes de méme espéce.

397.
Puysioue MATHEMATIQUE. — Mémotire sur le mouvement d'un systéme de

molécules dont chacune est considerée comme formée par la réunion de

plusieurs atomes ou points materiels.
C. R., T. XXIV, p. 414 (15 mars 1847).

Simple énoncé.
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358.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémotre sur de nouvelles formules relatives a
la théorie des polyndémes radicaux, et sur le dernier théoréme de

Fermat.
C. R., T. XXIV, p. 469 (22 mars 1847).

Prélinminaire.

Le mode de démonstration, proposé par I'un de nos confréres pour
le dernier théoreme de Fermat, dans un Mémoire présenté a la séance
du 1°" mars, exigerait, comme I'a remarqué M. Liouville, que I'on
établit d’abord, pour les polynomes appelés complexes, des proposi-
tions analogues & celles sur lesquelles repose, en Arithmétique, la
décomposition d’'un nombre en facteurs premiers. Une seconde diffi-
culté se tire de la considération des expressions imaginaires désignées
par 3; dans le Mémoire dont il s’agit : car ces expressions étant, comme
I'a remarqué encore M. Liouville, des diviseurs de I'unité, on ne sau-
rait dire que leurs puissances ne peuvent diviser certains polynomes
complexes, ni que, pour ce motif, la formule (11) de la page 315 (')
soit irréductible. D’un autre coté, 'auteur d’une Note insérée dans le
Compte rendu de la derniére séance s’est proposé de faire voir que le
principe fondamental sur la décomposition d’'un nombre en facteurs
premicrs, ainsi que la méthode d’Euclide pour la recherche du plus
grand commun diviseur, sont entiérement applicables aux polynomes
complexes; et, pour le prouver, il a commencé par reproduire, a2 peu
de chose pres, I'analyse dont M. Dirichlet a fait usage dans un beau
Mémoire sur les formes quadratiques. A la vérité, I'auteur de la Note
areconnu que les mémes principes s’appliquent aux polynomes com-
plexes qui renferment les racines cubiques de 'unité ; mais une objec-
tion s’éleve contre le passage ol il assure qu’on peut aisément étendre
le méme mode de démonstration aux nombres complexes de forme

(1) Comptes rendus, T. XXIV; 1847.
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plus compliquée qui dépendent des racines de I’équation bindme
"=,

n étant un nombre enticr quelconque. En effet, suivant la Note citée,
pour opérer cette extension, il suffirait de prouver que le produit d’un
polynéme donné par les polyndmes semblables qu’on obtient en sub-
stituant successivement I'une & I'autre les diverses racines imagi-
naires de I'équation binome est un nombre toujours inférieur a
Uunité, lorsque, dans le polyndome donné, chaque coeflicient est com-
pris entre zéro et I'unité. Or il est aisé de voir que cette derniére pro-
position ne saurait étre admise, méme dans le cas tres simple o I'on
prend »=7. En effet, si 'on nomme g une racine primitive de I'équa-

tion binome
2'=1,

on aura, comme I'on sait,
p - p?4pt -k pt - pB o pB o1,
1 U,
p—ptp —ptpt—pt gy,
et, par suite, le module de chacune des sommes
p+ptpty plpf ek 0f

sera réduit au module commun des deux expressions imaginaires

R . 1
~-l~l"7,\/—l — 17/ -1
’ )
2 2

c’est-d-dire & 2. Donc le produit des deux sommes sera égal an
nombre 2, ce dont il est d’ailleurs facile de s’assurer directement; et
si I'on désigne par f(p) 'unc des deux sommes, par exemple le tri-
nome complexe
- p+pipt
le produit de ce trindme par les trindmes semblables qu’on obtiendra
en substituant successivement a la racine g les autres termes de la
suite
poph P oph Ph P
scra égal au nombre 8, notablement supérieur a I'unité. Ajoutons que
Ouvres de C.— S.1, t.X. 31
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ce produit sera encore trés peu différent du nombre 8, et par suite
supéricur i I'unité, si, dans le trinome

ap + 8p*+ ypt,

on attribue aux coefficients «, 6, y des valeurs positives inféricures &
I'unité, mais qui en différent tres peu. Généralement, si, n étant un
nombre premier de la forme 4m + 1, on nomme r une racine primi-
tive de I'équivalence '
== (mod. n),

les deux polynémes

p +p"+pM+...+p",

pr oM+ p" .+ o™

auront pour module commun I’expression

n+1
4

b

et le produit de tous les polynomes semblables qu’on obtiendra cn
substituant successivement & la racine p ses diverses puissances d’un
degré inférieur a n sera

()

Le méme produit serait réduit a

N

si, dans les polynomes donnés, chaque coefficient était réduit & 3, et
alors ce produit surpasserait I'unité pour toute valeur du nombre pre-
mier n, égale ou supéricure i 17.

On voit, par ce qui précede, que la théoric générale des nombres
complexes est encore & établir. Je vais essayer de poser ici les prin-
cipes fondamentaux de cette théorie; je chercherai ensuite & en dé-
duire le dernier théoreme de Fermat.
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§ I. — Considérations générales sur les polyndmes radicauz.
Propriétés diverses de ces polyndmes.

Soit p une racine primitive de I'¢quation binome
(1) =1,

n étant un entier quelconque; nommons m le nombre des termes (ui
sont premiers a n, dans la suite

/ 1, 2, 3, ..., n-—1,

et désignons par
1, a, b, ¢, ..., h

ces mémes termes. Les diverses racines primitives de I'équation (1)

seront
Ps Fu’ 'p[:, ceey Ph;
et si 'on pose
(2) A= (2 —p) (r—-p)...(z—ph),
alors
(3) X =o

sera une équation a cocllicients entiers, irréductible et du degré m. Si

(ailleurs on pose
(4) f(p) =a + 6p 4 yp*+...-+np"t,
les coefficients «, 6, v, ..., n étant réels, f(p) sera un polyndme com-

plexe ou radical qui, élant réduit a sa plus simple expression, prendra la

forme

(5) f(p) = a + 68p + yp*+...+ ep™!;

et le produit de ce polynome par les polynomes semblables qu'on
obtient en substituant successivement a la racine p les autres termes

de la suite
P' pa’ pl;’ ceny p/l
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sera une fonction entitre des seuls coefficients «, 6, Ys +-.. Ce produit,
composé de facteurs qui se déduisent les uns des autres suivant une
loi déterminée, peut &tre appelé factoriel tout aussi bien que les.facto-
riclles arithmétiques et géométriques dont j'ai parlé dans d’autres
Mémoires (Tome XVII des Comptes rendus, page 641) (*). Nous lui
donnerons effectivement le nom de factorielle complexe ou radicale. Si
on le représente par O, on aura

(6) 0 ="1(p)f(p?)f(p")...f(p").

D’ailleurs la factoriclle ® devra étre soigneusement distinguée des
modules de ses divers facteurs considérés comme expressions imagi-
naires. Si 'on représente ces modules par

Ty Tay Toy ..y Tpy
et les arguments correspondants par les angles

P, Pm Pln cevy Phy

on aura ‘

(7 [(p)=rerV=t,  f(p?)=rgeraV=T,
et

(8) O@=rr,r,...ry,

les angles p, p,, ..., ps disparaissant dans la valeur de ©, attendu que

les racines
P’ pa’ Pb’ ceny Ph

de I'équation (3) seront imaginaires et conjuguées deux a deux. Pour
ce méme motif, les modules

Ps Tay Fby ooy Iy

seront eux-mémes ¢gaux deux i deux; et 'on aura, en tenant compte
seulement des modules correspondants i la moitié des racines, savoir,

(') OEuvres de Cauchy, S. 1, T. VIII, p. 65.
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aux racines non conjuguées,

(9) 8=ririr}...,

chaque module étant déterminé par une équation de la forme
(10) r="1(p)f(p~1).

Si 'on suppose la valeur du polynéme f(p) donnée par la foe-
mule (4), et si 'on attribue aux cocfficients des valeurs «, 6, v, ..., 1
finies, la factorielle © sera une fonction de ces coefficients qui ne va-
riera pas quand on les fera tous croitre ou décroitre simultanément
d’un nombre quelconque /, puisqu’on aura toujours, en prenant pour p
une racine primitive de I’'équation (r),

(1) T4+ppt+...+pr-l=o.

Donc alors la factorielle ® conservera une valeur finie pour des valeurs
infiniment grandes de /, ¢’est-a-dire pour un accroissement infiniment
grand attribué aux divers coefficients. Mais il n’en sera plus générale-
ment de méme, si 'on attribue des accroissements infiniment grands
a quelques coeflicients seulement. 11y a plus : si 'on suppose le poly-
nome f(p) réduit a sa plus simple expression et ramené & la forme (5),
il arrivera souvent que la factoriclle ® deviendra infinie pour des va-
leurs infinies quelconques des divers coefficients. Ainsi, en particu-
lier, si 'on prend 2 = 3, en sorte que p désigne une racine primitive

de I’équation binome
x3=1,
alors, en posant
f(p) = &« + 6p -+ 8y + y0%
on trouvera

(@ —8)* (2 —y)+ (8 —y)"

O—=a+ 6+ y*—ab —ay — 6y = ).

'

et par suite la factorielle ® conscrvera une valeur finie quand on
attribuera simultanément aux trois cocfficients «, 6, y un méme ac-
croissement fini ou infini. Mais elle deviendra toujours infinie, si I'on
fait croitre indéfiniment deux coefficients «, 6, ou I'un des deux seu-
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lement. 1l y a plus : si le polynome f(p) est supposé réduit a sa plus
simple expression, on aura y = o, et la valeur de ®, réduite a

(e —B)'+ a?—+ 6!
’

Q=+ 8 —af = 5

deviendra toujours infinie pour des valeurs infinies des deux coeffi-
cients ou de 'un des deux seulement.

Il importe d’observer que, en vertu de la formule (6), la facto-
rielle ® est une fonction symétrique des racines primitives de I'équa-
tion (1). Donc, si I'on nomme ¢, la somme des /1™ puissances de ces
racines, c’est-a-dire si 'on pose
(12) gr=p! +p¥ 4 pt ... M,

/ étant un nombre entier quelconque, @ sera une fonction entiére, non
sculement des cocfficients «, €, v, ..., mais encore des sommes

Sty S29  ceey Sm—ie
Dong, si les coefficients «, 6, v, ... oﬂ'rent des valeurs entieres, la fac-
torielle ® se réduira simplement 2 un nombre entier.

Parmi les valeurs nouvelles que peut prendre O, lorsqu’on y i:ut
varier les coefficients «, €, y, ..., on doit remarquer celles qu’on
obtient quand on fait croitre ou décroitre un ou plusieurs coefficients
de quantités entiéres, et spécialement celles qu’on obtient quand on
fait croitre ou décroitre un seul coelficient de 'unité. Concevons,
pour plus de commodité, que I'on désigne par 8,, on 6;, ou 0, ...,
ce que devient ® quand on fait croitre z, ou 6, ou y, ... de I'unité. On

aura évidemment
(13) Op = [1+4(p) [1+L(p®)] ... [1+ I(p")];

¢t comme, en vertu de la formule (13), les facteurs de ©, seront deux
a deux conjugués, ct de la forme

L+ rerV=1, j4re-rV-i,
la formule (13) donne

(14) w==(1-—2rcosp + 1) (1—2r,cosp,+rk)..



EXTRAIT Ne 358. 247

le nombre des facteurs du second membre étant égal a jm. On trou-

vera pareillement 2

(19) - Os=[p+f(p)[p*+ f(p*)]. .. [p"+f(p™)]

ou, ce qui revient au méme,

(16) Og=[1-+p~ f(p)] [t +p=*1(p™)] ... [1+p~" F(p")].
D’ailleurs, une racine primitive p de I'équation (1) sera de la forme
(17) p = eVl

o étant un arc réel que I'on pourra, si 'on veut, supposer déterminé
par la simple formule

(18) W= -

Cela posé, I'équation (16) donnera

(19) Og=[1+2rcos(p —w)+ r*][1+ 2r,co8(p,~— aw) -+ ri]....

On trouve, de la méme maniére,

(20) Oy==[1+arcos(p —2w)+ r*][1+ar,cos(p,—2aw)+ri]..., ...,

et ainsi de suite. Par conséquent, si 'on attribue a f(g) la forme géné-
rale que présente la formule (5), les divers termes de la suite

(21) 8., O Oy, ..., O,

ne seront autre chose que les diverses valeurs que prendra 'expres-

sion
(22) Q=[r+arcos(p—w)+rjli+ar,cos(p —aw)+ri}...,

lorsqu’on y substituera successivement, a la place de w, les divers
termes de la progression arithmétique

(23) 0, @, 2%, 3@, ..., (n—1)@.

Observons d’ailleurs que, en vertu de la formule (18), si 'on porte, &
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partir d'une méme origine, Sur la circonférence du cercle dont le
rayon est I'unité, les arcs représentés par les divers termes de la pro-
gression (23), les extrémités de ces arcs seront les sommets d’un po-
Ivgone régulier inscrit au cercle, et qui offrira n cétés.

Soient maintenant
£

(94) e-au 0_s, 0—79 sy 9—1\

les valeurs que prend la factorielle ®, quand on y fait croitre de I'unité,
non plus les quantités &, ou €, ouy, ..., mais les quantités — «, ou
— €, ou — ¥, .... Les termes de la suite (24) représenteront encore
les valeurs que prendra successivement 0, si 'on y fait décroitre «,
ou &, ouy, ... de la quantité — 1; et, en raisonnant comme ci-dessus,
on prouvera que, pour obtenir ces divers termes, il suffit d’attribuer
successivement a o les valeurs

o, w, 2w, 3w, ..., (n—1)w,

non plus dans le produit Q déterminé par I'équation (22), mais dans
le produit ©,, déterminé par la formule
(25) Q,=[1—arcos(p—w)+rtJlr—ar,cos(p—aw)-+ri]....

1l existe un moyen facile d’obtenir dans tous les cas une limite égale
ou supérieure a la factorielle . En effet, posons, pour abréger,

rraerio ...
(26) R= _,__;‘:"_"j'
im

ou, ce qui revient au méme,

R o TR) £(p™) -+ 1(p?) f(p=) +. ..+ ((p") f(p=)

m

(27)

R scra la moyenne arithmétique entre les nombres représentés par les
produits

(28) f(p) f(p="), f(p*) f(p™) ...y f(p*) f(p~").
D’autre part, on tirera de la formule (6), en y remplacant p par g=',

(29) @ =1(p=t) f(p=2) f(p=?).. . T(p="),
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et par suite on aura

(30) 0= 1(p) f(p=") f(p*) F(p==). .. f(p") f(p~").

Donclamoyenne géométrique entre les produits (28) sera la racine m*¢

2
de ©% ou @™ Mais la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est
toujours ou égale, ou inféricure 4 la moyenne arithmétique entre les
mémes nombres. On aura done

2
em ‘i n ,
et

m

(31) 0 “R%.
Si, pour fixer les idées, on suppose que # soit un nombre premier
impair, on aura
m=—n-—i,
et la formule (27) dohnera

ab4ay ... 46y k...

— oo 82 - 2 o —
(32) R—=—al+ 82 y24-... e

Done alors, en posant, pour abréger,

. {S=a-+6+y+...,
(33) } .

Sy= otk 82yt L,
on aura simplement

(36) EEL G it

a(n—1)

par conséquent la formule (31) donnera

(35) 0 l 2(n =1 :fl :
et, a plus forte raison,

(36) e;(_'L"*—> :

n-—1

Si chacun des coefficients a, €, v, ... offre une valeur numérique
OFuvres de C. — S. I, X, 32
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inférieure a 'unité, si d’ailleurs n, comme on peut toujours le sup-
poser, se réduit a zéro, on aura

Se=n—1,
et la formule (36) donnera
n—1
(37) . O“n 2,
l.a méme formule donnerait
n—1
=
38 0- 2)
(59) (7

si, v ¢tant nul, on attribuait aux divers coefficients «, €, v, ... des
valeurs numériques comprises entre les limites o et 3.

Le cas ou, dans le polynome f(p), les coefficients «, €, v, ..., 0 s¢
réduisent, aux signes preés, 4 des nombres entiers, mérite une attention
spéciale. Lorsqu’un polynome f(p) i coefficientgentiers est le produil
de deux autres polynomes de méme espéce ¢(p), 1.(¢), chacun de ces
derniers est appelé diviseur du polynome f(p); et, comme I'équation

f(p) =9 (p) x(p)
entraine la suivante
f(p") == 9 (p") 2.(p")s
quelle que soit la valeur du nombre entier /, il est clair que, si 9(p)
est diviseur de £(p), () sera diviseur de f(p’). Si f(p) se réduit a
un nombre entier £, on aura encore

f(p')=k;

et, par suite, on peut affirmer que, si un polynome radical #(g) & coef-
ficients entiers est diviscur de £, le polynome ¢(p*) sera parcillement
diviseur de £, quel que soit /.

Observons encore que, en vertu de I’équation identique

at+ 8" = (a+ 8) (a + 8p)...(a + Epr~1),

qui subsiste pour une valeur quelconque du nombre entier et impair 2,
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le rapport
at - 8r
a+ 6

représentera la factorielle correspondante i chacun des binomes radi-

caux
a+8, a+6pt ..., a-6p-t.

Donec tout bindome radical de la forme
a + 6p!

sera un diviseur de ce rapport, quelle que soit la valeur entiere de /.
Or, comme on réduit le rapport dont il s’agit i 'unité, quand on pose

a8 =1,
et au nombre 2, quand on pose
o~ B t,
nous pouvons aflirmer que tout binome radical de la forme
1+ pf
est un diviseur de P'unité, et tout binome radical de la forme
1—pf,
un diviseur du nombre entier 2.

Remarquons encore, avant de terminer ce paragraphe, que, dans
le cas ol les cocfficients «, 6, y, ... sont entiers, on peut de la for-
mule (6) déduire le quadruple de la factorielle ©, sous une forme
semblable a celles sous lesquelles nous avons présenté, dans un pré-
cédent Mémoire, des entiers dont chacun est le quadruple d’une puis-

sance d'un nombre premicr. Ainsi, par exemple, » étant un nombre
premier, si 'on nomme r une racine primitive de I'équivalence

(39) an=t= | (mod. n),
I'équation (6) donnera

(40) 0 =F(p)F(p"),
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la valeur de F(z) étant de la forme
F(p)==a-+b(p—+p~+...-p™") +e(pf+p" ... p™),

el a, b, ¢ étant des cocflicients qui seront entiers en méme temps que
@, €, ¥, .... Par suite, sil'on pose

(h1) A:P‘—‘P""i— P'I’—'Pr""---"“ p,-u.-g
et
(42) A=20—b—¢, B=b—r

on aura
(43) 40 == A*— BA®,
Comme on aura d’ailleurs

(44) A =(—1) * n,

I'équation (43) donnera

W 10 =A1— (=) T nl
On aura donce

(46) 40 = A*— nB®,

si nest de la forme 44+ 1, et

(") 40 = A+ n B2,

si 2 est de la forme 44 4+ 3.

A l'aide des formules précédentes, il est facile de prouver que, si
n est de la forme 44+ 3, ¢ étant positif, ® ne pourra se réduire &
I'unité sans que cette réduction entraine la condition B = o. En effet,
lorsque @ se réduit a Punité, la formule (47) donne

(48) nB*=—= 4 — A%

Or, n étant, par hypothise, un nombre premier de la forme 4{+ 3,
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on ne pourra vérifier I'équation (48) qu’en supposant, ou

(49) A=, n-=3
ou
(30) Az=za, B=o.

On pourrait demander encore sous quelles conditions la factorielle ©
peut se réduire au nombre premier 2 supposé de la forme 47+ 3. Or.
si cette réduction a lieu, la formule (47) donnera

n(4 —B?) = A%,

Donc alors A sera de la forme 2C, C étant choisi de maniere i vérifier
I'équation

4 —Br=n(C:;
et par conséquent, si A ne s’évanouit pas avec (, il faudra que I'on ait

n=3, B=, C=1, A -3,

Donc ® ne pourra se réduire & n, & moins que I'on nait A=o
ou n=23,

Le polynome f(p), déterminé par I'équation (4), renferme géneé-
ralement ~ termes. Considérons maintenant le cas ol, plusieurs des
coeflicients venant a s’évanouir, le nombre des termes est réduit i /.
Si chacun des coefficients restants offre une valeur numérique infé-

rieure & 3 on aura
L

S,;: 7
4

et [a formule (36) donnera

(51) e é)ﬁ

En vertu de cette derni¢re formule, @ sera inférieur a 'unité, si lon
suppose /== 2, n étant supérieur a I'unité, ou /=3, n élant supé-
rieur a 3.
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On verra, dans un autre article, les avantages que présente, pour
la solution des deux problémes précédemment indiqués, I'emploi de
quelques-unes des formules que nous venons d’établir.

359.

TukORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives a la
théorie des polyndmes radicaux, et sur le dernier théoréeme de Fermat

(suite).
C. R., T. XXIV, p. 516 (29 mars 1847).

Lorsqu’on veut faire servir & la démonstration du dernier théoréme
de Fermat la considération des polynomes complexes, on a deux pro-
blémes distincts & résoudre. D’abord, comme I'a fort bien remarqué
M. Liouville, on doit faire voir qu’un produit de polynomes complexes
ne peut étre décomposé en facteurs premiers que d’une seule maniére;
puis, en supposant ce principe établi, on doit en déduire le théoreme
de Fermat. Les observations de M. Liouville et celles que j’ai insérées
moi-méme dans le Compte rendu de la derniere séance prouvent la
nécessilé d'attaquer ces deux problemes. Je commencerai par m’oc-
cuper du premier. Aprés quelques recherches, je suis parvenu a le
aamener & une question de maximum, ainsi qu'on le verra dans le
paragraphe suivant.

S M. - Sur la décomposition d’un polyndme radical en deux parties,
dont U'une corresponde a une factorielle plus petite que U’unité.

Supposons que, g étant une racine primitive de I'équation binéme
(1) =1,
on pose
(2) f(p) =+ 8o 4-ypt—+...4+ np*,

@, 6, ¥, ..., n étant des coefficients réels. Si ces coefficients s’éva-
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nouissent tous, a I’exception du premier, le polynome radical f(p)
sera réduit & une quantité réelle «, et la factorielle correspondante
au méme polynome sera représentée par o™, m étant le nombre des
entiers inféricurs a n, et premiers a n. Alors aussi le polynome f(g),
réduit & la quantité réedle «, pourra étre décomposé en deux parties,
dont la premiére soit entiere, et dont la seconde ¢orresponde & un
module compris entre les limites o, 1, par conséquent & une facto-
rielle inférieure & P'unité. 11y a plus : en augmentant ou diminuant
de I'unité, s’il est nécessaire, la premiére partie, on pourra toujours

faire en sorte que le module de la seconde partie devienne inférieur

s\ 0 . N I . .
a 5, et la factorielle correspondante i —-- Voyons maintenant s'il sera

21[‘
possible d’arriver 4 des résultats du méme genre, dans le cas ot les
coefficients 6, v, ... cessent de s’évanouir tous i la fois, et si, dans ce
cas encore, le polynome f(p) pourra étre décomposé en deux parties,
dont la premicre soit un autre polynome & coeflicients entiers, mais
tellement choisis que la factorielle correspondante & la seconde partie
devienne inféricure a 'unité.
Soient
i, a b, ..., &k
les entiers inféricurs et premiers & 7. Posons, comme dans le § 1,
f(p)- rerV-1,  [(p®) = rqersy=i, ..,

Ty Iy ... ¢lant les modules des polynomes f(p), f(p%), ....
Enfin, soit

(3) O F(a, 8,9, ...,0)~=rrg...rp=rirk ...

la factoriclle relative au polynome radical f(p), et concevons que,
dans la formule (3), on attribue aux coeflicients

a, 8 ¥ ... M
des accroissements entiers, positifs ou négatifs, représentés par

) Ax, A5, Ay, ..., An.
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La factoriclle ® prendra un accroissement correspondant A®, et, parmi
les diverses valeurs de ® + A, il y en aura généralement une qui sera
inférieure A toutes les autres. Nommons T cette plus petite valeur. La
question qu’il s’agit de résoudre consiste évidemment a savoir si I'on
aura toujours

(5) T<1.

Nous observerons d’abord que, en choisissant d’une maniére con-
venable les accroissements attribués aux coeflicients «, 6, v, ..., 7,
on peut abaisser la valeur numérique de chacun de ces cocfficients
au-dessous de §, et par conséquent la somme s, de leurs carrés au-des-
sous du nombre }/, / étant le nombre de ceux des coefficients qui ne
sont pas alors réduits & zéro. D'ailleurs, en vertu de la formule (36)
du paragraphe précédent, la valeur de © est toujours inférieure

n—1

ns, N ’ . . .
(ﬁ%) . Done, en opérant comme on vient de le dire, on obtiendra

une valeur de @ -~ A®, qui vérifiera la condition

n—1

@+A6<<—"— l—) ’

n—1 4

et 'on aura encore, a plus forte raison,

(6) T< (77?;".‘ é) L

D’ailleurs, le second membre de la formule (6) est égal ou inférieur
a 'unité, quand on suppose /=2, r étant supérieur a I'unité, ou
! = 3, n étant supérieur a 3. Donc la condition (5) se vérifiera tou-
jours, quand le polynéme f(p), réduit si 'on veut a sa plus simple
expression, renfermera deux termes seulement, » étant supéricur &
I'unité, ou trois termes, ~ étant supéricur a 3. 11 y a plus : en s'ap-
puyant sur la formule (31) du § I, on prouvera assez facilement qu’on
peut, & la condition (6), substituer la suivante

(7) 'T<(v-—z ’
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et que, en conséquence, la condition (5) se vérifie encore quand le
polynéme f(p) renferme quatre termes au plus, quelle que soit d’ail-
leurs la valeur de ~n.

Supposons maintenant que, dans I'équation (3), les coefficients
2 € v, ..., M

recoivent précisément les valeurs pour lesquelles la factorielle © + 40
atteint sa plus petite valeur T, en sorte que cette plus petite valeur
corresponde A des valeurs nulles des accroissements

Aa, A8, Ay, ..., An,

et, par conséquent, 2 une valeur nulle de A®. I’¢quation
(8) AO = o,

qui sera vérifiée quand on aura ® =T, se trouvera généralement rem-
placée, lorsque les accroissements A, A, ..., Ay, ou du moins quel-
ques-uns d’entre eux, cesseront de s’évanouir, par la formule

(9) A® > o.

D’ailleurs, si, comme dans le § I, on nomme ©,, ou 0, ou 0,, ... la
nouvelle valeur que prend ©, quand on y fait croitre «, ou 6, ouy, ...
de l'unité, la valeur de A®, correspondante & cette hypothese, sera
représentée par la différence ©, — 0, 0u0;— 0, ..., ou 0, — 6. Donc

la formule (9) comprendra les suivantes :
(10) @y — 0 >o0, 0;—0>o0, ceey 0,—0>o0.

Parcillement, si 'on nomme @_,, ou ©_g, ou O_,, ... la nouvelle
valeur que prend © quand on y fait décroitre «, ou €, ou vy de
I'unité, la formule (9) donnera encore

(11) B_y—0>o0, O_g—0>o0, ceey 0_,—0>o0.

Mais, en vertu de ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, les
divers termes de la suite
0, 0 ..., O
OEuvres de C. — S. 1, t. X, 33
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seront les diverses valeurs que recoit le produit Q déterminé par la
formule

(12) Q=[1+4+2rcos(p—w)+r][1+2r;cos(p,—aw)4ri]...,

quand on prend successivement pour valeurs de o les divers termes
de la progression arithmétique

(13) o, ®», 2w, 3w ..., (n—1)w,
la valeur de & étant

(14) w=2E

Pareillement les divers termes de la suite
O s O ..., O_,

seront les diverses valeurs que recoit le produit Q, déterminé par la
formule

(15) l32,:[1———21‘(:05([)-—-0))+I"][l——-2)‘4 cos(py—aw)+ri]. ..,

lorsqu’on attribue successivement 4 o les » valeurs dont il s’agit. Donc
les formules (10) et (11) seront vérifiées si ’on a

(16) Q—0>o0, Q—-0>o0

pour 'une quelconque des valeurs de o comprises dans la progres-
sion (13). '

En résumé, la valeur T de @, pour laquelle la condition (g) sera
remplie, quelles que soient. les valeurs entiéres attribuées aux accrois-
sements

Aa, A3, ..., An,
vérifiera constamment les formules (16). Cela posé, concevons que,
pour un systéme donné de valeurs des coefficients «, 6, v, ..., 1, on
nomme II le plus petit des termes compris dans les deux suites

0,, O ..., 6,
9_.“, @_6, eeny e—’l\v
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IT sera en méme temps le plus petit des nombres qui représenteront
les diverses valeurs de Q, Q, correspondantes aux divers termes de la
progression (13); et la condition (5) sera toujours remplie, si, pour
des valeurs quelconques attribuées aux coefficients «, €,y, ..., ", par
conséquent aux modules r, r,, 7y, ... et aux angles p, pa, py, ..., la
factorielle

(17) O =rriri,

est constamment inférieure & I'unité, lorsqu’elle vérifie la formule
(8) o<1,

ou, ce qui revient au méme, la formule

(19) 0 =011,

0 désignant un nombre compris entre les limites o, 1.
Observons, a présent, que si 'on pose

a=o0, 6 -z o, 7 =:0, ceey n=o,

les polynomes
f(e), f(p*), ..., f(p")

s’évanouiront tous avee leurs modules. On aura done alors

r—o, rei o, cey r,=—o

et
O =o0<13

par conséquent, la condition (5) sera vérifiée. Alors aussi les for-
mules (12) et (13) donneront

Q=Q =1,

et par suite on aura
H=1.

Supposons maintenant que les coefficients
a & ¥ ..., W,

cessant d’étre nuls, acquiérent de trés petites valeurs numériques qui



260 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.
soient entre clles dans les rapports donnés, et posons
(20) B=rttri 0k

on aura scnsiblement, pour de trés petites valeurs de s,

Q =1+2[rcos(p—w) +r,cos(p.—aw)+...],

Q=1—2[rcos(p—w)+r,cos(p,—aw)+...],
lorsque I'angle ® sera choisi de maniere que la somme
g q
reos(p —w) -+ rqeCos(pa—amn) +...

ne s’évanouisse pas. Donc alors, des deux quantités Q, Q, la plus

.
h

petite sera inférieure a 'unité, et ’on aura
<.

Alors aussi la valeur de 0, tirée de la formule (17), sera trés petite,
par conséquent inféricure a 'unité; et, comme II différera peu de
'unité, cette valeur de © vérifiera certainement la condition (18),
ou, ce qui revient au méme, la condition (19).

Supposons enfin que les cocfficients

% € Y ..uy N
continuent & varier, par degrés insensibles, avec les arguments

r'y Tay Iy crey

et les modules
P) Pas Pos coey

et que, en conséquence de cette variation, la valeur de # croisse indé-
finiment. Quand la valeur de ©, donnée par la formule (17), vérificra
la condition (18), on aura, d’une part,

(21) M=r*riry, ...,
0 étant un nombre inféricur a l'unité; et, d’autre part,

01,
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tant que I'unité surpassera la valeur commune des deux membres de
la formule (21), et, par suite, la valeur du produit

rroly.. ..

Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, la condition (5) sera
toujours remplie, si P'unité surpasse la plus grande valeur de 011
que Pon puisse déduire de la formule (2r1), en y faisant croitre les
modules
ry Tay T
par degrés insensibles a partir de zéro, et en supposant
<.

Il'y a plus : il est facile de s’assurer que cette plus grande valeur de
911 correspond précisément &

0=r.
Donc le premier des problémes qu’il s’agissait de résoudre se trouve
ramené, comme nous I'avons dit, 2 une question de maximum, savoir

a celle dont voici ’énoncé :

PronuiMe. — Soit 11 la plus petite des valeurs que fournissent pour ) et
pour Q les formules (12) et (15), quand on y substitue successivement a
la place de v les divers termes de la progression (13). Concevons d’ail-
leurs que les modules

Iy Tay Toy .oy
d’abord réduits ¢ zéro, varient, par degres insensibles, avec les argu-
8 8
menlts
Py Pas Pby -y
de maniére a verifier I’équation

(22) M=rrir}....

On propose de rechercher la plus grande des valeurs que pourra prendre,
dans cette hypothése, la fonction 11, et d’examiner si cetle plus grande
valeur est inférieure a 'unite.
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On peut remarquer d'ailleurs que la plus grande des valeurs de IT
sera précisément la limite supérieure a laquelle pourra s’élever, sans
la dépasser jamais, la quantité représentée par la lettre T dans la for-
mule (5).

Le probléme étant réduit & ces termes, donnons maintenant, en
quelques mots, une idée succincte des proéédés qui peuvent en
fournir la solution.

Comme nous I'avons déja remarqué, les diverses valeurs de ©, com-
prises dans la progression (13), représentent des arcs dont les extré-
mités sont les sommets d'un polygone régulier de n cotés inscrit au
cercle. Par une conséquence nécessaire, les arcs, que représenteront
les diverses valeurs de p — w et méme de & + p — w correspondantes
aux diverses valeurs de o, auront encore pour extrémités, lorsque le
nombre » sera pair, les sommets d’un polygone régulier de n cotés.
Mais, si n cst impair, les extrémités des arcs correspondants aux
diverses valeurs de p — w seront distinctes des extrémités des arcs
correspondants aux diverses valeurs de © + p — w; ct les extrémités
de ces deux espéces d’arcs marqueront les sommets d'un polygone
régulier de 2n cotés. Il est aisé d’en conclure que, pour un systéme
donné de valeurs des modules

ry, ray Ipy ..,

I sera inférieur au produit
T .
(l — zrcosz 4+ r-> (A+r2 (14 1) ..,
si » est un nombre pair, et au produit
L 2
1 — zrcosﬁ G+ r?) (14 r) (14 rp)t. ..,
si n cst un nombre impair. Par suite aussi, lorsqu’on fera croitre les

modules
ry ray bb, LR

supposés d’abord réduits & zéro, par degrés insensibles, la valeur de II,
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]

fournie par I'équation (22), ne pourra devenir supérieure a celle que
détermineront les formules

(23) (1 — 2r¢cos :—: + r’) (1 + rym—2=rm, Il = rm,
si 2 est un nombre paig ou les formules
(24) (: - 27 cos % + r’) (14 ryn=t=pm [ =pm,
si 7 est un nombre impair.
Si, pour fixer les idées, on suppose z = 4, on aura
m:==:2;
et, comme p sera une racine primitive de I'équation
zh= 1,

on-‘aura encore
p*+1-00, p::‘:\/——l,

O = (o -+ 6p) (a + 6p*) = a?+ €2,
Alors aussi les formules (23) donneront

s 1—rya:=o, P

2

(25)

e A T , e 1
et la quantité T elle-méme ne pourra surpasser la limite supérieure -,
que cette quantité atteindra effectivement, si dans la factorielle

0 =oa+ 8

on pose

a—=

Il
I+

N -

et é

SR

Supposons maintenant » = 3, on aura

m=2,
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et les formules (24) donneront

1 21‘6057:—0 r— !
_ E=o, r=-,
(26) ¢ \/-3'
v
(. =3

Par conséquent, la quantité II et la quantité TRle-méme auront pour
limite supérieure la fraction %; qu’clles ne dépasseront jamais. '

[l importe d’observer que la premiére des équations (23) peut étre
présentée sous la forme

(27) [(l —r)e+ (2 sin ;1%>.r'] (14-r)ym=2—pm=—o,
Or, dans cette derniere équation, lé premier membre séra réduit a

I'unité, si Pon pose r = o; et, si I'on fait passer r, par degrés insen-
sibles, de la valeur 7= o & la valeur » =1, le premier membre passcra

.om\?
2'"(sm —-) —1
2n

m

de la valeur 1 & la valeur

qui sera négative, si 'on a

LW 1\?
(28) Sln-z—,;<<;> )
et, & plus forte raison, si ’on a
T 1\?
(29) i < (:) .

Cela posé, il est clair que, si la condition (28) ou (29) est remplie,
I'équation (27) offrira une racine positive comprise entre les limites o
et 1. Il est vrai qu'une autre racine positive sera comprise entre les
limites 1 et oo. Mais de ces deux racines ee sera la plus petite, com-
prise entre les limites o et 1, qui, substituée dans I'équation

H=rm,

'

fournira une limite supérieure & la valeur maximum de II. On doit
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en conclure que, si la condition (28) ou (29) se vérifie, » étant un
nombre pair, la valeur maximum de II sera inférieure a 'unité, et
qu’alors la condition (5) sera toujours remplie.

Pareillement on conclura des formules (24) que, n étant un nombre
impair, la condition (5) se vérifiera toujours, si 'on a

m

. LT 1)*
(30) sin — << (—>
qn 2
et, a plus forte raison, si 'on a
m
T 1\?
(31) 7~—<(--> :
qn \ 2

Si I'on prend successivement pour » les nombres pairs
&v 69 89 10, 12, 14’
on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres

2, 2 41 4: 49 6)

et les valeurs correspondantes du produit

seront les nombres

qui sont tous supérieurs & ©==3,1415.... Donc alors la formule (29)
sera vérifiée, et 'on pourra en dire autant de la condition (5).
Si I'on prend successivement pour 2 les nombres impairs

3! 5; 7y 9y 1O,
on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres
2y 4: G’ 6’ 8;

et les valeurs correspondantes du produit

m

sy

OFuvres de C. — S. 1, t. X, 34
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seront les nombres

(ui tous surpassent le nombre =. Donc alors la condition (31) sera
vérifice, et I'on pourra en dire autant de la formule (5).

Il est donc déja démontré que la condition (5) se vérifie pour tout
nombre entier 2 gui ne surpasse pas le nombre 10, et méme pour
n =12, ainsi que pour 2 == 14 et pour » = 15.

Lorsque le nombre » est égal & 11 ou a 13, et lorsqu’il surpasse 15,
les formules (23) et (24) ne fournissent plus le moyen de prouver
que T reste toujours inféricur & I'unité..Mais on ne doit pas en con-
clure que la condition (5) cesse d’étre remplie. 11 y a plus : on est
conduit  penser qu’elle doit I'étre encore, par les raisons que je vais
indiquer.

Lorsque le nombre 7 est trés grand, un point quelconque de la cir-
conférence décrite avec le rayon 1 est toujours trés voisin de I'un des
sommets d’un polygone régulier de 2 cotés, ou de 22 cotés, inseril &
cette circonférence, et par conséquent trés voisin de Pextrémité de
I'un des ares représentés par les divers termes de la progression (13).
Alors, assujettir I'angle » a4 demeurer compris parmi les termes de
cette progression, c’est, & peu de chose pres, le laisser entitrement

_arbitraire. D’ailleurs si, dans la fonction Q ou Q,, on laisse 'angle
entierement arbitraire, la plus petite valeur IT de Q ou de Q' sera une
fonction entiére des modules r, r,, 1, ..., ainsi que des arguments p,
Pas Pos -+~ et alors la valeur maximum de II, déterminée a Paide du
Calcul différentiel, sera, comme je le prouverai dans un autre article,
représentée par la fraction

(1)

Or cette derniere fraction, qui peut étre considérée comme la valeur
approchée du maximum de II correspondant au cas ou I'on prend
pour o un terme de la progression (13), sera trés petite, par consé-
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quent tres inférieure & P'unité, quand le nombre » sera supérieur
a 10; d’olt il est naturel de conclure que la quantité dont elle repré-
sente une valeur approchée sera encore inférieure a I'unité. Toutefois,
comme les raisons que je viens d’énoncer ne suffisent pas pour con-
stater en toute 'rigu'e‘,lr I'existence de la condition (5) dans tous les
cas possibles, je me propose de revenir encore sur cet objet dans un
autre Mémoire, et de compléter ainsi la solution du probleme dont je
viens de m’occuper.

La formule (5), une fois établic pour un nombre donné n, devient
la base fondamentale de la théorie des polynomes complexes ou radi-
caux, qui renferment les racines de 'équation 2" ==1, et permet de
résoudre avec une grande facilité des problémes relatifs aux résidus
quadratiques, cubiques, etc., ainsi qu’unc multitude de questions de
nombres. En partant de cette formule et en faisant usage de la mé-
thode suivie par M. Dirichlet, dans le Mémoire que j’ai déja cité, on
obtient facilement la décomposition des polyndmes radicaux ou com-
plexes en facteurs premiers, ¢’est-a-dire en facteurs radicaux, dont cha-
cun n'ait pour diviseurs que lui-méme et les diviseurs de 'unité ; puis
I'on étend & ces polynomes et a ces facteurs les théoremes que Uon
démontre en Arithmétique pour les nombres entiers. On reconnait,
par exemple, que tout diviseur premier du produit de deux polyndmes
radicaux doit nécessairement diviser 'un des facteurs, et que, si un
polyndéme radical étant eleve a une puissance du degré n, on décompose
cette puissance d'une maniére quelconque en facteurs premiers entre cux,
chaque facteur sera nécessairement une autre puissance du degré n, ou
du moins le produit d’une telle puissance par un diviseur de l'unité. On
reconnait enfin que, si, » étant un nombre premier, ¢ (p) est un facteur
premier d’'un nombre premier p, les seuls facteurs premiers de p seront

les termes de la suite

o(p), @(p*)H ..., o(p" '),

et les produits de ces termes par les diviseurs de 'unité. Ces mémes
termes seront, comme il est ais¢ de le voir, premiers entre eux,
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lorsque le nombre p sera de la forme 2/ + 1, et alors leur produit sera
précisément égal & p. Mais si le nombre premier p se réduit au nombre .
premier n, supposé impair, ses facteurs premiers, représentés par les
termes de la suite

1—p, 1—p% ..., 1—p",

cesseront d’étre premiers entre eux, puisque 'un quelconque de ces
termes est le produit d’un autre arbitrairement.choisi par un diviseur

de 'unité.

360.

Tukonie pEs NoMpres. — Meémoire sur de nouvelles formules relatives a la
théorie des polyndmes radicaux, et sur le dernier théoréme de Fermat
(suite).

C. R., T. XXIV, p. 578 (5 avril 1847).

Lorsqu’une fois on a établi, pour un nombre donné », la théorie de
la décomposition des polynomes radicaux, formés avee les puissances
d’une racine 2™ de P'unité, en facteurs premiers, on peut déduire
immédiatement de cette théorie une multitude de conséquences
dignes de remarque. Je vais en indiquer quelques-unes dans le para-

graphe suivant.

§ 1. -~ Conséquences diverses de la décomposition des polyndmes radicanx
en facteurs premiers.

Soit n un nombre premier impair; soit encore p une racine imagi-
naire, par conséquent primitive, de I'équation

(1) rt—1z:a,

et supposons établie la théorie de la décomposition des polynomes
radicaux formés, avec cette racine, en facteurs premiers. Le nombre
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premier n pourra étre décomposé en facteurs radicaux a l'aide de
I'équation identique

(2) ' n=a—p)(1—p?...(1—p" )

Mais ces facteurs ne seront pas premiers entre cux. Au contraire, tous
seront divisibles par I'un quelconque d’entre eux, les quotients étant
des diviseurs de I'unité; car, si 'on nomme ¢(p) le quotient qu’on
obticnt en divisant 1 — g* par 1 — p*, A et £ étant deux termes quel-
conques de la suite

1, 2, 3, ..., n—1,
on aura évidemment

.- ____('—Ph)("“Pgh}-v-(l“'PM_”,')
e(p)e(p?)-.-o(p ’)—"(I_:Ek)(l_ k) (LSS g iRy

par conséquent

o(p)e(p®)...@(p" 1) = Z -
On pcut observer encore que, en vertu de la formule (2), on aura
(3) n-»_(l___p)n.--qu(p),

$(p) étant un polynome radical a cocflicients entiers, équivalent au
produit des rapports

P

i_-e:j~~l+ -+ 2

T—p p+peH
}H_p_": — 2 . . ph--
—p =i p A pi. R

1l est d’ailleurs évident que, dans la formule (2), chaque facteur sera
premicr, c’est-h-dire non décomposable en deux facteurs qui ne divi-
seraient pas l'unité; car une telle décomposition entrainerait la dé-
composition du nombre 2 lui-méme en deux facteurs distincts de
I'unité, ce qui est impossible. Donc 1— p est un facteur premier de n,
et la formule (3) fournit la proposition suivante :
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TukortMe 1. -— 7 élant un nombre premier impair, et p une racine pri-

mitive de I'équation
a" —1=o,

le nombre n sera le produit de la (1. —1)*" puissance du facteur radical
et premier 1 — p, par un diviseur de l'unite.

Soit maintenant r une racine primitive de I'équivalence

(4) ah-t=x (mod. n).
Nommons o(p) un diviseur radical de 'unité, et prenons

N(p) = m(p)w(p?)...w(p");
on aura

(5) 1= (p) W(p").

Si d’ailleurs on pose, pour abréger,

(6) A==p—p'+p"—...—p",
on trouvera

A+B —
() e =A1E8 e = AR,

A, B désignant deux quantités entiéres, et la valeur de A* étant

n—1

(8) A“-.:(—l)": n.

Par conséquent la formule (5) donnera

n--1

(9) h==A*—(—1) % B2
Si n est de la forme 4/ —+ 3, / étant supérieur a zéro, on aura nécessai-
rement (voir la page 253)

A=:za, B =o,

et, par suite,

(10) H(Q)::ﬂ(p")::i_‘l’.
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Si n était égal a 3, on pourrait avoir encore

=2 B,
et, par suite,
(11) M(p) = *=p*, I(pr) === p¥!.
Soit maintenant p un nombre premier de la forme nl+1. L’équiva-
lence
(12) P~ -1z 0 (mod. p)

aura, comme 'on sait, pour racines les divers termes de la progres-

sion arithmétique
I, 2, 3, ey p—1;

et I'on en conclut aisément.que I'¢équivalence
- (13) x"—1=10 (mod. p)

offrira toujours # racines, représentées par les divers termes d’une cer-
taine progression géométrique

O A R R
Toutes ces racines, a 'exception du premier terme 1 de la progres-
sion, pourront étre considérées comme primitives, et la racine £ en

particulier rendra, non seulement la différence ¢ — 1, mais aussi le

rapport

n—
B AL Sl A R B S L
t—1
divisible par p. Posons, en conséquence,

-

(14 Pl opp.
(13) Py P
P sera un nombre entier, ct 'on aura identiquement

(13) (L—p)(t—p*)...(t—pt)== pP.

Le premier membre de la formule (15) étant le produit de facteurs
binomes dont aucun n’est divisible par p, il suit immédiatement de
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cette formule que p sera décomposable en facteurs radicaux. Cela
posé, nommons ¢(p) un facteur radical et premier de p. Il divisera

“T'un des facteurs
t—p, t—p? ..., t—p" L

Admettons, pour fixer les idées, qu'il divise 24— p, et nommons y(p)
le quotient correspondant. On aura
" t—p  =o(P)xlp)

—_p 2
(16) t—pt =0 x(p*)
( t — pn—l: (?(P"—l) X(P".‘l);
puis on en conclura, en désignant par 4, £ deux termes distincts de la
suite1, 2,3, ..., n—1,
(7) P =e (") 2(p") — 9 (p*) x(ph)-
Or il résulte de la formule (17) que les deux facteurs

e(p")s  @(p*)
seront premiers entre eux; car, s'ils ne 'étaient pas, ils offriraient un
commun diviseur qui diviserait tout a la fois le nombre p et la diffé-
rence p* —- ¥, sans étre diviscur de Punité, Mais la différence
ph — pk == ph (1 — ph=h)

correspond, ainsi que le binome 1 — %%, & la factoriclle 2; donc le
diviseur commun devrait diviser les deux nombres premiers 2 et p,
sans étre diviseur de l'unité, ce qui est impossible. Done, si o(p) est
un facteur premier de p, deux termes quelconques de la suite

9(9)’ ?(p=), N (P(Prtn-l)

seront premiers entre eux; et, puisque chacun d’eux divisera le
nombre premier p, leur produit ou la factoriclle correspondante a
9(p) divisera encore ce nombre dont elle ne pourra différer, en sorte

qu'on aura

(18) p=o(p)e(®...e(p" ).
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Ajoutons que les seuls facteurs premiers de p seront évidemment les
termes dont il s’agit et les produits de ces termes par les diviseurs de
I'unité. On peut done énoncer la proposition suivante :

Turorine Il — Soient n un nombre premier impair, p une racine pri-

mitive de I’équation
’ I —1==o,

et p un nombre premier impair de la forme nl+ 1. Le nombre p sera
décomposable en n facteurs radicaux et premiers entre eux, dont on ne
pourra faire varier les formes qu'en les multipliant respectivement par
des diviseurs de 'unité tellement choisis, que le produit de tous ces divi-

seurs se reduise a ' unite.

Concevons i présent que I'on désigne par A, B deux nombres entiers
quelconques, ou méme deux polynomes radicaux formés avee les ra-
cines de I'équation (1). On aura

(19) A% Br= (A + B) (A + Bp) ... (A + Bpr=),
par conséquent

Ar+ B

(20) .

= (A-+-Bp) (A+Bp?)...(A-+Bp" ).
Cela posé, considérons en particulier deux des facteurs binomes com-
pris dans le sccond membre de la formule (19), par exemple les fac-
leurs

A+ Bp*, A 4Bk,
L, k étant deux termes distinets de la suite 1, 2, ..., 2 — 1. Tout divi-
seur commun de ces deux facteurs devra diviser leur différence

B(p"—p*);

donc il devra diviser ou B et par suite A, ou le binome radical g% — o*
et par suite le nombre 2. On peut done énoncer la proposition sui-
vante :

Tutorime II1. — A et B étant dewx nombres entiers ou méme deux
OFEuvres de C. — S.1,t.X. 35
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polynémes radicaux arbitrairement choisis, tout polyndme qui divisera
deur des facteurs binémes du rapport

A"+ Be
A4 B !

c’est-a-dire deux termes de la suite
(21) A+Bp, A-+Bp? ..., A+Bp*!,

sera nécessairement ou un diviseur de n, ou un diviseur commun de A et
de B.

Soient maintenant, s'il est possible, A, B, C trois quantités enticres
qui vérifient la formule

(22) A"+ B+ Cr=o.
Si A -+ B est premier & n, on pourra en dire autant de
A+Bp"=: A+ B — B(r--ph),

A étant un nombre entier quelconque, ct alors chacun des termes de
la suite (20) sera le produit de la 2i™ puissance d'un certain poly-
nome radical () par un diviseur de I'unité. Donc, en nommant w(p)
ce diviseur, on aura

(23) A+-Bp—=w(p)[9(p)]*

et I'on doit ajouter que la formule (23) continuera de subsister quand
on y remplacera p par I'un quelconque des termes de la progression
'géométrique
I N
Si A + B cessait d'dtre premier a r, alors, dans la formule (23), =(p)
serait, non plus un diviseur de I'unité, mais un diviseur de n.
Si maintenant on pose |

(34) | ®(p) =9 (p) 9(p™) - - 9(p™),

r étant une racine primitive de I'équivalence (4); si d’ailleurs on
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nomme II(p), F(p) ce que devient ®(p) quand on remplace la fonc-
tion 9(p) par w(p) ou par A + Bp, on tirera de la formule (23)

(25) F(p)=T(p)[®(p)]*,  F(pr)==M(p") [®(p")]";

et chacune des fonctions F(p), F(p") sera la moitié d'une expression

de la forme
a = bA,

a, b étant deux quantités enticres, et la valeur de A étant donnée par
I'équation (6). Ces mémes fonctions sont précisément celles dont la
considération a fourni les démonstrations connues du dernier théo-
réme de Fermat pour certaines valeurs spéciales de », et, en particu-
lier, pour » =23 ou 5. Effectivement, lorsqu'on pose =3, par
exemple, on peut déduire immédiatement des formules (25) une
démonstration qui coincide, au fond, avec celle qu'Euler a donnée.
Mais il reste a voir quelles sont les conséquences auxquelles peut con-
duire la considération des fonctions F(p), F(p"), lorsqu’on attribue a
n des valeurs différentes de celles pour lesquelles on était déja par-
venu a démontrer le dernier théoréme de Fermat. (Vest ce que j'exa-
minerai dans un autre article. ‘

Comme je I'ai déja remarqué, la théorie précédente s’appuie sur la
formule (5) du § II. J'examincrai, dans les paragraphes suivants, les
objections qui peuvent s'élever contre la démonstration donnée de
cette formule quand le nombre # est considérable. On verra que, pour
rendre rigourcuses cette démonstration et les conséquences déduites
de la formule, il suffit, dans certains cas, de prendre pour @ le module
méme du polynéme radical f(p), et de substituer partout ce module &
la factorielle que @ représentait auparavant.
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361.

Tukoriz pES NOMBRES. — Meémoire sur de nouvelles formules relatives a la
theorie des polyndmes radicaux, et sur le dernier théoréme de Fermat

(suite). : :
. R., T. XXIV, p. 633 (12 avril 1847).

Comme je I'ai remarqué dans I'avant-derniere séance, lorsqu’on
veut faire servir & la démonstration du dernier théoréme de Fermat
la considération des polynomes complexes ou radicaux, formés avec
les diverses puissances d’une racine n*m¢ de I'unité, on a deux pro-
blemes a résoudre. Le premier, ct le plus important, puisqu’il suffit
de le résoudre pour établir sur des bases solides la théorie généralo
des polynomes dont il s’agit, consiste a faire voir qu'un produit de ces
polynémes ne peut étre décomposé en facteurs premiers que d’une
scule maniere, ou bien encore, que tout polynome radical peut étre
décomposé en deux parties, dont 'une offre sculement des coeflicients
entiers, tandis que I'autre correspond 4 une factorielle plus petite que
I'unité. J'ai attaqué ce dernier probléme dans le § II de ce Mémoire,
et j’en ai ramené la solution, dans le cas le plus général, & une ques-
tion de maximum. J’ai depuis obtenu, pour résoudre le méme pro-
bléeme, une nouvelle méthode, qui me parait offrir de grands avan-
tages sur celle que j’ai développée dans ’avant-derniére séance. Cette
nouvelle méthode ramene la solution, non plus & la recherche de la
valeur maximum de la plus petite entre diverses fonctions données,
mais, au contraire,  la recherche de la plus petite des valeurs maxima
de ces fonctions considérées isolément, ou égalées entre elles deux &
deux. L’analyse dont je me sers, et qui semble digne de I'attention
des géométres, offre cela de remarquable, que le module du polynome
radical donné se trouve ¢liminé du calcul, aussi bien que les modules
des polynomes associés, que I'on déduit du premier en remplacant une
racine de I'unité par une autre. Les conditions auxquelles il s'agit de
satisfaire ne renferment plus que les arguments de ces divers poly-
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nomes. D'ailleurs, ces conditions sont trés simples et se réduisent a
celles que je vais énoncer.

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine primitive de
I’équation binome

(1) rh—1
et
(2) f(p) = + €+ yp?+...+npn—!

un polynome radical & coefficients entiers, formé avee les racines de
celle équation. Soient encore

(3) 1, a b, ..., n—b, n—a, n—1

les entiers inférieurs & n et premiers & n, et m le nombre de ces
entiers. Nommons
Ps Pas Pbs -

les arguments des polynomes

() f(p*) (%),
Enfin, prenons

(4) T=—;

et, en désignant par o I'un quelconque des termes de la progression

arithmétique
() 9, W, 2®, ..., (r—1)®,
posons
m
T pP—0 . —aau
P =a%sin 22, Pa S
) 2 2
(b) m
3 — — as
P'=2?cos? . @ cos La - 2.

les facteurs trigonométriques que renferme le second membre de cha-
'\ » A . m N .
cune des formules (6) étant en nombre égal & Y ¢'est-d-dire en nombre

égal & celui des termes qui, dans la suite (3), sont inférieurs a _n.
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Ma nouvelle méthode réduit le probleme’ qu’il s’agissait de résoudre a
la recherche de la plus petite entre les valeurs numériques des pro-
duits P, P’ et & cette proposition, que, pour des valeurs données quel-
conques des arguments p, p,, ..., la plus petite entre les valeurs
numériques de P ou de P’ qui correspondent aux divers termes de la
progression (5) ne surpasse pas l'uniteé.

Outre la méthode que je viens d’indiquer, j'ai encore obtenu divers
théorémes assez curieux, dont quelques-uns se trouvent déja énoncés
dans les Mémoires que j’ai présentés dernierement & I’Académie. L'un
de ces théoremes, que M. Lamé parait avoir rencontré de son coté,
détermine, pour le cas particulier oui le nombre 2 est 3 ou 5, la forme
générale des diviseurs de 'unité. Je prouve aussi trés facilement que
la différence entre la niéme puissance d'un polynéme radical a coefli-
cients entiers et la somme des coefficients de ce polyndme est toujours
divisible par r, lorsque » est un nombre premier impair. Il en résule
immédiatement que la différence entre les puissances ni“me de deux
polynémes associés est divisible par »; et cette derniere proposition
comprend elle-méme, comme cas particulier, un théoréme énoncé par
M. Lamé, rclativement aux polynomes qu’il appelle corjugues directs.

Voici la démonstration trés simple du théortme qui se rapporte &
la n'*me puissance d’un polynéme radical & coefficients entiers. Suppo-
sons toujours ce polynome déterminé par la formule (2). Si on I'éleve
i la ni*me puissance, et si I'on admet que » soit un nombre premier
impair, on aura évidemment '

(7) [E(p)]" = o -+ 6n-te g 07 2 (2),

$(p) étant un nouveau polynome radical a cocflicients entiers. D'ail-
leurs, en vertu d'un théoréme connu, si I'on pose

;':,:1-4—6-1—'/ [P S /]
ot

Sam ot Byt o+,
.

la différence
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sera divisible par 2. En d’autres termes, on aura
(8) Gn""7§+"19

[ élant une quantité entierc. Done, en posant, pour abréger,

{4 LlJ(p) =w(p),
on aura

(9) [f(p)]"=s+nw(p),

w(p) étant un polynome radical i coefficients entiers. L’équation (9)
devant subsister quand on y remplace p par I'un quelconque des
termes de la suite

y Py P’) Pav ey P"‘Iv

on en conclut que, si 2 et 4 représentent deux quelconques des

nombres
o, 1, 2, 3, ..., n—1,

la différence

[f(Pln)]n_ [f( Pk)]n
sera divisible par n. Ainsi la différence entre la ni®® puissance de
deux polynémes radicaux associés est toujours divisible par n, ct,
par conséquent, elle est divisible par (1 —p)*~".

362.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives @ ta
théorie des polyndmes radicaur, et sur le dernier théoréme de Fermat
(suite).

C. R., T. XX1V, p. 661 (19 avril 1847).

§ IV. — Sur la plus petite des factorielles qui correspondent & un polyndéme
radical, dans lequel chaque coefficient peut étre augmenté ou diminué
arbitrairement d’'une ou de plusieurs unités.

La lettre n représentant un nombre entier quelconque, soit

i, a b, ..., n—b, n—a, n-1
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la suite des entiers inférieurs et premiers & n. Nommons m le nombre
de ces entiers,
1, a, b, ...
' . n . .
étant ceux d’entre eux qui ne surpassent pas - Soient d'ailleurs p unc

racine positive de ’équation
(1) xrh=1,

ot F(p) un polynome radical a coefficients réels, généralement repré-
senté par une fonction enti¢re de p, du degré » — 1. Enfin, nom-
mons f(p) le reste qu’on obtient, quand du polynome radical F(p) on
retranche un autre polynome de méme espece, mais a coeflicients
entiers; et supposons ce dernicr polynome tellement choisi que la
factorielle © correspondante au reste f(p) soit la plus petite possible.
O sera égal ou inférieur aux diverses factoriclles qui pourront corres-
pondre au polynome F(p), quand on y fera croitre ou décroitre arbi-
trairement chaque coeflicient d’une ou de plusieurs unités. Donc, si,
en désignant par £ I'un quelconque des nombres entiers
o, 1, 2, . R—1,
on nomme
8, ou 6;

ce que devient la factorielle @, lorsque, dans le polynome (), on fait
croitre ou décroitre de I'unité le coeflicient de g¥, on aura, non scule-

ment

(2) 0:6;,

mais encore

(3) 0:0;;

et, pour établir sur des bases solides la théorie des polynomes radi-
caux, il suffira, d’aprés ce qui a été dit dans les précédents para-

graphes, de prouver que les conditions (2) et (3), quand elles se
vérifient quel que soit £, entrainent la suivante :

(4) <.
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Soient maintenant r, r,, rs, ... les modules, et p, ps, ps, - - - les argu-
ments des polyndmes radicaux

: f(e), f(p%), f(p*),
Les polynémes
(e f(p") f(p**) ...
dont les modules seront encore r, 74, 7, ..., auront pour arguments
les angles — p, — Poy — Ps» - -+ Ct par suite on aura, non seulement

(5)- O=ririry, ...

mais aussi

0,—=[1+arcos(p — kw) + r*}[1 + 2r,cos(pa—akw) +rz]...,

6
(6) =[1—arcos(p— ko) + r*][1 —2racos(pa— akw) +ri]...,
la valeur de & étant
27

(7) o=

Cela posé, concevons que les coefficients des diverses puissances
de p, étant d’abord nuls dans le polynome f(p), viennent & varicr, et
que, par suite, les valeurs des modules

ry Tay Iy

variént clles-mémes, par degrés insensibles, a partir de zéro. La valeur
de @ variera en méme temps que les modulesr, r,, 7y, .. ., et ne pourra,
tant que la condition (2) ou (3) sera remplie, dépasser unc certaine
limite supérieure. Nommons A, ou A}, cette limite, qui, pour certaines
valeurs de £, pourra devenir infinic. Il est clair que les formules (2)
et (3), quand clles se vérifieront pour toutes les valeurs entieres de £,
entraineront la formule (4), si pour une ou plusieurs des valeurs de £

on a, ou

(8) A<
ou

(9) eI

OFuvres de C. — S. 1, t. X, 36
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1l en résulte que, dans la théorie des polynomes radicaux, la question
fondamentale sera résolue, si I’on parvient i établir, au moins pour
certaines valeurs de £, ou la formule (8), ou la formule (9). Occu-
pons-nous maintenant de ce dernier probl¢me.

D’abord on reconnaitra aisément que, si A4 n’est pas infini, il sera
un maximum commun de O et de 0. Alors les valeursde r, 7, 74, ...,
correspondantes a la valeur A, de @, satisferont & I’équation

('0) ek— 6= 0,
et, de plus, vérifieront les formules
(11) d® —o, a® <o

pour toutes les valeurs de dr, dr,, dr, ... qui rempliront la condi-

tion

(12) d8, = de.

Par suite, lorsque O atteindra la valeur maximum A, on aura

(19) D8, D, 6, _D,6,
D0 D6 D6

N . ¥
Soit maintenant ~0 la valeur commune des rapports que renferme

I'équation (13). On aura, eu égard & la formule (10),

le_D,OkﬁD,lek
2 D86 D18’
par conséquent
(14) To— r*+reos(p—kw)  ria-recos(p,— akw) .

27 1+ 2rcos(p—kw) -+ 1t 1+ ar, Cos(pa— akw) + r2
puis, en posant, pour abréger, 2 =1 — 0, on tirera de I'équation (14)

1—r _ s—r? _
1+2rcos(p—kw) + 1" 14+3r,co8{pa— akwy+r: " "’

(15) 8=

En vertu de la formule (14) ou (13), les modules 7, r,, 75, ... ¢t, par
suite, la différence @, — O deviendront fonctions de la seule inconnue
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dont la valeur sera déterminée par I'équation (10). D’ailleurs cette
équation, résolue par rapport a , fournira, non seulement les valeurs
de cette inconnue qui correspondront A un maximum commun de © et
de @, mais encore celles qui correspondront 3 un minimum commun
des fonctions @, ©, supposées égales entre elles. Seulement, dans le
cas du minimum, la seconde des formules (1) devra étre remplacée
par la suivante :

(16) dare > o.

Enfin, si les deux fonctions @, ©;, dont le rapport est I'unité pour des
valeurs infinies de 7, r,, 74, ..., ne peuvent, quand on les égale I'une
a 'autre, s’abaisser simultanément au-dessous d’un certain minimum,
cette circonstance indiquera que A4 n’est pas infini.

Observons a présent que, pour une valeur positive de z, la for-
mule (15) fournira toujours des valeurs positives des binomes 1 — r,
1L — T4 1 —Ty ..., par conséquent des valeurs de r, r,, 7, ... ¢t de ©
inférieures a l'unité. Au contraire, pour une valeur négative de «,
la formule (15) fournira toujours des valeurs négatives de 1 —r,
I — 1y I —Ty ..., par conséquent des valeurs de r, r,, 7, ... et de O
supérieures a 'unité. Enfin, comme il est aisé de le faire voir, une
racine réelle # de I’équation (10) ne pourra vérifier la seconde des
formules (11), que si elle est positive ct supérieure & 'unité. Donc
la condition (8) sera certainement remplie pour toute valeur finic
de A4. On prouvera de méme que la condition (g) sera remplie
pour toute valeur finie de Aj. Il reste donc seulement i prouver
que, parmi les valeurs de A4 A}, quelques-unes demeurent finics.
La question, réduite & ces termes, peut étre facilement résolue de
plusieurs maniéres. Je me bornerai & indiquer les suivantes.

Premiérement, de ce qui a été dit plus haut, il résulte que A; sera
fini, si I'équation (10), résolue par rapport  #, offre unc ou plusieurs
racines réelles inférieures a I'unité. Or c’est précisément ce qui aura
lieu, si la fonction @, — O, étant positive pour & = 1, devient négative

pour g = o. Mais, en posant
8 =0,
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on tirera de la formule (15)
r=r.,=ry=...=I,
puis des formules (5), (6),

et
(17) 0, =P},

la valeur de P, étant

p—-kmcos p,,—;alrm““

(18) P,=2%cos

Done, alors, on trouvera
0,—0=P:—1.

Cela posé, la différence ©; — O sera négative pour z = o, et ordinaire-
ment positive pour 2 =1, si l'on a

(19) Pi<1.

Donc la valeur de A, sera ordinairement finie, si la quantité P,, déter-
minée par I'équation (18), offre une valeur numérique inféricure a
lunité.

En raisonnant de¢ la méme maniére, on prouve encore que la valeur
de A} sera ordinairement finie, si I'unité surpasse la valeur de ©; déter-
minée par les deux équations

(20) =Py,

m
(21) Pi= 27 sin 2= %% gin p,,——zakm'

ou, ce qui revient au méme, si la quantité P}, déterminée par la for-
mule (21), offre une valeur numérique inférieure a I'unité.

En définitive, on prouve que la question fondamentale, relative i la
théorie des polynomes radicaux, sera résolue si, pour unc ou plusieurs
valeurs entieres du nombre £, I'un des produits Py, P, offre une valeur
numérique inférieure i I'unité, quels que soient d’ailleurs les argu-
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ments p, Pas Py ., dont le nombre est égal 2 = La démonstration
de ce dernier théoreme peut d’ailleurs se déduire de la considération

) § I .
des rapports p,’ p;’ comme nous le prouverons dans un autre article.
k

Mais, pour résoudre complétement la question principale, il n’est
méme pas nécessaire de recourir 2 la considération des produits P,
et P, on pourrait a cette considération substituer, par exemple, celle
des produits

2=0,8,...8,, @=0,6,...0,.
§i, pour fixer les idées, on suppose que z soit premier et impair, on

aura
@ = (1+ armcosnp + r») (1+art cosnp,+ ri*).. .,

®'= (1— arrcosnp + r**) (1— ar cosnps+ ri*)...,

et il suffira d’observer que les rapports

e ¢

8’ o
ne peuvent, pour des valeurs infiniment grandes des modules r,
Tas --.5 Ty Tester 'un et I'autre supérieurs a I'unité.

363.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Memoire sur les maxima et minima
conditionnels.

C. R,, T. XXIV, p. 757 (5 mai 1847).

Pour résoudre certains problémes, il est quelquefois nécessaire de
déterminer, non pas le maximum ou le minimum absolu d’une fonc-
tion de plusieurs variables indépendantes, mais la plus grande ou la
plus petite valeur que cette fonction peut acquérir sous des conditions
données. On doit spécialement remarquer le cas ou ces conditions
s'expriment par des inégalités, en sorte que d’autres fonctions des
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mémes variables soient assujetties i ne pas dépasser certaines limites.
Comme je I'ai observé dans mes précédents Mémoires, c’est précisé-
ment i une question de ce genre qu’on se trouve conduit dans la
théorie des polynomes radicaux. J'ai cherché s’il ne serait pas possible
d’obtenir une méthode générale qui put étre facilement appliquée a
tous les problémes de cette nature. Celle que je vais exposer dans ce
Mémoire me parait digne de fixer un moment I'attention des géo-
metres.

Je me bornerai, aujourd'hui, 2 établir les principes généraux sur
lesquels je m’appuie et les formules qui s’en déduisent; dans un
autre article, je donnerai I'application de ces formules a la théorie des
polynémes radicaux.

Soient

s, u, ¢, w,
des fonctions données de » variables «, y, 5, ..., et proposons-nous
de trouver la plus grande valeur ¢ que puisse acquérir la fonction s
quand les variables z, y, z, ... sont assujetties a vérifier les conditions

(1) uio, vZo, wZo, ceey

dont le nombre est inférieur ou égal & ~. Les valeurs de z, y, 5, ...,
qui correspondront a la valeur ¢ de s, pourront, ou ne vérifier aucune
des équations

(2) w=no, v =0, w=o, caey

ou vérifier une ou plusicurs de ces mémes équations. Dans le premier
cas, ¢ sera un maximum absolu de s, que I'on pourra déterminer,
abstraction faite des conditions (1), sauf i s'assurer plus tard que ces
conditions sont remplies. Dans le second cas, ¢ sera un maximum con-
ditionnel de s. Voyons maintenant comment on pourra déterminer ces
divers maxima, soit absolus, soit conditionnels.

Désignons, a I'aide de la caractéristique 4, des accroissements infi-
niment petits, simultanément attribués aux variables et aux fonctions
données. Lorsque @, y, 3, ... auront acquis des valeurs correspon-
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dantes 3 un maximum absolu de s, on aura
(3) As <o,
quels que soient les accroissements infiniment petits Az, Ay, As, ....
La formule (3) suffira, comme on le sait, pour déterminer compléte-

ment les valeurs de @, y, 5, .... On devra ensuite examiner si ces va-
leurs satisfont aux conditions

(4) u<o, v<o, w<o,

Cherchons maintenant les maxima conditionnels de s correspon-
dants & des valeurs de z, y, 5, ... qui vérifient une seule des équa-
tions (2), par exemple I'équation

(5) u=o.
Alors on aura
As<<o
(6) s pour.wl'n_es les valeurs dc. éx, Ay, As, ...
qui vérifieront les conditions
' Aufo.

D’ailleurs, ces derniéres formules, jointes a ’équation (§), sulliront,
comme nous l’expliquerons tout & heure, pour déterminer compléte-
ment les valeurs de x, y, 5, .... On devra ensuite examiner si ces va-
leurs satisfont aux conditions
(7) v<o, w<o,

Cherchons encore les maxima conditionnels de s correspondants &
des valeurs de x, y, 5, ... qui vérifient deux des formules (2), par
exemple les équations

(8) u=o, v =0.

Alors on aura
As <o

pour toutes lcs valeurs de Az, Ay, As, ...
(9) qui vérifieront les conditions

Au<o, AvZo.
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D’ailleurs, ces derniéres formules, jointes aux équations (8), suffi-
ront, comme on le verra, pour déterminer complétement les valeurs
dea, y, 5, ....0n devra ensuite examiner si ces valeurs de z, y, 3, ...
satisfont aux conditions

(o) w<o,

On obtiendra, de la méme maniére, les formules qui devront étre
vérifiées, lorsque s acquerra un maximum conditionnel correspondant
a des valeurs de z, y, 5, ..., liées entre elles par trois, quatre, cing, ..
des équations (2). Il ne reste plus qu’a développer les formules (3),
ou (6), ou (9), ..., en considérant d'une maniere spéciale le cas que
I'on rencontre le plus fréquemment, savoir, le cas ou s, u, v, w, .
sont des fonctions continues de z, ¥, 3, ....

Supposons d’abord que les valeurs des variables z, y, s, ... corres-
pondent & un maximum absolu de s. Alors ces variables étant indépen-
dantes entre elles, si ’on nomme : une quantité infiniment petite, on
pourra supposer

Az = dx, Ay =dy, s =—1tds, RN

et 'on aura
‘S
As —vds + ;d’s+....

Cela posé, la formule (1) donnera
L)
tds + ;d’s—f-.. <o,

quel que soit lc signe de 1, et, par conséquent,

(11) ds=o, dis<o,

quels que soient dz, dy, ds, .... Comme on aura dailleurs
ds=Dgsdz +Dysdy +D;sdz +...,

la premiere des formules (11) donnera

(12) D s=o, Dys=o, Des=o,
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Si les valeurs de @, y, 3, ..., tirées de ces dernieres équations, fai-
saient évanouir d?s, il faudrait, comme I’on sait, recourir a la considé-
ration des différentielles de s, d’un ordre supérieur au second.
Supposons, en second lieu, que les valeurs de «, y, 5, ... corres-
pondent & un maximum conditionnel de s, pour lequel se vérifie la
formule (5). Alors x pourra étre considéré comme fonction de y,
5, ...; et si, en désignant par v une quantité infiniment petite, on

pose
Ay =udy, - As=1ds, ceey

on aura

tﬂ
Az =dz <+ ;d’w—i—...,

‘2
As —uds +-;d’.s' b,

‘S
Au —idu + ;d’u +

Alors aussi les formules (6) donneront, d’une part,

(13) ‘ ds = o, dis<<o

pour toutes les valeurs de dx, dy, ds, ... propres a vérifier la condi-
tion

(14) du = o,

et, d'autre part,

(15) tds << o

pour toutes les valeurs de dw, dy, ds, ... propres a véritier la condi-
tion

(16) tdu < o.

Sil'on combine par voie d’addition la premiére des formules (13)
avec la formule (14) multipliée par un facteur indéterminé A, on
trouvera :

(15) ds +Adu=o0
OLuvres de C. — S. 1, t. X. 37
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ou, ce qui revient au méme,
(Des +AD,0)de +~(Dys +ADyu)dy +...=o.

Or, en choisissant le facteur A de maniere a faire disparaitre, dans la
derniére formule, le coefficient de dr, on obtiendra une équation qui
devra subsister, quels que soient dy, ds, .... On aura donc alors

(18) D.s+AD u=o, Dys+ADyu=o,

Ces derniéres formules, jointes a 'équation (5), détermineront com-
pletement z, y, 5, ... et A, D'ailleurs, 2, y, 5, ..., A étant ainsi déter-
minés, I'équation (17) subsistera, non plus seulement pour les valeurs
particuliéres de dw, dy, ds, ..., qui vérifieront la condition (14), mais
pour toutes les valeurs possibles de dz, dy, dz, ....Donc alors la for-
mule (13) sera réduite a
— hdu<<o;

ct ¢ette derniere condition, devant étre vérifiée pour toutes les valeurs
de d, dy, ds, ... qui satisferont a I'équation (14), donnera

('9) ;\<0.

Il est bon d’observer que, dans la scconde des formules (13), on peut,
eu égard aux formules (14) et (19), supposer la valeur de d*s déter-
mingée par I'équation

( d@'s= (Dis+ADlu)dat+ (Dis+ADiu)dy'+...

20
(20) l +2(DeDys+2DDyu)drdy +....

Donc, non seulement on peut remplacer la seconde des formules (13)
par la suivante

(21) dis+Adu <o,

que 'on en déduit immédiatement, eu égard & I'équation (14); mais,
de plus, le premier membre de I'équation (21) se réduit & une fonc-
tion homogéne de dx, dy, dz, ..., savoir, i celle avec laquelle il coin-
cide dans le cas ot les variables @, y, 5, ... deviennent indépendantes
les unes des autres.
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Supposons, en troisieme lieu, que les valeurs de z, y, 3, ... corres-
pondent & un minimum conditionnel de s pour lethl se vérifient les
formules (8). Alors x, y pourront étre considérés comme fonctions
de 5, ... Alors aussi les formules (9) donneront, d’une part,

(22) ds = o, dis <o

pour toutes les valeurs de d, dy, ds, ... propres i vérifier les condi-
tions ‘

('35) dll S (l\’ 20,
et, d’autre part,
(24) tds << o

pour toutes les valeurs de de, dy, ds, ... propres a vérifier les condi-

tions
(25) tdu <o, vde <o,
Pun des signes < pouvant étre ici remplacé par le signe =. Cela

posé, en raisonnant comme ci-dessus, on déduira aisément des for-
mules précédentes, non seulement I'équation

(20) ds +Adu + pdv-=o,

a laquelle on pourra satisfaire, quels que soient dx, dy, ds, ..., si
I'on choisit convenablement les facteurs indéterminés A, w, mais
encore, en supposant les facteurs A, . choisis comme on vient de le

dire,
(27) Dyes +ADzu+pDyo o, Dys+ADyu +pbDye -o, ceey
(28) A< o, P << o.

Ajoutons qu’a la seconde des formules (22) on pourra substituer la
suivante

(29) s+ hd*u + pdie <o,

dont le premier membre se réduira, en vertu des formules (27), & une
- fonction homogene de dz, dy, ds, ....
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On obtiendra, de la méme manigre, les formules correspondantes a
un maximum conditionnel de s pour lequel se vérifieront trois, quatre,
¢ing, ... des équations (2).

Le cas ot s doit étre un minimum peut étre ramené a celui que nous
venons de traiter, par la simple substitution de — s a s. Il est clair,
en effet, que, si s devient un minimum, — s deviendra un maximum,
et réciproquement. » -

Lorsqu’on applique les principes ici établis au probléme traité dans
la séance du 19 avril, on arrive aux conclusions déja énoncées, que la
condition (8) ou (9) de la page 281 est remplie pour toute valeur
finie de A4 ou de A;. Mais on reconnait en méme temps que, pour
obtenir la solution compléte du probléme, il est nécessaire de joindre
a la considération des deux maxima A4, A, celle du maximum com-
mun des trois factorielles 0, @, ©,. C'est la, aun rnste,' un point sur

lequel je me propose de revenir prochainement.

364.

ANALYSE MATUEMATIQUE. — Mémoire sur les lieux analytiques.

C. R., T. XXIV, p. 885 (24 mai 1847).

Considérons plusieurs variables x, y, 5, ... et diverses fonctions
explicites «, v, w, ... de ces mémes variables. A chaque systeme de
valeurs des variables =, y, 5, ... correspondra généralement une
valeur déterminée de chacune des fonctions «, ¢, w, .... Si d'ailleurs
les variables , y, 5, ... sont au nombre de deux ou trois seulement,
elles pourront étre censées représenter les coordonnées rectangulaires
d’un point situé dans un plan ou dans 'espace, et par suite chaque
systéme de valeurs des variables péurra étre censé correspondre i un
point déterminé. Enfin, si les variables «, y, ou x, y, 5, sont assu-
jetties a certaines conditions représentées par certaines inégalités, les
divers systtmes de valeurs de x, y, =, pour lesquels ces conditions
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seront remplies, correspondront & divers points d’un certain lieu; et
les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il
s’agit, ou dans I’espace, seront représentées par les équations dans -
lesquelles se transforment les inégalités données quand on y remplace
le signe < ou > par le signe =.

Concevons maintenant que le nombre des variables «, y, s, ...
devienne supérieur i trois. Alors chaque systéme des valeurs de x, y,
%, ... déterminera ce que nous appellerons un point analytigue, dont
ces variables seront les coordonneées, et, a ce point, répondra une cer-
taind valeur de chaque fonction de @, y, s, .... De plus, si les diverses
variables sont assujetties & diverses conditions représentées par des
inégalités, les systemes des valeurs de x, v, 5, ..., pour lesquels ces
conditions seront remplies, correspondront a divers points analytiques
dont I'ensemble formera ce que nous appellerons un licu analytique.
Ce lieu sera d’ailleurs limité par des enveloppes analytiques dont les
équations seront celles auxquelles se réduisent les inégalités données
quand on y remplace le signe < ou > par le signe =.

Nous appellerons encore droite analytique un systeme de points ana-
lytigues dont les diverses coordonnées s’exprimeront a I'aide de fonc-
tions lin¢aires données de 'une d’entre elles. Enfin, la distance de
deux points analytiques sera la racine carrée de la somme des carrés
des différences entre les coordonnées correspondantes de ces deux
points.

La considération des points et des lieux analytiques fournit le
moyen d’éclaircir un grand nombre de questions délicates, et spé-
cialement celles qui se rapportent a la théorte des polynomes radi-
caux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les formules
et propositions établies dans les Mémoires que j’ai présentés en 1830,
et qui ont été publiés, soit dans le Bulletin de M. de Férussac, soit
dans le Recueil des Mémoires de I’ Academie, mais encore les formules
et propositions que renferme mon Mémoire du 15 mars de cette année,
sur les racines des éqixations algébriques a coeflicients entiers, ot
méme celles que contient le Mémoire présenté dans la séance du
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22 mars et dans les suivantes, et relatif 3 la théorie des polynomes
radicaux, sauf toutefois quelques modifications que je vais indiquer.
Soit p une racine primitive de I’équation

Pl

soit, de plus, f(p) un polynome radical et a cocfficients réels, repré-
senté par une fonction linéaire des diverses puissances de p. La mé-
thode du plus grand commun diviseur de deux polynémes radicaux
a coefficients entiers et, par suite, la théorie des polyndmes radicaux,
pourront étre complétement établies pour une valeur donnéc du
nombre 7, s'il est prouvé que le polynome f(¢z) peut toujours étre
décomposé en deux parties, dont 'une soit un polynéme radical &
cocflicients entiers, et dont I'autre corresponde & une factorielle ®
plus petite que P'unité, les coefficients demeurant finis. Il y a plus :
quand il s’agira de fonder la méthode et la théorie en question, on
pourra, conformément & I'observation que j'ai faite dans la séance
du 5 avril, prendre pour @, non plus la factorielle, mais le module
méme du polynome f(¢), et substituer partout ce module a la facto-
rielle que O représentait auparavant; en conséquence, il suffira de
prouver que le polynome f(g) peut toujours étre décomposé en deux
partics, dont I'une soit un polynome radical & coeflicients entiers,
et dont I'autre offre un module inféricur a 'unité, les coeflicients
demeurant finis.

Or, en premier lieu, il résulte des principes exposés dans les divers
paragraphes de mon dernier Mémoire, et spécialement dans le § II,
page 256, que la décomposition dont il s’agit pourra étre effectuée
pour unt polynome radical composé de trois ou quatre termes au plus.
Pour des polynomes radicaux composés d’'un nombre quelconque de
termes, la méme décomposition a été réduite a la solution d’un pro-
bléme de maximum ou de minimum. Mais cette réduction suppose
(page 256) que, parmi les diverses valeurs que peut acquérir ® quand
on fait croitre ou décroitre d’unc ou de plusieurs unités les coeffi-
cients renfermés dans le polynome f(g), il y en a une inférieure a
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toutes les autres, et produite par des valeurs finies de ces coefli-
cients. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si, n étant égal a 3, le
polyndme f(p) se réduit, comme on peut alors le supposer, & un
binome de la forme « + 6p. C’est ce qui aura encore lieu toutes les
fois que @ deviendra infiniment grand pour des valeurs infinies des
coefficients renfermés dans le polynéme f(2). Mais on congoit que
cette derniere condition pourrait n’étre pas remplie, et alors la solu-
tion du second probleme n’entrainerait pas nécessairement la solution
du premier.

Comme je le montrerai dans un prochain article, la considération
des lieux analytiques est éminemment propre a guider le calculateur
au milieu des difficultés que je viens de signaler.

Dans la derniére séance, M. Liouville a parlé de ‘travaux de
M. Kummer, relatifs aux polynomes complexes. Le peu qu'il en a
dit me persuade que les conclusions auxquelles M. Kummer est
arrivé sont, au moins en partie, celles auxquelles je me trouve con-
duit moi-méme par les considérations précédentes. Si M. Kummer a
fait faire & la question quelques pas de plus, si méme il était parvenu
a lever tous les obstacles, j'applaudirais le premier au succes de ses
cfforts; car ce que nous devons surtout désirer, c’est que les travaux
de tous les amis de la Science concourent a faire connaitre et & pro-
pager la vérité.

365.

THEORIE DES NOMBRES. — Sur la décomposition d’un polyndme radical a
coefficients réels en deux parties, dont la premiére est un polyndme
radical & coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus
petit que l'unité.

C. R., T. XXIV, p. 943 (31 mai 1857).

Simple énoncé.
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366.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur diverses propositions relatives
a la théorie des nombres. '

C. R., T. XXIV, p. 996 (7 juin 1847).
Des propositions diverses, relatives a4 la théorie des nombres,
peuvent se déduire du théoréme fondamental que renferme mon

Mémoire du 15 mars dernier, et qui s’y trouve énoncé dans les
termes suivants :

TukoreME. — Supposons que, X étant une fonction entiére de x a coef-

Jicients entiers, I’ équation
A=o

soit irréductible; si une seule racine x de cette équation verifie une autre

équation algébrique, et a coefficients entiers,
¢(x) =0/

alors la fonction 4 (x) sera divisible algeébriquement par la fonction X.
Donce, si, dans cette dernicre, le coefficient de la plus haute puissance

de x se réduit a l'unité, on aura
o(z) = (),
Y (x) désignant encore une fonction entiére de x, a coefficients entiers.

Ce théortme conduit surtout & des résultats dignes de remarque,
dans le cas ol les racines de I'équation

X=o
peuvent étre exprimées par des fonctions entiéres
Ty Ty

d’une premiére racine x. Alors, en effet, si 'on prend pour y () le
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produit de fonctions entiéres et semblables des diverses racines, ct
si les diverses fonctions sont a coefficients entiers, le produit y (),
quand on prendra pour & la racine en question, sc trouvera réduit a
un nombre entier /, et par suite la différence

x(z)--1

sera divisible algébriquement par X. Donc, par suite, si I'on attribue
4 x une valeur entiére qui rende X divisible par 7, le produit y (r)
sera lui-méme divisible par /7.

Supposons maintenant que 'on désigne par y une fonction entiére
des diverses racines x, x,, ., ..., et soient

)" J'I ’ _Yi!

les valeurs distinctes que peut prendre y en vertu d’échanges opérés
entre les racines dont il s’agit. Alors les termes de la suite

J', .)’n J’n

seront les diverses racines d’une équation nouvelle, et rien n’empé-
chera de prendre pour y () le produit de fonctions semblables des
divers termes de cette nouvelle suite. Alors aussi on obtiendra encore
des propositions analogues a celles que je viens d’énoncer.

Ces diverses propositions, ct les conséquences qui s’en déduisent,
comprennent, comme cas particuliers, ainsi qu’on le verra dans mon
Mémoire, celles qui se rapportent a la théorie des polynomes radi-
caux, ct spécialement celles que renferme un beau Mémoire de
M. Kummer, présenté a I'Académie par notre confrere M. Liouville,
dans une des précédentes séances.

Parmi les théorémes auxquels je suis parvenu, et qui sont relatifs &
la théorie des équations binomes, je citerai les suivants :

Soient n un nombre premier impair, / un nombre entier quel-
conque, et g, A deux facteurs entiers dont le produit soit égal &

n — 1, en sorte qu'on ait
n—1=gh.

OEuvres de C. — S. 1, t. X. 38
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Soient, de plus, p une racine primitive de I'équation

(v T,

rune racine [;rimitive de I’équivalence

(2) = (mod. /),

et s une racine primitive de I'équivalence

3) k Zh N sy (mod. n).

Enfin, supposons qu’apres avoir partagé les racines imaginaires de
I'équation (1) en A périodes, dont chacune comprenne g racines
diverses, on nomme

Pos Pis  ees Pa-a
les &~ sommes dont chacunc est formée avee les racines comprises

dans unc méme période, en sorte qu’on ait

(/‘) pr== p,k + P;I-+k_+_ P,arm- A p,\-(s—'>'-+l"
el posons
(3) Nz (&= 0™) (2 — ™)L (2 s8I,

Si I'on représente par f(p) le polynome radical et du degré n —r1,
auquel on peut réduire une fonction entiere des sommes

Pos Py eevs Phony

la différence
f(.r) —(p)

scra divisible algébriquement par la fonction X,, et la différence

f(z) —f(p)
par la fonction Xj.
De plus, si I'on représente par r, ce que devient p; quand on rem-
place p par r dans le second membre de la formule (2), les divers

termes de la suite
Poy Ty ooy I'i—y

représenteront 4 racines distinctes de I'équivalence

(6) Kizzv (mod. ),
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et le produit
(0 LR = ()TLE() = F(p9)]. .. [F(r) — (o™ )]

sera divisible par /.
Il est bon d’observer que, dans le cas ol / est un nombre composé,
en sorte qu’on ait
1 == prqt, ey
Ps ¢, ... étant des nombres premiers, et A, @, ... des nombres entiers,
les racines de Péquivalence (2) sont en nombre égal &

/I
n",

m étant le nombre des facteurs premiers p, ¢, .... Mais, parmi ces
racines s¢ trouvent des racines primitives, dont chacune doit étre
¢levée au moins i la ni“m¢ puissance, quand on veut la transformer en
une puissance équivalente d 'unité suivant le module #. Ajoutons
que, si 'on nomme 7 une de ces racines primitives, les divers termes
de la suite
1, oo, et

représenteront n racines distinctes de I'équivalence (2).

Dans un autre article, je reviendrai sur ce sujet, et je comparerai
les résultats auxquels je suis conduit, dans la théorie des polynomes
radicaux, avec ceux qu’'a obtenus M. Kummer.

307.

Tukorie pes NoMsrEs. — Sur la décomposition d’un nombre entier
en facteurs radicaux.

C. R., T. XXIV, p. 1022 (14 juin |8°.17).
Soient n, 9% deux nombres entiers quelconques; soient encore

, a b, ..., n—0, n—a, n—i
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les entiers inférieurs a », mais premiers a n, et m le nombre de ces
entiers. Enfin, soit p une racine primitive de ’équation

(1) xh=—a,

et supposons le nombre entier ot décomposé d'une maniére quel-
conque en facteurs radicaux, en sorte qu’on ait

(2) I =9(p) x(p) b(p)...w(p),

9(2) %.(p)s Y(¢)s -+.» w(p) étant des polynomes radicaux a coeffi-
cients entiers. Si parmi ces polynomes plusicurs se réduisaient a des
diviseurs de I'unité, c’est-a-dire a des polynomes auxquels correspon-
drait la factorielle 1, leur produit serait encore un diviseur de I'unité;
et, par conséquent, on pourra toujours admettre que, parmi les divers
facteurs compris dans le second membre de la formule, un seul, (),
est diviseur de I'unité. On pourrait méme, si 'on voulait, se débar-
rasser entierement de ce facteur, en le réunissant & 'un des autres
par voie de multiplication.
Soient maintenant

les nombres entiers qui représentent les facteurs premiers et distinets
de n, en sorte qu’on ait

(3) n=—=a*hbcy,

les exposants «, €, v, ... étant cux-mémes entiers; et posons

,r—.‘-”":')('l"""—le"l“—'> <*:”::_‘)

(.'1:;—— 1) (.1;"—— l) (.z'”—— 1) cee (.z"‘"”——— l> e
Les racines primitives de I'équation (1) pourront étre rppresentoo\
par les divers termes de la suite

(3) Py p% Ph) ceey PTY vav P
et seront précisément les m racines de 'équation irréductible

(6) X =—=o.
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Cela posé, concevons que la lettre caractéristique N, placée devant un
polynome radical & coefficients entiers, indique le nombre entier qui
représente la factorielle correspondante & ce méme polyndme, en‘sorte
qu’on ait généralement

(7) No(p) =¢(p) 2(p®) @(p") ... 9(p~ ") p(p~*) @ (p™")

Comme I’équation (2) continuera de subsister, quand on y remplacera
la racine primitive p par I'un quelconque des 7 termes de la série (p),
on tirera de cette équation

(8) om=Ne(p) Nx(p) Ny(p)...N=(p).

De plus, o(p) étant le seul diviseur de I'unité compris dans le second
membre de la formule (2), on aura

(9) Nw(p) =1,
tandis que les factorielles
No(p)s Nx(p)r Ni(p),

représenteront des nombres entiers distincts de I'unité, dont le pro-
duit, en vertu de la formule (8), devra étre égal a 9t™. Si d’ailleurs on
nomme

Py 9
les entiers qui représentent des facteurs premiers et distincts de o,
en sorte qu’on ait

(10) I == prgt. ..
la formule (8) donnera définitivement

(11) pPrgtn. . =Ne(p) Nx(p) N¢(p) ...

et comme chacune des factorielles comprises dans le second membre
de cette derniére équation sera un nombre entier distinct de l'unité,
il est clair que le nombre de ces factorielles, ou, ce qui revient au
méme, le nombre des facteurs de 9% qui ne divisent pas 'unité ne
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pourra surpasser le nombre total des facteurs du produit p*"¢*"...,
c¢’est-a-dire le nombre
(A+p+...)m.

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

TukoreMe 1. — Supposons un nombre entier quelconque 5 décomposé
d’une maniére quelconque en facteurs radicaux. Ceuzx de ces facteurs qui
ne seront pas diviseurs de I'unité seront en nombre inférieur ou tout au
plus égal au nombre total des facteurs entiers et premiers de 3™, ou, ce
qui revient au méme, au produit du nombre total des facteurs premiers

de 3% par le nombre mn des entiers inférieurs et premuers a n.

Corollaire. -- 11 suit évidemment du théoréme I que, si I'on par-
vient i décomposer un nombre premier en facteurs radicaux, puis ces
facteurs en d’autres de méme forme, et ainsi de suite, on arrivera
bientot a des facteurs radicaux premiers, un facteur premier étant
celui gni ne peut se décomposer en deux autres dont aucun ne soil
diviseur de P'unité.

Revenons maintenant i I'équation (2). Kn vertu d’un théoréme fon-
damental énoncé dans la séance du 15 mars (voir le théoréme [l de la
page 233), cette équation entrainera la suivante

(12) I o)y (x)d(x)...w(x)+ A {(2),

f(x) étant unc fonction entiére de x a coefficients entiers. D'autre
part, si les nombres n et 5% sont tels qu’on puisse satisfaire a 'équiva-
lence

(13) it —y =0 (mod. ),

toute racine primitive r de cette équivalence vérifiera certainement la
formule

(14) d:izo (mod. 9T),

ainsi qu’on peut le conclure de I'équation (4). Donc alors la for-

mule (12) donnera

(13) oMM Y(ry...w(r)=0  (mod. ).



EXTRAIT Ne 367. 303
Mais, d’autre part, I’équation (7), que I’on peut écrire comme il suit
No(p)==9(p) #(2%) ... 9(p"*) 9 (p""),
entrainera la formule
(16) No(p) = 9(x) p(22) ... p(a*) p(x"~!) +- X f(x),

S(x) étant encore une fonction entiére de x i cocflicients entiers.
Done, en remplacant & par r, et ayant égard a I'équivalence (14), on
‘trouvera

17) No(p)zq(r)o(re)...or =) p(r');

puis, en substituant o (z) & ¢(p), et ayant égard a I'équation (g), on
obtiendra la formule

(18) l:'"’:!.B(I‘)m(I‘“)...ti!(l'""'"‘)ﬁ!(l""“l) (mod. %),

“en vertu de laquelle les nombres ot et w(r) seront nécessairement
premiers entre eux. Donc la formule (15) donnera simplement

(19) o(ryy(r)b(r)...==0 (mod. I0),
et I'on pourra énoncer la proposition suivante :
TueorkMe 1. — Supposons le nombre 36 décomposé en facteurs radi-
caux formés avec la racine primitive p de U'équation
axh=,

et la décomposition effectuée, comme on peut toujours I admettre, de ma-
niére que parmi ces facteurs radicaux, l'un, au plus, divise I'unité. S
l’on nomme

o(p)s %(p) ()
les facteurs de % qui ne divisent pas Uunité; si d’ailleurs les nombres n,
9 sont tels, que Uon puisse satisfaire par des valeurs enticres de x a

U’équivalence : .
ah s (mod. ),
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toute racine primitive r de cette équivalence rendra le produit

ce(r)x(r)d(r)...
divistble par 3.
Corollaire. — Si 9 se réduit & un nombre premier p, la formule (19)
entrainera 'une des suivantes :

(20) @(r)szo, ~ y(r)=o, y(r)=o, (mod. p).

Les propositions et formules précédentes fournissent immédiate-
ment, quand » est réduit & un nombre premier impair, plusicurs des
résultats auxquels est parvenu M. Kummer.

Lorsqu’en supposant n premier et impair, on pose, dans la for-
mule (16),

& =1,
la fonetion
n___
x=21

S l.
se réduit précisément au nombre n, et, par suite, la formule €16)
donne
(21) No(p)=[e(1)]*! (mod. n).
Cette derniére équivalence, étant combinée avec un théortme connu

de Fermat, entraine, ainsi que M. Kummer I’a remarqué, la proposi-
tion suivante :

Tiicorime [1I. — Lorsque n est un nombre premier impair, la facto-
rielle correspondante au po{ypdme radical ¢(p) est équivalente a l'unite,
suivant le module n, excepté dans le cas ot q)(l) est dwisible par n, et,
dans ce dernier cas, elle devient divisible elle-méme par n.

Observons encore que, si # est un nombre premier et impair,
I’équation (7) pourra étre présentée, non seulement sous la forme

(22) No(p)==o0(p) ¢(p?)...9(p" "),
mais encore sous la forme

(23) No(p) =9(p)o(p*) @(p*) ... ¢(p™™),
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s étant une racine primitive de I'équivalence
(24) an-t=1 (mod. ).

Soient, dans cette méme hypothése, g, 2 deux entiers liés entre eux
par I’équation

n—1=gh,

et posons

(35) () =9(p) 2™ 2 (™) .. 9 (4™
L’équation (23) donnera

(26) No(p) =@(p) ®(p*)... ®(p™™)..

Ajoutons que, si les deux premiers des facteurs renfermés dans le

second membre de la formule (25) deviennent égaux, tous ces fac-

teurs seront égaux les uns aux autres, et que, par suite, ¢(p) sera une
fonction symétrique de

s ’( 1)k

A TP

Alors aussi les formules (25), (26) donneront

(27) ®(p)=T[o(p)]%,

(28) No(p)=[e(p) 9(p*) ... 2(p* ™),

etle produit \
o(p)9(p*) .- o(p™™)

sera réduit 2 un nombre entier. Il y a plus : on reconnaitra facilement
que si, dans la suite

e(p)y 9(p*)s .0y @(p* '),

plusieurs termes deviennent égaux, ces termes sont de la forme de
ceux que comprend le second membre de la formule (25), et I'on ¢n
conclura immédiatement, avec M. Kummer, que la factorielle No(p)
prendra la forme indiquée par I’équation (28).
Supposons maintenant que p soit un nombre premier de la forme
OEuvres de C. — S.1,t. X, 39
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nx + 1. Soit encore 0 une racine primitive de I'équation
(29) zP=1,

¢ une racine primitive de ’équivalence

(30) ZP-i=1 (mod. p);

et, en désignant par £, /, ... des nombres entiers quelconques, pre-
nons

(31) 0, =0+ p"o‘;l- PO+ ..+ p“’"”‘e"-,
On aura (voir les Mémoires insérés dans le Bulletin de M. de Férus-
sac, de 1829, et dans le Tome XVII des Memoires de I’ Académie des

Sciences),
(32) 0, 0,= Ry, 0141
Ry, étant un polyndme radical i coefficients entiers; et, si I'on pose

RI:.I: r(P))
on aura encore

(33) p=f){(p™"),

pourvu que les entiers £, /et £+ / soient premiers & n. Or, en vertu
de la formule (33), tout nombre premier de la forme nx —+ 1 sera dé-
composable en facteurs radicaux. Mais on doit observer que, dans la
formule (33), f(p), f(p~') nc seront pas généralement des facteurs
premiers de p. Dans tous les cas, si I'on décompose chaque facteur
non premier de p en facteurs nouveaux, et si I'on pousse la décompo-
sition aussi loin que possible, on finira par obtenir des facteurs pre-
miers de p. Soit ¢(p) un de ces facteurs premiers, en sorte que I'on
ait

(34) r=9() x(p)

+(p) étant un nouveau polynome i coefficients entiers. L’équation (34)
continuera de subsister, quand on y remplacera p par I'un quelconque

des termes de la suite
Py PY PY ees pnt.
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Donc p aura pour facteur premier I'un quelconque des termes de la

suite
e(p), @) .o @(p™');

et, comme on tirera de la formule (34),
(35) pr'=No(p)Nx(p),

No(p) ne pourra étre qu'un diviseur de p*~*, c'est-d-dire p ou une
puissance de p. En désignant par p* cette puissance, on aura

(36) pP=Nog(p)o(p?)..-e(p™*).

Au reste, si le nombre n est tel, que les théoremes relatifs a la dé-
composition des nombres entiers en facteurs premiers subsistent,
quand on substitue des facteurs entiers aux facteurs radicaux, alors,
en raisonnant comme dans un précédent Mémoire (voir la séance du
5 avril, page 272), on prouvera : 1° que les facteurs

o(p)y 9(P*)y .ve» ¢(p* ")

seront premiers entre cux ; 2° que leur produit ou la factorielle Ng(p)
divisera le nombre p dont elle ne pourra différer. Donc alors le
nombre A devra se réduire a P'unité dans la formule (36) qui coinci-
dera elle-méme avec la formule (18) de la page 272, en sorte qu'on
trouvera

37 p=Na(p)=20(p)o(p?) ... ¢(p" ™)

Alors aussi (voir la séance du 22 mars dernier, page 252), on aura
nécessairement :

n—

(38) bp=A—(—1) * B,

A, B étant deux nombres entiers. Mais il n’est pas toujours possible
de choisir 4, B de maniére & vérifier cette derniere équation. Si, pour
fixer les idées, on prenait n = 23, p = 47, I'équation (38) donnerait

188 = A*+ 23 B,
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et ne pourrait se vérifier que pour des valeurs de B* positives et infé-
rieures a

par conséquent pour des valeurs de B positives et inférieures a 3. Or,
comme en attribuant successivement a B les valeurs 1 et 2, on obtient
pour valeurs correspondantes de la différence

188 — 23 B,

les deux nombres 165, g6, dont aucun n’est un carré parfait, nous
devons conclure, avec M. Kummer, que les théoremes relatifs a la dé-
composition des nombres entiers en facteurs premiers ne s’appliquent
pas aux polynomes radicaux, pour des valeurs quelconques de =, et
cessent, par exemple, d’étre applicables, quand on suppose n = 23.

Il reste 4 examiner ce que devient la formule (36) quand elle ne se
réduit pas a la formule (37), et & montrer le parti qu’on peut tirer
alors des principes établis dans la précédente séance. C'est ce que
nous verrons dans un autre article.

368.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur les facteurs modulaires
des fonctions enticres d une ou de plusieurs variables.

C. R., T. XXIV, p. 1117 (28 juin 1847).

Les formules que I’on désigne en Algébre sous le nom d’équations
se trouvent remplacées, dans la théorie des nombres, par ce qu’on
a nommé des équivalences ou des congruences relatives 4 un module
donné. On sait que le nombre des racines réelles d’'une équation ne
peut surpasser son degré, et 'on peut en dire autant du nombre des
racines réelles d’une équivalence, lorsque le module est un nombre
premier. On sait encore que le premier membre d’une équation algé-
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brique a coefficients réels est toujours décomposable en facteurs réels
du premier ou du second degré, dans le cas méme ou cette équation
n’offre pas de racines réelles, et que cette décomposition, quand le
nombre des facteurs est le plus grand possible, ne peut s’effectuer
que d’une seule maniere. Il importait de voir s’il existait des propo-
sitions analogues pour les premiers membres des équivalences algé-
briques, dont, jusqu’a ce jour, on a cessé généralement de s’occuper,
quand leurs racines réelles venaient i disparaitre. Telle est la ques-
tion que j'ai voulu approfondir, et que je suis effectivement parvenu
a résoudre, comme on le verra dans le présent Mémoire. Je me bor-
nerai, dans cet article, & indiquer sommairement les principaux résul-
tats de mes recherches, le Mémoire devant étre prochainement publié
dans mes Exercices d’ Analyse et de Physique matheématique.
Soient @, y, 5, ... diverses variables et » unemodule entier quel-
conque. Deux fonctions entieres de x, y, 5, ..., a coefficients entiers,
- seront dites équivalentes entre elles, suivant le module n, lorsque, pour
des valeurs entieres quelconques de z, y, 3, ..., la différence de ces
d,;1x fonctions sera divisible par #. Lorsqu'une fonction sera équiva-
lente au produit de plusicurs autres, chacune de ces derniéres sera ce
que j'appellerai un diviseur ou facteur modulaire de la premiére. Un
facteur modulaire sera irréductible lorsqu’il ne pourra étre décomposé
en facteurs du méme genrc. Considérons en particulier une fonc-
tion f(2) de la seule variable z, cette fonction étant toujours entiére
et a coefficients entiers. Si le module » est un nombre premier, alors,
d’aprés un théoréme connu de Fermat, on aura pour une valeur entiére
quelconque de x,

(1) =z (mod. n);
et, par suite, dans une équivalence de la forme
(2) f(z)=o,

le degré du premier membre pourra toujours étre abaissé au-dessous
de n. Cet abaissement étant effectué, le nombre des racines réelles de
Péquivalence (2) ne pourra surpasser le degré de cette équivalence.
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Donc I'équivalence ne pourra subsister pour une valeur enti¢re quel-
conque de , et une fonction f(x), d’un degré inférieur a , ne pourra
étre équivalente & zéro, qu'autant que chacun des coefficients compris
dans f(x) sera équivalent a zéro, c’est-a-dire divisible par n.

Si le module 7» cesse d’étre un nombre premier, en sorte qu’on ait

(3) n=ptqt...,

P gs ... désignant les facteurs premiers de »; si d’ailleurs on nomme
N lindicateur maximum correspondant au module », tout nombre
entier 2 premier & n vérifiera la formule

4) V=1 (mod. r).

Par suite, si I’on nomme o le plus grand des exposants A, i, ..., un
nombre entier quelconque « vérifiera la formule

(5) ZV+0 =g (mod. n).

Donc alors, dans I'équivalence (2), le degré de f() pourra toujours
étre abaissé au-dessous de la limite ¥ + o, qui, elle-méme, est infé-
rieure au module 7.

Revenons maintenant au cas ou le module » est un nombre pre-
mier, le degré de f(z) étant, comme on peut le supposer, inféricur
a n. Alors, en s’aidant de quelques formules établies dans le premier
Volume des Exercices de Mathématiques, page 160 ('), on arrive aux
propositions suivantes :

Tukorésme I. — Le module n étant un nombre premier, une fonction de
f(x) a cocfficients entiers ne peut étre decomposée que d’une seule maniere
en facteurs modulaires irréductibles, dans chacun desquels le cocfficient
de la plus haute puissance de x peut étre suppose réduit @ lunité.

TutoriMe 1. — Les mémes choses étant posces que dans le théoréme
précédent, concevons que la fonction f(x) soit équivalente au produit de
plusieurs facteurs modulaires ¢(z), y,(z), $(z), ..., en sorte qu'on ait

(6) f(x)=¢(z) x(z) Y(2)... (mod. »).

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, E, VI, p. 202.
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Si l'on désigne par w(x) un facteur modulaire irréductible, ce dernier
ne pourra diviser {(x) sans diviser U'un des facteurs ¢(x), (),

Tutontme I11. — Les mémes choses étant posées que dans les théorémes

precedents, nommons
@, 6 7,

les racines réelles ou imaginaires de I'égquation algebrigue
) | w(z)=o,

qu’on obtient en égalant a zéro le facteur modulaire et irréductible, repre-
senté par le facteur w(x). La fonction f(x) sera ou ne sera pas divisible
par o(x), suivant que la condition

(8) f(a) f(8) f(y)...=0 (mod. )
sera ou ne sera pas satisfaite.

Tutoreme 1V. — Tout commun diviseur modulaire de deux fonctions
enticres f(x), F(x) divise nécessairement leur plus grand commun divi-
seur.

Pour montrer une application de ces principes, supposons » =19, et

f(z)=ab—1.

Puisque, en prenant pour 2 un nombre entier quelconque, on aura

¥ —r=o0 (mod. p),

et que le plus grand commun diviseur modulaire des deux binomes
-z, ab—1

sera le plus grand commun diviseur algébrique « — 1, I’équivalence

at—1=o0
n’aura qu’une scule racine réelle, savoir, 'unité; et la fonction

—1=(x—1)(2+ 22+ 22+ 2 +1)
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n’aura qu'un seul diviseur linéaire du premier degré, savoir z — 1.
Done, en vertu du théoreme I, le facteur modulaire

AR AR Al R |

sera ou un facteur irréductible, ou le produit de deux facteurs irré-
ductibles du second degré. Cette derniere hypothese est la véritable :
on a, en effet,

T+ D+ 2+ 1= (2= b +1) (2 + Sz +1) + 192
et, par conséquent,

-2+ 2+ 2 +1= (2 — fz +1) (2 + 52z +1) (mod.19).

369.

ANALYSE ALGEBRIQUE. — Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires,
et sur les racines symboliques des équations et des équivalences.

C. R., T. XXIV, p. 1120 (28 juin 1847).

Préliminaires.

Les géométres, surtout ceux qui s’efforcent de contribuer aux pro-
gres des Sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de
parler unc langue qui n'a pas toujours I'avantage de pouvoir étre
facilement comprise, et de fonder des théories sur des principes qui
manquent de clarté. Si une théorie pouvait encourir ce reproche,
c’était assurément la théorie des imaginaires, telle qu’clle était géné-
ralement enscignée dans les Traités d’Algebre. C’est pour ce motif
qu'elle avait spécialement fixé mon attention dans I'Ouvrage que j'ai
publié, en 1821, sous le titre d’Analyse algébrique, et qui avait pré-
cisément pour but de donner aux méthodes toute la rigueur que I'on
exige en Géométrie, de maniére & ne jamais recourir aux raisons tirées
de la généralité de I'Algébre. Pour remédier a I'inconvénient signale,
j’avais considéré les équations imaginaires comme des formules sym-
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boliques, c’est-a-dire comme des formules qui, prises a la lettre et
interprétées d'aprés les conventions généralement établies, sont
inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire
des résultats exacts en modifiant et altérant, selon des régles fixes,
ou ces formules, ou les symboles qu’clles renferment. Cela posé, il
n’y avait plus nulle nécessité de se mettre I'esprit A la torture pour
chercher & découvrir ce que pouvait représenter le signe symbo-
lique y—T1, auquel les géométres allemands substituent la lettre i.
Ce signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m’exprimer, un outil,
un instrument de calcul dont I'introduction dans les formules per-
mettait d’arriver plus rapidement a la solution trés réelle de ques-
tions que I'on avait posées. Mais il est évident que la théorie des
imaginaires deviendrait beaucoup plus claire encore et beaucoup plus
facile & saisir, qu’elle pourrait étre mise & la portée de toutes les intel-
ligences, si I'on parvenait & réduire les expressions imaginaires, ct la
lettre ¢ elle-méme; & n’étre plus que des quantités réelles. Quoiqu’une
telle réduction parut invraisemblable et méme impossible au premier
abord, j’ai néanmoins essayé de résoudre ce singulier probleme, et,
apres quelques tentatives, j’ai été assez heureux pour réussir. Le
principe sur lequel je m’appuic semble d’autant plus digne d’atten-
tion qu’il peut étre appliqué méme & la théorie des nombres, dans
laquelle il conduit & des résultats qui méritent d’étre remarqués.
Entrons maintenant dans quelques détails. '

§ I. — Sur les équations symboliques et sur leurs racines.
Application a la théorie des imaginaires.

Les deux lettres /, m désignant deux nombres entiers, les notations
admises par les géometres offrent plusieurs moyens d’exprimer que
ces deux nombres, divisés par un troisi¢me n, fournissent le méme
reste, ou, en d’autres termes, que / est équivalent 2 m suivant le
module n. Ainsi, en particulier, on peut écrjre, avec M. Gauss,

(r) l=m (mod. n).
QEuvres de C. — S. I, t. X. 4o
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Pareillement, étant donnés deux polynomes ¢(z), y(x) dont chacun
soit une fonction entiére de la variable , si I'on veut exprimer que
ces deux polyndmes fournissent le méme reste, quand on les divise
algébriquement par un troisiéme w(x), ou, en d’autres termes, que
9 () est équivalent & y () suivant le module w(z), on pourra écrire,
comme on I'a déja fait (voir le Mémoire de M. Kummer inséré dans le
Journal de M. Crelle, XXX¢ Volume, 2¢ Cahier),

(2) : p(r)=y(x) [mod. & (2)].

Mais il est clair que, a I'équivalence (2), on pourrait substituer I'équa-
tion
(3) Re(z)=Ry(=),

si I'on désignait 3 I'aide de la lettre caractéristique R, placée devant une
fonction entiere de &, le reste qu’on obtient quand on divise cette fonc-
tion par w(x). Alors aussi, en nommant f(x) une fonction entiére divi-
sible exactement par w(x), on aurait

%) Rf(z)—=o.

Ce n’est pas tout. Au lieu de placer une lettre caracléristique R
devant une fonction entiere ¢ (), pour indiquer le reste qu’on obtient
quand on divise cette fonction par w(x), on pourrait convenir que I'on
se servira, pour cette indication, d’une lettre symbolique substituée a
la variable x, dans la fonction elle-méme. Soit ¢ cette lettre symbo-
lique. La seule présence de la lettre i, substituée & = dans une fonc-
tion entiére ¢(«), indiquera que, avant de poser dans cette fonc-
tion & =1, on doit la réduire au reste de sa division par =(x), et alors
la formule (3) pourra s’écrire comme il suit :

(5) © (i) =x(i),

tandis que la formule (4), qui suppose la fonction f(z) divisible par
w(x), donnera

(6) f(i)=o.
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Comme la plus simple des fonctions divisibles par le diviseur w(x)
est ce diviseur lui-méme, la plus simple des équations symboliques
de la forme (6) sera

(7) w(i)=o.

Si la fonction f(x) n’a pas w(x) pour diviseur, alors, en nommant
() le quotient, et (=) le reste qu’on obtient en divisant f(z) par
w(z), on aura

(8) f(z)=I(z) w(z) + $(2);
par conséquent ‘.

(9) f(0) =) w (@) + ¢ (i),
ct, cu égard & la formule (7),

(10) (&) =¢(é).

Mais il importe d’observer que, si 'équation (9) se réduit a la for-
mule symbolique (10), cela tient uniquement a la convention adoptée,
suivant laquelle on doit, dans le second membre de I'équation (9),
effacer le terme qui renferme w(x), dés que I'on substitue 7 & . Si,
apres cette substitution, w() se réduit a zéro, c’est en vertu de la
convention dont il s’agit, i pouvant d’ailleurs étre numériquement
égal & une quantité réelle quelconque, qui, prise pour valeur de x,
pourra fournir pour w(«) une valeur trés différente de zéro.

Pour nous rapprocher, autant que pos'sible, du langage algébrique
généralement admis dans la théorie des imaginaires, nous dirons que
i est une racine symbolique de I'équation caractéristique

(1) w(z)=o,
et méme de I'équation
(12) _ f(z)=o0

quand f(z) sera divisible par o(z) : mais au mot racine symbolique
nous n’attacherons pas I'idée d’une valeur de = pour laquelle w(z) ou
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f(x) devienne numériquement ég‘al azéro; et, tandis que les racines
réelles d’une équation algébrique en z, par exemple de I'équation (12),
devront annuler le premier membre f(z), une racine symbolique ¢ de
la méme équation devra faire évanouir, non pas f(z), mais le reste de
la division de f(z) par un certain diviseur w(x), et méme faire éva-
nouir ce reste, quel que soit z. .

Lorsque, w(z) étant du degré n par rapport a la variable =, f(x)
représente une fonction entiére quelconque de x, le reste § (z ), qu’on
obtient en divisant f(z) par w(z), est généralement de la forme

(13) q;(x)::ao+a,x+a,.z’+...+ Ap_y 2™,
Agy. @4y +..y @, désignant des quantités conslantes; ct pour que ce
reste s’évanouisse, quel que soit z, il faut que I'on ait
(14) a,=o, a,=o, a,=o, cony Ap_ == 0.
Donc alors la formule (6), ou

f(i{)=o,
que I'on peut réduire a
(15) Y(i)=o
ou, ce qui revient au méme, 2
(16) ay+ayi+asi*+...+ a,_, " '=o,
entraine les conditions (14). Donc I'équation symbolique (6) ou (16)
équivaut, en réalité, a ces conditions, exprimées par »n équations dis-
tinctes. On arriverait & la méme conclusion, en observant que, dans
I'équation (16), la lettre symbolique ¢ représente une quantité réelle

indéterminée, a laquelle on peut attribuer telle valeur que ’on voudra.
Or, en posant i = o, on tire de la formule (16)

a,=o;
et comme, en vertu de cette. derniere condition, I'équation (16) peut

étre réduite a
a’i'k a,i’"-. oo a,...,l""“’ =0,



EXTRAIT Ne 369. 317

on aura encore, ¢ restant arbitraire,
a, + a,i"f-. e a"..il:"'—!=0u

Si maintenant on pose de nouveau ¢ = o, on obtiendra la condition

a,—o;

. et, en continuant de méme, on finira par déduire de I’équation (16)
chacune des conditions (14).

Une théorie nouvelle et rigourcuse des formules ct des équations
imaginaires se déduit immédiatement des principes généraux que
nous venons d’exposer. Pour obtenir cette nouvelle théorie, il suffit
de réduire le diviscur () au facteur bindme 2*+ 1, et, par con-
séquent, de prendre pour point de départ cette convention fonda-
mentale, que la lettre symbolique ¢, substituée a la lettre z dans une
fonction entiere f(2), indiquera la valeur que recoit, non pas cette
fonction f(x), mais le reste de la division algébrique de f(x) par
x*+1, quand on attribue & « la valeur particuliere i. Cette conven-
tion étant adoptée, on aura, cn supposant f(x) divisible par z*+1,

(17) f(¢) =o.

Alors aussi la quantité indéterminée ¢ sera une racine symbolique de
I'équation

.(18) f(z) =o,

qui scra réduite A
(19) Czt+1=o,

si 'on suppose f(x) = ? + 1. Il est vrai que la formule (18) pourrait
ne pas avoir de racines réelles, et que, effectivement, clle n’en a
point quand elle se réduit a 'équation (19), attendu que, pour toute
valeur réelle de , le premier membre de cette équation acquiert une
valeur tres différente de zéro, et supérieure a I'unité. Mais, suivant la
remarque déja faite, dire que ¢ est racine symbolique d’une équation
caractéristigue en = du degré n, ce n’est pas dire que cette équation est
satisfaite quand on prend i pour valeur de @, c’est-a-dire seulement
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que la substitution de ¢ & = dans une fonction entiére f(x) de la
variable z indique le reste qu’on obtient quand, apres avoir décom-
posé cette fonction en deux parties, dont I'une soit du degré » —1,
et dont I'autre ait pour facteur le premier membre de I’équation carac-
téristique, on a soin, avant de poser x = ¢, d’effacer la seconde partie,
comme si le premier membre de I'équation caractéristique devenait
nul pour une valeur de = égale & ¢. Dans le cas particulier qui nous
occupe maintenant, I'équation caractéristique se réduit a la for-
mule (19), et la formule symbolique '

(20) f+1=o0

exprime simplement que zéro est le reste de la division de 2 +1 par
le premier membre x* + 1 dé I'équation caractéristique ou, ce qui
revient au méme, le reste de la division de ¢*+1 par :*+ 1. Alors
aussi, pour exprimer que deux fonctions entieres @ (), y (), étant
divisées par z* + 1, fournissent le méme reste, on écrira

(2r) o () =% (?).

Supposons, pour fixer les idées, que @ (), divisé par x* + 1, donne
pour reste a + bz, et que y (), divisé par * + 1, donne pour reste
¢ + dx, les quatre lettres a, b, ¢, d désignant des quantités constantes.
La formule (21) pourra étre réduite &

(22) : a+ bi=c-+di

et, comme elle devra se vérifier, quel que soit ¢, elle entrainera les
deux équations ‘

(23) a=c, b=d,

dont on obtiendra la premiére en posant { = o.

La formule (27) est ce qu’on a nommé une éguation imaginaire. La
lettre symbolique #, renfermée dans cette équation, doit étre consi-
dérée, d’aprés la théorie nouvelle, comme une quantité réelle, mais
indéterminée, & laquelle on pourra donner telle valeur que I'on
voudra, et méme une valcur nulle, quand on posera « =i dans les
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fonctions @(x) et x(x), apres avoir réduit chacune de ces fonctions
au reste de sa division par z* + 1. Ajoutons que toute équation ima-
ginaire pouvant étre ramenée a la forme (22) sera toujours décom-
posable, comme I'équation (22), en deux équations réelles, dont
aucune ne renfermera plus la lettre .

Comme, en vertu de la formule (20), on aura

P, P=—,

ct, par suite, en nommant 2 un nombre entier quelconque,
fm = 1, l’imH — i'

Pmrt— gt — Pmyd o B

il en résulte que, si la fonction () est déterminée par une équation

de la forme
f(2) =ay+ a,z + ay 2*+ ayz* + a, 2t +. . .,

on aura
f()=ay—ay+a,—...+ (a,— a;+...)L.

Cela posé, il est facile de voir ce que deviendront les équations algé-
briques dans lesquelles entre une variable #, quand on les transfor-
mera en équations symboliques, en substituant a la variable x la
racine symbolique ¢ de ’équation imaginaire
*+1=o.
Ainsi, en particulier, les équations algébriques
(a+ bx) (c-+dx)-=ac+ bdz*+ (ad + be)ax,

(a —bzx)(c—dz)=ac+ bdz*— (ad + bc)x,

desquelles on tire
(at— brz?) (¢ — d*x?) = (ac + bd x*)*— (ad + bc)? ot
fourniront, quand on y remplacera x par 7, les équations imaginaires

, { (a@-+ bi)(c-+di)=ac—bd + (ad + bc)i,
(24) | (a— bi)(c — di) = ac — bd — (ad + be)i

(25) (at+ b).(c*+ d?) = (ac — bd)*+ (ad + bc)*.
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Si, dans la dermére, on réduit a, b, ¢, d a des nombres entiers, on
obtiendra immédiatement le théoréme connu, suivant lequel deux
nombres entiers, dont chacun est la somme de deux carrés, donnent
encore pour produit une somme de deux carrés. De plus, si dans la
premiére des équations (24) on pose

a=cosa, b=sina, c=cos6, d=sin6,
on obtiendra la formule connue
(26) (cosa + isina)(cosé + isin6) = cos(a + 6) -+ {sin(a - 6),

de laquelle on passera immédiatement au théoréme de Moivre, com-
pris dans I’équation

(27) (cosa + isina)*=cosna + (sinna.

D’ailleurs, quand on voudra décomposer une équation imaginaire, par
exemple 'une quelconque des formules (24), (26), (27). en deux
équations réelles, on ne devra pas oublier de réduire d’abord chaque
membre a la forme linéaire a + bi. Sous cette condition, la for-
mule (27) fournit immédiatement les valeurs connues de cosna et
de sinnza exprimées en fonctions entiéres de cos« et de sina.

S 1. — Application des principes ci-dessus exposés @ la théorie des nombres.

Les principes exposés dans le § I, apres avoir fourni le moyen d’éta-
blir une théorie claire et précise des équations imaginaires, peuvent
encore étre appliqués avec avantage a la théoric des équivalences.
Seulement, dans cette théorie, ce que nous avons nommé 'équation
caractéristiqgue en x devient une équation ou une équivalence algé-
brique a coefficients entiers; et une racine symbolique i de cette for-
mule caractéristique est une indéterminée a laquelle on peut attri-
buer définitivement, non plus une valeur réelle quelconque, mais
unc valeur entiére arhitrairement choisie. Ajoutons que, s’il s’agit
d’équivalences relatives & un module premier.p, le coefficient de la
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plus haute puissance de 2 dans la formule caractéristique pourra tou-
jours étre supposé réduit a 'unité. :

Jo développerai, dans les Exercices d’ Analyse et de Physique mathe-
matigues, la théorie des racines symboliques des équivalences. Je me
bornerai, pour 'instant, 3 énoncer quelques-unes des propositions
remarquables auxquelles mes recherches m’ont conduit.

Tutorime 1. — Le module p étant un nombre premier, nommons ()
un facteur modulaire irreductible, et i une racine symbolique de U'équi-

valence
(1) w(x)=o0 (mod. p).

Soient d’ailleurs

o(z), x(2) $(2),
des fonctions entiéres de x & coefficients entiers. Si la formule
(2) 2() % (D) ¢(d)...=o0  (mod.p)
se vérifie, elle entrainera I'une des suivantes :
(3) o(i)=o, (=0, Y(i)=o, ... (mod.p).

Tntorime 1. — Le module p élant toujours un nombre premier, w(x)
étant un facteur modulaire irréductible, et i une racine symbolique de
I'équivalence (1), nommons f(x, ) une fonction entiére de x et dei, qui
' offre que des coefficients entiers, et qui soit du degré n par rapport ax,
n pouvant étre un nombre entier quelconque inférieur a p. Sotent d’ail-

leurs

(4) lgy Ly fay veey lnoy

n fonctions entieres de i, dont chacune, prise pour valeur de x, verifie la
Jformule

(5) f(x,i)=o0 (mod. p),

aucune fonction entiére de i ne pourra remplir cette méme condition sans

devenir équivalente & U’ un des termes de la suite (4).
OEuvres de C. — S. 1, t. X, bx
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TreoneMe Il — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme
precédent, si I'on peut décomposer la fonction f(x, i) en facteurs modu-
laires symboliques de méme forme qu’elle, en sorte qu’on ait

(6) f(z, )= o (x, i) x(2, i) §(x,0)... (mod. p),

chacun de ces facteurs sera équivalent au produit de plusieurs des facteurs
linéatres

(7) X—=loyy &=l ooy T—lpy,

multipliés par un nombre entier.

Ce qui semble.mériter une attention particuliére, ce sont les appli-
cations que 'on peut faire des théorémes ici énoncés aux équivalences
binoémes, c’est-d-dire aux équivalences de la-forme

(8) It —1=0 (mod.p'),

lorsque p — 1 n’est pas divisible par n. Considérons spécialement le
cas ol le facteur irréductible (), étant un diviscur modulaire de
z" — 1, ne divise jamais ™ — 1, quand on prend pour m un entier
nl(,rlcur 4 n. Alors ¢ scra ce que jappelle unc racine symbolique

pmmtwp de I'équivalence (8), et I'on déduira des theoremes déja
¢noncés la proposition suivante :

Tutortye IV. — Le module p étant un nombre premier, et n un nombre
entier qui ne divise pas p — 1, nommons t une racine symbolique primi-
tive de U'équivalence (8). Cette équivalence aura pour racines les divers

termes de la suite
o4 @, ..., i

en sorte qu'on aura
zh— 1= (2 —1) (2~ 0)eo(x—int),
On peut aussi établir la proposition suivante :

TukoreME V. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 1V,
nommons s une racine primitive de l’équivalence

(9) zr-t=1  (mod.n),
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et g, h deux nombres entiers qui verifient la condition

n—1=gh,
Si 'on pose

(10) K= (2 — ") (x — i), (2 — PO,

X sera un facteur modulaire, non symbolique, c'est-a-dire independant
de 1, quand la condition

(11) pE=1 (mod, n)

sera vérifice; et alors tout diviseur modulaire, non symbolique, de x" — 1
sera de la forme X;.

Exemple. —- Si, pour fixer les idées, on suppose =15, p =19,
i sera une racine primitive symbolique de la formule

r*—1=o0 (mod. 19),
et le bindme
xt—1
aura pour factcurs modulaires du second degré les deux trinomes
x:—hr+1, 2*+S5x+1,
qui seront équivalents aux deux produits

(z—i)(z—&), (z—)(z—2).

Dans un autre article, je montrerai comment le théoreme V se
lie & quelques propositions démontrées par M. Kummer, dans le
Volume XXX du Journal de M. Crelle.
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370.

THEORIE DES NOMBRES. — Mémoire sur les racines primitives des équiva-
lences bindmes correspondantes G des modules quelconques, premiers
ou non premiers, et sur les grands avantages que preésente la considé-
ration de ces racines, dans les questions de nombres, surtout en Jour-
nissant le moyen d’ctablir la théorie nouvelle des 1NDICES MODULAIRES des

polynémes radicauz.

C. R., T. XXV, p. 6 (5 juillet 1847).

Simple énoncé.

371.

THEORIE DES NOMBRES. — Meémotre sur les racines des équivalences corres-
pondantes & des modules quelconques premiers ou non premuers, et sur
les avantages que présente I’emploi de ces racines dans la théorie des

nombres.
C. R., T. XXV, p. 37 (12 juillet 1847).

Les équivalences relatives & des modules premiers ne sont pas les
seules qui puissent étre employées avec avantage dans la théorie des
nombres, et 'on peut établir, pour les équivalences relatives a des
modules quelconques, des propositions générales, entre lesquelles
on doit surtout distinguer celles qui se rapportent aux équivalences
binémes. En effet, comme on le verra dans cc Mémoire, la considé-
ration des racines des équivalences bindmes 2 modules quelconques
est éminemment utile dans la recherche des propriétés les plus impor-
tantes des polynomes radicaux. Pour abréger, je me bornerai 2 indi-
quer succinctement les résultats les plus remarquables auxquels je
suis parvenu, me réservant de publier bientot les développements de
ce travail dans les Exercices d’ Analyse et de Physique mathématiques.
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§ 1. — Sur les équivalences relatives & des modules quelconques
premiers ow non premiers.

Parmi les théorémes qui se rapportent d des équivalences de forme
quelconque, on doit distinguer le suivant, qu’il est facile de démon-
trer, et qui subsiste, quel que soit le module.

TutorinMe [. — Les lettres m, n, 1 désignant trois nombres entiers quel-
conques, nommons f(x) une fonction enticre de x, du degreé n et a cocf-
Jicients entiers. Soient d’ailleurs

Poy Ty eeey Ty
m racines PISTINCTES de U équivalence
(1) f(x)=o0 (mod. I),
c'est-a-dire m racines qui, divisées par le module 1, fournissent des restes
distincts. Si les différences entre les racines r,, r,, ..., r,_, ont toutes

pour valeurs numériques des nombres premiers a 1, la formule (1) entrai-

nera la suivante

(2) f(z)=(z—r)(z—r)...(2 —rp-y) F(z)  (mod.l),

F(x) étant une nouvelle fonction entiére et a coefficients entiers, dont le
degre sera égal ou tnfericur a n — m.

En supposant successivement m = n et m > n, on déduit immédia-
tement du théoréme I les deux propositions suivantes :

Tuioreve II. — Soient f(x) une fonction entiere de x, du degre n, et
oy iy veey I'pey
n racines distinctes de I’ equivalence
f(z)y=o0 (mod. I);

st les différences entre ces racines sont des nombres premiers a 1, on
aura

(3) [(z)=k(z—1r))(x—ry)...(2—r,—y) (mod.I),
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k désignant une constante dont la valeur sera

f(o)

r’-cu"u—' (mOd.I).

(4) k= (=1

Turoreme III. — Soient f(x) une fonction entiére de x, du degré n, et

Tos Tiy «eey Ty

’

m racines distinctes de I'équivalence

(1) f(r)=o (mod. I);

si, les différences entre ces racines etant des nombres premiers ld I, ona
m>n,

I'équivalence (1) subsistera, quel que soit n.

Il est bon d’observer que si, r étant une racine quelconque de
I’¢quivalence (1), on attribue & 0 une valeur entiére quelconque, les
deux quantités

r, r+ 061
ne seront pas deux racines distinctes, puisque ces deux quantités,
divisées par I, fourniront le méme reste. Néanmoins, si I'on substitue
successivement ces deux quantités a la place de , dans le rapport

f(x)
1

’

les deux valeurs entiéres que recevra ce rapport, savoir

f(ry f(r+6I)

T’ r
pourront n’étre pas équivalentes suivant le module 1. En effet, la
seconde de ces deux valeurs, divisée par I, fournira le méme reste
que I'expression

M o),

et cette expression pourra devenir équivalente, suivant le module I, &
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un nombre entier quelconque, si f'(r) est premier a I. Il y a plus:
pour que I'expression dont il s’agit devienne équivalente, suivant le
module I, & un entier donné /, il suffira que la fonction

1 1)

1

étant réduite  sa plus simple expression, acquitre un dénominateur
premier a I. En conséquence, on peut énoncer la proposition sui-
vante :

Tutorime IV. — Soient r une racine quelconque de l'équivalence
f(z)=o0 (mod. 1),
et | un nombre entier donné. Si le rapport

f(r)
T

étant réduit a sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui
sout premier aw module 1, alors il suffira de poser

_fn
(3) 0= —-.—-l— (mod. I),

puis de faire croitre r de 01 dans le rapport

f(r),
|

pour que ce rapport devienne équivalent a l, suivant le module 1.

En réduisant £ a zéro, on déduira du théoréme IV la proposition
suivante :

TukoreME V. — Soit r une racine quelconque de l’équivalence

f(z)=o0 (mod. I).

St le rapport
pp ')
TG

1
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élant réduit @ sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui
soit premier & 1, alors il suffira de prendre

. . f(r)
(6) O0=-- ﬁm (mod. I),

puis de faire croitre r de 01, pour que
z=r+01
devienne une racine de | ’é’quivale/we
f(z)=o (mod. I?).

Ajoutons que la condition énoncée sera toujours satisfaite, si f(7) est
premier a [.

On établira de l]a méme maniére le théoreme plus général dont voici
I’énoncé :

TukoriMe VI. — Sott r une racine de l'équivalence

f(r)==o0 (mod.1);

les valeurs de r', r", r”, ..., qui seront determinées a U’ aide des formules

(7) ;—:—i%('—'(%—) (mod. ), ’ r=r+6l,
__ e ' g
(8) f'=— IWT(I_‘I_)- (mod. l), r'=r'+ 01,

............. DEREICEREY et et s ey

s'il est possible d’y satisfaire, seront respectivement racines des equiva-

lences
(9) f(x)=o0  (mod.I?),
(10) f[(z)=o0 (mod. I¥),

srereese  cree e ’

et seront méme, pour ces équivalences, les seules racines correspondantes
@ la racine r de U’équivalence (1). Ajoutons que I’on pourra toujours satis-
Saire aux formules (7) et (8), sif'(r) est premier a 1.
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On peut encore déduire du théoréme V la proposition suivante :

Tutorime VII. — Soient f(x), ¥(a) deux fonctions entieres de x, a
coefficients entiers, et r une racine quelconque de I’ équivalence

f(z)=o0 ‘ (mod. 1).

Supposons d’ailleurs que Uon ait, pour une valeur entiere quelconque
de x,

(r1) F(a)=o0.

Sit'(r) est premier & 1, alors, en supposant la valeur de ) déterminée par
Uéquation (6), on aura

(12) I"(lr) 4+ 0F'(r)=:0 (mod. I).

Dans le cas ou le module I se réduita un nombre premier p, et ou

I’on connait r racines
Ty, Iy, S ] Iy

de I’équivalence (1), alors, en supposant que cette équivalence n'est
pas une de celles qui subsistent pour toute valeur entiére de z, et que

les différentes racines
) 1y ceey rll"l

sont distinctes les unes des autres, on tire de la formule (3), jointe a
la formule (1),

(13) (& ——ro)(x—/',).v..(.l:——r,,_,):ﬁo (mod. p);
et, comme p ne peut diviser le produit
(x—ro)(r—r).. (& —==Ly)

sans diviser 'un de ses facteurs, la forntule (13) entraine évidemment
la proposition suivante :

Turonene VIIL. — Si le module 1 se réduit & un nombre premier p, et si
I’équivalence

(14) f{zr)==0  (mod.p),
OFuvres de C. — S.1,t. X. 42
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étant de degré n, n’est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur

de z, celte équivalence ne pourra pas offrir plus de n racines distinctes.
Du théoréme VIII, joint au V1, on déduit encore le suivant :
TneontMe 1X. — Si le module'1 se réduit @ une puissance enticre p*

d’un nombre premier p, et si I’ équivalence

(13) » f(z)==0  (mod.p}),

étant du degré n, n’est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur

entiére de x, celte équivalence n’offrira pas plus de n racines distinctes.
Enfin, on établira sans peine la proposition suivante :
Tukorime X. — Concevons que, le module 1 étant décomposé en fac-

leurs premiers, on nomme p, q, ... ceux de ces facteurs qui sont inégaux,

et posons, en conséquence,
(16) . 1::phg™.. .,
A, &, ... étant des nombres entiers. Si l'on désigne par r' unc racine de
I’équivalence
f(z)==0  (mod.p"),

par r" une racine de I équivalence

f(zr)==o0 (mod. p*),

alors, au systéme des racines

r” l'”,

correspondra une seule racine r de I'équivalence

f(z)==0 (mod.I);
et, pour obtenir cette derniére racine, il suffira de chercher le nombre qui,
divisé par p*, ou par ¢*, ..., donnera pour reste, dans le premier cas, r’,
dans le second cas, r'; etc. Par suile, si I’on nomme n le degré de f(),
et v le nombre des facteurs premiers inégauz, p, q, ... du module 1, le

nombre des racines distinctes de la formule (1) sera égal ou inférieur

an'.
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§ II. — Applications diverses des principes exposés
dans le premier paragraphe.

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai & indiquer ici
quelques-uns des résultats auxquels on arrive quand on applique les
principes ci-dessus exposés aux équivalences binomes et i la théorice
des polynomes radicaux.

Considérons d’abord une équivalence binome relative 4 un module
quelconque ct de la forme

(x) ah--15=0 (mod. I).

On satisfera toujours a cette équivalence en posant « == 1. Si on la vé-
rifie encore en posant x == r, elle aura pour racine chacun des termes
de la suite

2

. o2 —1
L, r, ryL ..., reety

et tous ces termes seront autant de racines distinctes, si ' — 1 est
premier a I, pour toute valeur de Zinférieure & . Alors r sera ce que
i'appellerai une racine primitive de I'équivalence donnée.

Concevons maintenant que, le module I étant décomposé en fac-
teurs premiers p, ¢, ..., on ait

(2) = prq¥....

Si les facteurs p, ¢, ... sont tous de la forme nz + 1, on pourra
trouver des nombres
. ’.l’ ,JI’

propres a représenter des racines primitives des équivalences

) zt'—1=20  (mod.p"),

(3) a"—1==0 (mod.g"),

et alors, pour chaque systéme de.valeurs de #/, 7, on obtiendra une
racine primitive r de la formule (1), en cherchant un nombre qui,
divisé par p*, par ¢*, ..., donne pour reste, dans le premier cas, r’,
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dans le second cas, r”, .... Si, au contraire, les facteurs p, ¢ ne sont
pas tous de la forme nx + 1, quelques-unes des équivalences (3) ces-
seront d’offrir des racines primitives réelles, et il en sera de méme de

la formule (1).
Soit maintenant p une racine primitive de I'équation

4) Z"—1=20.

On pourra former avec les puissances de cette racine des polynomes
radicaux i coefficients entiers et construire les factoriclles correspon-
dantes. Cela posé, en supposant d’abord ces factorielles décompo-
sables en facteurs premiers de la forme nx + 1, et, en prenant pour »
un nombre premicr et impair, on déduira des principes exposés dans
le § I les propositions suivantes :

TukoniMg 1. -~ Sotent n un nombre entier quelconque, r une racine pri-
mitive de la_formule (1), et 1 un module décomposable en facteurs pre-
miers qui soient tous de la forme na + 1. Soil encore g une racine primi-

tive de Uéquation

() 2 —1=0,

cl supposons
I==0(p)7(0),

9(p). 7.(p) étant deux polyndmes radicaux a coefficients entiers. Enfin.

l élant I’ un quelconque des nombres

I, 2, ...y =1,

désignons par y, le plus grand commun diviseur des deux quantiles

L o),

et par ¥, le plus grand commun diviseur des deuz quantités
I, x(r).

On aura, pour chacune des valeurs de l,

7,‘/}:;].
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TukoriMe II. — n étant un nombre entier quelconque, sotent p une ra-
cine primitive de Uéquation (4), et (), F(p) deux Jfonctions entiéres de
¢ @ coeffficients entiers. Sotent encore A, B les factorielles correspondantes
aux deuz polynémes radicaux f(p), F(p), en sorte que l’on ait

(5) ~ A=Nf(p), B=NF(p),

et nommons 1 l'un quelconque, par exemple le plus petit des nombres qui
sont divisibles a la fois par A et B; puis, en supposant le nombre 1 décom-
posable en facteurs premiers qui soient tous de la forme nx + 1, nom-
mons r une racine primitive de U’équivalence (1). Concevons enfin que,

létant U'un quelconque des nombres
I, 2, 3, ..., n—1,
l’on nomme ¢, le plus grand commun diviseur des entiers
1, (),
et C, le plus grand commun diviseur des entiers
1, K@)

Si F(p) est divisible par £(p), alors aussi C, sera toujours divisible par c,;

et réciproquement, si C, est toujours divisible par c,, F(p) sera divisible

par {(p).

TutoniMe 111, — Les mémes choses etant posées que dans le théoréme
précedent, si I'on a constamment C, = c,, le rapport de ¥ () a () sera
un diviseur radical de I unitée. '

Dans un autre article, nous montrerons comment ces derniers théo-
~ remes peuvent étre généralisés 4 I'aide de la considération des racines
symboliques des équivalences binomes.
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372.

TuEORIE DES NOMBRES. — Meémoire sur la décomposition des nombres
entiers en facteurs radicaux.

C. R., T. XXV, p. 46 (12 juillet 1847).

Jai remarqué, dans le précédent Mémoire, que la considération des
racines primitives des équivalences bindmes 2 modules quelconques,
premiers ou non premiers, est éminemment utile, quand on se pro-
pose de découvrir les propriétés générales des polynomes radicaux.
Mais, cn cherchant i tirer parti de cette remarque, je ne m’attendais
pas que mes recherches me conduiraient & des méthodes de solution
directes pour 'une des questions les plus épineuses de la théorie'des
nombres, je veux dire pour la décomposition des nombres entiars en
facteurs radicaux. C’est pourtant ce qui est arrivé. L'importance de ce
résultat me donne lieu d’espérer que les géométres voudront bien
encore accueillir, avec leur bienveillance accoutumée, le nouveau tra-
vail que j’ai ’honneur de présenter aujourd’hui a I’Académie.

Les méthodes de solution que j’ai obtenues se fondent sur la consi-
dération des indices modulaires des polynomes radicaux. Pour les bien
comprendre, il est done nécessaire d’expliquer en premier lieu en quoi
consistent ces indices. Entrons, a ce sujet, dans quelques détails.

§ L - Sur les indices modulaires des polyndmes radicaur.

Soient

n un nombre entier quelconque;
I un module entier quelconque;
rune racine primitive de I'équivalence -

(1) " — 1= (mod. 1),

en sorte que r{—1 soit premier a I, tant que I'on a /<r. Alors on
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aura, quel que soit n,
(2) ' —1=(x—1)(z—r)...(z—rm") (mod. I).
Soient maintenant |

1, a b, ..., n—b, n-—-a, n--1

les entiers inférieurs 4 n, mais premiers & n; et nommons 7 le nombre
de ces entiers.-Enfin, posons

(3) I==prgt...,

P, q étant les facteurs premiers et inégaux de ¢, et soit ¢ le nombre de
ces facteurs. Le nombre total des racines de ’équivalence (1) sera n,
et le nombre de ses racines primitives sera m'. D’ailleurs, r étant 'une
de ces racines primitives, les termes de la suite

(4) R R T L
représenteront n racines distinctes, et les termes de la suite
(5) r, ,.u’ ,.h, ceey rn- h, ,-n-a’ ru—-l’

m racines primitives de I'équivalence (1). Ajoutons que ces derniéres
représenteront encore les m racines primitives de chacune des équi-
valences

(6) a"—1=zo0  (mod.ph), x"—1:==0 (mod.q*), ceey
ou méme de chacune des équivalences
(7) z"—1=0 {(mod.p), z"—1=20 (mod.q),

Il en résulte que, pour obtenir une racine primitive r de I'équiva-
lence (1), il suffit de chercher un nombre qui, divisé par p*, par
g%, ..., donne successivement pour restes

/ N
r, ", ...,

», r", ... étant des racines primitives des formules (6) dont la solu-
tion se déduit immédiatement de celles des formules (7).
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Ainsi chaque racine primitive 7 de la formule (1) correspond & un
systeme déterminé de racines primitives des formules (7), et chacune
de ces derniéres racines pourrait méme étre représentée par r.

Par conséquent, le nembre » étant donné, si I'on forme une Table
qui offre des valeurs de r, relatives a des valeurs du module I repré-
sentées par des nombres premiers pour lesquels on puisse satisfaire
a I'équivalence (1), les valeurs de r, relatives & des modules com-
posés pour lesquels se vérifiera l4 méme équivalence, seront com-
plétement déterminées par la scule condition de correspondre aux
valeurs inscrites dans la Table, et pourront étre censées former avec
celles-ci un systeme unique de valeurs de r relatives aux divers
modules premiers ou non premiers. Dans ce qui suit, nous suppo-
serons que les diverses racines primitives relatives i divers modules
font toujours partie d’un semblable systéme; en sorte qu'on pourrait
les réduire toutes & un seul et méme nombre, si I'on prenait pour
module le plus petit nombre qui se laisse diviser en méme temps par
tous les modules que I'on considere.

Soient maintenant p une racine primitive de I'équation
(8) Z" —17::20,
et f(g) un polyndme radical formé avec les puissances de cette racine.
Alors, r étant une racine primitive de I’équivalence (1) relative au
module I, le plus grand commun diviseur des deux nombres

1 et f(r)

sera ce que nous appellerons I'indice modulaire correspondant a I'in-
dice I. Si I'on introduit dans ce module de nouveaux facteurs, I'indice
dont il s’agit pourra seulement croitre, mais sans jamais dépasser une
certaine limite, qui dépendra de la forme du polynome f(p), et que
nous nommerons I'indice maximum. Si A représente un nombre entier
dont f(p) soit diviseur, I'indice maximum ne différera pas de I'indice
modulaire qu'on obtiendra en posant I = A. Enfin, si 'on nomme ©
la factorielle correspondante au polynome f(p), en sorte qu’on ait

(9) 0 =N ((p) =1(p) f(p?)...f(p") f(p""),
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on pourra évidemment réduire A 3 0; par conséquent, lindice
maximum ne différera pas de l'indice modulaire qu’on obtiendra
en prenant pour module le nombre ©.

On peut établir, pour les indices modulaires, un grand nombre
de propositions remarq@ables, entre lesquelles je citerai les sui-
vantes :

Tukoreme 1. — Soient m et 1 deux entiers quelconques dont le second
:zit pour facteurs les nombres premiers et inégaux p, q, ..., élevés a cer-

taines puissances, en sorte qu’on ait
I=prgw....
Soit, d’ailleurs, p une racine primitive de l'équation

=1,

Enfin, soit £(p) un polyndme radical, a coefficients entiers, formeé avec
les puissances de p. L'indice modulaire du polynéme f(p), pour le mo-
dule 1, sera le produit des indices modulaires du méme polynéme corres-
pondants aux modules p*, ¢*, ....

Tutorime Hl. — Les mémes choses étant posées que dans le theoréme
precédent, st un nombre entier A est le prodwit de plusieurs polynémes

radicaux
o(p) x(p) ¥(p) -vo
en sorte qu’on ait

(10) A=2q(p)x(p) ¥(p)»

et si l'on suppose le module | égal a A, ou & un multiple de A, alors, en

nommant
c, c' , c//’

les indices modulaires des polyndmes
?(p)s x(p)s q‘(P)y ey
on aura encore

(11) A=cc'd....

OFuvres de C.— S. 1, L. X. 43
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Tutonime 1. — Supposons que le polynéme radical f(p), a coefficients
entiers, ait élé decomposé en plusieurs facteurs radicaux 4(p), 1.(p),
Y(p)y -, en sorte qu'on ait

(12) f(p) =9 (p) x(p) ¥(p)-. .,

et nommons
C, ¢, ¢, ¢,

les indices MODULAIRES MAXIMA des polyndmes

fe), o(p) x(p) Y(p) ...

on aura
(13) C==cc'c"....
Tucorime IV. — Soit L un quelconque des entiers inferieurs a n et pre-

miers @ n. Si, pour chacune des m valeurs de [, l'indice maximum du
polyndme £(o') est divisible par un certain nombre entier k, le poly-
néme {(p) sera divisible par k.

Tucortme V. — Soit { un quelconque des entiers infeéricurs a n et pre-
miers a n. Soient, de plus, f( p)» 9(p) deux polyndmes radicauz, a coef-

[icients entiers, et nommons
Cl; 4]

les indices M0DULAIRES MAXIMA des polyndmes
(e, 9(p").

St, pour chacune des m valeurs de l, I'indice C, est divisible par Uindice c,,
le polyndme f(p) sera divisible par o(p); et réciproquement, si f(p) est
divisible par ¢ (p), l'indice C, sera divisible parc,.

Turoréme VI. — Les mémes choses élant posées que dans le théoréme
précédent, si l'on a, pour chacune des m valeurs de I,

Ci=c,

le rapport des deux polyndmes £(p), 9(p) sera un diviseur de I'unité.
ltéciproquement, si ce rapport est un diviseur de I’ unité, on aura

Ci= Cis
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1. — Sur la décomposition des nombres entiers en facteurs radicaux.

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine imaginaire de
I'équation
(1) zh—1=0,

et f(p) un polynome radical, a coefficients entiers, formé avec les
puissances de p. Soient encore

1, a b, ..., n-—b, n—a, n—i1

les entiers inférieurs & n, mais premiers & 7z, et m le nombre de ces
entiers. Enfin, désignons par @ la factorielle

Nf(p)==1(p) f(p®) F(p"). .. ((p"~*) F(p"~*) [(p"~"),
correspondante au polynome f(p). L’équation
(2) ®--Nf(p)

fournira immédiatement la valeur du nombre entier ©, quand on con-
naitra la valeur de f(p). Mais le probléme inverse, qui consiste a
trouver la valeur de f(p), en supposant connue la valeur de 0, est
tout a la fois une des duestions les [;lus difficiles et les plus impor-
tantes de la théoric des nombres. Aprés quelques recherches, je suis
parvenu a obtenir, pour la solution de ce probléme, de nouvelles
méthodes que je vais indiquer en peu de mots.

Observons d’abord que; en vertu de I'équation du degré m, a
laquelle satisfait toute racine primitive p de la formule (1), un poly-
nome radical f(p),  coefficients entiers, pourra toujours étre réduit
4 un polynome du degré m — 1, ou, ce qui vaudra micux encore, & un
polynome du degré m, qui n’offrira pas de terme indépendant de p, et
qui sera en conséquence de la forme

3) f(p) = a,p -+ asp*+ ...+ a,p™.



340 COMPTES RENDUS DE L'’ACADEMIE.
Dans ce qui va suivre, nous supposerons cette réduction toujours

effectuée.
Observons encore que, si I'on nomme ¢(p) un polyndme radical
quelconque réduit & la forme (3), en sorte qu'on ait

(p)==cip -+ Cap* ...+ Cnp™,
€4y Cqr - -+ Cn 6tant des constantes déterminées, I'équation

(4) e(p)=o
entrainera toujours les m équations

(“)) ¢1== 0, Cy7= 0, ey Cm-= 0.

Ce dernier principe est précisément celui qui fournit la solution de
la question proposée. Entrons a ce sujet dans quelques détails.

D'abord la question qui nous occupe pourra étre aisément résoluc,
pour une valeur quelconque de 0, si elle peut étre résoluce dans le cas
ot I'on remplace © par 'un queleconque de ses facteurs premiers. En
conséquence, il suflira d’examiner le cas ol @ se réduit & un nombre
premier p. Alors la formule (2) deviendra

(6) p=NI(p),

f(p) étant toujours de la forme qu ‘indique I'équation (3)5 et si, en
nommant { un quelconque des entiers inféricurs i n, mais premiers

& n, on pose gencra]omcnt
pe=:1(p"),
la formule (6) donnera

(7) P =pPrPaPb--Pn-tbPn-aPn-1+

Cela posé, le probleme a résoudre se réduira évidemment a trouver

les valeurs des m coefficients
(8) a;, Ay, A3y ...y Au_gy Ay_qy dp

compris dans la fonction f(p); et I'on peut ajouter qu'il sera facile
d’obtenir ces valeurs, si 'on parvient a déterminer celles des m fac-
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teurs radicaux

(9) Pis Pas Pbs -<+y Pn—by Pnr—ays Pn-ie

Ce que nous avons i faire, c’est donc de chercher a établir des équa-
tions desquelles on puisse déduire les valeurs des coefficients a,,
@y ..., @y, ou des facteurs radicaux p,, pa, Pss - -+ Pots Proar Pr—1
Or évidemment la formule (6) ou (7) nec fournit qu’une seule des
équations demandées. Mais la question pourra étre résolue a l'aide
des considérations suivantes.

La suite des nombres

1, a b, ..., n—b, n—a, n-—1

étant décomposée en deux autres suites, dont la premiere soit de la

forme

1, a b, ...,
et la seconde de la forme

n—1, n—a, n—2b, ceey

prenons
(10) F(p)=pipaps...»
on aura
(l ') F(P—l) = Pn—1 Pn—a Pr-be -y
et la formule (7) donnera
(12) p-:-F(p)F(p~").

Or supposons que, par une méthode quelconque, I'on soit parvenu a
déterminer la valeur de F(p). L'¢quation (10) ou (11), étant de la
forme (4), entrainera, en vertu du principe énoncé plus haut, des
équations analogues aux formules (5); et de ces équations se dédui-
ront les valeurs des coefficient? a,, a,, ..., @,, qui, cu égard a la
nature du probléme, seront généralement en nombre infini. On devra
seulement choisir @, b, ..., de maniére que le nombre des valeurs
de a,, a,, ..., a,, renfermées entre des limites quelconques, soit le
plus petit possible. La question s¢ trouve donc réduite i la détermi-
nation de I'une des valeurs de F(p) ou de F(p~'), qui vérifient I'équa-
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tion (10) ou (11), quand les nombres a, b, ... remplissent la con-
dition que nous venons d’énoncer. D’ailleurs cette détermination
peut s'effectuer a 'aide de méthodes déja connues, lorsqu’on peut
effectivement satisfaire au probléme par des valeurs entieres de a,,
gy o vvy Gy, CC 'qui suppose que le nombre premier p est de la
forme na + 1. Dans le cas spécial ol p se réduit précisément &
I'unité, on a, comme I’a prouvé M. Kummer,

(13) F(p)==p!,

{ pouvant étre un nombre entier quelconque. Ajoutons que, si p est
un nombre premier de la forme nx + 1, mais différant de I'unité, on
pourra trouver des valeurs convenables de la fonction F(p) ou F(p™'),
a I'aide des théorémes établis dans mes précédents Mémoires (voir le
Bulletin de M. de Férussac de 1829, et le Tome XVII des Mémoires de
I’ Acadeémie) (*). On pourra d’ailleurs, a I'aide de la théorie des indices
modulaires établis dans le précédent paragraphe, déterminer facile-
ment les valeurs des nombres 1, ¢, 6, ...0oun—v1v,n —a,n—0, ...,
qui correspondront & une valeur donnée de F(p) oude F(p™').

Au reste, 4 la recherche des valeurs des cocllicients a,, a,, ..., a,,
on peut, avec avantage, comme on I'a déja dit, substituer la recherche
des facteurs radicaux p,, pa « -+ Pa—ar Pu-1» €n se servant des diverses
formes que prend I'équation (10) quand on y remplace p par I'un
quelconque des termes de la suite

P» pu’ Ph’ ceey Pu——h’ pn—-a’ pu—l_

Pour donner un exemple de ce genre de calcul, supposons, en par-
ticulier, » = 5. Alors on aura

(14) : P =P1P1Rs Pvi

et, 2 'aide des méthodes exposées dans mes précédents Mémoires, on
pourra déterminer la valeur de chacun des quatre produits

PiPss  P:Pss P3Pis  PsPse

(1) OBuvres de Cauchy,S. 11, T. I, et S. I, T. IIL.
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Supposons que I'on it effectivement calculé la valeur F(g) du pro-
duit p, p,. Alors on aura

a5) pips=F(p), ppi=F(p?), pip=F(p®), pps=F(p*);
puis on en conclura
(16) (Pt pIP=F(p) + F(p?),  (pr+ po)pa=F(p%) + F(p"):

et comme, cn supposant les fonctions f(p), F(p) réduites i la forme
qu’indique I'équation (3), on aura

() +f(p)+f(p?)+(p®)+f(p*)=o,
F(1) + F(p) + F(p?) + F(p?) + F(p*) = o,

il est clair que, si ’on pose, pour abréger,
u=—1f{(1), c=—F(1),

on aura, non seulement
Pir+prat+pyt+-po=u,

mais encore, en vertu des formules (16),

(Pitp) (P2t ps) = c.
Cela posé, les sommes p, -+ p,, p,+ p, seront les deux racines z,, x,
de I’équation
(17) at—uxr +c=o.
Ces deux sommes devant d’ailleurs étre des fonctions entiéres de

p+pt p+p%

le carré de leur différence devra étre de la forme 5¢%, ¢ étant un
nombre entier; ct, comme la formule (17) donnera

() — xy)' =4ut—c,
il est clair que les nombres entiers «, v devront satisfaire a I'équation
indéterminée

(18) bhur—50t=c.
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Cette derniére équation étant résolue, on connaitra les valeurs de
Pu+ Pus Pa+ Py puis, i l'aide des formules (16), les valeurs de p,, p;,
desquelles on déduira immédiatement les valeurs de p,, p,.

Dans un autre article, je développerai les principes que je viens
d’établir, et je montrerai, d’'une part, comment on peut les généra-
liser et les étendre par la considération des racines symboliques,
au cas méme on les équivalences bindmes n’offrent pas de racines
réclles, d’autre part, comment on peut éviter la résolution d’équi-
valences analogues & la formule (17). Enfin, je comparerai les résul-
tats de mon analyse avec ceux qu’a obtenus M. Kummer.

373.

TukoriE pES NOMBRES. — Meémoire sur les indices modulaires des poly-
némes radicauzx que fournissent les puissances et produits des racines
de la résolvante d’une équation bindme.

C. R., T. XXV, p. 93 (19 juillet 1847).

On sait que la résolution d’une équation algébrique peut toujours
étre réduite i la résolution d'une autre équation que Lagrange appelle
la résolvante. On sait encore que, si I'équation algébrique donnée est
une équation binome, il suflira de multiplier entre elles les racines
de la résolvante, pour voir apparaitre certains polyromes radicaux.
Plusicurs géométres, entre autres MM. Gauss et Jacobi, ont déja
signalé des propriétés remarquables de ces polynomes dont je me
suis occupé moi-méme dans divers Mémoires (voir en particulier le
Bulletin des Sciences de M. de Férussac, année 1829) (').

Mais d’autres résultats, dignes de remarque, se présentent immé-
diatement, quand on applique la théorie des indices modulaires aux
polyndomes dont il s’agit. C'est ce que I'on verra dans le nouveau

(V) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. 1.
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Mémoire dont je me bornerai a4 donner ici ure idée en quelques
- mots. :
Soient p un nombre premier impair, et » un diviseur entier de
P P
P — 1, en sorte qu'on ait
. p-—1=nwa.
Soient encore § une racine primitive de I'équation binome
P
() xP=1,
¢ une racine primitive de ’équivalence
(2) : rh-1= (mod. p),
¢ une racine primitive de I'équation

(3) zh =1,

et

r=1(v
une racine primitive de ’équivalence
) Tt = (mod. p).
Enfin, soient 4, 4, [ des nombres entiers quelconques, et posons
() 0= 0 + ph 0+ pih(f 4 . 4 plp-Dh P,

Les diverses valeurs de @, correspondantes aux diverses valeurs de 4
et de n seront autant de racines de la résolvante de I'équation (1).
On aura, d’ailleurs : 1° si A est divisible par n,

(6) 0,=0,==—1;
2° 8i £ — A est divisible par #,

(7) ' 0,=0,;
3° si k& + A est divisible par »,

(8) ('9,,9‘.:: 9’,9_,‘: (_l)ﬂ/ll).
OEuvresdeC. — S. 1, t. X. 44
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De plus, si I'on pose

(9) Bui=.g —

on aura : 1° en supposant ou 4, ou &, ou % et k divisibles par »,
(10) B i== Bpo7= Ro, = Ro,o=—1;

2° en supposant &, £ non divisibles par », et & + £ divisible par n,
(11) Ry o= By, -p = — (—1)%"p;

3¢ en supposant £, £ et & + £ non divisibles par », ,

(12) Ry xB_p, 1= p.

Ajoutons que I'on aura, en supposant les nombres 4, £, / non divi-
sibles par », et la somme A + £ + [ divisible par »,
(13) (= )Ry k= (= )" Ry == (= )" Ry g5
puis, en supposant la somme 4 + 24 divisible par »,
('4) ”/l,k:(" ')mhl?h.h-

En vertu de la formule (10) ou (11), Ry 4 offrira une valeur enticre
toutes les fois que 4 + 4 sera divisible par ». Mais, si cette condition
n’est pas remplie, alors Ry 4 sera un polynome radical, et I'on aura
(13) Ry p=a,+ 2,0+ ap* ...+ a,_p" ',

A Ay Agy ..., a,, etant des nombres entiers qui vérifieront la for-
mule '

(16) Qo+ a;+ag-+...4 2,y P-—2,

D’ailleurs ces nombres entiers pourront étre facilement déterminés

pour unc valeur donnée de ¢, ou, ce qui revient au méme, pour une

valeur donnée de
) t",

3 I'aide d’équivalences relatives au module » (voir Particle inséré

en 1829 dans le Bulletin déja cité).
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Concevons maintenant que I'on pose

(17) Spz= g,;:,

on aura : 1° en supposantk =oeth =,

(18) So=—1, S, =1
2° en supposant A divisible par »,

(19) Sp==— 0%,

et, en particulier,

(20) Sp=— 07,

On aura encore

(21) Ry, == gﬁ:

ou, ce qui revient au méme,

(22) St Ry 1 SpSks
puis on en conclura, en remplacant £ par » — 4, ou par nk — £,
(23) Sy == (—1)"pS,Su_1
et, plus géﬁéralnment,

(24) Sup—= - (—1)%"p S, Spi_n.
Enfin, on tirera des formules (18) et (22)

(25) Sp=Ry Ry s By s

A l'aide de cette derniere formule, jointe & ’équation (21), on déter-
minera aisément, pour des valeurs quelconques de 4 et de £, es
valeurs de S, et de R, quand on connaitra celles des polynomes
radicaux

(26) Ry Ry .0y By,oy,

et méme, eu égard a I'équation (24), quand on connaitra les valeurs
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de R, correspondantes a des valeurs de A positives et inférieures

« n

2
Il est bon d’observer que, si dans la formule (22), on remplace &

par nk, on en tirera
(27) Sprrn=—SppSn= e’:ksh-

L) . . —-l
Dans le cas oul # est un nombre impair, o = fi-“— est un nombre

pair; et par suite les formules (8) et (24) donnent

(28) 0,0_,=p,
(29) Spp— PS/I Sk he

Alors aussi on tire des formules (13) et (14) : 1° en supposant 4, £, {
non divisibles par n, et la somme A + £ + [ divisible par «,

(30) By w= Ru, == By i
2° en supposant la somme £ + 2/ divisible par n,
(31) Ry, = Ry, e

Alors, enfin, on pourra déterminer, pour des valeurs quelconques de
h et £, les valeurs de S, et Ry 4, quand on connaitra les termes de la

suite

(3')) ”I.I, H!.!) cvvy l{n-l,n—ls
ouméme, cu égard & la formule
(33) l‘h.h Rn*h, n—h=pP,

les'termes de la suite

(3’-’!) Rl,n B!,!p LR ] ”g—-l, —1e

En cffet, pour réaliser cette détermination, il suffira de recourir aux
formules que nous allons indiquer.
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Concevons que, pour abréger, on écrive R, au lieu de Ry 4. On tirera
de la formule (22), en y posant £ = 4,
(35) | Ssn= RS},
puis on en conclura, en désignant par ¢ un nombre entier quel-
conque,
(36) Sy== Rycrp, Ricoy . R SE.

Or, de cette derniére équation, jointe aux formules (27), (29), on
tirera : 1° en supposant 2' — 1 divisible par n, :

(37) Sipenyn = — Ry R2iayy. . RSP,
2° en supposant 2'+ 1 divisible par n, |
(38) Sauna=-—pRy—p Ryesp. o RET'SEHL
Les formules (36), (37), (38) suffisent & la détermination de S,
quand on a calculé R, pour toute valeur entiére et positive de A
inférieure i gn.

Si, pour fixer les idées, on suppose que v soit racine de I'équiva-

lence
-l (meod. n),

alors, en posant
n—1
h=:1, LT e 1= nd,

on tirera de la formule (38)

(39) O = p Ryms Ryos. . RE™;

puis, en laissant & ¢ une valeur quelconque, et posant % == 1, on tirera
de la formule (36)

(40) Sy= Ry Ry . R

Enfin, de cette derniére, jointe a 'équation (27) et & la formule (39),
on déduira la valeur de S, correspondante a une valeur quelconque
de A.
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En s’appuyant sur les diverses formules que nous venons d’établir,
on peut aisément calculer les indices modulaires des polynomes radi-
caux représentés par

R, . etpar O%.
Ainsi, par exemple, on établira les propositions suivantes :

TutoriMe I. -- Pour obtenir I'indice modulaire maximum du poly-
néme Ry, correspondant a la racine primitive r* de U'équivalence (4), il
suffit de chercher les plus petits nombres positifs qui soient équivalents,
suvant le module n, aux produits hk, hi. Si la somme de ces deux
nombres est inférieure @ n, Uindice cherché sera le nombre p. Il se

reduira simplement a l'unité dans le cas contraire.

Exemple. - 1’indice modulaire de R, , correspondant a la racine

. o e “ . o s e “ n
primitive r' est p, ou l'unité, suivant que Zest inféricur ou non & ~-

Tutoring 1. — L'indice modulaire mazimum de @)} correspondant
la racine primitive rt de la formule (4) est le plus petit des nombres équi-

valents, suivant le module n, au produit
— A

Exemple. — 1.’indice modulaire maximum de O correspondant & la
racine primitive #* de la formule (4) est n — L.

Ainsi que nous I'expliquerons dans un autre article, le théoreme 11
s'accorde avec I'un de ceux qu’a obtenus M. Kummer. '

En vertu des formules (13) et (14), ou (30) et (31), le nombre
total des valeurs de R, ;. qui sont distinctes (abstraction faite des
signes), et représentées par des polynomes radicaux, se réduit,

1 st i N bicn i nt--u t 1 st Dai
quand » est impair, a —-.- - ou bien a - .--; et, quand » est pair,
. n? . . n? -
4 - ou bien a4 =
0 6

|2~

» suivant que »n est divisible ou non divisible

par 3.
Ainsi, par exemple, pour n =35, les valeurs distinctes de R, ;,
représentées par des polynomes radicaux, seront au nombre de
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quatre, savoir :
Rlu:n:.n R,,,:—: R!.n Ry = R:.s, Rs.s:: RL.H

ou, plus simplement,
ny, Ry, R, R,
Pour n =: 7, les valeurs distinctes de R, ,, représentées par des
polyndmes radicaux, seront au nombre de huit, savoir :

nl’ R!’ R:ﬂ 1{5’ RE’ ,IG
et

Ry =Ry, =Ry, Rey—= Ry, 3= R 5
Dans un prochain article, je montrerai le parti qu'on peut tirer de
cette remarque pour décomposer Ry ;, et, par suite, le nombre p en
facteurs radicaux.

374,

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Mémoire sur Iapplication de la nouvelle théoric

des imaginaires awx diverses branches des Sciences mathématiques.

C. R., T. XXV, p. 129 (26 juillet 1857).

La nouvelle théorie des imaginaires que j'ai présentée a I'Aca-
démie dans I'nne des précédentes séances offre le double avantage
de faive complétement disparaitre 'une des plus grandes difficultés
qu’offrait Uétude de I'Algebre, et de s’appliquer avee un égal succes
aux diverses branches des Sciences mathématiques. Pour mettre cette
vérité dans tout son jour, je me bornerai ici 4 quelques exemples.

On dit, en Algebre, qu'une équation du degré 2 a toujours  racines
réclles ou imaginaires. Cette proposition acquiert un sens facile i saisir
dans la nouvelle théorie, et s’énonce alors dans les termes suivants :

f(x) étant une fonction entiére de x, si l'on pose x == a + bi, a, b,
élant des quantités réelles, on pourra toujours choisir a et b de maniére
que le reste de la division de f(a + bi) par @ + 1 s'évanouisse, quelle que
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sott la valeur réelle de i. St d’ailleurs la fonction f(x) est du degreé n, le
nombre des systémes de valeurs de a et b qui rempliront la condition
indiquée sera precisément égal aé n.

Ajoutons que les racines réelles de I'équation

f(x)=o0

seront évidemment les valeurs de @ qui correspondront i des valeurs
nulles de 4.

En Trigonométrie, le théoreme de Moivre peut s’énoncer dans les
termes suivants :

Si l'on divise la n'" puissance de cosa + (sina par i* + 1, le reste

de la division sera cosna + isinna.

Appliquée a des questions des nombres, la nouvelle théorie trans-
forme une racine p de 'unité qui entre dans un polynome radical f(¢)
a coefficients entiers en une quantité indéterminée; et, si cette racine
est du degré n, la lettre n désignant un nombre premier, on n’a méme
plus besoin de prouver que I’équation

f(p) =0
entraine la suivante
a" 1
[(z) = —— F(a),

F(a) désignant encore une fonction entiere i coeflicients entiers. Car
la premiere équation n’a plus d’autre sens que celui qu'elle acquiert
quand on la transforme cn la seconde. Alors aussi tous les théorémes
établis dans mes précédents Mémoires deviennent faciles a saisir; et
toutes les formules auxquelles je suis parvenu subsistent pour des
valeurs réelles quelconques des quantités que désignent dans ces for-
mules les lettres g et 0, pourvu que 'on réduise les deux membres de
chaque formule aux restes que 'on obtient quand on divise ces deux
membres par les facteurs binomes

p'—1 et OP—1,

Enfin, la nouvelle théorie des imaginaires fait encore disparaitre
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les difficultés que I’on rencontrait, en Géométrie, quand on voulait

étendre la démonstration de certaines propriétés des figures au cas ou

certaines lignes, certains points, cessent d’étre réels. La loi de con-
tinuité, dont un de nos honorables confréres, M. Poncelet, a fait dans

ses Ouvrages des applications si élégantes ct si dignes de remarque,

prend alors une signification précise. Seulement chacune des lignes

droites ou courbes, que I'on appelait imaginaires, sc¢ trouve rem-

placée par un systeme de lignes de méme nature, qui changent de

forme avec la valeur variable d’un paramétre indéterminé. Il en

résulte que, en Géométric, les solutions imaginaires résolvent tou-:
jours des questions plus générales que celles que I'en avait posées.

Rendons cette méthode plus sensible par un exemple.

Soient

(1) f(x,y)=o0, F(z,y)=0

les équations de deux courbes réelles dont on cherche les points com-
muns. Si elles ne se coupent pas, on pourra du moins satisfaire aux
équations données par des valeurs imaginaires de la forme

r=a+ 3, y=y+9i

ou, pour parler plus exactement, on pourra choisir les quantités
réelles a, B, v, ¢ de maniére que 'on ait, quelle que soit la valear

réelle de ¢,
fla—+Hi,y+ o) =1+ )],

F(a+Biy+0i)=(1+&)J,

1, J étant des fonctions entieres et déterminées de i. Cela posé, les
solutions imaginaires des équations proposées feront connaitre les
points d’intersection de deux courbes quelconques, représentées par
deux équations de la forme

(2) f(z,y) =0+, Flzy)=0+3));

et si une combinaison linéaire des équations (1) produit une troisi¢cme
équation

(3) oz, y)=o,

CEuvres de C. — S. I, t. X. [ls
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qui représente une courbe réelle, cette troisiéme courbe renfermera
toujours les points d’intersection des courbes représentées par les
équations (2), quelle que soit d’ailleurs la valeur réelle attribuée au

paramétre &.
Supposons, pour nous borner i un cas trés simple, que les équa-

tions (1) représentent deux cercles, et soient de la forme
(4) (z —aP+yr=ry, (z+a)y+yr=rs.
En les combinant entre elles par voie de soustraction, on obtiendra
une troisiéme équation
(5) z=o,
qui représentera la droite d’intersection des deux cercles, dans le cas
ou ils se couperont, c’est-a-dire lorsqu’on aura a < r. Si a devient
supérieur a r, les valeurs imaginaires
' L
(6) z=o0, y=z=(a*—r)
qui sont censées vérifier les équations (4), satisferont en réalité aux

suivantes
(2 —a)+y =r*+ (a*—r?) (1 + %),

(2 + ayi+ yr=rddad— 1) (1+8);

et ces dernieres représenteront, quel que soit Z, deux cercles qui se
couperont suivant la droite représentée par I'équation (5).

375.

THEORIE DES NOMBRES. — Meémoire sur diverses propositions
relatives a la théorie des nombres.

C. R, T. XXV, p. 132 (26 juillet 1847).

La théorie des indices modulaires ne fournit pas seulement divers
moyens de décomposer les nombres entiers en facteurs radicaux, elle
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permet encore d’établir avec facilité un grand nombre de propositions
qui paraissent propres i intéresser les géométres, et qui, jointes &
plusieurs autres, peuvent étre utilement employées pour la démon-
stration du dernier théoréme de Fermat. Afin de ne point dépasser
les bornes prescrites aux articles qui doivent étre insérés dans les
Comptes rendus, je me bornerai aujourd’hui a donner une idée de ces
diverses propositions, en annoncant celles qui semblent mériter d’étre
particuliérement remarquées.

Tutoreme I. — Soit, comme nous I'admettrons généralement ici, n un
nombre premier impair. Soit encore p une racine primitive de 'équation

(1) zh =1,

et nommons f(p) un polynéme radical a coefficients entiers, forme avec
les puissances de p. Si f(p) est divisible par 1 — p, on aura

(2) f(h=o0 (moad.n),

et réciproquement, si cette derniéere condition est satisfaite, f(p) sera divi-

sible par 1 — p.

Tutoreme II. — Supposons le polynéme radical f(p) decomposable en
deuzx facteurs de méme espéce p(p), ¥.(¢p), en sorte qu'on ait

(3) f(p) =o(p) x(p)-

Si f(p) est divisible par (1 — p), I étant un nombre entier quelconque,

alors

seront respectivement divisibles par deux expressions de la forme
(s—p)* (1—p),

h, k élant deuzx nombres entiers, dont l'un pourra ére nul, et dont la

somme sera l.
Tutoreme I1I. — Soit. toujours

f(p) =@ (p) x(p)-
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Sil'on a |
(%) f(p)=o  (mod.n),
sans avolr en méme temps
() x(1)=o0  (mod.r),
on aura nécessairement
(6) o(p)=o (mod. n).
TutortMe 1V. — Si, en posant

(7) r=T=

/

on désigne par X' la dérivée de X de 'ordre [, on aura, pour x =1,
(8) F==o, X'=o, cevy Ar-N=o (mod. n).

Nota. — Pour établir ce dernier théoréme, il suffit de différentier
n — 2 fois, par rapport a z, I'équation (7), réduite i la forme

" —1=A(z-—1),

ct de poser ensuite
L =1.

TutcoriMe V. — Supposons que, f(x) €tant une fonction enticre de x,
on pose successivement
(9) - (@) =zf(z), fi(z)=2zl(z),

Alors, en prenant
f(z) =9 (z"),

on aura, pour toute valeur entiére de m,

fn(2) =" om(z");

et en prenant
f(x) =9(z)y(x),
on aura

o (2) = (@) Am (&) + = 4(2) hon=1 (@) k. .+ o (@) % (2)-
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Tutorime VI. — Si le polynéme radical f(p), a coefficients entiers, est
tel que U'on ait

(10) f(p)==0 (mod. r),
on aura encore
()  f(1)=o, f,(l)so, fa(1)=o0, ..., fa_g(1)=o0 (mod. n).

Tukorime VII. — St le polyndme radical f(p), a coefficients entiers, est
tel que l'on ait

(12) v o(p) —-o(p!) == (mod. n),
on aura encore
(13) @, (1) =0, 0(1) = o, ceny Op—a(1) =0 (mod. n);

et s, dans le méme cas, on pose

?i(-l‘)

?(x)

(14) =®i(z), ,

alors, en supposant (1) non divisible par n, on aura
(15) P, (1)==o0, ®,(1)=o, ceey D, .(1)=0 (mod. n).

Considérons maintenant en particulier un binome radical «, qui
soit une fonction lin¢aire de p, sans étre divisible par un nombre
entier, en sorte qu'on ait’

Uw=a-++ bp,

a, b étant des entiers premiers entre cux; et posons généralement,
pour une valeur entiére quelconque de /,

(16) w=a+ bp'.
KEnfin, soit
(17) I=N(a+bp)

le nombre entier qui représente la factorielle correspondante au bi-
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nome a + bp. Ce nombre ne pourra, comme I'on sait, avoir pour fac-
teurs premiers d’autres entiers que le nombre 7 et des nombres pre-
miers de la forme nx + 1. A cette proposition déja connue, j'ajoute
les théorémes suivants :

Tutortme VIII. — Supposons que, le nombre I étant I'un quelconque

des termes de la suite
I, 23, 3, ..., n—1,

on nomme a, un autre de ces termes, choisi de maniére a verifier la con-

dition

(18) la; = (mod. »),
et posons

(19) ?(p)——'p“ua.ua.--.ua,{_..

U'exposant p. étant un nombre entier. Soit, d’ailleurs, F(p) un poly-
néme radical a coefficients’entiers. S, le nombre a+ b étant premier a n,
le nombre 1, déterminé par Uéquation (17), est une puissance entiere du
degré n, on pourra choisir I’exposant . et le polynéme F(p) de maniére
a verifier la formule

elp™") _ [F(P")'I"

(20) e@ — LF@ |’

et, par conséquent, la suivante :
(a1) o(p~') —e(p)=o0 (mod.n).

TukoreMe IX. — Les mémes choses etant posées que dans le théoreme
précédent, nommons s une racine primitive de l’équation

(22) =1 (mod. n).
Soient d’ailleurs a, U'un quelconque des nombres

Ay Ay covy Qp—yy
2
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et ay, celui d’entre ces mémes nombres qui vérifie la condition

(23) ) ar=xs"a,.
Enfin posons
m
(24) ah,mzilEs ah’
ai

el soit  la valeur numerique de la résultante formée avec les divers
termes du tableau

[ %,y Xy,25 ceey ai n—1»
'3
%215 e 9y cevey a’,ﬁ;l )
(25) :
) ceny ey ey seseney
Gn—1 0 %p—1 RN Xn—1 n—1»
s ! 7’ T2

termes dont chacun se réduit, au signe pres, a Uunité. On pourra choisir
’exposant v de maniére que, pour une valeur quelconque du nombre en-

- , . e \® e o . .
tier I, U'expression <p"“’ 7—') se réduise a la n*™ puissance d’un rapport
]

de la forme ff? _;), et que l'on ait, par suite,
f p

(p*u)®—(p~vu_,)*=o0  (mod. ).
Si ’on attribue successivement a n les valeurs
3, 5 7, 1‘1, 13, ...,
on pourra réduire les valeurs correspondantes de o aux nombres
t, 2, 32, 6, 10, ....

Dans un prochain article, j’expliquerai comment ces diverses pro-
positions peuvent étre appliquées a la démonstration du dernier théo-
reme de Fermat.
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376.
TukoRIE DES NOMBRES. — Mémoire sur diverses propositions relatives
a la théorie des nombres (suite).
C. R., T. XXV, p. 177 (2 aolt 1847).
Aux propositions énoncées dans le Compte rendu de la précédente

séance, il est utile d’en joindre plusicurs autres que je suis parvenu a
démontrer, et que je vais indiquer en peu de mots.

Tutoreme 1. — Soient n, p deux nombres premiers impairs, dont le
second soit de la forme nax + 1. Sotent, de plus, p une racine primitive de
I'équation
(1) xh—=1;

t une racine pranitive de U équivalence

(2) ' TPV (mod. p);

puis, en admettant que les entiers h, k, h + k soient premiers a n, posons
(3 ) R/:.l.' =9 Puh+6k’

lu somme qu’indique le signe S s'étendant a toutes les valeurs entiéres de

o comprises dans la suite

1, 2, 3, ..., p-2,
et & déstgnant, dans la méme swite, le terme qui vérifie équivalence

14 8= (mod. p).
On aura
(4) p=RuiRop_s;
puis, en posant k = h, et écrivant, pour abréger, R, au licu de R, ,, on
trouvera

(5) P = Rh R_,.
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D’ailleurs, R, et R, seront des polynémes radicaux, dans chacun des-
quels les coefficients des diverses puissances de g fourniront une somme
égale @ p — 2. Enfin, st l'on pose

L p-t
(6) retn,
r sera une racine primutive de I’ équivalence

PLESE (mod, p),

et Iindice modulaire maximum de R, correspondant a la racine primi-
tive r*, sera, ou le nombre p, ou U unité, suivant que le nombre lsera in feé-

. . n
rieur ou non a ';'
De ce premier théoréme, on peut déduire la proposition suivante :
TukorkMe II. — Faisons

(7 u=a- hp,

a, b étant deux nombres entiers premiers entre eux, dont la somme ne

soit pas divisible par n; et supposons que la factorielle
8) 1-=N(a+Dbp),

correspondante au bindme radical a + bg, ait pour facteurs premiers les

entiers p, q, ..., en sorte quon ait
(9) L=phgt....
Concevons d’ ailleurs que, l étant ['un quelcongue des entiers

1, 2, 3, ..., n-—1,

on nomme a, un autre de ces entiers choisi de maniere a vérifier la condi-
tion

(10) la; =1 (mod. n).
Enfin, soit r celle des racines de l'équiva lence

(11) XM= (mod. 1),
CEuvres de C. — S. 1, t. X, 46
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qui verifie la condition

(12) a4+br=o (mod. I),

’

et nommons R,, R,, ... les diverses valeurs de R, qui correspondent (voir

le théoréme 1) a la racine r et aux divers modules p, q, . . .; on aura

(13) o Ugy - Uq, = RIRF...®(p),

w(p) etant un diviseur de I'unité, qui se réduira, au signe preés, & une
puissance enticre de p.

Corollaire. — Si le nombre 1 est une puissance enticre du degré »,

le produit

RARE. ..

-

sera de la forme | F(p)]", F(p) étant une fonction entiére de g, a coef-
ficients entiers, et I'on obtiendra la proposition sunivante :

Tutorene 111, - - Les mémes choses étant posées que dans le théoréme 11,
st le nombre | se rédwit & une puissance du n'"* degreé, on aura

(15 Ua llg, ... U, = [F(p)]"®@(p),

F(¢) étant une fonction entiére a cocfficients entiers, et w(p) un diviseur
de l'unité, qui se réduira, au signe prés, a une puissance entiére de g. Si
d’adlleurs on pose, pour abréger.

-1
(15) o= v::%‘%)-%

et st l'on observe que le rapport

w(o!)
“®(p)

sera une puissance entiére de p, on trouvera
(16) Va, Vay -+ + Ya,., Ve,
1

v désignant un nombre entier.
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Corollaire 1. — Comme, en supposant toujours a + b et, par suite, I
non divisibles par 2, on aura

(17) V=1 (mod. n),
la formule (16) entrainera la suivante

(18) Va,Yay s+ Vap, T 1 (mod. n),

qui coincide avec la formule (21) de la page 358. De plus, si a, étant
'un quelconque des termes de la suite

a, Ay oeey @y
i

et a, celui ’entre ces mémes termes qui satisfait 4 'équivalence
(19) a,=>xsm"a, (mod. n),
on désigne par a,,, celle des deux quantités + 1, —- 1 qui vérifie la

condition

sm an,
oy I .
I, m ar >

alors, en nommant  la valeur numérique de la résultante

S(jt CIRY T RRE- "___‘>'
2

-

on déduira de Péquation (16) unc autre équation de la forme
(20) o = QYrp¥,

% étant un nombre entier, et © étant de la forme

F(p~
V=" )
(a0) 5(
Enfin, comme on aura

(22) V" ==y (mod. n),
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on trouvera encore
¢ == p* (mod. n),

ct I'on sera ainsi ramené au théoréme IX de la page 358. Ajoutons que

la valeur de , déterminée par la formule

(".-;) m:iS(a,y,a,',...a,,_..g "...|>.
3 2

n’est pas toujours la plus petite de celles que 'on peut adopter dans
la formule (20), ct que, en attribuant successivement  » les valeurs

3, 3, 7, 1, 13, ...,
on peut réduire les valeurs correspondantes de © aux nombres
1, 2, 2, 6, 10,

Corollaire 11. — Des scules propositions énoncées dans cet article
et dans le précédent, on peut déja déduire diverses conséquences rela-
tives au dernicr théoréme de Fermat. Il en résulte, par exemple, que,
pour démontrer I'impossibilité de résoudre I'équation

a*+ b+ cr= o

par des entiers premiers entre cux et premiers i r, il suffit de s’as-

surer que la somme

e ok Lo (ﬁ—:—-')"_*
n’est pas divisible par », ou bien encore que  est un nombre pre-
mier a n. On voit donc combien il importe de déterminer la valeur du
nombre ©, ou du moins le reste qu'on obtient en divisant » par 7. On
y parvient a I'aide d'unc méthode qui permet de résoudre facilement
une classe trés étendue d’équations linéaires, et que je vais indiquer
en peu de mots.
Soient données, entre ~ inconnues

Ty Yy By ey Uy W,
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n équations linéaires de la forme

Ay + QY+ A5+ ..o Qpeg b + @y g9 = ko,
QL+ QY+ A5 .. Qg+ @y = kY,

(24) (A @y a@st..a +aw =k
e e et ey

By T BoY + B3 e Qg+ Qg =y,
et posons, pour abréger,
(25) ZAyHI4. U+

On observera d’abord que, des formules (24) combinées entre elles
par voie d’addition, on tire

g Kot Kyt ot Ky

(26) : - =
Ao+ Ay ~+...+ Qp_

Pour trouver ensuite les valeurs des diverses inconnues
Ly Yy Sy ey U, Wy

on multipliera les formules (24), avant de les ajouter entre elles, par-
les divers termes de la progression géométrique
1, opy pYH ..., Pl
p étant une racine primitive de I'équation
wn e l;
et 'on trouvera ainsi

ko+- kyp + kypa~. ..+ kpy 0"
o+ Ay p + @p ... @y, pt!

(27) w+p'y+pis +o pttlu —

Donc, si I'on pose, pour abréger,

ko kyo -+ kep*+. ..+ kp_yp*t
Qo4 @ p+ ayp+. ..+ dp p* T

Aok Ay 4 Aga=2 koo Aoy g1,

on aura

(28) z==A,+C, y=A+0, =M+, N u=A,,+C,
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C étant une quantité dont la valeur se déduira aisément de I'équa-
tion (26), puisque, en vertu des formules (28), on aura

(29) . IlC::S—-Ao--A,-——A,——...-—A,,_l.
Tukorix DES NOMBRES. —- Meémotre sur diverses propositions relatives

a la théorie des nombres (suite).

C. R., T. XXV, p. 242 (9 aoQt 1847).

Les propositions énoncées dans le précédent article, et les formules
qu'il contient, sont relatives au cas ou le nombre désigné par la
lettre » est un nombre premier impair. Mais on peut généraliser
encore ces formules, et en particulier celles qui se rapportent a la
résolution d’une classe tres étenduc d’équations linéaires.

Effectivement, supposons que, n étant un nombre' entier quel-
conque, on se propose de résoudre les formules (24) de la page 365.
Pour obtenir la valeur de I'une quelconque des inconnues, de « par
exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’ad-
dition, ces mémes formules, respectivement multipliées par certains
facteurs ’

v L oees En-n
ces facteurs étant assujettis i vérifier les conditions

‘ aoEo +al:’;l+---+an~lsn—l:wy

aly, +ak+...+a £ =o,
(1) <

dans lesquelles  peut étre un nombre quelconque arbitrairement
choisi. Or soit p une racine primitive de I’équation

(2) x"=1.
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Les conditions (1) entraineront avec elles la formule
(3) ® == (”l)+ (’lP +..0 4 an-lpn—l) (£|)+ E[P—l +..o+ E,Il-IP‘”*‘))

et méme cette derniere formule continuera de subsister, quand on y
remplacera p par I'une quelconque des puissances de p, c'est-d-dire,
en d’autres termes, par I'une quelconque des racines de I'équation (2).
Réciproquement, si la formule (3) subsiste quand on y remplace p par
une quelconque des racines de I'équation (2), alors les facteurs

Eor &1y oens En

satisferont certainement aux conditions (1). D’ailleurs, si 1'on pose,
pour ahréger,

4) f(p)==ay+ a\p+...4+ a,_,p"~,

la formule (3) donnera

4}

(3) oot Eip™ o B s

et, si la formule (3) subsiste quand on y remplace p par g™, m étant un
nombre entier quelconque, on aura encore

) ; —n- )
(6) £0+5|P—"'+---""'En-lP"'( /nl):,_i:(vo*”:j.
D

Or, si dans la formule (6) on remplace successivement le nombre m
par les divers termes de la suite

(7) 0, Ty, 2, ...y N-—1,

les ¢quations ainsi trouvées donneront

mz=n-—\
)

2 £, —- _l_ Mt
(8) &l"‘n N f(plu){) ’

{ étant I'un quelconque des entiers inférieurs & n, et le signe b indi-



368 COMPTES RENDUS DE I’ACADEMIE.

quant la somme des valeurs du produit
_(i_ mi
l‘(Pm) p

correspondantes aux diverses valeurs de m.

Les valeurs de
E.oy E,h ey E,n—-h

fournies par I'équation (8), satisfont, quel que soit w, aux condi-
tions (1); et par suite, s'il s’agit sculement de résoudre les équa-
tions (24) de la page 365, on pourra prendre w = 1. Mais, dans cer-
tains problémes, les valeurs des inconnues doivent étre entieres, et
I'on peut demander, par exemple, de vérifier les formules (1) par des
valeurs entiéres de

50’ E_lt cecy g"—h ®,

dans le cas ol les coeflicients a,, a,, ..., a,_, ont cux-mémes des va-
leurs entieres. Or je suis parvenu & démontrer que, pour satisfaire a
cette derniére condition, il suffit de prendre

(9) o =T()(p)(p?)...f(p"").
378.
Tnkorir vES NoMBRES. — Mémoire sur I'emploi des racines de I’ unité

pour la résolution des divers systémes d’équations linéaires.

C. R., T. XXV, p. 285 (23 aont 1847).

J'ai montré, dans les précédentes séances, comment on peut faire
servir les racines de I'unité i la résolution de certains systémes
d’équations linéaires; mais les équations que j'ai indiqu‘ées ne sont
pas les seules qui puissent étre ainsi résolues. D’autres, qui ne sont
pas moins dignes d’attention, jouissent encore de la méme propriété.
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Ajoutons que les unes et les autres se résolvent en nombres entiers,
sous des conditions qui méritent d’étre remarquées. C’est ce que I'on
verra dans le Mémoire que j’ai I'honneur de présenter i I’Académie.
Je me bornerai ici i en extraire quelques propositions fondamentales,
le Mémoire lui-méme devant étre prochainement publié dans les Exer-
cices d’ Analyse et de Physique mathématique.

Je commence par établir la proposition suivante

Tukoreme. — Soit
S(z) ="+, x4 @™ 2. . .4 Cpy i + ¢y

une fonction enticre du degré m, dans laquelle le coefficient de la plus
haute puissance de x se trouve réduit a U'unité. Supposons d’ailleurs les
m racines de ['équation

(1) S(z)=

partagees en deux groupes a, €,%v,"...; N, t, v, .... Soil enfin
U=F@, pv...)

une fonction des racines A, ., v, ..., symetrique, entiere, et & cocfficients
entiers. On pourra transformer U en une fonction entiere des racines «,
- 6, Y, ..., et des coefficients c,, c,, ..., ¢,, qui, €tant elle-méme d coeffi-
cients entiers, sera symetrique par rapport aux racines a, 6, %, ....

Nota. — Pour démontrer ce théoréme, il suffit d’observer : 1 que,
«, 4, ¥, ... étant racines de I'équation (1), on pourra diviser algébri-
quement f(x) par le produit (z — a) (@ — €) (@ — ¥y)...; 2° que, si
on nomme [(«) le quotient ainsi obtenu, () sera une fonction en-
tiere de a, dans laquelle la plus haute puissance de  se trouvera mul-
tipliée par I'unité, les autres puissances de @ étant respectivement
multipliécs par des fonctions enti¢res de ¢,, ¢,y o .vy Cpoy; @, 6,7, -0ty
qui seront a coelficients entiers, et symétriques par rapport aux ra-
cines a, 6, v, ...; 3% que A, &, v, ... seront précisément los diverses
racines de I'équation f(z) = o.

OFEuvres de C. — S, 1, t, X. 47
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Soit maintenant » un nombre entier quelconque, et considérons le
systeme des équations

[ @y A QY =+ Q33 +.o.d Quoglt + @y y v = ky,

\‘ aQr —+ a3y +ay5+...+a, it —a, v=k,
! ) 3 1

(2) {

( Apey T — QY ~ A5 — o — Quogll = Ay ¥ == ky_y,

que I'on déduit des formules (24) de la page 365, en changeant, dans
la deuxiéme, la troisieme, la quatriéme, ... formule, les signes du
dernier, puis des deux derniers, puis des trois derniers, ... termes.
Pour obtenir la valeur de 1'une quelconque des inconnues, de z par
exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voic d’ad-
dition les formules (2) respectivement multipliées par certains fac-
teurs £ £,y +..s Eaeys cos facteurs étant assujettis a véritier les condi-

tions
‘ agky ik agbp+. .+ Ap—sps+ AnyEp = 0,

@ty @yl gyt Ay by — @y Eri=o,

(3)

4 au—lio'“ ﬂoE: - (l,E, el an—asn—: — Qp—3 Eu—~l =0,

dans lesquelles o peut étre un nombre entier quelconque arbitraire-
ment choisi. Or, soit p une racine primitive de Iéquation

4) =1,
les conditions (3) entraineront avec elles la formule
(5) w=(eo+a,p+arp*+..+ A1 p® V) (Bo+Eip~ '+ p e+ By p™ ),

ot méme cette derniere formule continuera de subsister quand on y
remplacera p par I'unc quelconque des puissances impaires de p, ¢'est-
a-dire, en d'autres termes, par I'une quelconque des racines de I'équa-

tion
(6) Zh=— 1,

Réciproquement, si la formule (5) subsiste quand on y remplace p par
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'une quelconque des racines de I'équation (6), alors les facteurs &,,
E,,Ea ..., K, satisferont certainement aux conditions (3 D'ailleurs,
si I'on pose, pour abréger, f(p) =a,+ a,p + a,p*+...+a,_, "',
la formule (5) donnera

) -1 -!+_“ e —-n+l:__w_;
(7) Eot+Eip~t +Eap +En1p )
et si, dans cette derniére, on remplace p par p™, m étant un nombre
impair quelconque, on aura '

(8) . E°+ Elp_m+ E,p_g,,;+ e E"_‘P-(n—!)m_-_-_. f@&%?j’

puis on en conclura
! ® m
(9) EI—',;SF(‘P‘,;SP ‘s

{ étant 'un quelconque des entiers inférieurs a n, et le signe S indi-
quant la somme des valeurs du produit ‘%—) p™, correspondantes aux

diverses valeurs impaires de m comprises dans la suite 1, 3, 5, ...,
2n —1.

Les valeurs de &,, §,, &,. ..., &,_, fournies par I'équation () satis-
font, quel que soit w, aux conditions (3); et par suite, s’il s’agit seu-
lement de résoudre les équations (2), on pourra prendre w = 1. Mais,
dans certains problémes, les valeurs des inconnues doivent étre en-
tieres, et I'on peut demander, par exemple, de vérifier les formules (3)
par des valeurs entiéres de &, £,, &, ..., §,y, ®. Or il résulte du théo-
reme énoncé au commencement de cet article, que, pour satisfaire a
cette derniére condition, il suffira de prendre

(10) o =1(p)f(p?)...T(p*"1).

Les formules précédentes fournissent le moyen de calculer aisément
le nombre entier désigné par © dans la séance du 2 aout derniet.
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379.
PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Note sur la polarisation chromatique.

C. R., T. XXV, p. 331 (30 aotit 1847).

Un des savants les plus distingués de I’Allemagne, M. d’Ettings-
hausen, étant venu ces jours derniers & Paris, et m’ayant dit quelques
mots au sujet de ses recherches sur la théorie de la lumiére, je lui
parlai aussi des miennes, et j'ajoutai que les Comptes rendus renfer-
maient seulement une faible partie des résultats contenus dans les
Mémoires que j'avais présentés & ’Académie sur I’Analyse ou sur les
applications de I'Analyse 4 la Physique. Je citai, & cette occasion, le
Mémoire du 8 mars dernier, sur les corps considérés comme des sys-
temes de molécules dont chacune est elle-méme un systeme d’atomes,
ct mes Mémoires plus anciens, relatifs a la polarisation chromatique.
Alors, M. d’Ettingshausen me témoigna le désir de me voir publier
immédiatement au moins les parties les plus importantes de ces Mé-
moires, surtout les deux dernieres pages d’'un manuscrit, que j’ai mis
sous ses yeux, et qui avait été paraphé par I'un de MM. les Secrétaires
perpétuels, avee U'indication d'une seule date, deux fois reproduite,
celle du 22 avril 1844. Comme ces deux pages, dont chacune porte
le paraphe de M. Arago, sont relatives 2 un objet dont M. d’Ettings-
hausen s’est aussi occupé de son coté, et dont il s’occupe encore, je
me hornerai i les transcrire, sans y changer un seul mot.

Equations différentielles de la polarisation chromatique.

Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un
systeme de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de ré-
pulsion mutuelle sont de la forme

1) DIE=S[m(x+ A8) f(r+p)],
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[voir les Ezercices d’ Analyse, tome I, page 3 (*)], la valeur de p étant
sensiblement

_ XAE+yAn+zAL
p= . :
Si I'on veut obtenir la polarisation chromatique, il suffira d’ajouter
aux seconds membres des équations (1) des termes de la forme

(2) . S{m[a(y+ An) —y(z+ AD]((r) | =S[m(z24n —y AL) {(r)),

En effet, si I’'on pose

E_n_

(3) N é

— pNX+PY+WI—5
—=e y s

de semblables termes deviendront
(4) . (BDW—CDV)K’ sy

K désignant une fonction de «, ¢, w, ...; et il suffira de supposer K
fonction de &2 = u®* + ¢* + w?, pour réduire les expressions (4) a la
forme

(5) (wB~vC)]—)2—]-(:(wB - 0v0)G, ,

G étant fonction de £.
I est important d’observer que le produit

(6) m[z(y -+ An) —y(z + AL) f(r)

représente la projection sur I'axe des d’une force perpendiculaire an
plan qui passe par les droites OA, 0’A’, dont la premikre est menée,
dans I'état d’équilibre, de la molécule m qui coincide avec le point
(@, yy3), & unc molécule voisine m qui coincide avec le point
(x+X, y+Y, 5+ 3), et dont la seconde est ce que devient la pre-
mitre, quand on passe de I’état d’équilibre a I'état varié. De plus, la
force, dont I'expression (6) est la projection, est proportionnelle,
d’une part, au produit des droites OA, O’'A’ par le sinus de 'angle
compris entre elles; d’autre part, & une fonction p(r) de la distance r.

(1) OEuvres de Cauchy, S. U1, T. XI.
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Il reste & savoir si, en attribuant aux molécules des corps des
formes déterminées et des mouvements de rotation trés petits, on ob-
tiendra, pour les mouvements infiniment petits, des équations de
méme forme que celles auxquelles conduit la supposition que nous
venons d’énoncer.

Le produit des droites OA, O'A’ est sensiblement proportionnel
a r2. Donc la force dont nous avons parlé se réduit au produit d'une
fonction de r par le sinus de I'angle compris entre les deux droites.

380.

ASTRONOMIE. — Mémoire sur la détermination des. orbites des planetes
et des comeles.

C. R., T. XXV, p. jo1 (20 scptembre 1847).

Les nouvelles méthodes que j’ai données pour la détermination des
orbites et des mouvements des corps célestes ne sont pas, il importe
de le remarquer, des théories purcment spéculatives; et si, d’une
part, elles pcuvent contribuer au progrés de I’Analyse mathématique,
d’autre part, elles offrent des moyens de calcul qui s’appliquent utile-
ment i la solution des grands problémes de I'Astronomie. Déja, dans
de précédents Mémoires, j'ai déduit des résultats numériques de la
méthode par laquelle j'étais parvenu i déterminer, dans la théorie
des mouvements planétaires, les perturbations d’'un ordre élevé, ct
j’ai fait voir que I'on pouvait retrouver ainsi la grande inégalité dé-
couverte par M. Le Verrier dans le mouvement de Pallas. J'avais pro-
mis de montrer aussi, sur un exemple, les avantages que présentent
mes formules pour la détermination des orbites des planétes et des
cométes. En cédant aujourd’hui au veeu de plusieurs savants qui récla-
ment I'accomplissement de celte promesse, je suis heurcux de penser
que je fournirai ainsi aux astronomes, et, en particulier,  mes hono-
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rables confréres du Bureau des Longitudes, un moyen facile de fixer
avec une grande précision les éléments des orbites des petites planétes
récemment découvertes par divers observateurs. Entrons maintenant
dans quelques détails.

Pour déterminer aussi exactement qu'on le peut les éléments de
Iorbite d’une planéte 4 une époque donnée, en les déduisant d’obser-
vations astronomiques, il convient de résoudro successivement deux
problémes bien distincts ’'un de P'autre. Le premier consiste a déve-
lopper les quantités variables, spécialement la longitude et la latitude
de la planéte, suivant les puissances du temps mesuré a partir de
l’.époque.donnée. Le second probléme consiste a substituer les coeffi-
cients des premiers termes des développements dont il s’agit, dans
des formules simples desquelles on puisse aisément déduire des dis-
tances de la planete au Soleil et i la Terre, et, par suite, les divers
éléments de I'orbite cherchée. Le premier probléme peut étre aisé-
ment résolu & 'aide de la méthode d’interpolation que j'ai proposée
dans un Mémoire publié en 1833, et réimprimé dans le Journal de
M. Liouville (*). Comme je I'ai remarqué, cette méthode offre de nom-
breux avantages qui permettent d’arriver promptement et sirement
aux développements cherchés. En effet, elle substitue i la recherche
des divers termes du développement de 'une quelconque des quan-
tités variables la recherche d’une certaine espéce de différences finies
de divers ordres, représentées par des fonctions linéaires des valeurs
observées de la variable, ou des différences déja calculées. Or ces
fonctions linéaires sont faciles a former, attendu que dans chacune
d’elles chaque coefficient se réduit, au signe prés, a I'unité; et d'ail-
leurs elles sont précisément celles qui offrent les moindres chances
d’erreurs possibles. Ce n’est pas tout : la méthode dont il s’agit peut
faire concourir a la solution du probleme un nombre quelconque d’ob-
servations dont les résultats sont combinés entre eux par voie d’addi-
tion et de soustraction seulement; et le calcul, loin de se compliquer,

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. 11,
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tandis que I'on avance, devient d’autant plus simple, qu’il est appli-
qué i la recherche de différences finies d’un ordre plus élevé. Ajou-
tons que la méthode, fournissant elle-méme la preuve de la justesse
des opérations effectuées, ne permet pas au calculateur de commettre
la faute la plus légére, sans qu’il s’en apercoive presque immédiate-
ment, et que le calcul s’arréte de lui-méme a I'instant oti 'on atteint le
degré d’exactitude auquel on pouvait espérer de parvenir. Remar-
quons enfin que les divers termes des développements cherchés peu-
vent étre aisément déduits des différences finies dont nous venons de
parler, et de la détermination de certains nombres dont les valeurs
dépendent uniquement des époques auxquelles les’ observations ont
¢té faites. Si le calculateur connait ces époques sans connaitre les
observations elles-mémes, il peut immédiatement calculer les nombres
dont il s’agit, et achever ainsi, chose singuliere, la partie la plus labo-
rieuse de tout son calcul.

Les premiers termes des développements des variables étant calcu-
lés, comme on vient de le dire, et déduits d’observations dont je sup-
poserai le nombre égal ou supérieur & quatre, on connaitra les dérivées
des trois premiers ordres de chaque quantité variable, différentiée par
rapport au temps, ou plutot leurs valeurs correspondantes a I'époque
donnée; et il ne restera plus qu'a substituer ces valeurs dans des for-
mules simples desquelles on puisse aisément tirer les éléments de
l'orbite avec les distances qui séparent le Soleil et la Terre de I'astre
observé. Remarquons d’ailleurs que ce dernier probléme ne serait pas
completement déterminé, si le nombre des observations n’était pas au
moins égal a quatre, deux orbites distinctes 'une de I'autre pouvant
satisfaire & trois observations données. L’hypothése admise est donc
celle qu'il convenait d’adopter. Or, dans cette hypothése, si I'on prend
pour inconnues les distances de I'astre observé a la Terre et au Soleil,
on déterminera facilement les valeurs de ces deux inconnues a l'aide
des opérations trés simples que je vais indiquer.

1° Une équation linéaire déterminera immédiatement le cube de la
distance r de I'astre au Soleil, et, par suite, cette distance elle-méme.
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Mais, comme cette premiere équation renferme des dérivées du troi-
sieme ordre, dont les valeurs se déterminent avec moins de précision
que celles des dérivées du premier et du second ordre, la distance
calculée pourra n’étre pas rigoureusement exacte, et il conviendra de
lui faire subir une correction dont nous parlerons tout a I’heure.

2° Lorsqu’on aura déterminé approximativement, comme on vient
de le dire, la distance r de I'astre au Soleil, une seconde équation
linéaire, qui renferme des dérivées du premier et du second ordre,
fournira une valeur approchée de la distance »’ de I’astra,a la Terre.
Ajoutons que cette derniére distance sera déterminée avec une plus
grande précision, si on la déduit de la résolution du triangle recti-
ligne qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de I'astre
observé, c’est-a-dire, en d’autres termes, si on la déduit de la résolu-
tion d’une équation du second degré qui renferme seulement, avec les
distances cherchées, deux constantes relatives & la position de la Terre
et deux angles fournis par I'observation.

3 Lo'rsqu’on aura déterminé approximativement, ainsi qu’on vient
de I'expliquer, les valeurs des deux inconnues r, 7/, alors, pour ob-
tenir des valeurs plus exactes, il suffira d’appliquer la méthode d’ap-
proximation linéaire ou newtonienne i la résolution simultanée des
deux équations desquelles se déduit la distance ' de la Terre a 'astre
observé. En effet, il importe de le remarquer, la méthode d’approxi-
mation newtonienne s’applique, avec la plus grande facilité, a I'éva-
luation rigoureuse, non sculement d'une seule inconnue déterminée
par une seule équation, mais encore de deux, trois, ... inconnues,
déterminées par deux, trois, ... équations, lorsque déja I'on posséde
des valeurs approchées de ces inconnues. D’ailleurs, les deux équa-
tions auxquelles on appliquera la méthode dont il s’agit ne renfer-
ment aucune dérivée du troisiéme ordre, mais seulement des dérivées
du premier et du second ordre, qui, par aucun moyen, ne sauraient
étre bannies entiérement du calcul. Donc, en définitive, si I'on applique
la méthode newtonienne a ces mémes équations, aprés avoir déter-
miné les valeurs approchées de » et 7’ a 'aide de I’équation du second

OFLuvresdeC.— S.1,t. X. 48
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degré, jointe & I'équation linéaire qui renferme des dérivées du troi-
sitme ordre, on obtiendra, sans aucun tatonnement et par un calcul
tres rapide, les distances de I'astre observé au Soleil et  la Terre, avec
une exactitude égale ou méme supérieure a celle que produisent les
laborieux calculs dans lesquels on fait usage de trois observations
sculement.

Pour vérifier ces conclusions sur un exemple qui pat les rendre
évidentes a tous les yeux, j'ai appliqué la méthode que je viens d’ex-
poser au calgul des distances qui séparaient Mercure du Soleil et de la
Terre, le'16 aout 1842, a 'instant de son passage au méridien, en dé-
duisant les distances des scules obscrvations faites les 14, 15, 10,
17 et 18 aout, & I'Observatoire de Paris. Les valeurs que j’ai obte-
nues, en prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil, sont, &
trés peu prés, comme on le verra dans ce Mémoire, 0,32 et 1,30. Ces
valeurs, qui se trouveront treés légerement modifiées si, comme il est
ais¢ de le faire, on a égard  'aberration et a la parallaxe, coincident
cffectivement, lorsqu’on néglige le chiffre des milliemes, avec celles
que fournissent les Tables astronomiques.

Je ferai, en terminant, une dernicre remarque.

Lorsqu'on appliquera la nouvelle méthode & des astres pour les-
quels les perturbations du mouvement elliptique ou parabofique ne
deviendront sensibles qu'au bout d’un temps considérable, il sera trés
avantageux de faire concourir a la détermination des éléments de I'or-
bite un grand nombre d’observations, quand méme les époques de
ces observations seraient assez éloignées les unes des autres. On ob-
tiendra ainsi des valeurs beaucoup plus exactes des éléments des or-
bites, sans augmenter beaucoup le travail du calculateur; car il n'y
aura de changés que les nombres fournis par les formules d’interpola-
tion; ¢t comme on I'a vu, les fonctions linéaires dont ces formules
supposent la formation se composent simplement des diverses valeurs
des quantités variables, ou de leurs différences des divers ordres,
combinées entre elles par voie d’addition ou de soustraction.
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§ I — Méthode d’interpolation.

Soit £ le temps compté a partir d’une époque fixe. Une fonction u
de ¢, supposée continue dans le voisinage de cette époque, sera déve-
loppable, du moins entre certaines limites, suivant les puissances
ascendantes de 7; et, si I'on pose

;¢ Al
] = b c -d - 4. ..
(n u=a+ bt + l.2+d|.a.3+ s

les coefficients @, b, ¢, d, ... représenteront les diverses valeurs de la
fonction et de ses dérivées des divers ordres, a I'époque dont il s’agit.
Si, d’ailleurs, des observations faites avec soin fournissent diverses
valeurs particulieres de « correspondantes & des valeurs positives,
nulle, ou négatives de ¢, on pourra aisément déduire de la méthode
d’interpolation, que j'ai donnée en 1833 ('), les valeurs des coeffi-
cients a, b, c, .... Entrons i ce sujet dans quelques détails.
Supposons, pour plus de commodité, que 'époque a partir de la-
quelle se mesure le temps soit celle de 'une des observations. La va-
leur @ de « sera fournie par cette observation méme; et, si 'on pose

¢ =u—a, On aura

ta
5 e

. 2
(2) | v:bl—l—c%-{—zl:s

Supposons d'ailleurs que, f(¢) étant unc fonction de ¢ qui s’évanouisse
avec ¢, on désigne par St la somme des valeurs numériques de ¢ rela-
tives aux observations diverses; puis par Sf(¢) la somme des valeurs
eorrespondantes de f(¢), chacune de ces derniéres valeurs étant prise
avec le signe +, ou avec le signe —, suivant qu’elle correspond a une
valeur positive ou négative de ¢; et représentons par Af(¢) une espece
de différence finic de f(¢), déterminée par le systtme des deux for-

mules
t
(3) a'::g-za
(4) Af(e)==f(¢t) — aS ().

(1) QEuvres de Cauchy, S. 11, T. 11
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Si, dans la seconde de ces.formules, on remplace successivement f(z)

’ .
par t; et par ¢, on en tirera

(5) AL =8 a8t
2 2 3
(6) Av=y9 —aSy.

. s e
Supposons encore que I'on désigne par S'A~ la somme des valeurs

P A . . . .
numériques de A, relatives aux diverses observations; puis par

$’Af(t) la somme des valeurs correspondantes de Af(¢), chacune de
ces derniéres valeurs étant prise avec le signe +, ou avec le signe —,

. . - L o
suivant qu’elle correspond & une valeur positive ou négative de A—;

et représentons par A?f(¢) une espéce de différence finie du second
ordre, déterminée par le systeme des deux formules

ag
(") 6:"——”
’ sal
2
(8) A(e)=Al(¢) —BS'ATL(¢).

Enfin, concevons que, en continuant de la sorte, on détermine suc-
cessivement les valeurs des variables «, 6, y, ..., & 'aide des for-

mules
¢ ¢
A-—- A —
(9) u:-,,ﬁ—, 6:——%, 7:-——2—'33— ceey
i s'al s7ar-L
2 2.3

chacun des signes S, §', 8%, ... indiquant la somme des valeurs nu-
mériques de la quantité variable qu'il précede, et les différences

finies
t! 3
AL, al,
2 2.3

étant déterminées elles-mémeg.par les équations

2 2 Al 3 3 . Al
(lO) A—z-__;—:xS;-, A’Z'T?:A;?—GS’A’-Q_il’
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Il est facile de voir que les quantités Ao, A%0, A%, ..., déterminées par
le systéme des formules

(11) Ae=v¢—aSy, Alp=Ap—88'Ap, Alp=A%t—yS"Aly, cen

représenteront des espéces de différences finies de divers ordres de la
fonction ¢, qui s'évanouiront toutes, si u=¢ -+ a se réduit & une
fonction linéaire de ¢; toutes, & I’exception de la premiére, si u se
réduit 3 une fonction de ¢ entiére et du second degré; toutes, i I'ex-
ception des deux premiéres, si « se réduit a une fonction de ¢ entiére
et du troisiéme degré, etc.

Ce principe étant admis, supposons les diverses observations faites
i des époques assez voisines les unes des autres pour que, le temps
étant compté A partir de 1'une d’entre elles, quelques termes du déve-
loppe}nent de u, par exemple les quatre ou cinq premiers termes, res-
tent seuls sensibles. Alors le calcul numérique des valeurs de A, A%y,
A%, ..., correspondantes aux diverses observations, ne tardera pas &
fournir des quantités qui scront sensiblement nulles, et qui pourront
étre négligées, cu égard au degré d’approximation que I'on peut
espérer d’atteindre, par exemple des quantités qui seront comparables
aux erreurs d’observation. Or il est clair qu’on'devra dés lors s’arréter, -
sans chercher a pousser plus loin lc calcul des différences finies

Av, Ate, Al¢, ...

1l est clair aussi qu’en réduisant i zéro la premiére de ces différences,
qui sera de I'ordre des quantités que I'on néglige, on réduira le sys-
teme des formules (11) & un petit nombre d’équations qui, jointes aux
formules (9) et & 'équation

(12) w=a-+ v,

fourniront immédiatement la valeur de u développée en une série or-
donnée suivant les puissances ascendantes de ¢.

Il importe d’observer que, si le calculateur connait les époques des
observations sans connaitre les observations elles-mémes, il pourra
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immédiatement déduire des formules (9) et (10) les valeurs des va-
riables a, €, v, ..., correspondantes aux observations diverses, et, par
suite, les valeurs générales de ces variables exprimées en fonctions
entitres de ¢. Observons encore que I'exactitude de ces premieres ob-
servations pourra étre aisément constatée, attendu que, en vertu des
formules (4) et (8), les valeurs de A¢, A%¢?, A%¢%, ..., correspondantes
i chaque observation, devront étre rigoureusement nulles. Observons
enfin que, dans les formules (9), (10), on peut, sans inconvénient,
supprimer les diviseurs numériques, et remplacer en conséquence ces
formules par les équations

2 _ Y Vi L A
(13) a_"‘zy 6——“.,—‘&[;) /——-"S”—A—it-a, ceey
(14) A= *—aSe, A'3—= A —6S A3,

On pourra méme, sans altérer les valeurs de «, €, v, ..., remplacer
les diverses valeurs de ¢ par des quantités qui leur soient sensiblement
proportionnelles. Cette remarque permet de calculer tres facilemen,
les valeurs de «, €, v, ..., qui répondraient & des observations équi-
distantes.

Si, pour fixer les idées, on veut déduire le développement de « de
cing observations équidistantes, le temps étant compté a partir de
I'époque de I'observation moyenne, on pourra remplacer les cing va-
leurs de ¢ par les cinq termes de la progression arithmétique — 2,
—1, 0, 1, 2. Alors les valeurs des quantités variables ¢, ¢, ¢2, ¢* et de
leurs différences finies s’évanouiront pour I'observation moyenne,
tandis que ces mémes valeurs, et celles de «, €, v, ¢, seront fournies,
pour les quatre autres observations, par le Tableau suivant :
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Valeurs do.. .

Valours do .

Valeurs de.. .

Valeurs de.. .

Valeurs de 6.

Valeurs de...|..

Valeurs de.. .

Valeurs de...|.. ..

Valeurs de y.

Valeurs de.. .

Valeurs do.. .

Valeurs de.. .

Valeurs de 3.

1
—8; —ny;8

il
165 15 1310

St==6 Sir=o0 Se3=138 Stv=0
i __1.1.1
3 61613
2S¢ aSiet aSe FITA

0; 0; 0; 0

—6;—3;3; 6

0} 0;0; 0

At
0;0;0;j0

S'Arr=10 Sart=o0 S'Ah == 34
Cerieessine s 104G 0415 0,15 0,4
e 68'aer 6S'Ar 65 asv
515154 o;0;0;0 | 13,65 3,45 3,45 13,6
............. Az g2 A3 A2gd
0, 0;,0; 0 —95 25 =25 22,45 ~=2,4) —2, 11 24
. . . et eneaes S"A3 =8 S"A2h -z o
B N DU |
...... B I 1R T S5
e P P eee yS'ars ~S" A2
* —23;2;—2;2 0; 05050
veesansan e on . cessnns A3 A?g
0;0;0;0 (2,55 —24; —2nh4; 24
B PRI e S" AN = 9,06
AUUDUUTUTETIN FURDUESPRDTY FUPEPRSTIRY B SIS SIS TI

Ar2
515154

A
—232;—2}2

Agd
165 15 135 16
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Aprés avoir ainsi déterminé les valeurs particuliéres de «, 6, , &,
relatives 4 chaque observation, il suffira, pour obtenir les valeurs
générales des mémes variables exprimées en fonction det, de recourir
aux formules (13) et (14), desquelles on tirera

t=06x, ¢'=108, =18a+8y, t*=318+9,64
el, par suite,

¢ 0 _ =3¢ _Sp—npe
(_3’ 6_—1_5’ '/—. 8 ) 6———TS——~

Ces dernitres équations, jointes aux formules (11) et (12), seront
celles qui serviront & déduire, de cing observations équidistantes, les
valeur s de
Diu, D}u, D}u, D}u,

correspondantes a I’époque de I'observation moyenne, lorsque les dif-
férences finies de «, du cinquieme ordre, seront de I'ordre des quan-
tités que I'on néglige, et comparables, par exemple, aux errcurs d’ob-
servation. '

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que, si les époques des
observations ne sont pas rigoureusement, mais sensiblement équidis-
tantes, les valeurs de «, €, v, ¢, ..., calculées comme on vient de le
dire, devront seulement subir de tres légéres corrections, qu’il sera
facile de déterminer.

§ ll. — Formules pour la détermination des orbites des planétes
et des cométes.

Prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, pour
plan des z, y le plan de I'écliptique, pour demi-axes des x et y posi-
tifs les droites menées de I'origine aux premiers points du Bélier et
du Cancer, et pour demi-axe des s positifs la perpendiculaire élevée
sur le plan de I’écliptique, du cété du pdle boréal. Soient d’ailleurs

@, y, 5 les coordonnées de I’astre observé ;
r la distance de cet astre au Soleil ;
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¢ la distance du méme astre a la Terre;

o la projection de cette distance sur le plan de I'écliptique;
@, 0 1a longitude et la latitude géocentriques de I'astre;

X, y les coordonnées de la Terre;

R la distance de la Terre au Soleil;

@ la longitude de la Terre.

Enfin, prenons pour unité de distance le demi grand axe de I'orbite
terrestre, et nommons K la force attractive du Soleil & I'unité de dis-
tance. On aura, en supposant les observations renfermées dans un

intervalle de temps assez petit pour que les perturbations restent in-
sensibles,

(1) x=x-+rcospcosh, y=y-+resingcosh, s==vsinf, p =.cosb,

(2) x=Recoswm, y =R sinw, =0
et
(3) D}x+§’m:b’ D?.7+;,K-,y::o, ]),‘:.+!:;:.,;_—(.,
(4) I)}x—i—lTK_jx:o, fy+ﬁl%y:o,
et, en posant
0 — [tang?,

on tirera des formules précédentes

K
R?

K K
(5) D,p=Ap, D"p—l—-;.—ip:Bp, = = Cp,

les valeurs de A, B, C étant déterminées par les équations

( Cx+[B—(D;9)*]cosg —(Dfgp+2AD,9) sing = o,
Cy +[B —(D;¢)*] sing + (D}¢ + 2AD,p) cos¢ =0,

() B+2AD,0+D!0 -+ (D,0)=o0.

(6)

D’ailleurs, la premiére des formules (5) donnera
(8) D}p=(A*+ D,A)p;

et de celle-ci, jointe aux deux derniéres des formules (5) et 4 I'équa-
Ourresde C.— §.1, t.X. 49
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tion p = r.cos0, on tirera

(9) K oB_a—na,

~

K t 1
(1) = Goow (5~ )
Ajoutons que, si, pour abréger, 'on pose § =9 — 5, v =rcoty, on
aura, en vertu des formules (6) et (7),

ADw+ 1D
v

A:—-‘E-i D‘A:—
2V

B=(D9p)—vD}o—2AvD9

(1) ——D}0— (D,8)—3AD,8,
CR = (D;9)*—B _ Dio+2A I),m’
—  cosy T siny

les valeurs de @, v, D, @, D,v étant

( r=D}6 -+ (D,0)+ (D,0)*— v D} o,

t v :]);9 _— D[q?,
D,p=D30-+2D,0D}0 +2D,¢D}¢ —vDi¢ — D,v D},
D“J:[)"@—UD"?"‘D‘UD‘?-

(12)

(13)

Quant & la valeur de D, v, elle sera évidemment

D[lp . D,m ] l)g@‘

(14) Dev=— sin?y —  sin*g

Observons enfin que, en vertu des formules (1) et (2), on aura
(15) r*=R*+ 2Ruvcoslcosy + «?

ou, ce qui revient au méme,

(16) =R+ ake+ 3

la valeur de £ étant

(17) k = R cosf cosy.

On pourrait d’ailleurs déduire directement la formule (16) de cette
seule considération, que les trois longueurs r, «, R sont les trois cotés
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du triangle dont les sommets coincident avee les centres de I'astre ob-
servé de la Terre et du Solcil, et que, dans ce méme triangle, le coté R
projeté sur la base « donne pour projection la longueur représentée
par £.

On peut aisément, des formules qui précedent, déduire sans aucun
tatonnement, et avec une trés grande exactitude, les distances d'un
astre observé & la Terre et au Soleil, et, par suite, les éléments de son
orbite. Pour y parvenir, on tirera d’abord de I'équation (9) la dis-
tance r de 'astre au Soleil. On calculera ensuite la distance « de 'astre
a la Terre, en déterminant une premiére valeur approchée de ¢, &
Paide de I'équation (10), puis une seconde qui scra généralement plus
exacte, a I'aide de I'équation (16), dans laquelle les constantes R et £
sont immédiatement fournies par le mouvement de la Terre, et par les
données de 'observation. ’

Apres avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valeurs appro-
chées des distances ¢ et 7, on corrigera ces valeurs en ayant de nouveau
recours : 1° 4 I'équation (10), que I'on présentera sous la forme

(18) ;—f:-":ﬁl-i+c-1——clzso;,

et de laquelle on tirera une nouvelle valeur de r; 2° & I'équation (16),
de laquelle on tirera une nouvelle valeur de «. On pourra d’ailleurs
. obtenir immédiatement, et pour I'ordinaire, & I'aide d’une seule opé-
ration, des valcurs trés approchées de r et de «, en partant des pre-
miéres valeurs calculées, et en appliquant la méthode de correction
linéaire ou newtonienne-au systéme des deux équations (16) et (18).
Si I'on nomme 8r, & les corrections que devront subir les valeurs
d’abord trouvées de r ct de ¢, on aura, en vertu des formules (16)

et (18),
3 Ccost

(19) ror —(k+t)oe=u, r—ﬁr+ K—-—6L=b,

les valeurs de a, b étant données par les formules

. 1 1 Ccosf
20 =R+ 2kv +2—1r?, b:,_'-‘_.R.i__ X

by
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et par conséquent les valeurs de & et 8r seront

br-—’%a
’ or =

(20) . 4 — (k+v) 0
“ Creosf 3, r
K -+ ;‘;(A +t)

S . — Application deés formules pricédentes a la détermination
' des distances de Mercure a la Terre et au Soleil.

Cinq observations, faites a4 I'Observatoire de Paris, les 14, 15, 16,
17 ¢t 18 aoit 1842, ont fourni diverses valeurs de la longitude et de
la latitude géocentriques de Mercure. Les heures de ces observations,
comptées i partir de minuit, étaient

gL 3711\ 175’ 1 lh31“‘32”, 1 l“35'"[‘6', 11h 39":585, i _34-;\85.

Les longitudes géocentriques, ou les valeurs de @ fournies par les
cing observations, étaient

131°25'43",2, 133°25'42",1, 135°26'22",9, 137°27'37",9, 139°29'8".
Les latitudes géocentriques, ou les valeurs de ) fournies par les cing
ohservations, étaient

1eat’24", 1°27'27", 1°32'33",5, 1°36'49",9, 1°40'13",8.

Les longitudes héliocentriques de la Terre, ou les valeurs de o corres-
pondantes aux heures des cinq observations, étaient
— 38049'53",1, — 37°50"1",8, — 36°52'9",8, --35°54'16",6, — 34°56'22’,2.
Enfin, les logarithmes de la distance de la Terre au Soleil, ou les va-
leurs de IR correspondantes aux mémes époques, étaient

0,0054131, 0,0053283, 0,0052424, 0,0051533, ' 0,0050668.

Or, en partant de ces données, en prenant d’ailleurs pour origine du
temps I'époque de 'observation moyenne, et en posant, comme dans
le § 11, ® =l tang0, on tire de la méthode exposée dans le § I, les va-
leurs suivantes de ¢, @, développées en séries ordonnées selon les
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~ puissances ascendantes de ¢,

2
B = 36°52'9",8 + 57’42”’7 1" t; -+ 0”92%’

o o p ¢ ta ts
9 ==135°26'22",9 + 2°0'39" ¢ + 35,3 5 |3”,4~6 —1i',g 7

0 2 *
0 — - 3,614492 +- 0,050475¢ — 0,011377 5 H 00y L — 0,002273 %
. e . ..
Les coefficients de ¢, T dans ces trois formules, sont précisé«

ment les dérivées des divers ordres des variables =, 9, ©. Ainsi, par
exemple, la premiere formule donne D,w = 57'42",7, D}w =1",1,
D}5=0",2. Cela posé, il résulte de la formule (g9) du § Il que, le
16 aoat 1842, la distance de Mercure au Soleil était approximative-
ment 0,30. A la méme époque, la distance ¢ de Mercure a la Terre était
approximativement, en vertu de la formule (10) du § Il, 1,67, et, plus
exactement, en vertu de la formule (16) du méme paragraphe, 1,27.
Or, cn corrigeant les valeurs approchées r = 0,30, v := 1,27, 4 l'aide
des formules (18) et (16) du § IT, et en appliquant . ces formules la
méthode de correction linéaire ou newtonienne, on trouve, dans une
premiere approximation, r = 0,3196, v =1,2911. Ces valeurs de 7, «,
(qui se trouvent légérement modifiées lorsqu’on tient compte de
I'aberration et de la parallaxe, sont, en effet, trés peu différentes des
véritables valeurs de r et de ¢, & 'époque dont il s’agit.

381..

AsTRONOMIE. — Second Meémoire sur la détermination des orbites
des planetes et des cometes.

C. R., T. XXV, p. 475 (4 octobre 1847).

La nouvelle méthode que j'ai-présentée pour la détermination des
orbites des planctes et des cométes offre deux parties bien distinctes.:
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Je commence par développer, a I'aide de mes nouvelles formules d'in-
terpolation, les quantités variables, spécialement la longitude et la
latitude géocentriques de I'astre observé, suivant les puissances ascen-
dantes du temps; puis je substitue les coefficients des premiers termes
des développements obtenus dans des équations qui déterminent les
distances de I'astre au Soleil et & la Terre, la distance au Soleil étant
d’abord fournie par la résolution d’une équation du premier degré. Le
second de ces deux problemes se résout promptement sans aucune
difficulté, et fournirait les valeurs rigourcuses des distances cher-
chées, si les valeurs des coefficients trouvés étaient exactes elles-
mémes. Cest donc & rendre la détermination de ces coefficients aussi
facile et aussi exacte qu’il est possible, que I'on doit surtout s’atta-
cher.

D’un autre coté, les facilités que les nouvelles formules d'interpola-
tion présentent pour la détermination dont il s’agit se trouvent consi-
dérablement augmentées quand on emploie cing observations équi-
distantes, ou méme plus généralement cinq observations, dont quatre,
prises deux & deux, sont symétriquement placées de part et d’autre de
I'observation moyenne. Alors, en effet, la partie la plus considérable
du travail, savoir la formation de certains nombres qui dépendent
uniquement des époques auxquelles les observations ont été faites,
est complétement supprimée, ces nombres pouvant étre immeédiate-
ment fournis par un Tableau semblable i celui de la page 383, comme
on le verra ci-apres.

On simplificrait donc notablement la solution du probleme, si I'on
pouvait ramener le cas général au cas particulier dont nous venons de
parler. Or un moyen tres simple d’y parvenir, et d’augmenter en méme
temps la précision du calcul, consiste 2 déduire d’abord des observa-
tions données les valeurs particuliéres des variables correspondantes
i des époques équidistantes, ou, du moins, & des époques symétrique-
ment placées de part et d’autre d’une époque moyenne. La formule
d'interpolation de Lagrange, dont on ne tirerait qu'avec heducoup de
peine les valeurs générales des variables, développées en séries ordon-
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nées suivant les puissances ascendantes du temps, est, au contraire,
éminemment propre A fournir par logarithmes les valeurs particuliéres
dont il est question. D'aillcurs, une valeur particuliére correspon-
dante & une époque donnée pourra se déduire, de diverses manieres,
d’observations faites & des époques voisines et combinées entre elles
deux & deux, ou trois a trois, .... Si les, diverses combinaisons ne
fournissent pas cxactement la méme valeur, on pourra prendre une
moyenne entre les divers résultats trouvés, et I'on obtiendra ainsi unc
valeur particuliére qui sera généralement beaucoup plus exacte que
les valeurs immédiatement données par les observations elles-mémes.

Formules relatives au systéme de cinq observations, dont quatre, prises deux
& deur, sont symétriquement placées de part et d’autre d’une observation

moyenne.

Prenons pour unité I'intervalle de temps qui séparera I'observation
moyenne des deux observations les plus voisines. Soit d’ailleurs 7 U'in-
tervalle de temps qui séparera 'observation moyenne des observations
extrémes. En construisant un Tableau semblable a celui de la page 383,
on obtiendra, pour les nombres désignés par «, 6, v, 8, les valeurs

suivantes :

n 1 I n
Valeurs de «. . ... — y - ’ ) )
an + 2 21+ 2 20+ 2 27 +- 2
nt 1 I nt
» 8..... —_— ) ry ) 3 ’ 3 ’
ani4-9a 2n*+2 2nt+4 2 an?4 a2
1 1 I |
» 7 ..... __Z’ Z’ - Z) -4‘)
8 I I | I
»  Qieees <9 —_— =) —_— 7 7
4 4 4 4

Ajoutons que les valeurs générales de , 6, v, &, exprimées en fonction
de ¢, seront

_ ¢ g — e _B—(n*—n+41)¢
*=2m+) Ta(nt+1)’ V= "Thn(n—1)
s= (n41)tt— (nt+1)e*

Lnd(n*—r)
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Si 'on posc en particulier » = 2, on retrouvera le Tableau et les for-
mules dont j'ai fait usage dans la détermination des distances de Mer-
cure au Soleil et a la Terre, savoir, le Tableau et les formules des
pages 383 et 384. '

Si I'on posait, au contraire, n = 3, les valeurs particuliéres de «, €,
+, 6 seraient les suivantes 1

3 3

Valeurs de «. .. ... -5 é, é, 3
R 6...... 9, L, L,9,

20 20 20 20

» _! ro_r 1
Y. ..... 4’ 4, [' 4)

» oo, % -—;:, — % i

tandis que les valeurs générales de a, €, y, & seraient*

@ -t 8= 10— 8142

I3
8’ 2’ T T T a88

Enfin, si 'on avait z = 4, les valeurs particuliéres de a, 6, v, ¢
seraient les suivantes :

Valeursde «. . ... — 0,4, —o0,1, 0,1, 0,4,
) 8 8 L RN 8
» Q... 17, 34, 3[" 17’
1 I I I
» 7 **Z; Z}" '—‘Z) z’
» 6 ...... ;—) —%’ - %7 'é)

tandis que les valeurs générales de «, 6, y, & seront

ot o L B—13t _1ptt—=aby
d»-;;) 6—@) /——"_48——) 6-—*——‘560—-—

Les valeurs particuliéres et générales de «, 6, v, ¢ étant ainsi con-

nues, on obtiendra sans peine les développements cherchés des va-

riables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes du
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temps. Ainsi, en particulier, pour obtenir la longitude géocentrique ¢
de I'astre observé, développée en une semblable série, il suffira de
joindre 2 la valeur de ¢, donnée par I'observation moyenne, la valeur
de Ao déterminée par la formule

" Ap=2x8 Ap + 68/ Ao + 78" Alp 4 387 Alg,

dans laquelle on substituera les valeurs générales de «, 6, v, 8. D'ail-
leurs les valeurs numériques des sommes

SAyp, S'A?¢, 8"A%, §"A'¢
sceront fournies avee celles des différences
Ao, A, A’o, Ao

par un nouveau Tableau analogue & celui de la page 383; et pour con-
stater 'exactitude des nombres renfermés dans ce nouveau Tableau,
il suffira de s’assurer qu’ils satisfont, comme ils doivent le faire, aux
conditions

S Ao =o, S'A%¢ = o, $"Avg = 0.

En opérant comme on vient de le dire, on pourra, dans les dévelop-
pements des variables, conserver les termes proportionnels aux quatre
premieres puissances du temps. Les calculs deviendraient plus sim-
ples, si 'on négligeait les termes proportionnels a la troisiéme ct a la
quatrieme puissance, ce qui permettrait de se borner i faire usage de
trois observations sculement. Alors, en effet, y ct ¢ disparaitraient.
Mais alors aussi on obtiendrait, pour 'ordinaire, une précision beau-
coup moins grande dans les résultats du calcul.

Observons encore que les termes fournis par la formule d'interpo-
lation de Lagrange, appliqués a la détermination de valeurs particu-
licres des variables, seront tous trés petits, et, par conséquent, trés
faciles a calculer, si I'on s’arrange de maniere que ces valeurs parti-
culiéres correspondent i des époques peu éloignées de quelques-unes
des observations données.

OEuvres de C. — S.1,t, X, 20
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382.

AsTRONOMIE. — Note sur Uapplication des formules établies dans les
précédentes séances, a la détermination des_orbites des petites

planétes. ‘
C. R., T. XXV, p. 531 (18 octobre 1857).

Les formules que j'ai données dans le Mémoire du 20 septembre,
pour la détermination des orbites des corps célestes, ont été appli-
quées, dans ce Mémoire, au calcul des distances de Mercure & la Terre
et au Soleil. Il importait de montrer, par un nouvel exemple, les avan-
tages que présentent les mémes formules, surtout la nouvelle méthode
d’interpolation, quand on les applique & des-astres plus éloignés du
Soleil, et spécialement aux petites planétes. Dans ce dessein, j'ai
cherché les distances qui séparaient, & I'époque du 12 juillet, le
Soleil et la Terre de la nouvelle plantte de M. Hencke, en partant
de sept positions de cette plandte, transmises par M. Yvon Villar-
ceau & M. Faye, qui a eu 'obligeance de me les communiquer. En
appliquant la méthode d’interpolation aux sept observations a la fois,
j'ai obtenu des différences quatriémes qui, se succédant sans aucune
loi, devaicnt probablement dépendre des erreurs d’observation, et
que l'on faisait effectivement disparaitre en supposant chacune de
ces crreurs égale ou inférieure & 3 secondes sexagésimales. Il en
résultait que, dans les développements de la longitude et de la lati-
tude de I'astre observé en séries ordonnées suivant les puissances
ascendantes du temps, on pouvait négliger les termes proportionnels
i la quatriéme puissance du temps. Cette circonstance, trés favorable
i la précision des calculs, n’aurait pas été aussi bien établie, si je
m’étais borné A faire usage de cinq observations sculement; quoique
alors, comme je m’en suis assuré, on pit obtenir, en limitant chaque
développement & trois termes, des valeurs suffisamment exactes pour
les deux premiers coefficients. J’ai voulu savoir aussi ce qui arrive-
rait si, en laissant de coté Ies deux observations extrémes, on se bor-
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nait & déduire de trois des cing autres les coefficients du temps et
de son carré, et il s’est trouvé que, dans ce cas, le coefficient du carré
du temps pouvait varier du simple au double, dans le passage d’une
époque a une époque voisine. Ces considérations peuvent faire mieux
apprécier encore les avantages d’une méthode qui, non seulement
permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez
considérable d’observations 2 la détermination des coefficients cher-
chés, mais qui, de plus, sert & reconnaitre dans les nombres fournis
par les observations les erreurs probables de ces observations mémes.

En opérant comme je viens de le dire, j’ai reconnu que, 4 I’époque
du 12 juillet, la nouvelle planéte de M. Hencke était séparée du Soleil
et de la Terre par des distances que représentaient sensiblement les
nombres 2,46 et 1,58. Cette conclusion s’accorde d’ailleurs avec ce
qu’a trouvé M. Yvon Villarceau (voir la séance du 13 septembre). Je
joins ici le résultat de mes calculs.

Les sept observations que j'ai prises pour point de départ ont été
faites & Berlin les 5, g, 11, 12, 13, 15 et 21 juillet. Les époques de ces
observations, comptées a partir du commencement de juillet; les lon-
gitudes et latitudes correspondantes de la planéte observée, ou les
valeurs de ¢ et de 0; enfin les longitudes héliocentriques correspon-
dantes de la Terre, ou les valeurs de @, étaient celles qu’indique le
Tableau suivant :

Epoques
des observations. 3. 0. @.

Juillet 5,39515.... 256 8.52;0 18.41. 8,7 283, 9. 6,1
9,40045.... 255.23.43,1 18.11.34,0 286.58.13,9
11,44948.... 255. 2.56,0 17.55.36,2 288.55.32,3
12,47867.... 254.53.17,9 17.47.26,6 289.54.27,1
13,45519. ... 254.44.24,1 17.39.25,2 290.50.21,3
15,4091, ... 254.27.44,1 17.23.12,1 292.44. 3,0
21,547v4. ... 253.47. 1,6 16.31. 8,4 298.33.46,4

De plus, le logarithme de la distance de la Terre au Soleil, & I'époque
de I'observation moyennc indiquée par le nombre 12,47867, était
0,0071186, En partant de ces données, ot en conservant les notations
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adoptées dans le Mémoire du 20 septembre, en prenant d'ailleurs pour
origine du temps ¢ I'époque de 'observation moyenne, et en désignant
par O le logarithme népérien de tang8, j’ai déduit de ma nouvelle mé-
thode d’interpolation les développements de ¢, w, ©, ou plutédt de Az,
As, AO, ct j’ai trouve :

1

. C e t
Ap =— 534",77¢ + 24",764 5+ o",290 5’
'

. ) & A
Aw = 3434",75¢ -1~ 0", 32392 T 0", 0161 i
3

. 8 wox b
A® =—0,008037 t — 0,000160352 P 0,00000363 5

Les valeurs de A*¢, A'®, fournics par le calcul, pouvaient étre attri-
huées aux erreurs d’observation. Ainsi, en particulier, les valeurs de
A'g étaient

0”’ 3’ 1”,7, —_ 5”,9’ ol" — 3[/’9’ — 0", {h 0”’3,
et se réduisaient aux quantités

N " » '
31[» 398’ "‘3”08; 2,1, "—1”18) "’71 9”'41

si I'on admettait une erreur de 27,1 dans la valeur de ¢ fournie par
I'observation moyenne. Pareillement, les valeurs de A*0, fournies par
le caleul, étaient

n

. i » "
—-o0"4 —4"0, —3"3, o, — 7 %) o', 4, —o ’49

ot se réduisaient aux quantités
3", —od,5, o2, 3,5 —4, 3”’9, 31,
si 'on admettait une erreur de 37,5 sur la valeur de 0 fournie par ’ob-

servation moyenne. Cela posé, les formules (9), (10) de la page 380,
¢'est-i-dire les équations

‘]S'T:B—"A:—'D‘A,

37

(v

~

(2) S 1__'_>
" Ceosf\r*  R¥)’
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étant appliquées a la détermination des distances r et ¢, qui, a I'époque
du 12 juillet, séparaient le Soleil et la Terre de I'astre obscrvv m’ont
donné sensiblement, la premiére

—i =0,0000,
et la seconde
* 1,70,
LEn substituant cette valeur approchée de v dans la formule (16) de la
page 386, c¢’est-a-dire dans I’équation

(3) rr=R24 2k + 1},
j’en ai Liré approximativement

r=12,56,
ct alors la formule (2) m'a donné

v==1,398.

Cette dernikre valeur de v est deja tres approchée de la véritable. Son

logarithme
0,2036

est, & pres, le nombre obtenu par M. Yvon Villarceau (voir la

10000
séance du 13 septembre).
Je ferai ici une remarque importante. Lorsqu’on trouve & trés peu

rés, comme dans I'exemple précédent,
p p

K—o
T

cela indique seulement que %— est tres petit, ou de l'ordre des quan-
tités comparables aux errcurs d’observation. Dans le méme cas, ce
n'est plus la valeur de r%» mais la valeur de ¢ qui se trouve déter-
minée approximativement par une équation du premier degré, savoir,
par ’équation (2), réduite a la forme

K

O T T CRecost
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Remarquons encore que si I’on pose, pour abréger,
(5) s=cv+k,

les ¢quations (3) et (2) deviendront

o

(6) rrP=s4 2, s:h—-,%,

les constantes g, &, I* étant déterminées par les formules

K &
__ R /2 > — _ —_ 2.,
b=R—8,  g=—t0m =k
D’ailleurs, si I'on élimine s entre les formules (6), on en tirera I'équa-
tion

o\ 2
(7) r—p— <h——%> =o.

Or, si Pon différentie le premier membre.de cette derniere équation
par rapport & r, on obtiendra, pour équation dérivée, la formule

que 'on peut réduire a I'équation trindme
(8) r*—3ghr*+3g*=o.

Cette derniere admettant seulement deux racines positives, il est ais¢
d’en conclure que I'équation (7) offre seulement trois racines posi-
tives. L’une de ces trois racines est r = R. Les deux autres ont pour
limites les racines de I’équation trinome, qui peuvent étre aisément
calculées a 'aide de méthodes connues. Par suite aussi, dans I'équa-
tion (7), les deux racines positives et distinctes de R seront toujours
faciles a déterminer.

Au reste, si ’on se bornait & déterminer, comme on vient de le dire,
les deux racines positives de I'équation (7), distinctes de R, on ne
pourrait dire @ priori laquelle de ces racines répond a I'astre observé.
On n’aura point cet inconvénient & craindre, en suivant la méthode
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ci-dessus exposée, puisque, apres avoir ohtenu, a I'aide d’une équa-
tion du premier degré, une premiére valeur approchée de 7 ou de ¢,
on pourra ¢n déduire immédiatement, i 'aide de la méthode linéaire
appliquée i la vésolution des deux équations (6), de nouvelles valeurs
généralement tres exactes des deux distances r et s =+ + 4, et, par
conséquent, de nouvelles valeurs de r et de v. En opérant ainsi pour
la planéte de M. Hencke, j'ai trouvé

r=a,471, s =12,376, v =—1,583.

Je terminerai par une derniére remarque. En parcourant tout récem-
ment, d’apreés I'indication de M. Walz, un ancien Volume des Arnnales
de Mathématiques (années 1811 et 1812), j’y ai rencontré un Mémoire
de M. Gergonne, dans lequel il ramenait déja la détermination de
Porbite d’un astre & une équation du premier degré. Seulement I'in-
connue, dans cette équation, était, non plus la distance r ou v, mais
I'unc des coordonnées rectangulaires de 'astre observé.

383.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Methode genérale pour la résolution
des systémes d’équations simultanées.

C. R., T. XXV, p. 536 (18 octobre 1847).

Ltant donné un systéme d’équations simultanées qu'il sagit de
résoudre, on commence ordinairement par les réduire & une seule,
a 'aide d’éliminations successives, sauf & résoudre définitivement,
s'il se.peut, I'équation résultante. Mais il importe d’observer : 1° que,
dans un grand nombre de cas, I'élimination ne peut s’effectuer en
aucune maniére; 2¢ que ’équation résultante est généralement tres
compliquée, lors méme que les équations données sont assez simples.
Pour ces deux motifs, on congoit qu’il serait tres utile de connaitre
une méthode générale qui pat servir  résoudre directement un sys-



400 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

teme d’équations simultanées. Telle est celle que j’ai obtenue, et dont
je vais dirc ici quelques mots. Je me bornerai pour I'instant 2 indiquer
les principes sur lesquels elle se fonde, me proposant de revenir avec
plus de détails sur le méme sujet, dans un prochain Mémoire.

Soit d’abord
u=I_{(z,y,5)

une fonction de plusieurs variables z, y, 5, ..., qui ne devienne
jamais négative et qui reste continue, du moins entre certaines
limites. Pour trouver les valeurs de «, y, 5, ...  qui vérifieront
I'équation
(1) u==o,
il suffira, de faire décroitre indéfiniment la fonction w«, jusqu'a ce
qu'elle s’évanouisse. Or soient

x’ y’ ZP

des valeurs particulibrcs attribuées aux variables z, y, 5, ...; u la
valeur correspondante de u; X, Y, Z, ... les valeurs correspondantes
de D,u, Dyu, D.u, ..., cta, €, v, ... des accroissements trés pelils
attribués aux valeurs particuliéres x, y, z, .... Quand on posera

Z =X + a, y=y-+8, Sz A, ceey
on aura sensiblement
(2) u=f(xX+e,y+86 ...)=u+aX+86Y+yZ+....
Concevons maintenant que, 0 étant une quantité positive, on prenne
o= —0X, 6=—0Y, y=-— 0
La formule (2) donnera sensiblement
(3)  f(x—9X, y—0Y, 2— 0%, ...)=u—0(X?+ Yt Li-...).

Il est aisé d’en conclure que la valeur © de «, déterminée par la for-
mule

) O =-f(x —0X,y—09Y,2~0%,...),
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deviendra inférieure & u, si 0 est suffisamment petit. Si, mainte-
nant, 9 vient & croitre, et si, comme nous I'avons' supposé, la fonc-
tion f(x,y,5,...) cst continue, la valeur @ de u décroitra jusqu’a
ce qu'elle s’évanouisse, ou du moins jusqu'a ce qu’elle coincide
avec une valeur minimum, déterminée par I'équation 4 une seule
inconnue

(3) Dy® —o. -

1l suffira donc, ou de résoudre cette derniére équation, ou du moins
d’attribuer a 0 une valeur suffisamment petite, pour obtenir une nou-
velle valeur de « inféricure d u. Si la nouvelle valeur de « n’est pas
un minimum, on pourra en déduire, en opérant toujours de la méme
maniére, unc troisi¢me valeur plus petite encore; ct, en continuant
ainsi, on trouvera successivement des valeurs de u de plus en. plus
petites, qui convergeront vers une valeur minimum de u. Si la fone-
tion u, qui est supposée ne point admettre de valeurs négatives, offre
des valeurs nulles, elles pourront toujours étre déterminées par la
méthode précédente, pourvu que 'on choisisse convenablement les
valeursdex, y, 2, ....

Il est bon d’observer que, si la valeur particuliére de u représentée
par u est déja trés petite, on pourra ordinairement en déduire une
autre valeur ® beaucoup plus petite, en égalant & zéro le second
membre de la formule (3) et en substitnant la valenr qu’on obtiendra
ainsi pour 0, savoir ‘

u
e Yo 2.0

(6) f =

dans le second membre de la formule (4).

Supposons maintenant que les inconnues @, y, s, ... doivent satis-
faire, non plus & une seule équation, mais & un systéme d'équations
simultanées

(7) uw=o, ¢ =0, Ww=o0, ceey

dont le nombre pourra méme surpasser celui des inconnues. Pour

OFuvres de C. —.S. I, t. X. a1
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ramener ce dernier cas au précédent, il suffira de substituer au sys-
téeme (7) I'équation unique

(38) w4 0wl .= 0.

Quand, a 'aide de la méthode que nous venons d’indiquer, on aura
déterminé des valeurs déja tres approchées des inconnues @, y, 5, ...,
on pourra, si 'on veut, obtenir de nouvelles approximations tres
rapides a I'aide de la méthode linéaire ou newtonienne, dont j'ai fait
mention dans le Mémoire du 20 septembre.

On peut tirer des principes ici exposés un parti trés avantageux
pour la détermination de P'orbite d'un astre, en les appliquant, non
plus aux équations différentielles, mais aux équations finies qui
représentent le mouvement de cet astre, et en prenant pour incon-
nues les éléments mémes de P'orbite. Alors les inconnues sont au
nombre de six. Mais le nombre des équations a résoudre est plus
considérable, quelques-unes d’entre clles servant a définir des fonc-
tions implicites des inconnues; et d’ailleurs le nombre des équations
croit avec le nombre des observations que 'on veut faire concourir a
la solution du probléeme. Ajoutons que les seuls nombres qui entrent
dans les ¢équations i résoudre sont les longitudes, latitudes, ete.,
fournies par les observations elles-mémes. Or ces longitudes, lati-
tudes, etc. sont toujours plus exactes que leurs dérivées relatives
au temps, qui entrent dans les équations différentielles. Done, aprés
avoir obtenu a l'aide des équations différentielles, ainsi que nous
I'avons expliqué dans les précédents Mémoires, des valeurs appro-
chées des inconnues, on pourra, en partant de ces valeurs approchées
et en résolvant, comme nous venons de le dire, les équations finies
du mouvement de I’astre, obtenir une précision trés grande dans les
résultats du calcul.
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384.

AsTRoNOMIE. — Mémoire sur le degré d’exactitude avec lequel on peut
determiner les orbites des planctes et des comeétes.

C. R., T. XXV, p. 572 (25 octobre 18§7).

§ 1. — Considérations générales,

En partant des formules dont je me suis servi dans mes précédents
Mémoires, pour calculer les distances de Mercure et d’'Hébé au Soleil
et & la Terre, et en se servant d’observations faites dans un intervalle
de temps pendant lequel les perturbations du mouvement d’un astre
resteraient insensibles, on pourrait déterminer exactement orbite de
cet astre, si 'on parvenait & obtenir les développements de la longi-
tude ct de la latitude géocentrique du méme astre suivant les puis-
sances ascendantes du temps ¢, ou du moins les coefficients des termes
qui, dans ces développements, renferment des puissances du temps
inféricures a la quatricme. C'est & former ces coefficients que servent
les méthodes d’interpolation. D’ailleurs, les résultats fournis par ces
méthodes sembleraient devoir étre d’autant plus exacts, que le nombre
des observations cmployées est plus considérable. C’est pourtant ce
qui n’arrive pas toujours, et Pon doit faire & ce sujet une remarque
importante. Les anciennes méthodes d’interpolation, par exemple les
méthodes de Lagrange et de Laplace, ne peuvent faire concourir a la
détermination des coefficients des quatre premiers termes de chaque
développement un nombre ~ d’observations supérieur & quatre, que
sous la condition d’introduire dans le développement cherché toutes
les puissances du temps d’un degré inférieur a . Or cette condition
est trés peu favorable & la précision des calculs, attendu que les erreurs
d’observation peuvent occasionner, dans la détermination du coeffi-
cient d’une puissance de ¢, des errcurs d’autant plus grandes que cette
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puissance est d’un degré plus élevé. Il en résulte que, dans le cas
assez ordinaire ou le développement d’une variable pourrait, dans I'in-
tervalle de temps qui sépare les observations extrémes, étre sensible-
ment réduit 4 ses quatre premiers termes, les termes suivants, sensi-
blement nuls, paraitraient souvent acquérir des valeurs considérables,
si, en faisant usage de la méthode d’interpolation de Lagrange ou de
Laplace, on voulait faire servir & la détermination des coefficients des
quatre premiers termes plus de quatre observations. Il y a plus : la
détermination du coefficient de 22, et surtout du coefficient de ¢*, effec-
tuée a I'aide de ces méthodes, sera souvent trés peu exacte, non seule-
ment lorsqu’on fera usage de quatre observations sculement, mais
aussi quand ce nombre des observations deviendra supérieur a quatre.
Au contraire, dans lg cas dont il s’agit, une nouvelle méthode d’inter-
polation pourra faire concourir avec avantage & la détermination des
quatre premiers termes du développement d’une variable plus de
quatre observations distinctes, pourvu que on ait soin de s'arréter a
Pinstant olt le calcul fournira des différences comparables aux erreurs
d’ohservation.

Nous avons ici supposé que, dans le développement d’une variable,
les termes proportionnels a la quatriéme puissance du temps ct & des
puissances supérieures étaient sensiblement nuls, au moins dans I'in-
tervalle de temps qui sépare 'une de 'autre les deux observations
extrémes. Cette circonstance, (ui assure I'exactitude des résultats ob-
tenus, se trouvera indiquée, a posteriori, avec un grand degré de pro-
babilité, lorsqu’en suivant une méthode quelconque d’interpolation,
par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, on aura déterminé
a l'aide de quatre observations les quatre premiers coefficients, si le
développement trouvé représente ces quatre observations et toutes les
observations intermédiaires, avec assez d’exactitude pour que les dif-
férences entre les valeurs observées et les valeurs calculées de la va-
riable soient comparables aux erreurs d’observation. La méme circon-
stance se trouvera encore indiquée, a posteriori, avec beaucoup de
probabilité, si, en faisant concourir par la nouvelle méthode toutes les
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observations données a la détermination des quatre premiers coeffi-
cients, on trouve, pour les différences quatriémes, ou pour les diffé-
rences d’un ordre moindre, des valeurs numériques comparables aux
erreurs que les observations comportent. Enfin, la circonstance dont
il s’agit peut étre indiquée, a priori, dans beaucoup de cas, par un
calcul dont je vais donner une idée en peu de mots.

L’expérience prouve que, pour des astres dont la lumiére est trés
faible, des errcurs d’observation de quatre ou cinq secondes sexagési-
males ne dépassent point les limites du possible, ni méme du pro-
bable. Donc, si I'on cherche les développements des variables, spécia-
lement de la longitude et de la latitude géocentriques d’un astre en
séries ordonnéey suivant les puissances ascendantes du temps, il sera
parfaitement inutile de conserver, dans ces développements, les termes
dont 'omission entrainerait au plus une erreur de quatre ou cinq se-
condes. Dailleurs, les termes d’un rang élevé, dans les développe-
ments de la longitude et de la latitude d’un astre, seront ordinaire-
ment des quantités du méme ordre que les termes de méme rang dans
le (lévelop;;ement de I'anomalic vraie; ct, dans ce dernier développe-
ment, une limite supéricure au coefficient de la quatrieme puissance,
~ oud’une puissance plus é¢levée du temps, peut étre déterminée approxi-
mativement par diverses méthodes, pour des astres plus éloignés de
nous que le Soleil, surtout si 'excentricité n’est pas trés voisine de
I'unité. Donc, pour de tels astres, on pourra calculer approximative-
ment une limite supéricure & I'intervalle de temps qui séparera I'ob-
servation moyenne de chacune des observations extrémes, quand ces
trois observations seront assez voisines 'une de l'autre pour.que
Pomission des termes proportionnels A la quatriéme puissance, ou a
des puissances plus élevées, produise seulement une erreur de quatre
ou cinq secondes. Aprés avoir calculé cette limite, et choisi-arbitraire-
ment I'observation moyenne a partir de laquelle sec comptera le temps,
on devra choisir encore les autres observations en nombre égal ou su-
périeur a trois, de maniére que chacune d’elles soit séparée de I'ob-
servation moyenne par un intervalle inférieur, ou tout au plus égal a
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la limite dont il s’agit. Si cette condition ne peut étre remplie, alors,
pour obtenir une valeur suffisamment exacte du coefficient du cube du
temps, on serait obligé d’admettre dans le développement cherché des
termes proportionnels & la quatrieme puissance du temps. On pour-
rait d’ailleurs calculer, toujours a I'aide du méme procédé, une limite
supérieure & I'intervalle de temps qui devrait séparer les observations
extrémes de 'observation moyenne, afin que 'errecur occasionnée
dans le développement de la variable par 'omission des termes pro-
portionnels & la cinquiéme puissance du temps, et 4 des puissances
plus élevées, ne dépassat point quatre ou cingq secondes sexagési-
males.

Remarquons enfin que, apres avoir fixé, d'une part, le nombre de
celles des observations données qui devront concourir a la détermina-
tion du développement cherché; d’autre part, le nombre des termes
de ce méme développement, on pourra, si ce dernier nombre ne sur-
passe pas quatre ou cing, se borner & pousser I'évaluation du coeffi-
cient de chacun des termes conservés jusqu’a un chiffre décimal tel,
que I'omission du chiffre suivant, a 'époque de chacune des observa-
tions extrémes, occasionne tout au plus, dans la valeur du terme dont
il s’agit, une erreur d'une seconde. | '

En opérant comme on vient de le dire, on rendra beaucoup plus
facile I'application des méthodes d’interpolation, méme des plus
exactes, et, en particulier, de celle que j’ai proposée a la détermina-
tion des orbites des astres. Car ce qui allongeait surtout les calculs,
¢’était la détermination d’une multitude de chiffres inutiles qu’on y
introduisait, parce qu’on ne savait pas bien se rendre compte a I'avance
de I'influence que les erreurs d’observation pouvaient exercer sur les
résultats fournis par une méthode d’interpolation donnée. Les prin-
cipes que je viens d’indiquer, et que je vais développer dans le para-
graphe suivant, permettront aux astronomes de se former une idée
juste de cette influence, et de choisir, en connaissance de cause, la
méthode qui conduira plus promptement ou plus sirement aux solu-
tions demandées.
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§ Il. — Des erreurs occasionnées dans les développements de la longitude
et de la latitude géocentriques d’un astre par les erreurs d’observation.

Supposons que, I'époque d’une certaine observation astronomique
étant prise pour origine du temps ¢, on veuille développer, suivant les
puissances ascendantes de ¢, la longitude et la latitude géocentriques
de I'astre observé, en ne conservant dans chaque développement que
les termes sensibles, et négligeant ceux dont I'omission ne produirait
qu’une erreur de quatre ou cing secondes sexagésimales, ¢’est-a-dire
une erreur comparable aux erreurs que comportent les observations.
Supposons encore que, par un moyen quelconque, on soit parvenu a
connaitre d’avance le nombre » des termes qui doivent étre conserves,
outre le premier, et qui dans chaque dévcloppement doivent suivre “ce
premier terme indépendant de z. 11 est clair que si, d’'unc part, les
termes négligés, et, d'autre part, les erreurs d’observation se rédui-
saient rigoureusement a zéro, on pourrait obtenir les valeurs exactes
des termes conservés, en faisant concourir a la détermination de leurs
coefficients, & I'aide d’une méthode d’interpolation quelconque, les
observations données, pourvu que le nombre de ces observations fat
au moins égal 4 n + 1. :

Supposons maintenant que, les termes négligés étant toujours nuls,
les erreurs-d’observation ne soient pas nulles. Alors le polynéme que
'on obtiendra, en faisant servir & la détermination du coefficient
cherché une méthode quelconque d’interpolation, se composera de
deux parties, dont la premiére sera le développement cherché, la se-
conde partie étant ce que devient ce méme développement quand on
remplace les valeurs particulieres données de la variable par les er-
reurs dont ces valeurs particuliéres se trouvent affectées en vertu des
observations mémes. Cela posé, concevons que I'observation dont
I'époque sert d’origine au temps étant placée vers le milieu de I'inter-
valle qui sépare les observations extrémes, on la désigne sous le nom
d’observation moyenne. Nommons m le nombre des observations dis-
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tinctes de I'observation moyenne, et
tn th sey tm

les valeurs positives ou négatives de ¢ qui correspondent a ces der-
niéres observations. Soit d’ailleurs ¢ la variable dont le développe-
ment est censé pouvoir étre exactement représenté par les n + 1 pre-
miers termes d’un polynéme du degré n; soicnt ¢, la valeur de o
correspondante i observation moyenne, et Ay = ¢ — 3, la différence
de ¢ & @,. Soient encore '

El' E!' R EII!

les erreurs dont se trouvent affectées, en vertu des observations don-
nées, les diverses valeurs de Ag, et dont chacune pourra étre double
de,I'erreur que comporte unc seule observation, I'erreur de I'observa-
tion moyenne et celle de 'une quelconque des autres pouvant avoir
été commises en sens contraires. Enfin, nommons ¢ I'exceés du poly-
nome que représente le développement de la variable ¢, déduit d’une
certaine méthode d’interpolation sur la véritable valeur de ¢. Alors ¢
sera précisément le polynome que I'on déduira de la méme méthode
d’interpolation, en prenant

€1y Egy cees €y
pour les valeurs de € correspondantes aux ¢poques
tl’ th LR ] tm-

Or 1l est clair que la méthode d’interpolation employée fournira un
développement de ¢ plus ou moins exact, suivant que les limites ex-
trémes, positive et négative, entre lesquelles restera comprise la va-
leur du polynome ¢, seront plus ou moins resserrées. D’ailleurs, le
degré du polyndme € sera le nombre m des observations distinctes de
'observation moyenne, si la méthode employée est celle de Lagrange
ou de Laplace; et, dans I'un et I'autre cas, les divers termes dont se
composcra le développement de ¢ offriront précisément les mémes va-
leurs. Done, pour juger du degré d’exactitude que fourniront ces deux
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méthodes, il suffira d’examiner ce que donnera la formule d’interpo-
lation de Lagrange. Entrons, a ce sujet, dans quelques détails.

La valeur de ¢, déterminée par la formule d’interpolation de La-
grange, se composera de m, termes respectivement proportionnels aux
valeurs particuliéres de €. On aura effectivement

(1) e=&T, +&Ts+...4+¢,T,,

T,, T,, ..., T, étant des fonctions de ¢, dont chacune sera déterminée
par une équation de la forme

‘ mo Lt (=)
(2) N = T =t

Cela posé, les valeurs numériques des coefficients
'1‘19 'l‘;" ety TI"

et, par suite, la valeur numérique de ¢, pourraient devenir teés consi-
dérables, si on faisait correspondre la valeur de ¢ i une époque située
en dehors de I'intervalle compris entre les observations extrémes.
Admettons maintenant la supposition contraire, et nommons 3 la
limite des erreurs d’observation que I'on peut évaluer & quatre ou
cing secondes sexagésimales.

Si les observations données et distinctes de 'observation moyenne
sont au nombre de deux, alors ¢,, ¢, seront affectées de signes con-

traires, et I'on aura
e=&T, +¢T,,

o ety N Gex )
TG 6 T L(—1t)
T+ Ty, =— = |‘~__1"" b,

Donc, si, les quantités ¢,, ¢, étant affectées du méme signe, les valeurs
numériques des quantités e,, ¢, atteignaient la limite 23, on aura

g L=l — b))
T

Cette derniere valeur de ¢ pourra devenir considérable pour une va-
OEuvres de €. — S. 1, L. X. 5a
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leur de ¢ comprise entre ¢,, ¢,, par exemple pour ¢ = __':__, si la va-

. 4 . . -
leur numérique de I'un des rapports ;, =* est supérieure & 3 + 2 Va.
. 1 1

Si, pour fixer les idées, on suppose ¢, = — 10, la valeur trouvée de ¢
deviendra '
L 121
&€ === —4-6 26,

et par suite, si I'on pose &= 3", on aura sensiblement ¢ = = 30".
Donc, lorsque les observations données ne sont pas équidistantes, la
valeur de ¢, déterminée par la formule d’interpolation de Lagrange ou
de Laplace, peut, méme dans le cas oli I'on fait usage de trois observa-
tions seulement, et pour une époque intermédiaire entre celles des
observations données, depassor notablement les limites des erreurs
d’observation.

L’inconvénient que nous venons de signaler devient plus grave
encore, dans le cas précisément oi 'on cherche a obtenir des résultats
plus exacts en faisant concourir & la solution du probleme un plus
grand nombre d'observations. Pour le démontrer, considérons un cas
qui se présentera souvent dans la pratique. Supposons qu’un ciel cou-
vert de nuages ait interrompu, pendant un certain laps de temps, unc
séric d’observations astronomiques, séparées I'une de I'autre par un
intervalle d'un jour environ, et reprises dés que le ciel est redevenu
serein. Alors il est facile de voir que la valeur numérique de ¢ pourra
devenir tres notablement supérieure aux erreurs d’observation. C’est
ce qui arrivera, par excmple, si 'on emploie, outre I'obscrvation
moyenne, six observations dont les époques soient représentées par
les nombres

-8, —79, -6, 1, 2, 3.
Alors, en attribuant a ¢ la valeur — 3 comprise entre les valeurs don-
nées, on trouvera, cn suivant une méthode quelconque d’interpolation,
par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, et en faisant con-
courir toutes les observations a la détermination de ¢,

e~—'3e we+9s 755—133 2%
—ll‘ ,4! lla !;5 [ 33.
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Donc si, I'observation moyenne étant exacte, les erreurs des autres
observations sont chacunc de 5 secondes, mais alternativement posi-
tives et négatives, on aura sensiblement

e==1+359",5.

Mais si I'on a des raisons de croire que, dans le développement de la
variable cherchée, on peut négliger sans crreur sensible les termes
proportionnels a la quatriéme puissance du temps ou i des puissances
plus élevées, et si alors on fait concourir toutes les observations, par
ma nouvelle méthode, a la détermination de ¢, alors on obtiendra une
valeur de ¢ comparable aux errcurs d’observation, et I'on trouvera, en
particulier, pour #=—3, non plus ¢ == 357",5, mais seulement
g= 2",

Dans ce qui précede, nous avons spécialement considéré les valeurs
de ¢ correspondantes 4 des époques intermédiaires entre celles des
observations extrémes. Si I'on employait des valeurs de ¢ correspon-
dantes a des époques qui fussent situées en dehors des observations
extrémes, sans en étre méme trés éloignées, les valeurs numériques
de e et, par suite, les erreurs commises dans la valeur d’une variable ¢,
pourraient devenir tres considérable. Ainsi, par exemple, si la va-
riable @ représente la longitude géocentrique de la nouvelle planéte
Hébé, a I'époque du 12 juillet, et si I'on fait servir & la détermination
de ¢ quatre des sept observations rappelées dans la séance précédente,
en suivant une méthode quelconque d’interpolation, alors on trou-
vera : 1° en joignant i 'observation du 12 aoit les quatre suivantes :

Ag = — 561", 44t + 30”,622 — 17,164 f),
2° en joignant a I'observation du 12 aout les trois précédentes :
o o
Ap = —544",49¢ + 35,22 5T 3", 45 I

Ici la différence entre les valeurs de 9 est énorme; et cette différence,
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représentée, au signe prés, par le polynome
2 3
16", 95 + 4,60~ + 4,614 55>

s'éleve déja jusqu’a 917”,4 pour ¢ = 9,06847, c'est-d-dire a I'époque
de la dernitre observation.

385.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Application des formules que fournit la nou-
velle méthode d’tnterpolation a la résolution d’un systéme d’equations
lincaires approzximatives, et, en particulier, a la correction des éléments

de l’orbite d’un astre.

C. R., T. XXV, p. 650 (8 novembre 1847).

Etant donné un systéme d’équations. approximatives ct linéaires
dont le nombre est égal ou supérieur & celui des inconnues, sup-
posons que I'on veuille déterminer par un calcul facile, et avec une
grande exactitude, s'il est possible, les valeurs de ces inconnues.
Pour remplir ces deux conditions i la fois, il suffira de recourir aux
formules que fournit ma nouvelle méthode d’interpolation. A I'aide
de ces formules, on pourra éliminer successivement, de chacunc des
¢quations données, la premiere, la seconde, la troisiéme, .. . inconnuc;
et lorsque toutes les inconnues auront été éliminées, a I'exception
d'une seule, une valeur approchée de cette dernire sera fournie par
chacune des équations restantes. Ajoutons que les diverses valeurs
approchées de la derniére inconnue seront égales entre elles, si le
nombre des équations données est précisément le nombre des incon-
nues, mais différeront généralement les unes des autres dans le cas
contraire. Observons, enfin, que la méthode en question fournira,
entre les diverses valeurs approchées de chaque inconnue, une
moyennc qui pourra étre adoptée avec une grande confiance.
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Les considérations précédentes pourront étre utilement appliquées
a la correction des éléments de orbite d’un astre. Entrons a ce sujet
dans quelques détails.

Lorsque, en suivant la marche indiquée dans le Mémoire du 20 sep-
tembre, on a déterminé approximativement les distances d’un astre
au Soleil et & la Terre, on peut en déduire immédiatement, a I'aide de
formules trés simples, les six éléments de 'orbite de cet astre. Toute-
fois, il importe de le remarquer, en vertu des calculs effectués et des
formules dont il s’agit, les éléments de I'orbite dépendent, non seule-
ment des longitudes et latitudes géocentriques de I'astre observé,
mais encore de leurs dérivées du premier et du sccond ordre. Si,
pour augmenter I'exactitude des résultats, on veut que les éléments
de Porbite soient finalement déterminés i I'aide des formules qui ne
renferment aucune dérivée, il suffira de recourir aux équations finies
du mouvement de I'astre ohservé. Ces derniéres, transformées en
équations approximatives, deviendront linéaires par rapport aux cor-
rections des six éléments, et pourront alors se résoudre comme il a
été dit ci-dessus. D’ailleurs, le nombre des équations i résoudre
dépendra du nombre des observations données. Chaque obscrvation
fournissant deux équations linéaires entre les corrections des six élé-
ments, trois observations pourront, i la rigueur, suffire au caleul des
corrections cherchées; mais celles-ci seront mieux déterminées si I'on
fait concourir & leur détermination un nombre d’observations plus
considérable.

S L. — Formules générales pour la résolution d’un systéme d’équations
approximatives et linéaires.

Soient données, entre 2 inconnues x, y, 5, ..., des équations
linéaires et approximatives

‘ax +by +c3 +...=k,
(1) Ve, +by+es+...=k,
' a,,.z:+b,,y+c,,z+...::k,,,

LRI R I
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en nombre égal ou supérieur a celui des inconnues. Pour déduire de
ces équations, par une méthode facile a suivre, et avec une grande
exactitude, s'il est possible, les valeurs de =, y, s, ..., il suffira de
‘recourir & la méthode que nous allons indiquer.

Désignons par Sa la somme des valeurs numériques des termes de
la suite a, @, a,, ..., et par Sb la somme des termes de la suite b, b,
b, ..., pris chacun avec le signe -+ ou avee le signe —, selon que le
terme correspondant de la suite a, a,, a,. ... est positif ou négatif.
Soient encore Se, ... ou S ce que devient Sb, quand & la suite b, b,,
b,, ... on substitue la suitec, ¢, c,, ..., oula suite £, £, &, .... On
tirera des formules (1)

(2) xSa+ySb+_zSc+...:_—_Sk.

Sol 1 n —-—-,.ai.., -——a’ ces S

Soient maintenant & = g-» @, = g"» -+, et posons
Ab =b —a S0, Ac =c¢ — a Sc, ceey Ak =k —a Sk,
Ab, = b,— 2,80, Ac,=c¢,—a,8c, cens Ak, = k,-- a,Sk,

.............. y ce e et s e assany c ey et s est et

Si, de la premiére, ou de la seconde, ou de la troisiéme, ... des for-
mules (1), on retranche la formule (2), apres avoir multiplié les deux
membres de cette derniere par a, ou pare,, oupara,, ..., onobtiendra,
a la place des équations (1), les suivantes

‘)‘Ab +2zAc +...= Ak,

\ y Ab, + 3 Ac, +...= Ak,
(3) oY

.......................

qui ne renferment plus la variable x.

Concevons, a présent, que I'on désigne par $'Ab la somme des
valeurs numériques des termes de la suite Ab, Ab, Ab,, ..., et soit
S'Ac, ... ou §’Ak la somme des termes correspondants de la suite Ac,
Ac,, Ac,, ... ou Ak, Ak, Ak, ..., pris chacun avec le signe + ou avec
le signe —, suivant que le terme correspondant de la suite Ab, Ab,,
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Ab,, ... est positif ou négatif. On tirera des équations (3)

"

4) ' ¥8'Ab + 58" Ac +. . .= §' Ak;
puis, en posant
_ Ab A,
S=wa S=gar
et
Alc == Ac — § §'Ac, ceey Ak == Ak — 8 8" Ak,
‘Ate,=Ac,— 8'S'Ae, ..., AYk,—Ak,— 86 8'Ak,
................. , ey

(3)

Kn continuant ainsi, on substituera successivement aux équations (1)
les équations (3), (3), etc.; et lorsqu’on aura successivement éliminé
toutes les inconnues, & I'exception d’une seule, les équations restantes
fourniront, pour la derniére inconnue, des valeurs approchées qui
seront toutes égales entre elles, si le nombre des équations (1) est
égal i celui des inconnues, mais pourront différer les unes des autres
dans le cas contraire. Ajoutons que, pour déterminer avec une plus
grande exactitude les valeurs des diverses inconnues, on devra géné-
ralement recourir aux formules (2), (4), et autres semblables, des-
quelles on tirera

Sk Sh_ sc
2= Sa Y8a "8a”
_Sak_ $he

(6) T SAL T CSAL
__ S"A%
ST A

..............

Ces dernieres formules, rangées, non dans l'ordre suivant lequel
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elles sont écrites, mais dans un ordre inverse, fourniront ordina
ment pour la derniére inconnue, puis pour I'avant-dernitre, etc.,
valeurs d’autant plus exactes, que la différence entre le nombre
équations approximatives données et le nombre des inconnues s
plus considérable.

L’ordre suivant lequel les diverses inconnues sont éliminées I
aprés 'autre semble, au premier abord, demecurer entierement ai
traire. Mais, pour tirer du calcul des résultats plus exacts, ou
moins des résultats qui méritent une plus grande confiance, il ¢
vient de choisir @, ¢’est-a-dire la premiére des inconnues i élimin
de maniére que la somme Sa soit la plus grande possible; puis ensu
de choisir y, c’est-a-dire la seconde des inconnues-a éliminer, de n
niere que la somme S’ Ab soit la plus grande possible; ete.

On abrégerait le calcul, mais en diminuant le degré de confiar
que ces résultats doivent inspirer, si, pour éliminer une inconnt
on se bornait & combiner entre elles, par voie de soustraction,
diverses équations, prises deux a deux, en retranchant la seconde
la premiére, la troisiéme de la seconde, et ainsi de suite, apres ave
préalablement réduit & I'unité, dans chaque équation, le coefficie
de V'inconnue qu'’il s’agit d’¢liminer.

§ . — Sur la détermination des éléments de U’orbite d’un astre.

Conservons les notations des pages 384, 385, en substituant seul
ment la lettre y & la lettre ¢, en sorte qu’on ait 1 = ¢ - w. Les fo
mules (1) et (4) de la page 385 donneront

(1) x=~Rcosw+pcose, y=DRsinw-+psing, s:=plangi.

Soient d’ailleurs, au bout du temps ¢, ¢ 'anomalie excentrique, et
la longitude héliocentrique de I’astre observé, mesurées dans le pla
de I'orbite. Soient encore

¢ la valeur de p correspondante au périhélie;
a, ¢ le demi grand axe et 'excentricité de I'orbite;
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t I'inclinaison de Porbite, représentée par un angle aigu ou obtus,
selon que le mouvement de I'astre est direct ou rétrograde;

g la longitude héliocentrique du nceud ascendant;

T la durée de la révolution de I'astre dans son orbite;

K\ :

A= = (a—,) le rappo_rt de la circonférence 2w 4 T;

— 5 I'époque du passage de I'astre au périhélie.

Le rayon vecteur r et la longitude p seront déterminés, en fonction
~de ¢, par les formules connues

‘ r:a(.l——,ccosq;), tangf%E:(%_:)!tangq—;»

(2)
¢ —esing=2At+ec.

De plus, si 'on projette successivement le rayon vecteur r sur trois
axes rectangulaires, dont le premier coincide avec la ligne des neeuds,
et le troisiéme avec I'axe des z, les trois projections pourront étre
exprimées, soit en fonction de z, y, 3, ¢, soit en fonction de r, p, 3
et en égalant I'une i 'autre les deux valeurs trouvées pour chaque
projection, I'on aura
[ xcoss + ysins =rcosp,
(3) ’ ycoss — x siny = rsin p cost,
( s = rsinpsin..

Soient maintenant
o la vitesse de I'astre observé;
u, v, w les projections algébriques de cette vitesse sur les axes des ,

Y 55 .
H le double de Paire décrite par le rayon vecteur » pendant 'unité de

temps; '
U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plais coor-

~donnés; X
I sa projection absolue sur le plan mené par la ligne des neeuds per-

-pendiculairement au plan de P'écliptique.

OEuvres de C. — S. 1, t. X. 53



48 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

On aura
5 u ——:Dlm’ 4 :Dly, W:D‘Z,
) U=wy—vsz, V =uz —~we, W=vx—uy,

( o= u? 4 0?14 ot H=U4 V*4- W2, =0+ ve,
et les deux derniéres des formules (3) donneront
(5) x sing — ¥ coss + 3 cott =o, u sing — ¢ COS8 -+ 3 COLL =03

par conséquent,

(6) sinu—g, cosu——-Z, cosc~~uj, sine == I
- I - I — H " H

De plus, les équations des forces vives et des aires donneront

H*
Ka’

) 1— 2=

Ni®
klen

(7) -

Les formules qui précédent peuvent étre appliquées de diverses
maniéres au calcul des éléments de l'orbite. Ainsi, par exemple,
apres avoir déduit 7, p, D,p des formules établies dans le Mémoire
du 20 septembre, et z, y, 5, u, v, w, U, V, W, o, H, I des formules (1)
et (4), on pourra tirer immédiatement les valeurs des ¢léments g, v,
a, ¢ des formules (6), (7), puis la valeur de p de I'une quelconque
des formules (3), et les valeurs de ¢, p, ¢ des équations (2). Ajoutons

que, en verta des formules (1) et (3), on aura

Rcos(w—8) + pCos (@ —%) = rcosp,
(8) R sin (o — 8) + p sin (¢ — 8) = r sinp cosy,
ptang@ = rsinp sint
el, par suite,
r’(D,lp—!—D,O)-—-rD,r, . __plangh

(9) cotp = 7 sine = Fsinp

Or ces dernieres formules offrent un nouveau moyén de calculer p et.
Les calculs que nous venons d'indiquer peuvent étre simplifiés de
la maniére suivante :
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Faisons tourner ceux des axes coordonnés que renferme le plan de
Pécliptique, de maniére a faire coincider I'axe des abscisses avec le
rayon vecteur p, et nommons t, 1), u, v, ¥, ¥ ce que deviennent alors
x,y,u, v, U, V. Les six derniéres des équations (4) et les formules (6)
continueront i subsister quand on y remplacera z, y, u, v, U, V par s,
9, u,0, W, Y, et # par 2 — ¢. On aura donc

(10) { U =wy—oz ¥ —us —ws, W:nr—m),'

{ o= u?+4 02 4 w2, H =02 924 W2, I* =u 4,

. L v _w Y |
(11) sm(s——(p)__—l-. cos(u—-—qa)._—i, oSt == ke su_u_.-ﬁ-

D'ailleurs, dans les équations (10), les valeurs de , , 3, u, v, w seront
déterminées trés simplement & I'aide des formules

(12) t:=p + Rcosy, y==— Rsiny, s=ptangd,
n = D,p+ &sin(y+ M),

(13) v ==pD,9 + & cos(y -+ M),
w=(D,p +pD.O)tangh,

& et II étant déterminés eux-mémes par les équations

D.R = & sinll, RD,o5 =& cosll.

§ I1. — Correction des éléments de U'orbite d’un astre.

Supposons que, apres avoir calculé approximativement, a 'aide des
formules ci-dessus rappelées, les six éléments de Porbite d’un astre,
c’est-d-dire les six quantités a, ¢, c, p, 8, 1, on veuille déterminer avec
une grande exactitude les corrections trés petites &a, &, 8¢, &, ¢, o,
que ces éléments doivent subir. Il suffira de recourir aux équations
finies du mouvement de I'astre, et de comparer entre elles les valeurs
de r et de p tirées des formules (2) et (8) du § II. Cette comparaison
fournira, entre les corrections &a, &, &c, &, 8¢, &, supposées trés
petites, deux équations linéaires, dont 'une ne renfermera pas .
Donc chaque observation fournira, entre les corrections des six élé-
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ments, deux équations distinctes. En résolvant les équations ainsi
obtenues par la méthode exposée dans le § I, on obtiendra aisément
les six corrections cherchées, comme je I'expliquerai plus en détail
dans un nouvel article. Si I’astre a été observé plus de quatre fois, les
corrections des seuls éléments a, ¢, ¢, &,  pourront étre déterminées
séparément  I'aide des équations qui ne renfermeront pas &p.

386.

ASTRONOMIE. — Mémoire sur la détermination et la correction
des eléments de I’orbite d’un astre.

C. R., T. XXV, p. 700 (15 novembre 1847).

On s’est occupé depuis longtemps de la détermination des élémen(s
de'Torbite d’un astre; ct ce probleme, auquel se rapportaient déja des
travaux remarquables de Newton ct d’Euler, a été de nos jours encore
un sujet de recherches approfondies. A ma connaissance, I'un des tra-
vaux les plus récents sur la correction des éléments d'une orbite est
le Mémoire présenté a I'Institut par M. Yvon Villarceau, vers la fin de
Fannée 1845, et approuvé par I’Académie. Le Rapport fait, au nom
d’'une Commission, par M. Binet, offre un résumé clair et précis de la
question et des solutions que divers auteurs en ont données. Dans le
Mémoire de M. Yvon Villarceau, les équations linéaires approxima-
tives d’ou se tirent les corrections des ¢léments sont, suivant la cou-
tume, déduites, a ’aide du Calcul différentiel, des équations finies du
mouvement, dans lesquelles on fait varier les six éléments de quan-
tités trés petites. Des équations ainsi formées sont effectivement celles
qu’il convient d’employer, lorsqu’on veut obtenir les valeurs des élé-
ments avec une grande exactitude. D’ailleurs, pour tirer le meilleur
parti possible de ces mémes équations, dont le nombre croit avec
celui des observations données, il convient de recourir, pour leur
résolution, 3 une méthode qui ait le double avantage de pouvoir étre



EXTRAIT Ne.386. 421

facilement pratiquée, et d’offrir une grande sdreté dans les résultats
du calcul. Comme je I'ai déja remarqué dans la derniére séance, ces
deux conditions seront remplies, si I'on résout les équations approxi-
matives dont il s’agit par un procédé analogue & celui sur lequel s’ap-
puie ma nouvelle méthode d’interpolation. J’ajouterai que le méme
procédé fournit encore le moyen de calculer aisément les erreurs pro-
bables introduites par les observations dans les valeurs de la longi-
tude et de la latitude géocentriques d’un astre. Enfin, & I'aide de
quelques ‘artifices, qui seront indiqués ci-aprés, on peut, non seu-
lement simplifier les formules relatives & la détermination ou a la
correclion des éléments d’unc orbite, mais aussi faire en sorte qu’il-
devienne & peu pres impossible de commettre la moindre erreur de
calcul sans en étre immédiatement averti par les formules elles-
mémes.

Remarquons encore que la méthode ci-dessus rappelée pourrait étre
appliquée, si 'on veut, non plus aux équations linéaires fournies par
les diverses observations, mais a celles qu’on en déduit par la méthode
des moindres carreés, quelles que soient d’ailléurs les inconnues, repré-

sentées, ou par les six éléments de 'orbite de I'astre observé, ou par
trois longitudes ct trois latitudes géocentriques, comme I’a proposé
notre jeune et illustre confrere, M. Le Verrier, dans un Mémoire jus-
tement recherché des vrais amis de la Science.’

§ I. — Sur la détermination des éléments de Uorbite d’un astre.

Des avantages inhérents & la méthode d’interpolation que j’ai appli-
quée au développement de la longitude et de la latitude géocentriques
d’un astre, I'un consiste en ce qu’on ne peut commettre la moindre
erreur sans en étre averti presque immédiatement par le calcul. 11
importe d’employer pour la détermination des éléments d’une orbite
des formules qui présentent le méme avantage, et qui, étant d’ailleurs
tres simples, se prétent facilement a 'emploi des logarithmes. On satis-
fait & ces diverses conditions en opérant comme il suit.
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Conservons les notations adoptées dans le précédent Mémoire. Apreés
avoir calculé r, p et D,p = Ap, on tirera des équations

(1) r=p+Rcosy, y=—~Rsiny, s=ptangh

les valeurs des coordonnécs ¢pn, 5, et 'on vérifiera 'exactitude de ces
valeurs a I'aide de la formule

(2) LR LR L A
puis on tirera des équations

(n = D,p+D,Rcosy+ RD,wsiny,
(3) ¢« v =pD,o — D,Rsiny + RD,m cosy,
w=(D,p +pD,0)tangd = (A + D,0)s

les valeurs des vitesses u, v, w, et I'on vérifiera 'exactitude de ces
valeurs a I’aide de la formule

(4) G =3D,R+D,p +pyD,y + 3D,0,

les valeurs de G, s, ¢ étant
(5) G=rD;r-zw4vy)+ws,
8= R+ pcosy =rcosy —ysiny,

(6) .
[ ¢ == R'cosy, + pséc*0-=r + ztangh;

puis enfin P'on tirera des équations

(7) = yVulre el
(8) U —=wp—ovz, V=uz —wrz, W = —wy,
(9) H=ETTW, 1= T

les valeurs de la vitesse o et des aires ¥, ¥, W, H, 1, et I'on vérifiera
I'exactitude de ces valeurs a I'aide des formules

(10) wirt= G- H3, H=—=I*4+ W?,

Cela posé. on pourra déterminer 'inclinaison ¢ et la longitude & du
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nceud ascendant i I'aide des équations

. U v w . /
(1) sm(e—qo):T, cos(u—-cp):—-r cost = 473 sint= 4>

qui se veérifient mutuellement, puisqu’elles fournissent a la fois le
sinus et le cosinus de chacun des angles , 8 — 9; puis, aprés avoir
tiré la valeur de D, r de I’équation D,r = —g, on déterminera I'angle p
a Paide des formules

(12) $inp = ——— cosp == WL —2Der
P =i P=""Fsin: .

qui se vérifieront encore 'une l'autre. Ajoutons que, si 'on pose
t =rtcos®, ) =rsin® et, par conséquent,

£ )

1]
tang® —: - vt —— T
® t cos® ~ sin®’

on pourra, aux deux premiéres des formules (11), substituer avec
avantage les suivantes :

(13) cos(cp—i—d)-—u);:gcosp, sin(¢+¢;a):€sin1)C()sz.

Enfin, aprés avoir déterminé a, ¢ par les équations

T2 ol ., M
(1h) =FTK 'TYTRe

»

on déterminera ¢ et p — p & I'aide des formules

(15) cosy = -“a';

L 1
(16) cos’ P = (?_Y(l-—e)%cos%: smp 3 F. (r> (r-+ s)’ sin £ J”

r
) siny = )\a’

Alors il ne restera plus qu’a déterminer I'élément ¢ & Paide de la for-

mule
c=y¢ —esing — ¢,

qui se réduit simplement &

c=y —esiny,
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quand on suppose le temps ¢ compté a partir de I'époque de 'observa-
tion moyenne.

Je ferai, en terminant, une derniére remarque. Si 'on nomme v, ©
les projections algébriques de I'aire H sur les plans perpendiculaires
aux rayons vecteurs r, R menés de la Terre a 'astre observé, et du So-
leil a la Terre, on aura

(17) V=WUcosl+ Wsind,  ©=Ucosy — Vsiny;
et, en posant, pour abréger,
A=D,;9cosy — D,Osiny, P—=RD,msinl, Q- tAR*sin29,
on tirera des formules (1), (3), (8)
(18) p W =— RV cosl, 0V — P =ARpsinb,
par conséquent
(19) V(O —P)+ QU =o.

Soient maintenant g, v, ©, et p,. V,, ¥, ce que deviennent p, ©,
quand on attribue au temps ¢ deux nouvelles valeurs ¢, ¢,. Si I'on
pr(-nd pour inconnues p, p,, p, OU V, V,, V,, les trois quantllvs 0, 0,

), pourront étre considérées comme fonctions de ces inconnues; et
l’équation (19), jointe a celles gqu’on en déduit, quand au temps ¢ on
substitue ¢ ou ¢, fournira un moyen de déterminer avec g, p, p, les
éléments de I’ orblte de I'astre observé.

Au reste, je reviendrai, dans un autre article, sur ce sujet, auquel
se rapportent plus ou moins directement les travaux de quelques géo-
metres, et particuliérement un Mémoire de Lagrange, inséré dans la
Connaissance des Temps pour 1821.

§ 1. — Sur la correction des éléments de U'orbite d’un astre.

Supposons les six éléments a, ¢, ¢, ¢, &, « déterminés approximati-
vement a P'aide des formules indiquées dans le § I. Pour obtenir les
conditions auxquelles devront satisfaire les corrections 8a, &, éc, ¢y,



EXTRAIT Ne 386. b2

38, &t 'de ces mémes éléments, supposées trés petites, il suffira de
transformer en équations linéaires approximatives les équations finies
du mouvement de I'astre observé. Entrons & ce sujet dans quelques
détails.

Soient, comme dans le précédent Mémoire, o, 0 Ia longitude et la
latitude géocentriques de I'astre observé, r la distance de cet astre au
Soleil, et p sa longitude héliocentrique mesurée dans le plan de I'or-
bite, & partir du neeud ascendant. Les valeurs de r et de p seront dé-
terminées, au bout du temps ¢, par les formules (2) de la page 417, en
fonction de ¢, @, ¢, ¢, p, et par les formules (8) de la page 418, en fonc-
tion de 9, 0, 8, 1. Nommons dr, dp les accroissements que prennent les
valeurs de r ct de p calculées comme on vient de le dire, quand on
passe des formules (2) aux formules (8). Soient, d’ailleurs, &r, 8p les
variations de r et de p qui correspondent, en vertu des formules (2),
A de tres petites variations 8a, 3¢, 8¢, &p des quatre éléments «, ¢, ¢, p.
Soient, au contraire, dlr, Jlp les variations de r et de p qui correspon?
dent, en vertu des formules (8), & de trés petites variations &g, &t des
éléments & et t. Si les valeurs de 9, 0 correspondantes & une observa-
tion, par conséquent 2 une valeur donnée de ¢, ne sont affectées d’au-
cune erreur, on aura, pour cette valeur de ¢,

ar +- qr =or, op +dp=2dp
ou, ce qui revient au méme,
(1) or —dr=7or, op — Ap = .

Telle est la forme générale des deux équations linéaires que fournira
chaque observation entre les six corrections 8a, ¢, &c, o, 32, & En
appliquant aux équations ainsi formées la méthode de résolution in-
diquéc dans le précédent Mémoire, non seulement on obtiendra, pour
les six ¢léments, des corrections qui devront inspirer une grande con-
tiance, mais, de plus, les termes connus or, dp donneront naissance &
dés différences finies de divers ordres, dont les dernieres représenle-
ront les erreurs probables introduites dans r et p par les erreurs dont
OEuyres de C. — S.1, 1. X. 54
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¢, 0 se trouvent affectés en vertu des observations données. Dés lors,
il deviendra facile de former deux nouvelles équations linéaires pro-
pres a fournir les erreurs probables de ¢ et de 0 correspondantes &
chaque observation.

Il est bon d’observer que, en vertu des formules (2) de la page 417,
r est seulement fonction de a, ¢, ¢, ¢. Donc la premiére des for-
mules (1) ne renfermera pas la correction &p, et pourra servir i déter-
miner séparément les corrections des cinq éléments q, ¢, ¢, 4, t, §'il
s'agit de fixer I'orbite d’un astre qui ait été observé plus de quatre
fois. Pour étre en état d"appliquer i la détermination de cette orbite la
premiére des formules (1), il suffit de connaitre les valeurs de 3r et de
dlr exprimées en fonctions linéaires des corrections da, J¢, &c, 88, &t.
Or, si P’on pose, pour abréger,

(2) dr-=dda+Ed+ 0, qre=--Qos--ad,
afin de réduire la premiere des équations (1) & la forme
(3) dboda+ Ede+Edc-+ Qds-Idt==dr,

et, si, d’ailleurs, on conserve les notations adoptées dans le précédent
paragraphe, on tirera des formules (2) de la page 417

&:'E'_:—::—fltesimpg
" & ==—acos(p—p)
( e = __.‘Ejsin(p—~ P
(l___El)’

et des formules (8) de la page 418

ps sinp

() S = Ksn(w—y) snt’ 9
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387.

ASTRONOMIE. — Mémoire sur la détermination de 'orbite d’une planéte,
a laide de formules qui ne renferment que les derivées du premier
ordre des longitude et latitude géocentriques.

C. R., T. XXV, p. 775 (29 novembre 1847).

Le Mémoire que Lagrange a donné dans la Connaissance des Temps
pour I'année 1821 réduit la détermination de 'orbite d’un astre & la
résolution d’une équation du septieme degré, qui renferme les valeurs
de la longitude et de la latitude géocentriques correspondantes i six
observations faites dans le voisinage de trois époques diverses, la
premiére observation étant supposée trés voisine de la seconde, la
troisieme de la quatritme, et la cinquieme de la sixieme. Si I'on
admet que intervalle compris entre deux observations voisines de-
vienne infiniment petit, I'équation de Lagrange renfermera simple-
ment, avee les longitude et latitude géocentriques relatives aux trois
époques, les valeurs correspondantes des dérivées de ces deux varia-
bles, différentiées une seule fois chacune par rapport au temps. Or les
dérivées du premier ordre des longitude et latitude géocentriques
pouvant étre déterminées avec beaucoup plus de précision que leurs
dérivées d’ordres supérieurs, il est clair que la méthode citée de La-
grange offre un avantage qui serait trés précieux dans la pratique, si
'on pouvait former et résoudre facilement I'équation du septiéme
degré ci-dessus mentionnée. Pour y parvenir, il suffirait de trouver
un moyen facile d’obtenir une valeur épprochée de 'inconnue; et je -
m’étais d’abord proposé de résoudre ce dernier probléme. surtout
pour le cas ou il s’agit d’une planéte, c’est-a-dire d'une orbite tres
différente de la parabole, et i laquelle, en conséquence, la méthode
d’Olbers ne saurait s’appliquer. Mais, aprés avoir obtenu la solution
désirée, j'ai été agréablement surpris de voir que les principes dont je
faisais usage, étant directement appliqués a la recherche des éléments
de I'orbite, fournissaient, pour la détermination approximative de ces
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éléments, une méthode nouvelle trés sintple et trés facile & suivre.
Cette méthode est fondée sur 'emploi de formules qui ne renferment
que des dérivées du premier ordre, et que je vais établir en peu de
mots.

Soient, au bout du temps ¢,

r la distance d’une planéte au Soleil ;

v sa distance 2 la Terre;

p la projection de ¢ sur le plan de Iécliptique ;

%, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la planete;

p lalongitude de la planéte, mesurée dans le plan de I'orbite a partir
du nocud ascendant;

¢} 'anomalie moyenne de la planéte;

R la distance de la Terre au Soleil;

o la longitude héliocentrique de la Terre;

¥, = ¢ — w I'¢longation;

A& = Rsiny, la projection de R sur une droite perpendiculaire a p.

Soient encore

t inclinaison de orbite de la plan)étu;

¢ la longitude du neeud ascendant;

a le demi grand axe de I'orbite;

e Pexcentricité ;

K =A*a?® la force attractive du Soleil ;

H=Ka(1— ¢*) le double de l'aire décrite par le rayon vecteur r
dans 'unité de temps;

_? I'époque du passage au périhélie;
c

p la valeur de p & cette époﬁuc;

U, V, W les projections algébriques de I'aire H sur les plans coordon-
nés ct rectangulaires des z, y, des 5, x et des z, y, le plan des .z, y
¢tant celui de I'écliptique.

Enfin, soient

v = (Ucosp + Vsing + Wtangl)cosl, © =0 cosw + Vsina les pro-
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jections de I'aire H sur les plans perpendiculaires aux rayons vee-
teurs p et R; et posons '

a =singsine, 8 — coss sint, y=c¢+p, ® — I tang0.

On aura
1) { R‘cos(m—8)+pcos(cp—a):rcosp,‘
2 R sin(m —38) + p sin(¢—8) =r si.np cost,
(2) ptangd = rsinpsing,
r=a(1—ecosy),
' 1
(3) { langP:P:(%g),wng%,

$—esing=2rt+ec.

Les orbites des planétes sont généralement comprises dans des
plans assez rapprochés de celui de I'écliptique pour que cost différe
trés peu de I'unité. Par suite, on pourra, aux formules (1), substituer
sans crreur notable les suivantes :

( ftcos(m—38)+pcos(y — 8) = r cosp,

W ? It sin(w —8) + p sin(9 — 8) = r sinp,

qui deviendront exactes, si I'inclinaison t se réduit a zéro, I'angle «
étant alors arbitraire. Donc, pour obtenir des valeurs trés approchées
des quatre éléments a, «, ¢, p, quand il s’agit d'unc planéte, il suffit
de considérer le cas o, ¢ étant nul, les variables ¢, r, p, §, p et g
seraient liées entre elles par les équations (3) et (4). Voyons donc
comment on peut, dans ce dernier cas, déterminer les ¢léments de
I'orbite.

On tire des formules (4)

(5) rsin(p —s— p)=4a.

Si I'on différentie cette dernitre équation, alors, en ayant égard aux

deux formules
r*Dp=H, rD,r=2atesiny,
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et en posant d’ailleurs, pour abréger,
Dio=0, DR=14, rcos(qa——u—p):é-,

on trouvera

4 —1ra’eRgsing

(6) ®—cu= -

Or les excentricités des planétes étant de beaucoup inférieures i
'unité, on pourra, dans une premiére approximation, réduire la for-
mule (6) a la suivante :

"n

(7) I /_*
On aura d’ailleurs
(8) rio— a4 El;z"

Cela posé, soit ¢, une seconde valeur de ¢ qui ne soit pas tres différente
de la premiére, et nommons ¢, ®, & , 8, ce que deviendront ¢, @, &,
R au bout du temps ¢. Comme le rayon r=a(1 — ecos{) variera

généralement tres peu dans intervalle de temps représenté par ¢, — ¢,
n

-3 correspondantes aux deux ¢époques indi-

les valeurs de 7% et de

quées par ¢ et ¢, seront peu différentes I'une de P'autre. On aura done

sensiblement
sq)l_—g! I:d)_g“’
(9) I I
l ;!1,’+E;::3l’+ a

Ces deux derniéres formules suffisent 3 la détermination des valeurs
approchées de g, ¢,. Si, pour plus de commodité, I'on pose

__s+g, 85—
-2 3, Yyt 3

2 2

)

alors, en négligeant le carré de v, on aura simplement

(10) P o + b,
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les valeurs de &, +b étant

o -
‘“"““ﬁ“—n

8+%

‘i(‘“’ .9\=j.

wh =

J.\[ -

Les valeurs de g, ¢, étant connues, on tirera des formules (8) et (7)
les valeurs approchées de r et de H, puis la valeur approchée de a, de
la formule

(11) . @ = ——o

Ajoutons que, r étant peu différent de @, on aurait pu, quoique moins
aisément, déduire une premiére valeur approchée de a de la for-
mule (7).

Il est bon d’observer que, si 'on posc At=1t,—t, etsi dailleurs on
nomme AP, AR les accroissements de @ et de B correspondants &
'accroissement A¢ de ¢, la formule (10) donnera encore, a trés peu
pres,

AD 1 AR
(12) p=gw t A e

Pour tirer parti des formules précédentes, il suffit de connaitre
quatre observations, faites dans le voisinage de deux époques di-
verses, la premikre observation étant supposée trés voisine de la se-
conde, et la troisitme de la quatriéme. Alors les valeurs de ® =D, ¢
¢t de ¥ =D, &, correspondantes & chaque époque, peuvent étre vé-

duites, sans erreur sensible, aux valeurs qu’acquiérent les rapports

ﬁ?, %1;, quand on prend pour A¢ Uintervalle de temps compris entre

les deux observations voisines de I'époque dont il s’agit.

Remarquons encore que si, I'inclinaison ¢ étant nulle, on suppose,
comme on est alors libre de le faire, ¢ = o0, on pourra, de la for-
mule (5), réduite a

(13) sin(p —p)= —

déduire la valeur de I'angle p, auquel P’angle ¢ + p devient égal quand
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¢ s’évanouit. Alors aussi, de la méme formule jointe a la seconde des
équations (3), on tirera

!

(14)  (cosy—e)sin(g—p)—(1—et)¥sing cos(p —p) = 2;

puis, en négligeant ¢,
. K
(15) s'n(‘?""'l’_'P):z'

Si, dans cette dernit¢re formule, on remplace ¢ par ¢, =1¢ + A¢, on
aura

o

(16) Sin(?x——&li';pl):—-

1
H
a
la valeur de A = ¢, — ¢ étant donnée par I'équation

(17) A¢ilAt:(£-—;> At.

Les formules (15), (16) sont celles dont M. Binet a fait usage pour
déterminer, & I'aide des deux observations, la distance du Soleil & une
planéte dont I'orbite est supposée circulaire. Apres avoir déduit, ou
de ces formules, ou de celles que nous avons données ci-dessus, les
valeurs approchées des distances a, r, avec celle de Pangle ¢ + p ou
Y+ A¢, et par suite la valeur approchéc de y, on pourra, ¢n négligeant
les termes proportionnels au carré ou aux puissances supérieures de
Pexcentricité, tirer de la formule (6), jointe aux formules (3) et (8),
une équation linéaire entre la correction éa de la constante a et les
constantes esinc, € cosc, dont les premiéres valeurs approchées sont
nulles; et, pour déterminer approximativement éa, esinc, € cose, il
suffira de recourir a trois équations linéaires ainsi formées.

Ajoutons que, si a la formule (6) on substitue la formule (14),
chaque équation linéaire renfermera les quatre inconnues da, 3y,
esine, ecose. Donc alors quatre équations seront nécessaires pour
déterminer ces inconnues. Mais, d’autre part, pour obtenir ces quatre
¢quations linéaires, il suffira de faire usage de quatre observations
sculement. D’ailleurs, les valeurs approchées de a, ¢, ¢, ¥, et, par
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suite, la valeur de p ==y — ¢ étant connues, on pourra corriger de
nouveau ces valeurs approchées a 'aide de la formule (14) et des
quatre observations données. .

Les valeurs des constantes a, c, ¢, p, déterminées comme on vient
de le dire, et celles qu'on en déduira pour r, p, ¢, a l'aide des for-
mules (3), seraient exactes, abstraction faite des perturbations, si le
plan de I'orbite coincidait rigourcusement avec le plan de I'éclip-
tique, et si d’ailleurs les observations données n’étaient affectées d’au-
cunc erreur. Ces valeurs ne seront pas exacles, mais trés peu diffé-
rentes des véritables, si I'astre observé est une planéte pour laquelle
I'inclinaison de P'orbite ne se réduise pas a zéro. Alors aussi, # n’étant
plus arhitraire, la valeur qu’on aura trouvée pour p, en opérant comme
on vient de le dire, sera effectivement celle de p + 2. '

La valeur de r étant connue pour une époque donnée, on obtiendra
les valeurs cori'espondantes de v ct p 4 'aide des formules

(18) st pt— 2, vo= s — k, p = rcosl,

dans lesquelles on a 4 = Rcos0cosy, {* = R*— &*; puis les valeurs
de v, ©, 4 I'aide des formules
o) o p - oo PV
(19) V= P+ ARpsinb, V= Rcost’
les valeurs de P, A étant

P == R*D,wsinb, A:=Degcosy — D,Osiny;
puis, enfin, les valeurs de «, 6, & 'aide des formules

« ©Q cosBsing - (U — M sin0) sinw

=TT Icos@siny,

(20)

T T HcosOsing

( g " cosd coso — (U — Hsinf) cosw

dans lesquelles on a B
== \/Ka(l—e*').

Les équations (20), en donnant les valeurs de «, €, fournissent, par
Qhuvres de C. — S. 1, L. X, 55
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suite, celles de ¢ et 8, que I'on pourrait, au reste, déduire encore des
formules (1), (3), (5), (9) et (11) des pages 422 et 423.

Ajoutons que les divers éléments obtenus comme on vient de le dire
pourront étre définitivement corrigés & I'aide des formules établies
dans mon Mémoire du 15 novembre.

Je ne me suis pas contenté d’établir les tormules générales qui pré-
cédent; j'ai voulu m’assurer par I'expérience qu’elles donnent avec
une grande facilité les éléments d’une orbite, et je les ai appliquées &
la planite Hébé. Les différences entre les valeurs ainsi obtenues des
les premiéres approximations, et celles auxquelles javais été conduit
par la méthode exposée dans le Mémoire du 20 septembre, sont ex-
trémement faibles, ainsi que je le montrerai plus en détail dans un

autre article.

388.

AstRONOMIE. — Addition au Mémoire sur la détermination de Uorbite
d’une planéte, a U'aide de formules qui ne renferment que les dérwees

du premier ordre des longitude et latitude géocentriques.

C. R., T. XXV, p. 879 (13 décembre 1847).

Conservons les notations adoptées dans le Mémoire dont il s’agit
(voir la séance du 29 novembre). On aura d’abord a résoudre, par rap-
port aux inconnues g, g, les deux équations simultanées

U

I I
(l) d’,"' G,'-‘,‘—d’ b gu) "R,"{" g—i = R+ ;’z'

Si, pour plus de commodité, I'on pose

on aura
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et les formules (1) donneront

(2) D, —0=p(8—8)+v(8 + 1), R — R = A

Si dans la derniére des formules (2) on substitue la valeur de v tirée
de la premiére, I’équation finale que ’'on obticndra sera du quatriéme
degré en . 11 y a plus : si 'on néglige v? vis-a-vis de u*, I'équation
finale sera du troisiéme degré sculement et de la forme

(3) o= oo 4 Vb,

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’il n'y aurait, sous le rapport de
Pexactitude, aucun avantage a substituer I'équation du quatrieme
degré a celle du troisieme, la différence’ entre les deux valeurs que
foyrnissent ces deux équations é¢tant généralement insensible.
Les valeurs approchées de g, 5, étant connues, on connaitra, par
. , o
suite, la valeur approchée de r, et celles des constantes @, A = ((TJ)
et H, dont la dernitre sera peu différente de yAa. Ajoutons que la
formule
. A
&) sin(g—#—p) = -
fournira, au bout du temps ¢, la valeur de la variable p + 8, qui sera
peu différente de ¢ + p + 8 + A¢, ct, par suite, une valeur approchée

de la constante ¢ + p + . Donc, si I'on’pose, pour abréger,
(5) Y =Ctp -t

on connaitra déja les valeurs approchées des constantes a et y. Pour
obtenir des valeurs plus exactes des mémes constantes, et en méme
temps des valeurs approchées des constantes esine, € cose, il suffira
d’appliquer la méthode linéaire a I’équation (4). Alors, en effet, en
négligeant les termes proportionnels au carré de ¢ et i ses puissances
supéricures, on trouvera, dans une premicre approximation,

P

(6) Ada +Tdy + (£sinc + Fcosc)e =sin(¢ — y — A¢) — 2’
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les valeurs de 4, T, E, F étant

P 3 .
‘A:-?—-?;I‘, I':=cos(p—y—At),

(7)
? E =T cosAt+cos(o — ), F-=Tsinkt +sin(p — y).

A I'dide de la formule (6) et de quatre obscrvations, on déterminera
les valeurs approchées des inconnues 8a, 8y, esine, e cose, par consé-
quent les valeurs approchées de ¢, c. On pourra ensuite corriger de
nouveau les valeurs trouvées de a, ¢, ¥, €, ou, ce qui revient au méme,
les valcurs de a, ¢, p + 3, ¢, par la méthode linéaire appliquée a 'équa-
tion (4).

Il est bon d’observer que la valeur de p correspondante & ¢ = o se
trouve représentée par la somme ¢ + p + ¢, quand on néglige les
termes proportionnels 2 e, et par la somme ¢+ p + 8 + 2¢sine,
quand on néglige seulement les termes proportionnels au carré ou
aux puissances supéricures de e. Il est aisé d’en conclure que, si 'on
représentait par y la valeur de p correspondante & ¢ = o, la formule (6)
continuerait de subsister, avec cette seule modification, que la valeur
du coefficient E y serait déterminée, non plus par la troisiéme des for-

mules (9), mais par la suivante :
(8) £ —TcosAt+cos(p--y)—2T.
Si a I'équation (4) on substituait sa dérivée

IT- Ja*sRgsi
(9) P --. gn fenee) _.,--__(?_..E __.,gi[lk‘b,

r?

dans laquelle on a
1

= EIR
ou, ce qui revient au méme, la formule
(10) (®r2— W) (r?— R?) — (Br2—da’efsing)*=o,

I'équation linéaire.qu’on obtiendrait & la place de la formule (6) ren-
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fermerait seulement les trois inconnues
da, esine, ¢cosc.

Les calculs précédents ne déterminent ni la longitude & du necud
ascendant, ni 'inclinaison , dont le cosinus est supposé peu différent
de I'unité. Si, apreés avoir trouvé les valeurs approchées de r et de
p + ¢, on voulait en déduire celles des constantes 2, t, il suffirait
d’opérer de la maniére suivante :

D’abord on pourra tirer la valeur approchée de o de la formule

(10) p+ Rcosy=rcos(p—p--3),

ou micux encore des formules (18) de la page 433, puis celles des
coordonnées z, y, 5 de I'astre observé, des trois formules

(11) z . Reosw +psing,  y-= Rsinw + psing, 5 == ptangh.
Posant alors

(12) o == singtang, 6 = cosstangt,

on aura, entre «, 6 et z, y, 5, équation linéair(;

(13) ax—8y+3=o,

qui représente précisément le plan de I'orbite. On pourra done, &
'aide de cette ¢quation, et de deux observations distinctes, déter-
miner approximativement a, £, ou, ce qui revient au méme, ¢ ct =.
Comme nous Pavons déja remarqué, I'emploi de la formule (6)
suppose cost peu différent de 'unité, ce qui a généralement lieu pour
les planites. Mais, apres avoir tiré des formules (1), (3), (11) et (13)
des valeurs approchées de @, a et 6, on pourrait, sans recourir ni a
I’équation (6), ni & la supposition sur laquelle elle s’appuie, déduire
directement les corrections 8a, dx, 86 avec les valeurs approchées des
produits esinc, € cosc, de cing observations et de I'équation Jinéaire

(14) 6a-+-Sir(xaa—yéé)séw——aecos(c—f-)\t):r——a,
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les valeurs de 2, y, r, s, S étant déterminées a I'aide des formules
X == coswtangl — 6 siny,
Y —=sinw tangd — a siny,
7 = (6sin® — acos®w) tangh,

S —=acosg — 6sing + tangb,

R R R,
J‘_-S;{r, _}'_S—Y, o-—s:l,
reyat+yiast,  u= Ei::i?i" s ==t =+ R cosf cosy.

L’équation (14) est précisément celle a laquelle se réduit la for-
mule (3) de la page 4206, lorsqu’on y égale & zéro la premiere valeur
approchée de r, et que I'on pose, en conséquence,

Aoo=1, € =o, C=—acos(c+At), 0t —¢.

Ajoulons que, aprés avoir déterminé approximativement a, ¥y, a, €,
par conséquent a, p, t, 8, on pcut faire servir les équations (1) de la
page 425, combinées avee la formule 8e = ¢, i déduire de quatre, ou
méme de trois observations, les quatre corrections ¢a, 8p, &, 82 avee
les valeurs approchées de e sine, € cosc.

389.

ASTRONOMIE. — Meémotre sur deux formules generales, dont chacune
permet de calculer rapidement des valeurs trés approchées des éléments
de Uorbite d'une planéte ou d’une comete.

C. R., T. XXV, p. 933 (27 décembre 1847).

Apres avoir montré, dans une précédente séance, comment on peut,
dans certains cas, ramener la détermination de I'orbite d’un astre a
'emploi des formules qui ne renferment que des dérivées du premier
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ordre, j'a1 cherché 'il ne serait pas possible de faire dépendre une
détermination prompte et facile de ces éléments de la résolution
d’équations qui ne renferment plus aucune dérivée, et j'ai obtenu,
en effet, deux équations tres simples et trés générales, dont chacune
remplit la condition que je viens d’indiquer.

Les deux équations dont il s’agit peuvent étre aisément formées. Si,
en placant I'origine des coordonnées au centre du Soleil, on nomme
x, y, 5 les coordonnées de I'astre observé, le plan de I'orbite de cet
astre sera représenté par une équation linéaire en x, y, 5 sans terme
constant. Donc, si I'on considere I'astre dans trois positions succes-
sives, la résultante formée avec les valeurs correspondantes de z, y, =
sera nulle. En égalant cctte résultante & zéro, on obtiendra la pre-
miére des équations dont j’ai parlé. D’ailleurs, les coordonnées z, y, =
peuvent étre exprimées en fonction des données de P'observation et
du rayon vecteur r, mené du Soleil a I'astre. D’autre part, ce rayon
vecteur dépend seulement du temps ct de trois éléments de Uorbite,
savoir, de I'excentricité, du grand axe et de I'instant du passage au
périhélie. Donc I'équation trouvée, jointe & cing observations de
'astre, suffira pour déterminer ces trois éléments.

Ce n’est pas tout : si 'on nomme b le demi-paramétre de la courbe
décrite, la différence r -~ b sera encore liée a deux quelconques des
coordonnées z, y, 5 par une équation linéaire qui ne renfermera pas
de terme constant. Il en résulte que, dans I'équation trouvée, on
pourra remplacer les trois valeurs de I'une quelconque des coor-
données x, y, 5 par les trois valeurs correspondantes de la diffé-
rence r — b. On obtiendra ainsi la seconde des équations que j’ai
annoncées. D’ailleurs, le rayon r et les coordonnées x, y, 5 peuvent
étre considérés comme fonctions des données de I'observation et des
deux éléments qui déterminent la position du plan de l'orbite, c’est-
a-dire comme fonctions de I'inclinaison et de la longitude du neeud
ascendant. Donc I'équation nouvelle, jointe a cing observations, suf-
fira pour déterminer ces deux éléments et le paramétre de la courbe
décrite.
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Voyons maintenant quel parti Fon peut tirer des deux équations
générales dont je viens d’indiquer la formation, et comment on peut
se servir de chacune d’elles pour déterminer avec une grande approxi-
mation les trois éléments entre lesquels elle établit une liaison.

Jai fait voir, dans les précédentes séances, qu’on peut, en général,
obtenir avec une grande facilité une premiére valeur approchée du
grand axe, et, par suite, des autres éléments de U'orbite, quand I'astre
observé est une plantte; et j'ajouterai que des formules connues on
peut, dans tous les cas, déduire des équations trés simples qui four-
nissent par un calcul rapide des valeurs approchées des éléments.
Cela posé, il est clair que, pour déterminer avec une grande approxi-
mation les trois éléments de I'orbite, il suffira d’appliquer 2 I'une des
équations ci-dessus mentionnées la méthode linéaire, en corrigeant,
a I'aide de cinq observations notablement distantes I'une de I'autre,
les premiéres valeurs obtenues pour les trois éléments dont il s’agit.

ANALYSE,

§ 1. — Sur les moyens d’obtenir une premiére approximation dans le calcul

des éléments de Uorbite d’un astre.

Nous avons précédemment .indiqué un moyen d’obtenir aisément
unc valeur approchée de la distance d’un astre au Soleil, lorsque cet
astre est une planéte. Dans tous les cas, on peut déterminer approxi-
mativement, avec une assez grande facilité, la distance d’une planéte
ou d’une comete au Soleil, ou & la Terre, ou bien encore un ou plu-
sieurs éléments de 'orbite de I'astre observé, en partant des formules
connues qui servent a déterminer ces distances ou ces éléments en
fonction des longitude et latitude géocentriques, et de leurs dérivées
du premier ou du second ordre. Pour y parvenir, il suffira de substi-
tuer & chaque dérivée un rapport aux différences, en ayant égard aux
prescriptions que nous allons établir.

Soient ¢, ¢, les époques de deux observations trés voisines, et
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posons

¢

bt t", At == ~————l”: L.

(1) t=
Soit, d’ailleurs, f(¢) I'une quelconque des variables dont les valeurs
sont fournies par les observations. On tirera des formules (1)

t,=t— At L, ==t + Al;

et il suffira de développer f(z,), f(¢,) suivant les puissances ascen-
dantes de A¢, pour s’assurer que I'on a

(L) + 1(4,)

(2) f(¢) = )

et

' _ e —f(e)
(3) D, f(¢e) Sy i
ou, ce qui revienl au méme,

. Af(L)

A _. Af()

(4) D r(e) = S

en négligeant seulement, dans les seconds membres des équations (2),
(3) et (4) des quantités proportionnelles au carré et anx puissances
supéricures de Az 1l est bon de remarquer : 1° que, dans la for-
mule (4), At et Af(¢) peuvent étre censés représenter, non scule-
ment les moitiés des deux différences ¢, —¢,, f(¢,) - £(¢), mais
encore ces différences elles-mémes; 2° que, dans chacune des for-
mules (2), (4), la variable f(¢) peut étre remplacée par son loga-
rithme. '

Supposons maintenant que F(¢) représente, non plus une des
variables dont les valeurs sont fournies par les observations, mais
une de leurs dérivées du premier ordre, ou bien encore une fone-
tion de ces dérivées et des variables elles-mémes. Une valeur appro-
chée de F(¢) pourra aisément se déduire des formules (2) et (3).
Mais la formule (4) ne suffira plus a la détermination, méme approxi-
mative, de la fonction D, F(¢), qui renfermera généralement, avec une

OEuvresdeC.— S. 1, t. X. 56
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ou plusieurs des variables dont il s’agit, leurs dérivées du premier et
du second ordre. Pour effectuer cette détermination, on devra recourir
A deux, ou méme a trois couples d’observations, chaque groupe étant
composé de deux observations trés voisines I'une de I'autre. Soient ¢,
t, ¢"les valeurs du temps correspondantes & ces trois groupes, cha-
cune de ces valeurs étant la moyenne arithmétique entre les époques
des deux observations qui composent un méme groupe. Si I'on a
(= 4t

= ’

3

alors, en négligeant seulement les quantités proportionnelles au carré
et aux puissances supérieures des différences 2 — 7, ¢”— ¢, on trou-
vera

(5) n,F(oy=HO=HD.

Dans le cas contraire, on aura, sous la méme condition,

t—t' F("Y—TF(t) r—t F(t)—-F(Q.

(6) D F(8) = iy —r— e Ry

Lorsqu’on veut tirer parti de ces considérations pour déterminer
approximativement la position-du plan de I'orbite d’un astre, il est
utile d'introduire dans le calcul certains angles auxiliaires, comme je -
vais I'expliquer en quelques mots.

Soient, au bout du temps ¢,

% et 0 la longitude et la latitude géocentriques de I'astre observé;

¢ I'inclinaison de son orbite, représentée par un angle inférieur a
deux droits;

» la longitude du neeud ascendant;

» la longitude héliocentrique de la Terre;

7. = ¢ — & I’¢longation;

R la distance de la Terre au Soleil ;

H TYaire décrite par le rayon vecteur » mené du Soleil a I’astre observé ;
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U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les trois plans

coordonnés des y,s, des 3, et des x,y, le dernier plan étant le
plan méme de I’écliptique.

L’équation linéaire qui existe entre les trois constantes U, V, W

fournira le moyen de calculer le rapport Tti‘ (voir page 218), et, par

suite, les deux éléments 2 et 1. En effet, soit 4 la quantité dont la va-
leur numérique est donnée par la formule

h = Lesini1"=0,00000210552,

e étant la base des logarithmes hyperboliques, et la lettre L indi-
quant un logarithme décimal. Supposons encore que, les angles
étant exprimés en secondes sexagésimales, on nomme T un angle
auxiliaire déterminé par la formule

et faisons

P =Qsin(zt +y), Q=Qcos(t+1Y),
1 h P

e=D,Lcos¢g —3g, b=D,Lsing —g, ¢e=D,Ltangfd —,

Dtm)

8 COSQ b sing
® — - —_-T.
b= tangd’ R=1 tang0’

on trouvera
! __ 5 "__ &
(7) tanga:mzm,

@ et 9"ou ¢ et 9” étant ce que deviennent € et 2 quand ¢ se change
ent ouen?.
De plus, en supposant I’angle auxiliaire ® déterminé par la formule

P
cot®D, o= -7; 4-cot(w +8) Dy — —QD.m,
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on tronvera encore

: __sin(t+®) o
(8) tﬂﬂg'. == Siﬂ(‘.‘P —“f:—B_—:— "j lan,,, h.

A laide des formules (2), (4), (6), (7) et (8), et de trois groupes
d’observations, composés chacun de deux observations voisines, on
déterminera aisément des valeurs approchées des éléments v et 2.
On pourra ensuite obtenir pour ces mémes éléments des corrections
qui seront déja trés peu différentes des véritables, en appliquant la
méthode linéaire aux formules données par Lagrange dans la Con-
naissance des Temps pour 1821, ou, ce qui revient au méme, i la for-
mule (19) de la page 424.

§ Il. — Sur les moyens d’obtenir, avec une grande approximation,

les éléments d’une orbite, a U'aide de cing observations.

Supposons que, le centre du Soleil étant pris pour origine des coor-
données, et le plan de I'écliptique pour plan des z, y, on compte les =
positives du coté du pole boréal; et soient, au bout du temps ¢,

@, y, 5 les coordonnées de 'astre observé;

r la distance de cet astre au Soleil;

b le demi-parameétre de Uorbite décrite;

H le double de Iaire décrite pendant I'unité de temps par le rayon r;
U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plans coor-

donnés.
I’équation du plan de P'orbite sera
(1) Ux -+ Vy-+Ws —o.

Concevons maintenant que, & I'aide d’un ou deux accents placés au
bas de chaque variable, on désigne la valeur que prend cette variable
quand on remplace ¢ par ¢, ou par ¢,. La formule (1) continuera de
subsister quand on y remplacera , y, s par x,, y,, 5, 0u par x,, y,, 5,,
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et 'on aura, en conséquence,
(2) zY, 5 —Zy,5,+ &Y, 5 — 2, y35,+2,¥3,—X,¥,8=0.

On peut d'ailleurs, comme on sait, arviver directement a cette équa-
tion, en observant que le volume du tétraédre qui a pour arétes les
rayons vecteurs r, r,, r, s'évanouit, puisque I'orbite est plane. Ajou-
tons que, dans la formule (2), «, y, 5 peuvent étre exprimés en fone-
tion linéaire de la distance ¢ de I'astre & la Terre, les coefficients étant
des données de 'observation; et, comme r, « sont d’ailleurs liés entre
cux par une équation connue du second degré, il en résulte que les
coordonnées z, y, 5 peuvent étre considérées comme fonctions de r.
Donc aussi ces coordonnées peuvent étre considérées comme fonc-
tions du temps et des trois éléments desquels dépend le rayon r,
savoir, du grand axe, de I’époque du passage de Pastre au périhélie
et de I'excentricité. Donc, en supposant déja connues des valeurs
approchées de ces trois éléments, on pourra les corriger séparément
a l'aide de la méthode linéaire appliquée a la formule (2) et de cing
observations. '

Remarquons maintenant que, si aux trois variables «, y, s on joint
la variable » — b, on pourra établir, entre cette quatrieme variable et
deux quelconques des trois autres, une équation linéaire qui-, comme
la formule (1), ne renfermera pas de terme constant. Done la for-
mule (2) continuera de subsister si I'on y remplace les trois valeurs
de 'une des coordonnées par les trois valeurs correspondantes de
r — b. On aura, par exemple,

‘ ('tl.}’ll - -"'u}’/) ("'—' I)) + (-l‘,,}’-— ‘I).)'ll) (’.1—_ b)

(3)
+(xy, —x,y)(r,—b)=0
ou, ce qui revient au méme,

N CA Bt AL C N Ak AL Co 2t A L
N - Y, LY, &,y — Xy, 2y, —&Yy

D’ailleurs, comme nous P'avons dit, z, y, 5 peuvent étre exprimés en
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fonction linéaire de la distance « de P’astre a la Terre, les coefficients
étant des données de I’observation. Effectivement, si Pon conserve les
notations adoptées dans le § I, on aura

(5) x=Rcosw+rcospcosh, y=—RsinB+rcosgcosh, z=rsinb.
’autre part, de I'équation (1), jointe aux formules (4), on tirera

6) t_w____H(Ucosqa—}— Vsing)cosf -+ Wsinf
( - Ucosw + Vsinw

Enfin, les aires U, V, W sont liées aux éléments g, ¢, b par les for-

mules
U = Wsinstangt, V =— Wcosglangt,

U~ V2 - Wi=H*= Kb,

K étant la force attractive du Soleil; et, en conséquence, la for-
mule (6) donne

__ psinfcott —sin(o —s8)
(7) v= sin(@w —s)

Donc ¢ et, par suite, z, y, 5 peuvent étre considérés comme des fonc-
tions des éléments v, 1 et des données de 'observation. Enfin, on peut
en dire autant du rayon r déterminé par la formule

l‘:\/;’:;rﬁ.

Cela posé, il est clair que, en supposant déja connues des valeurs
approchées des trois éléments t, s, b, ou méme seulement des deux
¢léments et 8, on pourra les corriger immédiatement a aide de la
méthode linéaire appliquée a la formule (2) ou (4), et de cingq obser-
vations.
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390.

AsTRONOMIE. — Rapport sur un Mémoire de M. bk Gasparls, relalif a
deux équations qui donnent la longitude du neud et Uinclinaison de
Uorbite d’un astre, a l'aide d’observations géocentriques convenable-
ment combinées.

C. R., T. XXV, p. 797 (29 novembre 1847).

.

I’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui
rendre compte d'un Mémoire de M. de Gasparis, sur la détermination
du plan de I'orbite d’un astre, & I'aide d’observations géocentriques.
La méthode que I'autcur propose pour résoudre ce probleme a beau-
coup d’analogic avec celle que Lagrange a donnée dans la Connais-
sance des Temps pour I'année 182r1; et par suite, pour faire com-
prendre ce qu’il y a de neuf dans le travail de M. de Gasparis, il sera
utile de rappeler d’abord en peu de mots la solution de Lagrange.

Les deux incennues dont Lagrange commence par rechercher les
valeurs sont : I'inclinaison dc 'orbite de I'astre observé et la longi-
tude du nceud ascendant, ou plutdt deux quantités respectivement
égales aux produits qu'on obtient quand on multiplic la tangente
de Pinclinaison par les sinus et cosinus de la longitude du nceud.
Lagrange fait voir qu’on peut exprimer facilement, en fonction de
ces inconnues et des données fournies par deux observations, I'aire
du triangle formé par les deux rayons vecteurs menés du Soleil a
I’astre observé, ainsi que la projection de cette aire sur le plan de
I'écliptique. En effet, cette projection se trouve représentée par une
fraction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur, exprimés
en fonction de ces inconnues, sont I'un du premier, autre du second
degré. De plus, lorsque les deux observations dont il s’agit sont voi-
sines I'une de 'autre, I'aire du triangle formé par les deux rayons
vecteurs se confond sensiblement avec ’aire du secteur compris entre
les mémes rayons; et, comme lé montre Lagrange, le rapport de ces
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deux aires sera trés voisin de 'unité, la différence étant une quan-
tité tres petite du second ordre, si les différences entre les quantités
correspondantes aux deux observations sont considérées comme trés
petites-du premier ordre. Donc, en négligeant les quantités du second
ordre, on pourra représenter le secteur lui-méme par la fraction ration-
nelle dont nous avons parlé. ‘

D’autre part, en vertu d’une loi de Képler, le secteur compris entre
les deux rayons vecteurs menés du Soleil a I'astre que I'on considére
aux époques des deux observations données est le produit d’une con-
stante par I'intervalle de temps compris entre les deux époques. Done
un systeme de deux observations voisines permet d’exprimer cette
constante par une fraction du genre de celle que nous avons indi-
quée; donc trois systémes composés chacun de deux observations
voisines fourniront, pour la méme constante, trois valeurs qui, ¢ga-
lées entre elles, produiront deux équations entre les deux inconnues.
1l est d’ailleurs aisé de s’assurer que, en ¢liminant une des incon-
nues, on arrive 4 une équation finale du septicme degré.

Comme on le voit, la méthode suppose que les intervalles de temps
compris entre la premiére et la seconde observation, entre la troisieme
et la quatriéme, entre la cinquieme et la sixiéme sont trés petits. Mais,
d"ailleurs, comme Lagrange a soin de le remarquer, les intervalles de
temps compris entre la seconde et la troisieme, et entre la quatriéme
et la cinquitme, pourront étre quelconques; ct il est méme avanta-
geux de les prendre les plus grands que 'on peut, afin que les trois
équations soient le plus différentes qu’il est possible.

Pour passer de la méthode de Lagrange a la méthode de M. de Gas-
paris, il suffit de supposer que les deux derniers intervalles se réduisent
i zéro, c’est-i-dire que la troisieme observation ne difféere pas de la
scconde, ni la cinquieme de la quatrieme. Alors, les six observations
étant réduites & quatre, les trois fractions que I'on égale entre elles
deux i deux fournissent deux équations, dont chacune se simplifie,
attendu que les dénominateurs de ces fractions offrent des facteurs
communs qui peuvent étre supprimés sans inconvénient. Apres cette
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suppression, on obtient seulement deux équations du second degré
entre les deux inconnues; et par suite I'équation finale, produite
par I’élimination, s’abaisse au quatriéme degré. ,

On serait, au premicr abord, tenté de croire que la remarque de
Lagrange, ci-dessus rappelée, est un motif suffisant de repousser la
solution de M. de Gasparis; et, dans la réalité, cette solution, plus
facile & obtenir, sera certainement moins exacte. Il arrivera méme
assez souvent que beaucoup d’incertitude régnera sur les résultats
du calcul appliqué a };uatre obhservations consécutives. Mais rien
n’empéche de tirer 'équation du quatrieme degré d’une élimination
opérée entre les équations qui correspondent a deux groupes com-
posés chacun de trois observations voisines; et, par conséquent, il
était utile de remarquer la simplification ct I'abaissement de I'équa-
tion que fournit un semblable groupe. Fondés sur ces considérations,
les Commissaires proposent & I’Académie de voter des remerciments
I'auteur du Mémoire.

391.

AstroNOMIE. -— Note sur l'abaissement que U'on peut faire subir aw degré
de l'équation donnée par Lagrange dans la Connaissance des Temps

pour U'année 18271,

C. R., T. XXVI, p. 27 (10 janvier 1848).

Le Mémoire lu par Lagrange a I’Académie de Berlin le 24 février 1780,
puis inséré dans les Ephémeérides de Rerlin de 1783, et plus tard dans la
Connaissance des Temps pour 'année 1821, réduit la détermination du
plan de I'orbite d’un astre 2 une équation du septieme degré, dont
I'emploi exige la connaissanee de trois couples d’observations, qui,
prises deux & deux, soient trés voisines I'une de I'autre. I/ semble, dit
Lagrange dans ce Mémoire, que le septicme degreé soit une limite au-des-
sous de laquelle il ne soit pas possible de rabaisser le probléme dont il

OFuvres de C. — S. 1, t. X. 57
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‘fagit; ot pourtant, une circonstance assez singuliére, c'est que I'une
des deux équations qui suggérait cette réflexion a Lagrange, I’équa-
tion méme a laquelle il parvient dans le Mémoire de 1780, peut étre
abaissée du septiéme degré au sixiéme. Cette remarque ne paraitra
peut-étre pas sans importance, surtout si I’on considére que les limites
des racines d’une équation du sixieme degré sont, comme I'a prouvé
M. Corancez, données par une équation du quatrieme, c¢’est-d-dire par
une équation que I'on sait résoudre algébriquement. Ajoutons que
I'équation du sixiéme degré peut étre aisément formée, comme on le
verra dans cotte Note, ct que, si les observations comprises dans un
méme groupe deviennent infiniment voisines, elle renfermera unique-
ment, avec la longitude et la latitude géocentriques de I'astre observé,
leurs dérivées du premier ordre. 11 est d’ailleurs évident que, si aux’
trois groupes d’observations données on ajoute un quatriéme groupe,
on pourra former deux équations semblables du sixicme degré, aux-
quelles devra satisfaire la méme inconnue, qui sera la racine com-

mune aux deux équations dont il s’agit.

« ANALYSE.

Conservons les notations adoptées dans la séance du 15 novembre,
et nommons C le double de Taire décrite dans 'unité de temps par le
rayon vecteur mené du Soleil 4 la Terre. On aura

W =(Ucoso + Vsing) cosf -+ Wsin§, V= Ucosw + Vsinw.

‘Posons d’aillecurs

v W Ucosg + Vsing

e Ly

Tsinh tangf
AR?
M=z £ — — Q)
M= L Ctangﬁx’
AR,

P el G  F
e =L Ctang@x ’

£ 9%, 3% seront des fonctions entiéres et linéaires de U, V, les coeffi-
cients étant des données de I'observation, et I’équation fondamen-
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tale de laquelle part Lagrange donnera

29 «
e CHR W
() C—W= 5"

Concevons maintenant que le temps ¢ soit remplacé successivement
par ¢, ¢, et posons At =: ' — ¢, A’ == 1" — t', A*¢ == A’ — At. On tirera
de la formule (1)

+ WO AL 4+ VAL AT WAL

) , L : AP+ AR
(=) C—-W="5—j = AYG STTUATRG L

et, par suite, si I'on pose, pour abréger,

s Q = (AL AT — AL A2IIL) £2+ (96 AL — L A%I0) AL?

(3) . 3 A Y AS 5
( 4= (I AL — 9T ADIL) A2 (2,

on a

, ; QAL AT -- AXG A*IR)

(3) = (AL AR -— ADTLALLE) (AQTATIG — AJT Aty

Or cette derniere équation sera homogene ct du sixiéme degré, en U

. . . T U
et V, et déterminera immédiatement le rapport -, = — langs.

392
AsTRONOMIE. — Mémorre sur quelques proprietés remarquables des fonc-
tions tnterpolaires, et sur le parti qu’on en peut tirer pour une détermi-

nation siire et facile des éléments de U'orbite d’une planéte ou d’une

coméle.
C. R., T. XXVI, p. 29 (10 janvier 1848 ).

Dans les méthodes généralement employées pour la détermination
de I'orbite d’'un astre, on ne sait jamais a prior: quel sera le degré
d’approximation que présenteront les valeurs calculées des éléments
de cette orbite, et méme, lorsque le calcul est achevé, on ne peut
ordinairement se former une idée précise de 'exactitude de la solu-
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tion obtenue, avant d’avoir soumis cette solution 2 de nouvelles
épreuves, ct avant d’avoir déduit d’observations assez nombreuses,
a I'aide de la méthode linéaire, les corrections des éléments. Ce serait
donc rendre service aux astronomes que d’établir une méthode qui
indiquat clle-méme le degré de précision des résultats qu'elle four-
nirait, de manitre 4 ne point exposer ceux qui voudraient la suivre
a faire des calculs inutiles. Quelques propriétés remarquables des
fonctions interpolaires permettent d’atteindre ce but. Entrons, a ce
sujet, dans quelques détails.

Les éléments de Porbite d’un astre étant au nombre de six, il est
nécessaire, pour les déterminer, d’établir entre ces éléments au moins
six équations. D’ailleurs, trois valeurs données de deux fonctions de
ces ¢léments et du temps, par exemple de la longitude ct de la lati-
tude géocentriques de I'astre, suffiront & fournir six équations de
cette espece. Donc la solution du probleme pourra se déduire de trois
observations complétes. Mais la solution ainsi trouvée ne sera pas
unique : deux orbites différentes peuvent répondre an systéme de
trois observations données, et par suite, dans le cas général, pour
déterminer sans aucune incertitude tous les ¢léments de 'orbite d’un
astre, il scra nécessairc de connaitre au moins quatre observations.

Il cst bon d’observer que, étant données trois valeurs d'une
variable, par exemple de la longitude géocentrique, considérée
comme fonction du temps ¢, on pourra en déduire immédiatement
des valeurs de fonctions interpolaires du premier et du second ordre.
Une quatrieme valeur de la fonction principale permettrait de cal-
culer en outre une valeur particuliére d’une fonction interpolaire du
troisiecme ordre; et, si les observations données se rapprochent indé-
finiment, les fonctions interpolaires du premier, du second, du troi-
sieme ordre, ... se transformeront en dérivées de ces mémes ordres
divisées par les produits 1, 1.2, 1.2.3, .... Done, afin de pouvoir,
sans aucune incertitude, déterminer les éléments de I'orbite d’un
astre, il sera nécessaire de connaitre, pour unc époque donnée, avec
la longitude et la latitude géocentriques, leurs dérivées du premier,
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du second et du troisiéme ordre. L’Analyse mathématique conduit &
la méme conclusion, en faisant voir que ces trois espiéces de dérivées
entrent dans les formules cxactes qui résolvent le probleme en le
réduisant i la résolution d’une équation du premier degré (voir la
séance du 27 décembre 1847), en supposant connues pour chaque
époque, avec la longitude et la latitude géocentriques de P'astre
observé, leurs dérivées du premier et du second ordre sculement.

La précision des résultats déduits des formules exactes que nous
venons de rappeler dépendra du degré d’approximation avec lequel
on obtiendra les dérivées du premier et du second ordre des longi-
tude et latitude géocentriques. On détermine ordinairement ces déri-
vées 4 'aide de certaines formules d’interpolation, parmi lesquelles
on doit distinguer celles que Lagrange et Laplace ont données. Mais
ces derniéres formules étant seculement des équations approximatives
qui proviennent de Pomission de termes dont la valeur est inconnue
a priori, j'ai di rechercher s’il ne serait pas possible de les remplacer
par des formules plus rigoureuses, qui indiquassent elles-mémes le
degré d’approximation des résultats du calcul. Mes recherches m’ont
effectivement conduit & des formules nouvelles, dont on peat donner
une idée tres juste en disant qu’elles sont, par rapport a la formule
W’interpolation de Laplace, ce qu’est, par rapport a la formule de
Taylor, I'équation finie, substituée a celle-ci par Lagrange, dans la
théorie des fonctions analytiques. Mes nouvelles formules décom-
posent une dérivée d’un ordre quelconque en deux parties, dont
la premiére s’exprime rigourcusement a 'aide de fonctions interpo-
laires du méme ordre et des ordres supérieurs, jusqu’a l'ordre z; la
seconde partie étant le produit d'un certain facteur compris entre
certaines limites par une quantité moyenne entre les diverses valeurs
que peut acquérir, dans I'intervalle de temps compris entre les obser-
vations extrémes, la fonction dérivée de I'ordre n + 1. Par suite, on
pourra décomposer une dérivée d’un ordre quelconque m en deux
parties, dont la premiére renfermera deux fonctions interpolaires,
I'une de ce méme ordre, I'autre de I'ordre m + 1 immédiatement



1,13 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.

supérieur; la seconde partie étant le produit d'un facteur compris
entre certaines limites par une valeur moyenne de la dérivée de
I'ordre m + 2. De plus, la premiére partie se trouvera réduite 3 une
seule fonction interpolaire de I'ordre m, c’est-a-dire & une fonction
interpolaire formée avec m + 1 valeurs différentes de la fonction
principale, si & ces valeurs correspondent m + 1 valeurs de ¢, dont
la moyenne arithmétique soit exactement I’époque pour laquelle on
veut calculer la valeur de la dérivée de Pordre m.

Jajouterai que, si les diverses valeurs de la fonction principale sont
fournies par des observations desquelles puisse résulter, pour cha-
cune de ces valeurs, une erreur représentée, au signe preés, par le
nombre &, I'erreur maximum dont pourra étre affectée la fonction in-
terpolaire de ordre m, déduite de m —+ 1 valeurs particulieres don-
nées de la fonction principale, sera 'erreur qu’on obtiendra en sup-
posant qu’a ces valeurs particulieres, rangées dans I'ordre des temps,
on substitue des quantités alternativement positives et négatives,
mais toutes égales, abstraction faite du signe, au nombre 3.

Je remarquerai enfin que, en vertu d'un théoréme rappelé dans le
Mémoire du 16 novembre 1840 ('), une fonction interpolaire de
Pordre m, déduite de m + 1 observations données, sera toujours le
quotient qu’on obtiendra en divisant par le produit 1.2...7 une va-
leur moyenne de la fonction dérivée de I'ordre m, ¢'est-a-dire une va-
leur que prendra. cette dérivée pour une époque moyenne entre celles
des obscrvations extrémes.

Ces principes nous permettent de tirer, des formules exactes ci-
dessus mentionnées, des valeurs approchées des éléments d’une or-
bite, de maniére & nous former unc juste idée du degré d’approxima-
tion obtenu.

Veut-on, par exemple, déduire les éléments de P'orbite des for-
mules (7) et (8) du Mémoire lu a la séance du 27 décembre 1847 (?),

(1) OFuvres de Cauchy, 8. 1, T. IV, p. 431.
) Ihid., S. 1, T. X, p. 4i3-444.



EXTRAIT Ne 392. 435

il faudra connaitre, pour deux époques différentes, la longitude ct la
latitude géocentriques de I'astre observé, avec leurs dérivées du pre-
mier et du second ordre; ct par suite quatre observations au moins
sont nécessaires, les trois premiéres observations pouvant étre em-
ployées quand il s’agira de la premiére époque, et les trois derniéres
observations quand il s’agira de la seconde époque. Considérons, en
particulier, les trois observations qui serviront & déterminer les va-
leurs des inconnues correspondantes & la premicre époque. Des trois
inconnues qui représenteront la longitude géocentrique, sa dérivée
du premier ordre et sa dérivée du second ordre, la dernitre, ou la
dérivée du second ordre, étant celle dont la valeur sera généralement
la moins exacte, sera aussi celle qu’il conviendra de déterminer avee
une plus grande précision. D'ailleurs, cette dérivée aura pour valeur
approchée une fonction interpolaire du second ordre, déduite des
trois premiéres observations. Ajoutons que la différence de cette va-
leur approchée a la valeur véritable sera proportionnelle & une valeur
moyenne de la dérivée du quatriéme ordre seulement, si 'on choisit
pour premiére époque la moyenne arithmétique entre les ¢poques des
trois observations. Remarquons enfin que, I'intervalle des deux obser-
vations extrémes restant le méme, l'influence des erreurs d’obscrva-
tion sur la valeur de la fonction interpolaire sera la moindre possible,
si observation intermédiaire est séparée des deux autres par des’in-
tervalles sensiblement égaux. Adoptons ces hypothéses, et nommons
i intervalle de temps qui séparera la seconde observation de chacune
des deux autres. L’erreur que 'on commettra en prenant pour valeur
de la fonction dérivée du second ordre la valeur de la fonction inter-
polaire du second ordre, tirée des trois observations, se composera de
deux parties proportionnelles, I'une au carré de ¢, 'autre au carré

1 . “ I, P
de 5 les coefficients de * et de 5 étant, d’une part, 24, d’autre part,

une valeur moyenne / de la fonction dérivée du quatriéme ordre; et
I'erreur totale, divisée par 24, sera la plus petite possible, lorsque ces
deux parties seront égales, abstraction faite du signe. Cette égalité
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fournira un moyen simple de détermination pour la valeur qu’il con-
viendra d’attribuer a intervalle . En effet, on peut d’abord, de cinq,
six, sept observations... éloignées les unes des autres, déduire les va-
leurs de fonctions interpolaires du premier, du second, du troisieme
et du quatricme ordre; et celles-ci représentent précisément des va-
leurs moyennes des dérivées des mémes ordres, respectivement divi-
sées par les nombres 1, 2, 6, 24, ou du moins ces valeurs moyennes
affectées d’erreurs trés petites, qui sont produites par les observa-
tions, et dont les limites sont connues. On connaitra donc une valeur
approchée de /, et il n’est méme pas nécessaire qu’ici 'approximation
soit considérable; car, pour remplir la condition indiquée, ¢ devra
étre réciproquement proportionnel & la racine quatrieme de /; et par
suite, la valeur de l'intervalle ne sera pas diminuée ou augmentée
d’un cinquieme, si { est doublé ou réduit & la moitié de sa valeur.

La valeur de ¢ étant calculée comme on vient de le dire, pour le cas
ot la fonction principale se réduit a la longitude géocentrique, on
choisira trois observations de manicre que la premiere et la troisieme
soient séparées de la seconde par des intervalles de temps égaux a ¢,
ou du moins par des intervalles aussi rapprochés de ¢ qu'il sera pos-
sible; et alors nos formules fourniront avee la longitude et la latitude
géocentriques leurs dérivées du premier et du second ordre relatives
4 une premicre époque, qui sera la moyenne arithmétique entre les
¢poques des trois observations, ou du moins clles fourniront les
valeurs approchées de ces inconnues avec un degré d’approximation
indiqué par le calcul méme.

Les valeurs des mémes inconnues, correspondantes & une seconde
tpoque, se déduiront par le méme procédé, ou d’une quatriéme obser-
vation jointe & deux des trois premiéres, ou micux encore de trois
observations nouvelles; et alors les formules (7), (8) du Mémoire du
27 décembre fourniront le moyen de déterminer immédiatement P'or-
bite de I'astre observé.

On remarquera que, dans la méthode précédente, on commence par
fixer I'intervalle de temps qui doit séparer I'une de I'autre deux obser-
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vations admises & concourir 4 la détermination d’une orbite. Cette
fixation dispense souvent le calculatcur de travaux inutiles, qu’il se
verrait a regret forcé de refaire en entier avec des données différentes
de celles qui servaient de base & un premier calcul.

En effet, les erreurs qui affectent les inconnues dont il s’agit d’ob-
tenir ici les valeurs proviennent, les unes des inexactitudes des obser-
vations, les autres de 'inexactitude des formules que I’on emploie. De
ces deux sortes d’erreurs, les premiéres augmentent quand on rap-
proche, ct les derniéres quand on ¢éloigne les observations. Il y avait
donc ici lieu de chercher & quelle distance deux observations consécu-
tives doivent étre placées pour que 'erreur totale & craindre soit un
minimum. Les avantages qui résultent évidemment de la solution de
ce dernier probléme me permettent d’espérer un accueil favorable des
astronomes pour ce nouveau travail que leur bicnveillance m’a encou-
ragé a poursuivre, et que je me propose de reproduire avec de plus
amples développements dans mes Ezercices d’Analyse et de Physique
mathématique.

J'ajouterai qu’on peut encore,obtenir une détermination trés simple
des ¢léments de I'orbite d’un astre, en appliquant les principes ci-
dessus exposés aux formules données par Lagrange dans le Mémoire
de 1780, ou plutot aux équations dans lesquelles se transforment ces
formules, quand les observations voisines se rapprochent indéfini-
ment. C’est, au reste, cc que j'expliquerai plus en détail dans un autre
article. A

393.

AsTrONOMIE. — Formules pour la détermination des orbites des planétes

et des cometes.

C. R., T. XXVI, p. 57 (17 janvicr 1848).

Pour obtenir une détermination trés rapide et méme tres exacte
des éléments de P'orbite d’un astre, il suffit d’appliquer les principes
OFuvres de C. — S. 1, t. X, 58
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exposés dans la précédente séance aux formules données par Lagrange
dans le Mémoire de 1780, ou plutdt aux équations dans lesquelles se
transforment ces formules, quand les observations voisines se rappro-
chent indéfiniment. On peut d’ailleurs résoudre aisément ces der-
nieres équations, quand on commence par déterminer approximative-
ment les inconnues, i I'aide de I'équation linéaire qui existe entre les
trois projections algébriques de I'aire que décrit le rayon vecteur
mené du Soleil & 'astre observé (voir la séance du 27 décembre 1847).
Alors les seules quantités qui entreront dans le calcul seront des va-
leurs particuliéres de certaines variables et de leurs dérivées du pre-
micr ordre. D’ailleurs, ces valeurs particuliéres pourront se déduire
de quatre ohservations de I'astre, jointes aux formules trés simples
que je vais indiquer.

ANALYSE.

Soient ¢,, ¢,, 5, ... diverses valeurs particulicres attribuées au
temps ¢; soit, de plus, ¢ = f(¢) unc fonction continue du temps ¢, et
posons .

f(¢,¢) = L(ﬁ)__fff_), f(¢, by, L) = r_(.&_ﬁ_)___f(.f’_’._‘.) ,
ty—t . t,— ¢
Alors f(¢,¢t,), f(¢,¢,,¢,), ... seront ce que M. Ampére a nommé des
Jonctions interpolaires des divers ordres, issues les unes des autres, et

'on aura

f(e) =10(6) + (¢ —4) (4 ¢)
(1) ( =f(6) ~(t— )L, ta) 4 (. — &) (£ — ) (L, L4y t5)

Alors aussi les quantités

f(t’ ‘I)» f(tn [l)’ f(‘:v ta)r ceey
f(" ‘htl)v f(t,,t,, FI)’ vty
' f(" ‘l) th ‘!)1 tecy
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seront celles que Laplace a désignées par

6?) a?l! 6?!9 sy
ote, &9, ...,

(3)

e, ...,
Enfin, les fonctions
) (¢, ), f£(L,¢,t), f(¢,¢0¢,¢),

se réduiront respectivement aux suivantes :
] l " __'___ " .
(%) vy, S0, 500, -5

et chacune des fonctions interpolaires comprises dans la premiére, la
deuxiéme, la troisieme, ... ligne horizontale du Tableau (2) ou (3)
sera une valeur moyenne du premier, du second, du troisiéme, ...
terme de la suite (4) ou (3), c’est-d-dive une valeur de ce terme cor-
respondante i une valeur du temps ¢, comprise entre la plus petite ct
la plus grande de celles qui concourent a la formation de la fonction
interpolaire. Donc, si 'on connait 7 valeurs particuliéres de la fone-
tion f(¢) correspondantes a des valeurs de ¢ comprises entre certaines
limites, la formation des fonctions interpolaires fournira immédiate-
ment m — 1 valeurs particulieres de f'(¢), m — 2 valeurs particulieres
de 1£7(¢), ..., correspondantes a des valeurs de ¢ toujours renfermées
entre les limites dont il s’agit. Il y a plus : je démontre que, dans le
cas ol la suite (4) est rapidement décroissante, ct ol les temps ¢, ¢,,
23, ..., rangés suivant leur ordre de grandeur, ne sont pas tres diffé-
rents les uns des autres, les fonctions interpolaires

(6) f( ll’ t?)’ r(ll’ l” ta)’ f( tl’ [i’ tﬂ) t‘))

représentent i trés peu pres les valeurs des termes de la suite (5) cor-
respondantes aux valeurs de ¢, exprimées par les rapports

L+t L+ b+ & b by byt
(7) pat ey
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On tire de la formule (1)

f(e) =0(t) +(¢— &) f(t,ts) + (t— ) (Lt— 1) £(L by b)),

8
) FI) =F(Ly, ty) + (2t — &, — L) T(¢, &4y L) + (E— &) (E— &) f(t,t,t.,tz)-

+
Si, dans ces dernitres formules, on suppose ¢ = —1—5-, lel‘b, en fai-

sant, pour abréger, '
t—t=1t,—t =1,
(&t ts) =k, f(¢, ¢, by, t) =L,
on trouvera
f(¢e) = g.(_l.‘li'_[(_i’_) — 2k,

(9)
f(tl) r(‘ ) i,l.

Tt

f’(t)—

Si, dans une premiére approximation, on néglige les termes i*4, %/,
on aura simplement

(10) f(¢) = f(‘?.)_*i.‘l‘_)_

(1) (o= =),

ot les erreurs commises, en vertu de la substitution des formules (10)
aux formules (9), seront représentées par les valeurs numériques des
produits

a3k, &l

Mais, lorsque la suite (4) ou (5) scra une suite rapidement décrois-
sante, on pourra, comme on I’a vu, calculer approximativement di-
verses valeurs particulitres des fonctions f'(¢), § f”(¢) correspondantes
h diverses valeurs de 2. Donc alors aussi on connaitra des valeurs
approchées des coefficients £, /, qui seront sensiblement égaux aux
valcurs de f'(¢) et de 3f”(¢) correspondantes & la valeur de ¢ repré-

ot by by
sentée par le rapport =——

Dans I'application des formules précédentes a I'Astronomie, f(2)
pourra représenter, par exemple, la longitude ou la latitude géocen-
trique de I’astre observé. Supposons, pour fixer les idées, que p =f(¢)
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représente la longitude géocentrique. Alors, des deux fonctions f(¢),
f'(¢), la seconde sera celle dont les valeurs particulieres, tirées des
observations, seront généralement moins exactes, et par conséquent
celle qu'il conviendra de déterminer avec une plus grande précision.
D’ailleurs, si 'on nomme d I'crreur qui peut résulter, pour une va-
leur particuliere de f(¢), de 'inexactitude des observations, le second

membre de la formule (11) pourra étre, pour cette raison, affecté

d’une erreur représentée, au signe prés, par le rapport hoh 4,
24] [

Donc la somme des erreurs qui proviendront : 1° de I'inexactitude de
la formule (11), 2° de I'inexactitude dgs observations, pourra s’élever,
abstraction faite du signe, jusqu’a la limite

d

=+ 2L
[

Or cette somme deviendra un minimum, lorsque, la premitre erreur
étant la moiti¢ de la seconde, U'intervalle ¢ vérifiera la condition

(12) ‘= (;41)'.}'

Cette derniére équation détermine la valeur qu’il convient d’assigner
a I'intervalle 2/ compris entre deux observations admises & concourir
a la détermination du plan de Uorbite d'un astre. Si I'on veut, par
exemple, appliquer la formule (12) & la planéte Hébé, en partant des
observations faites dans le mois de juillet 1847, on trouvera pour va-
leur moyenne de /, un nombre peu différent de o0,05; et par suite la
formule (12) donnera

(13) i =(10d)}.

Si, pour fixer les idées, on prend & = 4", on aura ¢t = 3,4 environ.
Donc alors i devra étre de 3 & 4 jours, et 'intervalle 2: compris entre
deux observations consécutives, de 6 a 8 jours, s’il est possible.

Nous remarquons en finissant que, dans les valeurs de f(¢), f'(¢),
fournies par les formules (10) et (11), on pourra, si I'on veut, corriger
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approximativement les erreurs produites par I'inexactitude de ces for-
mules, puisqu’on connaitra les valeurs approchées des produits i*£,
i2/. Mais il n’en scra pas de méme des erreurs produites par I'inexacti-
tude des observations. On connaitra sculement les limites probables
de ces dernikres erreurs; mais leur signe restera inconnu dans ce pre-
mier calcul.

Remarquons encore que, si a la somme des erreurs provenant des
deux causes ci-dessus indiquées on substituait la somme des carrés de
ces erreurs, on obtiendrait,  la place de la formule (13), la suivante

(14) {=: (;3:;) :l,lB(:;—lZ-l-) )

de laquelle on déduirait une valeur de ¢ peu différente de celle que
fournit I’équation (12).

394.

OvtiQue. — Note sur la lumicre réflechie par la surface d’un corps opaque,
et specialement d’un metal.

C. R., T. XXVI, p. 86 (17 janvier 1848).

Concevons que I'on fasse tomber un rayon lumineux sur la surface
d’un corps opaque, mais isophane, par exemple d’un métal, et nom-
mons 7 I’angle d’incidence formé par le rayon lumineux avec la nor-
male & la surface réfléchissante. Soient d’ailleurs @, € deux constantes
tellement choisics, que les deux produits

® cose, Osine

représentent, sous I'incidence perpendiculaire, d’une part I'indice de
réfraction, d’autre part le coefficient d’extinction. Les formules que
j'ai données dans les Comptes rendus de 1836 et de 1839 pour la
réflexion de la lumiere a la surface des métaux se déduiront, comme
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je I'ai dit, des équations de condition plaéées sous les numéros (24)
et (25) dans la 7° livraison des Nouveauxr Exercices de Mathéma-
tigues (p. 203), et rappelées dans le Tome VIII des Comptes rendus
(p- 970) (*)- :

En partant de ces équations de condition, et ¢n représentant I'in-
tensité de la lumiere par I* ou par J*, suivant que le rayon incident
est polarisé perpendiculairement au plan d’incidence ou paralléle-
ment & ce plan, on trouve, sous 'incidence perpendiculaire,

(1) l’:.l‘::tang(u[a——;:—)’

la valeur de ¢ étant donnée par la formule
(2) ~coty == cose sin(2 arc tang®),

et, sous I'incidence oblique,
3) . l‘:tang(cpw %); J’:lang(x—g—)-
les valeurs de ¢, x étant déterminées par les formules

‘ coty == cos(2¢g — v) sin (2 arc tang o gdé_i-)’
(4) ¢

. COST
( coly = cosv sin (2 arc lang ——U-—>,

dans lesquelles on a
. . 'i
~ sint . ?IAI)?E
(3) cot(av—e) = cote cos(z arctang~6—>, U"(sinzu)

Si le rayon incident est polarisé suivant un plan quelconque, il
pourra du moins étre décomposé en deux autres rayons polarisés, 'un
suivant le plan d’incidence, I'autre perpendiculairement a ce plan,
par conséquent en deux rayons dont les intensités respectives seront
fournies par les équations (1) ou (3). Si, d'ailleurs, on suppose ces
deux rayons doués, avant la réflexion, de la polarisation rectiligne,

en sorte que leurs nceuds coincident, la réflexion opérée par la sur-

(’)‘ OEugres de Cauchy, S. 1, T. 1V, p. 342.
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face métallique séparera ces mémes nceuds; et, si & représente, aprés
la réflexion, la différence entre les phases des deux rayons dont il
s’agit, on aura

(6) tangd = tangaw sinv,

P'angle w étant déterminé par la formule

U
7) tangw = i tangt

Les formules qui précédent supposent connues les valeurs de 0 et
de e relatives a chaque métal. Pour déterminer ces valeurs, il suffit de
considérer le cas particulier ou I'angle 7 se réduit a I'incidence prin-
cipale, désignée par M. Brewster sous le nom de the mazximum pola-
rising angle. Alors I'angle § cst de 45°, et les formules (6), (7)
donnent

0= U = sint langr.
Alors, aussi, 'on a
v = 2ll,
IT désignant 'azimut de réflexion, ¢’est-a-dire ce que devient ’azimut
du rayon réfléchi, quand I'azimut du rayon incident est la moitié d’un
angle droit; et I'on tire des formules (5)

<1 2
. . ) tane. _ _ (3in2v
(8) tang(2¢e — v) == langv cos(x —21), @ (sinze v

Les formules (8) permettent de calculer pour chaque métal le
cocflicient d’extinction et l'indice de réfraction. Comme je I'ai déja
remarqué dans un autre Mémoire, I'indice de réfraction d’'un métal
est beaucoup plus petit qu’on ne le supposait communément. Ainsi,
par exemple, on se disputéit pour savoir si l'indice de réfraction du
mercure était 4,9 ou 5,8. Cet indice est en réalité 1,7, ou environ
trois fois plus petit qu’on ne le croyait.

Comme, pour les divers métaux, le rapport é est peu considérable,

il en résulte que, dans la réfraction sur un métal, les formules (5)
donnent sensiblement
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Par suite aussi, le coefficient d’extinction et I'indice de réfraction
n’éprouvent que des variations peu sensibles, quand le rayon inci-
dent s’écarte de la normale a la surface réfléchissante, et les for-
mules (4) peuvent étre, dans une premiére approximation, rempla-
cées par les suivantes :

I coly = cose sin (2 arc tang(_)~—£—;-),
(9) COST

. COST
Cle —= COSE sIn <2 arc tang ~—e—->-

Les formules (9), appliquées a 'acier, depuis 7 == o® jusqu’a 7 = 75°,
m’ont donné, & moins d’un centieme pres, les mémes résultats que les
formules (4); et ces résultats se sont trouvés d’accord avec les expé-
ricnces que M. Brewster a fait connaitre dans son Mémoire de 1833.

395.

AsTtroNOMIE. — Rapport sur divers Mémoires de M. Micuaw, relatifs
a la détermination des orbites des planétes et des cometes.

C. R., T. XXVI, p. 88 (17 janvier 1848).

I’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui
rendre compte de divers Mémoires de M. Michal, relatifs & la détermi-
nation de 'orbite d’une planéte ou d’une cométe. Parmi les méthodes
proposées par 'auteur, les unes se rapportent i des cas particuliers,
par exemple au cas ot 'excentricité de 'orbite est tres petite, ou bien
encore au cas ou les ohservations données ont été faites dans les con-
jonctions ou dans les oppositions. D’autres, au contraire, se rap-
portent 4 une orbite quelconque. Entrons, i I'égard de ces dernieres,
dans quelques détails.

OFuvres de C. — S. 1, t. X. 59
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L'une des méthodes présentées par M. Michal, pour le cas d’une
orbite quelconque, n’est pas sans analogie avec celle que M. de Gas-
paris (') a donnée dans un Mémoire sur lequel nous avons fait un
Rapport & ’Académie, par conséquent avec la méthode proposée par
Lagrange dans les Ephémerides de Berlin de 1783, et reproduite dans
la Connaissance des Temps pour I'année 1821. Comme M. de Gasparis,
M. Michal a substitué a I'’équation du troisitme degré établie par
Lagrange entre les deux constantes qui déterminent le plan de I'or-
bite, une équation du second degré. Mais, dans I'un des Mémoires
de M. Michal, celle-ci renferme, au licu des longitude et latitude géo-
centriques fournies par deux couples d’observations, qui, prises deux
a deux, sont supposées trés voisines, les longitude et latitude géocen-
triques fournies par une seule observation, avec leurs dérivées du
premier et du second ordre. De plus, M. Michal a remarqué que
I’équation finale, produite par I’élimination de 'une des deux incon-
nues entre I'équation trouvée et une seconde ¢quation de méme forme,
s’abaisse du quatrieme degré au troisieme. La raison en est que les
deux équations du sccond degré entre lesquelles I'élimination s’cf-
fectuc ne renferment pas de terme constant. Donc I'équation finale
du quatricme degré admeltra une racine nulle, dont elle pourra étre
débarrassée immédiatement.

On sait que, pour la détermination de I'orbite d’un astre, trois
observations suffisent & la rigucur. Si 'on en donne un plus grand
nombre, la solution du probleme pourra naturellement étre réduite
a une équation du premier degré. C’est aussi ce qu’a trouvé M. Michal.
11 prouve, d’ailleurs, qu'on peut alors obtenir, entre les projections
de I'aire décrite par le rayon vecteur mené de la Terre au Soleil, une
équation séparée qui ne renferme que des dérivées du premier et du
second ordre. Mais il ne faudrait pas croire que trois équations de
cette forme déterminassent les trois projections dont il s’agit. Elles

(1) Le premicr des Mémoires de M. Michal a été présenté & ’Académie huit jours aprés
lo Mémoiro de M. de Gasparis.
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déterminent seulement, et 'un de nous, apres avoir obtenu la méme
équation vers la méme époque, en faisait la remarque, le rapport de
celles de ces projections qui ne se mesurent pas dans le plan de I'éclip-
tique.

En résumé, les Commissaires pensent que plusieurs des formules
présentées par M. Michal peuvent étre utilement employées dans la
détermination des orbites des planétes et des cométes, et ils pro-
posent en conséquence, i I'’Académice, de voter des remerciments &
l'auteur du Mémoire.

396.

AsTroNOMIE. — Formules pour la détermination des orbites des planctes
et des cometes (suite).

C. R., T. XXVI, p. 133 (34 janvior 1848).

Vai cherché dans la derniére séance la valeur qu’il convient d’assi-
gner A U'intervalle compris entre deux observations admises & con-
courir a la détermination de I'orbite d’un astre. Cet intervalle une
fois trouvé, il reste  savoir quelles seront les inconnues dont il con-
viendra de fixer d’abord les valeurs. Or toutes les méthodes employées
pour une premiére détermination des inconnues introduisent dans
le calcul les dérivées des variables, ov du moins leurs valeurs appro-
chées représentées par des rapports de différences relatives i de trés
petits accroissements du temps; ct, comme ces dérivées sc calculent
avec d’autant moins de précision qu’clles sont d’un ordre plus élevé,
il importe de faire en sorte que la solution du probléme dépende uni-
quement, s'il est possible, de formules qui ne renferment que des
dérivées ou des différences du premier ordre. Cette condition est
remplie pour les formules que Lagrange a données dans le Mémoire
de 1780, comme propres a fournir I'inclinaison de I'orbite de I'astre
observé avec la longitude du nceud ascendant, & 'aide de trois couples
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d’observations qui, prises deux 4 deux, sont trés voisines I'une de
Pautre. Il est vrai que les formules de Lagrange sont séulement ap-
proximatives; mais on peut les convertir en formules rigoureuses en
supposant que deux observations voisines se rapprochent indéfini-
ment. Alors la formule de laquelle Lagrange est parti se transforme
en une équation du second degré entre les trois projections algé-
briques de I'aire décrite dans I'unité de temps par le rayon vecteur
mené du Soleil & P'astre que I'on considere. 11 est vrai encore que
I'élimination de deux inconnues entre trois équations semblables a
conduit Lagrange & une équation finale du septieme degré, qui,
comme je I'ai fait voir, peut étre abaissée au sixiéme. Mais on évite
la résolution de cette équation finale en résolvant simultanément
par la méthode linéaire les trois équations qu’elle remplace, aprés
avoir obtenu des valeurs approchées des trois inconnues i P'aide de
I'équation linéaire qui existe entre elles. Alors on obtient, pour la
détermination d’une orbite quelconque, une méthode simple et facile
qui donne immédiatement avec une grande exactitude le demi-para-
meétre et la position du plan de I'orbite & I'aide des données fournies
par quatre observations seulement.

ANALYSE.

Soient, au bout du temps ¢,

¢, 0 la longitude et la latitude géocentriques de Iastre;
o la longitude héliocentrique de la Terre;
R la distance de la Terre au Soleil.

Soient encore

H le double de 'aire décrite, dans I'unité de temps, par le rayon vec-
teur 7 mené de I’astre au Soleil;

U, V, W les projections algébriques de cette aire sur les plans des
coordonnées, le plan de I'écliptique étant pris pour plan des z, y;

C l'aire décrite, dans 'unité de temps, par le rayon R.
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Posons d’ailleurs, pour abréger,
— C0s? v SN9
~ tangd’ ~ tangf’
LceosI=D,p, Lsinll=Dyy,
M = £ cos(w —1I), XN = L sin(w —1I),
R =R,

En rapprochant indéfiniment deux observations voisines, on réduira
la formule de. Lagrange & I'équation

()  (pU+vV+W)(pU+vV 4+ W —C):=R(Ucosw + Vsinw).

Trois équations semblables a celles-ci détermineront les valeurs des
trois inconnues U, V, W. Il est vrai que I'élimination de W et de
W — C fournirait une équation finale du sixieme degré en % Mais,
au lieu de résoudre cette équation finale, on peut appliquer la mé-
thode linéaire a la résolution simultanée des trois équations qui la
produisent, aprés avoir déterminé les valeurs approchées des incon-
nues & l'aide de I'équation linéaire qui existe entre elles. Si I'on pose,

pour abréger, )
20 =D,1& + cot(w — II)D,w,

la lettre 1 indiquant un logarithme hyperbolique, et Parc @ étant
exprimé en parties du rayon pris pour unité, I'équation linéaire dont
il s’agit sera

(2) QU+QV+W—C=o.

Par suite, si I’on pose encore

A9 cosw — ADsinm

3 =VD,pb3 —DvAR ’

A2, A9 étant les accroissements de ¢ et 9 correspondants a I'accrois-
sement Az du temps ¢, on aura

3 U__V_ W—C _ A3 —C
@) AT AT T 9ACT—%A4%  "D,pA2—DyAT
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Cette derniére équation détermine immédiatement les premiéres
valeurs approchées des trois inconnues U, V, w.

1l est bon'de remarquer qué I'équation (1) peut étre immédiate-
ment fournie par I'élimination de v entre les deux formules

+(Ucoso cosf + Vsing cosf + Wsinf) =— R(Ucosw + Vsinw),

A
(4) Ucoso cosh + Vsing cos0 + (W — C) sin0 =— b Rsin0,

¢ étant la distance de la Terre i 'astre observé. D’ailleurs, pour éta-
blir directement les équations (4), il suffit de déterminer les cosinus
des angles que la direction du rayon « forme avec les moments linéaires
des vitesses absolue ct apparente de cet astre, le centre du Soleil étant
pris pour origine des moments.

Les Exercices d’Analyse et de Physique mathématique offriront de
plus amples développements sur la formation et I'application des
formules (1), (2), (3). Je montrerai en méme temps les rapports
qui existent entre ces formules et celles qui ont été données par
d’autres auteurs ou par moi-méme, spécialement avec les formules
de MM. de Gasparis et Michal.

397.

AstroNoMIE. — Formules pour la détermination des orbites des planétes
et des cométes (suite).

C. R., T. XXVI, p. 157 (31 janvier 1848).

Les formules que j’ai mentionnées dans la séance du 24 janvier
fournissent, comme je I'ai dit, le moyen d’obtenir avec une grande
exactitude le plan de 'orbite d’une planéte ou d’une comete, avec le
demi-parameétre, & I'aide des données fournies par quatre observa-
tions. 1l reste & examiner quelle est la méthode qu’il convient de
suivre, et quelles sont les formules qu’il convient d’employer, lorsque
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les observations données, ou du moins celles dont on se propose de
faire usage, sont au nombre de trois seulement.

Dans cette derniére hypothése, il parait utile de commencer par
fixer la distance de V’astre observé au Soleil. Or, comme on le sait, la
valeur de cette distance est fournie par une équation du septiéme
degré, dans laquelle entrent des dérivées du premier ct du second
ordre correspondantes a une certaine époque. D’ailleurs, le choix de
cette époque n'est pas, il s’en faut de beaucoup, sans importance, et
de ce choix peut dépendre tout le succes de Popération. En cffet, le
degré d’approximation avec lequel s'obticndra la distance cherchée
dépendra surtout du degré d’exactitude des dérivées du second ordre.
D’ailleurs, en vertu des principes établis dans la séance du 17 janvier,
si ’on considére une quelconque des quantités variables comme fonc-
tion du temps ¢, la fonction interpolaire du second ordre correspon-
dante a trois observations données représentera sensiblement la moitié
de la dérivée du second ordre, non pour une valeur quelconque de ¢,
mais spécialement pour celle qui est la moyenne arithmétique entre
les époques des trois observations. C'est donc cette dernire valeur
de ¢ qui devra étre choisie de préférence, et I'époque qu'elle indi-
quera sera celle pour laquelle on pourra espérer d’obtenir avec une
exactitude suffisante la distance du Soleil a I'astre obscrvé. D'ailleurs,
cette distance étant connue, les divers éléments de I'orbite 1')0u1'ront
étre déterminés approximativement, et corrigés ensuite i I'aide des
formules établies dans la séance du 15 novembre. Alors, les résultats
définitifs du calcul étant déduits de la méthode linéaire appliquée a
des formules qui ne renfermeront plus aucune dérivée, le degré de
précision des éléments trouvés d:'apendra uniquement du degré d’exac-
titude des trois observations employées.

Je ferai ici, en passant, quelques remarques qui ne seront pas sans
utilité.

Il importe de rendre tres facile la formation et la résolution de
I'équation du septiéme degré, dans laquelle 'inconnue est la distance
de la Tetre a I'astre observé. On verra dans ce Mémoire que I'on peut
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déduire immédiatement cette équation fondamentale de la seule con-
sidération dc la force centrifuge correspondante, non pas a la vitesse
absoluc de I'astre, mais & la vitesse apparente du point ou le rayon
vecteur mené de la Terre a I'astre rencontre un plan parallele au plan
de I'écliptique. Si, d’ailleurs, comme I'a fait M. Binet, on applique a
I’équation trouvée le théoréme de Rolle, on obtiendra sans peine des
limites entre lesquelles tomberont les deux racines réelles et positives
propres A vérificr cette équation, et, par suite, ces racines elles-
meémes.

Dans une précédente séance, j'ai remarqué que I'équation finale,
a laquelle Lagrange est parvenu dans le Mémoire de 1780, peut étre
abaissée du septiéme degré au sixieme. Pour démontrer dircctement
la possibilité de cet abaissement, il suffit d’observer que les équations
du deuxiéme degré, entre lesquelles I'élimination s’effectue, peuvent
étre vérifiées par deux systémes de valeurs des inconnues. Il en ré-
sulte que I'équation tinale du huitieme degré, i laquelle on sera con-
duit par I'élimination, renfermera deux racines étrangtres a la ques-
tion. Elle pourra donc étre abaissée du huitiéme degré au sixieme,
conformément & la remarque que je viens de rappeler. -

ANALYSE.

§ I. — Sur quelques formules de Mécanique.

Considérons un point matériel A qui se meut librement dans Ies-
pace, ct soient, au bout du temps ¢,
x, y, s les coordonnées de ce point par rapport a trois axes rectangu-
laires entre eux; : '
rla distance du méme point a I'origine O des coordonnées;
o sa vitesse; '
P la force accélératrice appliquée au point dont il s’agit.
Les projections algébriques de la vitesse w et de la force P sur les
axes des coordonnées seront respectivement

Dz, D.y, D3, D}z, Di}y, D}s.
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Cela posé, concevons d’abord que le point matériel se meuve dans
un plan paralléle au plan des z, y, et nommons p le rayon de courbure
de la courbe décrite. On aura

D,zD}y —D,¥vDlx

(1) PR =

I .

f—’,

et, si I'on suppose le rayon de courbure p mesuré a partir de la courbe
décrite, les cosinus des angles formés par la direction de ce rayon
avec les demi-axes des & et y positives seront respectivement égaux
aux produits

ot Dy @ D&
p Dz Diy =Dybiz’ 7 DDy —Dybiw

Considérons maintenant le cas général o le point matéricl se meut
d’une maniére quelconque dans 'espace, et posons, dans ce cas,

Z oS, Y VS,

Alors p, v seront les tangentes trigonométriques des angles formés par
les projections du rayon vecteur sur les plans coordonnés des z, 5 et
des y, 5 avec le demi-axe des s positives. Alors aussi les projections
algébriques D, D}y, D} s de la force accélératrice P pourront étre
présentées sous les formes

pDis+aDpDs+3Dp, vDis+aDovDs+ 3Dy, Dis
Par suite, la force P pourra étre décomposée en deux autres Q, R,
dont la premiére, correspondante aux projections algébriques
e Dis, vDis, Dis,
sera dirigée suivant le rayon vecteur 7, tandis que la seconde R, cor-
respondante aux projections algébriques
aDp Dz +35D, 2DvDis+3DFy, o

sera comprise dans le plan mené par le point A parallélement au plan
des x, y. 11y a plus : nommons ABC la trace de ce dernier plan sur le

cone qui a pour sommet l'origine O, et pour base la courbe décrite
OFuvres de C. — S. 1, 1. X. 60
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par le point matériel. Soit d’ailleurs a le point ou la droite OA ren-
contre le plan mené parallélement au plan des x, y, mais a la dis-
tance 1, du coté des s positives, et nommons abe la trace de ce méme
plan sur le cone dont il s’agit. La force R sc décomposera elle-méme
en deux autres R’, R”, dont I'unc R% correspondante aux projections
algébriques
2D, D5, 2Dv D53,

sera dirigée suivant la tangente menée par le point A 4 la courbe ABC,
tandis que la force R”, correspondante aux projections algébriques

sD}p, 5D}y,

sera le produit de s par la force S, correspondante aux projections
algébriques D; @, D}v, c’est-a-dire par la force S a laquelle pourra étre
attribué le mouvement du point @ supposé libre sur la courbe abe.
Enfin, si 'on nomme ¢ le rayon de courbure de la courbe abe, et 2 la
vitesse du point @ sur cette courbe, on aura

(2) s?== (Dyp)t-+ (Dv)}
DipDiv—DoyDip 1

— Y

83 r

(3)

et les cosinus des angles formés par la direction des forces R”, S avee
les demi-axes des @ et y positives seront

L A D,y 82 D.p

¢ DD}y l),ul)fy.’ 3 D,.p.l)ﬂ»—'-ml),*fl)'}—;f
Donc, puisque les projections algébriques de la force R sur les axes

des x et y sont
3D}, zD}y,

on aura simplement

2

=%z,

T
Maie 8 . e . . .
Mais - représente précisément la force centrifuge due & la vitesse 2.
On peut donc énoncer la proposition suivante, qu’il est, au reste,
facile d’établir sans calcul.
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THEOREME. — Supposons qu’un point matériel A, dont les coordonnces
rectangulaires, rapportées a lorigine O, sont z, y, 3, se meuve librement
dans U'espace, en vertu d’une certaine force accélératrice P. Supposons
d’ailleurs que deux plans paralléles au plan des x, y soient menes, l'un
par le point A, Uautre par le point-a situé sur le rayon OA, a la distance 1
du plan des x, y. Enfin, soient ABC, abc les traces de ces deux plans sur
le cone que deécrit la droite OA, et décomposons la force P en deux autres
Q, .R, dirigées, 'une suivant le rayon vecteur OA, l'autre suivant une
droite comprise dans un plar perpendiculaire a U'axe des 5. St 'on pro-
Jette la force R sur le rayon de courbure de la courbe ABC, le rapport de
la projection a U'ordonnée s sera représendé, au signe pres, par la force
centrifuge due a la vitesse apparente du point a sur la courbe abe, pour
un observateur place au point ().

§ 1. -~ Sur Uéquation fondamentale a Uaide de laquelle se déterminent
les distances d’une planéte ou d’une cométe a la Terre ou au Soleil.

Conservons les notations adoptées dans la séance du 24 janvier.
Soient d’ailleurs K la force attractive du Soleil, mesurée i 'unité de
distance, r la distance du centre du Soleil au centre A de Pastre ob-
servé, ct &, y, 5 les coordonnées du point A. L’action du Soleil sur
Pastre observé aura pour projections algébriques sur les axes coor-

donnés
Kz Ky Kz

_

—y - : -
’..\ l-.l 8

tandis que I'action du Soleil sur la Terre aura pour projections algé-
briques
Kx Ky

R®’ R+’

0,

X, y étant les coordonnées de la Terre. D’ailleurs, les coordonnées
relatives '
x—X, y—Y, %

sont les projections algébriques de la distance « de la Terre i I'astre

observé. Done, si 'on nomme P la résultante de I'attraction -’l%, et
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K .
d’une force égale mais directement opposée & I'attraction g ot st

I’on décompose la force P appliquée au point 4 en deux forces P’, P
dirigées, I'une suivant le rayon vecteur «, I'autre suivant une droite
comprise dans un plan perpendiculaire & I'axe des s, les projections
algébriques de la force P” sur les axes coordonnés seront

(ot 1ol 2) -

Vailleurs, le mouvement apparent de I'astre pour un observateur
placé au centre O de la Terre pourra étre attribué i la force P; et, i
I'on nomme ABC la trace du,plan mené par le point A parallélement
au plan des x, y sur le cone décrit par la droite OA, la projection de
la force P” sur la normale & la courbe ABC devra étre égale, au signe
pres, a la force centrifuge due & la vitesse apparente du point A sur la
méme courbe. D’autre part, le rayon de courbure de cette derniére
courbe sera égal, au signe pres, a

ts3,

la valeur de ¢ étant celle que déterminent les formules (2) et (3) du
§ I. Cela posé, le théoréme énoncé dans le § I fournira I'équation

() "‘A(lv“#)’

la valeur de 4 étant déterminée par la formule

1 _ sinf DpDiv-—-DvDip

() 77 KR sinw DypZcosw v’

dans laquelle on aura

DipDiv—DwDip=+ ‘:‘[(DIIJ-)! ~+ ( D:V)’];-

Ajoutons que, si I'on nomme == sf la force centrifuge due 2 la vitesse
apparente du point A sur la courbe ABC, I'équation (2) donnera sim-
plement

(3) A»_,_'Kltcos(ﬂ f‘)

; Isin@
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Ainsi la valeur du coefficient A se déduit immédiatement de celle de
la force centrifuge f. D’ailleurs, I'6quation (1) une fois établie, il suffit
d’en éliminer ¢ & I'aide de la formule

r*=R?*+ 2Rccos(p — @) cosb + ¢,

pour obtenir ’équation qui détermine la distance 7.

398.

AsTRONOMIE. — Formules pour la détermination.des orbites des planétes

et des cométes (suite).

C. R., T. XXVI, p. 236 (21 [évrier 1848).

e

Lorsqu’on veut, a I'aide de trois observations, déterminer la dis-
tance d’une planéte ou d’une cométe au Soleil ou & la Terre, on
arrive, comme I'on sait, 3 une équation du septiecme degré. Si d’ail-
leurs on applique a équation trouvée le théoréme de Rolle, et pre-
nant pour inconnue la distance de I'astre observé a la Terre, on en
conclut, comme I'a remarqué M. Binet, que I'équation ne peut ad-
mettre plus de quatre racines réelles, dont I'une se réduit i zéro. Mais
si, au lieu de prendre pour inconnue la distance & la Terre, on prend
pour inconnue la distance au Soleil, alors le calcul montre que I'équa-
tion obtenue ne peut offrir plus de trois racines réelles et positives.
Ces trois racines sont toutes trois supérieures a la perpendiculaire
abaissée du centre du Soleil sur le rayon vecteur mené du Soleil & la
Terre, et toutes trois inférieures & une certaine limite que fournit
immédiatement I'équation des forces vives. D’ailleurs I'une de ces
trois racines, étrangére  la question, se réduit a la distance du Soleil &
la Terre; ct, pour savoir si cette racine est ou n’est pas comprise entre
les deux autres, il suffit de consulter le signe d’une certaine quantité
connue. Enfin, pour savoir si la distance de I'astre observé au Soleil
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est inférieure ou supérieure & la distance du Soleil & la Terre, il suffit
de recourir & une belle remarque de Lambert, ou, ce qui revient au
méme, il suffit d’examiner dans quel sens est dirigé le rayon de cour-
bure de la courbe suivant laquelle, dans le mouvement apparent de
P’astre, un plan parallele a celui de I’écliptique coupe le cone décrit
par le rayon vecteur mené de la Terre a Pastre. En vertu de ces
remarques, les racines de I’équation du septiéme degré qui pourront
résoudre la question proposée se réduiront i deux, ou méme a une
scule, ct Pon se trouvera ainsi ramené a la conclusion déduite par
M. Binet de la discussion géométrique de I'équation qui détermine
la distance de 'astre & la Terre. Ajoutons que, si 'astre observé est
une comeéte, la valeur du grand axe déterminé par I’équation des
forces vives devra étre trés considérable, et qu’alors cette équation
fournira un moyen trés simple, non seulement de reconnaitre la véri-
table solution, mais aussi de corriger la valcur de la distance du Soleil
i la Terre fournie par la premiére approximation.

Je ferai encore ici une remarque importante. Les deux équations
générales que j’ai données dans la séance du 27 décembre dernier
renfefment seulement, avee le demi-parametre, les coordonnées de
I'astre observé et la distance de cet astre au Soleil. Or cette distance
se trouve liée par une équation du second degré & la distance de I'astre
a la Terre, qui est la seule inconnue de laquelle dépendent les coor-
données de I'astre. Enfin, si, 'astre observé étant une comete, on le
considere, dans une premiere approximation, comme décrivant une
parabole, sa distance au Soleil dépendra uniquement du temps et de
deux éléments, dont I'un sera préeisément le demi-paramétre, 'autre
étant ’époque du passage de la cométe au périhélie. Done, alors, les
deux équations générales ci-dessus mentionnées pourront étre censées
ne renfermer que dcux inconnues, savoir les deux éléments dont il
s"agit. Donc elles suffiront pour corriger les éléments, qt la carrection
ainsi obtenue sera d’autant plus exacte que les deux équations ne
renferment aucune dérivée. Ajoutons que I'on simplifiera le calcul en
ne conservant, dans les équations dont il s’agit, qu’un seul des trois
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systemes de valeurs des variables correspondantes aux trois observa-
tions données, et en remplacant les deux autres systemes par les deux
systémes des différences finies du premier et du second qrdre formées
avec les trois valeurs de chacune de ces mémes variables.

ANALYSE.

Conservons les notations adoptées dans les séances précédentes, et
posons, de plus,
Bk A
— + R—"
Les distances r, ¢ de 'astre observé au Soleil et i la Terre seront liées
entre elles, et i la distance

(l) s:“""*’k’

par les deux équations

(3) rio st 2

dans lesquelles R désigne la distance de la Terre au Soleil, et / la per-
pendiculaire abaissée du centre du Soleil sur le rayon vecteur R. De
plus, en nommant o la vitesse absolue de I'astre observé, K la force
attractive du Soleil, et a le demi grand axe de I'orbite décrite, on aura

2 1 w?

(4) C rTE LK

, P TR .
et I'on pourra réduire + 4 une fonction de ¢, de la forme

. w? , W o2
(i)) K:d“n"l—Q'Uot-{‘-bt,

A, W, & 6tant-des quantités connues. D’ailleurs, en vertu de la for-

mule (3), le polynome
* Ao+ 2tbhe + Se?



480 COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE.
essentiellement positif, ne pourra s’abaisser au-dessous de la limite

Al -— ah?

-

Cela posé, il résulte immédiatement des formules (3), (4), que le
rayon vecteur r est renfermé entre les limites

22
WS — AWh?

l et

Ajoutons que, v étant une quantité positive, la distance 7, en vertu de
la formule (2), sera supéricure ou inférieure a R, suivant que la quan-
tité A sera positive ou négative.

Si I'on élimine ¢ et s entre les formules (1), (2), (3), on obtiendra
I’équation

.2 2 A_ !-_,-
(6) rt— [ ——(B—— ,1) =2 0,

a laquelle on satisfait en posant r = R. D’autre part, en différentiant
I'équation (6) par rapport a r, on obtient I'équation dérivée qui peut
étre présentée sous la forme

(7 11— 3ABr*+ A== o, -

et qui n’admet au plus que deux racines réelles. Done, par suite,
P’équation (6) ne pourra offrir plus de trois racines réelles; et, comme
la racine R est étrangére a la question, comme d’ailleurs le probleme
doit offrir au moins une solution, il est clair que I'équation (7), dont
le dernier terme est positif, offrira précisément deux racines réelles,
et I'équation (6) trois racines réelles. Enfin, c8mme dans le voisinage
- dela valeur r =R, le premier membre de la formule (6) est né§atif
ou positif pour r > R, suivant que la différence

R —3Ak

est négative ou positive, il est clair que la question offrira une solu-
tion unique, si I'on a

(8) , Ré—3Ak <o,
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et que, dans cette hypathése, I’équation (7) offrira entre les limites /,
A — W

R, si A est négatif, ou entre les limites R, =——=— si A est positif,
une seule racine qui sera précisément la valeur cherchée de R.

Si 'on a, au contraire,
R:—3lk >o,

I'équation (6) offrira, outre la racine R, deux racines réelles, toutes
deux supérieures 4 R lorsque A sera négatif, toutes deux inférieures
a R lorsque A sera positif; et il sera facile d’opérer la séparation de
ces deux racines, puisqu’elles comprendront entre elles une racine
de I’équation (7).

FIN DU TOME X DE LA PREMIEKE SERIE.

OFEuvres de C. — S. 1, t. X. 61
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